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Introduccién

El proposito de este trabajo es determinar el anillo de Burnside
B(C,2), en donde Cj: es el grupo ciclico de orden p?, para p—primo

y una vez definido el anillo Zg,, obtendremos By, (C)2), el cual es un
orden sobre este y cuyo orden maximal denotaremos por B{p}(sz). De
acuerdo con el teorema 2.2.23 se hara el calculo de la funciones zeta de
By (Cpe) y de Bypy(C2), con el fin de obtener por dltimo fc , (p~*), el
cual es un polinomio en Z[p~—?| y que relaciona a las dos funciones zeta
anteriores como se puede ver en dicho teorema.

En la primera seccion del capitulo 1 se veran conceptos béasicos de
la teoria de grupos. Definiremos el concepto de G—conjuntos asi como
el de una G—orbita. Se daran algunos ejemplos de G-conjuntos e iso-
morfismos entre ellos, los cuales seran importantes para la construccion
de B(G) el anillo de Burnside de un grupo G finito.

En la segunda seccién de este capitulo veremos el concepto de la
marca de un subgrupo H en un G-conjunto X, el cual serd util para
dar un morfismo de B(G) en [[Z, el producto de varias copias del
anillo de los enteros.

En la primera seccion del capitulo 2, se veran conceptos bésicos
de la teoria de anillos, y dado un grupo G construiremos el anillo de
Burnside de G. Veremos ademés que B(G) es un Z—modulo libre como
grupo abeliano, generado por los elementos de la forma G/ H, donde H
pertenece al conjunto de clases de conjugacion de los subgrupos de G.
Daremos también una regla para obtener el producto entre los genera-
dores.
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En la segunda seccion de este capitulo se verd el concepto de un
orden sobre un anillo, se definira el anillo Z,. Definiremos la funcion
zeta para un orden de Z,, y por ultimo enunciaremos algunos teoremas
relacionados con la funcién zeta de un orden.

En la tercera seccion de este capitulo, veremos un ejemplo en donde
se hara el calculo de f¢,(p™*), el cual pertenece a Z[p~?| y relaciona a

CB{p}(Cp)(z) con CB{p}(Cp)(z), las funciones zeta de By, (C)) v B{p} (Cy)
respectivamente.

En la primera seccion del capitulo 3, se estudiaran a fondo todos
los ideales de indice finito en By, (Cp2) .

En la segunda seccion de este capitulo, se hard un resumen de todos
los ideales de indice finito en By, (Cy2), con el proposito de encontrar
la funcion zeta de este orden, ademds se hara el calculo de la funcion
zeta del orden maximal By, (Cp2) sobre Zgy,. Por tltimo y de acuerdo
con el teorema (2.2.23), se hara el calculo del polinomio f(CPQ)(p*Z), el

cual pertenece a Z[p~*| y relaciona a CB{ (e 2)(2) con CB{ (e 2)(2), las

funciones zeta de By (Cp2) v B{p} (Cp2) respectivamente.



Capitulo 1

PRELIMINARES.

OBSERVACION: En este trabajo sélo se consideraran grupos fini-
tos, y en caso contrario se especificara que el grupo no es necesariamente
finito.

En la seccion 1.1 de este capitulo definiremos el concepto de G—
conjunto, asi como el de una G—orbita. Se veran algunos ejemplos de
G-conjuntos e isomorfismos entre ellos, los cuales seran importantes
para la construccion de B(G) el anillo de Burnside de un grupo G .

En la seccion 1.2 de este capitulo veremos el concepto de ¢y (X) la
marca de un subgrupo H en un GG-conjunto X, el cual sera ttil para dar
un morfismo de B(G) en [[Z, el producto de varias copias del anillo
de los enteros.



CAPITULO 1. PRELIMINARES. 2

1.1. G-CONJUNTOS.

1.1.1 Definicién.

Un grupo es un conjunto G, junto con una regla de composicion de
GxG—G,

tal que:
(i).- Es asociativa, es decir (g192)93 = ¢1(9293), ¥ 91, 92,93 € G.

(ii).- Existe e € G el elemento identidad, tal que eg = ge = g, para
todo g € G.

(iii).- Para todo elemento g € G, Existe g~! € G el inverso de g, tal
que gg~' =g 'g=e.

Ejemplos de grupos:

(Z,+); (Q,+); (Q,-); (R, +); (R,-); (C, +); (C,-).

1.1.2 Definicién.

Sea GG un grupo y X un conjunto, entonces X es un G-conjunto si
existe una regla de composicion

o GEx X =X

(9.2) = g-x

tal que cumple lo siguiente:
(i)-e-x=x,VzreXyeecG el elemento identidad.

(i) (9192) 2 =g1-(92-2),Vr € Xy g1, € G.
De esta definicion, diremos que G actiia en X con la accion (-).
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1.1.3 Proposicioén.

Sea, X un G-conjunto, tenemos la siguiente relacion de equivalencia
en X:
Sean z,y € X, entonces x ~ y son equivalentes si 4 g € G, tal que

rT=q-y.
Demostracion.

(i).- Tenemos que x = e - z, por lo que = ~ x.
(ii).- Si z ~ y, entonces x = g -y, por lo que y = g~ ! - =, de donde
Y~ T
(iii).-Six ~yyy~ z tenemos que x = g-yy y = f -2z para algin
g, f € G, por lo que
v=g-y=9-(f-2)=1(9f) 2

por lo que x ~ z.
Concluimos entonces que ~ es una relacion de equivalencia en X.

1.1.4 Definicidn.

La orbita en GG de un elemento x € X, es la clase de equivalencia
de z, y la denotaremos como sigue

Og(z) ={ye X |y=g- -z, paraalgin g€ G } =G - x.

1.1.5 Proposicioén.

Las orbitas de X un G-conjunto son ajenas.

Demostracion:

Sean x,y € X, tales que

Oc(z) N Oc(y) # O,

entonces tenemos que existen g, f € G tales que g-z = f -y, de
donde = = (g7 ' f) -y, por lo que

Oc(z)=G-2=G-((g7"f) - y) =Gy =0c(y).



CAPITULO 1. PRELIMINARES. 4

1.1.6 Observacion.

Sea (X, +i)ier, una familia de G-conjuntos, tenemos que:
(1).- WierX;, la union ajena de los X, es decir la union de los X;
tales que X; N X; =0 Vi# j, es un G-conjunto con la siguiente accion

g-x:=gyr,VgelG, ielyxelX,.

(ii).- IL;c; X, el producto cartesiano de los X;, es un G -conjunto
con la siguiente accidén

G- (z3)icr == (g1 Ti)ier, V9 € Gy (2i)ier € ier X,

1.1.7 Definicién.

Un subconjunto H C G, es un subgrupo de G, si H cumple lo
siguiente:

(i).- e € H, donde e es el elemento identidad en G.

(ii).- Si hy, ho € H, entonces hihy € H.

(iii).- Si h € H, entonces h™' € H.

Si H C (G es un subgrupo de G, lo denotaremos por H < G.

1.1.8 Definicidn.

Sea H < (G, entonces el conjunto de clases laterales izquierdas de
H en G es
G/H:={gH|g€G},

en donde gH :={gh|he H},y gH = ¢g'H si y solosi g7'¢’ € H.

1.1.9 Observacion.

Sea H < G, tenemos que GG/ H es un G-conjunto con la siguiente
accion:

J-gH:= fgH,

VfieG, ygH €e G/H.

Demostremos que la accién esta bien definida:

Sea g1H = g.H, entonces tenemos que g; 'g» € H, por lo que
gy g2 = h, para algiin h € H, y entonces f-gH = f-g.hH = f- g H.
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1.1.10 Definicidn.

Sea X un G — conjunto, y € X un elemento, definimos el estabi-
lizador de x en G como

stabg(z) :={g€G|g -z =12} <G,

el cual es un subgrupo de G.

1.1.11 Definicidn.

Un G-conjunto es transitivo si solo tiene una sola orbita.
(Se pueden ver ejemplos de G—conjuntos transitivos en [1] Monoids
And Groups:” Groups acting on sets”).

1.1.12 Definicidn.

Sean X,Y dos G-conjuntos con acciones -, -, respectivamente, y sea
f X — Y una funcion, tenemos que f es un morfismo de G-conjuntos
si

flgwz)=9g- flx),VgeGyzelX.
(Se pueden ver ejemplos de G — morfismos en [1] Monoids And
Groups:” Groups acting on sets”).

1.1.13 Observacion.

Sean X,Y,Z G-conjuntos con acciones -, -, -, respectivamente, y

sean
fo: X =Y,

fy Y — Z,
morfismos de G-conjuntos, entonces si g € GG tenemos que
fy - f2(g 2 2) = [y(fag 2 @) = fy(g -y fal2)) =
g -z fy(fx(x)) =0z (fy : fx(x))a

por lo que f, - fz : X — Z es morfismo de G-conjuntos.
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1.1.14 Observaci6n.

Si H, K son dos subgrupos de G, tal que K C H, es claro que la
proyeccién canoOnica

n=G/K—G/H,
9K — gH,

es un morfismo de G-conjuntos. S6lo veamos que esta bien definida:
Sea g1 K = g, K, entonces tenemos que g; ‘g, € K C H, por lo que
gy 'g2H = H, y entonces
g H =g H.
1.1.15 Definicién.

Dos G-conjuntos X, Y son isomorfos si existe f : X — Y un mor-
fismo de G-conjuntos biyectivo y lo denotamos como

X =Y

1.1.16 Proposicién.

Dados X,Y dos G-conjuntos finitos, tenemos la siguiente relacion
de equivalencia

X~Y S XY
Demostracion.
i).- Tenemos que X = X, por lo que
X ~ X.

ii).- Si X ~ Y, entonces X =5 Y por lo que existe f : X — Y un
isomofismo de G-conjuntos, y entonces f~! : Y — X es también un
isomorfismo de G-conjuntos por lo que Y =4 X, y entonces

Y ~ X.

iii)- Si X ~ Y y Y ~ Z, tenemos que existen f, : X — Yy
fy 1Y — Z isomorfismos de G-conjuntos, de donde f, - f, : X — Z es
un isomorfismo de G-conjuntos, por lo que X = Z, y entonces

X~ Z.
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1.1.17 Proposicioén.

Sea Xun G-conjunto, x € X,y g € G-
i).- stabg(go - ) = go stabg(z)gy "

ii).- Og(x) =Z¢ G/ stabg(x).

iii).- G/ H es transitivo V H < G subgrupo de G.

iv).- Si Xes transitivo, entonces X =g G /H, para algin H sub-

grupo de G.

Demostracion.

i).- g € stabg(go-), sty solo st ggo-x = go-x, si y solosi gy 'ggo-x =
x, sy solo si gy 'ggo € stabg(w), si y solo si g € gy stabg(x)gy .
ii).- Demostremos que el siguiente es un morfismo de G-conjuntos

f:O¢g(x) — G/ stabg(z).
g - x — gstabg(x)
Sea g1,9» € G, si g1 - = go - 7, tenemos que g; 'go € stabg(z) y
entonces gy 'ga stabg(z) = stabg(z), de donde

gistabg(z) = go € stabg(z),

por lo que f esta bien definida.
Tenemos que h € H'y g-x € Og(x), entonces

f(h-(g9-2)) = f(hg-x)) = hg stabg(z) =
h(g stabg(z)) = hf(g - z),

por lo que f es morfismo de G-conjuntos.

Sea f(g1-x) = f(g2 - x), tenemos que g; stabg(z) = go stabg(x),
por lo que g;'gs € stabg(z), y entonces tenemos que g; 'gy -z = x, de
donde

g2 T =017,
por lo que f es inyectiva.
Sea g stabg(z) € G/ stabg(z), tenemos que

g stabg(z) = f(g - ),

por lo que f es suprayectiva.
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iii).- Sea gH € G/ H, tenemos que
O¢(gH)=G-gH=G-H=G/H.

iv).- Tenemos que X = Og(xp), para algin zo € X y por el inciso
ii, tomamos
H = stabg(zo).

1.1.18 Definicidn.

Sean H, K < G dos subgrupos de un grupo G no necesariamente
conmutativo, decimos que H es conjugado de K si existe g € GG tal que
H=gKg*

1.1.19 Observaci6n.

Sea
S(G) ={H < G| H —subgrupo de G},

tenemos que G actia en S(G) por conjugacion, es decir, la accion
estd dada por

g-H=gHg ', VgeGy H <€ S(Q).

Es claro que esta es una accion, por lo que solo hay que ver que esta
bien definida.

Sea H € S(G), demostremos que gHg™ ' € S(G) :

i).- Sea e € G laidentidad, tenemos que e = gg~' = geg~' € gHg ™.

ii).- Sean ghyg~ !, ghog™' € gHg™', tenemos que

ghig " ghag™" = ghihag™' € gHg ™"

iii).-tenemos que
1). = (ghg™)(gh™"g™") = ghh™'g™ = gg~" =,

2). = (gh™'g ™ )(ghg™") = gh™hg™ = gg7" =e,
por lo que
(ghg™) ™' =gh™g™".
Bajo esta accion denotaremos por Og(H) := H, a la clase de con-
jugaciéon de H y
C(G):={H|HeSG)},

al conjunto de clases de conjugacion de los subgrupos de G.
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1.1.20 Afirmacién.
Sean H, K € S(G), entonces G/ H =5 G /K, si y solosi H =K.

Demostracion.
-Si H = K, tenemos que H = goK gy ', para algin g, € G, y sea
f:G/K—G/H
9K — g9, ' H,

Demostremos que f es un isomorfismo de G-conjuntos.
Si 1 K = g, K, tenemos que g; 'g» € K, por lo que gog; *929, - € H,
de donde gog; ‘9295 'H = H y entonces

9290 "'H = g1, " H,

por lo que f esta bien definida.
Sea a € (G, tenemos que

fla-gK) = fagK) = aggy'H = a- g9y 'H = a- f(gK),

por lo que f es morfismo de G-conjuntos.
Sea f(1K) = f(g2K), tenemos que glgo_lH = gggo_lH, por lo que
9195 (90K 95") = 9295 " (90K g5 '), de donde

g Kgy" = gKg',

lo cual implica que
glK = 92K7

y entonces f es inyectiva.
Sea gH € G /H, tenemos que

gH = f(990K),

por lo que f es suprayectiva.
-SiG/H =Z¢ G/ K, tenemos que existe

fo:G/H—G/K

H—>g0K
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un isomorfismo. Sea h € H, tenemos que goK = fo(H) = fo(hH) =
hfo(H) = hgoK, por lo que goK = HgoK, y entonces g; 'HgoK = K,
por lo que g, Hgo C K, y entonces

HC goKg',
ademés tenemos que
fi''G/K—G/H

K — gy'H,

de donde si k € K, tenemos que gy H = fi'(K) = fi'(kK) =
kfy'(K) = kgy"H, porlo que g, 'H = Kgy ' H, y entonces goK gy 'H =
H, por lo que
gOKgal g Ha

y entonces H = goK gy .

1.1.21 Proposicién.

Sea f: X — Y, un morfismo de G-conjuntos y sea x € X, entonces

f(Oc(x)) = Oc(f(x)).

Demostracion.
- Sea g -z € Og(z), tenemos que f(g-xz) =g - f(z), por lo que
f(Oc(x)) € Oc(f(x)).
“Sea g+ f(x) € O(f(x)), tenemos que g - f(x) = f(g - ), por lo
que
Oc(f(x)) € f(Oc(x)).

1.1.22 Proposicién.

Sea X un G-conjunto, entonces

X =G/ H,

i€l
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Demostracion.

Tenemos que X = )., Og(z;), y ademas Og(z;) =5 G /stabg ().

Sea

i€l
f 4 Oc(x:) — | H G/ (i)
i€l el

x — f(z),

donde f(x) := f;(x) si y solo si x € Og(x;). Tenemos que f es un
isomorfismo de G-conjuntos, por lo que la proposicién queda demostra-
da.

1.1.23 Definicidn.

Sean H, K € S(G), decimos que H es subconjugado de K, si gHg™* C
K para algin g € G.

1.1.24 Proposicién.

Sea
Homg(G/H,G/K) =

{f:G/H— G/K | f— morfismo de G-conjuntos},
entonces

Homg (G /H,G/K) # () & H es subconjugado de K.

Demostracion.
- Si Homg (G H,G/K) # (), entonces existe
f:G/H—-G/K
H — goK,

un morfismo. Tenemos que si h € H, entonces goK = f(H) =
f(hH) = hf(H) = hgoK, porlo que goK = HgoK,y entonces g, ' HgoK =
K, por lo que
9o Hgo C K.

-Si H es subconjugado de K, entonces existe gy € G tal que g,Hgy ' C
K, tenemos que G /H %“é G/ goHgy*, y sea

n:=G/9,Hgy," — G/K,
la proyeccion canodnica, entonces tenemos que II- f € Homg (G H,G/K).
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1.1.25 Observacion.

Sea, H un subconjugado de K, entonces si H; es un conjugado de
H, tenemos que H; es subconjugado de cualquier conjugado de K.

1.1.26 Proposicién.

Sen H, K € C(G), dos clases de conjugacion, tenemos el siguiente
orden parcial en C'(G) :
H < K & H es subconjugado de K.

Demostracién.
i).- Tenemos que eHe = H, por lo que
H < H.
ii).- Si H < Ky K < H, tenemos que G Hg ' CKygKg,' CH,

de donde
G Hg 't C goaKgy' C H,

y puesto que el nimero de elementos de H es igual al niimero de
elementos de gog1Hg; 'g; ", tenemos que el nimero de elementos de
2K gy ! es igual al nimero de elementos de H, por lo que go K g, ' = H,
y entonces

H=K.

iii).-Si H < Ky K < L, tenemos que g1Hg;' C Ky g.Kgy' C L,

de donde
g201Hgi gy C g2Kgy ' C L,

con lo cual gog1 H(g291)"! € L y por lo que
H<L.
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1.2. LA MARCA DE H EN X.

1.2.1 Definicidn.

Dado un G-conjunto X, y un subgrupo H de G, definimos X* como
el conjunto de todos los puntos de X que quedan fijos bajo la accién
de H, es decir

Xt ={zeX|h-x=xVhec H}.

1.2.2 Definicidn.

Definimos la marca de H en X, como el numero de elementos de
X y la denotaremos como sigue:

pr(X) =| X7

1.2.3 Proposicién.

Sean X,Y dos G-conjuntos, tenemos que:
- (X WY) = ou(X) + ou(Y).
ii).- ou(X xXY) = pu(X)en(Y).

Demostracion.
i).-
XwY) ! ={sc XwY|h-z=2Vhec H}=
{zeX|h-z=zVhe HlW{z€Y |h-z=2Vhe H},
por lo que (X WY)” = X# W Y*# y entonces
pr(XWY) =| XT oY [=| X7 |+ | V" |= on(X) +on(Y).
if).-
(X x V) ={(v,y) e X xY | h-(2,9) = (v,y),Yh € H} =
{(z,y) e X xY | (h-x,h-y) = (z,y),Yh € H} =
{(x,y)EXxY]xGXH,yEYH},

por lo que
(X xY)H = X" xyH

y entonces (X xY) =] XA <Y |=| X# || Y |= pu(X)pn(Y).
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1.2.4 Proposicién.

Sean H, K € C(G) dos clases de conjugacion, tales que H = K,
entonces tenemos que ¢y (X) = px(X), para todo G- conjunto X.

Demostracion.

Sea X un G-conjunto, puesto que H = K, tenemos que H = goK gy *
para algin gy € G, de donde

XH:X(gngo_l):{x€X|gokgo_1-x:x,Vk€K} =
{reX kg v=g;'a2,Vhke K} ={re X |gy've XK} =
{reX|zegXt}=gX",

por lo que i (X) =| go X [=] X |= pr(X).

1.2.5 Proposicion.

Sean H, K € S(G) dos subgrupos de G, entonces existe una biyec-
cion de

(G/H)* — Homeg(G/K,G,/H).
Demostracion.
- Si K £ H, tenemos que
Homg(G/K,G/H) =0,
ademas
(G/H)S ={gHeG/H|k-gH=gHVke K} =
{9 €G/H|g'kgH = HVk € K} =

{yHeG/H|g 'KgC H} =0.

- Si K < H, Sea
F:(G/H)Y - Homg(G/K,G/H),
gH — F(gH) = f,,



CAPITULO 1. PRELIMINARES. 15

en donde

f,=G/K—G/H
aK — agH,

demostremos que F' es una biyeccion:
- Si a1 K = ayK, tenemos que a;'ay € K, y sea gH € (G/H)X,
entonces

folaK) = a1gH = ay(ay "' az - gH) = aggH = fy(a:K),
por lo que f, estd bien definida, ademas si b € G tenemos que
folb-aK) = f,(baK) = bagH = b-agH = b- f,(aK),

por lo que f; es un morfismo de G-conjuntos.
- Sean a1 H,a,H € (G,/H)X, tales que a;H = ayH, tenemos que
H =a;'axH, y sea bK € G /K, entonces

fu, (bK) = bay H = bay(a; ayH) = bayH = f,,(bK),

y entonces F(a1H) = fo, = fo, = F(agH), por lo que F' esta bien
definida. Veamos ahora que la siguiente funcion es el inverso de F'.

F':Home(G/K,G/H) — (G/H),

a— a(K) =g.H.

Sea k € K, tenemos que k- g, H =k -a(K) =ak-K)=«o(K) =
goH, por lo que F' esté bien definida. Ahora solo falta demostrar que
F' =F-1:

Tenemos que

F-F'(a)(aK) = F(goH)(aK) = fg,(aK) =
ago H = aa(K) = a(aK),

y ademas

F'-F(gH) = F'(fg) = fo(K) = gH.

1.2.6 Definicién.

Si H € S(G) es un subgrupo de G, entonces H es normal si gH =
Hg para toda g € GG. Lo denotaremos por H < G.
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1.2.7 Observacion.

Sea H € S(G), tal que H < G, tenemos que G/ H es un grupo, en
donde
-G/HxG/H—G/H

(nga 92H) — g1 -gH = g19:H.

Demostracion.

i).- Sea gH € G/ H, tenemos que HgH = gHH = gH, por lo que
H es la identidad en G/ H.
ii).- Sean a,b € G, tenemos que

aHbH = a(Hb)H = a(bH)H = (abH)H = abH € G/ H.
iii).- Sea gH € G /H, tenemos que gHg'H = gg-'HH = H, por

lo que
(gH)' =g 'H.

1.2.8 Definicidn.

Sea H < G un subgrupo, definimos el normalizador de H en G
como

Ne(H):={ge€G|gHg ' =H}.
Puesto que H es normal en Ng(H), tenemos el grupo cociente
W (H) := N(H)/H,
el cual recibe el nombre de grupo de Weyl de H.

1.2.9 Proposicién.

Sea H < G un subgrupo, tenemos que

(G/H)" Zngun W(H).
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Demostracion.

Sea gH € (G/H)",y f € Ng(H), tenemos que G/ H es un G-
conjunto, por lo que para demostrar que (G, H)? es un Ng(H) —
conjunto, s6lo basta con demostrar que f - gH € (G, H)". Sabemos
que fH = Hf, porlo que fh' = hf, y entonces

h-f-gH =hfgH = fh/gH = fgH = f - gH,

Sea
F (G/H)H — W(H)
gH — gH

claramente F' es un morfismo de Ng(H) — conjunto biyectivo, por
lo que solo falta ver que F estd bien definido. Sea gH € (G, H)",
tenemos que h(gH) = gH para toda H, y entonces

g 'Hg C H,

y puesto que ambos conjuntos tienen el mismo nimero de elementos,

tenemos que
g 'Hg=H,

por lo que g € Ng(H).

1.2.10 Corolario.

i).- ou(G/H)=|W(H)|.
i).- ox(G/H) =0& K £ H.

1.2.11 Teorema.
Sea G un grupo , y X un G-conjunto, definamos
X={xeX|g-x=uxa},

y sea N el nimero de 6rbitas de X bajo la acciéon de GG, entonces

1
N=—2>S"|x9].
|G|Z\ |

geCG
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Demostracion.

Consideremos el siguiente conjunto
C={(r,9) e XxG|g-z=u},

por un lado tenemos que

| C 1=l WgeaX? 1= ) [ X7,

geG
y por otro lado tenemos
| C' |=| Wpexstabg(r) |= Z | stabg(x
zeX

por lo que

> 1X7 = 3 Jstabole) = 3 oo |G| _

geqG zeX zeX

Iy ,——|G|ZZ

zewd  Og(w;) =1 z€O0¢(x;)

Gy ¥ 7—@2{3;

1=1 2€0¢(z;)

]G!le]G!N.
=1

18



Capitulo 2

ANILLO DE BURNSIDE'Y LA FUNCION (.

En la seccion 2.1 de este capitulo, dado un grupo G construiremos su
anillo de Burnside B(G). Veremos ademas que B(G) es un Z—modulo
libre como grupo abeliano, generado por los elementos de la forma
G/ H, donde H € C(G) es el conjunto de clases de conjugacion de los
subgrupos de GG. Daremos también una regla para obtener el producto
entre los generadores y por tltimo veremos un ejemplo ttil para el de-
sarrollo de este trabajo.

En la seccion 2.2 de este capitulo se verd el concepto de un orden
sobre un anillo, se definira el anillo Z,. Definiremos la funcién zeta para
un orden de Z,, y por tultimo enunciaremos algunos teoremas relaciona-
dos con la funciéon zeta de un orden.

En la seccion 2.3 de este capitulo, veremos un ejemplo en donde
se hara el calculo de f¢,(p™*), el cual pertenece a Z[p~?| y relaciona a

CB{p}(Cp)(z) con CB{p}(Cp)(z), las funciones zeta de By, (C)) v B{p} (Cy)
respectivamente.

19
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2.1. EL ANILLO DE BURNSIDE.

2.1.1 Definicion.

Sea R un conjunto no vacio con las operaciones binarias de suma y
producto, entonces R es un anillo si satisface que:

i).- (R,+) es un grupo abeliano.

ii).- (R,-) satisface que:

- (ab)c = a(bc) para todo a,b,c € R.

- Existe 1z € R, tal que 1gra = alg = a para toda a € R.

- a(b+ ¢) = ab+ ac, para todo a,b,c € R.

- (b+ ¢)a = ba + ca, para todo a,b,c € R.

2.1.2 Observacion.

Sea R un conjunto no vacio, tenemos que R es un semianillo, si
para que sea un anillo solo le falta que cada uno de sus elementos
tenga inverso aditivo en R.

2.1.3 Definicion.

Un anillo R es conmutativo si ab = ba para todo a,b € R.

2.1.4 Definicion.

Un anillo R es un dominio entero si R es un anillo conmutativo tal
que si ab = 0, entonces a =0 o0 b = 0.

2.1.5 Definicion.

Un anillo conmutativo R es un campo si para toda 0 # a € R existe
a™! € R, tal que aa™! = a~ta = 1y, es decir si (R\ {0}, ") es un grupo.

2.1.6 Definicion.

Sean Ry y Ry dos anillosy f: Ry — Ry una funcion, entonces f es
un morfismo de anillos si:

i).- fla+b) = f(a)+ f(b), para todo a,b € R.

ii).- f(ab) = f(a)f(b), para todo a,b € R.

iii).- f(1g,) = 1g,.
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2.1.7 Observacion.

Sean R; y Ry dos anillos y f : Ry — R un morfismo de anillos,
tenemos que f es inyectiva si y solo si la imagen inversa del cero bajo
f es el cero.

- Suponiendo que la imagen inversa del cero bajo f es el cero, ten-
dremos que si f(a) = f(b), entonces f(a —b) =0, por lo que a —b =0
y entonces

a=nb.

- Suponiendo que f es inyectiva. Sea f(a) = 0, tenemos que f(0) =

) =
f(0+0) = f(0)+ f(0), por lo que f(0) =0, y entonces f(a) = f(0)
por lo que
a=0.

2.1.8 Teorema.

Sea X un G-conjunto finito y X su clase de G-isomorfismo, tenemos

que —
B*(G) :={X | X — G conjunto finito}

es un semianillo conmutativo con unidad, con las operaciones bina-
rias de uni6én ajena y producto cartesiano, a las cuales las denotaremos

Demostracion.

Veamos que la suma y el producto estan bien definidos.
Sean X;,Y,; € BT(G), con i = 1,2, tales que X; = X5,y Y] =Y,
por lo que tenemos que existen

fx:Xl _>X27

fyzyrl_>Yv27

isomorfismos de G-conjuntos .
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Sea
f:XiuY; — XowYs

fz(2), siz € Xy
= fy(2), sizeY;

es claro que f es un isomorfismo de GG-conjuntos, por lo que X; WY; =
X, WY, de donde X; +Y; = X5 + Y, v entonces la suma esta bien
definida.
Sea
f:XixY] — Xy xY,

(z,y) = (fol2), fy ()

claramente f es un isomorfismo de G-conjuntos, por lo que X; x Y] =
X, x Ys, de donde X; - Y7 = X, - Y, y entonces el producto esta bien
definido.

Veamos ahora que BT (&) es un semianillo conmutativo con unidad.

Sean X,Y,Z € BT(G), tenemos lo siguiente:
i).- Sabemos que (X WY)W Z =; X W (Y W Z), por lo que

X+Y)+Z=XwWY+Z=(XWY)WZ=

XW(YWZ)=X+YWZ=X+ (Y +2)

y entonces la suma es asociativa.
ii).- Sabemos que X WY =5 Y W X, de donde

X4+Y=XuWY=YuX=Y+X,

por lo que la suma es anmutativa

iii).- Tenemos que X +0 = X & = X, por lo que § € BT(G) es el
neutro para la suma.
iv).- Sabemos que (X xY) x Z =25 X x (Y x Z), por lo que

(X-YV) Z=XxY - Z=XxY)xZ=

Xx(YxZ2)=X-YxZ=X-(Y-Z)

y entonces el producto es asociativo.
v).- Sabemos que X X Y =5 Y x X, de donde

X YVY=XxY=YxX=Y X,
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por lo que el producto es conmutativo. o
vi).- Tenemos que X x GG =5 X para todo X € BT(G), de
donde

X G/G=XxG/G=X,

por lo que G /G € BT(G) es el neutro para el producto.
vii).- tenemos que

[ XxYWZ) - (X xY)W(X xZ)

(2, w) — (x,w) e X xY siweY
' (x,w)e X x Zsiwe Z

es un isomorfismo de G-conjuntos, de donde
X - Y+2)=X - YWZ)=Xx (YWZ)
(XxYV)W(XxZ)=(XxY)+(Xx2)=X Y+ X 7,

por lo que el producto se distribuye sobre la suma.

2.1.9 Proposicioén.

_ Sean X,Y,Z € B¥(G), tenemos que si X + Z =Y + Z, entonces
X=Y.

Demostracion.

Sabemos que X W Z =Y W Z y entonces existe
f: XWZ YWz

un isomorfismo de G-conjuntos, por lo que toda orbita de X W Z es
isomorfa a una orbita en Y W Z bajo f, puesto que f manda érbitas en
Orbitas y entonces X W Z y Y W Z tienen 6rbitas isomorfas, y puesto
que las orbitas de Z son las mismas para ambas sumas, entonces las
orbitas de X son isomorfas a las 6rbitas de Y y por lo tanto X =, Y,
por lo que X =Y.

2.1.10 Proposicion.

La siguiente es una relacion de equivalencia en B*(G) x B (G).
Sean (X1,Y1),(X2,Ys) € BY(G) x BT (G), entonces

(717?1) ~ (727?2)
son equivalentes si y solo si X1 + Yo = Xo + Y.
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Demostracion.

i).- Sea (X,Y) € B*(G) x B*(G), tenemos que X +Y = X +Y,
de donde B -
Y) ~ (X,Y).
ii).- Si (X1,Y)) ~ (X3,Y5) tenemos que X; + Yy = Xo + Y, de
donde

XiwWYy, = XoWwWY),

por lo que X1 WY, =5 XoWwY; y entonces XoWY; =g X7 WY, por lo
que XoWY; = X, WY, porloque Xo+ Y, =X+ Y5y por lo tanto

(X2,Y5) ~ (X1,Y).
iii).- Si (X1,Y1) ~ (X2,Y9) y (X3,Y5) ~ (X3,Y3), tenemos que
(1): X1 +Yy,=X,+7Y,.
(2): Xy +Y3=X3+Y,.
De (1) tenemos que X; WY, %é X, WY, entonces tenemos que
g (X8, 8Y; — (Xa8Y) wYy

flw)siwe X;WYs

w — .
wsiw e Ys

es un isomorfismo de G-conjuntos, por lo que
X1 +Yo+Y3=X,+Y, +753,

_ dedonde X1 +Y,+Y3=X,+Y34 Y, ypor (2) tenemos que
X1+Y2+)3:)£3+Y1+Y1_,de donde X1+Y3+Y2:X3+Y1+Y2,
por lo que X; + Y3 = X3+ Y y entonces

(71,?1) ~ (73,?3).

2.1.11 Nota:

Denotaremos X —Y = (X,Y), ala clase de equivalencia del ele-
mento (X,Y) € BT (G) x BT(G)



CAPITULO 2. ANILLO DE BURNSIDE'Y LA FUNCION (.25

2.1.12 Definicion.

Sea GG un grupo , definimos el anillo de Burnside de G' como
B(G) = [(B™(G) x BY(G))/ ~] =
{X-Y | (X,Y)e B*G) x B¥Y(G)},
en donde
(X1 =Y+ (Xo—Yy) = (X1 +Xo) — (Y1 +Yy),
(X1 =Y (Xa—Yy)=(X1-Xo+Y, Yy)— (X1 Y2+Y, Xy),

2.1.13 Observacion.

Sea
i: BY(G) — B(G)
X —-X-— @,
tenemos que 7 es un morfismo de semianillos.

2.1.14 Observacion.

Si G es un grupo no necesariamente finito, entonces B(G) recibe el
nombre de anillo de Grothendrieck de B*(G).

Recordemos que el anillo de Grothendrieck de N (el conjunto de los
niimeros naturales) es Z (el conjunto de los niimeros enteros).

2.1.15 Definicion.

Sea R un anillo, un R-mo6dulo izquierdo es un (M, +,-), tal que:
(M, +) es un grupo abeliano.
(M7 )

Rx M — M

(a,m) —a-m

satisface:

i).- (rir2) -m=1mry-(ro-m),Vrio€ Ryme M.
ii)-1lg-m=m,Vme My lg € R launidad.
ii)-r-(mi+me)=r-my+r-meVmeMyreR.
iv)- (ri+m)-m=r-m+ry-mVrs€Ryme M.
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2.1.16 Definicion.

Sean M; y M, dos R-mddulos izquierdos, entonces una funcion
My — M,

es un morfismo R-médulos si:
i).- f(mi+ma) = f(ma) + f(me) ¥V myy € M.
ii)- f(r-m)=r-f(m),Vre Ryme M.

2.1.17 Definicion.

Sea M un R-modulo izquierdo, tenemos que M es libre si existe
N C M, un subconjunto talque N es base de M como R-moddulo y
entonces:

i).- N es linealmente independiente, es decir, si >
para a; € R, entonces a; = 0 V 1.

ii).-Vme M, m=>3_,a; - n; con s en los nimeros naturales.

(Se pueden ver ejemplos de modulos libres en [1] Modules Over A
Principal Ideal Domain:"Free modules and matrices”).

npen @i -1y = 0,

2.1.18 Definicion.

Sea M un R—modulo izquierdo y sea m € M, tenemos que m es
un elemento de torsion si existe 0 # r € R, tal que rm = 0. M es de
torsion si todos sus elementos son de torsion.

2.1.19 Proposicioén.

B(G) el anillo de Burnside de G es libre como Z —mdédulo generado
por G /H;, donde H; € C(G), el conjunto de clases de conjugacion de
los subgrupos de G.

Demostracion.

Sea X un G-conjunto, tenemos que X =g W;er (G H;) donde H; €
S(G) y puesto que G/ H = G /K, siysolosi Hy K son conjugados,
entonces tenemos que

7: Z CLH((;/[_[)a

HeC(G)
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donde ay € N | por lo que como semigrupo abeliano (para ser grupo
solo le falta el inverso aditivo) tenemos que

BY(G)= P NG/H),
HeC(G)
por lo que tenemos que como grupo abeliano
B(G)= & z(G/H).
HeC(G)
2.1.20 Proposicion.

Existen biyecciones entre los siguientes tres conjuntos:

i).- El conjunto de las H-orbitas de G /K.

ii).- El conjunto de las clases laterales dobles en G, de la forma
HgK, donde g € G.

iii).- El conjunto de las G-orbitas de G/ H x G /K.

Demostracion.
- Tenemos que la asignaciéon

es claramente una biyeccion entre (i) y (ii), la cual esta bien definida
puesto que Op(gK) = Oy(g'K) siy solosi HgK = Hg'K.
- Ahora tenemos la siguiente asignacion:

Oc(fH,IK) — Oy(fUK).

Si Oq(fH,IK) = Og(f'H,I'K), tenemos que existe g € G, tal que
(fH,IK)=g(fH,I'K), porloque fH=gf'HylK = gl'K, de donde
flgf' e Hy f~UK = f~'gl'K, y entonces

Hf K =Hf'"gl'K =H(f'gf) /'K = Hf' "I'K,

por lo que la asignacion esta bien definida.

Sea (fH,IK) € G/H x G/K, tenemos que (fH,IK) pertenece
a Og(eH, fUK), por lo que las G-orbitas de G/ H x G /K tienen
representantes de la forma (eH, gK), para los cuales si

(eH,gK) = f(eH, ¢ K),
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tenemos que f € H, por lo que
Ou(gK) = Ou(fg'K) = Ou(g'K)

y entonces nuestra asignacion es biyectiva.

2.1.21 Proposicioén.

Sean H , K € S(G) dos subgrupos de G y sea (aH,bK) € G/ H x
G/ K, tenemos que

stabg(aH,bK) = aHa " NbOKb ™.

Demostracion.

- Si g € stabg(aH,bK), entonces g(aH,bK) = (aH,bK), de donde
gaH = aH y gbK = DK, por lo que a 'gaH = H y b"'¢gbK = K, lo
cual implica que e 'ga € H y b='gb € K y entonces

geaHa "*NbKb!.

-Sig € aHa ' NbKb™ !, tenemos que g = aha™' = bkb~!, por lo
que
g(aH,bK) = (aha 'aH,bkb 'bK) = (aH,bK),

de donde g € stabg(aH, bK).

2.1.22 Corolario.

Sean H, K € S(G) dos subgrupos de G y sea y Ly el conjunto de
los representantes de la particion inducida en G por las clases laterales
dobles de la forma HgK, tenemos que

G/H-G/K= > G/(HngKg"),

g€ Lk

Demostracion.

Tenemos que

G/HxG/K =
Wye 1k Oc(H, gK) =¢ Wye,, 1, G/ stabg(H, gK) =
LﬂgEHLKG/(ngKgil)'
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2.1.23 Corolario.

Sean H, K € S(G) dos subgrupos de G, y sea gLk el conjunto de
los representantes de la particion inducida en G por las clases laterales
dobles de la forma HgK, tal que K < (G, entonces tenemos que

|HNK || G|

G/H-G/K= > G/(HNK)=
g€ LK
2.1.24 Lema.

Sea R un anillo con unidad y G un grupo, dado un morfismo de
semianillos

f:BYG) — R,

tenemos que f se extiende de manera tinica a un morfismo de anillos

F:B(G) = R.

Demostracion.

Definimos F' para los elementos de B(G), como sigue

FX-Y)=f(X) - f(Y).

i).- Tenemos que G/G — ) = 1), ademas fM =0y f(G/G) =

1g, por lo que
F(G/G-0)=f(G/G)~ [(h) =
y entonces F(1p)) = 1g.
ii).-
FI(Xi =Y 1)+ (Xo = Y2)] = F(X1 + X3) = (Y1 +7Y3)] =
J(X14+Xo) = f(Y1+Y2) = f(Xy )+f( 2) = f(Y1) — f(Y2) =
FX0) = f(Y1) + (X)) = f(Y2) = X, -Y

por lo que F' es aditiva.
iii).- o
FI(Xi Y1) (Xo—Yy)| =
F[(yl '72 +71 YQ) - (Xl 'YQ +?1 XQ)] -
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fX1 - Xo+Y1-Y,) — f(X;-
J(X0) - f(Xo)+ f(Y1) - f(Y2) = f(X) - f(Y
(X)) = fY)]- [f(X
F[(X1) = (Y1)] - F[(X2) = (Y2)],

por lo que F' es multiplicativa.
Ahora so6lo falta ver que F' es tnico:
Si F” es un morfismo de anillos que extiende a f, tenemos que

FI(X V) = f(X) - f(V) = F(X - V),
por lo que F' = F.

2.1.25 Observacion.

Sea B(G) := [T#ec(q) Z, tenemos que el siguiente es un morfismo
de semianillos

v: BY(G) — B(G)

X - (@H(X))FeC(G)a
por lo que ¢ se extiende de manera tinica a un morfismo de anillos,
al cual denotaremos también con ¢

¢ : B(G) — B(G)

2.1.26 Proposicion.

Si G es un grupo , tenemos que @ es un morfismo inyectivo.

Demostracion.

Sea x € B(G), tal que « # 0, sabemos que
Z @HG/Ha
HeO(G)

ahora tomemos K € C(G), maximal con respecto al orden parcial
7 <7 introducido en (1.1.26), tal que ax # 0, tenemos que

pr(T Z anpr(G/H) =axpor(G/K) #0,
HeO(G)

por lo que la imagen inversa de (0)zcc(q) bajo ¢, es el cero.
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2.1.27 Corolario.

Sean X y Y dos G-conjuntos, tenemos que

XY s op(X)=9pu(Y)V H € OG).

2.1.28 Ejemplo.
Sea n € N en los naturales, denotemos
L = 1./ 0,

el grupo de los enteros modulo n, el cual es un grupo abeliano con
la suma . En este ejemplo calcularemos B(Z,).

Tenemos que los subgrupos de (Z,, +), son de la forma mZ,, donde
m es un divisor de de n, por lo que

B(Z,) = P 2z, mZy,)

mln

Sean m, [ dos divisores de n y r € Z,, tenemos que el conjunto de
las clases bilaterales de mZ,, y lZ,, es

{mZy +r+ Zy | 7T €L} ={r+mZLy,+ Z, |7 € 7Ly},

por lo que el namero de clases bilaterales de mZ,, y lZ,, en [Z, : mZ,+
Z,), ademés tenemos que

mLy, + Ly = (m, )2, y mZ,N Z, = |m,|Z, ,

en donde (m, 1) es el maximo comun divisor de m y [, y [m,l] es el
minimo comin miltiplo de m y [, por lo que

(Z/mZy,) - (2 /1 Z) = (m, ) (Zy,/ M, | Zy,).
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2.2. LA FUNCION ¢

2.2.1 Definicion.

Sean M, N, P tres R-mo6dulos izquierdos, tenemos que
f:MxN-—P

es R-bilineal si

i).- flam+bm',n) =af(m,n)+bf(m',n)

ii).- f(m,an+bn') = af(m,n) +bf(m,n’).
2.2.2 Definicién.

Sean M, N dos R-mo6dulos izquierdos, tenemos que el producto ten-
sorial M@ N de M, N es un R-modulo, en donde ) es una funcion

bilineal
Q) : M xN—-MPN

®(m,n) — mn,

tal que satisface la siguiente propiedad universal:

"Para salir de M @ N hay que salir de M x N bilinealmente”, es
decir, para todo P R-modulo izquierdo y para toda f € Bil(M x N, P),
existe un tnico f, tal que

F Q=1

2.2.3 Observacion.

Sean M, N, P tres R-mo6dulos izquierdos, tenemos que

i).-
MEPNRP=MERP) PN P).

puesto que
(m,n)®@p — (M®p,n® p)

(m70)®p1+(07n)®p2 — (m®p17n®p2)7

son dos funciones bilineales inversas.
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ii) .-
MR =M,

puesto que
mr —r-m,

m1«—m,

son dos funciones bilineales inversas.

2.2.4 Definicion.

Sea 7 un conjunto de nimeros primos de Z, definimos
a
L = {E | p no divide a b,Vp € 7T} CQ,
el cual es un subconjunto de los los niimeros racionales.

2.2.5 Notacion.

‘Sea B(G) el anillo de Burnside del grupo G, denotemos por B.(G)
v B(G), alos productos tensoriales Z, Q) B(G) y Z, Q) B(G), respec-
tivamente, por lo que de las propiedades del producto tensorial (Ver [2]
Modules:” Tensor products of modules”. ) tenemos que

B.(()= P Z.(G/H),

HeC(G)

B.(G)= [] z-

HeC(G)

2.2.6 Proposicion.

Sea R un anillo tal que Z £ R, contiene propiamente a los enteros y
R £ Q esta contenido propiamente el los racionales, entonces tenemos
que R = 7Z,, para algin 7, en donde 7 es un conjunto de ntimeros
primos distinto del vacio y distinto del conjunto de todos los ntimeros
primos.
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Demostracion.

Tenemos que existe § € Q\ R. Sea b = (p1)° (p,)*", la descomposi-
cion de b en primos, suponiendo que pii € R Vi, y puesto que a € R,
tendriamos que § € R, lo cual es una contradiccion, por lo que tenemos

que existe i tal que z% ¢ R y entonces sea

1
W:{p€R|§¢R, conpunprimo},

demostremos que R = Z,.

Supongamos que existe § € Z;, \ R, tenemos que existe p un primo
tal que p | by 110 ¢ R, de donde tenemos que p € 7, por lo que § ¢ Zn,
lo cual es una contradiccion, por lo que

Z. CR.

Supongamos que Z. & R, tenemos que existe § € R tal que p | b,
para algin p € 7, por lo que g 7= % € R, lo cual por la definicion de
7 es un error, por lo que concluimos que

Z.=R.

2.2.7 Definicion.

Sea R un anillo, tenemos que un subconjunto () # I < R es un ideal
izquierdo, si satisface lo siguiente:

i).- Sia,b € I, entonces ab € 1.

ii)-Sia€l,yre R, entonces ra € I.

2.2.8 Observacion.
Si I es un ideal izquierdo del anillo R, tenemos que
R/I:={a+1|a€ R},

endonde a+ 1 ={a+b|lbel}ya+l=d+]<a—d €l
tenemos que R, I es un anillo en donde

(a+1)+(b+1):=(a+b)+1,
(a+I)b+1I):=ab+ 1.

Definimos [R : I] como el indice de I en R, es decir es el nimero de
elementos de R [
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2.2.9 Definicion.

Dado M < R un ideal tenemos que M es maximal si M f Rysil
es un ideal de R tal que M < I < R, entonces [ = R o [ = M.

2.2.10 Proposicion.

M < R, es un ideal maximal (izquierdo) si y solo si R/ M es un
campo.

Demostracion.

- Tenemos que R, M # 0, por lo que existe a + M # 0+ M, por lo
que a ¢ M, consideremos entonces el siguiente ideal,

M+ Ra={m+ra|me M,re R},

es claro que M £ M + Ra, por lo que M + Ra = Ry entonces
1 =m 4+ ra, para algin m € M y r € R, de donde

(a+M)r+M)=ar+M=ar+m+ M =1+ M,

por lo que R,/ M es un campo.

- Si R/ M es un campo, supongamos que existe un ideal I (izquier-
do) tal que M £ I < Ry sea entonces a € I\ M, tenemos que
a+M # O+ M, por lo que existe b+ M, tal que (a+M)(b+M) = 1+ M,
por lo que

ab—1e M

y entonces ab—1 = m, para algin m € M, de donde 1 = ab—m € I,
por lo que I = R.

2.2.11 Definicién.

Un anillo R conmutativo es un DI P (dominio de ideales principales)
si:

i).- R es un dominio entero.

ii).- Para todo ideal I de R, existe a € R, tal que I = Ra.
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2.2.12 Definicion.

Dado un anillo R, tenemos que una R—algebra, es un R-médulo A,
tal que:

i).- A es un anillo.

ii).- r(ab) = (ra)b = a(rb), para todar € Ry a,b € A.
2.2.13 Definicién.

Sea, R un DIP, A es un orden sobre R, si:

i).- A es una R algebra, talque R — A.

ii).- Como R — modulo, A es libre y finita mente generada.
(Ver [3] Chapter 2: "Orders”).

2.2.14 Observacion.

Sea, R un anillo y K su campo de cocientes, si A es un orden sobre
R, tenemos que
Ag =K Q)A,
R
es un algebra de dimension finita sobre K.

2.2.15 Definicién.

Sea, R un anillo, tenemos que A es un orden maximal si dado A’
otro orden de R, tal que

K — AK
| U |
| N
| U |
R — A

entonces tenemos que A’ = A.
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2.2.16 Teorema.

Sea R un anillo, dado A un orden sobre R, existe A’ un orden
maximal sobre R, tal que

K — AK
| U
| N
| U
R — A

Demostracion.

Para la demostracion de este teorema se utiliza el lema de Zorn (Ver
[3] Chapter 3: "Maximal orders in skew fields” ).

2.2.17 Observacion.

Sea G un grupo finito, tenemos que By, (G) es un orden sobre Zg,y,
para el cual By, (G) es su orden maximal,

Q = Bg(G)

| U

| By (G)

| U |
Ly — Byy(G)

donde By(G) = Q) B(G).

2.2.18 Teorema.

Sea R un DIP local con maximal m = pR, tal que | R/m |< oo,
donde p es un primo y sea A un orden conmutativo, tenemos que si
I < A es un ideal tal que | AT |< oo, entonces existe k tal que
pFA C .
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Demostracion.

Suponiendo que A /I no es de torsion, tenemos que

A/]g}gﬂ@...@...’

pero R"™ no es finito, lo cual es una contradiccion, por lo que con-
cluimos que A I es de torsion y entonces existe r tal que

r(A/1) =0,
ahora cosiderando la descomposicién de r en primos tenemos que
r=qp",

y entonces tenemos que p*A C 1.

2.2.19 Nota.

En lo siguiente de este capitulo consideraremos a m como un con-
junto de nimeros primos y a A como un orden sobre Z .
2.2.20 Definicién.

Definimos (5(z) la funcion de zeta del orden A, como sigue

)= > AT
I<A[A:I]<o0

2.2.21 Teorema.

Si A =[], A;, tenemos que

D)= Ca(2) = 1z Ca(2)-
ii).- Ca(2) = [ ex Capyy (2), donde Agyy i= Zgpy @ A, el cual es un
orden sobre Zjy.

iii) - (A (2) = T, primo Chyy (2)-

Demostracion.

Ver [4]
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2.2.22 Teorema.

Tenemos que las funciones de zeta del orden Ay, y su orden maxi-

mal /NX{p} en Zg, estan relacionados por un factor que depende de p~=,
de la siguiente manera:

Cry (2) = FO)Gi,, (2):

Demostracion.

Ver [4].

2.2.23 Teorema.

Sea G un grupo finito y B(G) su anillo de Burnside, si p es un
primo, tenemos que

CBiy)(2) = fa(P™)Ca,,, () (2);

en donde fg(p~?) es un polinomio en Z[p~].

Demostracion.

Ver [4].
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2.3. CALCULO DE f¢,) (p~?)

Observacion.

Tenemos que el conjunto de clases de conjugacion de subgrupos
de C, es C = {C,,pC,}, de donde una base para B(C),) el anillo de

Burnside de C), es
C C
pf1-G G
{ Cyp pCyp

por lo que B(C,) = Z ) Za en donde

C C C
P= L L = (p,p) —
pCy  pCy ( )[p,p] Cy

Recordemos que

By (Cy) = Ziypy () B(Cy) = Ly D Zyyya,

el cual es un orden sobre Z,, para el cual

a

B{P}(Cp) - Z%p}

es un orden maximal sobre Zg,,. De acuerdo con el teorema 2.2.21,
parte i, tenemos que

2
-z

Lipy

Chopion(2) =Gz, () = G, () = | D

I<Z4py

en donde T es un ideal de Zy,, de indice finito, por lo que por el
teorema 2.2.18 tenemos que I = p'Zy,y, de donde

0 ; 2 1
CBiy(cp(2) = [Z (pz)] T (—p)

Nota.

Para calcular la funcién zeta de By, (C,), de acuerdo con la defini-
cion 2.2.20, requerimos calcular todos sus ideales de indice finito.
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Observacion.

Sea r una unidad en Zg,, es decir p no divide a r, entonces tenemos
que el elemento
T+ wa € B,y (Cp)

es unidad.

Ahora sabemos que existe k € N (teorema 2.2.18) tal que

Iy :== "By (Cy) < I < By (Cy)

es un ideal contenido propiamente en I. Considerando que 0 < k-
minimo entero, tal que p* € I y sea p'+p*sa € I\ I, de la observacion
anterior tenemos que p < t, por lo que p < k, de donde es facil ver que
pFtr—tq € I, para u —t < 0 y entonces:

Iy <py = ka{p} @pHZ{p}a

para: pu <k.

Ahora, sean k, u minimos enteros, tales que p*. p*a € I y u < k, sea
X € I\ I, por la minimalidad k y p, tenemos que X = pF~t 4+ pt~lsq
para 0 < [, de donde:

Loy < Iip(Xa) = (P + 9" tsa) + I

para: u<k—1;, s=1,....,p—1.

Por dltimo si X = p"' + pt~lsa € I\ I}, (X;), para 1 < [, al
multiplicar este elemento por a, obtenemos que X = pF~t — pt~lag 4
p"~'sa, de donde es facil demostrar por induccién que:

Liy (X1) < Iiy (X0) = (P = p*la+ p*lsa) + I,
para: p=k—1; s=1,...p—1; 2<[ < 1.

Sabemos que

—Zz

B{p}(cp>

gB{p}(Cp)(Z) =
I < By (Cy), ideales
[B{p}((Jp) : I] < o0
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por lo que:
(B () (2) =

—z o k—1

oo k B{p} B{p} —z oo k— B{p} _
> S %Y -
k=0 p=0 k=2 p=1 Ik’“ k=3 [=2 Ik H

o k oo k— oo k-1
ZZ’karu’ _DZZ} e+ p— 1} +pZZ’p2k - 1}7

k=0 p=0 k=2 p= k=3 1=2
1 (=14+p)p~> pp~%*

- - =
(1=p=)(+p2)  (1-p7)A+p~) (Q-p?)P21+p7)
1
1—(p* —z\2
a _p_Z)Q[ (%) +plp~?)7,
Por lo que del teorema 2.2.23 obtenemos que:

fey@?) =1= (%) +pp )%

Por tltimo, por el teorema 2.221, parte iii, sabemos que:

g—primo q #p
q — primo

Ahora, del teorema 2.2.22 y puesto que f(¢c,)(¢”*) = 1, siempre que
q # p, obtenemos que:

By (2) = [1—= (%) +p(p~°)?] CBypy(c)(2) H By () (2) =
q#p

¢ — primo

=) +p0™?] ] <oy =[1- 07 +p07)] (e, (2) =

g—primo

Observemos que B (C,) = Z?, por lo que del teorema 2.2.21, parte
i, concluimos que:

Co(ey)(2) = [1— (%) +plp [Zn ]



Capitulo 3

LA FUNCION ZETA DE By, (Cp2).

En la primera seccion del capitulo 3, se estudiaran a fondo todos
los ideales de indice finito en el anillo de Burnside By, (C,2) , en donde
C,2 es el grupo ciclico de orden p?.

En la segunda seccion de este capitulo, se hard un resumen de todos
los ideales de indice finito en By, (Cp2), con el proposito de encontrar
la funcion zeta de este orden, ademds se hara el calculo de la funcion
zeta del orden maximal B,y (Cp2) sobre Zy,,. Por tltimo y de acuerdo
con el teorema (2.2.23) se hara el calculo del polinomio f(Cpg)(p*Z), el

cual pertenece a Z[p~?| y relaciona a CB{ (e 2)(2) con CB{ J(c 2)(2), las

funciones zeta de By, (Cp2) v B{p} (Cp2) respectivamente.

43
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3.1. IDEALES DE INDICE FINITO EN By (Cpe,)

En esta seccion determinaremos a todos los ideales propios, con-
tenidos en By, (Cpe2,) de indice finito sobre este, para lo cual uti-
lizaremos el hecho de que existe k € N (teorema 2.2.18) tal que si
I < By (Che,) es un ideal propio de indice finito, entonces I, =
p"Bipy (Cp2,) < I es un ideal propio en I.

Tenemos que el conjunto de las clases de conjugacion de los subgru-
pos de (C)2) es
C= {sz, pCp2, p20p2},

de donde una base para B (C)2) el anillo de Burnside de C,2 es

Cp2 Cp2 Cpe
{ Cp’ “ pCPQ’ pQsz }7

p

por lo que B (Cy2) = Zpy @ Zypya @ Zypyb en donde
Cpe Cpe

b = X = (V".0*) 55— =1,
p20p2 p20p2 ( ) [p2, pQ] Cp2
Ce (@ C2
o' = = x = = (p,p) T 4 = Da,
pCpr pCpe (p.p) D, p] Cpe
C2 Ce C,e

ab =ba = —2— x -2 = (p, p? P =pb

p?Cpz~ pCipe (v.7") [p, ] Cip2

Recordemos que

By (Cpe) = Zyyy ® B (Cp2) = Zyyy ED Lipya ED Lgpyb,

el cual es un orden sobre Zg,,, para el cual
By (Cpe) = Z%p}

es un orden maximal sobre Z{p}.
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3.1.1 Observacion:

Sea s € Zg,) una unidad, entonces los elementos de la forma s+s;a+
s9b € Bypy (Ch2) con sy 2€ Zyyy, son unidades ya que s.p.g. el el elemento
1+ s1a + s2b € By (Cpe) tiene inverso 1+ uja + uzb € By (Che2) , en
donde la ecuacion (1 + syja + s2b)(1 + uja + uzd) = 1 implica que

_ —S1 U — 52(1+pu1)
1+ s1p’ 2 1+ s1p + sop?

U1 € Z{p}.

3.1.2 Observacion:

Sea k el minimo entero positivo tal que p* € Iy sea w € By, (Cp2)
talque w € I\ Iy y entonces s.p.g. podemos escribir

w = p" + pPuja + pPusb,

en donde u;o € Zjy,) son unidades, por lo que de 3.1.1 si [} < Iy
entonces p't € I\ I}, pero por la minimalidad de k& tenemos que k < [,
y entonces p't € I}, lo cual contradice a la contencion propia, por lo
que concluimos que Iy < Iy 6 I3 < [;.

3.1.3 Proposicion:

Sea I < By (Cp2) un ideal de indice finito y & el minimo entero
positivo tal que p* € I, entonces I, esta contenido propiamente en las
siguientes familias de ideales:

( Ty = D" Ly D' Z 1y a @ 0" Ly

casol (1 <k <oov+ 1< u<k0<v<k-—1
caso2: 1 <k<ooyu=v,0<v<k—-1

I < casod 1 <k<ooyu=v—11<v<k

I, = (p"1(a+ sb)) + I
casos : < k <oo;s=1,...,p—1.
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Demostracion:

Sea
w=7p' +p'sia+ psb € NI,

en donde p t 512 de 3.1.2 podemos considerar los casos: t; <t < ts;
to <t <ty tl,g < t.
Considerando estos tres casos junto con la condicion de que k£ < ¢
obtenemos que:
a) Si el elemento
pla e INIy,

lo cual implica que ¢; < k 'y al multiplicar el elemento por b , obtenemos
que p"*b € I donde t; + 1 < k, por lo que I, < I} ,, para los casos
p=v—-—1<kyv<kv<u<k.
b) Si el elemento
p2b € IN U4,

lo cual implica que ¢, < k, por lo que I}, < I}, para v < k.
¢) Si el elemento
pta + psb € 1Ny,

para s = s7 'sg, lo cual implica que p sy tio < k.

En el caso de que t; < t3 podemos multiplicar el elemento por
pF~*2  obteniendo que p*t"~*2q € I\UJ}, en donde t; — ty < 0, por lo
que caemos en el inciso a de esta demostracion.

Ahora si ty < t; podemos multiplicar el elemento por p*~*, con lo
que obtenemos que p**t2~1h € [\ I, en donde t, — t; < 0, por lo que
caemos en el inciso b de esta demostracion, por lo cual s6lo nos queda
estudiar el caso

pta + p'sb € INUy,

caso para el cual tenemos que si t; = k — 1, entonces [, esta con-
tenido propiamente en

<pk_1 (a+ sb)> + I,

casos :1 < k;s=1,2,...,(p—1).

Ahora si t; < k—2, al multiplicar por b obtenemos que el elemento
P (1 + ps)b € I, lo cual implica que p"'*b € INUy y p'tla € INIy
por lo que I}, < Iy, , para p <k.
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Por 1ltimo, si ¢ < k tenemos que

wa = pla + p"*Tlsia + pTlsb e T

pw = pt+1 —|—pt1+181& +pt2+1s2b c ]’

por lo que al restar estos dos tltimos elementos, obtenemos que
x:pt(p_a) GI,

elemento que satisface las condiciones xa = xb =0, ademés de que

p*ta € Iy entonces I}, < Iy j_1 4.

3.1.4 Observacion:

Si consideramos el elemento w’ € I\I,;, puesto que [ < I,; entonces
w € I\ Iy, por lo que de la demostracion de 3.1.3 tenemos que

!
Ik < Ik,uﬂ/

para algunos casos de z y v, o en su defecto el elemento p*~! (a + s'b)
pertenece a I\I,;, pero al restarle el elemento p*~! (a + sb) obtenemos
que p*~1 (s’ —s)b € I, en donde p t (s’ —s), por lo que p*"'b € 'y
entonces p*~'a € I, obteniendo que

!
I, < I j—15-1,

por lo que en lo siguiente s6lo hay que estudiar a los ideales de la
forma Iy, en sus distintos casos.

3.1.5 Observacion:
Sean k, u, v los minimos enteros positivos tales que los elementos
p* pla,p'b € I'y sea w € By (Cp2) tal que
w=7p' 4+ psia+p2syb € INTjpw

= Sik <t tenemos que pa+p?sy seb € I\ Uy, porlocual ty < p
y ty < vy entonces pH a4+ pUT2s7 s5b € I\I} ., obteniendo
que

0<ly=ls.
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= Sip < ty, tenemos que p' + p2s9b € NIy ., por lo que t < k'y
ty < v, con lo cual p*~! + p*~259b € I\ I} ..., Obteniendo que

O<l:l2

» Siv <ty tenemos que p' + p"sia € IN\Iy, ., porlo que t; < py
t <k, con lo cual p*~! + p*~liga € I’\Ij ., obteniendo que

O < l == ll-
= Por iltimo tenemos el elemento
PP p T sia 4 pr s € INUg

para 0 < [,l; 2, por lo que si [,l; 2 son distintos entre si, al mul-
tiplicar el elemento por la potencia adecuada de p, obtenemos
que pFt € T 6 p»ta € I 6 p~'b € I, lo cual contradice a la
minimalidad de k, u, v, por lo que concluimos que el el elemento
w unicamente puede ser de las siguientes siete formas:

1. X;=p'la+plab € NIy, para 0 <1y
z=1,...,p— 1.
2. X'y =pFls+ptla+prlab € INIy,, para 0 <l <ly
r,s=1,...,p—1.
3. Y, =pF 4 p7lyb € NIy, para 0 <1y
y=1,...p—1
4. =p" 4 ptlisa + pYTlyb € NIy para 0 <1y <1y
y,s=1,....,p— 1.
5 7 =p" '+ ptlza € NIy, para 0 <1y
z=1,...,p—1.
6. 7', =pF Tt plza+prhsh e NIy para 0 <@y <1y
z,s=1,...,p— 1.
7. W =pF 4+ ptlwia 4 p T lweb € TNy, para 0 <1y
W19 = 1, P — 1.

)
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3.1.6 Proposicion:

Sea k,u,v los minimos enteros positivos tales que los elementos
pr pta,p'b € Iy sea w € By (Cpe) tal que w € I\, entonces
tenemos que I}, , esta contenido propiamente en las siguientes familias
de ideales:

( Ik,u,u <X1> = <pu71a+pyilxb> +Ik,y,u

casol 2 <k<oosv+1<u<kl1<v<k-—1;
r=1,2,.,p—1

caso2 2 <k<oosu=v;1<v<k—Lz=12,...,p—1

Ik,u,y <Y1> = <pk_1+py_1yb>+-[k,u,y
casol 3<k<oov+ 1< u<k—151<v<k—-2
y=12....,p—1
caso2 2 <k<ooyu=v;1<v<k—-1Ly=12..,p—-1
casod 2 <k<oosu=v—11<v<k—-1Ly=12..,p—1

Ik’u’y < Ik,u,u <W1> = <pk71 +p”71w1a+p'j71w2b> +Ik,y,u
casol 3<k<oosv+1<u<k—-—11<v<k—2
w12 = 1,2,...,p— 1
caso2 2 <k<oosu=v;1<v<k—-lw=12.,p—-1
casod 2 <k<ooyu=k—Liv=kw =—-1l,wy=12,....,p—1
Ik,u,u <Zl> = <pk71 +p’klza> +Ik,u,1/
casol 2 <k<oosv+1<u<k—-—10<v<k—2
z2=1,2,...,p—1
caso2 2 <k<ooyu=v;l<v<k—-1;2=1,2,..,p—1
\ casod 2<k<oosu=k—lLiv=Fkz=-1
Demostracion:

De 3.1.5 estudiaremos los siete posibles casos para w :

1. Si
X, =p"la+plab e NIy
para 0<ly z=1,2,...,p—1, por lo que p*la + p*tab €

NI} 0, elemento que al multiplicar por b implica que pb € I,
por lo que v < p.



CAPITULO 3. LA FUNCION ZETA DE Bipy(Cp2). 50

2. Si
X' = pk_lls + p”_la + p”_ll‘b € Ndkpp

para 0<ly <l y x,s=1,2,....,p—1, tenemos que el elemen-
to p" X € I\, implica que p**"'~lq + p*Th~lzb pertenece a
I\ ., en donde Iy — 1 < 0, por lo que caemos en el caso 1 de
esta demostracion.

3. Si
Y =p" "+ plyb € TN i

para0<lyy=1,2,..,p—1, porloque p*~'+p" lyb pertenece
a I\Ij .., elemento que al multiplicar por a implica que pFla €
I, por lo que p < k — 1, ademas al multiplicar por b implica que
p*=b € I, por lo que v < k — 1 y entonces

v<kpu<k.

4. Si
Y}l — pk_l —|—p”_llsa + p”_lyb - I\Ik,IL,V

para O <l <lyy,s=1,2,...,p—1, tenemos que el elemento
p"Y, € INI},,, implica que el elemento p*Ti=l 4 priii=lyp
I\ ., en donde Iy — 1 < 0, por lo que caemos en el caso 3 de
esta demostracion.

5. Si
Zy=p" +p e € INUy i

para 0 <ly z=1,2,...,p— 1, porlo que p* "' +p*~'za pertenece
a I'\Ij, ., elemento que al multiplicar por a, implica que pFla €
I y entonces u < k — 1, ademas al multiplicar este elemento por
b obtenemos que (pk_l —|—p“z) b e I, por lo que: Si p < k — 2,
entonces p# (pk_l_” + z) be lobienptbe I, porloquerv < pu <
k — 2. Ahora si u =k — 1, entonces p*~! (1 + z)b € I, por lo que
si pf1+z entonces v < k—1ysi z=—1, entonces v < k, por
lo que tenemos los casos:

v<pu<k—1;z=12,...,p—1
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6. Si
Z' =p" e+ p T sb € INy

para O <l <l y z,s=1,2,....,p—1, tenemos que el elemen-
to p"'Z] € IN\Iy,.p, implica que p*th=l 4 prthi=lzg pertenece a
INIy ., en donde [, — [ < 0, por lo que caemos en el caso 5 de
esta demostracion.

7. Por ultimo si
Wy = p" !+ phwia + pY wgb € TN/

para 0 <!y w;o=1,2,....,p— 1, entonces obtenemos que p*~*+
P rwia + pPtwgb € IN Iy 10, elemento que al multiplicar por a
implica que p*~'a € I, por lo que jt < k—1, ademas al multiplicar
por b tenemos que (pk_l —i—p“wl) bel,porloque: Sipu<k-—2,
entonces p* (pk_l_” —|—w1) b € I y entonces p'b € I, por lo que
v<u<k—2 Ahorasi u=Fk—1, entonces p" ! (1 +w;)b € I,
porlo quesi p{ 1+ wy, entonces v < k—1ysi wy; = —1, entonces
v < k, por lo que tenemos los casos:

v<pu<k—-Liw=12...,p—1

v=kip=k—1l,w=—-1Lw,=1,2,....p—1.

3.1.7 Observacion:

En el estudio de I, , (X1), tenemos que si el elemento Y; pertenece
a IN\Uy,.0 (X1) , entonces este caso lo veremos al estudiar los ideales de
la forma Iy, , (Y1), también tendremos que si Wy € I\ I, (X1), ya
que Wi — Xjwy = pF=t + p*~ 1 (wy — wix) b € I, en donde p { wy — wyx
y de igual forma si Z; € NIy, (X1), ya que Z; — Xy2, = pF~1 +
p" 1 (29 —212)b € I, en donde p t 2o — 2z, por lo que seréd suficiente
estudiar el elemento w € I\ ., (X1), para los casos 1 y 2, es decir
los casos

X, X € NIy 0 (X1) -
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Analogamente, serd suficiente estudiar a los ideales que son de la
forma Iy, (Z1) para:

2,2 € NIy (Z1)

vaquesi Wi € I\ (X1), tenemos que el elemento Wi—Zy2z " wy =
PP (1 — 27wy ) + pYLwnd € I, en donde p no divide a 1 — 27wy, por
lo que este caso se estudiara para Iy ,, (Y7)

De lo anterior los ideales de la forma I, , (W7), se estudiara dentro
del caso I, (Y1) , ya que si el elemento W, € I\ Iy, .., (Wh), entonces
PP+ pr a4+ pr T tw'sb € 1 por lo que pHt(wy —w'y)a+pt T Hwy —
wy)b € I, en donde: si ptw; —wj, tenemos que Y; € I\ I, ; ahora
si p | wy —w!, entonces pF=24p" 2w a+ptlw]a+p’ " 2wab+pY " lwhb €
I, elemento que al multiplicar por a implica que p*~(p*#~1 +w1)a +
p"twsb € I, por lo que Yy € I\ Iy 10

Por altimo estudiaremos los ideales Iy ,, (Y1) para:

Xl7Xl,7)/l7 l/7Zlyzl/7VVl S I\Ik,u,y <)/1> .

3.1.8 Proposicion:

= a) Sea k, i, v los minimos enteros positivos tales que los elementos
pF.pta,p’b € Iy sea w € Byy (Cp2) tal que w € INIg ., (X1),
entonces tenemos que los ideales de la forma I, ,, (X;), estan
contenidos propiamente en:

( Ik,u,u <X2> = <p“72a +PV72$b +p”71x1b> + I]g,u,y
casos 3 < k<oov+ 1< u<k2<v<k—1;
r=12,...,p—Lz;=0,1,....,p—1

Ik?”?” <X1> < I

ko (X'2) 1=
(p"tag + p'2a+ p"2xb 4 planb) + Ik
casos 4 <k <oov+1<pu<k—-12<v<k—2;

. r,x0=1,2,...,p—Liz1 =0,1,...,p — 1.
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» b)Sea k, u1, v los minimos enteros positivos tales que los elementos
pF.pta,p’b € Iy sea w € Byy (C2) tal que w € INIg ., (X2) |
entonces tenemos que los ideales de la forma I ,, (Xs), estan
contenidos propiamente en:

Ik,/b” <X3> =
(p"3a—p" b+ p"2ab 4+ ' asb) + Ik
casos 4 <k<ooyu=v+13<v<k—-1;
xr1,3 = 0, 1, ey P — 1.

Ik,/iﬂ’ <X2> <
IkaMV <X’3> =
(PP tag + pP3a — p 30+ pP b + p T lasd) + Iy
casos h<k<oou=v+1;3<v<k—2;
. x4=1,2,..,p—123=0,1,...,p— 1L

. C) Sea k, i, v los minimos enteros positivos tales que los elementos
pF.pta,p’b € Iy sea w € By (Cpe) tal que w € INIy,, (X)),
entonces tenemos que los ideales de la forma I, , (X;), para

3 <[ estan contenidos propiamente en:

Ik,u,u <Xl+1> =
<pu—l—1a _py—l—lb +py—2x3b +py_1565b> + Ik:,u,y
casos h<k<oou=v+14<v<k—-1;
€r35 = O, 1, ey P — 1.

Ik,u,u <Xl> < Ik,u,u <X,l+1> =
<pk71x6 _i_puflfla _ puflflb 4 puf2x3b —|—p”71x5b> 4
Ik:,u,y
casos 6 <k <ooyu=v+1;4<v<k—-2
6 =1,2,...,p—1;235=0,1,...,p — 1;
3<I<v-—-1.
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Demostracion:

= a). De 3.1.7 tenemos los siguientes casos para w :

1. Si X; = p~la+ pla'b € IN\UIg,, (X1) tenemos que p'~'a +
p’~ '’ € NIy, por lo que al restarle X, obtenemos que
p’~ ' (' —x)b € I, por lo que podemos escribir 2/ = z + pz;, de
donde

P 2a+p Pab + p b € INUy, (X4),

elemento que al multiplicar por b implica que p*~'b € I, por lo
que v < .

2. Si X') = p"hay 4+ pla+ prla’b € INUy,, (X1) en donde
0 <l <, tenemos que p" ta+p" 'a’b € I\Ig ., por lo que al
restarle X, obtenemos que el elemento p*~! (' — x)b € I, por
lo que podemos escribir ' = x + pr;, de donde

pk’lxg + a4+ p"2ab 4+ pP b € NIy 0 (X)),

elemento que al multiplicar por a implica que p*~'a € I, por lo
que p < k—1, ademés al multiplicar por b implica que p*~1b € I,
por lo que v < p, con lo cual queda demostrado el inciso a de esta
proposicion.

» Observemos que: Si
X, =p"la+pTlab+p b € INTge 0 (X'2)

en donde 2 < [, tenemos que p*~%a — p" 20+ p*ta'b € I\ Iy 1.
y al restarle este elemento a X'y, obtenemos que el elemento
pilay + p"~t(xy —2')b € I, por lo que este caso se estudiara
para Iy ., (Y1) y de igual forma si X', = p* "z, +pt~la+p“~lzb+
p’ 2’ € TNy, (X3) en donde 0 < Iy <1y 2 <1, porloque
si 2 < [y tenemos que pX; — X;a = p*~l(p —a) € I por lo que
i =k —1,lo cual implica que p*~' — p*~la € I, elemento que al
sumarle X, implica que p*~! +p*~1ab € I, caso que se estudiara
a fondo posteriormente, por lo que:

» Nota: En lo siguiente de la demostracion de esta proposiciéon pode-
mos considerar
I, =1.
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Por lo anterior
X =p" ey +pla+ pTlab + p b € DNy (X3)

tenemos que pF 'z 4+ p*2a + pY2ab + p*"2'b € I, para \ =
0,1, en donde tenemos el caso anterior para A = 0. Para A = 1,
tenemos que p" (x4 — z2) + ' (@' — x1)b € I\Ij 0, POT lo que
ambos casos se estudiaran posteriormente para Iy, , (Y1) .

= b). De 3.1.7 tenemos los siguientes casos para w :

1. Si X; = pla+ plab + pr2'b € INUp,, (X)) en donde
2 < [, por lo que p'2a+ p"2xb+ p ta'b € NIk, y al
restarle X5, obtenemos que elemento p*~! (z/ — x1)b € I, por lo
que 2’ = x1 + prs, de donde 3 <[ por lo que

P la+p" b + pY b+ p T asb € NI (Xo)

y al multiplicar por b implica que (p*~2 4+ p"'a)b € I\ Iy ., €0
dondev—1<pu—2,porloquev—1=pu—2 obienv=p—1,
con lo cual podemos reescribir x = —1 y entonces

P30 — p b+ p" Pmb + pt s € Ny (Xo)
endondev=p—-1<k—-1;3<1.

2. Si X) = pP oy + pla+ prlab + pr T 2'b € NIy, (Xo) en
donde z4 #0 y 2<1.Si | =2 tenemos que p*~'zy + p*2a +
P’ 2ab+p~ta'b € NI 0, pOr lo que al restarle X5, obtenemos
que pF~lay + p'~ (2’ —21)b € I, en donde p t x4, por lo que
este caso se estudiard posteriormente para Iy, , (Y1) y entonces
podemos considerar el caso 3 < [, por lo que p* x4 + p*3a +
P 3xb + p'22'b € 1N}, (X2), al multiplicar el elemento an-
terior por b implica que (p*~'zy + p*~2 +p"~'z) b € I, en donde
v—1<pu—2<k—2 porloque (pr?+plo)be I, ya que
v < k—1,locual implicaque v —1=pu—2 o0 bien v = — 1, por
lo que podemos reescribir x = —1, obteniendo que

PPy + ph P — pY b+ pRa’b € Ny (Xo)

de donde p*~?a — p"2b + p*~'a’b € I\, elemento que al
restarle X, implica que =’ = x1 + pr3 y entonces

Py 4+ p" e — P+ b + pY  ash € TN (X)),
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elemento que al multiplicar por @ implica que p*~'z4a € I, por

loque p < k—1yademas y =v —1;3 < [, con lo cual queda
demostrado el inciso b de esta proposicion.

= Observemos que Si
X, =pla—plh+pr b € INJy i (X'3)

en donde 3 < [, tenemos que p*3a — p"3b + p"2a2'b € I\ I 1.0,
por lo que p*~2?a — p"2b + p*'a'b € NIy ., v al restarle X,
obtenemos que p*~ (2’ —x1)b € I\ ., y entonces ' = 1+ pz”,
con lo cual p*—3a—p”2b+p” 2z, b+p"1a”"b € I\ Iy .., y al restar-
le este elemento a X', obtenemos que p*~twy+p' ! (23 —2")b €
I, por lo que este caso se estudiara posteriormente para [y ,,, (Y1) .
De igual forma si

X/l — pk—le + pu—la . pl/—lb + pll—l-f—lxlb c I\\Ik;#,y <Xé>

en donde ¢ # 0 y 3 <[, tenemos que p**z, + p*3a — p*3b +
p*~22'b € I, para A\ = 0,1, en donde tenemos el caso anterior
para A = 0. Para A = 1, puesto que p*~2a — p*2b+p" ta'be I,
tenemos que =’ = x; + pz”, por lo que p*~lzg + p*3a — pY3b +
p’ 2210 + pY~l2"b € I, elemento que al restarle X} implica que
PPN —z4) +p (2" — 22)b € I\ Iy i, POT 10 que ambos casos
se estudiaran posteriormente para Iy, , (Y1) .

= ¢). Para el estudio de los ideales I}, ,, , (X;) en donde 3 <, es facil
ver que

[Ic 1/<Xl+1>
I, (X)) < #s
b (1) { Loy (X' 141)

considerando de 3.1.7 los siguientes casos para w :
L X, =p" "a—p" "b+p" " a'b € 1Ny ., (X)) para 3 <.

2. X', = pFlag +p"a — pP b+ p T2 € Ny, (X)) para
3 <r.

= Nota: Esta parte de la proposicion se demuestra por induccion
para [.
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3.1.9 Proposicién:

= a) Sea k, i, v los minimos enteros positivos tales que los elementos
pF pla,p’b € Iy sea w € By, (Cp2) tal que w € IN\Iy,, (Z1),
entonces tenemos que los ideales de la forma Iy, (Z;), estan
contenidos propiamente en:

Ik,u,u <Zl> <

7

Ik,u,lj <ZQ> = <pk72 - ptha +puilzla> + Ik,u,l/

casol 3<k<oo;u=k—10<v<k—1;
z21=0,...,p—1

caso2 3<k<oo;u=k—1Lv=k;z1 =0

Ik#’,j <Z/2> =
PP = pP a4 pPlzia + pY i zeb) + I
casol 3<k<ooyu=k—11<v<k—-1;
21=0,..,p—1;20=1,...,p—1
caso2 3 <k <oo;u=k—1v=k;
21=0;20=1,...,p— 1.

» b) Sea k, 1, v los minimos enteros positivos tales que los elementos
P pta,p’b € Iy sea w € By (Cp2) tal que w € NIy 0 (Z1)
entonces tenemos que los ideales de la forma I, ,, (Z;) para 2 </,
estan contenidos propiamente en:

T (Z1) <

/

Tepw (Zig1) = (P17 = p a4 p T asa) + Ty
casol 4 <k<oo;u=k—10<v<k—-1;
2<I<k—2;23=0,....,p—1
caso2 4 <k <oo;u=k—Liv=k;
2§l§k‘—2;2’3:0

Ik,u,u <Z/l+1> =
pk_l_l - Pu_l_la + PN_IZ:SG + Py_lz4b> + Ik,u,l/
casol d<k<oou=k—11<v<k—-1;
2<I<k—2;23=0,...,p—1;
24 = 1,...,p—1
caso2 4 <k <oosu=k—1v==Fk;
2<I<k—2;23=0;
zg=1,...,p—1
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Demostracion:

1.

a). De 3.1.7 tenemos los siguientes casos para w :

Si
Zy=p" "+ a € NIy (Z1)

tenemos que p" ' +pt12'a € NIy .., por lo que al restarle 7y,
obtenemos que p*~! (2’ —z)a € I, por lo que podemos escribir
2/ =z +pz, dedonde p" 2 + pt2za + p'zia € NIy (Z1)
Ahora, al multiplicar este elemento por a, obtenemos que *~2 +
p*~'2)a € I, lo cual implica que ;4 = k — 1 y por lo cual pode-
mos reescribir z = —1, obteniendo que p*~2 — p*~2a 4+ p*'za €
NIy (Z1) , elemento que al multiplicar por b implica p*21b €
I, por lo que si z; # 0, entonces v < =k — 1 y en el caso de
que z; = 0, no tenemos restricciones para v, por lo que v < k.

Si
Z =p" - pr a4+ pr b € Ny v (Z1)

en donde 0 < [y <, tenemos que p" ' + p~12'a € I\ I} .., POT
lo que de manera analoga al caso 1 de este inciso, podemos es-
cribir 2/ = z + pz;, de donde pF2+pF2za+ptlzia+p b €
NIy (Z1) , elemento que al multiplicar por a implica que "2+
p*~'2)a € I, por lo que p = k — 1, con lo cual podemos ree-
scribir z = —1, obteniendo que p* =2 —pt2a+p* L zia+pY "t 2b €
NIy (Z1) , ademéas al multiplicar por b implica que p*z1b € I,
por lo que si z; # 0, entonces v < =k — 1 y en el caso de que
z1 = 0, no tenemos restricciones para v, por lo que v < k, con lo
cual queda demostrado el inciso a de esta proposicion.

Observemos que: Si
Zy=p" = pla+ p Y a € INUyy, (2'9)

en donde 2 < [, tenemos que p" 2 —pt2a+pt1z'a € IN\Ig ., vy al
restarle este elemento a Z’y, obtenemos que el elemento p*~!(z; —
2")a+ p” 'zb € I, en donde zy # 0, por lo que podemos restar el
elemento Z,(z; — 2'), obteniendo que p* (2, — /) + p"'zb € I,
por lo que este caso se estudiara para [y, (Y1) y de igual forma
si 2 = p" Tt —prla + p Y a 4 prhzgb € TNy, (Z5) en
donde 0 <ly <, y 2<I, por lo que si 2 < [; tenemos que
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al multiplicar por a, obtenemos que p*~"*22'a + p* 1tz € I
de donde p*~'2'a + p*~tzsb € I y al sumarle 7,2/, implica que
pF 2 +p¥lzb € I, caso que se estudiara a fondo posteriormente,
por lo que:

= Nota: En lo siguiente de la demostracion de esta proposiciéon pode-
mos considerar [y = 1. Por lo anterior tendremos que

Z ="t —prla+ pP Y a4+ pr b €

I\Ikyl%V <Zé> )

tenemos que p*~2—pt2a+pt 1Y a+p' A 2ub € I, para X =0, 1, en
donde tenemos el caso anterior para A = 0. Para A = 1, tenemos
que p" Nz — 2)a + p" Hza — 24)b € NI, y al sumarle el
elemento Z,(z,—2'), obtenemos que p*~1(z;—2')+p" 1 (20—24)b €
INIy ., por lo que ambos casos se estudiaran posteriormente
para Iy, (Y1) .

= b). Para el estudio de los ideales I, ,, (Z;) en donde 2 < [, es facil
ver que

I 0 (7
Iy (Z1) < { I::u <<Z/l:1>>

considerando de 3.1.7 los siguientes casos:
1. Z,=p" " —ptTa+ptta € INUy,, (Z)) para 2 <.

2. 7', = pFm —pPTa + ph T Y a 4+ pr b € NIy (Z1) para
2<r.

= Nota: Esta parte de la proposicion se demuestra por induccion
para [.
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3.1.10 Proposicion:

Sea k,u,r los minimos enteros positivos tales que los elementos
k. pra,p’b € I'ysea w € By (Cp2) tal que el elemento w € I\ Iy .0 (Y1)
entonces tenemos que los ideales de la forma I, , ,, (Y7)estan contenidos
propiamente en:

Ty (Y1, X0) o= ([p" + p"7tyb] 5 [p"ta + p”~tab]) +
T v
casol 3<k<oov+ 1< u<k—151<v<k—-2

T (V1) < r,y=1,..,p—1
caso2 2 <k<oosu=v;1<v<k—-1;
z,y=1,...p—1
Demostraciéon:

De 3.1.7 tenemos los siguientes siete casos para w :

1. Si
X, =p"la+plab € NIy (V1)

endonde 0 <lyxz=1,2,..,p—1, porloque p“~ta+p"labe
NI} 0, elemento que al multiplicar por b implica que pb € I,
de donde v < p y ademas p < k — 1.

2. Si
X' =p" s+ pla+ prlab € INUy ., (Y1)
para O <l <l y x,s=1,2,....,p— 1, tenemos que el elemento
p“ta + p*~taxb € I, por lo que caemos en el caso 1 de esta de-
mostracion.
3. Si

Y =p" 4+ p b € INUg 0 (Y1)

para 0 <!y y=1,2,..,p— 1. Tenemos que p*~' + p*~ /b € I,
por lo que al restarle Y;, obtenemos que p*~*(y' — y)b € I por
lo cual podemos escribir ¥ = y + py; y entonces 2 < [, por
lo cual p*=2 + p"2yb + p"ly1b € I\, (Y1), elemento que
al multiplicar por a implica que p*~2a + p*~'yb € I, de donde
=k —1, por lo que caemos en el caso 1 de esta demostracion.
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4.

Si
Y/ = p" o phsa 4+ prTly'b € Ny (Y1)

para O0<ly <l y y,s=1,2,...,p— 1. Tenemos que el elemento
p"t 4+ p*~ /b € I, por lo que de manera analoga al caso 3,
podemos escribir 4 = y + py; vy entonces 2 < [, por lo cual
PP+ plsa + p2yb + pY b € TNk, (Y1), elemento que
al multiplicar por a implica que p*~2a + p*~'yb € I, de donde
=k —1, por lo que caemos en el caso 1 de esta demostracion.

Si
Zy=p" 4 plza € NIy, (V1)

para 0 <l y z=1,2,....p — 1. Tenemos que p*~! + pt~lza € I,
elemento que al restarle Y; implica que p*~tza*~'yb € I, por lo
que caemos en el caso 1 de esta demostracion.

Si
2 =p" 4 plza +plsh € Nk puw (Y1)

para 0 <y <l y z,s=1,2,....,p— 1. Tenemos que el elemento
p*t 4 pt~lza € I, por lo que caemos en el caso anterior de esta
demostracion.

Si
VVZ - pkil + puilwla + pyileb S I\\Ik:,u,y <}/1>

para 0 <l y w2 =1,2,...,p — 1.Tenemos que P+ prlwga +
p"“lwyb € I, elemento que al restarle Y; implica que p* twia +
P’ Hwy — y)b € I, por lo que caemos en el caso 1 de esta de-
mostracion y con lo cual queda demostrada esta proposicion.
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3.1.11 Proposicion:

Sea k,u,v los minimos enteros positivos tales que los elementos
p*,pta,p’b € I'y sea w € By (Cp2) un elemento tal que w pertenece
a INIy 0 (Y1, X1), tenemos que I ,,, (Y1, X;) esta contenido propia-
mente en las siguientes familias de ideales:

Ik,u,u <}/17X1> <

Demostracion:

Ik,u,u <}/17X2> =
([p"1 +p~tyb] ; [p"2a+pY2wb 4+ ptanb]) + Iy
casos 4 <k<oov+ 1< u<k—-12<v<k—2
z,y=12,...,p—1;21=0,...,p—1

Ik,u,lj <Y2> = <pk_2 + pV_Q?/b +py_1ylb> + Ik,u,y
casos 4 < k<ooyu=k—12<v<k-—2

y=12,...,p—Liy1 =0,...,p—1

IkaMV <W2> =
<pk‘*2 + p*2wsa + pY (1 + ws3)yb —i—p”flw4b> + Iy
casos 4 < k<ooju=k—1;2<v<k—2
ws=1,2...p—2;ws =0,....,p—1;
y=1,...,p—1

Ik,u,u <Y17 Z2> =
([P +p7ly0] s [PP72 = P Pat P iaal) + D
casos 3 < k<ooyu=k—11<v<k-—1;
21=0,..,p—Ly=1,2,....,p—1

De 3.1.7 estudiaremos los siete posibles casos para w :

1.Si X; = p*la+pla'b € NIy o (Y1, Xq) . Tenemos que X; €
NI 0 (X7) por lo que de la proposicion 3.1.8, inciso a, parte
1, tenemos que p*?a + p”2xb+ p*tr1b € NIk, (Y1, X1), de
donde v < p < k —1.
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2. Si X/; = pF gy + pla+ prla’b € INUg 0 (Y1, X1) . Tenemos
que X'} € Ny, (X1) en donde 0 <y <, por lo que de la
proposicion 3.1.8, inciso a, parte 2, tenemos que p*~tzy + pt2a +
p” " 2xb+p”'aq1b pertenece a I\ Iy ., (Y1, X1) , por lo que al restar-
le Yix9 obtenemos que el elemento p*~2a + p*~2zb + p*~H(z; —
x9)b € I, por lo que caemos en el caso 1 de esta demostracion.

3.S1 Y, = p" T+ prly'b € Ny (Y1, X1) . Tenemos que el ele-
mento Y; pertenece a I\ Iy, (Y1) por lo que de la proposicion
3.1.10, parte 3, obtenemos que p*~2 4 p*~2yb + p*~ 1y, b pertenece
a INIy .0 (Y1, X1), elemento que al multiplicar por a implica que
p"2a + p*~'yb € I, de donde 4 = k — 1, por loque ¢ = y y
v<k-—2.

4. SiY) =p"t+prhsa+ply'b € INUy . (Y1, X1) . Tenemos que
Y’ € INIg,,, (Y1) por lo que de la proposicion 3.1.10, parte 4,
obtenemos que p*~2+p*~sa+p" " 2yb+p' " ryb € IN Ik . (Y1, X1),
elemento que al restarle X;s implica p*=2 + p*~2yb + p*~ Yy, —
x8)b € INUy 0 (Y1, X1), por lo que caemos en el caso 3 de esta
demostracion.

5.81 2, = pP T+ pra € NIy (Y1, X1) . Tenemos que Z; €
NIy, (Z1), en donde Z; = Yy — Xy(a~'y), por lo que de la
proposicion 3.1.9, inciso a, parte 1, obtenemos que p*=2 — pt~2a +
p*1z1a pertenece a I\ Iy, (Y1, X1), en donde v < =k — 1.

6. Si 7/ = pFt 4 prtda+ prhizd € NIy (Y1, X1). Tenemos
que Z'; € INIg . (Z1), en donde Z; = Y7 — X (z'y), por lo que
de la proposicion 3.1.9, inciso a, parte 2, obtenemos que p*~2 —
PP 2a+pt Tt zia+p b € INUku, (Z1) , por lo que al restarle el
elemento X, (27 '2y), implica que p*~2 —p*2a+p* (21 — 27 20)a
pertenece a I\ ., (Y1, X1), por lo que caemos en el caso 5 de
esta demostracion.

7. Por ultimo si W, = p*~! + pt~lwga + p* b € NIk (Y1, X1) -
Tenemos que W, € I\, (Y1) por lo que p*~! + pt~lwza +
p"“lw,b € I, elemento que al restarle Y; implica que p*twsa +
p” (wy —y)b € I, ahora al restarle a este tltimo elemento X;ws,
obtenemos que p*~!(ws —y — zws)b € I, por lo que podemos
reescribir wy = y + rws + pwy, por lo que 2 < [ y entonces

PP 2 pt2wsa+pY 2 (y+aws)b+pY ~wsb € Iy al multiplicar por a
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obtenemos que p*~2a+p* twsa+p' L (y+aws)b € I, por lo que al
restarle a este elemento X ws, obtenemos que p*~2a+4p"~'yb € I,
por lo que 4t = k — 1 y y =  obteniendo que p*~2 + p*2wsa +
P2 (14 ws)yb+p* twsb € INIj 10 (Y1, X1) , de donde wy # p—1
y entonces al multiplicar por b, obtenemos que p*~2b € I, por lo
que v < k — 2, con lo cual queda demostrada esta proposicion.

3.1.12 Observacion:

En el estudio de Iy ,, (Y1, Xs), tenemos que si el elemento Y, €
N (Y1, Xo) , entonces este caso lo estudiaremos para los ideales
It i (Ys) , andlogamente si Wy pertenece a I\ Iy ., (Y1, X2) , tenemos
que Wy — Xows € I, el cual es un elemento de la forma Y5 y de igual
forma si Zy € NIy, (Y1, X2), ya que Zs + Xy — Xq21 € [ es un
elemento de la forma Y5, por lo que serd suficiente estudiar el elemento
w € INIy 0 (Y1, Xa) , para los casos

XlaXl/ € ]\\[k,u,u <1/17X2> .

Andalogamente, seréd suficiente estudiar los ideales que son de la for-
ma I, (Y1, Z2) para:

Zl7 Zl, € I\Ik‘,u,y <§/17 ZQ> )

vaque si Wy € INIj .0 (Y1, Zo) , tenemos que el elemento Wa+ Zows;—
Xiz1ws € I, el cual es un elemento de la forma Y5, por lo que este caso
se estudiara para Iy, (Ys) .

De lo anterior los ideales de la forma Iy, , (W2) , se estudiara dentro
del caso I, (Y2) , ya que si el elemento W, € I\ Iy, ., (Wa), entonces
P24 pr 2+ pY 2 (14 3)yb+ pY b € I, por lo que p*2(ws — w'3)a +
P2 (w3 — w'3)yb + p*Hwy — w))b € I, en donde: si pf(wz —w}),
tenemos que Y5 € I\ I}, ; ahora, en el caso que wj = w3, entonces
PE3 4+ pBwsa + p3(1 4+ ws)yb + pY~2sb € I para algiin s, por lo que
al multiplicar por a obtenemos que p*~2a + p*~2yb+ p*~sb € I, lo
cual implica que Y5 € I\ [y .-

Por altimo estudiaremos los ideales Iy ,, (Y3) para:

Xl7Xl,7)/l7 l/7Zlyzl/7VVl S I\Ik,u,y <)/2> .
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3.1.13 Proposicion:

= a) Sea k, i, v los minimos enteros positivos tales que los elementos
pF pla, prb € T'yseaw € By (Chz) tal que w € I\ 10 (Y1, Xo)
entonces tenemos que los ideales de la forma [y, ,, , (Y7, X5) , estan
contenidos propiamente en:

Ik,u,u <Y17 X2> <

Ty (Y1, X3) = ([p"1 4+ p" 7 1yb] 5
[P 3a — p"72b + pV " 2x1b + p’ragb]) + Ik
casos :h < k<ooju=v+1;
3<v<k—-—2y=1,....,p—1;
x1,3 = O, ey P — 1

I (X3) i= (p"2mg + p3a — p"3b+
P2 (z1 — 24)b —|—p”71:1:3b> + Iy
casos h < k<ooyu=k—Liv=k—2
zg=1,..,p—1;213=0,....,p— 1L

» b) Sea k, 1, v los minimos enteros positivos tales que los elementos
p¥.pa,p’b € Iy sea w € Byyy (Cpe) tal que w € I\ Iy, (Y1, X)),

entonces tenemos que los ideales de la forma I, , , (Y7, X)), para

3 <[ estan contenidos propiamente en:

Ik,u,u <Y17 Xl> , <

Ik,u,l/ <Y17Xl+1> = <[pk_1 ‘|‘py—1?/b] ;
[p“*lfla — " 4 20 + p”71x5b]> +
T v
casos 6 < k<ooyu=v+14<v<k-—2;
r35=0,1,...p—Liy=1,...,p—1;
3<i<v-1

Ik,u,l/ <X”l+1> — <pk—2x6 4 pu—l—la o py—l—1b+
P2 (z3 — 26)b + p”71x5b> + Iy
casos 6 < k<ooju=k—Liv=k—2
6 =1,2,...,p—1,235=0,1,...,p — 1;
3<i<v-—1
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Demostracion:

1.

a). De 3.1.12 tenemos los siguientes casos para w :
Si
Xy =p"la+p lab+ p b € NIy (Y1, Xa)

Tenemos que X; € IN\Ig,, (X2), por lo que de la proposicion
3.1.8, inciso b, parte 1, obtenemos que

P Pa — p" b4 pY P ab 4 pY T agb € INUk (Y1, Xo)
endondev=p—-1<k—-2,3<1.
Si
X =p" "y +p a4+ p b+ p b € Ny (Y1, Xa)

en donde 0 < [; < [. Observemos que si [; = 1, el elemento
X|—=Yiz4 € I, es de la forma X, por lo que caemos en el caso 1 de
este inciso. Ahora si 2 < Iy, tenemos que pX';—aX| = pF~1 g, —
p"~txya € I, de donde u = k — 1, por lo que p*=2 — pt—2q € I,
elemento que al sumarlo con X, implica que Y5 € I, por lo que en
lo siguiente de esta demostracion podemos considerar tinicamente
el caso:
Iy =2

por lo que tenemos el elemento X'; = p* 224 + p*la + p*~lab +
p' b € INUg ., (Y1, X2) . En el caso de que 4 < [, caemos
en el caso 1 de este inciso, por lo que tenemos p*~2x, + p*3a +
P’ 3ab + p'2’b € INIy 0 (Y1, Xa) , elemento que al multiplicar
por por b implica que (p*~2 4+ p*~*x)b € I, porlo que v—1 = p—2

o bien v = p—1, por lo que podemos reescribir x = —1, obtenien-
do que X' = p" 2y +ptPa—p b4 p2a’b € INIj o (Y1,X0) .
k=1, _ k-2

Observemos que pX'; —aX] = p" 'oy — p*“x4a € I, por lo que
i =k —1, lo cual implica que p*~! — p*~'a € I, elemento que al
sumarle Xy, implica que

pk—l _py—lb c I,

por lo que podemos reescribir y = —1. Ahora al multiplicar X'3
por p, obtenemos que p* 'z, + p2a — p*~2b 4+ p*~a’b € I, por
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lo que p*2a —p*2b+p* (2’ + 24)b € I, elemento que al restarle
X, implica que z’ es igual a 1 — x4 + pr3 y entonces

Pyt B a—p TP obp T (v — 2 )b p” T asb € INUg (Y1, Xa)

en donde p =k —1y v =k —2, con lo cual queda demostrado el
inciso a de esta proposicion.

» Observemos que Si
X = p“ila - pyilb + pyilﬂx/b € INJypw (X'5)

en donde 3 < [, tenemos que p*3a—p*3b+p”~22'b € I, por lo que
al restarle este elemento a X}, obtenemos que p* 2z, +p""2sb € I,
para algin s, por lo que este caso se estudiard posteriormente para
Iy 0 (Ya) . De igual forma si

X =p 2+ p e — "+ p b € NI puw (X5)

en donde tenemos el caso anterior para 4 < [, por lo que en lo
siguiente cosideraremos el caso [ = 3, con lo cual tenemos que
PP 4+ p'3a — prT3b 4 pr 22 € TNy, (XY, elemento que
al restarle X} implica que p*~2(x; — z4) + p"~2sb € I, para algiin
s, tal que p 1 s por lo que este caso se estudiara posteriormente
para Iy, (Ys) .

= b). Para el estudio de los ideales I ,, (Y1, X)), en donde 3 < [,
es facil ver que

Ik,u,y <YVh Xl+1> )

_[ 14 Y7X <
k., < 1 l> { I]w“, <X/l+1>

considerando de 3.1.12 los siguientes casos para w :

L X, =p" "a—p" b+ p'22'b € NIy, (Y1, X)), para 3 <.

2. X', =p"2xg +p"a— p" b+ p*2’b € I\, (Y1, X)), para
3 <r.

= Nota: Esta parte de la proposicion se demuestra por induccion
para [.
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3.1.14 Proposicion:

Sea k,u,v los minimos enteros positivos tales que los elementos
p*,pta,p’b € I'y sea w € By (Cp2) un elemento tal que w pertenece
NIy (Y1, Z1) , entonces tenemos que los ideales Iy, ., (Y1, Z;) , para
2 <[, estan contenidos propiamente en:

I (Y1, Ziga) o= ([p"1 + p"~tyb] ;
[pFt —prmita i 123a}>+1ku1/
casos A< k<ooju=k—11<v<k—-1;2<1<k—-2
z3=0,..,p—Liy=1,...,p—1.
I 0 (Y1, 7)) <
ks, (Y1, Z1) Iy < l+1> —
< L pr a4 pt 2 zga + pr T 22ayb + pr T zab) +
I/wuu
casos A < k<ooyu=k—-12<v<k—-—22<1<k-2
y,2z3=1,..,p—1;24=0,...,p— 1.

Demostracion:

Observemos que: Si Z; = p"'—pt~la+p'~12a € NIy 0 (Y1, Zo),
al multiplicar por a obtenemos que —[ +1 = —1, por lo que Z; =
PP —ptla + prtYa € NIy, (Y1, Zo) . St 2 = pP ol — ptla +
P a+ phish € NIy (Y1, Z2) en donde 0 < [; < I. Tenemos
que el caso l; = 1 es equivalente al caso Z; € I\ .. (Y1, Z2) . Ahora,
si 3 <[, tenemos que al multiplicar por a, obtenemos que p*~*+2z'a +
p'~itlsh € I de donde [ — 1 = [; y entonces p"27'a +p”_25b €ly
al sumarle Z,2/, implica que p*~22' + p*~2s'b € I, para algtin s’, por lo
que este caso se estudiara a fondo posteriormente, con lo cual podemos
considerar [; = 2 y entonces Z/; = p*~t — p*~la + pt=H1q 4+ pY2sh,
elemento que al multiplicar por a implica que —[ 4+ 1 = —2, por lo que
7' = pFt — ptla + p*22a + pY~2sb. Para el estudio de los ideales
Ii o (Y1, Z;) en donde 2 < [, es facil ver que

Ik,u, <}/17Zl+1>
L (Y1, Z0) <{ IR VAITEY

ya que de 3.1.12, se consideran los siguientes casos:
1. Z, =pF " —p*Ta+p*lsa € NI (Y1, Z)) para 2 <.

2. 7', = pF " —prTa + p 2 a + pP2sb € NIy (Y1, Z)) para
2<r.

= Nota: Esta proposicion se demuestra por inducciéon para [.
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3.1.15 Proposicion:

Sea k,u,v los minimos enteros positivos tales que los elementos
p* pta, p'b € Ty seaw € By (Cp2) tal que el elemento w € I\ Iy, ., (Y2)
entonces tenemos que los ideales de la forma I} ,, , (Y2) estan contenidos
propiamente en:

Ik,u,u <Y57X2> =
([P" 2+ 2yb+p" ynd] 5 [P 2+ p" 2yb+p”~tanb])
Ik,p,,l/ <Y2> < Ik,p,u
casos 4 < k<oosu=k—-1;2<v<k-2
y=1,.,p—Liy,z1=0,...,p—1

Demostracion:

De 3.1.7 tenemos los siguientes siete casos para w :

1L.Si X; = pla+ plab € NNy, (Ya). Tenemos que X; €
NIy (X1) de donde 1 < Iy z = 1,2,...,p — 1, por lo que
de la proposicién 3.1.8, inciso a, parte 1, obtenemos que p*~2a +
p’2xb + p*tayb € INIg 0, en donde v < p = k — 1. Observe-
mos que Ysa = p*~la+ p""lyb € I, por lo cual al restarle este
ltimo elemento a X, obtenemos que p*~!(x —y)b € I por lo que
podemos reescribir = v, con lo cual p*—2a + p*2yb+p*lz1b €
Ny -

2. Si Xy =pF s+ pla+plab € INIg ., (Yo) para 0 < Iy <ly
z,s =1,2,...,p— 1. Tenemos que X'; pertenece a I\ Iy . (X1),
por lo que de la proposiciéon 3.1.8, inciso a, parte 2, obtenemos
que pFls + pt2a + p*2xb 4+ p* b € NIy, (Ya) por lo
que al restarle Yis, obtenemos un elemento de la forma X, €
NIy .0 (Ya) , por lo que caemos en el caso 1 de esta demostracion.

3.S51 Y =p" +prlyb € NIy, (Yo) prraO <lyy =1,..,p—
1. Tenemos que p*~! + p*~ly'b € I, por lo que al restarle Y,
obtenemos que p*~'(y' — y)b € I por lo cual podemos escribir
y' =y +psy entonces 2 < [, por lo cual p*=2 + p*2yb+p"~'sb €
NI .0 (Y1), por lo que al restarle Ya, obtenemos que p*~*(s —
y1)b € I por lo cual podemos escribir s = y; + ps’, con lo cual
2 < |y entonces tenemos que p*=3 + p"3yb + p* " 2y'b+ p*1s'b €
NI 0 (Ya) , elemento que al multiplicar por a implica que X, €
INIj 0 (Ya) , por lo que caemos en el caso 1 de esta demostracion.
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4. S1Y) =p"+pthsa+ prly'b € INUg . (Yo) para 0 < Iy <1y
y,s=1,2,...,p—1. Tenemos que p*~1+p*~1y'b € I, por lo que de
manera analoga al caso 3 podemos escribir ¢y = y+py; y entonces
2 < I, por lo cual p* 2+ p"~tsa+p"2yb+p"tyrb € INIk 1 (Y1),
por lo que al restarle X;s obtenemos que p*~24p*2yb+p"~'s'b €
NI (Y1), para algin s’ y de manera analoga al caso 3 pode-
mos escribir s’ = y; + ps” y entonces 2 < [, por lo que p*~3 +
PP 2sa+p T Byb+pY2y1b+pP s b € TNy i, (Ya) , elemento que
al multiplicar por a implica que Xy € I\ I, (Y2), por lo que
caemos en el caso 1 de esta demostracion.

5. 81 7 = p" !+ p*za € I\, (Ya) . Tenemos que el elemento
Zy € INNdy,puv (Z1), por lo que de la proposicion 3.1.9, inciso a,
parte 1, obtenemos que p*~2 — p"~2a + pt 210 € NIy 0 (Ya),
por lo que si restamos este elemento a Y,, implica que Xy €
INIj 0 (Ya) por lo que caemos en el caso 1 de esta demostracion.

6. Si Z') = pl + ptlza + p'hsh € INUy,, (Yo) para 0 < [y <
ly z,s =1,2,...,p— 1. Tenemos que Z, € I\Iy,,(Z1), por
lo que de la proposiciéon 3.1.9, inciso a, parte 2, obtenemos que
PP — pt2a + pPlzia 4 pY b € TNy, (Ya) por lo que si
restamos este elemento a Y5, implica que Xy € I\ ., (Y2) por
lo que caemos en el caso 1 de esta demostracion.

7. Si W = pFl + prlwia + pPlwgb € TN, (Yo) para 0 < [y
wye = 1,2,...,p — 1. Tenemos que p*~! + p*“lwia + p*twqb € I,
elemento que al restarle Y} implica que p*~twya+p” ! (we—y)b € T
y al restarle a este X w1, obtenemos que p* ! (wy —y —wyz)b € I,
por lo que wy = y + wix + ps con lo cual p*~2 + pt2wia +
P’ 2(y + wiz)b + p*~tsb € NIk, (Ya) por lo que al restarle
a este elemento Y5, implica que Xy € I\ Iy, (Ya) por lo que
caemos en el caso 1 de esta demostracion y con lo cual queda
demostrada esta proposicion.
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3.1.16 Proposicion:

Sea k,u,v los minimos enteros positivos tales que los elementos
pr pta,p'b € Ty sea w € By (Che2) tal que w € INIg,,, (Y, Xo) |
entonces tenemos que I, , (Y2, X2) esta contenido propiamente en las
siguientes familias de ideales:

Ik,p,,u <}/2; X2> <

Demostracion:

I (Y2, X3) = ([p" 2 = p"72b + p"tynb]
[pu—iﬁ’a _ pu—3b _'_py—Qxlb _ py—lxgb]> + Ik,u,l/
casos h<k<oosu=k—1lLiv=k—2;
x1,3,Y1 = O7 ey P — 1.

T (Ya) == (PP 72 = p" 30+ p" 2y1b + p*~yab) +
Ilww
casos:h < k<ooju=k—Liv=FkF—2;
Y12 = 0, ey P — 1.

Ik,u,u <W3> =
(pF=3 + p"Bwsa — pY 3 (1 4+ ws)b + p* (1 + ws)y1b+
pyilw6b> +Ik,p,,u
casos h< k<oosu=k—1lLiv=k—2;
Y1, We = 0,..,p—1;
ws =1,2,...,p—2

Iy (Yo, Z3) == {[p" =2 + p"~2yb + p*~'y1b] ;
("3 = pt3a + pPlasal) + Tipuw
casos A< k<ooju=k—-1;2<v<k-—2
Yi1,23 = 07 P — ]-a
y=12,..,p—1.

De 3.1.12 estudiaremos los siete posibles casos para w :

1.Si X; = p*la+p~la'b € NIy v (Yo, Xo) . Tenemos que X; €
INIj 0 (Y1, Xo) porlo que de la proposicion 3.1.13, inciso a, parte
1, tenemos que p*~3a—p"3b+p¥ 2a1b+pY  asb € INIy 10 (Yo, X))
dedonde y=—-1l,u=k—1,v=%LF—2.

2. Si X') = p"hay + pla+ pTla’b € Ny (Yo, Xo) . Tenemos
que X'} € INUj, 0 (Y1, X2) por lo que de la proposicion 3.1.13,
inciso a, parte 2, tenemos que p* 2z, + pt3a — p"3b+ p* (1) —
T2)b+p"tash € INIg . (Yo, X2) , de donde y = —1 y por lo que
al restarle Ysx, obtenemos que X3 € I\ Iy .., (Y2, X2) , por lo que
caemos en el caso 1 de esta demostracion.



CAPITULO 3. LA FUNCION ZETA DE Bipy(Cp2). 72

3.1 Y, = pP 4+ ply'b € DNy (Yo, Xo) . Tenemos que Y, €
INIj 0 (Ya) por lo que de la proposicion 3.1.15, parte 3, tenemos
que p* 3 +p" Byb4p” Pyrb+p” " yab € INg i (Y2, Xo) , en donde
v < k — 2y al multiplicar por b obtenemos que *=3 +p*~1y)b € I
y entonces v =k —2:y = —1.

4. S1Y) = pF 4+ prthsa + ply'b € Ny (Yo, Xo) . Tenemos
que Y’ € INUIj, 0 (Y2) por lo que de la proposicion 3.1.15, parte
4, obtenemos que p*3 + p~2sa + p*3yb + p" 2y1b + pYlysb €
NIy (Yo, Xo) , elemento que al restarle Xos implica que Y
pertenece a I\ Iy ., (Y2, Xs) (caso 3 de esta demostracion).

5. 81 Z; = pP T+ pra € DNy (Yo, Xo) . Tenemos que Z; €
NI (Y1, Z3) , en donde Zy = Yo— X5, por lo que de la proposi-
cion 3.1.14, parte 1, obtenemos el elemento p*=3 —p*3a+pH~123a
pertenece a I\ Iy ., (Y2, Xs), endonde 2 <v <p=k—1

6. Si 7' = pF L+ prlYa + prTlizd € INTj o (Yo, Xo) . Tenemos
que Z'; € NIy (Zs), en donde Zy = Yy — Xy, por lo que
de la proposicion 3.1.14, parte 2, obtenemos que p*=3 — pt~3a +
PP 2z3a + p' 2 z3yb + p b € INIg ., (Ya, X)), por lo que al
restarle el elemento X523, obtenemos que un elemento de la forma
Zs pertenece a I\ Iy, ., (Y2, X2) (caso 5 de esta demostracion.)

7. Por ultimo si W, = p*~' + p*~lwsa + p* " web € I\, (Yo, Xo) .
Tenemos que W; € I\, (Y2) por lo que de la proposicion
1.15, parte 7, tenemos que wg = (1 4+ ws)y + ps, lo cual implica
que 2 < [ y entonces p*=3 + p*3wsa + p* 3 (1 + ws)yb + p* " 2sb €
NI i (Y2, Xo) y al multiplicar por a obtenemos que p*~2(15)a+
P’ 2(1+ws)yb+p” 'sb € I, por lo que al restarle a este elemento
X5 (14ws), obtenemos que p* ! (s—(1+ws)x1)b € I, por lo que s =
(14 ws)x; + ps’ obteniendo que p*~2+ p*Bwsa+p” 3 (1+ws)yb+
P’ 2 (1+ws)z b+ pYts'b € TNy, (Yo, Xo) , de donde ws # p—1
y entonces al multiplicar por b, obtenemos que (p*~2+p*~1y)b € I,
lo cual implica que v = u—1 =k -2y y = —1, por lo que
pk73 + pu73w5a _ pufS(l + w5)b + pll72(1 + U}5)5E1b + pufls/b c
Ny (Yo, Xo) , elemento que al multiplicar por p implica que
r1 = Y1, con lo cual queda demostrada esta proposicion.
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3.1.17 Observacion:

En el estudio de I, (Y2, X3), tenemos que si el elemento Y5 €
NIy 0 (Yo, X3) , entonces, este caso lo estudiaremos para los ideales
Ij v (Ys) , andlogamente si W3 pertenece a I\ I ., (Y2, X3) , tenemos
que W3 — X3ws € I, el cual es un elemento de la forma Y3 y de igual
forma si Z3 € NIy, (Yo, X3), ya que Z3 + X3 — Xq23 € [ es un
elemento de la forma Y3, por lo que sera suficiente estudiar el elemento
w € NIy, (Yo, X3) , para los casos

Xl7Xl, € I\Ik,u,y <)/27X3> .

Analogamente, serd suficiente estudiar los ideales que son de la for-
ma [y, (Y2, Z3) para:

Z1, 21 € NIy (Ya, Z3)

ya que si Wy € I\ Iy .. (Y2, Z3) , tenemos que el elemento W3+ Zzws —
Xizzws € I, el cual es un elemento de la forma Y3, por lo que este caso
se estudiara para Iy, , (Y3) .

De lo anterior los ideales de la forma I, ,, , (W3) , se estudiara dentro
del caso I, ., (Y3), ya que si el elemento W; € I\ I}, .., (W3) , entonces
P8+ ptBwla — pr 3 (1 +wh)b+ pY 2 (1 4+ wh )y b+ p*~tyhb € I, por lo
que p~° (ws —wh)a—p* " (ws —wh)b+p* " (ws —wh)yib+p”~'sb € I, en
donde: si p { (ws—wyf), tenemos que X3 € I\ Iy, .., (Ws) , lo cual a su vez
implica que Y3 € I\ I, (W3) . Ahora, en el caso que wi = ws entonces
4 <[ por lo que Wy € I\, (Ws), elemento que al multiplicar por
a implica que X3 € I\ Iy, (W3) y por lo cual Yz € I\ Iy, ., (Ws) .

Por altimo estudiaremos los ideales I ,,, (Y3) para:

XlaXllayza llazlazllavvl € ]\\[k,u,u <Y33> .
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3.1.18 Proposicion:

Sea k., u,v los minimos enteros positivos tales que los elementos
pE.pta,p’b € Iy sea w € By (Cp2) tal que w € INUj (Y2, X)),
entonces tenemos que los ideales de la forma Iy, , (Y2, X)) , estan con-
tenidos propiamente en:

Tipw (Yo, Xp1) i= ([pP72 = p"72b+ p"~Ly1b] ;
[pu—l—la —pu_l_lb+py_2l‘3b+pu_1$5b}> T
Ik,u,y
casos 6 < k<ooju=k—1lv=FkK—2
35,91 = Oa ]-7 P — ]-a
3<I<v-1.
Ik,p,u <Y2;Xl> <
e < 1/11> =
<pk_3$6 +p/L—l—1a _ pv—l—lb _ p”_3x6b + pu_2$3b+
P rasb) + Tipu
casos 6 < k<ooju=k—1lLv=k—2;
6 =1,2,..,p—L;235=0,1,...,p — 1;
3<I<v-—1.

Demostracion:

Para el estudio de los ideales Iy ,,, (Y2, X;) , en donde 3 <, es facil

ver q_ue
-Z o,V Y B X s
kvu,y <Y2, Xl> < { k., <V <Q)(IZl_i_]>>

considerando de 3.1.17 los siguientes casos para w:

1. Si
Xr - pufra - pyirb + pyiﬂrlx/b S [\\[k,u,u <1/27 Xl> 5

Tenemos que 4 < r, por lo que al multiplicar este elemento por b,
tendremos que p*~"32'b € I, por lo que 2’ = p"3s y por lo que
en este caso podemos considerar

X, =p" Ta—p" b+ p"?sb € NIy (Yo, X)) .
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. Si
X, =p" ag +p"Ta —p b+ p b € TNy (Yo, X0)

en donde 0 < 71 < r. Observemos que si r; < 3, el elemento
X/ =Y, x¢ € I, es de la forma X,, por lo que caemos en el caso 1.
Ahora si 3 < 7y, tenemos que pX/ —aX/ = pF "1 g —pF"Maga €
I, por lo que p*=3 — p*=3a € I, elemento que al sumarlo con
X3 implica que Y3 € I, caso que se estudiara posteriormente en
para Iy ,, (Ys), por lo que en lo siguiente de esta demostracion
podemos considerar tinicamente el caso:

r = 3
Observemos que 4 < r, por lo que al multiplicar este elemento

por b, tendremos que (p* 3z +p” "32/)b € I, lo cual implica que
"=3s, por lo que en este caso podemos considerar

X = pk’3x6—i—p“’ra—p”’rb—p”’3x6b+p”’2$b € Ny (Yo, Xi)

» Nota: Esta demostracion se sigue por inducciéon en .

3.1.19 Proposicion:

Sea k., u,v los minimos enteros positivos tales que los elementos
p*.ptla, pb € I'y seaw € Byyy (Cpe) un elemento tal que w € I\ Iy .., (Yo, Z1) |
entonces tenemos que los ideales I, , (Ys, Z;) , para 3 < [, estan con-
tenidos propiamente en:

Ikv”v’/ <Y25 Zl> <

I (Yo, Ziga) = ([p"72 + p"2yb+ p"tyid] ;
[Pt —pr e+ pttasal ) + T
casos h<k<ooyu=k—-12<v<k-—2
25,91 = 07 P — 17y = ]-a P ]-a
3<I<Ek-2.

Iy <Zl’il> = <pk*l’1 — g 4 pr 3250 — pr 325+
P’ 2y1zsb + pY by + I
casos h<k<oosu=k—1lv=k—-2,3<1<k-2;
zs5=1,...,p— 126,41 =0,...,p— L.
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Demostracion:

Para el estudio de los ideales Iy, , (Y2, Z;) en donde 3 < [, es facil
ver que

Ik,u,u <}/27 Zl+1>
Ik:,u,zl <Z/l+1>

ya que de 3.1.17, se consideran los siguientes casos para w :

]k,u,u <}/27 Zl> < {
1. Z, =p" " —p'"a+ ptlsa € NIy (Yo, Z)) para 4 <.

2. 7, =pF T —pt a4 ph T a 4 pYTsh € NIy (Yo, Z0)

para 4 < ry 0<r; <r. Tenemos que si r; < 3, al restarle a este
elemento Y, obtenemos que Z, € I, por lo que caemos en el caso
1. Ahora, si 3 < 7, al multiplicar por a, obtenemos que p*~"*2z/a +
p' " Flsh € I de donde r — 1 = r; y entonces X3 € I elemento que
al sumarle Z3, implica que Y3 € I, por lo que este caso se estudiard a
fondo posteriormente, con lo cual podemos considerar

7’1:3

por lo que al multiplicar Z/ por a, obtenemos que p*~"+*22'a+p"2sb € I
de donde 2/ = —p"~*s + p" 35’ por lo que podemos considerar

Zl = pFr = p" e p P sa — ptTPsb 4+ p 28" €

NIy (Yo, Z0)

para algun s”. Observemos que multiplicando este elemento por b, ob-
tendremos que v =y — 1=k — 2.

» Nota: La demostracion de esta proposicion se sigue por induccion
en /.
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3.1.20 Proposicion:

Sea k,u,v los minimos enteros positivos tales que los elementos
p* pta, pb € I'y seaw € Byyy (Cp2) un elemento tal que w € I\ Iy ., (Y1)
para 3 < [, entonces tenemos que los ideales I , , (Y;) estan contenidos
propiamente en:

T (Y5, X0) i= ([P = 0710 + " 24nb + p” Hyab) ;
(" ta—p" o+ p" b + p b)) + Ty
casos h< k<oosu=k—1lLiv=k—2
Y1,2,T1 = 0,...,p—1;3< [ <k-2

Ik,p,,l/ <}/2> <

Demostracion:

La demostraciéon es similar a la de 3.1.15 y se procede por in-
duccion en [, considerando de 3.1.17 los siguientes siete casos para
w: X, XY, Y Z,, Z) W, € I\ (Y1) en donde consideraremos
3<r.

3.1.21 Observacion:

En lo siguiente consideraremos 4 < r, para los siguientes siete casos
de w :

1. Si

X, =p""a—p" b+ p" 2ab + p¥ b € INJj i ()

2. Si
X;‘ _ pkfrls _'_pyfra o pufrb _'_pufrJrlx/b c I\Ikw’u <Y2>
para 0 < ry <r. Tenemos que al multiplicar este elemento por

b, obtenemos que (p" s + p* "3 )b € I\ Iy . (V1) por lo que

¥ = —p' " ls 4+ pr=3s" por lo que en lo siguiente:

X; _ pk—rls + pu—ra o pu—rb o pu—rlsb + pV—QS//b c I\Ik##/ <Y2> )
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3.

Si
Y, =pF T —p" b+ p" Y b € INUj i (V1)

tenemos que al multiplicar este elemento por b, obtenemos que
p”~"3y'b € I por lo cual podemos escribir y' = p"~3s y entonces

Y, =p" = p" b+ p b € INUj o (V)
Si
Y;,, _ pk—’r + pu—rls& - pu—’/‘b +pu—r+1y/b c ]\\[k,u,y <Y2>

al multiplicar por b, tenemos que (p*~ " T1s+ p”~"+3y/)b pertenece
a NIy ., (Y1) por lo que ¢/ = —p" "7 1s + p"=3s” por lo que en
lo siguiente:

Y =" 4+ pFsa — pt b — pP s+ pt28"h € NIy (Y1)

r

Si
Zy =" —p"Ta+ pP Y a € INUy (V1)

Si
Zl =" —pTa+ p T Y a + pY T sh € TNy (V1)

y al multiplicar este elemento por b, tenemos que (p* "2z +
P’ 28)b € INIg . (V1) porlo que 2/ = —p" " 1s 4 p" 35" por
lo que en lo siguiente:

Zl=pF — a4 p" T sa — pY T sb + pP b € INp (Vi) -
Si
Wr = pkiT + pufrw7& + pyirwa € ]\\[k,u,u <Y2> 9

y al multiplicar por b, obtenemos que (p*~"+p*~"Tlw;+p* " 2wg)b
pertenece a I\ Iy ., (Y1) por lo que wg = —(1 + wy) + p"~2s, por
lo que en lo siguiente:

W, = p"" 4 p"Twra — p* (1 4+ wi)b 4+ p"2sb € INTppun (Y1) -
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3.1.22 Proposicion:

Sea k,u,r los minimos enteros positivos tales que los elementos
Pk pra,p’b € Iy seaw € By (Cp2) tal que w € IN\Iy ., (Y1, Xi) , para
3 < [, entonces tenemos que I, , (Y7, X;) esta contenido propiamente
en las siguientes familias de ideales:

Ik,p,,u <}/2; Xl> <

Demostracion:

T (Y1, Xig1) i= ([p" 7 = p" 7o+ p"~Lyab] 5
[puflfla _ puflflb + pu72x3b _ pu71$5b}> + Ik,u,y
casos 6 < k<oosu=k—1l,v=kKk—-2;
T3,5,Y2 :Oa"'7p_ 173§ l < k—3.

T (Yigr) == (p"=170 — p? =210 + p~2ysb + p”~lyud) +
Ik,p,u
casos 6 <k <oosu=k—1lv=Fk—2;
Y34 =0,..,p—1;3 <1 <k-3.

Ik,u,u <VVZ+1> =
<pk—l—1 +p;L—l—1w7a _ pu—l—l(l + ’(1)7)b + pu—Z(l + ’(U7)y1b
+pyilw8b> + Ik,p,,u
casos 6 <k <oosu=k—1lv=k—2;
Y1, W = 0, ey P — 1;
wr =1,2,..,p— 2.

Iy (Y1, Zigr) == ([PF 71 = "0+ p" " 2y1b + p¥ b ;
[Pt =t at pt T zea]) + T
casos h< k<oosu=k—-—1l,v=kKk—-2;
y172, zZ6 — 0, ey P — 1;
3<I<k-2.

La demostracion es similar a la de 3.1.16 y se procede por induc-
cion en [, considerando de 3.1.21 los siguientes siete casos para w :
X, XY, Y 2., 2 W, € INIy 0 (Y1, Xi) en donde 4 <.
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3.1.23 Proposicion:

Sea k,u,v los minimos enteros positivos tales que los elementos
pE.pra,p’b € Iy sea w € By (Cp2) tal que w € INJj 0 (Y, Xiy1)
para 3 < [, entonces tenemos que los ideales de la forma Iy, ,, , (Y}, Xj41) ,

estan contenidos propiamente en:

T (Y5, Xo) = ([P = 07710 + " lyab) 5
[pp—ra _pv—rb+py—2x5b+py—lx7b]> 4
Ik,p,,l/
casos T < k<ooju=k—1l,v=FkK—2;
X5,7,Y2 :Oa]-v"'vp_ 1a3§ l < k_4,
l+2<r<k-2.
Ik,p,,u <H;Xl+1> <

<pk— _11‘8 +p;L—ra _py—rb_pu—l—1x8b+py—2x5b+
P rarb) + T
casos T < k<oosu=k—1lLv=kKk—2;
rg=1,2,..,p—Lz57=0,1,...,p—1;
3<I<k—-41+2<r<k-2

Demostracion:

La demostracion es similar a la de 3.1.18 y se procede por inducciéon
en r, considerando de 3.1.21 los siguientes dos casos para w : X,, X, €
Ny (Y1, Xi41) en donde 5 <.
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3.1.24 Proposicion:

Sea k,u,v los minimos enteros positivos tales que los elementos
pF.pra,p’b € Iy sea w € By (Cp2) tal que w € INIp 0 (Y1, Zi1a)

para 3 < [, entonces tenemos que los ideales de la forma Iy, ., (Y7, Z;41) ,

estan contenidos propiamente en:

Ik,u,u <Yl; Zl+1> <

Demostracion:

I (Yo, Zy) o= ([p"F = p" 7o+ p"2y1b + p”~lyab]
[pk—r _pu—ra —l—p“_lzm] 4 Ik,lhl/
casos 6 < k<ooju=k—1lLv=kKk—2;
3<I<k=314+2<r<k-1;27,012=0,....,p— 1.

T (Z"r) =
k—r _ pu—r pn—Il—1 _ y—l—1 v—2
(p PP Ta 4+ p 270 —p 27b + p¥ 2 yoz7b+
py_128b> + Ik,p,u
casos 6 < k<ooju=k—1lv=k—-2;3<1<k—3;
l+2<r<k—-1;zz=1,....,p—1;28,41 =0, ....,p— 1.

La demostracion es similar a la de 3.1.19 y se procede por inducciéon
en r, considerando de 3.1.21 los siguientes dos casos para w : Z,, Z! €
NIy (Y1, Zi41) en donde 5 < 7.
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3.2. CONCLUSIONES.

En esta seccion se dard una lista de todos los ideales propios, con-
tenidos en By (C)2) asi como su indice finito sobre este, con el objetivo
final de calcular la funcién ¢ del anillo de Burnside de C)..

3.2.1. Lista de ideales propios de indice finito en By, (C)2) .

En resumen, tenemos que los ideales propios de By, (Cp2) de indice
finito (distintos) son:

J (x7)
J<x1>{ i <””2>{ J ()

J (Y2, x3) { }]<<CBZ/2%/,>$1>
J (Y, wi41) <
{ J<yz,x7n>
n J<>$$f”>
oy d Tl < Ty {0
.l 7 ) <J ) T e < J (g, 2) jéyzlleziﬁ <
J<yl; Zr>
J (")
J (wi)
Iz {157

I
En donde tenemos las siguientes restricciones para cada una de las
38 familias de ideales:
1) Iy == p" Ly D " Z (pya @ p*Z b en donde:

By (C,2)

_ 3k
Tr =pr-

indice: '

casos : 0 < k < 0.
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2) Iy = "Ly @ p" Za @ p”Zinb en donde:
B3y (Cpe)
Ty v
caso ' 1 <k <oov+1<u<k0<v<k-—1.
caso 2: 1 <k<oosu=v,0<v<k—1.
caso 3 1 <k<oosu=v—11<v <k

indice: = phtrtv,

3) I, == (p"~' (a+ sb)) + I en donde:

By (Cp2)

_ 3k—1
17 p

indice:

casos : 1 <k <oo;s=1,...,p—1.

4) J(Xy) := (p"~ta + p*~tab) + Iy, en donde:

B (C
o Jiea {P}( p2) _
indice: e =p

caso ' 2<k<oosv+1<pu<kl<v<k-—lLiz=1,..,p—1
caso 2: 2<k<oospu=v;1<v<k—1l,xz=1,...,p—1.

k4-putv—1

5) J (Y1) == (p"t 4+ p" 'yb) + Iy, en donde:

By (Cp2) | _
S<Y1>p =P

caso '3 <k <oov+1<pu<k-11<v<k-2;y=1,...,p—1.

caso 2: 2 <k <oosu=v;1<v<k—lyy=1..,p—1

caso 3: 2<k<oosu=v—11<v<k—-1lLy=1,..,p—1.

indice: ' ftptv—1,

6) J (Wy) == (p"' + p"twia + p""twab) + Iy, en donde:

By (C2
Pt =
caso 13 <k <oojv+l < p<k-1;1<v <k-2;w=1,...,p—1.
caso 2: 2 <k <oospu=v;1<v<k—-Liws=1.,p—1

caso 3: 2<k<oospu=k—lLiv=kw =—-1Lw,=1,...,p—1.

k+p+v—1

indice: '
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7) J{(Zy) = (p"' + p*'za) + I}, en donde:
By (Cp2)
J(Z1)
caso : 2 <k <ooiv+1<u<k—-10<v<k—-2,2=1,...,p—1.
caso 2: 2<k<oospu=v;1<v<k—1;z=1,...,p—1.

caso 3: 2<k<oo;u=k—1lv=Fk;z=—1.

indice: = phtutr=1,

8) J(Xz) := (p"2a+ p"2ab+ p* ta1b) + I ., en donde:
By (C2)
J(X2)
casos: <k <oosv+ 1< u<k2<v<k-—lLz=1,..,p—1;

r1=0,..,p—1.

_ ktptr—2
=p M .

indice: '

9) J (X’) = (pF g + p'%a + p2ab + p*rab) + Iy, en donde:

Bpy (Cp2) ket purbv—2
indice: X‘; =p .
casos: 4 <k <oov+1<pu<k-12<v<k-—2
r,xo=1,...,p— 1201 =0,....,p— 1.

10) J(X;) := (p"'a — p*~'b + p" a1+ p*'azb) + I, ., en donde:

By (Cp2)

J(X1) =P
casos: 4 <k <oosu=v+1;3<v<k—-13<[<v;
$173:0,...,p—1.

k+2v—1+1

indice: '

11) J(X]) = <pk*1x4 +p*la — p" b+ pY R b + pt T lasb) + I
en donde:

By (Cp2)
J(X7)
casos: b < k<oosu=v+1;3<v<k—-23<I[<v;

za=1,..,p—Lz3=0,...,p—1.

indice: = phtov=itl
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12) J(Z)) := (p"' — p"la+ p*za) + It en donde:

indice: '7{p}<( >”) =p
caso ' 3<k<oosu=k—10<v<k—-12<I<k-—1,
z1=0,....,p—1.

caso 2: 3<k<oosu=k—lLv=kz=02<[1<k—-1.

2k+v—I1—1

13) J(Z]) == (p"" = p*la+ p" ' zia + p" " 20b) + Ii i, en donde:
indice: {,,}( §) =p
caso ! 3<k<oosu=k—11<v<k—-12<[<k—-1,
21=0,..,p—1;20=1,...,p— 1.

caso 2: 3<k<oosu=k—1Lv=k2<I1<k—-1;,2,=0;
22:1,...,]7—1.

2k+v—1—1

14) J (Y, Xq) o= ([p" 4+ p~tyb] ; [p*ta + p~tab] )41, en donde:
By (Cy2)
J{Y1,X1)
caso 3 <k<ooyv+l < pu<k-11<v<k-2;z,y=1,....p—1.
caso 2: 2<k<oospu=v;1<v<k—lz,y=1,...,p— 1L

— pk-l—u—f—u—? )

indice: '

15) J (Y1, Xo) := ([pF 1+ ptyb] s [ 2a + p2ab + pranb]) + Ly
en donde:

By (Cp2)

T Xa) | — P
casos: 4 <k <oosv+1<u<k—-1,2<v<k-2
zv,y=1,...,p—1L,2,=0,....,p— 1.

indice: ftputv—3,

16) J (Ya) := (p""2 + p"2yb+ p""'y1b) + Iy, en donde:

By (Cp2)

Iy | TP

casos: 4 < k<oosu=k—1;2<v<k—-2;y=1,...,p—1;
U1 :0,,p—1

indice: 2k+v—4
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].7) J <W2> = <pk72 —I—p’“nga —i—pV*Q(l + wg)yb + p”flw4b> + IkavV
en donde:

By (C)| _
§<W21)7 =D

casos: 4 <k<ooju=k—12<v<k—2;ws=1,...,p—2;
wy=0,...,p—Ly=1..,p—1

indice: 2k+v—4

18) J (Y1, Zo) == ([p"t +p" tyb] 5 [PF2 — p"Pa+p*zaa]) + Ly
en donde:

By (Cp2) | _
J?Yl,Z; =p

casos: 3<k<oosu=k—11<v<k—1;,21=0,....,p—1;
y=1,...p—1

indice: 2k+v—4

19) J (Y1, X)) := ([pF=t + p*~tyb] ; [p*la — p* 7o+ p* b + pYlasb] ) +
Iy, ., en donde:

By (C,2)

k+2v—1
J(Y1,X7) )

=P
casos: b < k<oosu=v+1;3<v<k—-2y=1,...,p—1;
$1,3:0,...,p—1;3§lgy.

indice: '

20) J(X]) = <pk_2x4 +pla — p'h + pY 2 (xy — 34)b +p"tasb) + Ik
en donde: ()
Bipy (Cp2 —
J(Xx;") p
casos: b <k <oosu=k—lLiv=k—2;24=1,....,p—1;
r13=0,..,p—13<I<w.

indice: Sk—i—4

21) J (Y1, Zp) = ([p" " + 7 yb) 5 [P = p e+ pr T zsal) + T
en donde:

B (C
o Jiea {P}( p2) _
indice: Ty | =P

casos: 4 <k <oosu=k—11<v<k—-13<I<k—-1,
z3=0,....,p—Ly=1,...,p—1

2k+v—1-2




CAPITULO 3. LA FUNCION ZETA DE Bpy(Cp2). 87

22) J(Z]") == <p"H —p'la+ pP2z3a + pY 2 23yb + pP T zab) 4 D
en donde:

By (Cp2)
(7'
casos: 4 <k <oosu=k—1;2<v<k—-—23<[I<k—-1,

y,z3=1,...p—1:2,=0,....p— 1.

indice: = pPhtv=i=2

23) J (Y, Xo) := ([p" 2 + p"2yb + p"tynd] 5 [p"2a + p*~2yb + p* a1 b))
+1I},,.,, en donde:

By (Cp2) | _
J(ng,ng> =D

casos: 4 <k <oosju=k—12<v<k—-2y=1,..,p—1;
y1,01 =0,....,p— 1.

2k+v—5

indice: '

24) J Yz, X3) = ([P*2 = p" 2+ 9" tynb] s [P0 — p P+ p 2w — Y ash])
+1I},,,, en donde:

By (Cp2)|

_ 3k—8
J(Y1,X3) :

indice: '

casos: b <k <ooyu=k—-1liv=k—-2;213,91=0,...,p— 1.

25) J (V) == (p"~" = p"7'b+ p""2y1b + p"'yab) + Iy, en donde:

By (Cp2) | _
| =P

casos: b < k<oosu=k—lLiv=k—2,3<I1<k—2;
yLQZO,...,p—l.

indice: 3k—21-2

]

26) J (W) := (p"~t + pt~lwsa — p"~H (1 + ws)b + pY (1 + ws)y1b + p¥'~tweb)
+1Iy,,.,, en donde:

By ()| _
5<sz>) - b

casos: b <k <oosu=k—1Liv=k—2,3<1<k—2;
Yy, we=0,...p—Liws=1,....p— 2.

3k—21—2

indice: '
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27) J (Y, Zs) == ([p" 2 + p""2yb + p"“tyib] 5 [p"3 — p*Ba+ pHlasal) + I
en donde:

By (Cp2)

2k+v—6
J(Y2,Z3) ’

indice: =p
casos: 4 <k <oosu=k—1;2<v<k—2y,23=0,....,p—1;

y=1,...p—1.

28) J(Ya, Xp) := <[pk_2 —p" %+ p”_lylb] ; [p”_la — p”_lb + pY2a3b + p”_1x5b]>
+1Iy,,.,, en donde:

By (Cp2)

3k—1—5
J(Y2,X7) ’

=D
casos: 6 <k <oosju=k—LlLiv=Fk—2;23511 =0,....,p—1;
4 <[ <.

indice: '

29) J(X]") = (p*Bae + p*la — p" b — p"Bab + p 2wz 4+ Y asb) 4 Ik i
en donde:

Bipy (Cp2)
J(x]")
casos: 6 < k < oo;
T35 = 0, P — 1, 4

indice: = p3k—l=5,

k—1lv=k—226=1,2,....,p—1;
[ <v

30) J (Ya, Z1) == ([p*72 + p"2yb+ p"tynb] s [pF = pr a4+ pP zsa]) + T
en donde:

By (Cp2) |
JZZY27ZI;> =P

casos: b <k <oosu=k—12<v<k—225,y1=0,....,p— 1;
y=1..,p—14<[<k—-1.

indice: Zktv=1=3

31) J(Z]")y == (pF ! = ptla+ p"Bzsa — p"Bzsb + p"2yrzsb + pY T 26b) + Iy

P’ 2y125b + p'26b) + Iy ., en donde:

By (Cp2) | _
J<Zl///> p

casos: b <k <oosu=k—lLiv=k—2,4<[<k—1;

zs=1,....,.p—1;25,y1 =0, ....,p— 1.

indice:' Bk—l—5




CAPITULO 3. LA FUNCION ZETA DE Bipy(Cp2). 89

32) J <}/27Xl> = <[pkfl _pyflb _’_pll72y1b +pu71y2b] : [pp,fla _ puflb _’_pll72y1b +py71$3b}>
+1I},,,, en donde:

By (C,2)

3k—21—-3
J(Y1,X7) ’

indice: =p
casos: 5§k<oo;,u:k—1;l/=l€—2;yl,2,5133:O:---ap—ls
3<I<k—2.

33) J (i, Xpgn) o= ([pF = 'o+p bl [ a - p T pt b — Y asb] ) +
Iy, ., en donde:

By (Cp2)

3k—21—4
TV X141) ’

=D
casos: 6 <k <oosju=k—1lLiv=Fk—2;235,y2=0,...,p — 1;
3<I<k-3

indice: '

34) J<Yl7Zl+1> — <[pk—l _pv—lb+pv—2y1b+pu—1y2b] : [pk—l—l _p/L—l—1a+p/L—1zﬁa]>+
Iy ., en donde:

By (Cp2)

3k—20—4
S, Z141) '

=D

indice: '

casos: D <k <oosu=k—1iv=k—2;y12,26 =0,...,p — 1;
3<I<k-2

35) J (Y1, X,) = ([P =p o+ " tyob] s [P Ta — pY b+ pY T 2asb + pY T arb] ) + Ti
en donde:

By (C,2)

3k—l—r—3
J(Y,X7) :

indice: =p
casos: T < k<ooypu=k—-1liv=FkKk—2;257,92=0,...,p — 1;
3<I<k—414+2<r<k-2.

36) J <X””r> — <pk7l71x8 _|_pufra _pufrb —pyililxgb—i- puf2x5b —|—p”71x7b> + Ik#hy
en donde:

By (Cp2)

TSN _ o 3k—l-r—3
indice: x| =P s,

casos: T< k<oosu=k—lLiv=k—2;28=1,....,p—1;
257 =0,..,p—1L3<I<k—-41+2<r<k-2
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37) J<Y'Z’Zr> — <[pk—l _pu—lb +pu—2y1b+pu—1y2b] : [pk:—r —pa —l—p“_lz:7a]>
+1I},,,, en donde:

B (Cp2) | _
Iy | =P
casos: 6 <k <oosu=k—lLiv=k—2,3<1<k—3;
[+2 <r< k— 1;Z7ay1,2 :07"'7p_ L.

3k—l—r—3

indice: '

38) J(Z/”/r> = <pk7r _pufra_i_puflflz,ﬂl —pyil*lzﬂ)—l— p”*2y227b+p”712’8b> +
+1Iy,,.,, en donde:

By (C,2)
J(Z)
casos: 6 <k <oosu=k—1Lv=k—2,3<I1<k—3;
[+2<r<k—1;z;=1,...,p—1;23,40=0,...,p— 1.

_ 3k—l—r—3
P .

indice: '

3.2.2. La funcién zeta de By, (C,2).

Una ves identificados todos los ideales distintos de By, de indice
finito, tenemos que la funcién zeta del anillo de Burnside By, (C)2) del
grupo Cp2 es la siguiente:

—z

By (Cy)
Cogy(c2) (2) = > —HT =
I < By (C2) ideales
[ B{p} (Cp2) 1 ] < 00
oo Sk oo k-1 k N oo k-1 Ny
DAY D )T D )
k=0 k=1 v=0 p=v+1 k=1 v=0
oo k 00
Z Z ( ,Z)k+2u—1 + ( . 1) Z ( ,Z)3k—1 +
k=1 v=1 k=1
oo k-1 k A . oo k-1 k oy 1
=133 >0 ()T T =03 D 07)T
k=2 v=1 p=v+1 k=2 v=1 p=v+1
k-2 k-1 k—1
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1-2p 7+ (1+p+p?)pE—2pp 3 +p(1—p+p?) p ¥+ (~1+p)p’p>

(1—p=)
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Nota.
Recordemos que
Byyy (Cpe) = Zpy Q) B (Cp2) = Ly P Ziya P Zipb,
el cual es un orden sobre Z,, para el cual
B{p}(CPQ) = Z%p}

es su orden maximal sobre Z{p}.

3.2.3. L a funcién zeta de By, (C).

Puesto que E{p} (Cp2) = Z?p}, de acuerdo con el teorema 2.2.21 (i)
tenemos que
3

—z

Lipy

Cé{p}(cpz)(z) =Gz, () = Cg{p}(z) - Z

{r}
I<Zpy

en donde I es un ideal de Zy, de indice finito, por lo que por el
teorema 2.2.18 tenemos que [ = p'Zy,, de donde

o0

el |
B () = [Z (v >] S

t=0
3.2.4. Calculo de fc, (p™7):
Puesto que tenemos la relacion (teorema 2.2.22)

Sy (00) B) = (f e (P 7Z>> by (2)

entre la funcion zeta de By, (Cp2) del grupo ciclico Cy: y la funciéon
zeta de su orden maximal, obtenemos que:

fo, (p7) =
1=2p7+ (1 +p+p°)p 2 —2pp ¥ +p(1 —p+p*) p ¥+ (=1 +p)p’p >~
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3.2.5. L a funcién zeta de B (C)2).

Por ultimo, por el teorema 2.221, parte iii, sabemos que:

CB(CP2)(Z) = H gB{q}(sz)(Z) = QB{p}(cpg)(Z) H gB{q}(sz)(Z) =
g—primo q # p
g — primo

Ahora, del teorema 2.2.22 y puesto que f,)(¢”*) = 1, siempre que
q # p, obtenemos que:

Ca(en)(2) = fo 07) Capy )@ I Ca(en)®) =
q7#p
g — primo
fe. (077) H CBiy(c,2)(2) = foya (»™7) Ch(cp)(2) =

Observemos que B (Cy2) = Z2, por lo que del teorema 2.2.21, parte
i, concluimos que:

oo, () = Fo (07°) Ganl2) =

3
o0
L—2p "+ (14+p+p*)p ¥ =2 ¥ +p(L—p+p*)p ¥+ (~-1+p)p°p ] lz n—ﬂ .
n=0



NOMENCLATURA.

N El conjunto de los niimeros naturales.

Z El conjunto de los nimeros enteros.

Q El conjunto de los ntimeros racionales.

R El conjunto de los niimeros reales.

C EI conjunto de los niimeros complejos.

Z,, El conjunto de los enteros médulo n.

Zy El conjunto de § € Q tal que p{b, ¥V p € 7, un cto. de primos.
~ Relacion de equivalencia.

W Unién ajena.

] producto cartesiano.

P Suma directa.

& Producto tensorial.

(x) El conjunto generado por el elemento.

|X| Namero de elementos del conjunto X.

[R: I] Indice de I en R.

H < G H subgrupo de G.

S(G) El conjunto de subgrupos del grupo G.

H < G H subgrupo normal de G.

Oc(z) Orbita de z en G,

G/ H El conjunto de clases laterales izquierdas de H en G.
stabg (x) Estabilizador de x en G.

H Clase de conjugacion de H.

C(G) El conjunto de clases de conjugacion de los subgrupos de G
XH El conjunto de puntos fijos de X bajo la acciéon de H.
op(X) La marca de H en X.

X Clase de isomorfismo de X.

N¢(H) El normalizador de H en G.

W(G) El grupo de Weyl de G.

B(G) El anillo de Burnside de G.

B(G) Producto cartesiano de Z tantas veces como elementos en C(G).
B:(G) Producto tensorial en Z de Z, con B(G).

B, (G) Producto tensorial en Z de Z, con B(G).

Homeg(X,Y) El conjunto de morfismos de G-conjuntos de X en Y.
¢a(z) La funcion zeta del orden A.
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