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�) 2 �2;���� �� ���� � �?�@� �� ���� ���� �) ���))� �� $� �����
B(Cp2), �� ����� Cp2 �� �) ( �2� ���)��� �� � ��� p2, 2� � p−2 ���
� ��� A�< ��9���� �) ���))� Z{p} �?���� ���� B{p}(Cp2), �) ���) �� ��
� ��� ��? � ���� � ���� � ��� ��-���) ������ ���� 2� B̃{p}(Cp2). ��
���� �� ��� �) ��� ��� .'.'.6 �� +� � �) ��)��)� �� )� :�������� <��� ��
B{p}(Cp2) � �� B̃{p}(Cp2), ��� �) 9� �� �?���� 2� B)���� fCp2 (p

−z), �)
���) �� �� 2�)������ �� Z[p−z] � C��  �)������ � )�� ��� :�������� <���
���� �� �� ���� �� 2���� A� �� ���+� ��� ���'

�� )� 2 ��� � �����;� ��) ��2���)� 3 �� A� �� �����2��� ?������ ��
)� ��� �� �� ( �2��' ��9�� ���� �) �����2�� �� G−���@����� ��� ����
�) �� ��� G−; ?���' �� �� �� �)(���� �@��2)�� �� G4���@����� � ���4
�� 9���� ��� � �))��* )�� ���)�� �� �� ��2� ������ 2� � )� ����� ����;�
�� B(G) �) ���))� �� $� ����� �� �� ( �2� G 9����'

�� )� ��(���� �����;� �� ���� ��2���)� A� ���� �) �����2�� �� )�
�� �� �� �� ��?( �2� H �� �� G4���@���� X* �) ���) �� � B��) 2� �
�� �� �� 9��� �� B(G) ��

∏
Z, �) 2 ������ �� A� ��� ��2��� ��)

���))� �� )�� ���� ��'

�� )� 2 ��� � �����;� ��) ��2���)� .* �� A� �� �����2��� ?������
�� )� ��� �� �� ���))��* � ���� �� ( �2� G ����� �� ���� �) ���))� ��
$� ����� �� G. �� ���� ������ C�� B(G) �� �� Z−�;��)� )�? � ����
( �2� �?�)����* (��� ��� 2� )�� �)������� �� )� :� �� G�H, ����� H
2� ������ �) ���@���� �� �)���� �� ���@�(���;� �� )�� ��?( �2�� �� G'
�� ���� ���?�,� ���  �()� 2� � �?���� �) 2 ������ ��� � )�� (��� �4
�� ��'

���
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�� )� ��(���� �����;� �� ���� ��2���)� �� A� � �) �����2�� �� ��
� ��� ��? � �� ���))�* �� ��9�� � �) ���))� Zπ' ��9�� ���� )� :����;�
<��� 2� � �� � ��� �� Zπ, � 2� B)���� ������� ���� �)(���� ��� ����
 �)��������� ��� )� :����;� <��� �� �� � ���'

�� )� �� �� � �����;� �� ���� ��2���)�* A� ���� �� �@��2)� �� �����
�� +� � �) ��)��)� �� fCp(p

−z), �) ���) 2� ������ � Z[p−z] �  �)������ �
ζB{p}(Cp)(z) ��� ζB̃{p}(Cp)(z), )�� :�������� <��� �� B{p} (Cp) � B̃{p} (Cp)

 ��2����A������'

�� )� 2 ��� � �����;� ��) ��2���)� 6* �� ������� �� � :���� �����
)�� ����)�� �� ������ 9���� �� B{p} (Cp2) .

�� )� ��(���� �����;� �� ���� ��2���)�* �� +� � ��  ������ �� �����
)�� ����)�� �� ������ 9���� �� B{p} (Cp2) , ��� �) 2 �2;���� �� ������ � 
)� :����;� <��� �� ���� � ���* ������ �� +� � �) ��)��)� �� )� :����;�
<��� ��) � ��� ��-���) B̃{p} (Cp2) ��? � Z{p}. �� B)���� � �� ���� ��
��� �) ��� ��� D.'.'.6E* �� +� � �) ��)��)� ��) 2�)������ f(Cp2)(p

−z), �)

���) 2� ������ � Z[p−z] �  �)������ � ζB{p}(Cp2)(z) ��� ζB̃{p}(Cp2)(z), )��

:�������� <��� �� B{p} (Cp2) � B̃{p} (Cp2)  ��2����A������'
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$����	��"�& �� ���� � �?�@� �;)� �� ������� � �� ( �2�� 9��4
���* � �� ���� ���� � �� �� ��2���9�� � C�� �) ( �2� �� �� ������ �������
9����'

�� )� �����;� 3'3 �� ���� ��2���)� ��9�� ���� �) �����2�� �� G−
���@����* ��� ���� �) �� ��� G−; ?���' �� A� �� �)(���� �@��2)�� ��
G4���@����� � ����� 9���� ��� � �))��* )�� ���)�� �� �� ��2� ������
2� � )� ����� ����;� �� B(G) �) ���))� �� $� ����� �� �� ( �2� G '

�� )� �����;� 3'. �� ���� ��2���)� A� ���� �) �����2�� �� ϕH(X) )�
�� �� �� �� ��?( �2� H �� �� G4���@���� X* �) ���) �� � B��) 2� � �� 
�� �� 9��� �� B(G) ��

∏
Z, �) 2 ������ �� A� ��� ��2��� ��) ���))�

�� )�� ���� ��'

�
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����� �	#�������

�� ( �2� �� �� ���@���� G, @���� ��� ���  �()� �� ���2�����;� ��

G×G→ G,

��) C��&
D�E'4 �� ��������A�* �� ���� (g1g2)g3 = g1(g2g3), ∀ g1, g2, g3 ∈ G.

D��E'4 �-���� e ∈ G �) �)������ ���������* ��) C�� eg = ge = g, 2� �
���� g ∈ G.

D���E'4 �� � ���� �)������ g ∈ G, �-���� g−1 ∈ G �) ��A� �� �� g, ��)
C�� gg−1 = g−1g = e.

�@��2)�� �� ( �2��&
(Z, +); (Q, +); (Q, ·); (R, +); (R, ·); (C, +); (C, ·).

����� �	#�������

��� G �� ( �2� � X �� ���@����* �������� X �� �� �4���@���� ��
�-���� ���  �()� �� ���2�����;�

· : G×X → X

(g, x)→ g · x
��) C�� ���2)� )� ��(������&
D�E'4 e · x = x, ∀ x ∈ X � e ∈ G �) �)������ ���������'

D��E'4 (g1g2) · x = g1 · (g2 · x), ∀ x ∈ X � g1, g2 ∈ G.
�� ���� ��9����;�* �� ���� C�� G ���B� �� X ��� )� ����;� (·).
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��� X �� G4���@����* ������� )� ��(������  �)���;� �� �C��A�)�����
�� X&

���� x, y ∈ X, �������� x ∼ y ��� �C��A�)����� �� ∃ g ∈ G, ��) C��
x = g · y'

�	'�&�
������

D�E'4 !������ C�� x = e · x, 2� )� C�� x ∼ x.
D��E'4 �� x ∼ y, �������� x = g · y, 2� )� C�� y = g−1 · x, �� �����

y ∼ x.
D���E'4 �� x ∼ y � y ∼ z, ������� C�� x = g · y � y = f · z 2� � �)(B�

g, f ∈ G, 2� )� C��

x = g · y = g · (f · z) = (gf) · z,
2� )� C�� x ∼ z.
����)����� �������� C�� ∼ �� ���  �)���;� �� �C��A�)����� �� X.

����� �	#�������

�� ; ?��� �� G �� �� �)������ x ∈ X, �� )� �)��� �� �C��A�)�����
�� x, � )� ������ ���� ���� ��(��

OG(x) := {y ∈ X | y = g · x, 2� � �)(B� g ∈ G } = G · x.

����( $
�%�&������

��� ; ?���� �� X �� G4���@���� ��� �@����'

�	'�&�
�����)

���� x, y ∈ X, ��)�� C��

OG(x) ∩OG(y) �= F,

�������� ������� C�� �-����� g, f ∈ G ��)�� C�� g · x = f · y, ��
����� x = (g−1f) · y, 2� )� C��

OG(x) = G · x = G · ((g−1f) · y) = G · y = OG(y).
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����* �+&	
�������

��� (Xi, ·i)i∈I , ��� :���)�� �� G4���@�����* ������� C��&
,�-�� 	i∈IXi, )� ���;� �@��� �� )�� Xi, �� ���� )� ���;� �� )�� Xi

��)�� C�� Xi ∩Xj = ∅ ∀ � �= j, �� �� G4���@���� ��� )� ��(������ ����;�

g · x := g ·i x, ∀ g ∈ G, i ∈ I � x ∈ Xi.

,��-�� Πi∈IXi, �) 2 ������ �� ������� �� )�� Xi, �� �� G 4���@����
��� )� ��(������ ����;�

g · (xi)i∈I := (g ·i xi)i∈I , ∀ g ∈ G � (xi)i∈I ∈ Πi∈IXi.

����. �	#�������

�� ��?���@���� H ⊆ G, �� �� ��?( �2� �� G* �� H ���2)� )�
��(������&

D�E'4 e ∈ H, ����� e �� �) �)������ ��������� �� �'
D��E'4 �� h1, h2 ∈ H, �������� h1h2 ∈ H.
D���E'4 �� h ∈ H, �������� h−1 ∈ H.
�� H ⊆ G �� �� ��?( �2� �� G* )� ������ ���� 2� H ≤ G.

����/ �	#�������

��� H ≤ G, �������� �) ���@���� �� �)���� )��� �)�� �<C��� ��� ��
H �� � ��

G�H := {gH | g ∈ G} ,
�� ����� gH := {gh | h ∈ H} , � gH = g′H �� � ��)� �� g−1g′ ∈ H.

����� �+&	
�������

��� H ≤ G, ������� C�� G�H �� �� G4���@���� ��� )� ��(������
����;�&

f · gH := fgH,

∀ f ∈ G* � gH ∈ G�H.
������ ���� C�� )� ����;� ���� ?��� ��9����&
��� g1H = g2H, �������� ������� C�� g−1

1 g2 ∈ H, 2� )� C��
g−1
1 g2 = h, 2� � �)(B� h ∈ H, � �������� f · g2H = f · g1hH = f · g1H.
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��� X �� G− ���@����, � x ∈ X �� �)������* ��9����� �) ����?�4
)�<��� �� x �� G ����

���?G(x) := {g ∈ G | g · x = x} ≤ G,

�) ���) �� �� ��?( �2� �� G'

������ �	#�������

�� G4���@���� �� � ������A� �� ��)� ����� ��� ��)� ; ?���'
D�� 2����� A� �@��2)�� �� G−���@����� � ������A�� �� G3H 
������

	�� � ��2�&I � ��2� �����( �� ����IE'

������ �	#�������

���� X, Y ��� G4���@����� ��� �������� ·x, ·y  ��2����A������* � ���
f : X → Y ��� :����;�* ������� C�� f �� �� �� 9��� �� G4���@�����
��

f(g ·x x) = g ·y f(x), ∀ g ∈ G � x ∈ X.

D�� 2����� A� �@��2)�� �� G − �� 9���� �� G3H 
������ 	��
� ��2�&I � ��2� �����( �� ����IE'

������ �+&	
�������

���� X, Y, Z G4���@����� ��� �������� ·x, ·y, ·z  ��2����A������* �
����

fx : X → Y,

fy : Y → Z,

�� 9���� �� G4���@�����* �������� �� g ∈ G ������� C��

fy · fx(g ·x x) = fy(fx(g ·x x)) = fy(g ·y fx(x)) =

g ·z fy(fx(x)) = g ·z (fy · fx(x)),

2� )� C�� fy · fx : X → Z �� �� 9��� �� G4���@�����'
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�������

�� H, K ��� ��� ��?( �2�� �� G, ��) C�� K ⊆ H, �� �)� � C�� )�
2 ������;� ���;����

Π := G�K → G�H,

gK → gH,

�� �� �� 9��� �� G4���@�����' �;)� A����� C�� ���� ?��� ��9����&
��� g1K = g2K, �������� ������� C�� g−1

1 g2 ∈ K ⊆ H, 2� )� C��
g−1
1 g2H = H, � ��������

g1H = g2H.

�����( �	#�������

��� G4���@����� X, Y ��� ����� :�� �� �-���� f : X → Y �� �� 4
9��� �� G4���@����� ?������A� � )� ��������� ����

X ∼=G Y.

�����* $
�%�&������

����� X, Y ��� G4���@����� 9�����* ������� )� ��(������  �)���;�
�� �C��A�)�����

X ∼ Y ⇔ X ∼=G Y

�	'�&�
������

�E'4 !������ C�� X ∼=G X, 2� )� C��

X ∼ X.

��E'4 �� X ∼ Y, �������� X ∼=G Y 2� )� C�� �-���� f : X → Y ��
�����9��� �� G4���@�����* � �������� f−1 : Y → X �� ���?�,� ��
����� 9��� �� G4���@����� 2� )� C�� Y ∼=G X, � ��������

Y ∼ X.

���E'4 �� X ∼ Y � Y ∼ Z, ������� C�� �-����� fx : X → Y �
fy : Y → Z ����� 9���� �� G4���@�����* �� ����� fy · fx : X → Z ��
�� ����� 9��� �� G4���@�����* 2� )� C�� X ∼=G Z* � ��������

X ∼ Z.
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��� X�� G4���@����* x ∈ X, � g ∈ G&
�E'4 ���?G(g0 · x) = g0 ���?G(x)g−1

0 .
��E'4 OG(x) ∼=G G� ���?G(x).
���E'4 G�H �� � ������A� ∀ H ≤ G ��?( �2� �� G'
�AE'4 �� X�� � ������A�* �������� X ∼=G G�H, 2� � �)(B� H ��?4

( �2� �� G'

�	'�&�
������

�E'4 g ∈ ���?G(g0 ·x), �� � ��)� �� gg0 ·x = g0 ·x, �� � ��)� �� g−1
0 gg0 ·x =

x, �� � ��)� �� g−1
0 gg0 ∈ ���?G(x), �� � ��)� �� g ∈ g0 ���?G(x)g−1

0 .
��E'4 ������ ���� C�� �) ��(������ �� �� �� 9��� �� G4���@�����

f : OG(x)→ G� ���?G(x).

g · x→ g���?G(x)

��� g1, g2 ∈ G, �� g1 · x = g2 · x, ������� C�� g−1
1 g2 ∈ ���?G(x) �

�������� g−1
1 g2 ���?G(x) = ���?G(x), �� �����

g1���?G(x) = g2 ∈ ���?G(x),

2� )� C�� f ���� ?��� ��9����'
!������ C�� h ∈ H � g · x ∈ OG(x), ��������

f(h · (g · x)) = f(hg · x)) = hg ���?G(x) =

h(g ���?G(x)) = hf(g · x),

2� )� C�� f �� �� 9��� �� G4���@�����'
��� f(g1 · x) = f(g2 · x), ������� C�� g1 ���?G(x) = g2 ���?G(x),

2� )� C�� g−1
1 g2 ∈ ���?G(x), � �������� ������� C�� g−1

1 g2 ·x = x, ��
�����

g2 · x = g1 · x,

2� )� C�� f �� �������A�'
��� g ���?G(x) ∈ G� ���?G(x), ������� C��

g ���?G(x) = f(g · x),

2� )� C�� f �� ��2 ������A�'
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���E'4 ��� gH ∈ G�H, ������� C��

OG(gH) = G · gH = G ·H = G�H.

�AE'4 !������ C�� X = OG(x0), 2� � �)(B� x0 ∈ X � 2� �) ������
��* �������

H = ���?G(x0).

�����/ �	#�������

���� H, K ≤ G ��� ��?( �2�� �� �� ( �2� G �� ������ �������
���������A�* ������� C�� H �� ���@�(��� �� K �� �-���� g ∈ G ��) C��
H = gKg−1.

������ �+&	
�������

���
S(G) = {H ≤ G | H − ��?( �2� �� G} ,

������� C�� G ���B� �� S(G) 2� ���@�(���;�* �� ���� * )� ����;�
���� ���� 2� 

g ·H = gHg−1, ∀ g ∈ G � H ∈ S(G).

�� �)� � C�� ���� �� ��� ����;�* 2� )� C�� ��)� +�� C�� A� C�� ����
?��� ��9����'

��� H ∈ S(G), ������ ���� C�� gHg−1 ∈ S(G) :
�E'4 ��� e ∈ G )� ���������* ������� C�� e = gg−1 = geg−1 ∈ gHg−1.
��E'4 ���� gh1g

−1, gh2g
−1 ∈ gHg−1, ������� C��

gh1g
−1gh2g

−1 = gh1h2g
−1 ∈ gHg−1.

���E'4������� C��

1).− (ghg−1)(gh−1g−1) = ghh−1g−1 = gg−1 = e,

2).− (gh−1g−1)(ghg−1) = gh−1hg−1 = gg−1 = e,

2� )� C��
(ghg−1)−1 = gh−1g−1.

$�@� ���� ����;� ������ ���� 2� OG(H) := H̄, � )� �)��� �� ���4
@�(���;� �� H �

C(G) :=
{
H̄ | H ∈ S(G)

}
,

�) ���@���� �� �)���� �� ���@�(���;� �� )�� ��?( �2�� �� G'



�������� 	
 PRELIMINARES. 	

�����0 1#
'������

���� H, K ∈ S(G), �������� G�H ∼=G G�K, �� � ��)� �� H̄ = K̄.

�	'�&�
������

4 �� H̄ = K̄, ������� C�� H = g0Kg−1
0 , 2� � �)(B� g0 ∈ G, � ���

f : G�K → G�H

gK → gg−1
0 H,

������ ���� C�� f �� �� ����� 9��� �� G4���@�����'
�� g1K = g2K, ������� C�� g−1

1 g2 ∈ K, 2� )� C�� g0g
−1
1 g2g

−1
0 ∈ H,

�� ����� g0g
−1
1 g2g

−1
0 H = H � ��������

g2g
−1
0 H = g1g

−1
0 H,

2� )� C�� f ���� ?��� ��9����'
��� a ∈ G, ������� C��

f(a · gK) = f(agK) = agg−1
0 H = a · gg−1

0 H = a · f(gK),

2� )� C�� f �� �� 9��� �� G4���@�����'
��� f(g1K) = f(g2K), ������� C�� g1g

−1
0 H = g2g

−1
0 H, 2� )� C��

g1g
−1
0 (g0Kg−1

0 ) = g2g
−1
0 (g0Kg−1

0 ), �� �����

g1Kg−1
0 = g2Kg−1

0 ,

)� ���) ��2)��� C��
g1K = g2K,

� �������� f �� �������A�'
��� gH ∈ G�H, ������� C��

gH = f(gg0K),

2� )� C�� f �� ��2 ������A�'
4 �� G�H ∼=G G�K, ������� C�� �-����

f0 : G�H → G�K

H → g0K



�������� 	
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�� ����� 9���' ��� h ∈ H, ������� C�� g0K = f0(H) = f0(hH) =
hf0(H) = hg0K, 2� )� C�� g0K = Hg0K, � �������� g−1

0 Hg0K = K,
2� )� C�� g−1

0 Hg0 ⊆ K, � ��������

H ⊆ g0Kg−1
0 ,

������ ������� C��

f−1
0 : G�K → G�H

K → g−1
0 H,

�� ����� �� k ∈ K, ������� C�� g−1
0 H = f−1

0 (K) = f−1
0 (kK) =

kf−1
0 (K) = kg−1

0 H, 2� )� C�� g−1
0 H = Kg−1

0 H, � �������� g0Kg−1
0 H =

H, 2� )� C��
g0Kg−1

0 ⊆ H,

� �������� H = g0Kg−1
0 .

������ $
�%�&������

��� f : X → Y, �� �� 9��� �� G4���@����� � ��� x ∈ X, ��������
f(OG(x)) = OG(f(x)).

�	'�&�
������

4 ��� g · x ∈ OG(x), ������� C�� f(g · x) = g · f(x), 2� )� C��

f(OG(x)) ⊆ OG(f(x)).

4 ��� g · f(x) ∈ OG(f(x)), ������� C�� g · f(x) = f(g · x), 2� )�
C��

OG(f(x)) ⊆ f(OG(x)).

������ $
�%�&������

��� X �� G4���@����* ��������

X ∼=G

⊎
i∈I

G�Hi
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�	'�&�
������

!������ C�� X =
⊎

i∈I OG(xi), � ������ OG(xi) ∼=fi

G G����?G(xi).
���

f :
⊎
i∈I

OG(xi)→
⊎
i∈I

G�(xi)

x→ f(x),

����� f(x) := fi(x) �� � ��)� �� x ∈ OG(xi). !������ C�� f �� ��
����� 9��� �� G4���@�����* 2� )� C�� )� 2 �2�����;� C���� ������ �4
��'

������ �	#�������

���� H, K ∈ S(G), ������� C�� H �� ��?���@�(��� �� K, �� gHg−1 ⊆
K 2� � �)(B� g ∈ G.

������ $
�%�&������

���
���G(G�H, G�K) =

{f : G�H → G�K | f −�� 9��� �� �4���@�����} ,

��������

���G(G�H, G�K) �= ∅ ⇔ H �� ��?���@�(��� �� K.

�	'�&�
������

4 �� ���G(G�H, G�K) �= ∅, �������� �-����

f : G�H → G�K

H → g0K,

�� �� 9���' !������ C�� �� h ∈ H, �������� g0K = f(H) =
f(hH) = hf(H) = hg0K, 2� )� C�� g0K = Hg0K, � �������� g−1

0 Hg0K =
K, 2� )� C��

g−1
0 Hg0 ⊆ K.

4 �� H �� ��?���@�(��� �� K, �������� �-���� g0 ∈ G ��) C�� goHg−1
0 ⊆

K, ������� C�� G�H ∼=f
G G�g0Hg−1

0 , � ���

Π := G�goHg−1
0 → G�K,

)� 2 ������;� ���;����* �������� ������� C�� Π·f ∈ ���G(G�H, G�K).
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�����( �+&	
�������

��� H �� ��?���@�(��� �� K, �������� �� H1 �� �� ���@�(��� ��
H, ������� C�� H1 �� ��?���@�(��� �� ���)C��� ���@�(��� �� K.

�����* $
�%�&������

��� H̄, K̄ ∈ C(G), ��� �)���� �� ���@�(���;�* ������� �) ��(������
� ��� 2� ���) �� C(G) :

H̄ ≤ K̄ ⇔ H �� ��?���@�(��� �� K.

�	'�&�
������

�E'4 !������ C�� eHe = H, 2� )� C��

H̄ ≤ H̄.

��E'4 �� H̄ ≤ K̄ � K̄ ≤ H̄, ������� C�� g1Hg−1
1 ⊆ K � g2Kg−1

2 ⊆ H,
�� �����

g2g1Hg−1
1 g−1

2 ⊆ g2Kg−1
2 ⊆ H,

� 2����� C�� �) �B�� � �� �)������� �� H �� �(��) �) �B�� � ��
�)������� �� g2g1Hg−1

1 g−1
2 , ������� C�� �) �B�� � �� �)������� ��

g2Kg−1
2 �� �(��) �) �B�� � �� �)������� �� H, 2� )� C�� g2Kg−1

2 = H,
� ��������

H̄ = K̄.

���E'4 �� H̄ ≤ K̄ � K̄ ≤ L̄, ������� C�� g1Hg−1
1 ⊆ K � g2Kg−1

2 ⊆ L,
�� �����

g2g1Hg−1
1 g−1

2 ⊆ g2Kg−1
2 ⊆ L,

��� )� ���) g2g1H(g2g1)
−1 ⊆ L � 2� )� C��

H̄ ≤ L̄.
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���� 21 314�1 �5 H 5� X.

����� �	#�������

���� �� G4���@���� X, � �� ��?( �2� H �� G* ��9����� XH ����
�) ���@���� �� ����� )�� 2����� �� X C�� C����� 9@�� ?�@� )� ����;�
�� H, �� ���� 

XH = {x ∈ X | h · x = x, ∀h ∈ H} .

����� �	#�������

��9����� )� �� �� �� H �� X, ���� �) �B�� � �� �)������� ��
XH � )� ������ ���� ���� ��(��&

ϕH(X) =| XH | .

����� $
�%�&������

���� X, Y ��� G4���@�����* ������� C��&
�E'4 ϕH(X 	 Y ) = ϕH(X) + ϕH(Y ).
��E'4 ϕH(X × Y ) = ϕH(X)ϕH(Y ).

�	'�&�
������

�E'4
(X 	 Y )H = {z ∈ X 	 Y | h · z = z, ∀h ∈ H} =

{z ∈ X | h · z = z, ∀h ∈ H} 	 {z ∈ Y | h · z = z, ∀h ∈ H} ,
2� )� C�� (X 	 Y )H = XH 	 Y H � ��������

ϕH(X 	 Y ) =| XH 	 Y H |=| XH | + | Y H |= ϕH(X) + ϕH(Y ).

��E'4

(X × Y )H = {(x, y) ∈ X × Y | h · (x, y) = (x, y), ∀h ∈ H} =

{(x, y) ∈ X × Y | (h · x, h · y) = (x, y), ∀h ∈ H} ={
(x, y) ∈ X × Y | x ∈ XH , y ∈ Y H

}
,

2� )� C��
(X × Y )H = XH × Y H

� �������� ϕH(X×Y ) =| XH×Y H |=| XH || Y H |= ϕH(X)ϕH(Y ).
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����� $
�%�&������

���� H̄, K̄ ∈ C(G) ��� �)���� �� ���@�(���;�* ��)�� C�� H̄ = K̄,
�������� ������� C�� ϕH(X) = ϕK(X), 2� � ���� G4 ���@���� X.

�	'�&�
������

��� X �� G4���@����* 2����� C�� H̄ = K̄, ������� C�� H = g0Kg−1
0

2� � �)(B� g0 ∈ G, �� �����

XH = X(g0Kg−1
0 ) =

{
x ∈ X | g0kg−1

0 · x = x, ∀k ∈ K
}

={
x ∈ X | kg−1

0 · x = g−1
0 x, ∀k ∈ K

}
=
{
x ∈ X | g−1

0 x ∈ XK
}

={
x ∈ X | x ∈ g0X

K
}

= g0X
K ,

2� )� C�� ϕH(X) =| g0X
K |=| XK |= ϕK(X).

����( $
�%�&������

���� H, K ∈ S(G) ��� ��?( �2�� �� G* �������� �-���� ��� ?����4
��;� ��

(G�H)K → ���G(G�K, G�H).

�	'�&�
������

4 �� K̄ � H̄, ������� C��

���G(G�K, G�H) = ∅,
������

(G�H)K = {gH ∈ G�H | k · gH = gH, ∀k ∈ K} ={
gH ∈ G�H | g−1kgH = H, ∀k ∈ K

}
={

gH ∈ G�H | g−1Kg ⊆ H
}

= ∅.
4 �� K̄ ≤ H̄, ���

F : (G�H)K → ���G(G�K, G�H),

gH → F (gH) := fg,
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�� �����
fg = G�K → G�H

aK → agH,

������ ���� C�� F �� ��� ?������;�&
4 �� a1K = a2K, ������� C�� a−1

1 a2 ∈ K, � ��� gH ∈ (G�H)K,
��������

fg(a1K) = a1gH = a1(a
−1
1 a2 · gH) = a2gH = fg(a2K),

2� )� C�� fg ���� ?��� ��9����* ������ �� b ∈ G ������� C��

fg(b · aK) = fg(baK) = bagH = b · agH = b · fg(aK),

2� )� C�� fg �� �� �� 9��� �� G4���@�����'
4 ���� a1H, a2H ∈ (G�H)K, ��)�� C�� a1H = a2H, ������� C��

H = a−1
1 a2H, � ��� bK ∈ G�K, ��������

fa1(bK) = ba1H = ba1(a
−1
1 a2H) = ba2H = fa2(bK),

� �������� F (a1H) = fa1 = fa2 = F (a2H), 2� )� C�� F ���� ?���
��9����' ������ �+� � C�� )� ��(������ :����;� �� �) ��A� �� �� F '

F ′ : ���G(G�K, G�H)→ (G�H)K,

α→ α(K) = gαH.

��� k ∈ K, ������� C�� k · gαH = k · α(K) = α(k ·K) = α(K) =
gαH, 2� )� C�� F ′ ���� ?��� ��9����' 	+� � �;)� :�)�� ������ � C��
F ′ = F−1 :

!������ C��

F · F ′(α)(aK) = F (gαH)(aK) = fgα(aK) =

agαH = aα(K) = α(aK),

� ������

F ′ · F (gH) = F ′(fg) = fg(K) = gH.

����* �	#�������

�� H ∈ S(G) �� �� ��?( �2� �� G* �������� H �� �� ��) �� gH =
Hg 2� � ���� g ∈ G. �� ������ ���� 2� H � G.
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����. �+&	
�������

��� H ∈ S(G), ��) C�� H � G, ������� C�� G�H �� �� ( �2�* ��
�����

· : G�H ×G�H → G�H

(g1H, g2H)→ g1H · g2H = g1g2H.

�	'�&�
������

�E'4 ��� gH ∈ G�H, ������� C�� HgH = gHH = gH, 2� )� C��
H �� )� ��������� �� G�H.

��E'4 ���� a, b ∈ G, ������� C��

aHbH = a(Hb)H = a(bH)H = (abH)H = abH ∈ G�H.

���E'4 ��� gH ∈ G�H, ������� C�� gHg−1H = gg−1HH = H, 2� 
)� C��

(gH)−1 = g−1H.

����/ �	#�������

��� H ≤ G �� ��?( �2�* ��9����� �) �� ��)�<��� �� H �� G
����

NG(H) :=
{
g ∈ G | gHg−1 = H

}
.

������ C�� H �� �� ��) �� NG(H), ������� �) ( �2� ��������

W (H) := NG(H)�H,

�) ���)  ���?� �) ���? � �� ( �2� �� J��) �� H '

����� $
�%�&������

��� H ≤ G �� ��?( �2�* ������� C��

(G�H)H ∼=NG(H) W (H).
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�	'�&�
������

��� gH ∈ (G�H)H , � f ∈ NG(H), ������� C�� G�H �� �� G4
���@����* 2� )� C�� 2� � ������ � C�� (G�H)H �� �� NG(H) −
���@����, �;)� ?���� ��� ������ � C�� f · gH ∈ (G�H)H. ��?����
C�� fH = Hf, 2� )� C�� fh′ = hf, � ��������

h · f · gH = hfgH = fh′gH = fgH = f · gH,

���
F : (G�H)H →W (H)

gH → gH

�)� ������ F �� �� �� 9��� �� NG(H)− ���@���� ?������A�* 2� 
)� C�� �;)� :�)�� A� C�� F ���� ?��� ��9����' ��� gH ∈ (G�H)H,
������� C�� h(gH) = gH 2� � ���� H, � ��������

g−1Hg ⊆ H,

� 2����� C�� ��?�� ���@����� ������ �) ����� �B�� � �� �)�������*
������� C��

g−1Hg = H,

2� )� C�� g ∈ NG(H).

�����0 ��
���
���

�E'4 ϕH(G�H) =| W (H) | .
��E'4 ϕK(G�H) = 0⇔ K̄ � H̄.

������ !	�
	'��

��� G �� ( �2� * � X �� G4���@����* ��9�����

Xg = {x ∈ X | g · x = x} ,

� ��� N �) �B�� � �� ; ?���� �� X ?�@� )� ����;� �� G* ��������

N =
1

| G |
∑
g∈G

| Xg | .
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�	'�&�
������

������� ���� �) ��(������ ���@����

C = {(x, g) ∈ X ×G | g · x = x} ,

2� �� )��� ������� C��

| C |=| 	g∈GXg |=
∑
g∈G

| Xg |,

� 2� �� � )��� �������

| C |=| 	x∈X���?G(x) |=
∑
x∈X

| ���?G(x) |,

2� )� C��∑
g∈G

| Xg |=
∑
x∈X

| ���?G(x) |=
∑
x∈X

| G |
| OG(x) | =

| G |
∑

x∈�N
i=1OG(xi)

1

| OG(x) | =| G |
N∑

i=1

∑
x∈OG(xi)

1

| OG(x) | =

| G |
N∑

i=1

∑
x∈OG(xi)

1

| OG(xi) | =| G |
N∑

i=1

| OG(xi) |
| OG(xi) | =

| G |
N∑

i=1

1 =| G | N.
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ANILLO DE BURNSIDE Y LA FUNCION ζ.

�� )� �����;� .'3 �� ���� ��2���)�* ���� �� ( �2� G ����� �� ���� ��
���))� �� $� ����� B(G). �� ���� ������ C�� B(G) �� �� Z−�;��)�
)�? � ���� ( �2� �?�)����* (��� ��� 2� )�� �)������� �� )� :� ��
G�H, ����� H ∈ C(G) �� �) ���@���� �� �)���� �� ���@�(���;� �� )��
��?( �2�� �� G' �� ���� ���?�,� ���  �()� 2� � �?���� �) 2 ������
��� � )�� (��� ��� �� � 2� B)���� A� ���� �� �@��2)� B��) 2� � �) ��4
��  �))� �� ���� � �?�@�'

�� )� �����;� .'. �� ���� ��2���)� �� A� � �) �����2�� �� �� � ���
��? � �� ���))�* �� ��9�� � �) ���))� Zπ' ��9�� ���� )� :����;� <��� 2� �
�� � ��� �� Zπ, � 2� B)���� ������� ���� �)(���� ��� ����  �)������4
��� ��� )� :����;� <��� �� �� � ���'

�� )� �����;� .'6 �� ���� ��2���)�* A� ���� �� �@��2)� �� �����
�� +� � �) ��)��)� �� fCp(p

−z), �) ���) 2� ������ � Z[p−z] �  �)������ �
ζB{p}(Cp)(z) ��� ζB̃{p}(Cp)(z), )�� :�������� <��� �� B{p} (Cp) � B̃{p} (Cp)

 ��2����A������'

�	
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����� �	#�������

��� R �� ���@���� �� A���� ��� )�� �2� ������� ?��� ��� �� ���� �
2 ������* �������� R �� �� ���))� �� �����:��� C��&

�E'4 DR*KE �� �� ( �2� �?�)����'
��E'4 DR*·E �����:��� C��&
4 (ab)c = a(bc) 2� � ���� a, b, c ∈ R.
4 �-���� 1R ∈ R, ��) C�� 1Ra = a1R = a 2� � ���� a ∈ R.
4 a(b + c) = ab + ac, 2� � ���� a, b, c ∈ R.
4 (b + c)a = ba + ca, 2� � ���� a, b, c ∈ R.

����� �+&	
�������

��� R �� ���@���� �� A����* ������� C�� R �� �� �������))�* ��
2� � C�� ��� �� ���))� �;)� )� :�)�� C�� ���� ��� �� ��� �)�������
���(� ��A� �� �����A� �� R.

����� �	#�������

�� ���))� R �� ���������A� �� ab = ba 2� � ���� a, b ∈ R.

����� �	#�������

�� ���))� R �� �� ������� ���� � �� R �� �� ���))� ���������A� ��)
C�� �� ab = 0, �������� a = 0 � b = 0.

����( �	#�������

�� ���))� ���������A� R �� �� ���2� �� 2� � ���� 0 �= a ∈ R �-����
a−1 ∈ R, ��) C�� aa−1 = a−1a = 1R, �� ���� �� (R\{∅} , ·) �� �� ( �2�'

����* �	#�������

���� R1 � R2 ��� ���))�� � f : R1 → R2 ��� :����;�* �������� f ��
�� �� 9��� �� ���))�� ��&

�E'4 f(a + b) = f(a) + f(b), 2� � ���� a, b ∈ R.
��E'4 f(ab) = f(a)f(b), 2� � ���� a, b ∈ R.
���E'4 f(1R1) = 1R2 .
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����. �+&	
�������

���� R1 � R2 ��� ���))�� � f : R1 → R2 �� �� 9��� �� ���))��*
������� C�� f �� �������A� �� � ��)� �� )� ���(�� ��A� �� ��) �� � ?�@�
f �� �) �� �'

4 ��2������� C�� )� ���(�� ��A� �� ��) �� � ?�@� f �� �) �� �* ���4
� ���� C�� �� f(a) = f(b), �������� f(a− b) = 0, 2� )� C�� a− b = 0
� ��������

a = b.

4 ��2������� C�� f �� �������A�' ��� f(a) = 0, ������� C�� f(0) =
f(0 + 0) = f(0) + f(0), 2� )� C�� f(0) = 0, � �������� f(a) = f(0)
2� )� C��

a = 0.

����/ !	�
	'��

��� X �� G4���@���� 9���� � X �� �)��� �� G4����� 9���* �������
C��

B+(G) :=
{
X | X −G ���@���� 9����

}
�� �� �������))� ���������A� ��� ������* ��� )�� �2� ������� ?���4

 ��� �� ���;� �@��� � 2 ������ �� �������* � )�� ���)�� )�� ������ ����
2� &

X + Y := X 	 Y,
X · Y := X × Y .

�	'�&�
������

������ C�� )� ���� � �) 2 ������ ����� ?��� ��9�����'
���� X i, Y i ∈ B+(G), ��� i = 1, 2, ��)�� C�� X1 = X2, � Y 1 = Y 2,

2� )� C�� ������� C�� �-�����

fx : X1 → X2,

fy : Y1 → Y2,

����� 9���� �� G4���@����� '
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���
f : X1 	 Y1 → X2 	 Y2

z →
{

fx(z), �� z ∈ X1

fy(z), �� z ∈ Y1

�� �)� � C�� f �� �� ����� 9��� �� G4���@�����* 2� )� C�� X1 	 Y1 =
X2 	 Y2, �� ����� X1 + Y 1 = X2 + Y 2 � �������� )� ���� ���� ?���
��9����'

���
f : X1 × Y1 → X2 × Y2

(x, y)→ (fx(x), fy(y))

�)� ������ f �� �� ����� 9��� �� G4���@�����* 2� )� C�� X1 × Y1 =
X2 × Y2, �� ����� X1 · Y 1 = X2 · Y 2 � �������� �) 2 ������ ���� ?���
��9����'

������ �+� � C�� B+(G) �� �� �������))� ���������A� ��� ������'
���� X, Y , Z ∈ B+(G), ������� )� ��(������&
�E'4 ��?���� C�� (X 	 Y ) 	 Z ∼=G X 	 (Y 	 Z), 2� )� C��

(X + Y ) + Z = X 	 Y + Z = (X 	 Y ) 	 Z =

X 	 (Y 	 Z) = X + Y 	 Z = X + (Y + Z)

� �������� )� ���� �� ��������A�'
��E'4 ��?���� C�� X 	 Y ∼=G Y 	X, �� �����

X + Y = X 	 Y = Y 	X = Y + X,

2� )� C�� )� ���� �� ���������A�'
���E'4 !������ C�� X + ∅ = X 	 ∅ = X, 2� )� C�� ∅ ∈ B+(G) �� �)

���� � 2� � )� ����'
�AE'4 ��?���� C�� (X × Y )× Z ∼=G X × (Y × Z), 2� )� C��

(X · Y ) · Z = X × Y · Z = (X × Y )× Z =

X × (Y × Z) = X · Y × Z = X · (Y · Z)

� �������� �) 2 ������ �� ��������A�'
AE'4 ��?���� C�� X × Y ∼=G Y ×X, �� �����

X · Y = X × Y = Y ×X = Y ·X,
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2� )� C�� �) 2 ������ �� ���������A�'
A�E'4 !������ C�� X × G�G ∼=G X 2� � ���� X ∈ B+(G), ��

�����
X ·G�G = X ×G�G = X,

2� )� C�� G�G ∈ B+(G) �� �) ���� � 2� � �) 2 ������'
A��E'4 ������� C��

f : X × (Y 	 Z)→ (X × Y ) 	 (X × Z)

(x, w)→
{

(x, w) ∈ X × Y �� w ∈ Y
(x, w) ∈ X × Z �� w ∈ Z

�� �� ����� 9��� �� G4���@�����* �� �����

X · (Y + Z) = X · (Y 	 Z) = X × (Y 	 Z)

(X × Y ) 	 (X × Z) = (X × Y ) + (X × Z) = X · Y + X · Z,

2� )� C�� �) 2 ������ �� ���� �?��� ��? � )� ����'

����� $
�%�&������

���� X, Y , Z ∈ B+(G), ������� C�� �� X + Z = Y + Z, ��������
X = Y .

�	'�&�
������

��?���� C�� X 	 Z = Y 	 Z � �������� �-����

f : X 	 Z → Y 	 Z

�� ����� 9��� �� G4���@�����* 2� )� C�� ���� ; ?��� �� X 	Z ��
����� :� � ��� ; ?��� �� Y 	Z ?�@� f, 2����� C�� f ����� ; ?���� ��
; ?���� � �������� X 	 Z � Y 	 Z ������ ; ?���� ����� :��* � 2�����
C�� )�� ; ?���� �� Z ��� )�� ������ 2� � ��?�� �����* �������� )��
; ?���� �� X ��� ����� :�� � )�� ; ?���� �� Y � 2� )� ����� X ∼=G Y,
2� )� C�� X = Y .

�����0 $
�%�&������

�� ��(������ �� ���  �)���;� �� �C��A�)����� �� B+(G)× B+(G).
���� (X1, Y 1), (X2, Y 2) ∈ B+(G)× B+(G), ��������

(X1, Y 1) ∼ (X2, Y 2)

��� �C��A�)����� �� � ��)� �� X1 + Y 2 = X2 + Y 1.



�������� �
 ANILLO DE BURNSIDE Y LA FUNCION ζ. ��

�	'�&�
������

�E'4 ��� (X, Y ) ∈ B+(G)× B+(G), ������� C�� X + Y = X + Y ,
�� �����

(X, Y ) ∼ (X, Y ).

��E'4 �� (X1, Y 1) ∼ (X2, Y 2) ������� C�� X1 + Y 2 = X2 + Y 1, ��
�����

X1 	 Y2 = X2 	 Y1,

2� )� C�� X1	Y2
∼=G X2	Y1 � �������� X2	Y1

∼=G X1	Y2, 2� )�
C�� X2 	 Y1 = X1 	 Y2, 2� )� C�� X2 + Y 1 = X1 + Y 2 � 2� )� �����

(X2, Y 2) ∼ (X1, Y 1).

���E'4 �� (X1, Y 1) ∼ (X2, Y 2) � (X2, Y 2) ∼ (X3, Y 3), ������� C��

(1) : X1 + Y 2 = X2 + Y 1.

(2) : X2 + Y 3 = X3 + Y 2.

�� D3E ������� C�� X1 	 Y2
∼=f

G X2 	 Y1, �������� ������� C��

g : (X1 	 Y2) 	 Y3 → (X2 	 Y1) 	 Y3

w → f(w) �� w ∈ X1 	 Y2

w �� w ∈ Y3

�� �� ����� 9��� �� G4���@�����* 2� )� C��

X1 + Y 2 + Y 3 = X2 + Y 1 + Y 3,

�� ����� X1 + Y 2 + Y 3 = X2 + Y 3 + Y 1 � 2� D.E ������� C��
X1 +Y 2 +Y 3 = X3 +Y 2 +Y 1, �� ����� X1 +Y 3 +Y 2 = X3 +Y 1 +Y 2,
2� )� C�� X1 + Y 3 = X3 + Y 1 � ��������

(X1, Y 1) ∼ (X3, Y 3).

������ ����)

������ ���� X − Y := (X, Y ), � )� �)��� �� �C��A�)����� ��) �)�4
����� (X, Y ) ∈ B+(G)× B+(G)
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������ �	#�������

��� G �� ( �2� * ��9����� �) ���))� �� $� ����� �� G ����

B(G) := [(B+(G)× B+(G))� ∼] ={
X − Y | (X, Y ) ∈ B+(G)× B+(G)

}
,

�� �����

(X1 − Y 1) + (X2 − Y 2) = (X1 + X2)− (Y 1 + Y 2),

(X1 − Y 1) · (X2 − Y 2) = (X1 ·X2 + Y 1 · Y 2)− (X1 · Y 2 + Y 1 ·X2),

������ �+&	
�������

���

i : B+(G)→ B(G)

X → X − ∅,
������� C�� i �� �� �� 9��� �� �������))��'

������ �+&	
�������

�� G �� �� ( �2� �� ������ ������� 9����* �������� B(G)  ���?� �)
���? � �� ���))� �� � ��+��� ���L �� B+(G).

���� ����� C�� �) ���))� �� � ��+��� ���L �� N D�) ���@���� �� )��
�B�� �� ���� �)��E �� Z D�) ���@���� �� )�� �B�� �� ���� ��E'

�����( �	#�������

��� R �� ���))�* �� R4�;��)� �<C��� �� �� �� (M, +, ·), ��) C��&
(M, +) �� �� ( �2� �?�)����'
(M, ·)

R×M → M

(a, m)→ a ·m
�����:���&
�E'4 (r1r2) ·m = r1 · (r2 ·m), ∀ r1,2 ∈ R � m ∈M.
��E'4 1R ·m = m, ∀ m ∈ M � 1R ∈ R )� ������'
���E'4 r · (m1 + m2) = r ·m1 + r ·m2 ∀ m1,2 ∈M � r ∈ R.
�AE'4 (r1 + r2) ·m = r1 ·m + r2 ·m ∀ r1,2 ∈ R � m ∈M.
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�����* �	#�������

���� M1 � M2 ��� R4�;��)�� �<C��� ���* �������� ��� :����;�

f : M1 → M2

�� �� �� 9��� R4�;��)�� ��&
�E'4 f(m1 + m2) = f(m1) + f(m2) ∀ m1,2 ∈M.
��E'4 f(r ·m) = r · f(m), ∀ r ∈ R � m ∈ M.

�����. �	#�������

��� M �� R4�;��)� �<C��� ��* ������� C�� M �� )�? � �� �-����
N ⊆ M, �� ��?���@���� ��)C�� N �� ?��� �� M ���� R4�;��)� �
��������&

�E'4 N �� )����)����� ����2��������* �� ���� * ��
∑

ni∈N ai · ni = 0,
2� � ai ∈ R, �������� ai = 0 ∀ i.

��E'4 ∀ m ∈M, m =
∑s

i=1 ai · ni, ��� s �� )�� �B�� �� ���� �)��'
D�� 2����� A� �@��2)�� �� �;��)�� )�? �� �� G3H 
���)�� 
A� 	

� ����2�) ����) ������&I� �� ����)�� ��� ��� ����IE'

�����/ �	#�������

��� M �� R−�;��)� �<C��� �� � ��� m ∈ M, ������� C�� m ��
�� �)������ �� �� ��;� �� �-���� 0 �= r ∈ R, ��) C�� rm = 0. M �� ��
�� ��;� �� ����� ��� �)������� ��� �� �� ��;�'

������ $
�%�&������

B(G) �) ���))� �� $� ����� �� G �� )�? � ���� Z−�;��)� (��� ���
2� G�Hi, ����� Hi ∈ C(G), �) ���@���� �� �)���� �� ���@�(���;� ��
)�� ��?( �2�� �� G'

�	'�&�
������

��� X �� G4���@����* ������� C�� X ∼=G 	i∈I(G�Hi) ����� Hi ∈
S(G) � 2����� C�� G�H ∼=G G�K, �� � ��)� �� H � K ��� ���@�(����*
�������� ������� C��

X =
∑

H∈C(G)

aH(G�H),
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����� aH ∈ N , 2� )� C�� ���� ����( �2� �?�)���� D2� � �� ( �2�
��)� )� :�)�� �) ��A� �� �����A�E ������� C��

B+(G) =
⊕

H∈C(G)

N(G�H),

2� )� C�� ������� C�� ���� ( �2� �?�)����

B(G) =
⊕

H∈C(G)

Z(G�H).

�����0 $
�%�&������

�-����� ?���������� ��� � )�� ��(������� � �� ���@�����&
�E'4 �) ���@���� �� )�� H4; ?���� �� G�K.
��E'4 �) ���@���� �� )�� �)���� )��� �)�� ��?)�� �� G* �� )� :� ��

HgK, ����� g ∈ G.
���E'4 �) ���@���� �� )�� G4; ?���� �� G�H ×G�K.

�	'�&�
������

4 !������ C�� )� ���(����;�

OH(gK)→ HgK

�� �)� ������ ��� ?������;� ��� � D�E � D��E* )� ���) ���� ?��� ��9����
2����� C�� OH(gK) = OH(g′K) �� � ��)� �� HgK = Hg′K.

4 	+� � ������� )� ��(������ ���(����;�&

OG(fH, lK)→ OH(f−1lK).

�� OG(fH, lK) = OG(f ′H, l′K), ������� C�� �-���� g ∈ G, ��) C��
(fH, lK) = g(f ′H, l′K), 2� )� C�� fH = gf ′H � lK = gl′K, �� �����
f−1gf ′ ∈ H � f−1lK = f−1gl′K, � ��������

Hf−1lK = Hf−1gl′K = H(f−1gf ′)f ′−1l′K = Hf ′−1l′K,

2� )� C�� )� ���(����;� ���� ?��� ��9����'
��� (fH, lK) ∈ G�H × G�K, ������� C�� (fH, lK) 2� ������

� OG(eH, f−1lK), 2� )� C�� )�� G4; ?���� �� G�H × G�K ������
 �2 ���������� �� )� :� �� (eH, gK), 2� � )�� ���)�� ��

(eH, gK) = f(eH, g′K),
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������� C�� f ∈ H, 2� )� C��

OH(gK) = OH(fg′K) = OH(g′K)

� �������� ����� � ���(����;� �� ?������A�'

������ $
�%�&������

���� H , K ∈ S(G) ��� ��?( �2�� �� G � ��� (aH, bK) ∈ G�H×
G�K, ������� C��

���?G(aH, bK) = aHa−1 ∩ bKb−1.

�	'�&�
������

4 �� g ∈ ���?G(aH, bK), �������� g(aH, bK) = (aH, bK), �� �����
gaH = aH � gbK = bK, 2� )� C�� a−1gaH = H � b−1gbK = K, )�
���) ��2)��� C�� a−1ga ∈ H � b−1gb ∈ K � ��������

g ∈ aHa−1 ∩ bKb−1.

4 �� g ∈ aHa−1 ∩ bKb−1, ������� C�� g = aha−1 = bkb−1, 2� )�
C��

g(aH, bK) = (aha−1aH, bkb−1bK) = (aH, bK),

�� ����� g ∈ ���?G(aH, bK).

������ ��
���
���

���� H, K ∈ S(G) ��� ��?( �2�� �� G � ��� HLK �) ���@���� ��
)��  �2 ���������� �� )� 2� ����;� �������� �� G 2� )�� �)���� )��� �)��
��?)�� �� )� :� �� HgK, ������� C��

G�H ·G�K =
∑

g∈HLK

G�(H ∩ gKg−1),

�	'�&�
������

!������ C��
G�H ×G�K =

	g∈HLK
OG(H, gK) ∼=G 	g∈HLK

G����?G(H, gK) =

	g∈HLK
G�(H ∩ gKg−1).
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������ ��
���
���

���� H, K ∈ S(G) ��� ��?( �2�� �� G* � ��� HLK �) ���@���� ��
)��  �2 ���������� �� )� 2� ����;� �������� �� G 2� )�� �)���� )��� �)��
��?)�� �� )� :� �� HgK, ��) C�� K � G, �������� ������� C��

G�H ·G�K =
∑

g∈HLK

G�(H ∩K) =
| H ∩K || G |
| H || K | (G�(H ∩K)).

������ 2	'��

��� R �� ���))� ��� ������ � G �� ( �2�* ���� �� �� 9��� ��
�������))��

f : B+(G)→ R,

������� C�� f �� �-������ �� ���� � B���� � �� �� 9��� �� ���))��

F : B(G)→ R.

�	'�&�
������

��9����� F 2� � )�� �)������� �� B(G), ���� ��(��

F (X − Y ) = f(X)− f(Y ).

�E'4 !������ C�� G�G−∅ = 1B(G), ������ f(∅) = 0 � f(G�G) =
1R, 2� )� C��

F (G�G− ∅) = f(G�G)− f(∅) = 1R

� �������� F (1B(G)) = 1R.
��E'4

F [(X1 − Y 1) + (X2 − Y 2)] = F [(X1 + X2)− (Y 1 + Y 2)] =

f(X1 + X2)− f(Y 1 + Y 2) = f(X1) + f(X2)− f(Y 1)− f(Y 2) =

f(X1)− f(Y 1) + f(X2)− f(Y 2) = F (X1 − Y 1) + F (X2 − Y 2),

2� )� C�� F �� �����A�'
���E'4

F [(X1 − Y 1) · (X2 − Y 2)] =

F [(X1 ·X2 + Y 1 · Y 2)− (X1 · Y 2 + Y 1 ·X2)] =
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f(X1 ·X2 + Y 1 · Y 2)− f(X1 · Y 2 + Y 1 ·X2) =

f(X1) · f(X2) + f(Y 1) · f(Y 2)− f(X1) · f(Y 2)− f(Y 1) · f(X2) =

[f(X1)− f(Y 1)] · [f(X2)− f(Y 2)] =

F [(X1)− (Y 1)] · F [(X2)− (Y 2)],

2� )� C�� F �� ��)��2)�����A�'
	+� � �;)� :�)�� A� C�� F �� B����&
�� F ′ �� �� �� 9��� �� ���))�� C�� �-������ � f, ������� C��

F ′(X − Y ) = f(X)− f(Y ) = F (X − Y ),

2� )� C�� F ′ = F.

�����( �+&	
�������

��� B̃(G) :=
∏

H∈C(G) Z, ������� C�� �) ��(������ �� �� �� 9���
�� �������))��

ϕ : B+(G)→ B̃(G)

X → (ϕH(X))H∈C(G),

2� )� C�� ϕ �� �-������ �� ���� � B���� � �� �� 9��� �� ���))��*
�) ���) ������ ���� ���?�,� ��� ϕ

ϕ : B(G)→ B̃(G)

�����* $
�%�&������

�� G �� �� ( �2� * ������� C�� ϕ �� �� �� 9��� �������A�'

�	'�&�
������

��� x ∈ B(G), ��) C�� x �= 0, ��?���� C��

x =
∑

H∈C(G)

aHG�H,

�+� � ������� K ∈ C(G), ��-���) ���  ��2���� �) � ��� 2� ���)
” ≤ ”, ��� ������� �� D3'3'.ME* ��) C�� aK �= 0, ������� C��

ϕK(x) =
∑

H∈C(G)

aHϕK(G�H) = aKϕK(G�K) �= 0,

2� )� C�� )� ���(�� ��A� �� �� (0)H∈C(G) ?�@� ϕ, �� �) �� �'
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�����. ��
���
���

���� X � Y ��� G4���@�����* ������� C��

X ∼=G Y ⇔ ϕH(X) = ϕH(Y ) ∀ H ∈ C(G).

�����/ 57	'%���

��� n ∈ N �� )�� ���� �)��* ���������

Zn := Z�nZ,

�) ( �2� �� )�� ���� �� �;��)� n, �) ���) �� �� ( �2� �?�)���� ���
)� ���� ' �� ���� �@��2)� ��)��)� ���� B(Zn).

!������ C�� )�� ��?( �2�� �� (Zn, +), ��� �� )� :� �� mZn, �����
m �� �� ��A��� �� �� �* 2� )� C��

B(Zn) =
⊕
m|n

Z(Zn�mZn)

���� m, l ��� ��A��� �� �� n � r ∈ Zn, ������� C�� �) ���@���� ��
)�� �)���� ?�)��� �)�� �� mZn � lZn, ��

{mZn + r + lZn | r ∈ Zn} = {r + mZn + lZn | r ∈ Zn} ,
2� )� C�� �) �B�� � �� �)���� ?�)��� �)�� �� mZn � lZn, �� [Zn : mZn+
lZn], ������ ������� C��

mZn + lZn = (m, l)Zn � mZn ∩ lZn = [m, l]Zn ,

�� ����� (m, l) �� �) ��-��� ���B� ��A��� �� m � l, � [m, l] �� �)
������ ���B� �B)��2)� �� m � l, 2� )� C��

(Zn�mZn) · (Zn�lZn) = (m, l)(Zn�[m, l]Zn).
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����� �	#�������

���� M, N, P � �� R4�;��)�� �<C��� ���* ������� C��

f : M ×N → P

�� R4?�)����) ��
�E'4 f(am + bm′, n) = af(m, n) + bf(m′, n)
��E'4 f(m, an + bn′) = af(m, n) + bf(m, n′)'

����� �	#�������

���� M, N ��� R4�;��)�� �<C��� ���* ������� C�� �) 2 ������ ���4
�� ��) M

⊗
N �� M, N �� �� R4�;��)�* �� �����

⊗
�� ��� :����;�

?�)����) ⊗
: M ×N → M

⊗
N

⊗(m, n)→ m⊗ n,

��) C�� �����:��� )� ��(������ 2 �2����� ���A� ��)&
I�� � ��)� �� M

⊗
N +�� C�� ��)� �� M × N ?�)����)�����I* ��

���� * 2� � ���� P R4����)� �<C��� �� � 2� � ���� f ∈ Bil(M×N, P ),
�-���� �� B���� f, ��) C��

f ·
⊗

= f.

����� �+&	
�������

���� M, N, P � �� R4�;��)�� �<C��� ���* ������� C��
�E'4

(M
⊕

N)
⊗

P ∼= (M
⊗

P )
⊕

(N
⊗

P ),

2����� C��
(m, n)⊗ p→ (m⊗ p, n⊗ p)

(m, 0)⊗ p1 + (0, n)⊗ p2 ← (m⊗ p1, n⊗ p2),

��� ��� :�������� ?�)����)�� ��A� ���'
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��E'4
M
⊗

R ∼= M,

2����� C��
m⊗ r → r ·m,

m⊗ 1← m,

��� ��� :�������� ?�)����)�� ��A� ���'

����� �	#�������

��� π �� ���@���� �� �B�� �� 2 ���� �� Z, ��9�����

Zπ =
{a

b
| p �� ��A��� � ?*∀p ∈ π

}
⊆ Q,

�) ���) �� �� ��?���@���� �� )�� )�� �B�� ��  ������)��'

����( ���������

��� B(G) �) ���))� �� $� ����� ��) ( �2� G* ��������� 2� Bπ(G)
� B̃π(G), � )�� 2 ������� ����� ��)�� Zπ

⊗
B(G) � Zπ

⊗
B̃(G),  ��2��4

��A������* 2� )� C�� �� )�� 2 �2������� ��) 2 ������ ����� ��) D�� G.H

���)��&I !���� 2 ������ �: ����)��I' E ������� C��

Bπ(G) ∼=
⊕

H̄∈C(G)

Zπ(G�H),

B̃π(G) ∼=
∏

H̄∈C(G)

Zπ.

����* $
�%�&������

��� R �� ���))� ��) C�� Z � R, �������� 2 �2������� � )�� ���� �� �
R � Q ���� ��������� 2 �2������� �) )��  ������)��* �������� �������
C�� R = Zπ, 2� � �)(B� π, �� ����� π �� �� ���@���� �� �B�� ��
2 ���� �������� ��) A���� � �������� ��) ���@���� �� ����� )�� �B�� ��
2 ����'



�������� �
 ANILLO DE BURNSIDE Y LA FUNCION ζ. ��

�	'�&�
������

!������ C�� �-���� a
b
∈ Q\R. ��� b = (p1)

e1···(pr)
er , )� ������2���4

��;� �� b �� 2 ����* ��2������� C�� 1
pi
∈ R ∀i, � 2����� C�� a ∈ R,

���� ����� C�� a
b
∈ R, )� ���) �� ��� ���� ������;�* 2� )� C�� �������

C�� �-���� i ��) C�� 1
pi

/∈ R � �������� ���

π =

{
p ∈ R | 1

p
/∈ R, ��� p �� 2 ���

}
,

������ ���� C�� R = Zπ.
��2��(���� C�� �-���� a

b
∈ Zπ \R, ������� C�� �-���� p �� 2 ���

��) C�� p | b � 1
p

/∈ R, �� ����� ������� C�� p ∈ π, 2� )� C�� a
b

/∈ Zπ,
)� ���) �� ��� ���� ������;�* 2� )� C��

Zπ ⊆ R.

��2��(���� C�� Zπ � R, ������� C�� �-���� a
b
∈ R ��) C�� p | b,

2� � �)(B� p ∈ π, 2� )� C�� b
p
· a

b
= a

p
∈ R, )� ���) 2� )� ��9����;� ��

π �� �� �  � * 2� )� C�� ����)����� C��

Zπ = R.

����. �	#�������

��� R �� ���))�* ������� C�� �� ��?���@���� ∅ �= I ≤ R �� �� ����)
�<C��� ��* �� �����:��� )� ��(������&

�E'4 �� a, b ∈ I, �������� ab ∈ I.
��E'4 �� a ∈ I, � r ∈ R, �������� ra ∈ I.

����/ �+&	
�������

�� I �� �� ����) �<C��� �� ��) ���))� R, ������� C��

R�I := {a + I | a ∈ R} ,
�� ����� a + I = {a + b | b ∈ I} � a + I = a′ + I ⇔ a − a′ ∈ I,

������� C�� R�I �� �� ���))� �� �����

(a + I) + (b + I) := (a + b) + I,

(a + I)(b + I) := ab + I.

��9����� [R : I] ���� �) ������ �� I �� R, �� ���� �� �) �B�� � ��
�)������� �� R�I
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����� �	#�������

���� M ≤ R �� ����) ������� C�� M �� ��-���) �� M � R � �� I
�� �� ����) �� R ��) C�� M ≤ I ≤ R, �������� I = R � I = M.

�����0 $
�%�&������

M ≤ R, �� �� ����) ��-���) D�<C��� ��E �� � ��)� �� R�M �� ��
���2�'

�	'�&�
������

4 !������ C�� R�M �= 0, 2� )� C�� �-���� a + M �= 0 + M, 2� )�
C�� a /∈M, ������� ���� �������� �) ��(������ ����)*

M + Ra = {m + ra | m ∈ M, r ∈ R} ,

�� �)� � C�� M � M + Ra, 2� )� C�� M + Ra = R � ��������
1 = m + ra, 2� � �)(B� m ∈M � r ∈ R, �� �����

(a + M)(r + M) = ar + M = ar + m + M = 1 + M,

2� )� C�� R�M �� �� ���2�'
4 �� R�M �� �� ���2�* ��2��(���� C�� �-���� �� ����) I D�<C��� 4

��E ��) C�� M � I ≤ R � ��� �������� a ∈ I \ M, ������� C��
a+M �= O+M, 2� )� C�� �-���� b+M, ��) C�� (a+M)(b+M) = 1+M,
2� )� C��

ab− 1 ∈M

� �������� ab−1 = m, 2� � �)(B� m ∈M, �� ����� 1 = ab−m ∈ I,
2� )� C�� I = R.

������ �	#�������

�� ���))� R ���������A� �� �� DIP D������� �� ����)�� 2 ����2�)��E
��&

�E'4 R �� �� ������� ���� �'
��E'4 �� � ���� ����) I �� R, �-���� a ∈ R, ��) C�� I = Ra.
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������ �	#�������

���� �� ���))� R, ������� C�� ��� R−�)(�? �* �� �� R4�;��)� A,
��) C��&

�E'4 A �� �� ���))�'
��E'4 r(ab) = (ra)b = a(rb), 2� � ���� r ∈ R � a, b ∈ A.

������ �	#�������

��� R �� ���* Λ �� �� � ��� ��? � R, ��&
�E'4 Λ �� ��� R �)(�? �* ��)C�� R ↪→ Λ.
��E'4 ���� R −m;dulo, Λ �� )�? � � 9���� ����� (��� ���'
D�� G6H �+�2�� .& I
 �� �IE'

������ �+&	
�������

��� R �� ���))� � K �� ���2� �� ���������* �� Λ �� �� � ��� ��? �
R, ������� C��

ΛK := K
⊗

R

Λ,

�� �� �)(�? � �� �������;� 9���� ��? � K.

�����( �	#�������

��� R �� ���))�* ������� C�� Λ �� �� � ��� ��-���) �� ���� Λ′

�� � � ��� �� R, ��) C��

K ↪→ ΛK

| ∪ |
| Λ′

| ∪ |
R ↪→ Λ

�������� ������� C�� Λ′ = Λ.
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�����* !	�
	'��

��� R �� ���))�* ���� Λ �� � ��� ��? � R, �-���� Λ′ �� � ���
��-���) ��? � R, ��) C��

K ↪→ ΛK

| ∪ |
| Λ′

| ∪ |
R ↪→ Λ

�	'�&�
������

�� � )� ������ ���;� �� ���� ��� ��� �� ���)�<� �) )��� �� #� � D�� 
G6H �+�2�� 6& I
�-���) � �� � �� �L�N 9�)��I E'

�����. �+&	
�������

��� G �� ( �2� 9����* ������� C�� B{p}(G) �� �� � ��� ��? � Z{p},
2� � �) ���) B̃{p}(G) �� �� � ��� ��-���)*

Q ↪→ BQ(G)
| ∪ |
| B̃{p}(G)
| ∪ |
Z{p} ↪→ B{p}(G)

����� BQ(G) = Q
⊗

B(G).

�����/ !	�
	'��

��� R �� DIP )���) ��� ��-���) m = pR, ��) C�� | R�m |< ∞,
����� p �� �� 2 ��� � ��� Λ �� � ��� ���������A�* ������� C�� ��
I ≤ Λ �� �� ����) ��) C�� | Λ�I |< ∞, �������� �-���� k ��) C��
pkΛ ⊆ I.
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�	'�&�
������

��2������� C�� Λ�I �� �� �� �� ��;�* ������� C��

Λ�I ∼= Rn
⊕
· · ·
⊕
· · · ,

2� � Rn �� �� 9����* )� ���) �� ��� ���� ������;�* 2� )� C�� ���4
�)����� C�� Λ�I �� �� �� ��;� � �������� �-���� r ��) C��

r(Λ�I) = 0,

�+� � ������ ���� )� ������2�����;� �� r �� 2 ���� ������� C��

r = qpk,

� �������� ������� C�� pkΛ ⊆ I.

������ �����

�� )� ��(������ �� ���� ��2���)� ������� � ���� � π ���� �� ���4
@���� �� �B�� �� 2 ���� � � Λ ���� �� � ��� ��? � Zπ.

�����0 �	#�������

��9����� ζΛ(z) )� :����;� �� <��� ��) � ��� Λ* ���� ��(��

ζΛ(z) :=
∑

I≤Λ,[Λ:I]<∞
| Λ�I |−z .

������ !	�
	'��

�� Λ =
∏n

i=1 Λi, ������� C��
�E'4 ζΛ(z) =

∏n
i=1 ζΛi

(z).
��E'4 ζΛ(z) =

∏
p∈π ζΛ{p}(z), ����� Λ{p} := Z{p}

⊗
Zπ

Λ, �) ���) �� ��
� ��� ��? � Z{p}.

����
� ζΛ(z) =
∏

q−primo ζΛ{q}(z).

�	'�&�
������

�� G7H
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������ !	�
	'��

!������ C�� )�� :�������� �� <��� ��) � ��� Λ{p} � �� � ��� ��-�4
��) Λ̃{p} �� Z{p} �����  �)��������� 2� �� :���� C�� ��2���� �� p−z,
�� )� ��(������ ���� �&

ζΛ{p}(z) = f(p−z)ζΛ̃{p}(z).

�	'�&�
������

�� G7H'

������ !	�
	'��

��� � �� ( �2� 9���� � B(G) �� ���))� �� $� �����* �� p �� ��
2 ���* ������� C��

ζB{p}(G)(z) = fG(p−z)ζB̃{p}(G)(z),

�� ����� fG(p−z) �� �� 2�)������ �� Z[p−z].

�	'�&�
������

�� G7H'
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���� �12� 2� �5 f(Cp) (p−z)

�+&	
�������

!������ C�� �) ���@���� �� �)���� �� ���@�(���;� �� ��?( �2��
�� Cp �� C = {Cp, pCp} , �� ����� ��� ?��� 2� � B(Cp) �) ���))� ��
$� ����� �� Cp ��

B =

{
1 =

Cp

Cp
, a =

Cp

pCp

}
2� )� C�� B(Cp) = Z

⊕
Za �� �����

a2 =
Cp

pCp

× Cp

pCp

= (p, p)
Cp

[p, p] Cp

= pa.

���� ����� C��

B{p}(Cp) = Z{p}
⊗

B(Cp) = Z{p}
⊕

Z{p}a,

�) ���) �� �� � ��� ��? � Z{p}* 2� � �) ���)

B̃{p}(Cp) = Z2
{p}

�� �� � ��� ��-���) ��? � Z{p}. �� ���� �� ��� �) ��� ��� .'.'.3*
2� �� �* ������� C��

ζB̃{p}(Cp)(z) = ζZ2
{p}

(z) = ζ2
Z{p}(z) =

⎡⎣ ∑
I≤Z{p}

∣∣∣∣Z{p}
I

∣∣∣∣−z
⎤⎦2

�� ����� � �� �� ����) �� Z{p} �� ������ 9����* 2� )� C�� 2� �)
��� ��� .'.'38 ������� C�� I = ptZ{p}* �� �����

ζB̃{p}(Cp)(z) =

[ ∞∑
t=0

(
p−z
)t]2

=
1

(1− p−z)2
.

�����

�� � ��)��)� )� :����;� <��� �� B{p}(Cp), �� ���� �� ��� )� ��9��4
��;� .'.'./*  �C�� ���� ��)��)� ����� ��� ����)�� �� ������ 9����'
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�+&	
�������

���  ��� ������ �� Z{p}* �� ���� p �� ��A��� � r, �������� �������
C�� �) �)������

r + wa ∈ B{p}(Cp)

�� ������'
	+� � ��?���� C�� �-���� k ∈ N D��� ��� .'.'38E ��) C��

Ik := pkB{p}(Cp) < I < B{p}(Cp)

�� �� ����) ��������� 2 �2������� �� I. ������� ���� C�� 0 < k4
������ ���� �* ��) C�� pk ∈ I � ��� pt +pμsa ∈ I \Ik, �� )� �?�� A���;�
���� �� ������� C�� μ < t, 2� )� C�� μ < k, �� ����� �� :���) A� C��
pk+μ−ta ∈ I, 2� � μ− t < 0 � ��������&

Ik < Ik,μ := pkZ{p}
⊕

pμZ{p}a

para : μ < k.

	+� �* ���� k, μ ������� ���� ��* ��)�� C�� pk, pμa ∈ I � μ < k, ���
X ∈ I \ Ik,μ, 2� )� ������)���� k � μ, ������� C�� X = pk−l + pμ−lsa
2� � 0 < l, �� �����&

Ik,μ < Ik,μ 〈X1〉 =
〈
pk−1 + pμ−1sa

〉
+ Ik,μ

para : μ ≤ k − 1; s = 1, ..., p− 1.

�� B)���� �� X = pk−l + pμ−lsa ∈ I \ Ik,μ 〈X1〉 , 2� � 1 < l, �)
��)��2)��� ���� �)������ 2� a, �?������� C�� X = pk−l − pμ−la +
pμ−1sa, �� ����� �� :���) ������ � 2� �������;� C��&

Ik,μ 〈X1〉 < Ik,μ 〈Xl〉 =
〈
pk−l − pμ−la + pμ−1sa

〉
+ Ik,μ

para : μ = k − 1; s = 1, ..., p− 1; 2 ≤ l ≤ 1.

��?���� C��

ζB{p}(Cp)(z) =
∑

I ≤ B{p}(Cp), ideales[
B{p}(Cp) : I

]
<∞

∣∣∣∣B{p}(Cp)

I

∣∣∣∣−z

,
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2� )� C��&
ζB{p}(Cp)(z) =

∞∑
k=0

k∑
μ=0

∣∣∣∣B{p}(Cp)

Ik,μ

∣∣∣∣−z

+(p−1)

∞∑
k=2

k−1∑
μ=1

∣∣∣∣B{p}(Cp)

Ik,μ 〈X1〉
∣∣∣∣−z

+p

∞∑
k=3

k−1∑
l=2

∣∣∣∣B{p}(Cp)

Ik,μ 〈Xl〉
∣∣∣∣−z

=

∞∑
k=0

k∑
μ=0

∣∣pk+μ
∣∣−z

+ (p− 1)
∞∑

k=2

k−1∑
μ=1

∣∣pk+μ−1
∣∣−z

+ p
∞∑

k=3

k−1∑
l=2

∣∣p2k−l−1
∣∣−z

=

1

(1− p−z)2(1 + p−z)
+

(−1 + p)p−2z

(1− p−z)2(1 + p−z)
+

pp−3z

(1− p−z)2(1 + p−z)
=

1

(1− p−z)2
[1− (p−z) + p(p−z)2],

�� )� C�� ��) ��� ��� .'.'.6 �?������� C��&

f(Cp)(p
−z) = 1− (p−z) + p(p−z)2.

�� B)����* 2� �) ��� ��� .'..3* 2� �� ���* ��?���� C��&

ζB(Cp)(z) =
∏

q−primo

ζB{q}(Cp)(z) = ζB{p}(Cp)(z)
∏

q �= p
q − primo

ζB{q}(Cp)(z) =

	+� �* ��) ��� ��� .'.'.. � 2����� C�� f(Cp)(q
−z) = 1, ����2 � C��

q �= p, �?������� C��&

ζB(Cp)(z) =
[
1− (p−z) + p(p−z)2

]
ζB̃{p}(Cp)(z)

∏
q �= p

q − primo

ζB̃{q}(Cp)(z) =

[
1− (p−z) + p(p−z)2

] ∏
q−primo

ζB̃{q}(Cp)(z) =
[
1− (p−z) + p(p−z)2

]
ζB̃(Cp)(z) =


?�� A���� C�� B̃ (Cp) = Z2, 2� )� C�� ��) ��� ��� .'.'.3* 2� ��
�* ����)����� C��&

ζB(Cp)(z) =
[
1− (p−z) + p(p−z)2

] [ ∞∑
n=0

n−z

]2

.

'
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LA FUNCION ZETA DE B{p}(Cp2).

�� )� 2 ��� � �����;� ��) ��2���)� 6* �� ������� �� � :���� �����
)�� ����)�� �� ������ 9���� �� �) ���))� �� $� ����� B{p} (Cp2) , �� �����
Cp2 �� �) ( �2� ���)��� �� � ��� p2.

�� )� ��(���� �����;� �� ���� ��2���)�* �� +� � ��  ������ �� �����
)�� ����)�� �� ������ 9���� �� B{p} (Cp2) , ��� �) 2 �2;���� �� ������ � 
)� :����;� <��� �� ���� � ���* ������ �� +� � �) ��)��)� �� )� :����;�
<��� ��) � ��� ��-���) B̃{p} (Cp2) ��? � Z{p}. �� B)���� � �� ���� ��
��� �) ��� ��� D.'.'.6E �� +� � �) ��)��)� ��) 2�)������ f(Cp2)(p

−z), �)

���) 2� ������ � Z[p−z] �  �)������ � ζB{p}(Cp2)(z) ��� ζB̃{p}(Cp2)(z), )��

:�������� <��� �� B{p} (Cp2) � B̃{p} (Cp2)  ��2����A������'

��
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���� ��5125" �5 :����5 8���!� 5� B{p} (Cp2 , )

�� ���� �����;� ���� ���� ���� � ����� )�� ����)�� 2 �2���* ���4
������� �� B{p} (Cp2 , ) �� ������ 9���� ��? � ����* 2� � )� ���) ���4
)�<� ���� �) +��+� �� C�� �-���� k ∈ N D��� ��� .'.'38E ��) C�� ��
I < B{p} (Cp2, ) �� �� ����) 2 �2�� �� ������ 9����* �������� Ik =
pkB{p} (Cp2, ) < I �� �� ����) 2 �2�� �� I.

!������ C�� �) ���@���� �� )�� �)���� �� ���@�(���;� �� )�� ��?( �4
2�� �� (Cp2) ��

C =
{
Cp2, pCp2, p2Cp2

}
,

�� ����� ��� ?��� 2� � B (Cp2) �) ���))� �� $� ����� �� Cp2 ��

B =

{
1 =

Cp2

Cp2

, a =
Cp2

pCp2

, b =
Cp2

p2Cp2

}
,

2� )� C�� B (Cp2) = Z{p}
⊕
Z{p}a

⊕
Z{p}b �� �����

b2 =
Cp2

p2Cp2

× Cp2

p2Cp2

=
(
p2, p2

) Cp2

[p2, p2]Cp2

= p2b,

a2 =
Cp2

pCp2

× Cp2

pCp2

= (p, p)
Cp2

[p, p]Cp2

= pa,

ab = ba =
Cp2

p2Cp2

× Cp2

pCp2

=
(
p, p2

) Cp2

[p, p2] Cp2

= pb.

���� ����� C��

B{p} (Cp2) = Z{p}
⊗

B (Cp2) = Z{p}
⊕

Z{p}a
⊕

Z{p}b,

�) ���) �� �� � ��� ��? � Z{p}* 2� � �) ���)

B̃{p}(Cp2) = Z3
{p}

�� �� � ��� ��-���) ��? � Z{p}.
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����� �+&	
������)

��� s ∈ Z{p} ��� ������* �������� )�� �)������� �� )� :� �� s+s1a+
s2b ∈ B{p} (Cp2) ��� s1,2∈ Z{p}, ��� �������� �� C�� �'2'(' �) �) �)������
1 + s1a + s2b ∈ B{p} (Cp2) ����� ��A� �� 1 + u1a + u2b ∈ B{p} (Cp2) , ��
����� )� ������;� (1 + s1a + s2b)(1 + u1a + u2b) = 1 ��2)��� C��

u1 =
−s1

1 + s1p
, u2 =

s2 (1 + pu1)

1 + s1p + s2p2
∈ Z{p}.

����� �+&	
������)

��� k �) ������ ���� � 2�����A� ��) C�� pk ∈ I � ��� w ∈ B{p} (Cp2)
��)C�� w ∈ I�Ik � �������� �'2'(' 2������ ��� �?� 

w = pl1 + pl2u1a + pl3u2b,

�� ����� u1,2 ∈ Z{p} ��� ��������* 2� )� C�� �� 6'3'3 �� l1 ≤ l2,3

�������� pl1 ∈ I�Ik, 2� � 2� )� ������)���� �� k ������� C�� k ≤ l1
� �������� pl1 ∈ Ik, )� ���) ���� ����� � )� ��������;� 2 �2��* 2� )�
C�� ����)����� C�� l2 < l1 ; l3 < l1.

����� $
�%�&�����)

��� I < B{p} (Cp2) �� ����) �� ������ 9���� � k �) ������ ���� �
2�����A� ��) C�� pk ∈ I, �������� Ik ���� ��������� 2 �2������� �� )��
��(������� :���)��� �� ����)��&

Ik <

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ik,μ,ν := pkZ{p}
⊕

pμZ{p}a
⊕

pνZ{p}b
caso1 :1 ≤ k <∞; ν + 1 ≤ μ ≤ k; 0 ≤ ν ≤ k − 1
caso2 :1 ≤ k <∞; μ = ν; 0 ≤ ν ≤ k − 1
caso3 :1 ≤ k <∞; μ = ν − 1; 1 ≤ ν ≤ k

I
′
k :=

〈
pk−1 (a + sb)

〉
+ Ik

casos : ≤ k <∞; s = 1, ..., p− 1.
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�	'�&�
�����)

���
w = pt + pt1s1a + pt2s2b ∈ I�Ik,

�� ����� p � s1,2 �� 6'3'. 2������ ������� � )�� �����& t1 < t ≤ t2;
t2 < t ≤ t1; t1,2 < t.

������� ���� ����� � �� ����� @���� ��� )� �������;� �� C�� k ≤ t
�?������� C��&

�E �� �) �)������
pt1a ∈ I�Ik,

)� ���) ��2)��� C�� t1 < k � �) ��)��2)��� �) �)������ 2� b , �?�������
C�� pt1+1b ∈ I ����� t1 + 1 ≤ k, 2� )� C�� Ik < Ik,μ,ν 2� � )�� �����
μ = ν − 1 < k � ν < k, ν ≤ μ ≤ k.

?E �� �) �)������
pt2b ∈ I�Ik,

)� ���) ��2)��� C�� t2 < k, 2� )� C�� Ik < Ik,k,ν 2� � ν < k.
�E �� �) �)������

pt1a + pt2sb ∈ I�Ik,

2� � s = s−1
1 s2, )� ���) ��2)��� C�� p � s � t1,2 < k.

�� �) ���� �� C�� t1 < t2 2������ ��)��2)��� �) �)������ 2� 
pk−t2 , �?�������� C�� pk+t1−t2a ∈ I�Ik, �� ����� t1 − t2 < 0, 2� )�
C�� ������ �� �) ������ � �� ���� ������ ���;�'

	+� � �� t2 < t1 2������ ��)��2)��� �) �)������ 2� pk−t1, ��� )�
C�� �?������� C�� pk+t2−t1b ∈ I�Ik, �� ����� t2 − t1 < 0, 2� )� C��
������ �� �) ������ ? �� ���� ������ ���;�* 2� )� ���) �;)� ��� C����
������� �) ����

pt1a + pt1sb ∈ I�Ik,

���� 2� � �) ���) ������� C�� �� t1 = k − 1, �������� Ik ���� ���4
������ 2 �2������� �� 〈

pk−1 (a + sb)
〉

+ Ik,

casos :1 ≤ k; s = 1, 2, ..., (p− 1) .

	+� � �� t1 ≤ k−2, �) ��)��2)��� 2� b �?������� C�� �) �)������
pt1+1 (1 + ps) b ∈ I, )� ���) ��2)��� C�� pt1+1b ∈ I�Ik � pt1+1a ∈ I�Ik

2� )� C�� Ik < Ik,μ,μ 2� � μ < k.
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�� B)����* �� t < k ������� C��

wa = pta + pt1+1s1a + pt2+1s2b ∈ I

�
pw = pt+1 + pt1+1s1a + pt2+1s2b ∈ I,

2� )� C�� �)  ���� ����� ��� B)����� �)�������* �?������� C��

x = pt (p− a) ∈ I,

�)������ C�� �����:��� )�� ����������� xa = xb = 0, ������ �� C��
pk−1a ∈ I � �������� Ik < Ik,k−1,k.

����� �+&	
������)

�� ������� ���� �) �)������ w′ ∈ I�I
′
k, 2����� C�� Ik < I

′
k ��������

w ∈ I�Ik, 2� )� C�� �� )� ������ ���;� �� 6'3'6 ������� C��

I
′
k < Ik,μ,ν

2� � �)(���� ����� �� μ � ν, � �� �� ��:���� �) �)������ pk−1 (a + s′b)
2� ������ � I�I

′
k, 2� � �)  ���� )� �) �)������ pk−1 (a + sb) �?�������

C�� pk−1 (s′ − s) b ∈ I, �� ����� p � (s′ − s) , 2� )� C�� pk−1b ∈ I �
�������� pk−1a ∈ I, �?�������� C��

I
′
k < Ik,k−1,k−1,

2� )� C�� �� )� ��(������ �;)� +�� C�� ������� � )�� ����)�� �� )�
:� �� Ik,μ,ν �� ��� ��������� �����'

����( �+&	
������)

���� k, μ, ν )�� ������� ���� �� 2�����A�� ��)�� C�� )�� �)�������
pk, pμa, pνb ∈ I � ��� w ∈ B{p} (Cp2) ��) C��

w = pt + pt1s1a + pt2s2b ∈ I�Ik,μ,ν

�� k ≤ t, ������� C�� pt1a+pt2s−1
1 s2b ∈ I�Ik,μ,ν 2� )� ���) t1 < μ

� t2 < ν � �������� pμ−l1a + pν−l2s−1
1 s2b ∈ I�Ik,μ,ν, �?��������

C��
0 < l1 = l2.
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�� μ ≤ t1, ������� C�� pt + pt2s2b ∈ I�Ik,μ,ν 2� )� C�� t < k �
t2 < ν, ��� )� ���) pk−l + pν−l2s2b ∈ I�Ik,μ,ν, �?�������� C��

0 < l = l2.

�� ν ≤ t2, ������� C�� pt + pt1s1a ∈ I�Ik,μ,ν 2� )� C�� t1 < μ �
t < k, ��� )� ���) pk−l + pμ−l1s1a ∈ I�Ik,μ,ν, �?�������� C��

0 < l = l1.

�� B)���� ������� �) �)������

pk−l + pμ−l1s1a + pν−l2s2b ∈ I�Ik,μ,ν

2� � 0 < l, l1,2 , 2� )� C�� �� l, l1,2 ��� ��������� ��� � ��* �) ��)4
��2)��� �) �)������ 2� )� 2������� �������� �� p, �?�������
C�� pk−1 ∈ I ; pμ−1a ∈ I ; pν−1b ∈ I, )� ���) ���� ����� � )�
������)���� �� k, μ, ν, 2� )� C�� ����)����� C�� �) �) �)������
w B��������� 2���� �� �� )�� ��(������� ����� :� ���&

�
 Xl = pμ−la + pν−lxb ∈ I�Ik,μ,ν 2� � 0 < l �

x = 1, ..., p− 1.

�
 X ′
l = pk−l1s + pμ−la + pν−lxb ∈ I�Ik,μ,ν 2� � 0 < l1 < l �

x, s = 1, ..., p− 1.

�
 Yl = pk−l + pν−lyb ∈ I�Ik,μ,ν 2� � 0 < l �

y = 1, ..., p− 1.

�
 Y ′
l = pk−l + pμ−l1sa + pν−lyb ∈ I�Ik,μ,ν 2� � 0 < l1 < l �

y, s = 1, ..., p− 1.

�
 Zl = pk−l + pμ−lza ∈ I�Ik,μ,ν 2� � 0 < l �

z = 1, ..., p− 1.

�
 Z ′
l = pk−l + pμ−lza + pν−l1sb ∈ I�Ik,μ,ν 2� � 0 < l1 < l �

z, s = 1, ..., p− 1.

�
 Wl = pk−l + pμ−lw1a + pν−lw2b ∈ I�Ik,μ,ν 2� � 0 < l �

w1,2 = 1, ..., p− 1.
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����* $
�%�&�����)

��� k, μ, ν )�� ������� ���� �� 2�����A�� ��)�� C�� )�� �)�������
pk, pμa, pνb ∈ I � ��� w ∈ B{p} (Cp2) ��) C�� w ∈ I�Ik,μ,ν, ��������
������� C�� Ik,μ,ν ���� ��������� 2 �2������� �� )�� ��(������� :���)���
�� ����)��&

Ik,μ,ν <

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ik,μ,ν 〈X1〉 :=
〈
pμ−1a + pν−1xb

〉
+ Ik,μ,ν

caso1 :2 ≤ k <∞; ν + 1 ≤ μ ≤ k; 1 ≤ ν ≤ k − 1;
x = 1, 2, ..., p − 1

caso2 :2 ≤ k <∞;μ = ν; 1 ≤ ν ≤ k − 1;x = 1, 2, ..., p − 1

Ik,μ,ν 〈Y1〉 :=
〈
pk−1 + pν−1yb

〉
+ Ik,μ,ν

caso1 :3 ≤ k <∞; ν + 1 ≤ μ ≤ k − 1; 1 ≤ ν ≤ k − 2;
y = 1, 2, ..., p − 1

caso2 :2 ≤ k <∞;μ = ν; 1 ≤ ν ≤ k − 1; y = 1, 2, ..., p − 1
caso3 :2 ≤ k <∞;μ = ν − 1; 1 ≤ ν ≤ k − 1; y = 1, 2, ..., p − 1

Ik,μ,ν 〈W1〉 :=
〈
pk−1 + pμ−1w1a + pν−1w2b

〉
+ Ik,μ,ν

caso1 :3 ≤ k <∞; ν + 1 ≤ μ ≤ k − 1; 1 ≤ ν ≤ k − 2;
w1,2 = 1, 2, ..., p − 1

caso2 :2 ≤ k <∞;μ = ν; 1 ≤ ν ≤ k − 1;w1,2 = 1, 2, ..., p − 1
caso3 :2 ≤ k <∞;μ = k − 1; ν = k;w1 = −1;w2 = 1, 2, ..., p − 1

Ik,μ,ν 〈Z1〉 :=
〈
pk−1 + pμ−1za

〉
+ Ik,μ,ν

caso1 :2 ≤ k <∞; ν + 1 ≤ μ ≤ k − 1; 0 ≤ ν ≤ k − 2;
z = 1, 2, ..., p − 1

caso2 :2 ≤ k <∞;μ = ν; 1 ≤ ν ≤ k − 1; z = 1, 2, ..., p − 1
caso3 :2 ≤ k <∞;μ = k − 1; ν = k; z = −1

�	'�&�
�����)

�� 6'3'> ������� ���� )�� ����� 2���?)�� ����� 2� � w :

�
 ��
Xl = pμ−la + pν−lxb ∈ I�Ik,μ,ν

2� � 0 < l � x = 1, 2, ..., p− 1, 2� )� C�� pμ−1a + pν−1xb ∈
I�Ik,μ,ν, �)������ C�� �) ��)��2)��� 2� b ��2)��� C�� pμb ∈ I,
2� )� C�� ν ≤ μ.
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�
 ��
X ′

l = pk−l1s + pμ−la + pν−lxb ∈ I�Ik,μ,ν

2� � 0 < l1 < l � x, s = 1, 2, ..., p− 1, ������� C�� �) �)����4
�� pl1X ′

l ∈ I�Ik,μ,ν ��2)��� C�� pμ+l1−la + pν+l1−lxb 2� ������ �
I�Ik,μ,ν, �� ����� l1 − l < 0, 2� )� C�� ������ �� �) ���� 3 ��
���� ������ ���;�'

�
 ��
Yl = pk−l + pν−lyb ∈ I�Ik,μ,ν

2� � 0 < l � y = 1, 2, ..., p− 1, 2� )� C�� pk−1+pν−1yb 2� ������
� I�Ik,μ,ν, �)������ C�� �) ��)��2)��� 2� a ��2)��� C�� pk−1a ∈
I, 2� )� C�� μ ≤ k − 1, ������ �) ��)��2)��� 2� b ��2)��� C��
pk−1b ∈ I, 2� )� C�� ν ≤ k − 1 � ��������

ν < k, μ < k.

�
 ��
Y ′

l = pk−l + pμ−l1sa + pν−lyb ∈ I�Ik,μ,ν

2� � 0 < l1 < l � y, s = 1, 2, ..., p− 1, ������� C�� �) �)������
pl1Y ′

l ∈ I�Ik,μ,ν ��2)��� C�� �) �)������ pk+l1−l + pν+l1−lyb ∈
I�Ik,μ,ν, �� ����� l1 − l < 0, 2� )� C�� ������ �� �) ���� 6 ��
���� ������ ���;�'

�
 ��
Zl = pk−l + pμ−lza ∈ I�Ik,μ,ν

2� � 0 < l � z = 1, 2, ..., p− 1, 2� )� C�� pk−1+pμ−1za 2� ������
� I�Ik,μ,ν, �)������ C�� �) ��)��2)��� 2� a, ��2)��� C�� pk−1a ∈
I � �������� μ ≤ k − 1, ������ �) ��)��2)��� ���� �)������ 2� 
b �?������� C��

(
pk−1 + pμz

)
b ∈ I, 2� )� C��& �� μ ≤ k − 2,

�������� pμ
(
pk−1−μ + z

)
b ∈ I � ?��� pμb ∈ I, 2� )� C�� ν ≤ μ ≤

k − 2' 	+� � �� μ = k − 1, �������� pk−1 (1 + z) b ∈ I, 2� )� C��
�� p � 1 + z, �������� ν ≤ k − 1 � �� z = −1, �������� ν ≤ k, 2� 
)� C�� ������� )�� �����&

ν ≤ μ ≤ k − 1; z = 1, 2, ..., p− 1

�
ν = k; μ = k − 1; z = −1.
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�
 ��
Z ′

l = pk−l + pμ−lza + pν−l1sb ∈ I�Ik,μ,ν

2� � 0 < l1 < l � z, s = 1, 2, ..., p− 1, ������� C�� �) �)����4
�� pl1Z ′

l ∈ I�Ik,μ,ν, ��2)��� C�� pk+l1−l + pμ+l1−lza 2� ������ �
I�Ik,μ,ν, �� ����� l1 − l < 0, 2� )� C�� ������ �� �) ���� > ��
���� ������ ���;�'

�
 �� �)���� ��

Wl = pk−l + pμ−lw1a + pν−lw2b ∈ I�Ik,μ,ν

2� � 0 < l � w1,2 = 1, 2, ..., p− 1, �������� �?������� C�� pk−1+
pμ−1w1a + pν−1w2b ∈ I�Ik,μ,ν, �)������ C�� �) ��)��2)��� 2� a
��2)��� C�� pk−1a ∈ I, 2� )� C�� μ ≤ k−1, ������ �) ��)��2)��� 
2� b ������� C��

(
pk−1 + pμw1

)
b ∈ I, 2� )� C��& �� μ ≤ k − 2,

�������� pμ
(
pk−1−μ + w1

)
b ∈ I � �������� pμb ∈ I, 2� )� C��

ν ≤ μ ≤ k − 2' 	+� � �� μ = k − 1, �������� pk−1 (1 + w1) b ∈ I,
2� )� C�� �� p � 1 + w1, �������� ν ≤ k−1 � �� w1 = −1, ��������
ν ≤ k, 2� )� C�� ������� )�� �����&

ν ≤ μ ≤ k − 1; w1,2 = 1, 2, ..., p− 1.

ν = k; μ = k − 1; w1 = −1; w2 = 1, 2, ..., p− 1.

����. �+&	
������)

�� �) ������� �� Ik,μ,ν 〈X1〉 , ������� C�� �� �) �)������ Y1 2� ������
� I�Ik,μ,ν 〈X1〉 , �������� ���� ���� )� A� ���� �) ������� )�� ����)�� ��
)� :� �� Ik,μ,ν 〈Y1〉 , ���?�,� ���� ���� C�� �� W1 ∈ I�Ik,μ,ν 〈X1〉 , ��
C�� W1 −X1w1 = pk−1 + pν−1 (w2 − w1x) b ∈ I* �� ����� p � w2 −w1x
� �� �(��) :� �� �� Z1 ∈ I�Ik,μ,ν 〈X1〉 , �� C�� Z1 − X1z1 = pk−1 +
pν−1 (z2 − z1x) b ∈ I* �� ����� p � z2 − z1x, 2� )� C�� �� � ��9������
������� �) �)������ w ∈ I�Ik,μ,ν 〈X1〉 , 2� � )�� ����� 3 � .* �� ���� 
)�� �����

Xl, X
′
l ∈ I�Ik,μ,ν 〈X1〉 .
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	��)�(������* �� � ��9������ ������� � )�� ����)�� C�� ��� �� )�
:� �� Ik,μ,ν 〈Z1〉 2� �&

Zl, Z
′
l ∈ I�Ik,μ,ν 〈Z1〉 ,

�� C�� �� W1 ∈ I�Ik,μ,ν 〈X1〉 , ������� C�� �) �)������ W1−Z1z
−1w1 =

pk−1(1− z−1w1)+ pν−1w2b ∈ I* �� ����� p �� ��A��� � 1− z−1w1, 2� 
)� C�� ���� ���� �� ������� � 2� � Ik,μ,ν 〈Y1〉

�� )� ���� �� )�� ����)�� �� )� :� �� Ik,μ,ν 〈W1〉 , �� ������� � ���� �
��) ���� Ik,μ,ν 〈Y1〉 , �� C�� �� �) �)������ Wl ∈ I�Ik,μ,ν 〈W1〉 , ��������
pk−1 +pμ−1w′

1a+pν−1w′
2b ∈ I, 2� )� C�� pμ−1(w1−w′

1)a+pν−1(w2−
w2)b ∈ I, �� �����& �� p � w1 − w′

1, ������� C�� Y1 ∈ I�Ik,μ,ν ; �+� �
�� p | w1 − w′

1, �������� pk−2+pμ−2w1a+pμ−1w′
1a+pν−2w2b+pν−1w′

2b ∈
I, �)������ C�� �) ��)��2)��� 2� a ��2)��� C�� pμ−1(pk−μ−1 + w1)a +
pν−1w2b ∈ I, 2� )� C�� Y1 ∈ I�Ik,μ,ν.

�� B)���� ������� ���� )�� ����)�� Ik,μ,ν 〈Y1〉 2� �&

Xl, X
′
l , Yl, Y

′
l , Zl, Z

′
l , Wl ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1〉 .

����/ $
�%�&�����)

�E ��� k, μ, ν )�� ������� ���� �� 2�����A�� ��)�� C�� )�� �)�������
pk, pμa, pνb ∈ I � ��� w ∈ B{p} (Cp2) ��) C�� w ∈ I�Ik,μ,ν 〈X1〉 ,
�������� ������� C�� )�� ����)�� �� )� :� �� Ik,μ,ν 〈X1〉 , �����
���������� 2 �2������� ��&

Ik,μ,ν 〈X1〉 <

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ik,μ,ν 〈X2〉 :=
〈
pμ−2a + pν−2xb + pν−1x1b

〉
+ Ik,μ,ν

casos :3 ≤ k <∞; ν + 1 ≤ μ ≤ k; 2 ≤ ν ≤ k − 1;
x = 1, 2, ..., p − 1;x1 = 0, 1, ..., p − 1

Ik,μ,ν 〈X ′
2〉 :=〈

pk−1x2 + pμ−2a + pν−2xb + pν−1x1b
〉

+ Ik,μ,ν

casos :4 ≤ k <∞; ν + 1 ≤ μ ≤ k − 1; 2 ≤ ν ≤ k − 2;
x, x2 = 1, 2, ..., p − 1;x1 = 0, 1, ..., p − 1.
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?E��� k, μ, ν )�� ������� ���� �� 2�����A�� ��)�� C�� )�� �)�������
pk, pμa, pνb ∈ I � ��� w ∈ B{p} (Cp2) ��) C�� w ∈ I�Ik,μ,ν 〈X2〉 ,
�������� ������� C�� )�� ����)�� �� )� :� �� Ik,μ,ν 〈X2〉 , �����
���������� 2 �2������� ��&

Ik,μ,ν 〈X2〉 <

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ik,μ,ν 〈X3〉 :=〈
pμ−3a− pν−3b + pν−2x1b + pν−1x3b

〉
+ Ik,μ,ν

casos :4 ≤ k <∞;μ = ν + 1; 3 ≤ ν ≤ k − 1;
x1,3 = 0, 1, ..., p − 1.

Ik,μ,ν 〈X ′
3〉 :=〈

pk−1x4 + pμ−3a− pν−3b + pν−2x1b + pν−1x3b
〉

+ Ik,μ,ν

casos :5 ≤ k <∞;μ = ν + 1; 3 ≤ ν ≤ k − 2;
x4 = 1, 2, ..., p − 1;x1,3 = 0, 1, ..., p − 1.

�� ��� k, μ, ν )�� ������� ���� �� 2�����A�� ��)�� C�� )�� �)�������

pk, pμa, pνb ∈ I � ��� w ∈ B{p} (Cp2) ��) C�� w ∈ I�Ik,μ,ν 〈Xl〉 ,
�������� ������� C�� )�� ����)�� �� )� :� �� Ik,μ,ν 〈Xl〉 , 2� �

3 ≤ l ����� ���������� 2 �2������� ��&

Ik,μ,ν 〈Xl〉 <

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ik,μ,ν 〈Xl+1〉 :=〈
pμ−l−1a− pν−l−1b + pν−2x3b + pν−1x5b

〉
+ Ik,μ,ν

casos :5 ≤ k <∞;μ = ν + 1; 4 ≤ ν ≤ k − 1;
x3,5 = 0, 1, ..., p − 1.

Ik,μ,ν 〈X ′
l+1〉 :=〈

pk−1x6 + pμ−l−1a− pν−l−1b + pν−2x3b + pν−1x5b
〉

+
Ik,μ,ν

casos :6 ≤ k <∞;μ = ν + 1; 4 ≤ ν ≤ k − 2;
x6 = 1, 2, ..., p − 1;x3,5 = 0, 1, ..., p − 1;
3 ≤ l ≤ ν − 1.
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�	'�&�
�����)

�E' �� 6'3'0 ������� )�� ��(������� ����� 2� � w :

�
 �� Xl = pμ−la + pν−lx′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈X1〉 ������� C�� pμ−1a +
pν−1x′b ∈ I�Ik,μ,ν, 2� )� C�� �)  ���� )� X1, �?������� C��
pν−1 (x′ − x) b ∈ I, 2� )� C�� 2������ ��� �?� x′ = x + px1, ��
�����

pμ−2a + pν−2xb + pν−1x1b ∈ I�Ik,μ,ν 〈X1〉 ,
�)������ C�� �) ��)��2)��� 2� b ��2)��� C�� pμ−1b ∈ I, 2� )�
C�� ν < μ'

�
 �� X ′
l = pk−l1x2 + pμ−la + pν−lx′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈X1〉 �� �����

0 < l1 < l, ������� C�� pμ−1a+ pν−1x′b ∈ I�Ik,μ,ν, 2� )� C�� �)
 ���� )� X1, �?������� C�� �) �)������ pν−1 (x′ − x) b ∈ I, 2� 
)� C�� 2������ ��� �?� x′ = x + px1, �� �����

pk−1x2 + pμ−2a + pν−2xb + pν−1x1b ∈ I�Ik,μ,ν 〈X1〉 ,
�)������ C�� �) ��)��2)��� 2� a ��2)��� C�� pk−1a ∈ I, 2� )�
C�� μ ≤ k−1, ������ �) ��)��2)��� 2� b ��2)��� C�� pμ−1b ∈ I,
2� )� C�� ν < μ, ��� )� ���) C���� ������ ��� �) ������ � �� ����
2 �2�����;�'


?�� A���� C��& ��

Xl = pμ−la + pν−lxb + pν−l+1x′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈X ′
2〉

�� ����� 2 ≤ l* ������� C�� pμ−2a − pν−2b + pν−1x′b ∈ I�Ik,μ,ν

� �)  ���� )� ���� �)������ � X ′
2, �?������� C�� �) �)������

pk−1x2 + pν−1 (x1 − x′) b ∈ I, 2� )� C�� ���� ���� �� ������� �
2� � Ik,μ,ν 〈Y1〉 � �� �(��) :� �� �� X ′

l = pk−l1x4+pμ−la+pν−lxb+
pν−l+1x′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈X ′

2〉 �� ����� 0 < l1 < l � 2 ≤ l, 2� )� C��
�� 2 ≤ l1 ������� C�� pX l − Xla = pk−l1(p − a) ∈ I 2� )� C��
μ = k − 1, )� ���) ��2)��� C�� pk−1 − pμ−1a ∈ I, �)������ C�� �)
���� )� X1, ��2)��� C�� pk−1 +pν−1xb ∈ I, ���� C�� �� ������� �
� :���� 2���� �� �����* 2� )� C��&

����& �� )� ��(������ �� )� ������ ���;� �� ���� 2 �2�����;� 2���4
��� ������� � 

l1 = 1.
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�� )� ���� �� 

X ′
l = pk−1x4 + pμ−la + pν−lxb + pν−l+1x′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈X ′

2〉 ,
������� C�� pk−λx4 + pμ−2a + pν−2xb + pν−1x′b ∈ I, 2� � λ =
0, 1, �� ����� ������� �) ���� ���� �� 2� � λ = 0. �� � λ = 1,
������� C�� pk−1(x4−x2) + pν−1(x′−x1)b ∈ I�Ik,μ,ν, 2� )� C��
��?�� ����� �� ������� �� 2���� �� ����� 2� � Ik,μ,ν 〈Y1〉 .
?E' �� 6'3'0 ������� )�� ��(������� ����� 2� � w :

�
 �� Xl = pμ−la + pν−lxb + pν−l+1x′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈X2〉 �� �����
2 ≤ l* 2� )� C�� pμ−2a + pν−2xb + pν−1x′b ∈ I�Ik,μ,ν � �)
 ���� )� X2, �?������� C�� �)������ pν−1 (x′ − x1) b ∈ I, 2� )�
C�� x′ = x1 + px3, �� ����� 3 ≤ l 2� )� C��

pμ−3a + pν−3xb + pν−2x1b + pν−1x3b ∈ I�Ik,μ,ν 〈X2〉
� �) ��)��2)��� 2� b ��2)��� C�� (pμ−2 + pν−1x) b ∈ I�Ik,μ,ν, ��
����� ν − 1 ≤ μ− 2, 2� )� C�� ν − 1 = μ− 2, � ?��� ν = μ− 1,
��� )� ���) 2������  ���� �?� x = −1 � ��������

pμ−3a− pν−3b + pν−2x1b + pν−1x3b ∈ I�Ik,μ,ν 〈X2〉 ,
�� ����� ν = μ− 1 ≤ k − 1; 3 ≤ l.

�
 �� X ′
l = pk−1x4 + pμ−la + pν−lxb + pν−l+1x′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈X2〉 ��

����� x4 �= 0 � 2 ≤ l.�� l = 2 ������� C�� pk−1x4 + pμ−2a +
pν−2xb+pν−1x′b ∈ I�Ik,μ,ν, 2� )� C�� �)  ���� )� X2, �?�������
C�� pk−1x4 + pν−1 (x′ − x1) b ∈ I, �� ����� p � x4, 2� )� C��
���� ���� �� ������� � 2���� �� ����� 2� � Ik,μ,ν 〈Y1〉 � ��������
2������ ������� � �) ���� 3 ≤ l, 2� )� C�� pk−1x4 + pμ−3a +
pν−3xb + pν−2x′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈X2〉 , �) ��)��2)��� �) �)������ ��4
�� �� 2� b ��2)��� C��

(
pk−1x4 + pμ−2 + pν−1x

)
b ∈ I, �� �����

ν − 1 ≤ μ − 2 ≤ k − 2, 2� )� C�� (pμ−2 + pν−1x) b ∈ I, �� C��
ν ≤ k− 1, )� ���) ��2)��� C�� ν− 1 = μ− 2 � ?��� ν = μ− 1, 2� 
)� C�� 2������  ���� �?� x = −1, �?�������� C��

pk−1x4 + pμ−3a− pν−3b + pν−2x′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈X2〉
�� ����� pμ−2a − pν−2b + pν−1x′b ∈ I�Ik,μ,ν, �)������ C�� �)
 ���� )� X2, ��2)��� C�� x′ = x1 + px3 � ��������

pk−1x4 + pμ−3a− pν−3b + pν−2x1b + pν−1x3b ∈ I�Ik,μ,ν 〈X2〉 ,
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�)������ C�� �) ��)��2)��� 2� a ��2)��� C�� pk−1x4a ∈ I, 2� 
)� C�� μ ≤ k − 1 � ������ μ = ν − 1; 3 ≤ l, ��� )� ���) C����
������ ��� �) ������ ? �� ���� 2 �2�����;�'


?�� A���� C�� ��

Xl = pμ−la− pν−lb + pν−l+1x′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈X ′
3〉

�� ����� 3 ≤ l* ������� C�� pμ−3a− pν−3b + pν−2x′b ∈ I�Ik,μ,ν,
2� )� C�� pμ−2a − pν−2b + pν−1x′b ∈ I�Ik,μ,ν, � �)  ���� )� X2,
�?������� C�� pν−1(x′−x1)b ∈ I�Ik,μ,ν � �������� x′ = x1 +px′′,
��� )� ���) pμ−3a−pν−3b+pν−2x1b+pν−1x′′b ∈ I�Ik,μ,ν, � �)  ���� 4
)� ���� �)������ � X ′

3, �?������� C�� pk−1x2 + pν−1 (x3 − x′′) b ∈
I, 2� )� C�� ���� ���� �� ������� � 2���� �� ����� 2� � Ik,μ,ν 〈Y1〉 .
�� �(��) :� �� ��

X ′
l = pk−1x6 + pμ−la− pν−lb + pν−l+1x′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈X ′

3〉
�� ����� x6 �= 0 � 3 ≤ l, ������� C�� pk−λx4 + pμ−3a− pν−3b +
pν−2x′b ∈ I, 2� � λ = 0, 1, �� ����� ������� �) ���� ���� �� 
2� � λ = 0. �� � λ = 1, 2����� C�� pμ−2a− pν−2b + pν−1x′b ∈ I,
������� C�� x′ = x1 + px′′, 2� )� C�� pk−1x6 + pμ−3a− pν−3b +
pν−2x1b + pν−1x′′b ∈ I, �)������ C�� �)  ���� )� X ′

3 ��2)��� C��
pk−1(x6−x4)+ pν−1(x′′−x2)b ∈ I�Ik,μ,ν, 2� )� C�� ��?�� �����
�� ������� �� 2���� �� ����� 2� � Ik,μ,ν 〈Y1〉 .
�E' �� � �) ������� �� )�� ����)�� Ik,μ,ν 〈Xl〉 �� ����� 3 ≤ l, �� :���)
A� C��

Ik,μ,ν 〈Xl〉 <

{
Ik,μ,ν 〈Xl+1〉
Ik,μ,ν 〈X ′

l+1〉
������� ���� �� 6'3'0 )�� ��(������� ����� 2� � w :

�
 Xr = pμ−ra− pν−rb + pν−r+1x′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Xl〉 2� � 3 ≤ r.

�
 X ′
r = pk−1x6 + pμ−ra − pν−rb + pν−r+1x′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Xl〉 2� �

3 ≤ r'

����& ���� 2� �� �� )� 2 �2�����;� �� ������� � 2� �������;�
2� � l.
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�E ��� k, μ, ν )�� ������� ���� �� 2�����A�� ��)�� C�� )�� �)�������
pk, pμa, pνb ∈ I � ��� w ∈ B{p} (Cp2) ��) C�� w ∈ I�Ik,μ,ν 〈Z1〉 ,
�������� ������� C�� )�� ����)�� �� )� :� �� Ik,μ,ν 〈Z1〉 , �����
���������� 2 �2������� ��&

Ik,μ,ν 〈Z1〉 <

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ik,μ,ν 〈Z2〉 :=
〈
pk−2 − pμ−2a + pμ−1z1a

〉
+ Ik,μ,ν

caso1 :3 ≤ k <∞;μ = k − 1; 0 ≤ ν ≤ k − 1;
z1 = 0, ..., p− 1

caso2 :3 ≤ k <∞;μ = k − 1; ν = k; z1 = 0

Ik,μ,ν 〈Z ′
2〉 :=〈

pk−2 − pμ−2a + pμ−1z1a + pν−1z2b
〉

+ Ik,μ,ν

caso1 :3 ≤ k <∞;μ = k − 1; 1 ≤ ν ≤ k − 1;
z1 = 0, ..., p− 1; z2 = 1, ..., p − 1

caso2 :3 ≤ k <∞;μ = k − 1; ν = k;
z1 = 0; z2 = 1, ..., p − 1.

?E ��� k, μ, ν )�� ������� ���� �� 2�����A�� ��)�� C�� )�� �)�������
pk, pμa, pνb ∈ I � ��� w ∈ B{p} (Cp2) ��) C�� w ∈ I�Ik,μ,ν 〈Zl〉 ,
�������� ������� C�� )�� ����)�� �� )� :� �� Ik,μ,ν 〈Zl〉 2� � 2 ≤ l,
����� ���������� 2 �2������� ��&

Ik,μ,ν 〈Zl〉 <

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ik,μ,ν 〈Zl+1〉 :=
〈
pk−l−1 − pμ−l−1a + pμ−1z3a

〉
+ Ik,μ,ν

caso1 :4 ≤ k <∞;μ = k − 1; 0 ≤ ν ≤ k − 1;
2 ≤ l ≤ k − 2; z3 = 0, ..., p − 1

caso2 :4 ≤ k <∞;μ = k − 1; ν = k;
2 ≤ l ≤ k − 2; z3 = 0

Ik,μ,ν 〈Z ′
l+1〉 :=〈

pk−l−1 − pμ−l−1a + pμ−1z3a + pν−1z4b
〉

+ Ik,μ,ν

caso1 :4 ≤ k <∞;μ = k − 1; 1 ≤ ν ≤ k − 1;
2 ≤ l ≤ k − 2; z3 = 0, ..., p − 1;
z4 = 1, ..., p − 1

caso2 :4 ≤ k <∞;μ = k − 1; ν = k;
2 ≤ l ≤ k − 2; z3 = 0;
z4 = 1, ..., p − 1.
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�E' �� 6'3'0 ������� )�� ��(������� ����� 2� � w :

�
 ��
Zl = pk−l + pμ−lz′a ∈ I�Ik,μ,ν 〈Z1〉

������� C�� pk−1 + pμ−1z′a ∈ I�Ik,μ,ν, 2� )� C�� �)  ���� )� Z1,
�?������� C�� pμ−1 (z′ − z) a ∈ I, 2� )� C�� 2������ ��� �?� 
z′ = z + pz1, �� ����� pk−2 + pμ−2za + pμ−1z1a ∈ I�Ik,μ,ν 〈Z1〉 ,
	+� �* �) ��)��2)��� ���� �)������ 2� a, �?������� C�� k−2 +
pμ−1z)a ∈ I, )� ���) ��2)��� C�� μ = k − 1 � 2� )� ���) 2���4
���  ���� �?� z = −1, �?�������� C�� pk−2 − pμ−2a + pμ−1z1a ∈
I�Ik,μ,ν 〈Z1〉 , �)������ C�� �) ��)��2)��� 2� b ��2)��� pμz1b ∈
I, 2� )� C�� �� z1 �= 0, �������� ν ≤ μ = k − 1 � �� �) ���� ��
C�� z1 = 0, �� �������  ��� �������� 2� � ν, 2� )� C�� ν ≤ k.

�
 ��
Z ′

l = pk−l + pμ−lz′a + pν−l1z2b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Z1〉
�� ����� 0 < l1 < l, ������� C�� pk−1 + pμ−1z′a ∈ I�Ik,μ,ν, 2� 
)� C�� �� ���� � ���)�(� �) ���� 3 �� ���� ������* 2������ ��4
� �?� z′ = z + pz1, �� ����� pk−2 +pμ−2za+pμ−1z1a+pν−1z2b ∈
I�Ik,μ,ν 〈Z1〉 , �)������ C�� �) ��)��2)��� 2� a ��2)��� C�� k−2+
pμ−1z)a ∈ I, 2� )� C�� μ = k − 1, ��� )� ���) 2������  ��4
�� �?� z = −1, �?�������� C�� pk−2−pμ−2a+pμ−1z1a+pν−1z2b ∈
I�Ik,μ,ν 〈Z1〉 , ������ �) ��)��2)��� 2� b ��2)��� C�� pμz1b ∈ I,
2� )� C�� �� z1 �= 0, �������� ν ≤ μ = k − 1 � �� �) ���� �� C��
z1 = 0, �� �������  ��� �������� 2� � ν, 2� )� C�� ν ≤ k, ��� )�
���) C���� ������ ��� �) ������ � �� ���� 2 �2�����;�'


?�� A���� C��& ��

Zl = pk−l − pμ−la + pμ−l+1z′a ∈ I�Ik,μ,ν 〈Z ′
2〉

�� ����� 2 ≤ l* ������� C�� pk−2−pμ−2a+pμ−1z′a ∈ I�Ik,μ,ν � �)
 ���� )� ���� �)������ � Z ′

2, �?������� C�� �) �)������ pμ−1(z1−
z′)a + pν−1z2b ∈ I, �� ����� z2 �= 0, 2� )� C�� 2������  ���� �)
�)������ Z1(z1 − z′), �?�������� C�� pk−1(z1 − z′) + pν−1z2b ∈ I,
2� )� C�� ���� ���� �� ������� � 2� � Ik,μ,ν 〈Y1〉 � �� �(��) :� ��
�� Z ′

l = pk−l − pμ−la + pμ−l+1z′a + pν−l1z4b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Z ′
2〉 ��

����� 0 < l1 < l, � 2 ≤ l, 2� )� C�� �� 2 ≤ l1 ������� C��
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�) ��)��2)��� 2� a, �?������� C�� pμ−l+2z′a + pν−l1+1z4b ∈ I
�� ����� pμ−1z′a + pν−1z4b ∈ I � �) ���� )� Z1z

′, ��2)��� C��
pk−1z′+pν−1z4b ∈ I, ���� C�� �� ������� � � :���� 2���� �� �����*
2� )� C��&

����& �� )� ��(������ �� )� ������ ���;� �� ���� 2 �2�����;� 2���4
��� ������� � l1 = 1. �� )� ���� �� ���� ���� C��

Z ′
l = pk−l − pμ−la + pμ−l+1z′a + pν−1z4b ∈

I�Ik,μ,ν 〈Z ′
2〉 ,

������� C�� pk−2−pμ−2a+pμ−1z′a+pν−λz4b ∈ I, 2� � λ = 0, 1, ��
����� ������� �) ���� ���� �� 2� � λ = 0. �� � λ = 1, �������
C�� pμ−1(z1 − z′)a + pν−1(z2 − z4)b ∈ I�Ik,μ,ν, � �) ���� )� �)
�)������ Z1(z1−z′), �?������� C�� pk−1(z1−z′)+pν−1(z2−z4)b ∈
I�Ik,μ,ν, 2� )� C�� ��?�� ����� �� ������� �� 2���� �� �����
2� � Ik,μ,ν 〈Y1〉 .

?E' �� � �) ������� �� )�� ����)�� Ik,μ,ν 〈Zl〉 �� ����� 2 ≤ l, �� :���)
A� C��

Ik,μ,ν 〈Zl〉 <
{

Ik,μ,ν 〈Zl+1〉
Ik,μ,ν 〈Z ′

l+1〉
������� ���� �� 6'3'0 )�� ��(������� �����&

�
 Zr = pk−r − pμ−ra + pμ−r+1z′a ∈ I�Ik,μ,ν 〈Zl〉 2� � 2 ≤ r.

�
 Z ′
r = pk−r − pμ−ra + pμ−r+1z′a + pν−1z4b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Zl〉 2� �

2 ≤ r'

����& ���� 2� �� �� )� 2 �2�����;� �� ������� � 2� �������;�
2� � l.
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��� k, μ, ν )�� ������� ���� �� 2�����A�� ��)�� C�� )�� �)�������
pk, pμa, pνb ∈ I � ��� w ∈ B{p} (Cp2) ��) C�� �) �)������ w ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1〉 ,
�������� ������� C�� )�� ����)�� �� )� :� �� Ik,μ,ν 〈Y1〉����� ����������
2 �2������� ��&

Ik,μ,ν 〈Y1〉 <

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ik,μ,ν 〈Y1,X1〉 :=
〈[

pk−1 + pν−1yb
]
;
[
pμ−1a + pν−1xb

]〉
+

Ik,μ,ν

caso1 :3 ≤ k <∞; ν + 1 ≤ μ ≤ k − 1; 1 ≤ ν ≤ k − 2;
x, y = 1, ..., p − 1

caso2 :2 ≤ k <∞;μ = ν; 1 ≤ ν ≤ k − 1;
x, y = 1, ..., p − 1

�	'�&�
�����)

�� 6'3'0 ������� )�� ��(������� ����� ����� 2� � w :

�
 ��
Xl = pμ−la + pν−lxb ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1〉

�� ����� 0 < l � x = 1, 2, ..., p− 1, 2� )� C�� pμ−1a + pν−1xb ∈
I�Ik,μ,ν, �)������ C�� �) ��)��2)��� 2� b ��2)��� C�� pμb ∈ I,
�� ����� ν ≤ μ � ������ μ ≤ k − 1.

�
 ��
X ′

l = pk−l1s + pμ−la + pν−lxb ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1〉
2� � 0 < l1 < l � x, s = 1, 2, ..., p− 1, ������� C�� �) �)������
pμ−1a + pν−1xb ∈ I, 2� )� C�� ������ �� �) ���� 3 �� ���� ��4
���� ���;�'

�
 ��
Yl = pk−l + pν−ly′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1〉

2� � 0 < l � y = 1, 2, ..., p− 1. !������ C�� pk−1 + pν−1y′b ∈ I,
2� )� C�� �)  ���� )� Y1, �?������� C�� pν−1(y′ − y)b ∈ I 2� 
)� ���) 2������ ��� �?� y′ = y + py1 � �������� 2 ≤ l, 2� 
)� ���) pk−2 + pν−2yb + pν−1y1b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1〉 , �)������ C��
�) ��)��2)��� 2� a ��2)��� C�� pk−2a + pν−1yb ∈ I, �� �����
μ = k − 1, 2� )� C�� ������ �� �) ���� 3 �� ���� ������ ���;�'
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�
 ��
Y ′

l = pk−l + pμ−l1sa + pν−ly′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1〉
2� � 0 < l1 < l � y, s = 1, 2, ..., p− 1.!������ C�� �) �)������
pk−1 + pν−1y′b ∈ I, 2� )� C�� �� ���� � ���)�(� �) ���� 6*
2������ ��� �?� y′ = y + py1 � �������� 2 ≤ l, 2� )� ���)
pk−2 + pμ−1sa + pν−2yb + pν−1y1b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1〉 , �)������ C��
�) ��)��2)��� 2� a ��2)��� C�� pk−2a + pν−1yb ∈ I, �� �����
μ = k − 1, 2� )� C�� ������ �� �) ���� 3 �� ���� ������ ���;�'

�
 ��
Zl = pk−l + pμ−lza ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1〉

2� � 0 < l � z = 1, 2, ..., p− 1. !������ C�� pk−1 + pμ−1za ∈ I,
�)������ C�� �)  ���� )� Y1 ��2)��� C�� pμ−1zaν−1yb ∈ I* 2� )�
C�� ������ �� �) ���� 3 �� ���� ������ ���;�'

�
 ��
Z ′

l = pk−l + pμ−lza + pν−l1sb ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1〉
2� � 0 < l1 < l � z, s = 1, 2, ..., p− 1. !������ C�� �) �)������
pk−1 + pμ−1za ∈ I, 2� )� C�� ������ �� �) ���� ���� �� �� ����
������ ���;�'

�
 ��
Wl = pk−l + pμ−lw1a + pν−lw2b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1〉

2� � 0 < l � w1,2 = 1, 2, ..., p− 1.!������ C�� pk−1 + pμ−1w1a +
pν−1w2b ∈ I, �)������ C�� �)  ���� )� Y1 ��2)��� C�� pμ−1w1a +
pν−1(w2 − y)b ∈ I* 2� )� C�� ������ �� �) ���� 3 �� ���� ��4
���� ���;� � ��� )� ���) C���� ������ ��� ���� 2 �2�����;�'
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��� k, μ, ν )�� ������� ���� �� 2�����A�� ��)�� C�� )�� �)�������
pk, pμa, pνb ∈ I � ��� w ∈ B{p} (Cp2) �� �)������ ��) C�� w 2� ������
� I�Ik,μ,ν 〈Y1, X1〉 , ������� C�� Ik,μ,ν 〈Y1, X1〉 ���� ��������� 2 �2��4
����� �� )�� ��(������� :���)��� �� ����)��&

Ik,μ,ν 〈Y1,X1〉 <

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ik,μ,ν 〈Y1,X2〉 :=〈[
pk−1 + pν−1yb

]
;
[
pμ−2a + pν−2xb + pν−1x1b

]〉
+ Ik,μ,ν

casos :4 ≤ k <∞; ν + 1 ≤ μ ≤ k − 1; 2 ≤ ν ≤ k − 2;
x, y = 1, 2, ..., p − 1;x1 = 0, ..., p − 1

Ik,μ,ν 〈Y2〉 :=
〈
pk−2 + pν−2yb + pν−1y1b

〉
+ Ik,μ,ν

casos :4 ≤ k <∞;μ = k − 1; 2 ≤ ν ≤ k − 2;
y = 1, 2, ..., p − 1; y1 = 0, ..., p − 1

Ik,μ,ν 〈W2〉 :=〈
pk−2 + pμ−2w3a + pν−2(1 + w3)yb + pν−1w4b

〉
+ Ik,μ,ν

casos :4 ≤ k <∞;μ = k − 1; 2 ≤ ν ≤ k − 2;
w3 = 1, 2, ..., p − 2;w4 = 0, ..., p − 1;
y = 1, ..., p − 1

Ik,μ,ν 〈Y1, Z2〉 :=〈[
pk−1 + pν−1yb

]
;
[
pk−2 − pμ−2a + pμ−1z1a

]〉
+ Ik,μ,ν

casos :3 ≤ k <∞;μ = k − 1; 1 ≤ ν ≤ k − 1;
z1 = 0, ..., p − 1; y = 1, 2, ..., p − 1

�	'�&�
�����)

�� 6'3'0 ������� ���� )�� ����� 2���?)�� ����� 2� � w :

�
 �� Xl = pμ−la + pν−lx′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, X1〉 . !������ C�� Xl ∈
I�Ik,μ,ν 〈X1〉 2� )� C�� �� )� 2 �2�����;� 6'3'8* ������ �* 2� ��
3* ������� C�� pμ−2a + pν−2xb + pν−1x1b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, X1〉 , ��
����� ν < μ ≤ k − 1.
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�
 �� X ′
l = pk−l1x2 + pμ−la + pν−lx′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, X1〉 . !������

C�� X ′
l ∈ I�Ik,μ,ν 〈X1〉 �� ����� 0 < l1 < l, 2� )� C�� �� )�

2 �2�����;� 6'3'8* ������ �* 2� �� .* ������� C�� pk−1x2 + pμ−2a+
pν−2xb+pν−1x1b 2� ������ � I�Ik,μ,ν 〈Y1, X1〉 , 2� )� C�� �)  ���� 4
)� Y1x2 �?������� C�� �) �)������ pμ−2a + pν−2xb + pν−1(x1 −
x2)b ∈ I, 2� )� C�� ������ �� �) ���� 3 �� ���� ������ ���;�'

�
 �� Yl = pk−l + pν−ly′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, X1〉 . !������ C�� �) �)�4
����� Yl 2� ������ � I�Ik,μ,ν 〈Y1〉 2� )� C�� �� )� 2 �2�����;�
6'3'3/* 2� �� 6* �?������� C�� pk−2 + pν−2yb + pν−1y1b 2� ������
� I�Ik,μ,ν 〈Y1, X1〉 , �)������ C�� �) ��)��2)��� 2� a ��2)��� C��
pk−2a + pν−1yb ∈ I, �� ����� μ = k − 1, 2� )� C�� x = y �
ν ≤ k − 2.

�
 �� Y ′
l = pk−l + pμ−l1sa+ pν−ly′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, X1〉 . !������ C��

Y ′
l ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1〉 2� )� C�� �� )� 2 �2�����;� 6'3'3/* 2� �� 7*

�?������� C�� pk−2+pμ−1sa+pν−2yb+pν−1y1b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, X1〉 ,
�)������ C�� �)  ���� )� X1s ��2)��� pk−2 + pν−2yb + pν−1(y1 −
xs)b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, X1〉 , 2� )� C�� ������ �� �) ���� 6 �� ����
������ ���;�'

�
 �� Zl = pk−l + pμ−lz′a ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, X1〉 . !������ C�� Zl ∈
I�Ik,μ,ν 〈Z1〉 , �� ����� Z1 = Y1 − X1(x

−1y), 2� )� C�� �� )�
2 �2�����;� 6'3'=* ������ �* 2� �� 3* �?������� C�� pk−2−pμ−2a+
pμ−1z1a 2� ������ � I�Ik,μ,ν 〈Y1, X1〉 , �� ����� ν ≤ μ = k − 1.

�
 �� Z ′
l = pk−l + pμ−lz′a + pν−l1z2b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, X1〉' !������

C�� Z ′
l ∈ I�Ik,μ,ν 〈Z1〉 , �� ����� Z1 = Y1−X1(x

−1y), 2� )� C��
�� )� 2 �2�����;� 6'3'=* ������ �* 2� �� .* �?������� C�� pk−2 −
pμ−2a+pμ−1z1a+pν−1z2b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Z1〉 , 2� )� C�� �)  ���� )� �)
�)������ X1(x

−1z2), ��2)��� C�� pk−2−pμ−2a+pμ−1(z1−x−1z2)a
2� ������ � I�Ik,μ,ν 〈Y1, X1〉 , 2� )� C�� ������ �� �) ���� > ��
���� ������ ���;�'

�
 �� �)���� �� Wl = pk−l + pμ−lw3a + pν−l
4b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, X1〉 .

!������ C�� W l ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1〉 2� )� C�� pk−1 + pμ−1w3a +
pν−1w4b ∈ I, �)������ C�� �)  ���� )� Y1 ��2)��� C�� pμ−1w3a +
pν−1(w4− y)b ∈ I, �+� � �)  ���� )� � ���� B)���� �)������ X1w3,
�?������� C�� pν−1(w4 − y − xw3)b ∈ I, 2� )� C�� 2������
 ���� �?� w4 := y + xw3 + pw4, 2� )� C�� 2 ≤ l � ��������
pk−2+pμ−2w3a+pν−2(y+xw3)b+pν−1w4b ∈ I � �) ��)��2)��� 2� a
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�?������� C�� pk−2a+pμ−1w3a+pν−1(y+xw3)b ∈ I, 2� )� C�� �)
 ���� )� � ���� �)������ X1w3, �?������� C�� pk−2a+pν−1yb ∈ I,
2� )� C�� μ = k − 1 � y = x �?�������� C�� pk−2 + pμ−2w3a +
pν−2(1+w3)yb+pν−1w4b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, X1〉 , �� ����� w3 �= p−1
� �������� �) ��)��2)��� 2� b, �?������� C�� pk−2b ∈ I, 2� )�
C�� ν ≤ k − 2, ��� )� ���) C���� ������ ��� ���� 2 �2�����;�'

������ �+&	
������)

�� �) ������� �� Ik,μ,ν 〈Y1, X2〉 , ������� C�� �� �) �)������ Y2 ∈
I�Ik,μ,ν 〈Y1, X2〉 , �������� ���� ���� )� ������� ���� 2� � )�� ����)��
Ik,μ,ν 〈Y2〉 , ���)�(������ �� W2 2� ������ � I�Ik,μ,ν 〈Y1, X2〉 , �������
C�� W2 −X2w3 ∈ I, �) ���) �� �� �)������ �� )� :� �� Y2 � �� �(��)
:� �� �� Z2 ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, X2〉 , �� C�� Z2 + X2 − X1z1 ∈ I �� ��
�)������ �� )� :� �� Y2, 2� )� C�� �� � ��9������ ������� �) �)������
w ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, X2〉 , 2� � )�� �����

Xl, X
′
l ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, X2〉 .

	��)�(������* �� � ��9������ ������� )�� ����)�� C�� ��� �� )� :� 4
�� Ik,μ,ν 〈Y1, Z2〉 2� �&

Zl, Z
′
l ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, Z2〉 ,

�� C�� �� W2 ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, Z2〉 , ������� C�� �) �)������ W2+Z2w3−
X1z1w3 ∈ I, �) ���) �� �� �)������ �� )� :� �� Y2, 2� )� C�� ���� ����
�� ������� � 2� � Ik,μ,ν 〈Y2〉 .

�� )� ���� �� )�� ����)�� �� )� :� �� Ik,μ,ν 〈W2〉 , �� ������� � ���� �
��) ���� Ik,μ,ν 〈Y2〉 , �� C�� �� �) �)������ Wl ∈ I�Ik,μ,ν 〈W2〉 , ��������
pk−2 + pμ−2

3 + pν−2(1 + 3)yb+ pν−1
4b ∈ I, 2� )� C�� pμ−2(w3−w′

3)a+
pν−2(w3 − w′

3)yb + pν−1(w4 − w′
4)b ∈ I, �� �����& �� p � (w3 − w′

3),
������� C�� Y2 ∈ I�Ik,μ,ν ; �+� �* �� �) ���� C�� w′

3 = w3, ��������
pk−3 + pμ−3w3a + pν−3(1 + w3)yb + pν−2sb ∈ I 2� � �)(B� s, 2� )� C��
�) ��)��2)��� 2� a �?������� C�� pμ−2a + pν−2yb + pν−1sb ∈ I, )�
���) ��2)��� C�� Y2 ∈ I�Ik,μ,ν.

�� B)���� ������� ���� )�� ����)�� Ik,μ,ν 〈Y2〉 2� �&

Xl, X
′
l , Yl, Y

′
l , Zl, Z

′
l , Wl ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2〉 .
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�E ��� k, μ, ν )�� ������� ���� �� 2�����A�� ��)�� C�� )�� �)�������
pk, pμa, pνb ∈ I � ��� w ∈ B{p} (Cp2) ��) C�� w ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, X2〉 ,
�������� ������� C�� )�� ����)�� �� )� :� �� Ik,μ,ν 〈Y1, X2〉 , �����
���������� 2 �2������� ��&

Ik,μ,ν 〈Y1,X2〉 <

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ik,μ,ν 〈Y1,X3〉 :=
〈[

pk−1 + pν−1yb
]
;[

pμ−3a− pν−3b + pν−2x1b + pν−1x3b
]〉

+ Ik,μ,ν

casos :5 ≤ k <∞;μ = ν + 1;
3 ≤ ν ≤ k − 2; y = 1, ..., p − 1;
x1,3 = 0, ..., p − 1

Ik,μ,ν 〈X3〉 :=
〈
pk−2x4 + pμ−3a− pν−3b+

pν−2(x1 − x4)b + pν−1x3b
〉

+ Ik,μ,ν

casos :5 ≤ k <∞;μ = k − 1; ν = k − 2;
x4 = 1, ..., p − 1;x1,3 = 0, ..., p − 1.

?E ��� k, μ, ν )�� ������� ���� �� 2�����A�� ��)�� C�� )�� �)�������

pk, pμa, pνb ∈ I � ��� w ∈ B{p} (Cp2) ��) C�� w ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, Xl〉 ,
�������� ������� C�� )�� ����)�� �� )� :� �� Ik,μ,ν 〈Y1, Xl〉 , 2� �

3 ≤ l ����� ���������� 2 �2������� ��&

Ik,μ,ν 〈Y1,Xl〉 , <

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ik,μ,ν 〈Y1,Xl+1〉 :=
〈[

pk−1 + pν−1yb
]
;[

pμ−l−1a− pν−l−1b + pν−2x3b + pν−1x5b
]〉

+
Ik,μ,ν

casos :6 ≤ k <∞;μ = ν + 1; 4 ≤ ν ≤ k − 2;
x3,5 = 0, 1, ..., p − 1; y = 1, ..., p − 1;
3 ≤ l ≤ ν − 1

Ik,μ,ν 〈X ′′
l+1〉 =

〈
pk−2x6 + pμ−l−1a− pν−l−1b+

pν−2(x3 − x6)b + pν−1x5b
〉

+ Ik,μ,ν

casos :6 ≤ k <∞;μ = k − 1; ν = k − 2;
x6 = 1, 2, ..., p − 1;x3,5 = 0, 1, ..., p − 1;
3 ≤ l ≤ ν − 1
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�E' �� 6'3'3. ������� )�� ��(������� ����� 2� � w :

�
 ��

Xl = pμ−la + pν−lxb + pν−l+1x′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, X2〉 ,
!������ C�� Xl ∈ I�Ik,μ,ν 〈X2〉 , 2� )� C�� �� )� 2 �2�����;�
6'3'8* ������ ?* 2� �� 3* �?������� C��

pμ−3a− pν−3b + pν−2x1b + pν−1x3b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, X2〉 ,
�� ����� ν = μ− 1 ≤ k − 2, 3 ≤ l.

�
 ��

X ′
l = pk−l1x4 + pμ−la + pν−lxb + pν−l+1x′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, X2〉 ,

�� ����� 0 < l1 < l. 
?�� A���� C�� �� l1 = 1, �) �)������
X ′

l−Y1x4 ∈ I, �� �� )� :� �� Xl, 2� )� C�� ������ �� �) ���� 3 ��
���� ������' 	+� � �� 2 < l1, ������� C�� pX ′

l−aX ′
l = pk−l1+1x4−

pk−l1x4a ∈ I, �� ����� μ = k − 1, 2� )� C�� pk−2 − pμ−2a ∈ I,
�)������ C�� �) ���� )� ��� X2 ��2)��� C�� Y2 ∈ I, 2� )� C�� ��
)� ��(������ �� ���� ������ ���;� 2������ ������� � B���������
�) ����&

l1 = 2

2� )� C�� ������� �) �)������ X ′
l = pk−2x4 + pμ−la + pν−lxb +

pν−l+1x′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, X2〉 . �� �) ���� �� C�� 4 ≤ l, ������
�� �) ���� 3 �� ���� ������* 2� )� C�� ������� pk−2x4 + pμ−3a +
pν−3xb + pν−2x′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, X2〉 , �)������ C�� �) ��)��2)��� 
2� 2� b ��2)��� C�� (pμ−2 + pν−1x) b ∈ I, 2� )� C�� ν−1 = μ−2
� ?��� ν = μ−1, 2� )� C�� 2������  ���� �?� x = −1, �?������4
�� C�� X ′

3 = pk−2x4 +pμ−3a−pν−3b+pν−2x′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1,X2〉 .

?�� A���� C�� pX ′

l − aX ′
l = pk−1x4 − pk−2x4a ∈ I, 2� )� C��

μ = k − 1, )� ���) ��2)��� C�� pk−1 − pμ−1a ∈ I, �)������ C�� �)
���� )� X1, ��2)��� C��

pk−1 − pν−1b ∈ I,

2� )� C�� 2������  ���� �?� y = −1. 	+� � �) ��)��2)��� X ′
3

2� p, �?������� C�� pk−1x4 + pμ−2a − pν−2b + pν−1x′b ∈ I, 2� 
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)� C�� pμ−2a−pν−2b+pν−1(x′ +x4)b ∈ I, �)������ C�� �)  ���� )�
X2, ��2)��� C�� x′ �� �(��) � x1 − x4 + px3 � ��������

pk−2x4+pμ−3a−pν−3b+pν−2(x1−x4)b+pν−1x3b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, X2〉 ,
�� ����� μ = k− 1 � ν = k− 2, ��� )� ���) C���� ������ ��� �)
������ � �� ���� 2 �2�����;�'


?�� A���� C�� ��

Xl = pμ−la− pν−lb + pν−l+1x′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈X ′
3〉

�� ����� 3 ≤ l* ������� C�� pμ−3a−pν−3b+pν−2x′b ∈ I, 2� )� C��
�)  ���� )� ���� �)������ � X ′

3, �?������� C�� pk−2x4+pν−2sb ∈ I,
2� � �)(B� s, 2� )� C�� ���� ���� �� ������� � 2���� �� ����� 2� �
Ik,μ,ν 〈Y2〉 . �� �(��) :� �� ��

X ′
l = pk−2x′

4 + pμ−la− pν−lb + pν−l+1x′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈X ′
3〉

�� ����� ������� �) ���� ���� �� 2� � 4 ≤ l, 2� )� C�� �� )�
��(������ ������ � ���� �) ���� l = 3, ��� )� ���) ������� C��
pk−2x′

4 + pμ−3a − pν−3b + pν−2x′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈X ′
3〉 , �)������ C��

�)  ���� )� X ′
3 ��2)��� C�� pk−2(x′

4 − x4) + pν−2sb ∈ I, 2� � �)(B�
s, ��) C�� p � s 2� )� C�� ���� ���� �� ������� � 2���� �� �����
2� � Ik,μ,ν 〈Y2〉 .
?E' �� � �) ������� �� )�� ����)�� Ik,μ,ν 〈Y1, Xl〉 , �� ����� 3 ≤ l,
�� :���) A� C��

Ik,μ,ν 〈Y1, Xl〉 <

{
Ik,μ,ν 〈Y1, Xl+1〉 ,

Ik,μ,ν 〈X ′
l+1〉

������� ���� �� 6'3'3. )�� ��(������� ����� 2� � w :

�
 Xr = pμ−ra− pν−rb + pν−2x′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, Xl〉 , 2� � 3 ≤ r.

�
 X ′
r = pk−2x6 + pμ−ra− pν−rb + pν−2x′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, Xl〉 , 2� �

3 ≤ r'

����& ���� 2� �� �� )� 2 �2�����;� �� ������� � 2� �������;�
2� � l.
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��� k, μ, ν )�� ������� ���� �� 2�����A�� ��)�� C�� )�� �)�������
pk, pμa, pνb ∈ I � ��� w ∈ B{p} (Cp2) �� �)������ ��) C�� w 2� ������
I�Ik,μ,ν 〈Y1, Zl〉 , �������� ������� C�� )�� ����)�� Ik,μ,ν 〈Y1, Zl〉 , 2� �
2 ≤ l, ����� ���������� 2 �2������� ���

Ik,μ,ν 〈Y1, Zl〉 <

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ik,μ,ν 〈Y1, Zl+1〉 :=
〈[

pk−1 + pν−1yb
]

;[
pk−l−1 − pμ−l−1a + pμ−1z3a

]〉
+ Ik,μ,ν

casos :4 ≤ k <∞; μ = k − 1; 1 ≤ ν ≤ k − 1; 2 ≤ l ≤ k − 2;
z3 = 0, ..., p− 1; y = 1, ..., p− 1.

Ik,μ,ν 〈Z ′′
l+1〉 :=〈

pk−l−1 − pμ−l−1a + pμ−2z3a + pν−2z3yb + pν−1z4b
〉

+
Ik,μ,ν

casos :4 ≤ k <∞; μ = k − 1; 2 ≤ ν ≤ k − 2; 2 ≤ l ≤ k − 2;
y, z3 = 1, ..., p− 1; z4 = 0, ..., p− 1.

�	'�&�
�����)


?�� A���� C��& �� Z l = pk−l−pμ−la+pμ−l+1z′a ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, Z2〉 ,
�) ��)��2)��� 2� a �?������� C�� −l + 1 = −1, 2� )� C�� Z l =
pk−l − pμ−la + pμ−1z′a ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, Z2〉 . �� Z ′

l = pk−l − pμ−la +
pμ−l+1z′a + pν−l1sb ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, Z2〉 �� ����� 0 < l1 < l. !������
C�� �) ���� l1 = 1 �� �C��A�)���� �) ���� Zl ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, Z2〉 . 	+� �*
�� 3 ≤ l1 ������� C�� �) ��)��2)��� 2� a, �?������� C�� pμ−l+2z′a +
pν−l1+1sb ∈ I �� ����� l − 1 = l1 � �������� pμ−2z′a + pν−2sb ∈ I �
�) ���� )� Z2z

′, ��2)��� C�� pk−2z′ + pν−2s′b ∈ I, 2� � �)(B� s′, 2� )�
C�� ���� ���� �� ������� � � :���� 2���� �� �����* ��� )� ���) 2������
������� � l1 = 2 � �������� Z ′

l = pk−l − pμ−la + pμ−l+1z′a + pν−2sb,
�)������ C�� �) ��)��2)��� 2� a ��2)��� C�� −l + 1 = −2, 2� )� C��
Z ′

l = pk−l − pμ−la + pμ−2z′a + pν−2sb. �� � �) ������� �� )�� ����)��
Ik,μ,ν 〈Y1, Zl〉 �� ����� 2 ≤ l, �� :���) A� C��

Ik,μ,ν 〈Y1, Zl〉 <

{
Ik,μ,ν 〈Y1, Zl+1〉
Ik,μ,ν 〈Z ′

l+1〉
�� C�� �� 6'3'3.* �� ������� �� )�� ��(������� �����&

�
 Zr = pk−r − pμ−ra + pμ−1sa ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, Zl〉 2� � 2 ≤ r.

�
 Z ′
r = pk−r − pμ−ra + pμ−2z′a + pν−2sb ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, Zl〉 2� �

2 ≤ r'

����& ���� 2 �2�����;� �� ������� � 2� �������;� 2� � l.
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��� k, μ, ν )�� ������� ���� �� 2�����A�� ��)�� C�� )�� �)�������
pk, pμa, pνb ∈ I � ��� w ∈ B{p} (Cp2) ��) C�� �) �)������ w ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2〉
�������� ������� C�� )�� ����)�� �� )� :� �� Ik,μ,ν 〈Y2〉 ����� ����������
2 �2������� ��&

Ik,μ,ν 〈Y2〉 <

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
Ik,μ,ν 〈Y2, X2〉 :=〈[

pk−2 + pν−2yb + pν−1y1b
]
;
[
pμ−2a + pν−2yb + pν−1x1b

]〉
Ik,μ,ν

casos :4 ≤ k <∞; μ = k − 1; 2 ≤ ν ≤ k − 2;
y = 1, ..., p− 1; y1, x1 = 0, ..., p− 1

�	'�&�
�����)

�� 6'3'0 ������� )�� ��(������� ����� ����� 2� � w :

�
 �� Xl = pμ−la + pν−lxb ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2〉 . !������ C�� Xl ∈
I�Ik,μ,ν 〈X1〉 �� ����� 1 < l � x = 1, 2, ..., p − 1, 2� )� C��
�� )� 2 �2�����;� 6'3'8* ������ �* 2� �� 3* �?������� C�� pμ−2a +
pν−2xb + pν−1x1b ∈ I�Ik,μ,ν, �� ����� ν < μ = k − 1. 
?�� A�4
��� C�� Y2a = pμ−1a + pν−1yb ∈ I, 2� )� ���) �)  ���� )� ����
B)���� �)������ � X1, �?������� C�� pν−1(x− y)b ∈ I 2� )� C��
2������  ���� �?� x = y, ��� )� ���) pμ−2a + pν−2yb + pν−1x1b ∈
I�Ik,μ,ν.

�
 �� X ′
l = pk−l1s + pμ−la + pν−lxb ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2〉 2� � 0 < l1 < l �

x, s = 1, 2, ..., p− 1. !������ C�� X ′
l 2� ������ � I�Ik,μ,ν 〈X1〉 ,

2� )� C�� �� )� 2 �2�����;� 6'3'8* ������ �* 2� �� .* �?�������
C�� pk−1s + pμ−2a + pν−2xb + pν−1x1b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2〉 2� )�
C�� �)  ���� )� Y1s, �?������� �� �)������ �� )� :� �� X2 ∈
I�Ik,μ,ν 〈Y2〉 , 2� )� C�� ������ �� �) ���� 3 �� ���� ������ ���;�'

�
 �� Yl = pk−l + pν−ly′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2〉 2� � 0 < l � y′ = 1, ..., p −
1. !������ C�� pk−1 + pν−1y′b ∈ I, 2� )� C�� �)  ���� )� Y1,
�?������� C�� pν−1(y′ − y)b ∈ I 2� )� ���) 2������ ��� �?� 
y′ = y + ps � �������� 2 ≤ l, 2� )� ���) pk−2 + pν−2yb + pν−1sb ∈
I�Ik,μ,ν 〈Y1〉 , 2� )� C�� �)  ���� )� Y2, �?������� C�� pν−1(s −
y1)b ∈ I 2� )� ���) 2������ ��� �?� s = y1 + ps′, ��� )� ���)
2 < l � �������� ������� C�� pk−3 + pν−3yb + pν−2y′b + pν−1s′b ∈
I�Ik,μ,ν 〈Y2〉 , �)������ C�� �) ��)��2)��� 2� a ��2)��� C�� X2 ∈
I�Ik,μ,ν 〈Y2〉 , 2� )� C�� ������ �� �) ���� 3 �� ���� ������ ���;�'
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�
 �� Y ′
l = pk−l + pμ−l1sa + pν−ly′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2〉 2� � 0 < l1 < l �

y, s = 1, 2, ..., p−1. !������ C�� pk−1 +pν−1y′b ∈ I, 2� )� C�� ��
���� � ���)�(� �) ���� 6 2������ ��� �?� y′ = y+py1 � ��������
2 ≤ l, 2� )� ���) pk−2+pμ−1sa+pν−2yb+pν−1y1b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1〉 ,
2� )� C�� �)  ���� )� X1s �?������� C�� pk−2+pν−2yb+pν−1s′b ∈
I�Ik,μ,ν 〈Y1〉 , 2� � �)(B� s′ � �� ���� � ���)�(� �) ���� 6 2���4
��� ��� �?� s′ = y1 + ps′′ � �������� 2 < l, 2� )� C�� pk−3 +
pμ−2sa+pν−3yb+pν−2y1b+pν−1s′′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2〉 , �)������ C��
�) ��)��2)��� 2� a ��2)��� C�� X2 ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2〉 , 2� )� C��
������ �� �) ���� 3 �� ���� ������ ���;�'

�
 �� Zl = pk−l + pμ−lza ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2〉 . !������ C�� �) �)������
Zl ∈ I�Ik,μ,ν 〈Z1〉 , 2� )� C�� �� )� 2 �2�����;� 6'3'=* ������ �*
2� �� 3* �?������� C�� pk−2 − pμ−2a + pμ−1z1a ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2〉 ,
2� )� C�� ��  ������� ���� �)������ � Y2, ��2)��� C�� X2 ∈
I�Ik,μ,ν 〈Y2〉 2� )� C�� ������ �� �) ���� 3 �� ���� ������ ���;�'

�
 �� Z ′
l = pk−l + pμ−lza + pν−l1sb ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2〉 2� � 0 < l1 <

l � z, s = 1, 2, ..., p − 1. !������ C�� Z ′
l ∈ I�Ik,μ,ν 〈Z1〉 , 2� 

)� C�� �� )� 2 �2�����;� 6'3'=* ������ �* 2� �� .* �?������� C��
pk−2 − pμ−2a + pμ−1z1a + pν−1z2b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2〉 2� )� C�� ��
 ������� ���� �)������ � Y2, ��2)��� C�� X2 ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2〉 2� 
)� C�� ������ �� �) ���� 3 �� ���� ������ ���;�'

�
 �� Wl = pk−l + pμ−lw1a + pν−lw2b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2〉 2� � 0 < l �
w1,2 = 1, 2, ..., p− 1.!������ C�� pk−1 + pμ−1w1a + pν−1w2b ∈ I,
�)������ C�� �)  ���� )� Y1 ��2)��� C�� pμ−1w1a+pν−1(w2−y)b ∈ I
� �)  ���� )� � ���� X1w1, �?������� C�� pν−1(w2−y−w1x)b ∈ I,
2� )� C�� w2 = y + w1x + ps ��� )� ���) pk−2 + pμ−2w1a +
pν−2(y + w1x)b + pν−1sb ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2〉 2� )� C�� �)  ���� )�
� ���� �)������ Y2, ��2)��� C�� X2 ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2〉 2� )� C��
������ �� �) ���� 3 �� ���� ������ ���;� � ��� )� ���) C����
������ ��� ���� 2 �2�����;�'
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��� k, μ, ν )�� ������� ���� �� 2�����A�� ��)�� C�� )�� �)�������
pk, pμa, pνb ∈ I � ��� w ∈ B{p} (Cp2) ��) C�� w ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, X2〉 ,
�������� ������� C�� Ik,μ,ν 〈Y2, X2〉 ���� ��������� 2 �2������� �� )��
��(������� :���)��� �� ����)��&

Ik,μ,ν 〈Y2, X2〉 <

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ik,μ,ν 〈Y2, X3〉 :=
〈[

pk−2 − pν−2b + pν−1y1b
]
;[

pμ−3a− pν−3b + pν−2x1b− pν−1x3b
]〉

+ Ik,μ,ν

casos :5 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2;
x1,3, y1 = 0, ..., p− 1.

Ik,μ,ν 〈Y3〉 :=
〈
pk−3 − pν−3b + pν−2y1b + pν−1y2b

〉
+

Ik,μ,ν

casos : 5 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2;
y1,2 = 0, ..., p− 1.

Ik,μ,ν 〈W3〉 :=〈
pk−3 + pμ−3w5a− pν−3(1 + w5)b + pν−2(1 + w5)y1b+

pν−1w6b
〉

+ Ik,μ,ν

casos :5 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2;
y1, w6 = 0, ..., p− 1;
w5 = 1, 2, ..., p− 2

Ik,μ,ν 〈Y2, Z3〉 :=
〈[

pk−2 + pν−2yb + pν−1y1b
]
;[

pk−3 − pμ−3a + pμ−1z3a
]〉

+ Ik,μ,ν

casos :4 ≤ k <∞; μ = k − 1; 2 ≤ ν ≤ k − 2;
y1, z3 = 0, ..., p− 1;
y = 1, 2, ..., p− 1.

�	'�&�
�����)

�� 6'3'3. ������� ���� )�� ����� 2���?)�� ����� 2� � w :

�
 �� Xl = pμ−la + pν−lx′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, X2〉 . !������ C�� Xl ∈
I�Ik,μ,ν 〈Y1, X2〉 2� )� C�� �� )� 2 �2�����;� 6'3'36* ������ �* 2� ��
3* ������� C�� pμ−3a−pν−3b+pν−2x1b+pν−1x2b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, X2〉 ,
�� ����� y = −1; μ = k − 1; ν = k − 2.

�
 �� X ′
l = pk−l1x2 + pμ−la + pν−lx′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, X2〉 .!������

C�� X ′
l ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y1, X2〉 2� )� C�� �� )� 2 �2�����;� 6'3'36*

������ �* 2� �� .* ������� C�� pk−2x2 + pμ−3a− pν−3b+ pν−2(x1−
x2)b + pν−1x3b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, X2〉 , �� ����� y = −1 � 2� )� C��
�)  ���� )� Y2x2 �?������� C�� X3 ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, X2〉 , 2� )� C��
������ �� �) ���� 3 �� ���� ������ ���;�'
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�
 �� Yl = pk−l + pν−ly′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, X2〉 . !������ C�� Yl ∈
I�Ik,μ,ν 〈Y2〉 2� )� C�� �� )� 2 �2�����;� 6'3'3>* 2� �� 6* �������
C�� pk−3+pν−3yb+pν−2y1b+pν−1y2b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, X2〉 , �� �����
ν ≤ k− 2 � �) ��)��2)��� 2� b �?������� C�� k−3 + pν−1y)b ∈ I
� �������� ν = k − 2 : y = −1.

�
 �� Y ′
l = pk−l + pμ−l1sa + pν−ly′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, X2〉 . !������

C�� Y ′
l ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2〉 2� )� C�� �� )� 2 �2�����;� 6'3'3>* 2� ��

7* �?������� C�� pk−3 + pμ−2sa + pν−3yb + pν−2y1b + pν−1y2b ∈
I�Ik,μ,ν 〈Y2, X2〉 , �)������ C�� �)  ���� )� X2s ��2)��� C�� Y3

2� ������ � I�Ik,μ,ν 〈Y2, X2〉 D���� 6 �� ���� ������ ���;�E'

�
 �� Zl = pk−l + pμ−lz′a ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, X2〉 . !������ C�� Zl ∈
I�Ik,μ,ν 〈Y1, Z2〉 , �� ����� Z2 = Y2−X2, 2� )� C�� �� )� 2 �2���4
��;� 6'3'37* 2� �� 3* �?������� �) �)������ pk−3−pμ−3a+pμ−1z3a
2� ������ � I�Ik,μ,ν 〈Y2, X2〉 , �� ����� 2 ≤ ν < μ = k − 1.

�
 �� Z ′
l = pk−l + pμ−lz′a + pν−l1z2b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, X2〉 . !������

C�� Z ′
l ∈ I�Ik,μ,ν 〈Z2〉 , �� ����� Z2 = Y2 − X2, 2� )� C��

�� )� 2 �2�����;� 6'3'37* 2� �� .* �?������� C�� pk−3 − pμ−3a +
pμ−2z3a + pν−2z3yb + pν−1z4b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, X2〉 , 2� )� C�� �)
 ���� )� �) �)������ X2z3, �?������� C�� �� �)������ �� )� :� ��
Z3 2� ������ � I�Ik,μ,ν 〈Y2, X2〉 D���� > �� ���� ������ ���;�'E

�
 �� �)���� �� Wl = pk−l + pμ−lw5a + pν−lw6b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, X2〉 .
!������ C�� W l ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2〉 2� )� C�� �� )� 2 �2�����;�
3'3>* 2� �� 0* ������� C�� w6 = (1 + w5)y + ps, )� ���) ��2)���
C�� 2 < l � �������� pk−3 + pμ−3w5a + pν−3(1 + w5)yb + pν−2sb ∈
I�Ik,μ,ν 〈Y2, X2〉 � �) ��)��2)��� 2� a �?������� C�� pμ−2(15)a+
pν−2(1+w5)yb+pν−1sb ∈ I, 2� )� C�� �)  ���� )� � ���� �)������
X2(1+w5), �?������� C�� pν−1(s−(1+w5)x1)b ∈ I, 2� )� C�� s =
(1+w5)x1 +ps′ �?�������� C�� pk−3 +pμ−3w5a+pν−3(1+w5)yb+
pν−2(1+w5)x1b+pν−1s′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, X2〉 , �� ����� w5 �= p−1
� �������� �) ��)��2)��� 2� b, �?������� C�� (pμ−2+pν−1y)b ∈ I,
)� ���) ��2)��� C�� ν = μ − 1 = k − 2 � y = −1, 2� )� C��
pk−3 + pμ−3w5a − pν−3(1 + w5)b + pν−2(1 + w5)x1b + pν−1s′b ∈
I�Ik,μ,ν 〈Y2, X2〉 , �)������ C�� �) ��)��2)��� 2� p ��2)��� C��
x1 = y1, ��� )� ���) C���� ������ ��� ���� 2 �2�����;�'
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�� �) ������� �� Ik,μ,ν 〈Y2, X3〉 , ������� C�� �� �) �)������ Y3 ∈
I�Ik,μ,ν 〈Y2, X3〉 , ��������* ���� ���� )� ������� ���� 2� � )�� ����)��
Ik,μ,ν 〈Y3〉 , ���)�(������ �� W3 2� ������ � I�Ik,μ,ν 〈Y2, X3〉 , �������
C�� W3 −X3w5 ∈ I, �) ���) �� �� �)������ �� )� :� �� Y3 � �� �(��)
:� �� �� Z3 ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, X3〉 , �� C�� Z3 + X3 − X1z3 ∈ I �� ��
�)������ �� )� :� �� Y3, 2� )� C�� �� � ��9������ ������� �) �)������
w ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, X3〉 , 2� � )�� �����

Xl, X
′
l ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, X3〉 .

	��)�(������* �� � ��9������ ������� )�� ����)�� C�� ��� �� )� :� 4
�� Ik,μ,ν 〈Y2, Z3〉 2� �&

Zl, Z
′
l ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, Z3〉 ,

�� C�� �� W3 ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, Z3〉 , ������� C�� �) �)������ W3 +Z3w5−
X1z3w5 ∈ I, �) ���) �� �� �)������ �� )� :� �� Y3, 2� )� C�� ���� ����
�� ������� � 2� � Ik,μ,ν 〈Y3〉 .

�� )� ���� �� )�� ����)�� �� )� :� �� Ik,μ,ν 〈W3〉 , �� ������� � ���� �
��) ���� Ik,μ,ν 〈Y3〉 , �� C�� �� �) �)������ Wl ∈ I�Ik,μ,ν 〈W3〉 , ��������
pk−3 + pμ−3w′

5a− pν−3(1 + w′
5)b + pν−2(1 + w′

5)y1b + pν−1y′
2b ∈ I, 2� )�

C�� pμ−3(w5−w′
5)a−pν−3(w5−w′

5)b+pν−2(w5−w′
5)y1b+pν−1sb ∈ I, ��

�����& �� p � (w5−w′
5), ������� C�� X3 ∈ I�Ik,μ,ν 〈W3〉 , )� ���) � �� A�<

��2)��� C�� Y3 ∈ I�Ik,μ,ν 〈W3〉 . 	+� �* �� �) ���� C�� w′
5 = w5 ��������

4 ≤ l 2� )� C�� W4 ∈ I�Ik,μ,ν 〈W3〉 , �)������ C�� �) ��)��2)��� 2� 
a ��2)��� C�� X3 ∈ I�Ik,μ,ν 〈W3〉 � 2� )� ���) Y3 ∈ I�Ik,μ,ν 〈W3〉 .

�� B)���� ������� ���� )�� ����)�� Ik,μ,ν 〈Y3〉 2� �&
Xl, X

′
l , Yl, Y

′
l , Zl, Z

′
l , Wl ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y3〉 .
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��� k, μ, ν )�� ������� ���� �� 2�����A�� ��)�� C�� )�� �)�������
pk, pμa, pνb ∈ I � ��� w ∈ B{p} (Cp2) ��) C�� w ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, Xl〉 ,
�������� ������� C�� )�� ����)�� �� )� :� �� Ik,μ,ν 〈Y2, Xl〉 , ����� ���4
������� 2 �2������� ��&

Ik,μ,ν 〈Y2, Xl〉 <

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ik,μ,ν 〈Y2, Xl+1〉 :=
〈[

pk−2 − pν−2b + pν−1y1b
]
;[

pμ−l−1a− pν−l−1b + pν−2x3b + pν−1x5b
]〉

+
Ik,μ,ν

casos :6 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2;
x3,5, y1 = 0, 1, ..., p− 1;
3 ≤ l ≤ ν − 1.

Ik,μ,ν

〈
X ′′′

l+1

〉
=〈

pk−3x6 + pμ−l−1a− pν−l−1b− pν−3x6b + pν−2x3b+
pν−1x5b

〉
+ Ik,μ,ν

casos :6 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2;
x6 = 1, 2, ..., p− 1; x3,5 = 0, 1, ..., p− 1;
3 ≤ l ≤ ν − 1.

�	'�&�
�����)

�� � �) ������� �� )�� ����)�� Ik,μ,ν 〈Y2, Xl〉 , �� ����� 3 ≤ l, �� :���)
A� C��

Ik,μ,ν 〈Y2, Xl〉 <
{

Ik,μ,ν 〈Y2, Xl+1〉 ,
Ik,μ,ν 〈X ′

l+1〉
������� ���� �� 6'3'30 )�� ��(������� ����� 2� � w&

�
 ��
Xr = pμ−ra− pν−rb + pν−r+1x′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, Xl〉 ,

!������ C�� 4 ≤ r, 2� )� C�� �) ��)��2)��� ���� �)������ 2� b,
���� ���� C�� pν−r+3x′b ∈ I, 2� )� C�� x′ = pr−3s � 2� )� C��
�� ���� ���� 2������ ������� � 

Xr = pμ−ra− pν−rb + pν−2sb ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, Xl〉 .
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�
 ��

X ′
r = pk−r1x6 + pμ−ra− pν−rb + pν−r+1x′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, Xl〉 ,

�� ����� 0 < r1 < r. 
?�� A���� C�� �� r1 < 3, �) �)������
X ′

r−Yr1x6 ∈ I, �� �� )� :� �� Xr, 2� )� C�� ������ �� �) ���� 3'
	+� � �� 3 < r1, ������� C�� pX ′

r−aX ′
r = pk−r1+1x6−pk−r1x6a ∈

I, 2� )� C�� pk−3 − pμ−3a ∈ I, �)������ C�� �) ���� )� ���
X3 ��2)��� C�� Y3 ∈ I, ���� C�� �� ������� � 2���� �� ����� ��
2� � Ik,μ,ν 〈Y3〉 , 2� )� C�� �� )� ��(������ �� ���� ������ ���;�
2������ ������� � B��������� �) ����&

r1 = 3


?�� A���� C�� 4 ≤ r, 2� )� C�� �) ��)��2)��� ���� �)������
2� b, ���� ���� C�� (pk−3x6 +pν−r+3x′)b ∈ I* )� ���) ��2)��� C��
x′ = r−4x6 + pr−3s, 2� )� C�� �� ���� ���� 2������ ������� � 

X ′
r = pk−3x6+pμ−ra−pν−rb−pν−3x6b+pν−2sb ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, Xl〉 .

����& ���� ������ ���;� �� ��(�� 2� �������;� �� l.

������ $
�%�&�����)

��� k, μ, ν )�� ������� ���� �� 2�����A�� ��)�� C�� )�� �)�������
pk, pμa, pνb ∈ I � ��� w ∈ B{p} (Cp2) �� �)������ ��) C�� w ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, Zl〉 ,
�������� ������� C�� )�� ����)�� Ik,μ,ν 〈Y2, Zl〉 , 2� � 3 ≤ l, ����� ���4
������� 2 �2������� ��&

Ik,μ,ν 〈Y2, Zl〉 <

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ik,μ,ν 〈Y2, Zl+1〉 :=
〈[

pk−2 + pν−2yb + pν−1y1b
]

;[
pk−l−1 − pμ−l−1a + pμ−1z5a

]〉
+ Ik,μ,ν

casos :5 ≤ k <∞; μ = k − 1; 2 ≤ ν ≤ k − 2;
z5, y1 = 0, ..., p− 1; y = 1, ..., p− 1;
3 ≤ l ≤ k − 2.

Ik,μ,ν

〈
Z ′′′

l+1

〉
:=
〈
pk−l−1 − pμ−l−1a + pμ−3z5a− pν−3z5b+

pν−2y1z5b + pν−1z6b
〉

+ Ik,μ,ν

casos :5 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2; 3 ≤ l ≤ k − 2;
z5 = 1, ..., p− 1; z6, y1 = 0, ..., p− 1.
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�	'�&�
�����)

�� � �) ������� �� )�� ����)�� Ik,μ,ν 〈Y2, Zl〉 �� ����� 3 ≤ l, �� :���)
A� C��

Ik,μ,ν 〈Y2, Zl〉 <

{
Ik,μ,ν 〈Y2, Zl+1〉
Ik,μ,ν 〈Z ′

l+1〉
�� C�� �� 6'3'30* �� ������� �� )�� ��(������� ����� 2� � w :

�
 Zr = pk−r − pμ−ra + pμ−1sa ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, Zl〉 2� � 4 ≤ r.

�
 Z ′
r = pk−r − pμ−ra + pμ−r+1z′a + pν−r1sb ∈ I�Ik,μ,ν 〈Y2, Zl〉

2� � 4 ≤ r � 0 < r1 < r. !������ C�� �� r1 < 3, �)  ���� )� � ����
�)������ Yr1 �?������� C�� Zr ∈ I, 2� )� C�� ������ �� �) ����
3' 	+� �* �� 3 < r1, �) ��)��2)��� 2� a, �?������� C�� pμ−r+2z′a +
pν−r1+1sb ∈ I �� ����� r − 1 = r1 � �������� X3 ∈ I �)������ C��
�) ���� )� Z3, ��2)��� C�� Y3 ∈ I, 2� )� C�� ���� ���� �� ������� � �
:���� 2���� �� �����* ��� )� ���) 2������ ������� � 

r1 = 3

2� )� C�� �) ��)��2)��� Z ′
r 2� a, �?������� C�� pμ−r+2z′a+pν−2sb ∈ I

�� ����� z′ = −pr−4s + pr−3s′ 2� )� C�� 2������ ������� � 

Z ′
r = pk−r − pμ−ra + pμ−3sa− pν−3sb + pν−2s′′b ∈

I�Ik,μ,ν 〈Y2, Zl〉
2� � �)(B� s′′. 
?�� A���� C�� ��)��2)������ ���� �)������ 2� b, �?4
���� ���� C�� ν = μ− 1 = k − 2.

����& �� ������ ���;� �� ���� 2 �2�����;� �� ��(�� 2� �������;�
�� l.
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�%�&�����)

��� k, μ, ν )�� ������� ���� �� 2�����A�� ��)�� C�� )�� �)�������
pk, pμa, pνb ∈ I � ��� w ∈ B{p} (Cp2) �� �)������ ��) C�� w ∈ I�Ik,μ,ν 〈Yl〉
2� � 3 ≤ l, �������� ������� C�� )�� ����)�� Ik,μ,ν 〈Yl〉 ����� ����������
2 �2������� ��&

Ik,μ,ν 〈Yl〉 <

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Ik,μ,ν 〈Yl, Xl〉 :=

〈[
pk−l − pν−lb + pν−2y1b + pν−1y2b

]
;[

pμ−la− pν−lb + pν−2y1b + pν−1x3b
]〉

+ Ik,μ,ν

casos :5 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2;
y1,2, x1 = 0, ..., p− 1; 3 ≤ l ≤ k − 2.

�	'�&�
�����)

�� ������ ���;� �� ����)� � )� �� 6'3'3> � �� 2 ����� 2� ��4
�����;� �� l, ������� ���� �� 6'3'30 )�� ��(������� ����� ����� 2� �
w : Xr, X

′
r, Yr, Y

′
r , Zr, Z

′
r, Wr ∈ I�Ik,μ,ν 〈Yl〉 �� ����� ������� � ����

3 ≤ r.

������ �+&	
������)

�� )� ��(������ ������� � ���� 4 ≤ r, 2� � )�� ��(������� ����� �����
�� w :

�
 ��

Xr = pμ−ra− pν−rb + pν−2x1b + pν−1x3b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Yl〉

�
 ��

X ′
r = pk−r1s + pμ−ra− pν−rb + pν−r+1x′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Yl〉

2� � 0 < r1 < r . !������ C�� �) ��)��2)��� ���� �)������ 2� 
b, �?������� C�� (pk−r1s + pν−r+3x′)b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Yl〉 2� )� C��
x′ = −pr−r1−1s + pr−3s′′, 2� )� C�� �� )� ��(������&

X ′
r = pk−r1s + pμ−ra− pν−rb− pν−r1sb + pν−2s′′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Yl〉 .
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�
 ��
Yr = pk−r − pν−rb + pν−r+1y′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Yl〉

������� C�� �) ��)��2)��� ���� �)������ 2� b, �?������� C��
pν−r+3y′b ∈ I 2� )� ���) 2������ ��� �?� y′ = pr−3s � ��������

Yr = pk−r − pν−rb + pν−2sb ∈ I�Ik,μ,ν 〈Yl〉

�
 ��

Y ′
r = pk−r + pμ−r1sa− pν−rb + pν−r+1y′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Yl〉

�) ��)��2)��� 2� b, ������� C�� (pμ−r1+1s+pν−r+3y′)b 2� ������
� I�Ik,μ,ν 〈Yl〉 2� )� C�� y′ = −pr−r1−1s + pr−3s′′, 2� )� C�� ��
)� ��(������&

Y ′
r = pk−r + pμ−r1sa− pν−rb− pν−r1sb + pν−2s′′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Yl〉 .

�
 ��
Zr = pk−r − pμ−ra + pμ−1z′a ∈ I�Ik,μ,ν 〈Yl〉 .

�
 ��

Z ′
r = pk−r − pμ−ra + pμ−r+1z′a + pν−r1sb ∈ I�Ik,μ,ν 〈Yl〉 .

� �) ��)��2)��� ���� �)������ 2� b, ������� C�� (pμ−r+2z′ +
pν−r1+2s)b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Yl〉 2� )� C�� z′ = −pr−r1−1s+ pr−3s′′, 2� 
)� C�� �� )� ��(������&

Z ′
r = pk−r − pμ−ra + pμ−r1sa− pν−r1sb + pν−2z′b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Yl〉 .

�
 ��
Wr = pk−r + pμ−rw7a + pν−rw8b ∈ I�Ik,μ,ν 〈Yl〉 ,

� �) ��)��2)��� 2� b, �?������� C�� (pk−r+pμ−r+1w7+pν−r+2w8)b
2� ������ � I�Ik,μ,ν 〈Yl〉 2� )� C�� w8 = −(1 + w7) + pr−2s, 2� 
)� C�� �� )� ��(������&

Wr = pk−r + pμ−rw7a− pν−r(1 + w7)b + pν−2sb ∈ I�Ik,μ,ν 〈Yl〉 .
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��� k, μ, ν )�� ������� ���� �� 2�����A�� ��)�� C�� )�� �)�������
pk, pμa, pνb ∈ I � ��� w ∈ B{p} (Cp2) ��) C�� w ∈ I�Ik,μ,ν 〈Yl, Xl〉 , 2� �
3 ≤ l, �������� ������� C�� Ik,μ,ν 〈Yl, Xl〉 ���� ��������� 2 �2�������
�� )�� ��(������� :���)��� �� ����)��&

Ik,μ,ν 〈Yl, Xl〉 <

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ik,μ,ν 〈Yl, Xl+1〉 :=
〈[

pk−l − pν−lb + pν−1y2b
]
;[

pμ−l−1a− pν−l−1b + pν−2x3b− pν−1x5b
]〉

+ Ik,μ,ν

casos :6 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2;
x3,5, y2 = 0, ..., p− 1; 3 ≤ l ≤ k − 3.

Ik,μ,ν 〈Yl+1〉 :=
〈
pk−l−1 − pν−l−1b + pν−2y3b + pν−1y4b

〉
+

Ik,μ,ν

casos :6 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2;
y3,4 = 0, ..., p− 1; 3 ≤ l ≤ k − 3.

Ik,μ,ν 〈Wl+1〉 :=〈
pk−l−1 + pμ−l−1w7a− pν−l−1(1 + w7)b + pν−2(1 + w7)y1b

+pν−1w8b
〉

+ Ik,μ,ν

casos :6 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2;
y1, w8 = 0, ..., p− 1;
w7 = 1, 2, ..., p− 2.

Ik,μ,ν 〈Yl, Zl+1〉 :=
〈[

pk−l − pν−lb + pν−2y1b + pν−1y2b
]
;[

pk−l−1 − pμ−l−1a + pμ−1z6a
]〉

+ Ik,μ,ν

casos :5 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2;
y1,2, z6 = 0, ..., p− 1;
3 ≤ l ≤ k − 2.

�	'�&�
�����)

�� ������ ���;� �� ����)� � )� �� 6'3'3M � �� 2 ����� 2� �����4
��;� �� l, ������� ���� �� 6'3'.3 )�� ��(������� ����� ����� 2� � w :
Xr, X

′
r, Yr, Y

′
r , Zr, Z

′
r, Wr ∈ I�Ik,μ,ν 〈Yl, Xl〉 �� ����� 4 ≤ r.
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������ $
�%�&�����)

��� k, μ, ν )�� ������� ���� �� 2�����A�� ��)�� C�� )�� �)�������

pk, pμa, pνb ∈ I � ��� w ∈ B{p} (Cp2) ��) C�� w ∈ I�Ik,μ,ν 〈Yl, Xl+1〉 ,
2� � 3 ≤ l, �������� ������� C�� )�� ����)�� �� )� :� �� Ik,μ,ν 〈Yl, Xl+1〉 ,
����� ���������� 2 �2������� ��&

Ik,μ,ν 〈Yl, Xl+1〉 <

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ik,μ,ν 〈Yl, Xr〉 :=
〈[

pk−l − pν−lb + pν−1y2b
]
;[

pμ−ra− pν−rb + pν−2x5b + pν−1x7b
]〉

+
Ik,μ,ν

casos :7 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2;
x5,7, y2 = 0, 1, ..., p− 1; 3 ≤ l ≤ k − 4;
l + 2 ≤ r ≤ k − 2.

Ik,μ,ν 〈X ′′
r〉 =〈

pk−l−1x8 + pμ−ra− pν−rb− pν−l−1x8b + pν−2x5b+
pν−1x7b

〉
+ Ik,μ,ν

casos :7 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2;
x8 = 1, 2, ..., p− 1; x5,7 = 0, 1, ..., p− 1;
3 ≤ l ≤ k − 4; l + 2 ≤ r ≤ k − 2.

�	'�&�
�����)

�� ������ ���;� �� ����)� � )� �� 6'3'38 � �� 2 ����� 2� �������;�
�� r, ������� ���� �� 6'3'.3 )�� ��(������� ��� ����� 2� � w : Xr, X

′
r ∈

I�Ik,μ,ν 〈Yl, Xl+1〉 �� ����� 5 ≤ r.
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������ $
�%�&�����)

��� k, μ, ν )�� ������� ���� �� 2�����A�� ��)�� C�� )�� �)�������

pk, pμa, pνb ∈ I � ��� w ∈ B{p} (Cp2) ��) C�� w ∈ I�Ik,μ,ν 〈Yl, Zl+1〉 ,
2� � 3 ≤ l, �������� ������� C�� )�� ����)�� �� )� :� �� Ik,μ,ν 〈Yl, Zl+1〉 ,
����� ���������� 2 �2������� ��&

Ik,μ,ν 〈Yl, Zl+1〉 <

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ik,μ,ν 〈Yl, Zr〉 :=
〈[

pk−l − pν−lb + pν−2y1b + pν−1y2b
]

;[
pk−r − pμ−ra + pμ−1z7a

]〉
+ Ik,μ,ν

casos :6 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2;
3 ≤ l ≤ k − 3; l + 2 ≤ r ≤ k − 1; z7, y1,2 = 0, ..., p− 1.

Ik,μ,ν 〈Z ′′
r〉 :=〈

pk−r − pμ−ra + pμ−l−1z7a− pν−l−1z7b + pν−2y2z7b+
pν−1z8b

〉
+ Ik,μ,ν

casos :6 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2; 3 ≤ l ≤ k − 3;
l + 2 ≤ r ≤ k − 1; z7 = 1, ..., p− 1; z8, y1 = 0, ..., p− 1.

�	'�&�
�����)

�� ������ ���;� �� ����)� � )� �� 6'3'3= � �� 2 ����� 2� �������;�
�� r, ������� ���� �� 6'3'.3 )�� ��(������� ��� ����� 2� � w : Zr, Z

′
r ∈

I�Ik,μ,ν 〈Yl, Zl+1〉 �� ����� 5 ≤ r.
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���� ����2 "���5"�

�� ���� �����;� �� �� � ��� )���� �� ����� )�� ����)�� 2 �2���* ���4
������� �� B{p} (Cp2) ��� ���� �� ������ 9���� ��? � ����* ��� �) �?@���A�
9��) �� ��)��)� )� :����;� ζ ��) ���))� �� $� ����� �� Cp2.

������ 2�&�� �	 ��	��	& %
�%��& �	 ;����	 #���� 	� B{p} (Cp2) .

��  ������* ������� C�� )�� ����)�� 2 �2��� �� B{p} (Cp2) �� ������
9���� D���������E ���&

Ik

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

J

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

J 〈x1〉
⎧⎨⎩ J 〈x2〉

{
J 〈xl〉
J 〈x′

l〉
J 〈x′

2〉

J 〈y1〉 < J 〈y1, x1〉

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

J 〈y1, x2〉
{

J 〈y1, xl〉
J 〈x′′

l 〉

J 〈y2〉 < J 〈y2, x2〉

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

J 〈y2, x3〉
{

J 〈y2, xl〉
J 〈x′′′

l 〉

J 〈yl〉 < J 〈yl, xl〉

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

J 〈yl, xl+1〉 <{
J 〈yl, xr〉
J 〈x′′′′

r 〉
J 〈yl+1〉
J 〈wl+1〉
J 〈yl, zl+1〉 <{

J 〈yl, zr〉
J 〈z′′′′r 〉

J 〈wl〉
J 〈y2, z3〉

{
J 〈y2, zl〉
J 〈z′′′l 〉

J 〈w2〉
J 〈y1, z2〉

{
J 〈y1, zl〉
J 〈z′′l 〉

J 〈w1〉
J 〈z1〉

{
J 〈zl〉
J 〈z′l〉

I ′k

�� ����� ������� )�� ��(�������  ��� �������� 2� � ���� ��� �� )��
68 :���)��� �� ����)��&

3E Ik := pkZ{p}
⊕

pkZ{p}a
⊕

pkZ{p}b �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
Ik

∣∣∣∣ = p3k.

����� & 0 ≤ k <∞.
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.E Ik,μ,ν := pkZ{p}
⊕

pμZ{p}a
⊕

pνZ{p}b �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
Ik,μ,ν

∣∣∣∣ = pk+μ+ν .

���� 3& 1 ≤ k <∞; ν + 1 ≤ μ ≤ k; 0 ≤ ν ≤ k − 1.
���� .& 1 ≤ k <∞; μ = ν; 0 ≤ ν ≤ k − 1.
���� 6& 1 ≤ k <∞; μ = ν − 1; 1 ≤ ν ≤ k.

6E I
′
k :=

〈
pk−1 (a + sb)

〉
+ Ik �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
I′k

∣∣∣∣ = p3k−1.

����� & 1 ≤ k <∞; s = 1, ..., p− 1.

7E J 〈X1〉 := 〈pμ−1a + pν−1xb〉 + Ik,μ,ν �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈X1〉

∣∣∣∣ = pk+μ+ν−1.

���� 3& 2 ≤ k <∞; ν + 1 ≤ μ ≤ k; 1 ≤ ν ≤ k − 1; x = 1, ..., p− 1.
���� .& 2 ≤ k <∞; μ = ν; 1 ≤ ν ≤ k − 1; x = 1, ..., p− 1.

>E J 〈Y1〉 :=
〈
pk−1 + pν−1yb

〉
+ Ik,μ,ν �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Y1〉

∣∣∣∣ = pk+μ+ν−1.

���� 3& 3 ≤ k <∞; ν +1 ≤ μ ≤ k−1; 1 ≤ ν ≤ k−2; y = 1, ..., p−1.
���� .& 2 ≤ k <∞; μ = ν; 1 ≤ ν ≤ k − 1; y = 1, ..., p− 1.
���� 6& 2 ≤ k <∞; μ = ν − 1; 1 ≤ ν ≤ k − 1; y = 1, ..., p− 1.

ME J 〈W1〉 :=
〈
pk−1 + pμ−1w1a + pν−1w2b

〉
+ Ik,μ,ν �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈W1〉

∣∣∣∣ = pk+μ+ν−1.

���� 3& 3 ≤ k <∞; ν+1 ≤ μ ≤ k−1; 1 ≤ ν ≤ k−2; w1,2 = 1, ..., p−1.
���� .& 2 ≤ k <∞; μ = ν; 1 ≤ ν ≤ k − 1; w1,2 = 1, ..., p− 1.
���� 6& 2 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k; w1 = −1; w2 = 1, ..., p− 1.
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0E J 〈Z1〉 :=
〈
pk−1 + pμ−1za

〉
+ Ik,μ,ν �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Z1〉

∣∣∣∣ = pk+μ+ν−1.

���� 3& 2 ≤ k <∞; ν +1 ≤ μ ≤ k−1; 0 ≤ ν ≤ k−2; z = 1, ..., p−1.
���� .& 2 ≤ k <∞; μ = ν; 1 ≤ ν ≤ k − 1; z = 1, ..., p− 1.
���� 6& 2 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k; z = −1.

8E J 〈X2〉 := 〈pμ−2a + pν−2xb + pν−1x1b〉+ Ik,μ,ν �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈X2〉

∣∣∣∣ = pk+μ+ν−2.

�����& 3 ≤ k <∞; ν + 1 ≤ μ ≤ k; 2 ≤ ν ≤ k − 1; x = 1, ..., p− 1;
x1 = 0, ..., p− 1.

=E J 〈X ′
2〉 :=

〈
pk−1x2 + pμ−2a + pν−2xb + pν−1x1b

〉
+Ik,μ,ν �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈X′

2〉
∣∣∣∣ = pk+μ+ν−2.

�����& 4 ≤ k <∞; ν + 1 ≤ μ ≤ k − 1; 2 ≤ ν ≤ k − 2;
x, x2 = 1, ..., p− 1; x1 = 0, ..., p− 1.

3/E J 〈Xl〉 :=
〈
pμ−la− pν−lb + pν−2x1b + pν−1x3b

〉
+Ik,μ,ν �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Xl〉

∣∣∣∣ = pk+2ν−l+1.

�����& 4 ≤ k <∞; μ = ν + 1; 3 ≤ ν ≤ k − 1; 3 ≤ l ≤ ν;
x1,3 = 0, ..., p− 1.

33E J 〈X ′
l〉 :=

〈
pk−1x4 + pμ−la− pν−lb+ pν−2x1b + pν−1x3b〉+ Ik,μ,ν

�� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈X′

l〉
∣∣∣∣ = pk+2ν−l+1.

�����& 5 ≤ k <∞; μ = ν + 1; 3 ≤ ν ≤ k − 2; 3 ≤ l ≤ ν;
x4 = 1, ..., p− 1; x1,3 = 0, ..., p− 1.
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3.E J 〈Zl〉 :=
〈
pk−l − pμ−la + pμ−1z1a

〉
+ Ik,μ,ν �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Zl〉

∣∣∣∣ = p2k+ν−l−1.

���� 3& 3 ≤ k <∞; μ = k − 1; 0 ≤ ν ≤ k − 1; 2 ≤ l ≤ k − 1;
z1 = 0, ..., p− 1.
���� .& 3 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k; z1 = 0; 2 ≤ l ≤ k − 1.

36E J 〈Z ′
l〉 :=

〈
pk−l − pμ−la + pμ−1z1a + pν−1z2b

〉
+ Ik,μ,ν �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Z′

l〉
∣∣∣∣ = p2k+ν−l−1.

���� 3& 3 ≤ k <∞; μ = k − 1; 1 ≤ ν ≤ k − 1; 2 ≤ l ≤ k − 1;
z1 = 0, ..., p − 1; z2 = 1, ..., p − 1.
���� .& 3 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k; 2 ≤ l ≤ k − 1; z1 = 0;
z2 = 1, ..., p− 1.

37E J 〈Y1, X1〉 :=
〈[

pk−1 + pν−1yb
]
; [pμ−1a + pν−1xb]

〉
+Ik,μ,ν �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Y1,X1〉

∣∣∣∣ = pk+μ+ν−2.

���� 3& 3 ≤ k <∞; ν+1 ≤ μ ≤ k−1; 1 ≤ ν ≤ k−2; x, y = 1, ..., p−1.
���� .& 2 ≤ k <∞; μ = ν; 1 ≤ ν ≤ k − 1; x, y = 1, ..., p− 1.

3>E J 〈Y1, X2〉 :=
〈[

pk−1 + pν−1yb
]
; [pμ−2a + pν−2xb + pν−1x1b]〉+ Ik,μ,ν

�� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Y1,X2〉

∣∣∣∣ = pk+μ+ν−3.

�����& 4 ≤ k <∞; ν + 1 ≤ μ ≤ k − 1; 2 ≤ ν ≤ k − 2;
x, y = 1, ..., p− 1; x1 = 0, ..., p− 1.

3ME J 〈Y2〉 :=
〈
pk−2 + pν−2yb + pν−1y1b

〉
+ Ik,μ,ν �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Y2〉

∣∣∣∣ = p2k+ν−4.

�����& 4 ≤ k <∞; μ = k − 1; 2 ≤ ν ≤ k − 2; y = 1, ..., p− 1;
y1 = 0, ..., p− 1.
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30E J 〈W2〉 :=
〈
pk−2 + pμ−2w3a + pν−2(1 + w3)yb + pν−1w4b〉 + Ik,μ,ν

�� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈W2〉

∣∣∣∣ = p2k+ν−4.

�����& 4 ≤ k <∞; μ = k − 1; 2 ≤ ν ≤ k − 2; w3 = 1, ..., p− 2;
w4 = 0, ..., p− 1; y = 1, ..., p− 1.

38E J 〈Y1, Z2〉 :=
〈[

pk−1 + pν−1yb
]
;
[
pk−2 − pμ−2a + pμ−1z1a

]〉
+ Ik,μ,ν

�� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Y1,Z2〉

∣∣∣∣ = p2k+ν−4.

�����& 3 ≤ k <∞; μ = k − 1; 1 ≤ ν ≤ k − 1; z1 = 0, ..., p− 1;
y = 1, ..., p− 1.

3=E J 〈Y1,Xl〉 :=
〈[

pk−1 + pν−1yb
]
;
[
pμ−la− pν−lb + pν−2x1b + pν−1x3b

]〉
+

Ik,μ,ν �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Y1,Xl〉

∣∣∣∣ = pk+2ν−l.

�����& 5 ≤ k <∞; μ = ν + 1; 3 ≤ ν ≤ k − 2; y = 1, ..., p− 1;
x1,3 = 0, ..., p− 1; 3 ≤ l ≤ ν.

./E J 〈X ′′
l 〉 :=

〈
pk−2x4 + pμ−la− pν−lb + pν−2(x1 − x4)b + pν−1x3b

〉
+ Ik,μ,ν

�� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈X′′

l 〉
∣∣∣∣ = p3k−l−4.

�����& 5 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2; x4 = 1, ..., p− 1;
x1,3 = 0, ..., p− 1; 3 ≤ l ≤ ν.

.3E J 〈Y1, Zl〉 :=
〈[

pk−1 + pν−1yb
]
;
[
pk−l − pμ−la + pμ−1z3a

]〉
+ Ik,μ,ν

�� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Y1,Zl〉

∣∣∣∣ = p2k+ν−l−2.

�����& 4 ≤ k <∞; μ = k − 1; 1 ≤ ν ≤ k − 1; 3 ≤ l ≤ k − 1;
z3 = 0, ..., p− 1; y = 1, ..., p− 1.
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..E J 〈Z ′′
l 〉 :=

〈
pk−l − pμ−la + pμ−2z3a + pν−2z3yb + pν−1z4b〉+ Ik,μ,ν

�� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Z′′

l 〉
∣∣∣∣ = p2k+ν−l−2.

�����& 4 ≤ k <∞; μ = k − 1; 2 ≤ ν ≤ k − 2; 3 ≤ l ≤ k − 1;
y, z3 = 1, ..., p− 1; z4 = 0, ..., p− 1.

.6E J 〈Y2, X2〉 :=
〈[

pk−2 + pν−2yb + pν−1y1b
]
; [pμ−2a + pν−2yb + pν−1x1b]〉

+Ik,μ,ν �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Y2,X2〉

∣∣∣∣ = p2k+ν−5.

�����& 4 ≤ k <∞; μ = k − 1; 2 ≤ ν ≤ k − 2; y = 1, ..., p− 1;
y1, x1 = 0, ..., p− 1.

.7E J 〈Y2, X3〉 :=
〈[

pk−2 − pν−2b + pν−1y1b
]
;
[
pμ−3a− pν−3b + pν−2x1b− pν−1x3b

]〉
+Ik,μ,ν �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Y1,X3〉

∣∣∣∣ = p3k−8.

�����& 5 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2; x1,3, y1 = 0, ..., p− 1.

.>E J 〈Yl〉 :=
〈
pk−l − pν−lb + pν−2y1b + pν−1y2b

〉
+ Ik,μ,ν �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Yl〉

∣∣∣∣ = p3k−2l−2.

�����& 5 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2; 3 ≤ l ≤ k − 2;
y1,2 = 0, ..., p− 1.

.ME J 〈Wl〉 :=
〈
pk−l + pμ−lw5a− pν−l(1 + w5)b + pν−2(1 + w5)y1b + pν−1w6b

〉
+Ik,μ,ν �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Wl〉

∣∣∣∣ = p3k−2l−2.

�����& 5 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2; 3 ≤ l ≤ k − 2;
y1, w6 = 0, ..., p− 1; w5 = 1, ..., p− 2.
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.0E J 〈Y2, Z3〉 :=
〈[

pk−2 + pν−2yb + pν−1y1b
]
;
[
pk−3 − pμ−3a + pμ−1z3a

]〉
+ Ik,μ,ν

�� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Y2,Z3〉

∣∣∣∣ = p2k+ν−6.

�����& 4 ≤ k <∞; μ = k − 1; 2 ≤ ν ≤ k − 2; y1, z3 = 0, ..., p− 1;
y = 1, ..., p− 1.

.8E J 〈Y2,Xl〉 :=
〈[

pk−2 − pν−2b + pν−1y1b
]
;
[
pμ−la− pν−lb + pν−2x3b + pν−1x5b

]〉
+Ik,μ,ν �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Y2,Xl〉

∣∣∣∣ = p3k−l−5.

�����& 6 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2; x3,5, y1 = 0, ..., p− 1;
4 ≤ l ≤ ν.

.=E J 〈X ′′′
l 〉 =

〈
pk−3x6 + pμ−la− pν−lb− pν−3x6b + pν−2x3b + pν−1x5b

〉
+ Ik,μ,ν

�� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈X′′′

l 〉
∣∣∣∣ = p3k−l−5.

�����& 6 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2; x6 = 1, 2, ..., p− 1;
x3,5 = 0, ..., p− 1; 4 ≤ l ≤ ν.

6/E J 〈Y2, Zl〉 :=
〈[

pk−2 + pν−2yb + pν−1y1b
]
;
[
pk−l − pμ−la + pμ−1z5a

]〉
+ Ik,μ,ν

�� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Y2,Zl〉

∣∣∣∣ = p2k+ν−l−3.

�����& 5 ≤ k <∞; μ = k − 1; 2 ≤ ν ≤ k − 2; z5, y1 = 0, ..., p− 1;
y = 1, ..., p− 1; 4 ≤ l ≤ k − 1.

63E J 〈Z ′′′
l 〉 :=

〈
pk−l − pμ−la + pμ−3z5a− pν−3z5b + pν−2y1z5b + pν−1z6b

〉
+ Ik,μ,ν

pν−2y1z5b + pν−1z6b〉 + Ik,μ,ν �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Z′′′

l 〉
∣∣∣∣ = p3k−l−5.

�����& 5 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2; 4 ≤ l ≤ k − 1;
z5 = 1, ..., p− 1; z6, y1 = 0, ..., p− 1.
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6.E J 〈Yl, Xl〉 :=
〈[

pk−l − pν−lb + pν−2y1b + pν−1y2b
]
;
[
pμ−la− pν−lb + pν−2y1b + pν−1x3b

]〉
+Ik,μ,ν �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Yl,Xl〉

∣∣∣∣ = p3k−2l−3.

�����& 5 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2; y1,2, x3 = 0, ..., p− 1;
3 ≤ l ≤ k − 2.

66E J 〈Yl, Xl+1〉 :=
〈[

pk−l − pν−lb + pν−1y2b
]
;
[
pμ−l−1a− pν−l−1b + pν−2x3b− pν−1x5b

]〉
+

Ik,μ,ν �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Yl,Xl+1〉

∣∣∣∣ = p3k−2l−4.

�����& 6 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2; x3,5, y2 = 0, ..., p− 1;
3 ≤ l ≤ k − 3

67E J 〈Yl, Zl+1〉 :=
〈[

pk−l − pν−lb + pν−2y1b + pν−1y2b
]
;
[
pk−l−1 − pμ−l−1a + pμ−1z6a

]〉
+

Ik,μ,ν �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Yl,Zl+1〉

∣∣∣∣ = p3k−2l−4.

�����& 5 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2; y1,2, z6 = 0, ..., p− 1;
3 ≤ l ≤ k − 2

6>E J 〈Yl, Xr〉 :=
〈[

pk−l − pν−lb + pν−1y2b
]
;
[
pμ−ra− pν−rb + pν−2x5b + pν−1x7b

]〉
+ Ik,μ,ν

�� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Yl,Xr〉

∣∣∣∣ = p3k−l−r−3.

�����& 7 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2; x5,7, y2 = 0, ..., p− 1;
3 ≤ l ≤ k − 4; l + 2 ≤ r ≤ k − 2.

6ME J 〈X ′′′′
r〉 =

〈
pk−l−1x8 + pμ−ra− pν−rb− pν−l−1x8b + pν−2x5b + pν−1x7b

〉
+ Ik,μ,ν

�� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈X′′′′

r 〉

∣∣∣∣ = p3k−l−r−3.

�����& 7 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2; x8 = 1, ..., p− 1;
x5,7 = 0, ..., p− 1; 3 ≤ l ≤ k − 4; l + 2 ≤ r ≤ k − 2.
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60E J 〈Yl, Zr〉 :=
〈[

pk−l − pν−lb + pν−2y1b + pν−1y2b
]
;
[
pk−r − pμ−ra + pμ−1z7a

]〉
+Ik,μ,ν �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Yl,Zr〉

∣∣∣∣ = p3k−l−r−3.

�����& 6 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2; 3 ≤ l ≤ k − 3;
l + 2 ≤ r ≤ k − 1; z7, y1,2 = 0, ..., p− 1.

68E J 〈Z ′′′′
r〉 :=

〈
pk−r − pμ−ra + pμ−l−1z7a− pν−l−1z7b + pν−2y2z7b + pν−1z8b

〉
+

+Ik,μ,ν �� �����&

������&

∣∣∣∣B{p}(Cp2)
J〈Z′′′′

r 〉

∣∣∣∣ = p3k−l−r−3.

�����& 6 ≤ k <∞; μ = k − 1; ν = k − 2; 3 ≤ l ≤ k − 3;
l + 2 ≤ r ≤ k − 1; z7 = 1, ..., p− 1; z8, y2 = 0, ..., p− 1.

������ 2� <������ 
	�� �	 B{p} (Cp2) .

��� A�� ������9����� ����� )�� ����)�� ��������� �� B{p} �� ������
9����* ������� C�� )� :����;� <��� ��) ���))� �� $� ����� B{p} (Cp2) ��)
( �2� Cp2 �� )� ��(������&

ζB{p}(Cp2) (z) =
∑

I ≤ B{p} (Cp2) , ideales[
B{p} (Cp2) : I

]
<∞

∣∣∣∣B{p} (Cp2)

I

∣∣∣∣−z

=

∞∑
k=0

(
p−z
)3k

+

∞∑
k=1

k−1∑
ν=0

k∑
μ=ν+1

(
p−z
)k+μ+ν

+

∞∑
k=1

k−1∑
ν=0

(
p−z
)k+2ν

+

∞∑
k=1

k∑
ν=1

(
p−z
)k+2ν−1

+ (p− 1)
∞∑

k=1

(
p−z
)3k−1

+

(p−1)

∞∑
k=2

k−1∑
ν=1

k∑
μ=ν+1

(
p−z
)k+μ+ν−1

+(p−1)

∞∑
k=2

k−1∑
ν=1

k∑
μ=ν+1

(
p−z
)k+2ν−1

+

(p− 1)
∞∑

k=3

k−2∑
ν=1

k−1∑
μ=ν+1

(
p−z
)k+μ+ν−1

+ (p− 1)
∞∑

k=2

k−1∑
ν=1

(
p−z
)k+2ν−1

+
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(p− 1)
∞∑

k=2

k−1∑
ν=1

(
p−z
)k+2ν−1

+ (p− 1)2
∞∑

k=3

k−2∑
ν=1

k−1∑
μ=ν+1

(
p−z
)k+μ+ν−1

+

(p− 1)2
∞∑

k=2

k−1∑
ν=1

(
p−z
)k+2ν−1

+ (p− 1)
∞∑

k=2

(
p−z
)3k−2

+

(p− 1)

∞∑
k=2

k−2∑
ν=0

k−1∑
μ=ν+1

(
p−z
)k+μ+ν−1

+ (p− 1)

∞∑
k=2

k−1∑
ν=1

(
p−z
)k+2ν−1

+

∞∑
k=2

(
p−z
)3k−2

+ p(p− 1)
∞∑

k=3

k−1∑
ν=2

k∑
μ=ν+1

(
p−z
)k+μ+ν−2

+

p(p− 1)2
∞∑

k=4

k−2∑
ν=2

k−1∑
μ=ν+1

(
p−z
)k+μ+ν−2

+ p2
∞∑

k=4

k−1∑
ν=3

ν∑
l=3

(
p−z
)k+2ν−l+1

+

(p− 1)p2

∞∑
k=5

k−2∑
ν=3

ν∑
l=3

(
p−z
)k+2ν−l+1

+ p

∞∑
k=3

k−1∑
ν=0

k−1∑
l=2

(
p−z
)2k+ν−l−1

+

∞∑
k=3

k−1∑
l=2

(
p−z
)3k−l−1

+ p(p− 1)
∞∑

k=3

k−1∑
ν=1

k−1∑
l=2

(
p−z
)2k+ν−l−1

+

(p− 1)

∞∑
k=3

k−1∑
l=2

(
p−z
)3k−l−1

+ (p− 1)2
∞∑

k=3

k−2∑
ν=1

k−1∑
μ=ν+1

(
p−z
)k+μ+ν−2

+

(p− 1)2

∞∑
k=2

k−1∑
ν=1

(
p−z
)k+2ν−2

+ p(p− 1)2

∞∑
k=4

k−2∑
ν=2

k−1∑
μ=ν+1

(
p−z
)k+μ+ν−3

+

p(p− 1)
∞∑

k=4

k−2∑
ν=2

(
p−z
)2k+ν−4

+ p(p− 1)(p− 2)
∞∑

k=4

k−2∑
ν=2

(
p−z
)2k+ν−4

+

p(p− 1)

∞∑
k=3

k−1∑
ν=1

(
p−z
)2k+ν−4

+ (p− 1)p2

∞∑
k=5

k−2∑
ν=3

ν∑
l=3

(
p−z
)k+2ν−l

+

(p− 1)p2

∞∑
k=5

k−2∑
l=3

(
p−z
)3k−l−4

+ p(p− 1)

∞∑
k=4

k−1∑
ν=1

k−1∑
l=3

(
p−z
)2k+ν−l−2

+
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p(p− 1)2
∞∑

k=4

k−2∑
ν=2

k−1∑
l=3

(
p−z
)2k+ν−l−2

+ (p− 1)p2
∞∑

k=4

k−2∑
ν=2

(
p−z
)2k+ν−5

+

p3
∞∑

k=5

(
p−z
)3k−8

+p2
∞∑

k=5

k−2∑
l=3

(
p−z
)3k−2l−2

+(p−2)p2
∞∑

k=5

k−2∑
l=3

(
p−z
)3k−2l−2

+

(p− 1)p2

∞∑
k=4

k−2∑
ν=2

(
p−z
)2k+ν−6

+ p3

∞∑
k=6

k−2∑
l=4

(
p−z
)3k−l−5

+

(p− 1)p2
∞∑

k=6

k−2∑
l=4

(
p−z
)3k−l−5

+ (p− 1)p2
∞∑

k=5

k−2∑
ν=2

k−1∑
l=4

(
p−z
)2k+ν−l−3

+

(p− 1)p2
∞∑

k=5

k−1∑
l=4

(
p−z
)3k−l−5

+ p3
∞∑

k=5

k−2∑
l=3

(
p−z
)3k−2l−3

+

p3

∞∑
k=6

k−3∑
l=3

(
p−z
)3k−2l−4

+ p3

∞∑
k=5

k−2∑
l=3

(
p−z
)3k−2l−4

+

p3
∞∑

k=7

k−4∑
l=3

k−2∑
r=l+2

(
p−z
)3k−l−r−3

+ (p− 1)p2
∞∑

k=7

k−4∑
l=3

k−2∑
r=l+2

(
p−z
)3k−l−r−3

+

p3

∞∑
k=6

k−3∑
l=3

k−1∑
r=l+2

(
p−z
)3k−l−r−3

+ (p− 1)p2

∞∑
k=6

k−3∑
l=3

k−1∑
r=l+2

(
p−z
)3k−l−r−3

=

1− 2p−z +
(
1 + p + p2

)
p−2z − 2pp−3z + p

(
1− p + p2

)
p−4z + (−1 + p) p2p−5z

(1− p−z)3
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�����

���� ����� C��

B{p} (Cp2) = Z{p}
⊗

B (Cp2) = Z{p}
⊕

Z{p}a
⊕

Z{p}b,

�) ���) �� �� � ��� ��? � Z{p}* 2� � �) ���)

B̃{p}(Cp2) = Z3
{p}

�� �� � ��� ��-���) ��? � Z{p}.

������ 2 � <������ 
	�� �	 B̃{p} (Cp2) .

������ C�� B̃{p} (Cp2) = Z3
{p}, �� ���� �� ��� �) ��� ��� .'.'.3 D�E

������� C��

ζB̃{p}(Cp2)(z) = ζZ3
{p}

(z) = ζ3
Z{p}(z) =

⎡⎣ ∑
I≤Z{p}

∣∣∣∣Z{p}
I

∣∣∣∣−z
⎤⎦3

,

�� ����� � �� �� ����) �� Z{p} �� ������ 9����* 2� )� C�� 2� �)
��� ��� .'.'38 ������� C�� I = ptZ{p}* �� �����

ζB̃{p}(Cp2)(z) =

[ ∞∑
t=0

(
p−z
)t]3

=
1

(1− (p)−z)3 .

������ ������� �	 fCp2 (p−z) :

������ C�� ������� )�  �)���;� D��� ��� .'.'..E

ζB{p}(Cp2) (z) =
(
fCp2

(
p−z
))

ζB̃{p} (z)

��� � )� :����;� <��� �� B{p} (Cp2) ��) ( �2� ���)��� Cp2 � )� :����;�
<��� �� �� � ��� ��-���)* �?������� C��&

fCp2

(
p−z
)

=

1−2p−z +
(
1 + p + p2

)
p−2z−2pp−3z +p

(
1− p + p2

)
p−4z +(−1 + p) p2p−5z.
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����(� 2 � <������ 
	�� �	 B (Cp2) .

�� B)����* 2� �) ��� ��� .'..3* 2� �� ���* ��?���� C��&

ζB(Cp2)(z) =
∏

q−primo

ζB{q}(Cp2)(z) = ζB{p}(Cp2)(z)
∏

q �= p
q − primo

ζB{q}(Cp2)(z) =

	+� �* ��) ��� ��� .'.'.. � 2����� C�� f(Cp)(q
−z) = 1, ����2 � C��

q �= p, �?������� C��&

ζB(Cp2)(z) = fCp2

(
p−z
)
ζB̃{p}(Cp2)(z)

∏
q �= p

q − primo

ζB̃{q}(Cp2)(z) =

fCp2

(
p−z
) ∏

q−primo

ζB̃{q}(Cp2)(z) = fCp2

(
p−z
)
ζB̃(Cp2)(z) =


?�� A���� C�� B̃ (Cp2) = Z3, 2� )� C�� ��) ��� ��� .'.'.3* 2� ��
�* ����)����� C��&

ζB(Cp2)(z) = fCp2

(
p−z
)
ζZ3(z) =

[
1− 2p−z +

(
1 + p + p2

)
p−2z − 2pp−3z + p

(
1− p + p2

)
p−4z + (−1 + p) p2p−5z

] [ ∞∑
n=0

n−z

]3

.



NOMENCLATURA.

N �� �������� 	
 ��� ��

��� �������
��
Z �� �������� 	
 ��� ��

��� 
��
����
Q �� �������� 	
 ��� ��

��� ��������
��
R �� �������� 	
 ��� ��

��� �
��
��
C �� �������� 	
 ��� ��

��� ��
��
����
Zn �� �������� 	
 ��� 
��
��� 
�	��� n.
Zπ �� �������� 	
 a

b ∈ Q ��� ��
 p � b, ∀ p ∈ π� �� ���� 	
 ���
���
∼ �
������ 	
 
������
�����
	 ����� ��
���∏

���	���� ����
������⊕
��
� 	��
����⊗
���	���� �
��������

〈x〉 �� �������� �
�
��	� ��� 
� 
�


����
|X | ��

�� 	
 
�


���� 	
� �������� X.
[R : I] ��	��
 	
 I 
� R.
H ≤ G H �������� 	
 G.
S(G) �� �������� 	
 ��������� 	
� ����� G.
H � G H �������� ���
�� 	
 G.
OG(x) ������ 	
 x 
� G.
G�H �� �������� 	
 ����
� ���
���
� � ���
�	�� 	
 H 
� G.
stabG(x) �������� �	�� 	
 x 
� G.
H !���
 	
 ����������� 	
 H.
C(G) �� �������� 	
 ����
� 	
 ����������� 	
 ��� ��������� 	
 G
XH �� �������� 	
 ������ "��� 	
 X ���� �� ������ 	
 H.
ϕH(X) #� 
���� 	
 H 
� X.
X !���
 	
 ���
��"�
� 	
 X.
NG(H) �� ���
��� �	�� 	
 H 
� G.
W (G) �� ����� 	
 $
%� 	
 G.
B(G) �� ������ 	
 &�����	
 	
 G.
B̃(G) ���	���� ����
����� 	
 Z ������ �
�
� ��
� 
�


���� 
� C(G).
Bπ(G) ���	���� �
������� 
� Z 	
 Zπ ��� B(G).
B̃π(G) ���	���� �
������� 
� Z 	
 Zπ ��� B̃(G).
HomG(X, Y ) �� �������� 	
 
��"�
�� 	
 G'��������� 	
 X 
� Y.
ζΛ(z) #� (������  
�� 	
� ��	
� Λ.

	�



���
�
��	��	

G3H 5���?��� O$���� 	)(�? � �I J' �' � ����� ��� ���2���* ������
������� D3=8>E'

G.H 5���?��� O$���� 	)(�? � ��I J' �' � ����� ��� ���2���* ������
������� D3=8=E'

G6H ����� O
�-���) 
 �� �I 	������� � ��� D3=0>E

G7H 	 ����)� O#��� ��������� �: 	 ������� 
 �� � ��� ��)����P� ���4
@���� ��I ��)�� 5' $��+��)) ��� � A��( ����� D3=8/E'
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