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Lista de Simbolos.

F, campo finito de ¢ elementos

F; el grupo multiplicativo de los elementos no nulos de F,
Q el conjunto de ntimeros racionales

| S | la cardinalidad (ndmero de elementos) del conjunto finito S
L(F,K) el conjunto de aplicaciones K-lineales de F' a K

(a) la funcién de Euler en a

Lo, el anillo de enteros médulo n

/s el grupo multiplicativo de las unidades del anillo Z,

a clase de congruencia del entero a

| G| el orden del grupo finito G

<g> el grupo ciclico generado por g

Qn(z) el n-ésimo polinomio ciclotémico

K(0) la extensiéon de K obtenida adjuntando 6

K™ el n-ésimo campo ciclotémico sobre K

E™ el conjunto de las raices n-ésimas de la unidad sobre K
Trp k() la traza de o € F sobre K

Ap/k (o1, ..., 00,) el discriminante de aq, ..., o, € F sobre K

Cn(A, B) coordenada m del producto AB

Gal(F,»,F,) el grupo de Galois de F,» sobre F,

{00,01,...,0n_1} grupo de Galois de Fyn sobre F, (0;(a) = a? para todo « € Fn)
i %n el residuo que queda de dividir ¢ entre n

Cy complejidad de la base normal N.
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Resumen.

Consideremos el campo finito Fy». Dicho campo puede verse como un espacio vectorial
de dimensién n sobre F,, asi, tiene una base formada por n elementos de F,». Una base
de la forma {a,a% o, ...,a?" '} con a € Fy se llama base normal de Fyn sobre F,.
Cuando un elemento se identifica con su vector de coordenadas en esta base, su potencia
g-ésima tiene el mismo vector pero rotado una posicion a la derecha. La multiplicacion con
respecto a una base normal puede ser definida en términos de una cierta forma bilineal
representada por una matriz, se define entonces la complejidad de esa base normal como
el nimero de entradas distintas de cero en dicha matriz. Un argumento debido a Mullin
et al. muestra que dicha matriz tiene al menos 2n — 1 entradas distintas de cero. Cuando
tiene exactamente 2n — 1 entradas distintas de cero, la base normal se dice que es éptima.
En esta tesina se explica y describe el escenario de las bases normales en campos finitos.
Se prueba el Teorema de la Base Normal y se caracteriza a los elementos normales de [Fyn
sobre F,. Se expone el argumento de Mullin et al., se explican por un lado los criterios
para construir bases normales éptimas y por otro lado su clasificacién.

Las pruebas de los resultados fueron detalladas, los hechos que en las fuentes originales
se dan por sentados se aislaron en lemas, los cuales fueron demostrados para conseguir
pruebas claras. Se propone una formulacion equivalente y alternativa al Teorema de S.
Gao que permite construir bases normales 6ptimas y de baja complejidad, ademas se
hacen observaciones aclaratorias en la forma de proposiciones, relativas a los objetos que
participan en el enunciado de dicho Teorema.

Palabras clave: campos finitos, bases normales, complejidad de una base normal, bases

normales éptimas.
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Abstract.

Consider the finite field F,n. This field can be viewed as a n-dimensional vector
space over I, thus, it has a basis formed by n elements of F,n. A basis of the form
{a, at, al’, .., Oﬂn*l} with o € Fn is called normal basis of F;» over F,. When an element
is identified by its coordinate vector in this basis, its ¢-th power has the same vector,
but shifted to the right one position. Multiplication with respect to a normal basis can
be defined in terms of a certain bilinear form representated by a matrix. We define the
complexity of that normal basis to be the number of nonzero entries in this matrix. An
argument due to Mullin et al. shows that this matrix has at least 2n — 1 non zero entries.
If it contains exactly 2n — 1 non zero entries, then the normal basis is said to be optimal.
In this dissertation is explained and described the stage of normal bases in finite fields.
Normal Bases Theorem is showed and the normal elements of F,» over I, were charac-
terized. The argument due to Mullin et al. is exposed. On the one hand, the criteria for
constructing optimal normal bases is analized, on the other hand the classification of all
optimal normal bases is explained.

The proofs of results were detailed, the facts that are assumed true in original sources
were isolated in lemas, which were shown for get clear proofs. An equivalent and alterna-
tive formulation is proposed of Theorem due S. Gao, which allows to construct optimal
normal bases and low complexity normal bases. Finally, explanatory observations about
the objects into the statement of this Theorem are made in the form of propositions.

Keywords: finite fields, normal bases, complexity of a normal basis, optimal normal

bases.
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Capitulo 1

Presentacion.

1.1. Introduccion.

Cada campo finito F' es un espacio vectorial sobre cada uno de sus subcampos y por
lo tanto tiene una base de espacio vectorial sobre cada uno de ellos. Hay varios tipos dis-
tintos de bases para campos finitos. Cada tipo de base facilita ciertos calculos. Cuando se
hace calculos aritméticos en campos finitos, hay algunas operaciones importantes, como
la adicién, multiplicacion, elevar a la potencia g-ésima y el calculo de inversos multiplica-
tivos.

Con algunas bases calcular inversos y ¢-potencias puede ser facil, mientras que la multi-
plicacién puede ser mas complicada. Con otras bases, se puede calcular multiplicaciones
rapidamente pagando el precio de tener calculos de inversos y exponenciaciones mas com-
plicados.

Con las bases normales el calculo de g-potencias es facil, pues es equivalente a un despla-
zamiento ciclico de las coordenadas de un elemento en la base normal dada, mientras que
la multiplicacién es desde un punto de vista computacional mas costosa.

En el presente trabajo nos enfocaremos en el estudio de las bases normales éptimas que
son bases normales de complejidad minima, es decir, aproximadamente hablando bases

normales tales que la multiplicacién puede realizarse con el menor niimero posible de ope-



raciones.

Comenzamos el trabajo haciendo una breve incursién hacia el escenario de las bases nor-
males en campos finitos en general, probamos que siempre existe una base normal y damos
un criterio computacionalmente aceptable para determinar si un conjunto candidato de
elementos en una extension finita es una base normal para dicha extension. En el capitu-
lo tres hacemos preciso el concepto de complejidad de una base normal. Probamos que
hay una complejidad minima posible la cual esta relacionada con el grado de extension
del campo finito en cuestiéon con respecto a uno de sus subcampos. En segundo lugar
probamos un resultado general que nos permite construir bases normales 6ptimas y ba-
ses normales de baja complejidad. Terminamos el capitulo probando que todas las bases

normales éptimas pueden construirse usando dicho resultado.

1.2. Antecedentes.

El Teorema de la Base Normal (Teorema fue probado inicialmente por K. Hensel
en 1888. Posteriormente surgieron otras demostraciones.
En el ano 2003 Cohen and Huczynska [3] dieron una prueba tedrica que no requiere
célculos en computadora del llamado Teorema de la Base Normal Primitiva (Teorema
2.2.3)).
El estudio de las base normales éptimas comienza con Mullin et. al. [I0] donde se observan
dos tipos de bases normales éptimas (Tipo Iy Tipo II) y se dan criterios para construirlas.
Dichas construcciones fueron generalizadas por Ash, Blake y Vanstone [2], posteriormente
por Wassermann [12] y finalmente por S. Gao [5] para construir bases normales éptimas
y de baja complejidad, haremos referencia a dicha construccion en el Teorema [3.2.10]
Fue S. Gao quien probd que cualquier base normal éptima de un campo finito debe ser
equivalente a una base normal éptima de Tipo I o de Tipo II. Finalmente Gao y Lenstra [4]
extendieron dicho resultado a cualquier extension finita de Galois de un campo arbitrario.

Presentamos una version de éste resultado para campos finitos en el Teorema [3.3.9,



1.3. Objetivos.

Asumiremos que K, F son campos finitos con K subcampo de F.
Son tres los objetivos trazados para este trabajo:
(1) Explicar y describir el escenario de las bases normales en campos finitos. Nos enfocamos

en dos aspectos:
s Probar el Teorema de la Base Normal.
» Caracterizar a los elementos normales de F' sobre K.

(2) Determinar la complejidad minima tedrica de una base normal y dar criterios para
construir bases normales 6ptimas.

(3) Clasificar todas las bases normales Gptimas.

Todas las pruebas de los resultados se haran de una manera detallada, en muchos
casos los hechos que son dados por sentado se aislaran en lemas previos al resultado, los
cuales seran demostrados consiguiendo asi una prueba clara.

Se proponen el Lema y el Teorema [3.2.10] como formulaciones equivalentes al Lema
4.1.3 de [5] y Teorema 4.1.4 de [5] respectivamente.

Se haran observaciones aclaratorias en la forma de proposiciones y [3.2.8)) relativas
a los objetos que participan en los enunciados del Lema y el Teorema [3.2.10]



Capitulo 2

Bases Normales.

2.1. Introduccion.

Consideremos el campo F;,» donde n es un entero positivo y ¢ es potencia positiva
de algtin primo. Se puede ver Fy» como un espacio vectorial de dimensién n sobre F,,
asi tiene una base formada por n elementos de Fn.
Si existe un elemento o € Fyn tal que el conjunto B = {a, ¥, oﬂ2, ey oﬂn*l} es una base
de Fy» sobre I, se dice que B es una base normal de F,n sobre F, y que a es un elemento
normal de Fyn» sobre F,. La definicién de una base normal puede verse también del modo
siguiente: recordemos que el conjunto de todos los automorfismos de F,» sobre [F, (por un
automorfismo de Fy» sobre F, entendemos un automorfismo de F;» que fija los elementos
deF,) es G = {00,041, ...,0n_1} donde 0; : Fgn — Fn esta dado por o;(ar) = 4" para todo
a € Fn, nétese que dicho conjunto, es decir G, es un grupo ciclico (bajo la composicién de
funciones) que esta generado por oy, este dltimo se denomina automorfismo de Frobenius
de F,» sobre F,, entonces B = {o¢(a), 01(t), ..., 0n-1(a) }.
Por otra parte, si K es un subcampo de F, € F' es un elemento algebraico sobre K y
g(x) es el polinomio minimo de 6 sobre K (g(z) € K[x], g(f) = 0) con grado deg g(x) = n,
entonces es bien sabido que

(i) K(0) = o2




(ii) La dimensién de K(6) sobre K es n, i.e., [K(0): K] =n
(iii) {1,6,62,...,6"'} es una base para K(6) sobre K
(iv) Cada elemento de K () es algebraico sobre K con grado un divisor de n.

La base dada en (iii) se llama base polindmica.
Las referencias que utilizaremos en este capitulo son [6] capitulo 2, seccién 3 (6 [7] misma

referencia ) y [9] capitulo 1.

2.2. Existencia de Bases Normales.

En esta seccién probaremos que toda extensién finita de un campo finito tiene una
base normal, para ello recordaremos algunos hechos del algebra lineal.
Sean V' un espacio vectorial de dimension finita y T : V' — V un operador lineal, decimos
que un polinomio p(z) anula T si p(T') = 0. El tnico polinomio ménico de grado minimo
que anula 1" se denomina polinomio minimo de T'.
El polinomio caracteristico de T es el determinante formal de x —T. Un vector v € V'

es ciclico para T si {v,Tv,T?v,...} genera V.
(AL-1) EI grado del polinomio caracteristico de T" es igual a la dimensién de V.
(AL-2) El polinomio minimo de 7" divide al polinomio caracteristico de 7.

(AL-3) Un operador lineal tiene un vector ciclico si y sélo si su polinomio caracteristico

es igual a su polinomio minimo.

Lema 2.2.1 [Lema de Artin, Lema 2.33 de [6]] Sean G un grupo y F' un campo. Si
W1, .oy Y, son homomorfismos distintos de G en F* y aq, ..., a,, son elementos de F', no

todos cero, entonces existe g € G tal que a1¢1(g) + ... + antm(g) # 0.

Teorema 2.2.2 [Teorema de la Base Normal, Teorema 2.35 [6]] Para cada entero po-

sitivo n, existe una base normal de Fy» sobre [F,.
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Prueba. Afirmamos que " — 1 es el polinomio minimo del automorfismo de Frobenius de

Fyn sobre Fy 0 : Fyn — Fyn. En efecto, para cada o € Fyn se tiene

n

(6" —=I)(a) =0"(a) — I(a) = a? —a=0.
Por otro lado, sea p(x) un polinomio no nulo de grado menor que n, digamos,
p(z) = ap_ 12"+ . 4+ a1z + ag
el cual produce el operador

p(0) = @p_10" 7t + ...+ ayo +agl

donde I,0,...,0" !

son n automorfismos distintos, luego homomorfismos de F7,. en F.,
asi por el lema existe a € Fy. tal que (p(0)) () # 0, por tanto p(z) no anula o. Ahora
bien, sea f(z) el polinomio caracteristico de o, por (AL-1) deg f(x) = [Fpn : F,] = n,
ademds por (AL-2) 2" — 1 | f(z) y ambos son ménicos, luego =" — 1 = f(z) y por (AL-3)

o tiene un vector ciclico, es decir, existe o € Fyn tal que {a, o(a), ...,0™" *(a)} genera Fyn

sobre I, y por tanto {a, a?, ..., oﬂ"fl} es una base de Fy» sobre F,.00

Un elemento a € Fyn es normal primitivo sobre F, si es normal sobre F, y tiene orden
multiplicativo ¢ — 1. Una base normal generada por un elemento normal primitivo se
llama base normal primitiva. El teorema siguiente nos dice que el elemento que genera

una base normal puede elegirse primitivo.

Teorema 2.2.3 [Teorema de la Base Normal Primitiva, [3]] Para cada entero positivo

n, Fyn tiene un elemento normal primitivo sobre [Fy.

2.3. Criterios para Independencia Lineal.

En esta seccion presentaremos algunos criterios que nos permitiran decidir si un sub-
conjunto A C Fy» es linealmente independiente sobre F,. Nétese que si dichos criterios
son aplicados a subconjuntos de Fy» con n elementos nos diran si dicho conjunto es una

base sobre IF,. En lo que sigue usaremos la notacion siguiente: K = F, y F' = Fyn.

6



Definicién 2.3.1 Sea a € F, la traza de « sobre K es
Tre/k(o) = a+a’ + o + . +al

Si K es el subcampo primo de F, la traza se llamara traza absoluta.

La traza define una funcién de F' a F'. Veremos en lo que sigue que Im Trp/x = K.
Lema 2.3.2 Para cada a € F', Trp/x(a) € K.

Prueba. Sea a € F', para probar que Trp/x(a) € K serd suficiente mostrar que Trp,x (o)

es fijado por el automorfismo de Frobenius de F' sobre K, es decir, mostraremos que

(TI‘F/K(OZ))q = TI‘F/K(OZ)

Teorema 2.3.3 La funcién traza tiene las siguientes propiedades:
1. La funcién traza Trp g : F' — K es una aplicaciéon K-lineal sobreyectiva.
2. Trp/k (o) = na, para cada o € K
3. TrF/K(oﬂl) = Trp/k (), para cada o € F' y para cada entero positivo [.

Prueba. (1) Es facil ver que la funcién Trp g : ' — K es una aplicacién K-lineal. Asi,
ImTrp, i es un subespacio de K, pero K tiene dimension 1 sobre K, entonces ImTrp i €
{{0}, K'} asi basta probar que Im Trp/x # {0}. Nétese que ker Trp) i estd formado por
las raices del polinomio Z;:Ol 27 que tiene grado ¢"! y por tanto tiene a lo mds ¢"
rafces distintas pero F' tiene ¢" elementos, asi existe o € I tal que o € ker Trp ), es

decir, Trp/k (o) # 0 y en consecuencia Im Trp i # {0}.
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(2) Sea o € K, basta notar que cada elemento de Gal(F»,F,) fija a.

(3) Sea a € F', sabemos que Trp (o) € K asi

i=0
n—1 n—1
_ (aqi)ql — (aql)ql
i=0 =0
= Trpyx (o)

Lema 2.3.4 Para cada a € K, | Tr;}K(oc) |=q" 1.

Prueba. Sea @ € K, como Trp/x : F — K es sobreyectiva existe w € F tal que
Trp/k(w) = . Ahora definimos la funcién h : ker Trp g — Tr;}K(a) por h(B) =+ w
V3 € ker Trp/k. Afirmamos que h es una biyeccién. En efecto, si 31, 82 € ker Trp/x son
tales que h(f1) = h(fB2), es decir, 51 + w = Py + w, entonces B; = [B5. Por tanto h es
inyectiva.

Por otro lado, si u € Tr;}K(oz), entonces Trp g (u—w) = Trp/g(u) =Trp/k (W) = a—a =0
por tanto existe f = u —w € ker Trp/x tal que h(3) = u y por tanto h es sobreyectiva.

n—1

Ahora veamos que ker Trp/x tiene ¢ elementos. Dado que Trp/x : ' — K es una

transformacion lineal sobreyectiva se tiene que F'/ ker Trp/x = K como espacios vectoria-
| q"

7] cast | ker Trpy |= (g = 4 =1¢

| n—1
[ker Tr ) ¢ |K| q :

les y luego como grupos, por tanto | K |=

Teorema 2.3.5 La funcién ¢ : ' — L(F, K) definida por ¢(8)(a) = Trp/k(fa)

V3,a € F es un isomorfismo de K espacios vectoriales.

Prueba. Sea 8 € F, ¥ (B) € L(F, K) pues es la composicién de las aplicaciones K —lineales:
ar fay Tre/k.

Para ver la inyectividad, sean 31, 3, € F con 31 # [, asi 31 — B2 # 0y como | ker Trp/ i |=
"t < ¢" =| F | existe r € F, tal que Trp/k(r) # 0, sea entonces o = (1 — [B2)~'r

asi ¥(B1)(a) =¥ (B2)(a) = Trp/k (Bra) = Trp i (Boa) = Trpyg ((B1—Bo2)a) = Trp k(1) # 0,

8



por tanto ¥ (51) # ¥ (Ba).

La sobreyectividad se sigue de | {¢(8) : B € F} |=| F |= ¢" y | L(F,K) |= ¢" esto
ultimo viene del hecho siguiente: si s € L(F, K) y {ao, ..., a1} es una base de F sobre
K, entonces s esta completamente determinado por s(ay), ..., s(a,—1) € K y es claro que

hay ¢" posibilidades para s. Finalmente, 1) es K —lineal por que la Trg/x es K —lineal.

Definiciéon 2.3.6 Sea {aq,...,a,,} C F. Definimos el discriminante de dicho conjunto

como el determinante siguiente:

TI"F/K(alOél) TFF/K(OQOQ) T TTF/K(alam)

Tr QX Tr Qi <o T a0l
A (s ) = det F/K.( 2017 ) F/K (Q20s) F/i (Qa00,)

Trp/k(amon) Trpk(amas) - Trp/g(omas,)

Lema 2.3.7 Si{ay,...,a,} C F ( [F: K] = n, entonces {a, ..., a,} es una base para
F sobre K siy sélo si Ap/g(o, ..., an) # 0.

Prueba. =) Supongamos que {a1, ..., a,, } es una base para F' sobre K. Mostraremos que
Ap/i(aq, ..., 0p) # 0 mostrando que las columnas de la matriz A que aparece en la defi-
nicion del discriminante son linealmente independientes. Sean C, C, ..., C, las columnas
de la matriz A y supongase que d,C; + dyCy + ... + d,,C,, = 0 para ciertos dy, ...,d, € K

asi para cada j € {1,...,n} tendremos
diTrp/k (o) + ... + dpyTrp ke (ajoy,) =0
ahora como Trp/k es K-lineal tenemos
Trp/k((diog + ... + dpoy) ) = 0.
Sea 8 =diay + ... + dyay, v sea a € F| entonces o« = 22;1 hjoj con h; € K'y

Trpyic(Ba) = Trpyc(B Y hiay) = Trey (Y hiBay)
P =1

= hiTrpk(Bay) =0,

j=1



Ahora bien, si 8 # 0 la aplicacién f : F — F dada por f(a) = fa para todo a € F' es
inyectiva por tanto biyectiva, asi hay ¢" elementos en ker Trg g lo cual es imposible por
2.3.4] Por tanto § =0y asi d; = 0 para todo i € {1,...,n}.

<) Supongamos que Ap/g(ai,...,an) # 0y dioy + ... +dyo, = 0 para ciertos dy, ..., d,, €

K, entonces para cada j € {1,...,n} se tiene
diojaq + ...+ dpojon, =0,
aplicando la traza tenemos
diTrp/k(0joq) + ... + dpTrp k(o) =0

lo cual nos da la combinacién d,C; + ... + d,C,, = 0 y como las columnas son lineal-
mente independientes se tiene d; = ... = d, = 0 y por tanto {ay,...,a,} es linealmente

independiente y asi una base.

Teorema 2.3.8 Sea B = {ay,...,a,} C F ([F: K] =n). B es una base para F' sobre

K siy sélo si

aq Qn
q q
[0 (6]
1 n
det # 0.
q"*l qn—l
ay an

Prueba. Sea A la matriz dada por A;; = ozg entonces

n

(ATA)Z-J- = Z(AT)MAU = ZAliAlj
=1

=1
n—1
-1 -1 1ol
_ E q q _ E q 4
=0

= (0y)" = Trpyx (o).
=0

s

Asi ATA = D donde D es la matriz que aparece en la definicién de discriminante, luego
AF/K(a17 . Oén> = det(D) = det(ATA)
= det(A”) det(A) = (det(A))2.

10



De donde es claro que Ap/k (o, ...,a,) = 0 siy sélo si det(A) = 0, asi por el Lema
B es una base para F' sobre K siy sélo si det(A) # 0.

Lema 2.3.9 Sea F' un campo cualquiera y ag, aq,...,a,_1 € F. La matriz circulante de

nxn
Qo ayp az -+ Ap—1
ap—1 Qo A1 -+ Ap-—2
C[GO, Ay, ... an—l] =\|apn—-o Gn_1 ay -+ Gp_3
aq (05} asg - Qo

. . , . —1 ;
es no singular si y sélo si med(} ), a;a’, 2" — 1) = 1.

Prueba. Sea A la matriz de n X n siguiente

0 1 0 0 X T2

o o0 1 . To T3
A=+ . . . 0], como A : =

0 R | Tp_1 T,

1 0 --- 0 O Ty T

y como la columna j de AB es A por la columna j de B se sigue que clag, @1, ..., Gn_1] =
S a; Al = f(A) donde f(z) = Y20 a;x' € Flz]. Por otro lado, como el operador lineal
T:F" — F" dado por T(X) = AX tiene como vector ciclico a e, (n-ésimo vector de la

base candnica de F™ sobre F') y

z —1 0 0
0 =z -1
det(zl —A)=det | : . . . 0 | =2a"-1
0 —1
-1 0 0 =

(haciendo el desarrollo por cofactores a lo largo de la primera columna), el polinomio

minimo de A es 2™ — 1.

11



<) Si med(f(z),2™ — 1) = 1, entonces existen a(z), b(z) en F[z] tales que a(z)f(x) +
b(x)(z"—1) =1, asi a(A) f(A) = I,,, luego f(A) es invertible y por tanto c[ag, ay, ..., a,_1]
es no singular.

=) Si med(f(z), 2™ — 1) = d(x) # 1, entonces degd(z) > 1y f(z) =d(z)g(x), 2" — 1 =
d(x)h(x) para ciertos g(z), h(z) en F[x] con h(z) # 0. Ahora bien, como n = deg(z"—1) =
deg d(z) +deg h(x) > deg h(x) se tiene que h(A) # 0. Pero d(A)h(A) = A™ — I, = 0 luego
d(A) es singular y por tanto f(A) = d(A)g(A) es singular.

Observacién 1 Si Gal(Fq,F,) = {0¢,01,....,0n-1} ¢ i,5 € {0,1,...,n — 1}, entonces
0;00; = 0(i+jy%n donde (i+j) %n es el resto de dividir i+ j entre n, ademés si denotamos

7
a? por «;, entonces 0;(q;) = Q(itj) %n-

Usaremos la observacion anterior y la notacién alli presente en la demostracion del teorema

siguiente.

Teorema 2.3.10 Sea o € Fyn, o es un elemento normal de F,n sobre F, si y sélo si

el g — 1) = 1.

med(a + oz + ...+l

Prueba. Por definicién, a es un elemento normal de Fy» sobre F,, siy sélo si {ag, a1, ..., a1}

es una base de [F;» sobre IF; lo cual es equivalente por a que

Qo a1 Qg - Qp
a (05) [0 T (%))
sea no singular
Op_2 Qp_1 Gy -+ Op_3
Qp—1 Qo Q1 - Qp2

pero dicha matriz es no singular si y sélo si

Qo a1 Qg - Qpg

Op—1 Q@ Q1 -+ Op_3

Qpg Qp_1 Oy -+ «an3 | esnosingular (pues solo reordenamos las filas)
(05} (6%) Qg Qp
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lo cual ocurre si y sélo si clag, aq, ..., ay,—1] €s no singular.
Finalmente, usando vemos que c[ag, ag, ..., @, 1] es no singular si y sélo si med(ag +

T+ ...+, 2" " —1)=1.

Observaciéon 2 Este teorema es una herramienta importante a la hora de determinar
si un elemento es normal o no. Né6tese que calcular un méximo comun divisor en F'[x] con

F = Fn requiere por lo general menos operaciones que calcular un determinante, como

es el caso del Teorema 2.3.8].
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Capitulo 3

Bases Normales ()ptimas.

3.1. Complejidad de una Base Normal.

Consideremos el campo Fg», el cual es una extension de grado n sobre F,. Sea B =
{ao, 1, ..., a1 } una base de F,n sobre F,. Si A, B € Fn, entonces se expresan de modo

unico como combinacién lineal de los elementos de B.
n—1
A= Zaiai con a; € I,
i=0
n—1
B = ijaj con b; € IF,.
§=0
Una pregunta natural es: dado [ € {0,1,...,n — 1}, jcudl es la coordenada [ de A+ By
cuél la coordenada [ de AB 7.
En el caso de la suma la respuesta es inmediata la coordenada [ de A+ B es a; + b;. En

el caso de la multiplicacion la respuesta requiere algunos calculos, veamos



Ahora bien, o;a; € Fyn por tanto se puede escribir como combinacién lineal de los ele-

mentos de B, asi
n—1
Qo = Ztg-)oq para todo 7,5 € {0,1,....,n — 1}
1=0

sustituyendo se tiene:

=0 7=0 =0 =0 j=0 =0
n—1 n—1 n—1
_ O]
= aibjtij (87
=0 =0 7=0

Asi vemos que la coordenada [ de AB, la cual denotamos por C;(A, B), es

n—1 n—1

CA,B) =3 atly; v

i=0 j=0

n—1
AB =Y Ci(A, B)ay.
=0

Noétese que para cada l € {0,1,...,n — 1} tenemos la matriz (tg-)), luego podemos ver a C}
como una forma bilineal (identificando A y B con sus vectores de coordenadas) dada por
Ci(A, B) = A(t))BT.

Las referencias que utilizaremos en este capitulo son [10], [8], [5] y [6].

EL interés en las bases normales surge en parte por un método para multiplicar que Massey
y Omura proponen en [8]. A continuacion enunciamos y probamos una formulacién de

dicho metodo.

Proposicién 3.1.1 (Massey - Omura, [§]) Sea N = {ag, o, ..., a,_1} una base nor-
mal de Fyn sobre F,. Si A,B € Fpn y m € {0,1,...,n — 1}, entonces C,,(A,B) =
Colo,,'(A), 0,/ (B)).

rYm

15



Prueba. Sean A = 3" a,04, B = Z;‘;& bja;, como o,,! € Gal(F,,F,) se tiene:

n—1
0, (A)o, (B) = 0, (AB) = 0,/ (D> Ci(A, B)aw)
1=0
n—1 n—1
= OI(A, B)a;Ll(al) = Z CZ(A, B)Oé(l_m) %
=0 =0
= Cm(A, B)CYO + ...
Por otra parte
n—1
0, (A)o, (B) = Cil0,'(A), 0, (B))ey
1=0

Asi Co(A, B) = Cyo:1(A), 0 1(B)).0

m

Cabe hacer algunas observaciones:

1. Sabemos que la matriz (tl(-?) ) determina la forma bilineal Cy y por la Proposicién

Cy determina C,, para cada m € {0,1,...,n — 1}.

2. Sabemos que Gal(F,F,) es generado por oy, asi, si identificamos A con su vector
de coordenadas, es decir, A = (ag, a1, ...,a,_1) tenemos o1(A) = (a,_1, ag, ..., 4n_2)
y por tanto o,,(A) se obtiene rotando ciclicamente m posiciones a la derecha, las

coordenadas de A y por consiguiente o, !(A) se obtiene haciendo dicha rotacién

m

ciclica m posiciones a la izquierda.

A continuacién probaremos que las matrices (tz(?)), (t%)), - (tg;_l)) tienen todas las
mismas entradas, pero en un orden distinto. Asumimos que {ayg,...,a, 1} es una base

normal de F,» sobre F,.

Teorema 3.1.2 Para cada m € {1,..,n — 1} las matrices (tg”)) y (tl(-?)) tienen las
mismas entradas, pero acomodadas de forma distinta. En particular el nimero de entradas

distintas de cero en cada una de las matrices (tz(é)) es el mismo.
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Prueba. Sean 7,5 € {0,1,...,n — 1}, ya vimos que oja; = >~ 01 i cu donde t € F, para

todo 1 € {0,1,...,n —1}. Seam € {0,1,...,n — 1}, entonces

Qfim) G Q=) %o = O ()0, () = 0‘1(0«0@)

n—1

= Ztg)o— Zt A (1—m) %n
=0
= t(m)Oéo + ...

)

Por otro lado

A(i—m) %on(j—m) %on = Zt m) %n (j—m) %n aq

(0)
t(l m) %n (j—m) %n X0 + ...

Por tanto

(m) _ ,(0)
t t(z m) %n (j—m) %on” (31)
Finalmente, si R,, = {0, 1,...,n— 1}, entonces la aplicacién f : R, x R, — R, x R,, dada
por f(i,7) = ((i = m) %n, (j —m) %n) tiene inversa g : R, X R, — R,, X R,, dada por
g(i,7) = ((i +m) %n, (j + m) %n) por tanto es una biyeccion.

Definicién 3.1.3 Sea N = {ag, a1, ..., p—1} una base normal de F,» sobre F, donde
;= at parai € {0,1,...,n—1}. Definimos la complejidad de la base normal N, denotada

por Cy, como el nimero de entradas distintas de cero en la matriz (tl(-?)).

Nétese que si N = {ag, a1, ..., 5,1} €s una base normal de F» sobre F,, entonces
n— .
oy = ooy = Zt(()]i)aj Vi e {0,1,...,n—1}.

)

Definimos entonces 7' como la matriz de tamano n X n con entradas 7;; = t(j La matriz

T se llamara tabla de multiplicacion de la base normal N.
Lema 3.1.4 Con la notacion del parrafo anterior.

(i) Las matrices T'y (¢; £ )) tienen el mismo nimero de entradas distintas de cero.
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(ii) S0 Ty =0 paracada 1 < j<n—1y Tr(a) =31, Th.
(iii) Las filas de T son linealmente independientes.

Prueba. (i) Si R, = {0,1,....,n — 1} e i,j € R, entonces por se tiene T;; = téz) =
tg[i)j)%n (i) %on- Ahora la aplicacion f @ R, x R, — R, x R, dada por f(i,j) =
(=) %n, (i — j) %n) tiene como inversa a la funcién ¢ : R, X R, — R, x R, da-
da por ¢ (u,v) = ((v —u) %n, (—u) %n) por tanto f es una biyeccion.

(i)

n—1 n—1
Tr(a)ap = apTr(a) = ag Z a; = Z o0y
n—1n—1 2:2—1 anO
= Z t(()]z)% = Z (Z t(()Jz)> Q;
=0 j=0 j=0 \i=0
n—1 n—1 /n-1
(L) S (S
i=0 j=1 \i=0

De donde Tr(a) = Y15t = S0 Tho v 0 = Y050t = S0 Ty para todo j €
{1,....,n—1}.

(ili) Notemos que

QpQy 2?2—01 £4) @ tWag  + tWay + o+ 0V,
Qo . Z?:_S t(()Jl) Qa N t(()?)Oéo + téll)al + . 4 tg’ll_l)an—l
0ol —1 Z;L;S tgj%—loéj t(()07)7,—1a0 + t(()lg—lal + o F t(()nnfl) Qn-1
the  tog oty D Qg Too Tor -+ Ton g
_ ) oty et o | | T Tu - Tina oy
t(()07)L—1 t(()l'r)z—l t(()nn_—ll) Q-1 To1o Th11 - Thina Q1

Ahora como N = {ag, a1, ..., 0,1} es una base de F;» sobre F,, se tiene que el conjunto
{apag, apay, ..., apay,—1 } es también una base, asi sus vectores de coordenadas en la base

N (que son las filas de T') también forman una base de (F,)", por tanto son linealmente
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independientes.

Teorema 3.1.5 [Teorema 2.1, [10]] Para cada base normal N de F,» sobre F, se tiene

que Cy > 2n — 1.

Prueba. Sea N una base normal de F,» sobre F,, por (i) del Lema Cy puede cal-
cularse a partir de T'. Por (iii) las filas y por tanto las columnas de T" son linealmente
independientes, asi en cada columna hay almenos una entrada distinta de cero. Por (ii)
cada una de las columnas 1,2, ...,n — 1 suma cero, luego en cada una de ellas debe haber
al menos dos entradas distintas de cero habiendo en total al menos 2(n —1)+1 =2n—1

entradas distintas de cero.

Definicién 3.1.6 Sea N = {a,a?,...,a?" "} una base normal de Fy. sobre F,. Decimos

que N es una base normal dptima de Fn sobre I, si tiene complejidad 2n — 1.

3.2. Construcciéon de Bases Normales ()ptimas.

Antes de presentar y probar los resultados que nos permitiran construir bases normales
optimas y algunas bases normales de baja complejidad haremos una breve incursiéon hacia
el escenario de los polinomios y campos ciclotémicos, asi como de las raices de la unidad
sobre un campo arbitrario. La referencia principal para dicha incursion es [6] (capitulo 2,

seccién 4).

3.2.1. Raices de la Unidad y Polinomios Ciclotémicos.

Definicién 3.2.1 Sean n un entero positivo y K un campo. El campo de descomposi-
cién del polinomio 2™ — 1 € K[z] sobre K, se denotard por K™ y se llama el n-ésimo
campo ciclotémico sobre K. Definimos E™ = {z € K™ : z es raiz de 2™ — 1}. E™ se

llama el conjunto de la raices n-ésimas de la unidad sobre K. Nétese que E™ C K™\ {0}.
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A partir de ahora y durante toda esta subseccion p denotara la caracteristica del campo
de coeficientes del polinomio 2" — 1, es decir, p = car(K) ( permitimos en esta subseccién

que p sea cero).

Teorema 3.2.2 (i) Si p{n, entonces E™ es un grupo ciclico de orden n (con respecto
a la multiplicacién en K).

(ii) Si p | n, escribimos n = p®m con m, e enteros positivos y p { m, entonces K™ = K™
E™ = EM v las raices de 2" — 1 en K™ son los m elementos de E(™ cada uno con

multiplicidad p°.

Definicién 3.2.3 Asumimos que p { n. Una raiz n-ésima primitiva de la unidad sobre
K, es cualquier generador del grupo ciclico E™. Hay o(n) de tales raices. Si B =< w >,

definimos el n-ésimo polinomio ciclotomico sobre K, como

Noétese que el grado de @Q,(z) es p(n).
Teorema 3.2.4 Si p{n, entonces

(1) 2" = 1= [lg Qu(z).

(ii) Los coeficientes de @, (z) estan todos en el subcampo primo de K. Si el subcampo

primo de K es Q, entonces los coeficientes de @, (x) son enteros.

Teorema 3.2.5 (i) K™ es una extensién algebraica simple de K.
(ii) Si K = Q, entonces Q, () es irreducible sobre K y [K™ : K] = ¢(n).

(iii) Si K =F,y G € Z}, entonces Q),,(x) se factoriza como el producto de # polinomios
en K[z] todos ellos distintos, ménicos, irreducibles y de grado d, donde d = ord(q)

en Z*, ademds K™ es el campo de descomposicién de cada uno de dichos factores

sobre K y [K™ : K] =d.
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Ejemplo 1 Sean r un primo distinto de p y [ un entero positivo, entonces

pues por el Teorema |3.2.4

l l
" —1 " —1

T @) (7). Qua(z) a1

Finalmente como un corolario de [3.2.5] tenemos.

QT’Z (x)

Teorema 3.2.6 Si g € Z7, entonces ), () es irreducible sobre I, si y sélo si ord(q) =

p(n).

3.2.2. Construccién de Bases Normales ()ptimas.

Para comenzar se hard algunas observaciones (en la forma de proposiciones) relativas

a los objetos que participan en el enunciado del teorema principal de esta seccion.

Proposicién 3.2.7 Sean n, k enteros positivos y F, un campo finito. Si nk +1 es primo

y q € 2y, entonces
1. Eekt) C B C
2. B +1) es el tinico subgrupo de F*.. de orden nk + 1.
3. En EC*1\ {1} todas son raices primitivas.

Prueba. 1) Dado que la caracteristica de [, no divide a nk + 1 se tiene por que
EMk+1) C Fénkﬂ) es un grupo ciclico de nk + 1 elementos. Por otro lado, por se tiene
que [FS* Y - F,] = ord(q) en Z2y., ,, ast, si d = ord(q), entonces d | nk, luego Fy* ™) = F
es un subcampo de F i, por tanto B C Fie D ¢ F .

2) Nétese que como nk+1 es primo |Z%, , || = nk as{ ¢"* = 1 de donde ¢"* = 1(mod nk+1),
luego nk + 1 | ¢"* — 1, es decir, nk + 1 | |IF;M| y como I, es ciclico, existe un tnico
H < F?,, tal que |[H| = nk+1. Ahora bien, si 7 € H, entonces rhtl = 1 asi r?A -1 = 0,

es decir, r es raiz de 21 — 1 € F,[2] luego r € E™*+D con lo que se tiene H C EMk+1)
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y como |H| = nk + 1 = |[E"+1]| se tiene H = EMF+1),
3) Finalmente, como |H| = nk+ 1 es primo y H es ciclico, cada uno de sus nk elementos
distintos de 1 lo generan, por tanto todos los elementos de £\ {1} son raices (nk+1)-

ésimas primitivas de la unidad.

Proposicion 3.2.8 Sean n, k enteros positivos. Si nk + 1 es primo, entonces
1. EW C ZSZ)H = ZLnit1(= Frpgr)-
2. E® es el tinico subgrupo de Z%, ., de orden k.
3. En E® ©(k) son raices primitivas.

Prueba. 1) Como car(Z,k1) = nk + 1 no divide a k, por E® es un grupo ciclico

de orden k, ademas E*) C Z™® . Por otra parte, usando [3.2.5/ se tiene [Z(k)  Lngs1) =

nk+1* nk+1
ord(nk 4+ 1) en Zj, es decir, [ZSZ)H : Zng+1] = ord(1) = 1, por tanto ZSZ)H = Znky1,
asit E®) C Zypia.
2) Como k | nk y nk = |Z},, |, entonces existe un tinico subgrupo ciclico L < Z%, .,

de orden k. Ahora bien, si s € L, entonces s* = 1 luego s* — 1 = 0, es decir, s € E®),
asi L C E® y como |L| = k = |[EW| se tiene L = E®),

3) Se sigue del hecho que E*) = L tiene ¢(k) generadores.

Lema 3.2.9 Sean n,k,q enteros positivos. Si nk + 1 es primo, ¢ € Zy, ., =< g >
donde ¢ = g" con med(h,n) = 1 y 7 es una raiz k-ésima primitiva de la unidad en Z,;41,
entonces cada elemento r € Z;, ., puede ser escrito de modo tinico en la forma r = Tigd

con0<i1<k—1y0<j5<n—1.

Prueba. Como 7 € Z7, ., vy ord(7) = k se tiene que 7 = (gnTk)l para algin 1 <[ < k con
med(l,k) =1. Sean 0 < 4,s <k—1y0<j,t <n—1talesque7'qg’ =7°q¢" en Zf, 4,

asi Fi—s — qt—j’ es decir’ (gnl)i_s = (gh)t_j por lo tanto

nl(i — s) = h(t — j)(mod nk) (%)
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asi nl(i — s) = h(t — 7)(mod n) y nl(i — s) = 0(mod n) de donde h(t — j) = 0(mod n) y
como med(h,n) = 1 se tiene (t — j) = 0(mod n) lo cual implica que ¢t = j. Sustituyendo
esto ultimo en (x) se tiene ni(i — s) = 0(mod nk) asi (i — s) = 0(mod k). Ahora, como
med(l, k) = 1 concluimos que (i — s) = 0(mod k) lo cual implica que i = s y por tanto
hemos probado que si (i,7) # (s,t), entonces 7' g’ # 7°q' y como hay nk de tales
elementos en Zy, , se sigue la conclusion del Lema.

Observaciones. Se haran tres observaciones relativas al Lema precedente y al Teorema
siguiente. Asumiremos que n, k, g son enteros positivos tales que nk + 1 es primo y q €
Z .1 Denotamos por Gen al conjunto de generadores de Z}, ., es decir, Gen = {z |
Lrin =< x>}

OBS.1: Si existe g € Gen tal que § = ¢g" con med(h,n) = 1, entonces para cada x € Gen

¢ con med(4,n) = 1.

existe £ tal que g = x
En efecto, supongamos que g € Gen tal que § = ¢" con med(h,n) = 1. Sea x € Gen,
entonces existe ¢ tal que § = 2° y como z € Z*, 41, existe s tal que x = g¢° luego
g" =G = 2" = (¢°)" = ¢* asi h = sf(mod nk) de donde h = sf(mod n) y como

mcd(h,n) = 1 se tiene que med(s¢,n) = 1 lo cual implica que med(¢,n) = 1.

OBS.2: Si g € Gen, entonces los enunciados siguientes son equivalentes.
(a) Existe h tal que ¢ = ¢g" y med(h,n) = 1.

(b) mcd(%,n) =1, donde o(q) es el orden de g.

—_

En efecto, veamos que (a)=-(b), por hipétesis existe h tal que § = ¢g" y med(h,n) =
asi o(q) = ﬁf’:nk)’ luego mcd(%,n) = med(med(h, nk),n) = med(h, med(nk,n)) =

med(h,n) = 1.

nk
mcd(h,nk)’

mcd(%, n) = med(med(h, nk),n) = med(h, med(nk,n)) = med(h,n).

(b)=>(a) Como g € Gen, existe h tal que § = g", asi o(q) = luego 1 =

OBS.3: De ( OBS.1 ) es claro que no puede ocurrir que el logaritmo de g con respecto a

un generador sea coprimo a n y su logaritmo con respecto a otro generador no lo sea.

De (OBS.2) se sigue que el Lema y el Teorema [3.2.10| que se han propuesto son

equivalentes al Lema 4.1.3 de [5] y Teorema 4.1.4 de [5] respectivamente.
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Teorema 3.2.10 Sean n, k enteros positivos y ¢ = p' con p primo y [ entero positivo.
Si nk + 1 es primo, ¢ € Z%,,, =< g > donde ¢ = ¢" con med(h,n) =1y T es una
raiz k-ésima primitiva de la unidad en Z,;.1 y 5 es una raiz (nk + 1)-ésima primitiva de
la unidad en I nx, entonces a = Z;:ol ™ genera una base normal de F» sobre F, con

complejidad a lo més (k+ 1)n —ksiptkyaloméas kn—1sip]|k.

Prueba. (1) En primer lugar probaremos que a € Fyn. Como q € ZZ, ., entonces (q)"* = 1,
ast ((¢)™)¥ —1 =0, por tanto g" es una raiz k-ésima de la unidad en Z, 41, luego " = 7°
para algin 0 < s < k — 1, es decir, ¢" = 7°(mod nk + 1). Asi 9" = 7" ().

Por otra parte, para cada i € {0,1, ..., k—1} se tiene (s+14) = (s+1) %k(mod k), as{ 7 =
D%k on 7,041, Tuego 75 = 1) %k (mod nk + 1) de donde 7 = 77 (4k).
También nétese que si Ry, = {0,1,...,k — 1}, la funcién f : Ry — Ry dada por f(i) =

(i + s) %k es una permutacién de Ry, luego

k-1 ) k-1 _ k—1
LD IR 3T
=0 =0 =0

k—1 . k—1 .
o = (Y 5" = 3 (B
i=0 =0
k—1 k—1
Eps (s+1) %k
Nt =N -
=0 =0

(2) En segundo lugar probaremos que {a, a4, ..., a‘fH} es linealmente independiente sobre
F,

Sean Ao, A1, ..., Ay_1 en T, tales que 27 \ia? = 0, entonces 0 = 1~ /\i(Zﬁé BTy =
Yo TS MBI = .

Ahora, por el lema anterior Z%, ., = {1,2,..,nk} = {ri¢ |0< j < k—1,0<i<n—1},
luego para cada § € {1,....,nk}, 6 = 77¢'(mod nk + 1) para exactamente un par (j,i) €
{0,1, ...,k — 1} x {0,1,...,n — 1} asf B° = B por tanto

* =050 s = Y05 usn BB = BOTEEG usn )

Sea f(z) = Z?ﬁgl us117° € F,[z], (nétese que B es una raiz de f(x)). Sea 1 < r < nk fijo,
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entonces nuevamente por el Lema anterior r = 79¢*(mod nk + 1) por tanto 3" = 579",

Ahora bien, como zf(z) = S.0%, usz’ se tiene

n—1 k-1
us(87)° =S N
=0 7=0

Z
n—1 k—1 o

=2 N ( (87 0"y
=0 j

J ) 0
n—1 k—1 q n—1 k—1 q
(v+3) %ok i (v437) %ok i
— § )\Z 57 q _ )‘iE :57 q

n—1 k— "\ n-1 k-1 av
(v+7) %k 3 gt
= E A E BT = Al§ pre =0
§=0 i=0 =0

Por tanto, para cada r € {1,...,nk}, 5" es raiz de f(z) que tiene grado a lo mas nk — 1,
luego f(z) # 0 no es posible, asi f(z) = 0 de donde us.; =0 V6 € {0,1,...,nk — 1}, lo
cual implica que \g = ... = \,_1 = 0.

(3) Finalmente calculamos la complejidad de esta base. Sea 0 < i <n — 1.

J=0 =0 j=0 1=0
k—1 k—1 ‘s k-1 k—1
=2 |2 ) = it
7=0 s=0 7=0 s=0
k—1 k—1 k—1
_ /BTj(1+T q%) § E :677 (1+7%¢%)
7=0 s=0 s=0

Por el Lema anterior existe un inico par (sg, i) con 0 < sp < k—1y 0 <ig < n—1 tal que
7%0¢% = nk(mod nk+1) y como nk = —1(mod nk+1) se tiene 1+7%¢* = 0(mod nk+1).
Sea (s,i) € {0,1,....k —1} x{0,1,....n — 1}.

» Si (s,1) # (s0,%), entonces 1+ 75¢ € Z}, 4, luego existen w,! tales que 1+ 75¢' =
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¢! (mod nk + 1). Asf

k—1 k—1 k—1 q
ZBTj(l—i—qui) _ Zﬂﬂqul _ (Z ﬂ7j+1”>

Jj=0 Jj=0 Jj=0
!
k-1 q
j : J !
= /BT —_= aq .
=0

» Si(s,1) = (s0,1%0), entonces Z?;S BT +T0¢0) — L (k= 0sip | k).

Asi, para todo i # ip se tiene que aa? es una suma de a lo mds k elementos de la base,
por tanto la complejidad de la base es a lomas (n — 1)k +n=n(k+1) — k, si p{k.
Sip | k, entonces también se tiene en el caso de i # ig a lo més (n — 1)k elementos del
campo base en las filas distintas de 4, pero si i = i, aa? serd a lo mds una suma de
k — 1 elementos de la base, habiendo en total a lo mas (n — 1)k +k — 1 =nk — 1.

Los dos corolarios que siguen se corresponden con las construcciones de bases normales

6ptimas descubiertas por Mullin et al. [10].

Corolario 3.2.11 Sean n un entero positivo, ¢ = p con p primo y ¢ entero positivo. Si
n+ 1 es primo con Z},, =<7 >y [ es una rafz (n + 1)-ésima primitiva de la unidad en

F,n, entonces 3 genera una base normal 6ptima de Fy» sobre F,.
Prueba. Hagase k = 1, en el Teorema [3.2.10| y use el Teorema |3.1.5]

Definicién 3.2.12 Sea r un primo y R, = {z* | x € Z*}. Se llama residuo cuadrdtico

modulo r a cualquier elemento de R,.

Observacién. Sea n un entero positivo. Se sigue inmediatamente de la definiciéon que, si
2n 4+ 1 es primo y Z3,,, =< g >, entonces Ro,1 = {g* | 0 < ¢ < n —1} y por tanto
Ran41 es un subgrupo de Z3, ; de orden n.

Para otras propiedades de los residuos cuadréticos puede verse [I]. Usaremos la observa-

cién anterior en la prueba del corolario siguiente.

Corolario 3.2.13 Sea n un entero positivo. Si 2n + 1 es primo y se verifica una de las

dos condiciones siguientes:
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(1) Z5,,, =<2>o0
(2) 2n+1 =3(mod4) y 2 genera a los residuos cuadraticos en Za,

v 3 es una raiz (2n+1)-ésima primitiva de la unidad en Fy2., entonces a = 3+ 37! genera

una base normal 6ptima de Faon sobre Fs.

Prueba. Haciendo k£ = 2, ¢ = 2 en el Teorema [3.2.10| se obtiene el enunciado siguiente:
“Si 2n 4+ 1 es primo, 2 € Z}, ;, =< g > donde 2 = ¢" con mcd(h,n) =1y 8 es una raiz
(2n + 1)-ésima primitiva de la unidad en Fy2., entonces a = 8 + S~ genera una base
normal éptima de Fon sobre Fy.”

Asf basta probar que existe un generador g tal que 2 = ¢g" con med(h,n) = 1.

Si ocurre (1), entonces existen g = 2 y h = 1 tal que mcd(h,n) = 1. Por otra parte, si
2n + 1 = 3(mod 4), entonces n es impar y como 2 genera a los residuos cuadraticos, se
sigue que 2 tiene orden n luego si g es cualgier generador, se tiene 2 = (g%n)é para algin

entero positivo ¢ con med(¢,n) = 1, asi existe h = 2¢ y como med(2,n) = 1 se tiene

med(h,n) = 1.

Definicién 3.2.14 Las bases normales éptimas que se construyen usando el Corolario
3.2.11] se llaman bases normales 6ptimas de Tipo I y las que se construyen usando el

Corolario [3.2.13| se llaman bases normales 6ptimas de Tipo II.

3.3. Determinacién de Todas las Bases Normales ()pti-

mas.

En esta secciéon probaremos que toda base normal 6ptima de F,» sobre I, es equivalente
(en un sentido que se explicard en breve ) a una base normal éptima de Tipo I o Tipo II,
es decir, a una base normal 6ptima que se construye usando ya sea el Corolario [3.2.11] o

el Corolario B-2.131

Comenzaremos con algunos resultados preliminares.
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Definicién 3.3.1 Sean B = {1, o, ..., } y C = {b1, o, ..., Bn} bases de Fyn sobre F,.
Decimos que C es una base dual de B si Trg, /r,(i8;) = 0i; para todo i, j € {1,...,n}.

i
Sea N = {ag,a1,...,a,_1} una base normal de F,» sobre F,, con a; = a? para cada

i€{0,1,..,n—1} y a € Fjn. Sea
ooy = Zﬂjaj para i € {0,1,....n — 1}, T;; € F,. (3.2)

Es sabido, que a cada base normal le corresponde una tinica base dual la cual es también
normal (Teorema 2.2.7 de [5]). Sea M = {fy, f1, ..., Bu_1} con f; = B9 para cada i €
{0,1,...,n — 1} la base dual de N y sea

=> DB vparai€{0,1,...,n—1}, Dy €F,
j=0

Sean T'= (T;;) y D = (D;;). Afirmamos que
(i) D es la transpuesta de T
(ii) Para todo ¢,j € {0,1,...,n — 1} se tiene Tj; = Ty %n (j—i)%n ¥

Dij = D(—jy%n (—j) %n (3.3)

(i) En efecto, sea k € {0,1,...,n — 1} y considerando la Traza de F,» sobre F, se tiene

Tr(a;fy) = Tr((ao)Br) = Tr( Zﬂjajﬁk
ZT Tr(a;6k) = ZTijCSjk = Ti.
=0
Tr(aa; ) = Tr((abk)a;) = Tr( ZDkJB]ocz

n—1
= Z Dy Tr(ei;5;) = Z Dy,j0i; = Dy,
j=0 Jj=0
Es decir T}, = Dy;.

(ii) Sean Gal(Fyn,F,) = {00,01,...,00_1} e i € {0,1,...,n — 1} aplicamos o; " a (3.2

. ~1
teniendo en cuenta que o; " = o(_j) %,

Ji_l(aai) - O'i_1<05)0'i_1<051) A (=) %on® = AX(—)%n Y

28



n—1 n—1
_1(Zﬂjaj) = Z Z A (j—i) %on
=0 =0
Asi i) %on — Z 1§ Q(j—1) Yon (3.4)

pero 0 %n = ZT ) %n £Ql (3.5)
El sumando 5 de es Ti;0—iy%m Y el sumando correspondiente a ¢ = (j — i) %n en
es T(_i) %n (j—i) %nQ(j—i) %n- POr tanto
Ty = T(—i) %n (i) %on-
Ast Dyj = Tji = Tj) e (i-5) %00 = Dii—j) %on () %on-
Lema 3.3.2 Sea N = {«, a4, ..., oﬂn*l} una base normal de Fn» sobre F,.

1. Para cada b € F;, bN := {ba,ba?, ..., boﬂ"*l} es una base normal de Fyn sobre F,

generada por 5 = ba y tal que Cy = Cyy.

2. Si M ={B,53%, .., '} es la base dual (normal) de N, entonces Tr(a)Tr(3) = 1,
donde Tr = Trp_, /r,-

3. Si G = {1} UN y para cada ¥ € G se tiene que ar € G, entonces G < ..
Prueba. (1) Sea b € F;, como N es una base, claramente bV es una base. Sea Gal(Fy,[F,) =

{00, 01, s 01}, entonces
bN = {boo(), bo (), ..., bo_1(a)}
= {00(ba), 51 (bar), ..., T (b))}

= {o0(B),01(B), ..., on-1(8)} con B = ba.

Por tanto, bN es una base normal generada por 3. Por otro lado 8¢ = 0:(B) = oi(ba) =

bo;(a) = ba? para cada i € {0,1,...,n — 1}. Asi

n—1
BB” = (ba)(ba?) = b*(aa”) = b* Y Tya”
§=0
n—1 n—1 .
(bﬂ])(baq]) = (sz’j)ﬁqj 0<i<n—1.

<
I
o
<.
Il
o
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Luego si S es ta tabla de multiplicacion de la base bN y T la tabla correspondiente a N
se tiene S = bT de donde Cy = Cyy.

(2) Usaremos que Tr es F-lineal.

Tr()Tr(8) = Tr(8) Tr(a) = Tr(Tr(8)a)

n—1 n—1
= Tr(« Zﬁq )=Tr(y wabi)
=0 1=0
n—1 n—1
= TI‘(Oéoﬂz) - Z 501 =1
=0 1=0

(3)Size Gy le{0,1,..,n— 1}, entonces oy(x) € G. En efecto, como x € G se tiene
x=10x=q; paraalgini € {0,1,...,n — 1}. Si x = 1, entonces oy(x) = o4(1) =1 € G.
Si x = o, entonces oy(x) = 04(0s) = a(iyey%n € G. Ahora bien, sean u,v € G. Tenemos
dos casos:

Caso 1. u =10 v = 1. En este caso uv es o bien u, o bien v, asi uv € G.

Caso 2. u # 1 y v # 1. En este caso, u = a; y v = «; para ciertos i,j € {0,1,...,n — 1}
asf uv = o = 0i(a)oi(0; (o)) = oi(ao; Hay)) = oi(aag_yun) € G.

Definicién 3.3.3 Sean N y M bases normales de F» sobre F,. Diremos que N y M

son equivalentes si existe a € F} tal que M = aN.

Observaciéon 3 Se sigue del Lema [3.3.2| que todas las bases normales equivalentes tie-

nen la misma complejidad.

Lema 3.3.4 Toda base normal de Fy» sobre I, es equivalente a una base normal de

F,» sobre F, generada por un elemento de traza igual a —1.

Prueba. Sea N una base normal de F» sobre I, generada por o € Fyn. Asi Tr(ar) # 0 (pues
N es linealmente independiente) luego b = Tr(ar) € Fy, de donde por M= (-1)b"'N
es una base normal de F,» sobre F, generada por § = (—1)b'a, ademads

Tr(8) = (—=1)b"'Tr(a) = —1.

Lema 3.3.5 Sean p(z) € Fyz] y N = {a, a9, ..., '} una base normal de F,. sobre

F,. Si o es una rafz de p(x), entonces [[=y (z — a?) | p(z).
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Prueba. Sean Gal(Fy»,F,) = {00,01,...,0n_1} ¥y £ € {0,1,...,n — 1}. Por hipétesis, 0 =
p(a), asi 0 = o4(p(a)) = p(oe()), es decir, o,(a) es también una raiz de p(x), por tanto

cada elemento de N es una raiz de p(z), de donde concluimos que [/, (z — a?) | p(x).

Lema 3.3.6 Sea f(z) =14+x+...+2" € F [z]. Si f(2) es irreducible en F,[z], entonces

n + 1 es primo.

Prueba. Sea p = car(F,).

Paso 1: Sipfn+1yn+ 1 es compuesto. entonces f(x) es reducible.

En efecto, como n + 1 es compuesto existe un primo r # p con 1 < r < n + 1 tal que
r|n+1ycomo [[y,,, Qu(z) = 2" —1=(z—1)(1+x+..+2") se tiene Q,(z)Q: () |
(x—1)(1+z+..+2") dedonde Q,(x) | (1+z+...+2") con 1 < deg(Q,(x)) =r—1<n,
por tanto f(z) es reducible.

Paso 2: Sip|n+ 1y n > 1, entonces f(z) es reducible.

En efecto, como p | n+ 1, entonces n + 1 = pt para algin ¢ entero positivo. Por otro lado

l.nJrl -1 B (:L,t)p —_ 1P

r—1  z-1

flx)=14+z+..+2" =

t 1)P
= Q =@—-1"'"1+z+..+a7
I‘_

Ahora bien, como n > 1 se tiene pt =n+1>2.Sip=2yt =1, entonces pt = 2 es una
contradiccion, asi p > 2ot > 1.

Sip > 2, entonces p—1 > 2 luego (x —1)? | f(z), asi f(x) es reducible. Si ¢ > 1, entonces
t—1>1,asf (1+z+ ..+ 2P no es constante luego f(x) es reducible.

Paso 3: Ahora probamos el Lema. Si n = 1, entonces n + 1 es primo. Asi supongase que
n > 1. Sip|n+1, entonces f(x) es reducible por el Paso 2, lo cual es una contradiccion.

Por tanto ptn+ 1y como f(x) es irreducible se tiene por el Paso 1 que n + 1 es primo.

Teorema 3.3.7 [Teorema 3.33, [0]] Sea a € Fyn. Si el grado de « sobre F, es d y

g(z) € Fy[z] es el polinomio minimo de « sobre F,. Entonces
(i) g(z) es irreducible sobre F, y su grado d divide n.
(ii) Si f(x) € F,lx], entonces f(a) =0 siy sdlo si g(x) | f(z)
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(iii) Si f(z) € F,[z] es moénico, irreducible y f(a) = 0, entonces f(z) = g(x)

iv z) divide a 27 — z v a 27" — 1.
g y

d—1

(v) Las raices de g(x) son a, a?,...,a? "~y g(z) es el polinomio minimo sobre I, de todos

estos elementos.

Teorema 3.3.8 [Corolario 3.47, [6]] Sean f(z) un polinomio irreducible sobre F, de gra-

do n y £ un entero positivo. Entonces f(z) es irreducible sobre [F ¢ si y sélo si med (¢, n) = 1.

A continuacién probamos una versién del Teorema 4.2.1 de [3] .

Teorema 3.3.9 Sea N una base normal 6ptima de F,» sobre IF, generada por o € Fyn

con Tr]Fqn /Fq(a) = —1, entonces una de la dos condiciones siguientes se verifica:
(i) n+ 1 es primo, Z},, =< g >y « es una raiz (n+1)-ésima primitiva de la unidad.

(ii) (a) ¢ =2V para algin entero positivo v tal que med(v,n) = 1,
(b) 2n + 1 es primo, 2 y —1 generan el grupo multiplicativo Lyyiq Y

(¢) —a=z+ 27! donde z es una raiz (2n + 1)-ésima primitiva de la unidad.

Prueba. Asumiremos la notaciéon dada en el inicio de esta seccion. Se sigue del Lema
que cada fila de la matriz D tiene exactamente dos entradas distintas de cero las
cuales son inversos aditivos, excepto la primera fila, la cual tiene exactamente una entrada
diferente de cero igual a —1, es decir, para cada i # 0 a8; = afy — a3y para algtin a € F,
0<kl<n-—1y

aBo = —PBm (3.6)

para algin m € {0,1,...,n — 1}.

Sim = 0, entonces « = —1 € F,, luego n = 1. Asi, si ¢ = 2" se cumple (ii) y si
q = p' con p > 2, se cumple (i). Asumiremos por tanto que m > 0. Sean Gal(F,F,) =
{00,01,..,0n—1} vy R, ={0,1,...,n — 1}.

Caso 1: (2m) %n = 0.

Aplicamos o,, a, ast B = 0 ()0m(B0) = —0m(Bm) = —Bem)%n = —Bo = Bm/a
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de donde aq,, = apap =1=—-Tr(a) = — 22;01 oy = 22;01(—1)@@.

Asila filam de T es (—1,—1, ..., —1) luego la columna m de D es (—1,—1,..., —1), es de-
cir, Dy, = —1 para todo i € R,,. Asi podemos definir la funcién ¢ : R,\ {0} — R, \{m}
por ¥ (i) = i* para todo i € R,, \ {0} donde i* es el indice de columna donde aparece el
tnico otro elemento no nulo de la fila i en D. Asi af; = 5= — B, para todo i € R, \ {0}.
Ahora, si ¥ = j*, entonces S — By = B+ — PBm, es decir aff; = af; de donde §; = f;
y por tanto ¢ = j, asi hemos probado que si ¢ # j, entonces i* # j*, es decir que
es inyectiva y por tanto biyectiva. Asi aa;» = o para todo i* € R, \ {m} y aq,, = 1.
Luego G = {1} U {ag, a1, ..., 5,1} es cerrado bajo la multiplicacién por «, asi por el
Lema m G < ;. de orden n + 1, asi a1 =1y como a # 1 se tiene que « es rafz de
f(x) =1+x+ ..+ 2" € F,[z] luego el polinomio minimo de o, m,(z), divide f(z) y por
el Lema se tiene my () = f(z), asi f(x) es irreducible y por el Lema n+1es

*

primo. Luego f(z) = Q,+1(x), por tanto usando el Teorema g genera 7, ademés
el orden de av es n + 1, por tanto « es una raiz (n + 1)-ésima primitiva de la unidad,
verificaindose (i).

Caso 2: (2m) %n # 0.

Astm € {1,...,n— 1}. Por .6] se tiene que Dy, = —1 y Dy; = 0 para todo i # m. Ahora
bien, si i = (—m) %n, entonces m = (—i) %n luego por Dii = Do (—iyoon = Dom = —1.
También si ¢ # (—m) %n, entonces m # (—i) %n luego por D;i = Do —iyom = 0, es
decir, en la diagonal principal de D existe exactamente un elemento no nulo.

Por tanto af(_m)%, tiene un sumando —fB_m)%,. Como (—m)%n > 0, existe ¢ €

{0,1,...,n — 1} tal que

aB—m)%n = Be — Bi—m) %n (3.7)

donde ¢ # (—m) %n. Nétese que

Oém(Oéﬂo) = O‘m<_ﬁm) - —Um(Oéﬁo) - _O-m(_ﬁm) = Um(ﬂm) - B(Qm) %n
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Por otro lado por

afamfo) = alom(a)amn(oy, (Bo))) = aom(aB—m)%n)

= a0p(Be — B=mywn) = a(Bim+e)%n — Bo)

= aBmte)n — B0) = Bty %n + Brm-
Asi obtenemos

ABmt0)%n = Bem)%n — Bm (3.8)

Ahora calculamos aay3(—p) %, de dos maneras.
Primero, nétese por (3.7 E que 1 = Dmyon ¢ = Dicm—ty%n (—o)%n y como £ # (—m) %n
implica que (—m — £)%n # 0 se tiene aB_m-oyun = B—oun — P; para algin j &
{(=0) %on, (—m — £) %n} de donde (j + ¢) %n & {0,(—m) %n} (si j = (—m — £) %n,
entonces D;; = —1, asi j = (—m) %n, es decir, (—m — ¢) %n = (—m) %n de donde ¢ = 0
y por 3.8 D, ., = —1 lo cual implica que m = (—m) %n de donde (2m) %n = 0 lo cual es
una contradiccion ).

Por una parte

ar(@B(—myn) = (B = Bmysn) = ce(Be — 0, (8))
= oy(a)oe(B — 07" 00,1 () = 0u(@(B — o(—r-my%n(8)))
= oe(afo — aB—m-e)%n) = 0e(—Bm — B—py%n + 5;)
= —Bn+0)%n — Bo + Bj+0) %n-

Por otra parte

(Oégﬁ %n) - OéO'g(OéO'Zl<ﬂ(_m) %n)) = 0“7@(0“7[1 © 0;11 (6))
= a0((a0(—t-my%n(B)) = aoe(aBm-t)%n)
= ao(Boy9n — B) = a(Bo — Biire)%n)

= afy — aB+e)%n = —Bm — AB(j+0) %on-

Ast 5(m+€ %n ﬁO + ﬂ (J+£) %on — _Bm - O‘B(j-‘rf) Jon luego

B0 %n = —Bi+e)%n + Bo + Biunte)%n — Bm-
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Ahora bien como (j+£) %n # (—m) %n, el coeficiente de 3,1 ¢ %, es cero en la expansion
de afB(j10)%n- Ast —B(j1e %n debe cancelarse con uno de los 1ltimos dos terminos. No se
cancela con [, pues si asi fuese tendrfamos Sy = f(j1¢) %n de donde (j+¢) %n = 0 lo cual
no es posible.

Si = Bj+0)%n + Bim+eywn = 0, entonces (m+ L) %on = (j 4 £) %on, asi aBumieysn = Bo — B,
pero por 3.8l aBumte)%n = Bzm) %n — Bm 1ueg0 Bam)un = Bo de donde (2m) %n = 0 lo cual
es una contradiccion. Por tanto —B1non — B = 0y aBijreyan = Bo + Binte) %n-

En la primera igualdad m # (j + ¢) %n no es posible por independencia lineal, asi m =

(7 +0) %n, luego —26,,, = 0 de donde 2 = 0 y por tanto la caracteristica de F, es 2 y

aﬂm = B(m—i—f) %n T 60- (39)

A partir de ahora asumiremos que ¢ = 2V para algiin v entero positivo. Las igualdades

y 3.7 pueden reescribirse como

af = Bn (3.10)

aBmywn = Be+ Bem)own (3.11)

Aplicando o, a se tiene = Butm)an + Po que junto a da afB, = ans
de donde 0,,(aB87!) = @non(B)™t = anB,! = af~! multiplicando esto con da

o = 0p(af™'B) = om(c). Ahora si h es un entero positivo tal que o () %n (@) = o2 en-

tOnCes o (i 1ym) %n () = Omihm) %n(@) = Tm(O@m %n(@)) = om(0®) = (om(a)®" =
(@) = o', Luego o(mywn(a) = a® para todo k entero positivo. En particular

si k =

nm
med(n,m)

entonces km = = mcm(n,m) luego n | km y por tanto

—n
mcd(n,m)’

a?' = oo(a) = a lo cual dice que o € Fyr luego si g(x) es el polinomio minimo de «

sobre [y, entonces por degg(x) | k, asi deg g(z) < k < n.

Afirmacion 1. o tiene grado n sobre F,.

En efecto, sea f(z) el polinomio minimo de o en F,[z], entonces f(a) = 0y como « genera,
una base normal, se sigue de que deg f(x) > n. Por otro lado, por deg f(x) | n,
as{ deg f(x) < n. Por tanto deg f(z) = n.

Afirmacién 2. deg g(x) > n.
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En efecto, como g(x) es el polinomio minimo de a sobre Fy se tiene que g(a) = 0y
como Fy C F, se sigue que g(z) € Fylz] C F,[z], luego por f(z) | g(x), asi,
n = deg f(z) < deg g(x).

Por tanto k = n, luego med(n, m) = 1.

Ahora, como g(z) € F,[z], g(a) = 0y degg(z) =n porse tiene g(z) = [[1=y (r—a®),
pero por m y la afirmacién 1 se tiene que a, a?,...,a?" " son las n raices de f(z), asi,
f(x) =TI, (z—a?), luego f(x) = g(x). Asf, los conjugados de a sobre F, son los mismos
que aquellos sobre Fy, a saber, a,a?,...,a2" . Ademés, como f(z) = g(x) se tiene que
g(z) es irreducible en Fo[z] y en F,[z] = Fav[z], luego por se tiene que med(v,n) = 1.
Como m € Z7, sea Ty el inverso en Z} de m, asi existe my; > 0 tal que mm; = 1(modn).
Entonces como (af™1)9" = af~! elevando repetidamente a la potencia ¢™ se tiene
aft = (afH)?"™ = (af~H?" " = (@B (pues af! € Fp), lo cual implica
que ot € F,, asf o™t =1 € F luego o = rf de donde Tr(a) = rTr(3) y como

Tr(a) = Tr(8) = —1 se tiene aw = B. Asi como D es la transpuesta de 7' = D se tiene

D;; = Dj; para todo 4,j € {0,1,...,n — 1}. (3.12)

L es la otra rafz y

Sea z un cero de #? — ax + 1 en una extension Fpon de Fyn, asi 2~
z+ 27" = a. Como 2 # 0, z € Fp, luego ord(2) | ¢°* — 1, asf ord(z) es impar, digamos
ord(z) = 2t + 1.

Para cada entero i sea r; = 2 + 2% asf ro = 0y r; = . Ademés r; = rj si y sélo
si los ceros 2,27" de 2* — rx + 1 coinciden con los ceros 27,277 de 2? —rjx + 1 siy
sélo si i = £j(mod 2t 4 1). Por tanto hay exactamente ¢ elementos diferentes no nulos
entre los r;, a saber, ri,ry,...,7;. Cada uno de los n conjugados de « es de la forma
o =% 4 27Y = roj para j entero y por tanto ocurre entre los r;. Esto implica que

n < t. Mostramos que n = t, probando que cada r; no nulo es un conjugado de «. Lo cual

se hara por induccion sobre 7.
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Noétese que r1 = a v ry = o asi basta probarlo para 3 < i < t. Veamos

ari_g =11riis = (2 4+ 2727 4 257
= (5 g sty o (pimsl | —(imso 1))
= Tist1 T Ties—1-

Ast ar;_9 = 1,1 + 13 ¥ ar,_1 = 1;_o + r;. Por hipétesis de induccién r;_o, r;_1 son
conjugados de o y 1,3 = 0 o r;_3 es conjugado de «. supongamos que 7,1 = Qg Yy

Tiio =y (o, = a*") como i > 3,47 —1# 1 luego r;_; # r1, es decir, a, # ap. Asf
aQy = Qg + Ti—3 (313)

o, = oy + 1y (3.14)

Por [3.13| Dy, = 1 luego por[3.12| D,, = 1 y como a > 0 se tiene aa, = a3 + a,, de donde
r; = Q. por tanto r; es un conjugado de a.

Ahora probamos que 2n + 1 es primo, para lo cual basta probar que para cada entero i,
2n + 114 implica med(2n + 1,47) = 1.

Sea entonces i un entero tal que 2n + 114 asi @ Z 0(mod 2n + 1), es decir, r; # 0 luego r;
es un conjugado de a, digamos, r; = o asir; = (r)? = (2421 =22 + 272 =1y de
donde i = £2/(mod 2n+ 1) y como med(£27,2n+ 1) = 1 se tiene med(z,2n+1) = 1. Por
tanto 2n + 1 es primo. Notese que también se ha probado lo siguiente: Para todo entero 7,
si 2n + 114, entonces i = £27(mod 2n + 1), es decir, i = (—1)“2’(mod 2n + 1) para algiin
u € {0,1} y j entero. (%)

Ahora bien, como 2,—1 € Zj, ., definimos W = {-1" A | w € {0,1} y j entero } C
Zj,.,. Por otra parte, siT € Z5, , entonces 2n+1 t z, asi, por (%) z = (—1)"“2’(mod 2n+
1) para algtin u € {0,1} y j entero, es decir, T = —1" 2 € W. Por tanto Zsn €W yen

consecuencia 73, ; es generado por 2y —1.0
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