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Resumen

En este trabajo de tesis se propone un método para el análisis y obtención del modelo en 

estado cuasi-estacionario de algunas clases de sistemas no lineales singularmente perturbados 

utilizando bond graph. El bond graph es una técnica de modelado que puede aplicarse a 

la mayoría de los sistemas físicos, siempre y cuando exista intercambio de energía entre sus 

elementos. Los sistemas singularmente perturbados son una clase de sistemas en los cuales 

se puede realizar una separación de sus dinámicas en lentas y rápidas, lo que se conoce como 

escala de dos tiempos, existen muchos ejemplos de este tipo de sistemas físicos, prácticamente 

todos los sistemas electromecánicos cumplen con esta característica, ya que generalmente 

la parte eléctrica suele contener dinámicas rápidas y la sección mecánica dinámicas lentas. 

Otra aportación de esta tesis es la obtención del estado estacionario de sistemas no lineales 

usando la asignación de causalidad derivativa en los elementos almacenadores de energía, cabe 

mencionar que en los sistemas no lineales, a diferencia con los lineales, se pueden obtener 

uno o más estados estables para cada variable, dependiendo de las condiciones iniciales y 

las entradas al sistema. En este trabajo de investigación además se realiza la prueba de 

estabilidad interna de sistemas no lineales usando la representación en espacio de estado 

obtenida a partir del bond graph. Los dos método propuestos son veri�cadas usando como 

base para los ejemplos la máquina síncrona y la máquina de inducción.

Este trabajo también se propone un método para la obtención del modelo lento para una clase 

de sistemas lineales variantes en el tiempo, en la cual las dinámicas rápidas son no variantes 

en el tiempo, aplicando dicho método a un ejemplo no real con 

nes demostrativos.

Palabras clave: Sistemas singularmente perturbados, sistemas variantes en el tiempo, sistemas no 

lineales, estado estacionario, modelado, enlaces de grafos.
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Abstract
In this research work is proposing a procedure from analysis and obtaining of the quasi-steady 

state model of some class of nonlinear singularly perturbed systems using bond graph. bond 

graph is a technique of modelling that can apply to majority of physical systems, provided 

that an energy exchange exists between their elements. Singularly perturbed systems are a 

class of systems which we can make a distinction of their slow and fast dynamic, this is called 

two-scale-time, there are many examples of this class of physical systems, practically every 

electromechanic systems have this feature, because usually the electric part contains fast 

dynamics and mechanic section have slow dynamics. One more contribution of this thesis is 

the obtaining of the steady-state of nonlinear systems using derivative causality assignment 

to energy storage elements. Note that nonlinear systems, in contrast to linear systems, can 

have one or more steady-states for each variable, depending of initial conditions and inputs to 

system. Furthermore, in this work veri�cation of internal stability of nonlinear systems is done, 

using the state space representation obtained by bond graph. The two propose procedures are 

veri�ed by some examples, these examples uses synchronous machine and induction machine 

as base.

This work also a procedure for obtaining of slow model for a class of linear time-varying 

systems, which fast dynamics are not time-varying, this proposed metod is applied to a 

ctitious example in order to prove this metod.

Key words: Singularly perturbed systems, time-varying systems, nonlinear systems, steady-state, 

modeling, bond graph.
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Capítulo 1

Introducción

Dentro de prácticamente todos los campos de la ciencia, el poder representar un sistema físico

mediante un modelo es un objetivo primordial para el análisis y control de dicho sistema.

Un modelo se puede de�nir como una abstracción teórica de un sistema del mundo real, el

cuál tiene dos utilidades fundamentales: la primera, hacer predicciones concretas, es decir,

mediante la simulación del modelo se puede saber como se comportará el sistema a diferentes

condiciones y parámetros de entrada sin necesidad de realizar las pruebas en el sistema

real, y la segunda, permitir una reducción en la complejidad del sistema, esto es, el modelo

permite determinar cuales son las características más importantes del sistema, ignorando los

detalles que no tienen mayor afectación en la dinámica del sistema, pero si lo hacen, de forma

innecesaria, mucho más laborioso de analizar.

Cuando ya se tiene un modelo o representación de un sistema en particular, generalmente

matemático, es importante determinar si se puede o no hacer una reducción de dicho modelo,

esto es, quitar elementos del modelo que no representan un efecto signi�cante en el com-

portamiento del sistema pero qué, aún haciendo esta reducción, el modelo reducido permita

analizar y/o controlar un fenómeno determinado de una forma más sencilla, es decir, la re-

ducción de orden dependerá de que variable es la que se desea conocer o controlar de dicho

sistema.

La reducción de orden de sistemas singularmente perturbados es posible ya que son sis-
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temas que tienen múltiples escalas de tiempo, esto es, son sistemas en los cuales pueden ser

distinguibles de manera clara las dinámicas lentas de las rápidas, por ejemplo los sistema

electromecánicos, generalemente cumplen con esta condición, ya que contienen variables rá-

pidas debidas a la sección eléctrica y variables lentas que se encuentran en la parte mecánica

del sistema. La metodología de perturbaciones singulares proporciona una base para el análi-

sis y/o control de sistemas que contienen elementos despreciables, para así tener un modelo

más simple pero que cumpla con los requisitos de identi�cación del sistema real. Los sistemas

singularmente perturbados han sido estudiados desde �nales de los años 50�s y principos de

los 60�s por Andre¼¬N. Tikhonov y Adelaida B. Vasil�eva [Tikhonov, 1948, Tikhonov, 1952,

Vasil�eva, 1963].

Existen diferentes metodologias para obtener un modelo de un sistema físico. El modelado

con la técnica bond graph, la cuál fue ideada por el profesor Henry Paynter en 1959 y

después desarrollada y formalizada por sus estudiantes Dean Karnoop, Donald Margolis y

Roland Rosenberg, ofrece entre sus principales ventajas la uni�cación de diferentes dominos

físicos en uno generalizado donde se exhibe el intercambio de potencia (y conservación de

la misma) dentro de un sistema. Además de la posibilidad de encapsular modelos en bond

graph y conectarlos a otros por medio de puertos externos lo cual convierte a esta técnica

en una herramienta valiosa para la representación y manipulación de sistemas complejos

[Cellier, 1992].

En algunas ocasiones, dependiendo del sistema analizado, no importa tanto el comportamien-

to dinámico de las variables, pero si el estado �nal al que llegan dichas variables cuando el

tiempo tiende a in�nito, este valor es conocido como estado estacionario del sistema, en

sistemas no lineales es más conocido como puntos de equilibrio, ya que a diferencia de los

sistemas lineales, no existe solo un valor �nal sino que dependiendo de la clase de sistema y

de las condiciones iniciales las dinámicas tenderán a diferentes puntos de estabilidad, es decir,

en los sistemas no lineales pueden existir uno o más estados estacionarios para cada variable.

2
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1.1. Objetivo

Desarrollar un procedimiento para modelar y analizar algunas clases de sistemas singular-

mente perturbados no lineales y lineales variantes en el tiempo usando bond graph.

Aplicar el modelado de bond graph en causalidad derivativa para determinar el estado esta-

cionario de una clase de sistemas no lineales con producto de estados.

1.2. Metodología

La metodología de investigación empleada para el desarrollo del proyecto consiste realizar

una revisión del estado del arte en el marco teórico de la metodología de bond graph y de los

sistemas singularmente perturbados, para después proponer un método para el modelado y

análisis de dichos sistemas, y �nalmente, demostrar y veri�car la funcionalidad del método

propuesto mediante varios ejemplos. Esto último, haciendo uso de herramientas computa-

cionales como son MATLAB
R

y 20-SIM

R

; el primero se utiliza para resolver sistemas de

ecuaciones nolineales con el método de Newton-Raphson, y el segundo es empleado para la

simulación de los modelos obtenidos en bond graph.

1.3. Justi�cación

Las necesidades actuales dentro de la industria y de la ingeniería, de tener un modelo lo

más cercano y simple posible a un sistema físico, que pueda describir y predecir el compor-

tamiento del mismo, con la �nalidad de poder realizar un simulación sin tener la necesidad

de realizar pruebas en el sistema real tiene una importancia enorme, por ejemplo, cuando

el sistema modelado es muy caro y/o muy sensible a un posible daño grave a determinados

parámetros de entrada, así, una simulación del modelo evita correr un riesgo de daño en prue-

bas innecesarias. El modelado de sistemas con bond graph esta siendo ampliamente aceptado

en muchas áreas de la ingeniería, como son la electrica, la mecánica, la hidráulica, etc. En

el análisis de sistemas singularmente perturbados, los cuales existen en gran cantidad. Por

ejemplo en el dominio eléctrico, una red RC en la cuál se tenga una diferencia notoria entre

3
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los valores de las capacitancias, es decir que exista alguna o algunas capacitancias parásitas

o muy pequeñas. En sistemas mécanicos un ejemplo son los sistemas de amortiguadores en

automóviles donde la masa del auto es más signi�cativa que la masa del amortiguador. La

presente tesis se enfoca en los sistemas electromécanicos ya que prácticamente casi todos son

sistemas singularmente perturbados. Bond graph provee una herramienta útil y relativamente

fácil para obtener modelos reducidos sin alejarse demasido del comportamiento del sistema

original, esto independientemente si el sistema es lineal o no lineal, variante o invariante en

el tiempo.

Cuando el profesor Henry Paynter inventó el bond graph intentaba crear una metodología

en la cuál se pudieran modelar todos los sistemas físicos, aunque el objetivo haya sido muy

ambicioso, esta técnica puede aportar mucho al modelado de distintos fenómenos físicos,

principalmente los que manejan interacción de distintos tipos de energía, que son una mayoría

en la realidad, por lo anterior, en la presente investigación se decidió utilizar la metodología

del bond graph para modelar y analizar los sistemas singularmente perturbados.

1.4. Estado del Arte

1.4.1. Metodología de Sistemas con Perturbaciones Singulares

El estudio de los sistemas singularmente perturbados se remonta a una disertación en 1904

y después su publicación en 1905, donde Ludwing Prandtl presentó un nuevo concepto que

revolucionó el estudio y análisis de los �uidos dinámicos, él introdujo el concepto de capa

límite, el cuál establece que en ciertos sistemas, como son los de dinámica de �uidos, existe

una clara diferencia de los efectos de la fricción que actúan en una región pequeña y cercana

a la super�cie del �uido, y que fuera de esta capa límite el �ujo depende de la viscosidad del

�uido [Cowley, 2000], es decir, se tienen sistemas de escala de tiempos, donde se involucran

variables lentas y variables rápidas.

Años después, el concepto de capa límite o región de transición rápida es ampliamente estu-

diado en literatura matemática [Tikhonov, 1952, Levinson, 1950, O�Malley, 1971], donde se

explica el modelo estándar de perturbaciones singulares, el cuál es una representación explíci-

4
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ta de variables de estado donde las derivadas de algunos estados son multiplicadas por un

valor escalar positivo muy pequeño que representa algunos parámetros parásitos que pueden

ser despreciados [Kokotovic, 1986], y con esto conseguir un modelo reducido.

Como la dinámica de muchos sistemas es descrita mediante ecuaciones diferenciales de alto

orden. Frecuentemente, la presencia de pequeños parámetros tales como constantes de tiempo,

masas y momentos de inercia son la fuente del incremento del orden del sistema [Naidu, 1988].

Entonces, un sistema singularmente perturbado es un sistema en el cuál se suprimen todos los

parámetros pequeños, ocasionando con esto la reducción del orden del sistema. El propósito

principal de la aproximación de la perturbación singular al análisis y diseño es el alivio de

la alta dimensionalidad (la cuál era muy importante anteriormente porque no existía mucho

poder computacional) y el mal condicionamiento que resulta de la iteracción de las dinámicas

lentas y rápidas. Esta aproximación de escala de tiempo es asintótica, es decir, las dinámicas

rápidas tiende a cero [Saksena, 1984]. En [Khalil, 1979] la teoría de la perturbación singular

es extendida a sistemas que contienen varios parámetros pequeños con los cuales se puede

cambiar el orden del sistema, además se analizan los problemas de estabilidad en la capa

límite debida a estos pequeños parámetros. Un nuevo método, mediante solución numérica

con diferencias �nitas, es desarrollado en [Li, 2007] para detectar la región de transición rápida

de la solución de un problema de perturbación singular, los resultados analiticos encontrados

son respaldados con experimentos numéricos. En [Parul, 2011] se concentran los métodos

básicos y la literatura para resolver los problemas de perturbación singular con sus respectivos

estudios comparativos.

Una gran cantidad de trabajos de investigación han sido publicados para resolver diferentes

problemas de análisis y control usando la teoría de los sistemas singularmente perturbados. En

[Porter, 1974] son utilizados los métodos de perturbaciones singulares para reducir el diseño

de controladores de retroalimentación estabilizante para una clase de sistemas lineales multi-

variable de orden (n+m) a un diseño de controladores de retroalimentación estabilizante para

una clase sistemas relacionado de orden (n), que se obtiene ignorando los elementos parásitos

los cuáles corresponden a la presencia de parámetros relativamente pequeños en las ecuaciones

5
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de estado del sistema original de orden (n+m). Una aproximación simple para determinar

las condiciones de estabilidad de sistemas retroalimentados sujetos a perturbaciones en los

operadores que describen esos sistemas es determinada en [Sandell, 1979]. En [Khalil, 1981] se

emplea el análisis de perturbaciones singulares para determinar la robustez de las estrategias

de control por retroalimentación de la salida para sistemas invariantes en el tiempo, se resalta

el efecto de diseñar la estrategia de control usando un modelo que desprecia elementos parási-

tos desconocidos, demostrando que este tipo de estrategia, generalmente, puede desestabilizar

el sistema aún cuando los modos despreciados sean asintóticamente estables. Siguiendo con el

estudio de estabilidad, en [Suzuki, 1981] se demuestra que la controlabilidad y la estabilidad

de un sistema reducido que pertenece a un sistema no lineal singularmente perturbado son

invariantes a la clase de controles de retroalimentación del subsistema rápido, es decir, es

posible un control compuesto (un diseño de control para el subsistema lento y otro el sub-

sistema rápido) sin afectar estas propiedades del sistema original. En [Rajagopalan, 1981] se

entrega un método para el diseño de controles óptimos en lazo abierto y en lazo cerrado de

sistemas continuos singularmente perturbados mediante sus modelos discretos, donde la re-

presentación por modelo discreto provee una ventaja sobre la reducción de orden clásica por

la naturaleza recursiva de las soluciones en sistemas discretos. También con respecto a control

óptimo, en [Mahmoud, 1982] es desarrollado un procedimiento computacional para el diseño

de retroalimentación aproximada de una clase de reguladores lineales singularmente pertur-

bados, empleando una aproximación para separar el diseño total en tres regiones, las cuáles

corresponden a la escala de tiempo lenta, media y rápida, mediante un ejemplo de orden 9 se

ilustran los resultados teoricos obtenidos. En [Javid, 1982] se elabora un observador basado en

el sistema lento de orden reducido de un sistema variante en el tiempo de orden completo, el

sistema completo es estabilizado mediante retroalimentación lineal del estado lento del obser-

vador. También es posible diseñar controladores estabilizadores para sistemas singularmente

perturbados basandose en modelos simpli�cados, y como resultado entrega un método para

generar la clase de controladores estabilizantes necesarios para un sistema singularmente per-

turbado determinado [Vidyasagar, 1985]. Así como en [Abed, 1985] se establece un teorema

para determinar la cota superior del valor de " (parámetro parásito que se puede despreciar)

6



Capítulo 1. Introducción

sin perder estabilidad asintótica del sistema singularmente perturbado. En [Wang, 1993] el

problema de la robustez de la dinámica del control de salida de retroalimentación es resuelto

mediante el diseño simultáneo de controladores de retroalimentación estáticos para el sub-

sistema rápido y otros para uno llamado sistema auxiliar utilizado en el subsistema lento.

Siguiendo con los estudios realizados en sistemas de control, en [Li, 1995] se presenta un

método simple de diseño de control de modos deslizantes para sistemas singularmente per-

turbados, el método es ilustrado con un ejemplo de un sistema inestable. En [Shao, 2010] es

analizado un método de control inteligente de un manipulador �exible basado en el método

de perturbaciones singulares, lo cuál permite separar en subsistemas en escala de tiempo y

controlar de manera separada las dinámicas lenta y rápida. Así como en [Fakharian, 2011] se

propone una nueva aproximación para resolver el problema de control H1, (también llamado

control robusto) usando retroalimentación de estado estática para sistemas singularmente

perturbados lineales e invariantes en el tiempo, el algoritmo propuesto, resuelve un conjunto

de matrices de desigualdades que son idependientes del parámentro singular ", se hace además

un comparativo entre la técnica propuesta y otros métodos mediante un ejemplo ilustrativo,

en [Ji, 2011] se trata el mismo problema que en [Fakharian, 2011] pero aplicado a un sistema

singularmente perturbado lineal incierto con retardo de tiempo. En [Yang, 2012] se analizan

dos métodos para obtener el margen de perturbación singular (SPM), es decir cuál es el valor

máximo del parámetro singular ", el cuál de�ne el margen de estabilidad del sistema desde el

punto de vista de separación de escala de tiempo, un método es cuantitativo y ofrece mayor

exactitud para estimar el SPM que el método cualitativo. La efectividad de los dos métodos

es demostrada mediante un ejemplo. Finalmente en [Yu, 2014] se analiza la estabilidad de

una clase de sistemas lineales singularmente perturbados por medio de retroalimentación de

salida, mostrando además, que los sistemas completos de lazo cerrado deben ser exponencial-

mente estables cuando el parámetro singular " tiende a cero, si esto no se cumple, el sistema

no podrá ser estabilizado por ningún controlador.

Dentro de la aplicación de la técnica de sistemas con perturbaciones singulares en sistemas de

potencia, en [Winkelman, 1980] se describe un procedimiento de separación en escala de tiem-

pos para obtener modelos reducidos, este procedimiento es aplicado a un sistema de potencia

7
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con tres máquinas interconectadas, en las cuáles se modelan las dinámicas de los enlaces de

�ujo y el regulador de voltaje. Las propiedades de conservación de energía y equilibrio son

utilizadas para la obtención de modelos de perturbación singular no lineal con separación

explícita de escala de tiempos, aplicado a sistemas de potencia y redes dinámicas similares en

[Peponides, 1982]. La metodología de sistemas singularmente perturbados en [Naidu, 1985] es

aplicada a un modelo discreto de un sistema generador de potencia con vapor de quinto orden.

En [Sauer, 1987] se utiliza para realizar una descomposición en escala de tiempos para reducir

el orden de los modelos interconectados a un sistema de potencia multimáquina, el método

propuesto es ilustrado con dos ejemplos. Mientras que en [Kokotovic, 1989] se presentan los

conceptos de variedad lenta como una herramienta para la descomposición y reducción de

orden del modelado de sistemas no lineales, usando como ejemplo la máquina síncrona. Otro

ejemplo de aplicación en sistemas de potencia se da en [Chow, 1990] donde haciendo uso de

esta metodología se obtienen modelos simpli�cados de sistemas de potencia de gran escala

para realizar análisis de estabilidad y diseño de sistemas de control, usando también como

ejemplo el modelado de la máquina síncrona y sus modelos equivalentes de dinámicas rápidas

y lentas conectados a redes de potencia grandes, así como en [Singh, 1986] se utiliza también

la máquina síncrona como ejemplo de aplicación de sistemas singularmente perturbados para

proponer un método iterativo mediante el cuál se obtiene el modelo reducido, el resultado

se compara con el obtenido con la técnica clásica del modelo de estado cuasi-estacionario.

Finalmente en [Xu, 1998] se aplica esta metodología para simular sistemas de potencia enfo-

candose, principalmente, en los estados rápidos asociados con los generadores y sus respectivos

controles, los modelos singularmente perturbados obtenidos son implementados en un sistema

de potencia con cuatro máquinas generadoras.

1.4.2. Bond Graph en Sistemas Singularmente Perturbados

La metodología de bond graph propone una aproximación generalizada para modelar sis-

temas, en la cuál se uni�can los sistemas físicos de todos los dominios de energía en uno

llamado generalizado [Gawthrop, 1996]. Está basado en la representación de la potencia, esto

8
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permite la descripción del sistema mediante elementos de disipación y almacenamiento de

energía [Karnopp, 1999].

A diferencia de la sección anterior, la cantidad de trabajos de investigación sobre los sistemas

singularmente perturbados en el marco teórico de bond graph no es tan extensa, existen al-

gunas referencias entre las cuales se encuentran los siguientes: [Rosenberg, 1981] en donde de

manera teórica, se comienzan a utilizar el bond graph en sistemas singularmente perturba-

dos de escala de dos tiempo. En [Dauphin-Tanguy, 1985] donde el método de perturbación

singular es aplicado a un proceso de multi-escala de tiempo permitiendo la reducción de la di-

mensionalidad considerando sólo una parte del sistema (ya sea la parte rápida o la parte lenta

del sistema) dependiendo del dominio de frecuencia de interés, los modelos de las dinámicas

lentas y rápidas son estimados mediante la determinación de la ganancia de lazos causales.

En [Sueur, 1991] se muestra como el modelo en bond graph es una herramienta útil para el

análisis de sistemas, en este caso, en la simpli�cación del modelado de sistemas de escala de

dos tiempos, donde las ecuaciones de estado pueden ser encontradas de manera grá�ca y los

modelos matemáticos reducidos son exactamente los mismos que los obtenidos mediante la

aplicación del método clásico de perturbaciones singulares. De igual forma, en [Zeid, 1995] se

detallan la formalización con la metodología de bond graph de sistemas multicuerpo, como

son las uniones mecánicas en los brazos robóticos, desde el punto de vista de sistemas sin-

gularmente perturbados, para obtener un conjunto de ecuaciones diferenciales con un orden

menor en escala de dos tiempo que el orden del sistema completo, en el cuál se pueden in-

vestigar propiedades no lineales de las uniones, tales como la fricción y la separación entre

ellas.

Continuando con la reducción de orden de sistemas, ya teniendo el sistema modelado en

bond graph, en [Edström, 1998] se considera la causalidad derivativa como una consecuencia

de simpli�cación del modelo ignorando la disipación de energía. Es decir, si la disipación

de energía es su�cientemente pequeña se convierte en una simpli�cación natural removien-

do la causalidad derivativa del modelo, mediante la inserción de un elemento disipador de

energía lineal (-R) que tendrá un valor pequeño. Utilizando un punto de vista diferente, en

[Omara, 2001] se muestra la manera en que el método de perturbación singular se puede

9
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utilizar para comprender el comportamiento y propiedades del modelo reducido en escala

de dos tiempo, lo anterior, mediante la selección del parámetro de perturbación ". Además,

se demuestra que un modelo en bond graph con causalidad derivativa puede ser convertido

en un sistema en la forma estándar singularmente perturbado mediante una transformación

matricial apropiada. Otro método para obtener el modelo reducido de un sistema se propone

en [Orbak, 2003], el cuál está basado en la identi�cación de subsistemas dentro de un sistema

físico usando la metodología de bond graph, la desición de cuales subsistemas son eliminados

está basada en procedimientos de descomposición y residuos de expansión en fracciones par-

ciales del sistema físico para �nalmente obtener el modelo de orden reducido, la veri�cación

del procedimiento propuesto se ilustra mediante ejemplos de sistemas físicos lineales.

En el trabajo de tesis [Gandanegara, 2003] se realiza la reducción de orden de un sistema

utilizando dos métodos de simpli�cación de modelos, el método de perturbaciones singulares

que está basado en el análisis dinámico de los elementos, y el algoritmo de reducción de orden

de un modelo que se basa en la actividad energética del sistema, los dos procedimientos

son veri�cados y comparados mediante un sistema de tracción de una vía férrea industrial,

dentro de este trabajo también se realiza un análisis de estabilidad mediante la localización

de las raíces y usando el segundo método de Lyapunov con la metodología de bond graph.

En trabajos más actuales, en [Gonzalez, 2011] se presenta un método directo para obtener el

estado cuasi-estacionario, también llamado modelo de orden reducido o modelo lento, de un

sistema lineal singularmente perturbado, mediante la asignación de causalidad derivativa en

los elementos almacenadores relacionadado con las dinámicas rápidas, los anterior se ilustra

con dos ejemplos, un motor de C.D. y una red RC. Finalmente en [Barrera, 2012] se propone

un procedimiento en bond graph para realizar un cambio de coordenadas a la forma de bloques

triangular llamada forma actuador de un sistema para lograr el desacoplamiento total de las

diámicas lentas y rápidas.
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1.5. Contribuciones

En el presente trabajo se da un avance al estudio de los sistemas no lineales y lineales va-

riantes en el tiempo con perturbaciones singulares usando la metodología de bond graph,

desarrollando un procedimiento para obtener su modelo lento, también llamado modelo de

estado cuasi-estacionario (QSS del ingles Quasi-Steady State [Grenier, 2005, Ramirez, 2011,

Xiaozhe, 2014]), de manera relativamente fácil y directa. Así como el modelado en Bond

Graph en causalidad Derivativa (BGD) para obtener el estado estacionario de una clase de

sistemas no lineales con multiplicación de estados. En el Apéndice C se muestan los artículos

generados de este trabajo de investigación.

1.6. Estructura de la tesis

La presente tesis se encuentra organizada de la siguiente manera:

El capítulo 2 contiene la metodología de los sistemas con perturbaciones singulares, su modelo

estándar, algunos ejemplos demostrativos de este tipo de sistemas, además de las propiedades

de escala de tiempo de dicho modelo.

El capítulo 3 contiene el método para obtener del modelo de estado cuasi-estacionario una

clase de sistemas no lineales singularmente perturbados utilizando bond graph, este capítulo

también contiene la prueba necesaria para determinar estabilidad interna de los sistemas, así

como los casos de estudio, con varios ejemplos con su respectiva veri�cación de resultados.

En el capítulo 4 se presenta un procedimiento para obtener el estado cuasi-estacionario de

una clase sistemas lineales que contienen elementos almacenadores y/o disipadores de energía

que contiene parámetros variantes en el tiempo, presentado un ejemplo demostrativo para

veri�car la e�cacia del método propuesto.

En el capítulo 5 se presenta la obtención del estado estacionario de sistemas no lineales

con bond braph, mediante dos ejemplos con sus respectivas simulaciones y comparación de

resultados.

El capítulo 6 contiene las conclusiones y los trabajos propuestos a futuro.
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Capítulo 2

Metodología de Sistemas con

Perturbaciones Singulares

2.1. Introducción

Cuando un ingeniero de control utiliza métodos de perturbaciones singulares para resolver

problemas en su campo, el primer problema es el modelado, esto es, como describir matemáti-

camente el sistema a ser controlado. El modelado para control es parsimonioso e implícito;

es parsimonioso debido a que el modelo no debería ser más detallado que lo requerido para

el propósito de control especí�co. Es implícito debido a la ausencia de detalles necesarios que

no son conocidos [Kokotovic, 1986].

Los objetivos del control típico son el seguimiento y la regulación óptima, es decir, un deter-

minado comportamiento a seguir de acuerdo a las condiciones y necesidades del sistema, y

a partir de estos objetivos es inevitable la presencia de perturbaciones desconocidas, varia-

ciones en los parámetros y otras incertidumbres, el sistema de control debe poseer un grado

su�ciente de robustez o insensibilidad a los efectos externos.

La contribución clave de las técnicas de perturbaciones singulares, a partir de la cuál le siguen

otros bene�cios, es el nivel de modelado. Los ingenieros de control han estado simpli�cando

sus modelos, antes de que se dijera que lo que estaban haciendo era una perturbación singular.
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Para el ingeniero de control, las perturbaciones singulares legitiman las simpli�caciones de

los modelos dinámicos. Una de ellas es despreciar pequeñas constantes, masas, capacitancias

y parámetros parásitos similares, las cuales incrementan el orden dinámico del modelo. Sin

embargo, un diseño basado en el modelo simpli�cado puede resultar en un sistema lejano a

la realidad a partir de su comportamiento deseado o resultar en un sistema inestable. Debido

a que la mayoría de los sistemas de control son dinámicos, se requiere la descomposición

en etapas para una separación de escalas de tiempo. Por ejemplo en sistemas eléctricos de

potencia los transitorios de voltaje y frecuencia están dentro de un intervalo de segundos

(regulador de voltaje, gobernador de velocidad y almacenamiento de energía en el eje) a

varios minutos (dispositivo motriz, tiempo de transferencia de combustible y almacenamiento

de energía térmica). En sistemas mecánicos los amortiguadores de un automóvil pueden

cali�car como sistemas singularmente perturbados ya que la masa del amortiguador es menos

signi�cativa que la masa del auto completo.

Típicamente, el modelo reducido representa el fenómeno más lento, el cuál en la mayoría de

las aplicaciones es dominante. por ejemplo en un motor de CD relativamente grande la inercia

del eje sería el fenómeno lento y la corriente de armadura representaría la dinámica rápida.

Los modelos de capas limitadas envuelven en escalas de tiempo rápidas y representan las

desviaciones del comportamiento lento prede�nido [Kokotovic, 1986].

Con la �nalidad de que el concepto de sistemas singularmente perturbados quede un poco más

claro, se utilizará el siguiente ejemplo. Si se tiene un sistema representado matemáticamente

por la ecuación diferencial [Naidu, 2001]

"
��
x (t; ") +

�
x (t; ") + "x (t; ") = 0

x (t = 0) = x (0) ;
�
x (t0) =

�
x (0) ; (2.1)

donde " es el parámetro pequeño que multiplica a la derivada de mayor orden, el punto y el

doble punto indican la primera y la segunda derivada con respecto al tiempo, respectivamente.

El sistema degenerado o de orden reducido se obtiene al suprimir el parámetro pequeño " de

(2.1),
�
x
(0)
(t) + x(0) (t) = 0; x(0) (t0) = x (0) (2.2)
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(a)                                                                             (b)

Figura 2.1: (a) Convergencia uniforme; (b) convergencia no uniforme.

y su solución es

x(0) (t) = x(0) (0) e�t = x (0) e�tx (0) (2.3)

como el problema degenerado en (2.2) es de primer orden no se puede esperar que satisfaga

ambas condiciones iniciales proporcionadas en (2.1), la condición inicial
�
x (0) es sacri�cada en

el proceso de reducción de orden. El problema proporcionado por (2.1) donde el parámetro

pequeño " está multiplicando la derivada de mayor orden es llamado problema singularmente

perturbado o problema de perturbación singular, donde el orden del problema se reduce ha-

ciendo " = 0:

Las características más importantes de las perturbaciones singulares se agrupan como sigue

[Naidu, 2001]:

� La perturbación tiene lugar cuando se describe el sistema mediante una ecuación dife-

rencial donde la derivada de mayor orden es multiplicada por el parámetro pequeño ", donde

" 6= 0.

� La solución de los sistemas singularmente perturbados tiene convergencia no uniforme,

esto quiere decir que las respuestas de los sistemas original y reducido no son semejantes, la

convergencia uniforme se da cuando se suma o resta un pequeño escalar � a una función y su

solución se encuentra dentro del rango f + � y f � �, en la Figuras 2.1(a) y 2.1(b), se ilustra

una convergencia uniforme y no uniforme, respectivamente [Peponides, 1982].

� Existe una región de transición rápida o capa límite donde la solución cambia rápida-
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mente. Esto es, las condiciones en la frontera de esta región que se pierden durante el proceso

de degeneración quedan ocultas dentro de la región de transición rápida, es decir, existe un

comportamiento bastante diferente del las respuestas del sistema dentro y fuera de la región

marcada como capa límite.

� Para recuperar las condiciones iniciales pérdidas se requiere alargar la región de tran-

sición rápida usando una transformación de elongación tal como � = t=":

� El problema degenerado o reducido, también es conocido como problema inperturbable,

es de orden reducido y no puede satisfacer todas las condiciones límite determinadas para el

problema original.

� El problema singualarmente perturbado descrito en (2.1) tiene dos raíces características

ampliamente separadas lo que ocasiona el surgimiento de componentes rápidas y lentas en su

solución, es decir, el problema tiene propiedades de escala de dos tiempos.

La presencia simultánea de dos fenómenos uno lento y otro rápido hacen que el problema sea

difícil desde el punto de vista de una solución numérica. Para ilustrar estas características,

se reconsidera el problema singularmente perturbado proporcionado en (2.1), en variables de

estado tiene la forma
dx (t; ")

dt
= z (t; ") , x (t = 0) = x (0)

"
dz (t; ")

dt
= �x (t; ")� z (t; ") , z (t = 0) = z (0) (2.4)

Para este problema, asignando valores especí�cos de " = 0.1; x (0) = 2 y z (0) = 3, en la Figura

2.2 se muestran las diferentes soluciones, remarcando los siguientes puntos [Naidu, 2001]:

� Para " = 0.1 los eigenvalores de (2.4) son -1.127 y -8.873 que corresponden a las solu-

ciones lenta y rápida, respectivamente.

� La solución predominantemente lenta es x (t; ") y la solución predominantemente rápida

es z (t; ") ; la cuál está asociada (multiplicada) con "; son obtenidas mediante la solución del

problema de orden completo o exacto dado por (2.4).

� La región de transición rápida existe cerca del punto inicial t = 0:

� En este caso, x(0) (t) y z(0) (t) son soluciones degeneradas de x (t; ") y z (t; ") ; respecti-
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Figura 2.2: Conceptos básicos de perturbaciones singulares y escala de tiempos.

vamente, obtenidas resolviendo el problema degenerado con " = 0 en (2.4) como

dx(0) (t)

dt
= z(0) (t) , x(0) (t0) = x (0)

0 = �x(0) (t)� z(0) (t) (2.5)

� Para este caso, z(0) (t) = �x(0) (t) y z(0) (t0) 6= z (0), esto ocurre como norma general.

� La solución degenerada z(0) (t) está cercana a la solución exacta z (t; ") únicamente

fuera de la región de transición rápida.

� Una condición inicial [z (0)] de las dos condiciones x (0) y z (0) determinadas inicial-

mente es sacri�cada o anulada en el proceso de reducción de orden o, en otras palabras, z (t; ")

pierde su condición inicial z (0) cuando "! 0.
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2.2. Representación Típica de un Sistema con Perturbaciones

Singulares

Existe una gran cantidad de bibliografía y artículos de investigación donde se entregan las

bases y características de los sistemas dinámicos analizados mediante la técnica del modelo

singularmente perturbado [Tikhonov, 1948, Tikhonov, 1952, Levinson, 1950, Vasil�eva, 1963,

Wason, 1965, Hoppensteadt, 1971, O�Malley, 1971]. En la mayoría de ellas, se divide el sis-

tema en dos ecuaciones, una que representa las dinámicas lentas y otra ecuación que contiene

las variables rápidas, la segunda de ellas es multiplicada por un pequeño escalar positivo ",

es decir, el modelo estándar está en la forma

�
x = f (x; z; "; t) ; x (t0) = x (0) ; x 2 Rn; (2.6)

"
�
z = g (x; z; "; t) ; z (t0) = z (0) ; z 2 Rm: (2.7)

donde (2.6) y (2.7) representan las dinámicas lentas y rápidas, respectivamente, y el punto

encima de la x y de la z denotan una primera derivada con respecto a la variable tiempo

t, además de que se asume que las funciones f y g son continuamente diferenciables de

sus argumentos. El escalar multiplicador en las dinámicas rápidas " es la perturbación y

representa todos los parámetros pequeños que serán despreciados para lograr una reducción

en el orden del sistema [Kokotovic, 1986].

Cuando se hace " = 0 causa un cambio abrupto en las propiedades dinámicas del sistema

(2.6), (2.7); ya que la ecuación diferencial (2.7) decae o se degenera en la ecuación algebraica

0 = g (x; z; 0; t) ; (2.8)

lo que provoca que el orden del sistema se reduzca de n+m a n. La barra encima de la x se

utiliza para indicar que las variables pertenecen a un sistema diferente del modelo estándar

original (2.6), (2.7). Para poder decir que el sistema representado por (2.6), (2.7) está en la

forma estándar, se debe cumplir la siguiente hipótesis que involucra a (2.8).

Hipótesis 2.1. En un domino de interés (2.8) tiene k � 1 raíces reales distintas o aisladas

[Kokotovic, 1986],

z = �i (x; t) ; i = 1; 2; � � � ; k: (2.9)
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La hipótesis anterior, asegura que se tendrán un modelo reducido para cada una de las raíces

(2.9). Sustituyendo (2.9) en (2.6) se obtiene

�
x = f

�
x;�i (x; t) ; 0; t

�
; x (t0) = x (0) ; (2.10)

el cuál es el modelo reducido i-ésimo, como ya se explicó anteriormente, la condición inicial

para la variable de estado x (t) y para x (t) es la misma. Escribiendo de manera compacta

(2.10) se obtiene
�
x = f (x; t) ; x (t0) = x (0) : (2.11)

Dado que el valor pequeño de " permite una rápida convergencia de z (cuya velocidad
�
z = g="

puede ser muy elevada cuando " es pequeño y g 6= 0) a alguna de las raíces de (2.8), las cuáles

son los puntos de equilibrio de (2.7). El modelo reducido (2.11) se suele llamar modelo de

estado cuasi-estacionario o modelo lento [Kokotovic, 1986].

La conveniencia de usar un parámetro con la �nalidad de lograr una reducción de orden

tiene un inconveniente: no siempre es claro cuál de los parámetros elegir para ser considerado

como pequeño. Afortunadamente, en muchas aplicaciones el conocimiento de los proceso y

componentes físicos de los sistemas nos indican la elección correcta. Esto se ilustra más

claramente mediante un ejemplo. El sistema que históricamente despertó el interés por este

tipo de problemas es el motor de CD donde el parámetro " es una pequeña constante de

tiempo [Barrera, 2011].

Ejemplo 2.1. En el sistema retroalimentado de la Figura 2.3 con un ampli�cador de alta

gananciaK y un bloque no lineal N(z), la selección de " no es tan obvia, sin embargo se puede

seleccionar " = 1=K , donde K es la ganancia del ampli�cador, se obtiene [Kokotovic, 1986]

�
x = z; (2.12)

"
�
z = �x� "z �N (z) + u: (2.13)

Ahora, sea N (z) = ez � 1; haciendo " = 0 y sustituyendo lo anterior en (2.13), se obtiene

0 = �x� 0� ez + 1 + u, ó

z = [N (u; x)]�1 = ln (1 + u� x) : (2.14)
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Figura 2.3: Sistema retroalimentado de alta ganancia para el Ejemplo 2.2.

+
­

N

u ∫

­1

xz

Figura 2.4: Sistema retroalimentado de alta ganancia reducido para el Ejemplo 2.2.

Analizando (2.14) se puede determinar que la Hipótesis 2.1 es satisfecha para cualquier u�x >

�1: Por lo que el modelo reducido o modelo cuasi-estacionario es

�
x = ln (1 + u� x) : (2.15)

El modelo anterior es representado por el diagrama de bloques de la Figura 2.4 en el cuál el

lazo con ganancia in�nita " = 0 es reemplazado por el inverso del operador en la trayectoria

de retroalimentación.
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2.3. Propiedades Temporales del Modelo Típico Singularmente

Perturbado

El análisis y control de sistemas de gran escala simpre ha sido una tarea bastante compleja,

ésto no solo se debe al alto orden del sistema, sino tambien al hecho de que la mayoría de

estos sistemas poseen una interacción de fenómenos dinámicos dentro de un extenso rango

de velocidades diferentes lo que ocasiona que los valores propios o eigenvalores del sistema

también esten ampliamente separados [Naidu, 1988].

La interacción de fenómenos lentos y rápidos en sistemas de alto orden provocan que estos

sistemas sean rígidos, los cuáles requiere de rutinas numéricas costosas, computacionalmente

hablando. Un sistema rígido tiene propiedades de escala de dos tiempos (lenta y rápida)

y no necesita tener la estructura de perturbaciones singulares con un parámetros pequeño

multiplicando la derivada de mayor orden o multiplicando algunas variables de estado de

la ecuación de estados, En otras palabras, el sistema singularmente perturbado es solo una

forma del sistema rígido o sistema de escala de dos tiempo [Naidu, 1988]. Esto quiere decir,

que la respuesta ante estímulos externos de un sistema dinámico modelado con perturbaciones

singulares se caracteriza por la presencia de dos escalas de tiempo. Donde el modelo reducido

(2.11) hace una buena aproximación de la variable lenta, mientras que la diferencia entre la

respuesta del modelo reducido y la del modelo completo (2.6), (2.7) es la respuesta rápida.

Cuando se obtiene el modelo reducido, la dinámica rápida z es sustituida por su �estado

cuasi-estacionario� z. En el cuál, generalmente, su condición inicial es muy diferentes a la

condición inicial de z [Kokotovic, 1986], es decir

z (t0) = � (x (t0) ; t0) : (2.16)

Por lo tanto, z puede no ser una buena aproximación de z (cerca del valor inicial),

z = z (t) +O (") ; (2.17)

donde O (") es la función que representa la discrepancia entre z y z. Esta aproximación se

mantendrá en un intervalo t 2 [t1; T ] donde t1 > t0. Por otro lado, si se podrá asegurar que
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el estado cuasi-estacionario x iniciará en la misma condición inicial que x (t0), por lo que la

aproximación x de la dinámica lenta original x suele ser uniforme, es decir

x = x (t) +O (") (2.18)

es válida para el intervalo t 2 [t0; T ] en el cuál x (t) existe.

Como la velocidad de la dinámica rápida suele ser grande,
�
z = g=", haciendo " = 0 se puede

tener un transitorio prácticamente instantáneo de z mientras g 6= 0. Ahora, para demostrar

que z no tenderá a in�nito durante este transitorio, analizando el producto "
�
z, el cuál puede

permanecer �nito, aún cuando " ! 0 y
�
z ! 1, para analizar el comportamiento de las

dinamicas en la región de transición rápida o capa límite es conveniente cambiar la escala de

tiempo introduciendo una nueva variable temporal � ,

"
dz

dt
=
dz

d�
; (2.19)

por lo que d�
dt =

1
" ; y eligiendo como valor inicial de la nueva variable � = 0 en t = t0, se tiene

que

� =
t� t0
"

; (2.20)

En la ecuación anterior se observa que si " ! 0, � ! 1 aún para valores de t ligeramente

más grandes que t0 (siempre que esta diferencia sea independiente de "): En cambio, x se

mantiene muy cerca de su valor inicial x0; mientras z y � cambian de forma instantánea.

Para describir el comportamiento de z en función de la nueva variable de tiempo � , se utiliza

la llamada corrección de capa límite bz = z � z que satisface el sistema

dbz
dt
= g

�
x0; bz (�) + z (t0) ; 0; t0� ; (2.21)

utilizando como parámetros �jos las condiciones iniciales z0�z (t0) ; x0 y t0. La solución bz (�)
de este problema de valor inicial es utilizada como una corrección de capa límite de (2.17)

para tener una posible aproximación uniforme de z: [Kokotovic, 1986]

z = z (t) + bz (�) +O (") : (2.22)

De la ecuación anterior se observa que z (t) y bz (�) son el transitorio lento y el transitorio
rápido de z, respectivamente. Para que después de un corto periodo la aproximación corregida
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(2.22) converja a la aproximación lenta (2.17), la corrección bz (�) debe igualar a la cantidad
O (") cuando � tiende a in�nito. Se debe notar que en la escala de tiempo lento t, el descenso

o caída de bz (�) es rápido dado que,
dbz (�)
dt

=
dbz (�)
d�

d�

dt
=
1

"

dbz (�)
d�

: (2.23)

Mediante dos hipótesis se establecen las propiedades de estabilidad del sistema de capa fron-

tera dado en (2.21), las cuáles son cruciales para que se puedan mantener las aproximaciones

(2.17), (2.18) y (2.22).

Hipótesis 2.2. El equilibrio bz (�) = 0 de (2.21) es asintóticamente uniformemente estable
en x0 y t0, y z0� z (t0) pertenece a su dominio de atracción, entonces existe bz (�) para � = 0
[Kokotovic, 1986].

Si esta suposición se satisface, entonces,

l��m
�!1

bz (�) = 0 (2.24)

es uniforme en x0, t0, es decir, z estará próximo a su estado cuasi-estacionario z en al-

gún tiempo t1 > t0. Para asegurar que z permanece próxima a z, se puede pensar como si

cualquier instante t 2 [t1; T ] puede ser el instante inicial y hacer la siguiente hipótesis sobre

la linealización de (2.21).

Hipótesis 2.3. Los eigenvalores o valores propios del Jacobiano @g=@z evaluados, para

" = 0 a lo largo de x (t), z (t) tienen partes reales más pequeñas que un número negativo

prede�nido [Kokotovic, 1986], esto es

Re�

�
@g

@z

�
� �c < 0: (2.25)

Ambas Hipótesis (2.2 y 2.3) describen una fuerte estabilidad de sistema de capa límite (2.21).

Si se asume que z0 está su�cientemente cerca a z (t0) ; entonces la Hipótesis 2.3 incluye a la

Hipótesis 2.2. Se puede notar a partir de (2.25) que la no singularidad de @g=@z implica que

la raíz z (t) es distinta como se requiere en la Hipótesis 2.1.

Estas hipótesis son comunes en la mayoría de la literatura de perturbaciones singulares

[Tikhonov, 1948, Tikhonov, 1952, Levinson, 1950, Vasil�eva, 1963, Hoppensteadt, 1971]. Es-

tas referencias contienen la prueba y los re�namientos del siguiente teorema fundamental.
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Teorema 2.1. Si las Hipótesis 2.2 y 2.3 son satisfechas, entonces la aproximación (2.21),

(2.22) es válida para todo t 2 [t0; T ] y existe t1 � t0 tal que (2.17) es válida para todo

t 2 [t1; T ] [Kokotovic, 1986].

2.4. Punto de Vista Geométrico del Problema de Perturba-

ciones Singulares

Para el análisis geométrico del problema de perturbaciones singulares incluyendo el modelo

reducido, es necesario, como primer paso, familiarizarse con el concepto de variedad integral

(o variedad invariante)[Monshizadeh, 2008].

Considerando la ecuación diferencial

�
x = N (X; t) ; (2.26)

donde X y N pertenecen al conjunto Rn. Entonces el conjuntoM que está incluido en R�Rn

se conoce como variedad integral sí para todo (X0; t0) que pertenece al conjuntoM , la solución

(x (t) ; t), para X (t0) = X0, está en M para todo t 2 R. ahora bien, sí solo se cumple para

un intervalo de tiempo �nito (x (t) ; t) 2M; entonces se dice que M es una variedad integral

local [Monshizadeh, 2008].

En esta sección se analiza el comportamiento en dos escalas de tiempo desde un punto de vista

geométrico de las soluciones del sistema (2.6), (2.7) como trayectorias en Rn+m [Khalil, 2002]:

Una variedad k�dimensional en Rn(cuando 1 � k < n) tiene una de�nición matemática

precisa. Para este trabajo es su�ciente con precisar que una variedad k�dimensional es la

solución de la ecuación � (x) = 0; donde � : Rn ! Rn�k es su�cientemente suave, es decir,

varias veces continuamente diferenciable. Con la �nalidad de que lo anterior quede un poco

más claro, usando el ejemplo del círculo unitario
�
x 2 R2 j x21 + x22 = 1

	
es una variedad

de dimensión 1 en R2: De manera similar, la esfera unitaria
�
x 2 Rn j

nP
i=1
x2i = 1

�
es una

variedad de dimensión (n� 1) en Rn: Una variedad f� (x) = 0g será una variedad invariante

del sistema
�
x = f (x) si � (x (0)) = 0) � (x (t)) � 0 para todo t > t0 (en cualquier intervalo

de tiempo en el cuál la solución x (t) está de�nida), es decir, si la condición inicial del sistema
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está sobre la variedad, la solución permanecerá sobre dicha variedad para todo t > t0: Con la

�nalidad de usar el concepto de variedades invariantes, se restringue el estudio a los sistemas

autónomos (no dependen del tiempo). además, para simpli�car la notación, se supone que f y

g no dependen de ": Entonces, una forma más simple de representar el sistema singularmente

perturbado (2.6), (2.7) es [Khalil, 2002]:

�
x = f (x; z) ; x 2 Rn; (2.27)

"
�
z = g (x; z) ; z 2 Rm: (2.28)

Cuando se hace " = 0; z = h (x) será una raíz aislada de 0 = g (x; z) ; la cuál satisface la

Hipotesis 2.1. La ecuación z = h (x) describe una variedad n�dimensional en el espacio de

estados de dimensión (m+ n) de (x; z) ; ésta es una variedad invariante para el sistema

�
x = f (x; z) ; (2.29)

0 = g (x; z) ; (2.30)

dado que una trayectoria del sistema (2.29), (2.30) que comienza en la variedad z = h (x)

permanecerá en esta variedad para todo tiempo futuro para el cuál la solución exista. Por lo

tanto, el comportamiento sobre esta variedad es descrito mediante el modelo reducido

�
x = f (x; h (x)) : (2.31)

La Hipótesis 2.1 muestra que las trayectorias de (2.27), (2.28) las cuáles inician en una

vecindad O (") de z = h (x), permanecerán dentro de esa vecindad O (") : Esta variedad es

para cuando " = 0: Ahora, se buscará una variedad invariante para el sistema (2.27), (2.28)

cuando " > 0 en la forma

z = H (x; ") ; (2.32)

donde H debe de ser diferenciable las su�entes veces que sea necesario en función de sus

argumentos x y ". La expresión (2.32) de�ne una variedad de dimensión n, que depende de

", en el espacio de estados de dimensión (n+m) de (x; z) : Entonces, para que z = H (x; ")

sea una variedad invariante del sistema (2.27), (2.28) se debe cumplir que

z (0; ")�H (x (0; ") ; ") = 0) z (t; ")�H (x (t; ") ; ") � 0 (2.33)
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para todo tiempo t 2 J � [0;1) ; donde J es cualquier intervalo de tiempo en el cual la

solución [x (t; ") ; z (t; ")] existe.

Diferenciando con respecto al tiempo ambos lados de (2.32), multiplicando por "; y susti-

tuyendo
�
x; "

�
z; y z de (2.27), (2.28) y (2.32), respectivamente, se obtiene lo que se conoce

como la condición de variedad [Khalil, 2002]

0 = g (x;H (x; "))� "@H
@x

f (x;H (x; ")) ; (2.34)

en la cuál, H (x; ") debe satisfacerla para todo x dentro de la región de interés y para todo

" que pertence al intervalo [0; "0] : Cuando " = 0 la ecuación diferencial parcial (2.34) se

convierte en

0 = g (x;H (x; 0)) ; (2.35)

la cuál muestra que H (x; 0) = h (x) : Como (2.30) puede tener más de una raíz aislada

z = h (x), entonces se puede buscar una variedad invariante para el sistema (2.27), (2.28) en

la vecindad de cada raíz. Se puede demostrar que existe un valor de "� > 0 y una función

H (x; ") que satisfacen la condición de variedad (2.34) para todo " que pertence al intervalo

[0; "�] tal que

H (x; ")� h (x) = O (") ; (2.36)

para valores de x limitados. La variedad invariante z = H (x; ") es conocida como una variedad

lenta para el sistema (2.27), (2.28). por cada variedad lenta, existe un correspondiente modelo

lento
�
x = f (x;H (x; ")) ; (2.37)

el cuál describe de manera exacta el comportamiento en esa variedad.

En la mayoría de los caso, no es posible resolver de manera exacta la condición de variedad

(2.34), pero se puede hacer una aproximación de H (x; ") de manera arbitraria tan cercana

como se desee utilizando una serie de Taylor en la proximidad de " = 0: El procedimiento

de aproximación inicia sustituyendo una serie de Taylor para H (x; ") en la condición de

variedad, concretamente

H (x; ") = H0 (x) + "H1 (x) + "
2H2 (x) + "

3H3 (x) + � � � ; (2.38)
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y en seguida, calcular H0 (x) ; H1 (x) ; y así sucesivamente, mediante la igualación de términos

que tiene la misma potencia de ": Lo anterior, requiere que las funciones f y g sean conti-

nuamente diferenciables en función de sus argumentos la cantidad de veces que sea necesario.

De (2.38) se puede observar que H0 (x) = H (x; 0) = h (x) : Ahora para la ecuación de H1 (x)

se tiene que
@g (x; h (x))

@z
H1 (x) =

@h

@x
f (x; h (x)) ; (2.39)

la cuál tiene solución única si el Jacobiano (@g=@z) es no singular en z = h (x) : La no

singularidad del Jacobiano está implícita mediante la condición de los valores propios en

(2.25). De forma similar que para H1; las ecuaciones para los términos de orden superior

serán lineales y tendrán solución si el Jacobiano (@g=@z) es no singular [Khalil, 2002].

Ahora para introducir la noción de una variedad rápida, se examina el sistema (2.27), (2.28)

en la escala de tiempo � = t=": En " = 0; entonces x (�) � 0; mientras que z (�) evoluciona

de acuerdo con
dz

d�
= g (x (0) ; z) (2.40)

acercandose al punto de equilibrio z = h (x (0)) : Esta dinámica describe trayectorias (x; z)

en el espacio Rn+m; Las cuáles para cada x (0) dado caen en una variedad rápida Fx de�nida

por x = x (0) = constante, y desciende de forma rápida a la variedad z = h (x) : Para valores

de " pequeños pero más grandes que cero, las variedades rápidas son laminaciones de las

soluciones que se aproximan rápidamente a la variedad lenta [Khalil, 2002].

Con la �nalidad de que los conceptos anteriores queden más claros, se utilizan los siguientes

ejemplos.

Ejemplo 2.2. Para el siguiente sistema singularmente perturbado [Khalil, 2002]

�
x = �x+ z; (2.41)

"
�
z = tan�1 (1� z � x) : (2.42)

Cuando " = 0, la única raíz de (2.30) es z = h (x) = 1 � x, la cuál es la variedad lenta del

sistema. Entonces, el modelo lento correspondiente es

�
x = �2x+ 1; (2.43)
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Figura 2.5: Retrato de fase aproximado del Ejemplo 2.2 cuando " = 0:

el cuál tiene un punto de equilibrio asintóticamente estable en x = 0;5: Por eso las trayectorias

sobre la variedad lenta estarán llendo hacia el punto de equilibrio P = (0;5; 0;5) ; como se

indica en la Figura 2.5 mediante puntas de �echa.

Las variedades lentas cuando " es igual a cero son paralelas al eje z, con las trayectorias

diriguiendose hacia la variedad lenta z = 1� x: Con esta información se puede construir un

retrato de fase aproximado del sistema. Por ejemplo una trayectoria que inicia en el punto

A se moverá hacia abajo de manera vertical hasta que colisiona con la variedad lenta en el

punto B. Desde allí (punto B) la trayectoria se mueve a lo largo de la variedad hacia el punto

de equilibrio P . De forma similar, una trayectoria que inicia en el punto C se moverá hacia

arriba verticalmente hasta el punto D y después se moverá sobre la variedad hasta el punto

de equilibrio P . Para valores pequeños de " pero mayores que cero, el retrato de fase del

sistema será similar al obtenido para " = 0: En la Figura 2.6 se muestra el retrato de fase

para " = 0;1:

Se puede notar que los dos retratos de fase (Figura 2.5 y Figura 2.6) tiene mucha similitud

[Khalil, 2002].

Ejemplo 2.4. Para ilustrar la posibilidad de que exista más de una variedad lenta, se
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Figura 2.6: Retrato de fase del Ejemplo 2.2 cuando " = 0.1.

considera el siguiente sistema [Kokotovic, 1986],

�
x = �xz; (2.44)

"
�
z = �

�
z � sin2 x

�
(z � e�x)

�
z � 2e2�x

�
; (2.45)

donde � > 0: La condición de variedad (2.34) (donde se cambia H mayúscula por h minúscula

para indicar que es una variedad invariante cuando " = 0) es

"
@h

@x
(�xh) = �

�
h� sin2 x

�
(h� e�x)

�
h� 2e2�x

�
; (2.46)

se puede demostrar que para " = 0 se tienen tres variedades de equilibrio de�nidas por

z1 = h1 (x; 0) = sin
2 x; z2 = h2 (x; 0) = e�x; z3 = h3 (x; 0) = 2e

2�x; (2.47)

estas variedades de equilibrio se intersecan en algunos valores negativos de x, se asume que

solamente son de interes cuando x � 0: A partir de

@g

@z
= � (z � e�x)

�
z � 2e2�x

�
�
�
z � sin2 x

� �
z � 2e2�x

�
�
�
z � sin2 x

�
(z � e�x) ; (2.48)

sustituyendo, se puede demostrar que h1 (x; 0) y h3 (x; 0) son estables, mientras que h2 (x; 0)

es inestable.
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2.5. Variedades Lentas y Rápidas

Se debe recordar que las soluciones x (t; "), z (t; ") del sistema singularmente perturbado (2.6),

(2.7) son funciones del tiempo, y consisten de una capa frontera rápida y un estado cuasi-

estacionario lento. Es decir, la capa es signi�cante solamente en z (t; "), mientras que x (t; ")

es predominantemente lento a partir de que su capa no es mayor que O ("). Entonces para

dar un punto de vista geométrico del comportamiento de las dos escalas de tiempo de x (t; "),

z (t; ") como trayectorias en Rn+m. Se puede consider una forma más simple del sistema (2.6),

(2.7) concretamente el sistema representado en (2.27), (2.28), donde para poder considerar

variedades invariantes en el tiempo se elimina la dependencia de t y en lo que concierne a ";

se remueve solamente para simpli�car la notación [Kokotovic, 1986].

En el espacio de estados (n+m)-dimensional de x y z; una variedad de dimensión n denotada

por M", la cual es dependiente del parámetro escalar ", puede ser de�nida por la expresión

[Kokotovic, 1986],

M" : z = � (x; ") ; x 2 Rn; z 2 Rm; (2.49)

donde se asume que � es una función continuamente diferenciable con respecto de x y ", esta

diferenciación debe de ser las su�entes veces que sea necesaria. Con lo anterior la dimensión

del espacio de estado se reduce de n+m a n, limitando a la variable de estado a permanecer

en la variedad M". Por ejemplo, si en R3 se tiene n = 2 y m = 1, entonces M" será una

super�cie de�nida por una ecuación escalar (2.49), mientras que para n = 1 y m = 2 las dos

ecuaciones escalares (2.49) de�nirán una curva. Si la expresión (2.49) se mantiene para todo

t > t�; entonces se puede concluir queM" es una variedad invariante del sistema representado

por (2.27), (2.28), es decir,

z (t�; ") = � (x (t�; ") ; ")) z (t; ") = � (x (t; ") ; ") para todo t � t�: (2.50)

Derivando (2.50) con respecto al tiempo t, se obtiene,

�
z =

d

dt
� (x (t; ") ; ") =

@�

@x

�
x: (2.51)

Multiplicando (2.51) por el escalar ", y después sustituyendo las primeras derivadas de x y z

de (2.27), (2.28), respectivamente, y �nalmente sustituyendo z a partir de (2.49), se obtiene
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una condición de variedad,

"
@�

@x
f (x; � (x; ")) = g (x; � (x; ")) ; (2.52)

donde � (x; ") debe satisfacer a (2.52) para cualquier x de interés y para todo " en el intervalo

[0; "�], donde "� es una constante positiva. Ahora, suponiendo " = 0 para la variedad M" en

la condición de variedad (2.52), se tiene

M0 : z = � (x; 0) ; 0 = g (x; � (x; 0)) : (2.53)

Observando (2.53) se reconocen las expresiones (2.8), (2.9) obtenidas de manera formal cuan-

do se desprecia " en el sistema (2.6), (2.7). Con lo anterior, se entiende que pueden existir

varias funciones � (x; 0) que satisfagan (2.53), y por lo tanto existirán varias variedades M0.

De acuerdo con la Hipótesis 2.1, las variedades resultantes no tendrán puntos en común, es

decir, no se intersecan una con las otras y no son tangenciales en el dominio de interés. Para

tener una mejor comprensión de la variedad M0 se reescribe (2.27), (2.28) en la escala de

tiempo rápido � , de�nida por (2.19), (2.20) [Kokotovic, 1986]. A partir de

dx

d�
= "f (x; z) ;

dz

d�
= g (x; z) ; (2.54)

Se puede concluir que en " = 0 tanto dx=d� como dz=d� valen cero para z = � (x; 0). Por

lo tanto, M0 es una variedad de equilibrio de (2.54) en " = 0. Si la Hipótesis 2.3 se satisfece

para todo x; z que permanecen en la variedad M0; entonces M0 es una variedad atrayente

estable.

De acuerdo con el Teorema 2.1 la existencia de una variedad de equilibrio condicionalmente

estable M0 de (2.54) para " = 0 implica la existencia de una variedad invariante M" de

(2.27), (2.28) que satisface la condición de variedad (2.52) para todo " 2 [0; "�] y converge a

M0 cuando "! 0 [Kokotovic, 1986], esto es,

� (x; ")! � (x; 0) ; y M" !M0 cuando "! 0: (2.55)

Se puede llega a una compresión más profunda si la desviación de z a partir de M" es

representada mediante una nueva variable

� = z � � (x; ") : (2.56)

31



Capítulo 2. Metodología de Sistemas con Perturbaciones Singulares

Ahora el sistema (2.27) (2.28) en términos de las variables x y �, se convierte en,

�
x = f (x; � (x; ") + �) ; (2.57)

"
�
� = g (x; � (x; ") + �)� "@�

@x
f (x; � (x; ") + �) : (2.58)

Por lo que ahora la variedad invarianteM" es descrita mediante el hecho de que � = 0 implica

para
�
� = 0 todo x para el cuál la condición de variedad (2.52) se cumple. De este modo, si la

condición inicial de la nueva variable � es cero (� (t0) = 0), el modelo a resolver será,

�
x = f (x; � (x; ")) ; x (t0) = x0: (2.59)

Por lo que (2.52) es el modelo lento exacto del sistema (2.27), (2.28) válido para todo x; z

que pertenecen a la variedad invariante M".

El modelo reducido (2.11) es su aproximación en la cuál � (x; ") es remplazada por � (x; 0).

Se puede decir que M" es una variedad lenta de (2.27), (2.28) tal que la variedad lenta

corresponde a un modelo lento (2.59) [Kokotovic, 1986].

Para introducir la idea de una variedad rápida se investiga el comportamiento de � en la

escala de tiempo rápido � , esto se realiza sustituyendo (2.56) en (2.54) y haciendo que "! 0,

se puede observa que la nueva variable � cuando " = 0 está de�nida por el sistema de capa

frontera
d�

d�
= g

�
x0; �

�
x0; 0

�
+ �

�
; �0 = z0 � �

�
x0; 0

�
; (2.60)

el cuál ya fue encontrado en (2.21). Este sistema describe las trayectorias de las variables x

y �, para un x0 lo cual da una variedad rápida de Fx de�nida por x = x0 = constante, y

que rápidamente desciende a una variedad de equilibrio M0: Para un valor de " dado más

grande que cero pero pequeño, las variedades rápidas son laminaciones de soluciones que

rápidamente se acercan a la variedad lenta M" [Kokotovic, 1986].

Esto puede quedar más claro mediante los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.3. Para el sistema

�
x = xz3; "

�
z = �z � x

4
3 +

4

3
"x

16
3 ; (2.61)
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0

1

­1

­2
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Variedad lenta

Figura 2.7: Trayectorias del sistema (2.61)

La condición de variedad (2.52) es

"
@�

@x
x�3 = ��� x

4
3 +

4

3
"x

16
3 ; (2.62)

Se puede veri�car que la ecuación anterior es satisfecha por

z = � (x; ") = �x
4
3 : (2.63)

En este caso muy especial M" no solamente tiene una expresión analítica simple, sino que

coincide conM0, ya que (2.63) no depende del valor de ". Además,
@g
@z = �1, la variedad lenta

es estable, ver las trazas en la Figura 2.7. El modelo lento (2.59) para z (t0) = � [x (t0)]
4
3 y

todo
�
x = �x5:

Ejemplo 2.4. Para ilustrar la posibilidad de varias variedades lentas, se considera el si-

guiente sistema,

�
x = �xz; "

�
z = �

�
z � sin2 x

�
(z � e�x)

�
z � 2e2�x

�
; � > 0; (2.64)

La condición de variedad (2.52) es

"
@�

@x
(�x�) = �

�
�� sin2 x

�
(�� e�x)

�
�� 2e2�x

�
; (2.65)

se puede observar que para " = 0 se tienen tres variedades de equilibrio de�nidas por

M1
0 = �1 (x; 0) = sin

2 x; M2
0 = �2 (x; 0) = e�x; M3

0 = �3 (x; 0) = 2e
2�x; (2.66)
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las variedades de equilibrio se intersecan en algunos valores negativos de x, se asume que

solamente son de interes cuando x � 0: A partir de

@g

@z
= � (z � e�x)

�
z � 2e2�x

�
�
�
z � sin2 x

� �
z � 2e2�x

�
�
�
z � sin2 x

�
(z � e�x) ; (2.67)

sustituyendo, se puede demostrar que M1
0 y M

3
0 son estables, mientras que M

2
0 es inestable

[Kokotovic, 1986].
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Capítulo 3

Sistemas No-Lineales

Singularmente Perturbados

Modelados en Bond Graph

3.1. Introducción

Cuando se modelan, analizan y diseñan sistemas dinámicos en circuitos eléctricos, sistemas

mecánicos, sistemas de control u otras diciplinas de la ingeniería, se observa que existen una

gran cantidad de sistemas que contienen en su representación matemática no linealidades.

La mayoría de los modelos matemáticos usados tradicionalmente por teóricos y prácticos del

control son lineales. De hecho los modelos lineales son mucho más manejables (sus dinámicas

son menos complejas) que los no-lineales, y pueden representar en forma precisa el compor-

tamiento de algunos sistemas reales. Pero existen fenómenos no-lineales como son los sistemas

de control de vuelo, robots manipuladores, sistema de estructura de ala de avión, sistemas de

inyección de combustible de alto rendimiento, máquinas eléctricas, etc., en los cuales no se

puede encontrar una forma de describir su dinámica mediante modelos lineales [Khalil, 1996].

Una ventaja de diseño del modelado y control de sistemas en escala de dos tiempos es que

no esta restringuido a los sistemas lineales. Partiendo de la suposición de que las dinámicas
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lenta y rápida asociadas a un sistema son asintóticamente estables [Kokotovic, 1986].

Los sistemas dinámicos modelados por un número �nito de ecuaciones diferenciales ordinarias

de primer orden acopladas entre sí [Khalil, 1996],

�
x1 = f1 (t; x1; x2; � � � ; xn; u1; u2; � � � ; up) ;
�
x2 = f2 (t; x1; x2; � � � ; xn; u1; u2; � � � ; up) ;
... =

...

�
xn = fn (t; x1; x2; � � � ; xn; u1; u2; � � � ; up) ; (3.1)

donde
�
xi denota la derivada de xi con respecto a la variable de tiempo t, y u1; u2; � � � ; up

representan las variables de entrada. Las variables x1; x2; � � � ; xn se denominan variables de

estado. Reescrito en forma compacta queda,

�
x = f (t; x; u) : (3.2)

En muchas ocasiones, la entrada u no aparece de manera explícita en (3.2), pero no nece-

sariamente quiere decir que u = 0, sino que la entrada puede haber sido introducida como

una función de estado mediante una retroalimentación, a ésta ecuación de estado se le conoce

como no forzada,
�
x = f (t; x) : (3.3)

Un caso especial de (3.3) surge cuando la función f no es dependiente del tiempo t, es decir,

�
x = f (x) ; (3.4)

en este caso el sistema es conocido como invariante en el tiempo o estacionario.

Un concepto importante relacionado con las ecuaciones de estado es el punto de equilibrio. un

punto x = x� en el espacio de estado es un punto de equilibrio de (3.4) si tiene la propiedad

de que cuando el sistema inicia su dinámica en x�; el estado permanece en el punto x�

durante todo el tiempo futuro [Khalil, 1996]. Para los sistemas estacionarios (3.4) los puntos

de equilibrio son las raíces reales de la ecuación

f (x) = 0; (3.5)
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Un punto de equilibrio puede ser aislado, es decir, que no hay otros puntos de equilibrio en

su vecindad, o podría haber una continuidad de puntos de equilibrio. Para sistemas lineales,

el modelo de espacio de estado (3.2) toma la forma

�
x = A (t)x+B (t)u; (3.6)

Siempre es conveniente linealizar el sistema alrededor de algún punto de equilibrio (ya que las

técnicas de análisis de sistemas lineales son bastante conocidas) y analizar el modelo lineal

resultante. Es cierto que, con la linealización se puede aprender mucho del comportamiento

del sistema no lineal en la vecindad de un punto de operación, sin embargo esto no es su�-

ciente. Hay dos limitaciones básicas de la linealización. Primero, dado que la linealización es

una aproximación en la vecindad de un punto de operación, ésta sólo puede predecir el com-

portamiento local del sistema no lineal en la cercanía de ese punto. Ésta no puede predecir el

comportamiento lejos del punto de operación. Segundo, las dinámicas de un sistema no lineal

son mucho más so�sticadas que las dinámicas de un sistema lineal [Khalil, 1996].

Existen fenómenos esencialmente no lineales que no pueden ser descritos o predichos mediante

modelos lineales. Algunos ejemplos de estos fenómenos son: escape a in�nito en tiempo �nito,

múltiples puntos de equilibrio aislados, ciclos límite, etc. Existe una gran variedad de sistemas

no-lineales, los cuales se pueden agrupar en diferentes clases dependiendo del tipo de no

linealidad que mani�estan.

3.2. Análisis de estabilidad en sistemas singularmente pertur-

bados estacionarios

Cosiderando un sistema singularmente perturbado estacionario no lineal [Kokotovic, 1986].

La nomenclatura de las variables lentas se cambia de x a x1 y las variables rápidas de z a

x2 para evitar una confusión con la variable de co-energía de la metodología de bond graph

denotada por la letra z. Entonces

�
x1 = f (x1; x2) ; x1 2 Rn;

"
�
x2 = g (x1; x2) ; x2 2 Rm; (3.7)
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el cual tiene un punto de equilibrio aislado en el origen x1 = 0, x2 = 0: Se asume que f y g son

sufucientemente regulares, es decir, sin cambios bruscos, para asegurar que para condiciones

iniciales especi�cadas, (3.7) tiene una solución única. La estabilidad del punto de equilibrio

se encuentra mediante la examinación del sistema lento reducido

�
x1 = f (x1; h (x1)) ; (3.8)

donde x2 = h (x1) es una raíz aislada de 0 = g (x1; x2) ; y el sistema capa límite rápido

dx2
d�

= g (x1; x2 (�)) ; � =
t

"
(3.9)

donde x1 se considera un parámetros �jo. La Hipótesis 2.1 establece que si x1 = 0 es un

punto de equilibrio asintóticamente estable del sistema reducido (3.8), x2 = h (x1) es un

punto de equilibrio asintóticamente estable del sistema capa límite (3.9), uniformemente

en x1, y f (�; �) y g (�; �) satisfacen ciertas condiciones de crecimiento, entonces el origen es

un punto de equilibrio asintóticamente estable del sistema singularmente perturbado (3.7)

[Kokotovic, 1986].

Analizando el sistema que varía lentamente

"
�
x2 (t) = A (x1(t))x2 (t) ; x2 2 Rm; (3.10)

donde x1 (t) satisface
�
x1 (t) = f (x1(t)) ; x1 2 Rn: (3.11)

Esto supone que para todo t � 0, x (t) 2 S, donde S es un subconjunto limitado cerrado

de Rn: Esta suposición no requiere que la trayectoria x1 (t) converja a algún límite cuando

t!1: Ésta simplemente requiere que x1 (t) permanezca limitada cuando t!1. Ahora, en

lugar de tener A como una función explícita del tiempo t, A dependa de x1, la cuál depende

de t. Entonces, los eigenvalores o valores propios de A están uniformemente en el semiplano

izquierdo, es decir,

Re� (A (x1)) 6 �c1 < 0; Re�

�
@g

@x2

�
6 �c1 < 0; (3.12)

esto implica que x2 (t)! 0 cuando t!1 [Kokotovic, 1986].
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Almacenadores

C,I( )

Campo de Fuentes
MS  ,MS( )e f

Estructura Unión
MTF, MGY(0, 1,  )

NL

NL

D ( )tin

D ( )tout

L

L

Campo de
Disipación
Lineal  LR( )

x ( )t2

z  t( )2

x  t( ) x  t( )1 2

x  t( )1

Figura 3.1: Estructura unión de un BGI para una clase de sistemas no lineales con elementos disi-
padores no lineales.

3.3. Modelado en bond graph de una clase de sistemas no

lineales con perturbaciones singulares

Como se indica en el Apéndice A, los modelos dinámicos para una variedad de sistemas

físicos se pueden construir usando elementos �R; �C; �I; MSe; MSf ; elementos MTF y

MGY ; y uniones 0 y 1. El concepto de estructura unión, es una recopilación de elementos

conservadores de potencia [Sueur, 1991]. En la Figura 3.1 se muestra la estructura unión y los

vectores clave de una clase de sistemas no lineales en bond graph con asignación de causalidad

integral (BGI).

Los estados x1(t) 2 Rn y x2(t) 2 Rm están compuestos de variables de energía p(t) y q(t)

asociadas con elementos I y C en causalidad integral para dinámicas lentas y rápidas res-

pectivamente; u(t) 2 Rp denota las entradas a la planta; z1(t) 2 Rn y z2(t) 2 Rm son los

vectores de co-energía para las dinámicas lentas y rápidas respectivamente; DL
in(t) 2 Rr,

DNL
in (t; x1) 2 Rr; DL

out(t) 2 Rr y DNL
out (t; x1) 2 Rr son una mezcla de esfuerzos y �ujos que

contienen los intercambios energéticos entre el campo de disipación y la estructura de unión.

Las relaciones constitutivas del campo de almacenamiento son:

z1 (t) = F1x1 (t) ; z2 (t) = F2x2 (t) ; (3.13)
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y las relaciones constitutivas del campo de disipación pueden ser lineales o no lineales y son

descritar por

DL
out (t) = LLDL

in (t) ; DNL
out (t) = LNL (x1)D

NL
in (t) ; (3.14)

donde LNL (x1) contiene las funciones no lineales en términos de las variables lentas x1: Los

términos no lineales de la clase de sistemas no lineales en este ejemplo son representados por

elementos MTF y MGY modulados mediante variables de estado, y las relaciones consti-

tutivas no lineales son reproducidas por elementos de disipación. Además de que todos los

elementos almacenadores aceptan una asignación de causalidad integral. Las relaciones de la

estructura unión son de�nidas por

( )

( )
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

( )

111 12 11 12 11
1 11 11 12 12 13

221 22 21 22 21
11 11 12 12 13

2 11 12 11 12 11
21 21 22 22 23
21 22 21 22 21
21 21 22 22 23

L
out

L NL
in out
NL
in

z t
x t S x S x S x S x S x

z t
S x S x S x S x S xx t D t
S x S x S x S x S xD t D t
S x S x S x S x S xD t u t

•

•

             =                






 : (3.15)

Los elementos de la matriz S toman valores dentro del conjunto {0, �1, �kt (x), �kg (x)}

donde kt (x) y kg (x) representan los módulos de los transformadores y de los giradores, res-

pectivamente. Estos módulos pueden ser variables p (t) y q (t) asociadas con elementos I

y C en causalidad integral, respectivamente. También se debe notar que S1111 (x) ; S
22
11 (x) ;

S1122 (x) y S
22
22 (x) son matrices cuadradas anti-simétricas; y S

11
12 (x) ; S

12
12 (x) ; S

12
11 (x) ; S

11
21 (x)

son matrices transpuestas negativas de S1121 (x) ; S
21
21 (x) ; S

12
21 (x) ; S

21
11 (x) respectivamente.

Las relaciones de entrada y salida de la estructura unión de la Figura 3.1 determinan a (3.15).

Entonces, a partir de la tercera línea de (3.15) se obtienen los vectores de disipación, usando

(3.13) y (3.14), para el vector de disipación lineal

DL
in (t) = T (x)

�
DL
in (t)1 +D

L
in (t)2 +D

L
in (t)3

�
; (3.16)

y para el vector de disipación no lineal

DNL
in (t) =MNL (x)

�
DNL
in (t)1 +D

NL
in (t)2 +D

NL
in (t)3 +D

NL
in (t)4

�
; (3.17)
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donde

T (x) =
�
I �ML (x)S1222 (x)L

NL (x1)M
NL (x)S2122 (x)L

L
��1

ML (x) ; (3.18)

ML (x) =
�
I � S1122 (x)LL

��1
; MNL (x) =

�
I � S2222 (x)LNL (x1)

��1
; (3.19)

y

DL
in (t)1 = S1121 (x) z1 (t) + S

12
21 (x) z2 (t) ;

DL
in (t)2 = S1222 (x)L

NL (x1)M
NL (x)

�
S2121 (x) z1 (t) + S

22
21 (x) z2 (t) + S

21
23 (x)u (t)

�
;

DL
in (t)3 = S1123 (x)u (t) ;

DNL
in (t)1 = S2121 (x) z1 (t) + S

22
21 (x)x2 (t) ;

DNL
in (t)2 = S2122 (x)L

LT (x)ML (x)
�
S1121 (x) z1 (t) + S

12
21 (x) z2 (t)

�
;

DNL
in (t)3 = S2122 (x)L

LT (x)ML (x)S1221 (x)L
NL (x1)M

NL (x) ��
S2121 (x) z1 (t) + S

22
21 (x) z2 (t) + S

21
23 (x)u (t)

�
;

DNL
in (t)4 =

�
I � S1122 � LL

��1
; MNL (x) =

�
I � S2222 � LNL

��1
; (3.20)

Como las matrices S1111 (x) ; S
22
11 (x) ; S

11
22 (x) y S

22
22 (x) son matrices cuadradas anti simétricas,

entonces los términos (3.18) y (3.19) serán estructuralmente invertibles, pero los valores

numéricos de las varibles de estado x pueden tener algunas singularidades que eviten la

inversión de las matrices, así que es necesario evitar estos valores.

Mediante la sustitución de (3.13), (3.14), (3.16) y (3.17) en la primera y en la segunda línea

de (3.15) las ecuaciones de estado para la clase de sistemas no lineales con perturbaciones

singulares en un enfoque de bond graph está de�nido por24 �
x1 (t)

"
�
x2 (t)

35 =
24 A11 (x) A12 (x)

A21 (x) A22 (x)

3524 x1 (t)

x2 (t)

35+
24 B1 (x)

B2 (x)

35u (t) : (3.21)

La matriz A11 (x) es

A11 (x) = [A11 (x)1 +A11 (x)2]F1; (3.22)
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donde

A11 (x)1 = S1111 (x) + S
11
12 (x)L

LT (x) � (x) ;

A11 (x)2 = S1212 (x)L
NL (x1)M

NL (x)
�
S2121 (x) + S

21
22 (x)L

LT (x) � (x)
�
;

� (x) = S1121 (x) + S
12
22 (x)L

NL (x1)M
NL (x)S2121 (x) : (3.23)

Para la matrix A12 (x) se tiene

A12 (x) = [A12 (x)1 +A12 (x)2]F2; (3.24)

donde

A12 (x)1 = S1211 (x) + S
11
12 (x)L

LT (x) � (x) ;

A12 (x)2 = S1212 (x)L
NL (x1)M

NL (x)
�
S2221 (x) + S

21
22 (x)L

LT (x) � (x)
�
;

� (x) = S1221 (x) + S
12
22 (x)L

NL (x1)M
NL (x)S2121 (x) : (3.25)

El vector B1 (x) es

B1 (x) = B1 (x)1 +B1 (x)2 ; (3.26)

donde

B1 (x)1 = S1113 (x) + S
11
12 (x)L

LT (x)	 (x) ;

B1 (x)2 = S1212 (x)L
NL (x1)M

NL (x)
�
S2123 (x) + S

21
22 (x)L

LT (x)	 (x)
�
;

	(x) = S1123 (x) + S
12
22 (x)L

NL (x1)M
NL (x)S2123 (x) : (3.27)

Para la matriz A21 (x), con " = F�12 ; se tiene que

A21 (x) = F�12 [A21 (x)1 +A21 (x)2]F1; (3.28)

donde

A21 (x)1 = S2111 (x) + S
21
12 (x)L

LT (x) � (x) ;

A21 (x)2 = S2212 (x)L
NL (x1)M

NL (x)
�
S2121 (x) + S

21
22 (x)L

LT (x) � (x)
�
;

� (x) = S1121 (x) + S
22
12 (x)L

NL (x1)M
NL (x)S2121 (x) : (3.29)
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La matriz A22 (x) se tiene que

A22 (x) = F�12 [A22 (x)1 +A22 (x)2]F2; (3.30)

donde

A22 (x)1 = S2211 (x) + S
21
12 (x)L

LT (x)� (x) ;

A22 (x)2 = S2212 (x)L
NL (x1)M

NL (x)
�
S2221 (x) + S

21
22 (x)L

LT (x)� (x)
�
;

�(x) = S1221 (x) + S
12
22 (x)L

NL (x1)M
NL (x)S2221 (x) : (3.31)

Y el vector B2 (x) se tiene que

B2 (x) = F�12 [B2 (x)1 +B2 (x)2] ; (3.32)

donde

B2 (x)1 = S2113 (x) + S
21
12 (x)L

LT (x)� (x) ;

B2 (x)2 = S2212 (x)L
NL (x1)M

NL (x)
�
S2123 (x) + S

21
22 (x)L

LT (x)� (x)
�
;

�(x) = S1123 (x) + S
12
22 (x)L

NL (x1)M
NL (x)S2123 (x) : (3.33)

Dependiendo de la causalidad de los elementosMTF yMGY modulados por variables de es-

tado, estas variables pueden estar en el numerador o en el denominador. Entonces, el problema

de singularidad debido a los valores numéricos puede ser encontrado dentro de las submatrices

de la estructura unión S (x) y/o M (x) :

Es importante validar la Hipótesis 2.3 para la clase particular de sistemas no lineales dado

en (3.21) entonces de (2.7) y de la segunda línea de (3.15) la función no lineal de la dinámica

rápida es

g = A21 (x)x1 (t) +A22 (x)x2 (t) +B2 (x)u (t) : (3.34)

Ahora, aplicando (2.25), la Hipótesis 2.3 para este tipo de sistemas está de�nida por

Re�

�
@

@x2
[A21 (x)x1 (t)] +

@

@x2
[A22 (x)x2 (t)] +

@

@x2
[B2 (x)u (t)]

�
� �c < 0: (3.35)

En este trabajo se considera que se satisfacen (3.35) y las Hipótesis 2.1 y 2.2 para con�rmar

el Teorema 2.1.
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Hipótesis 4.1. Los elementos MTF y MGY pueden ser modulados mediante variables de

estado que representan:

� La dinámica lenta, entonces la ecuación algebraica dada por

A21 (x2)x1 (t) +A22 (x2)x2 (t) +B2 (x2)u (t) = 0; (3.36)

tiene que ser resuelta en términos de (2.9). La solución de esta ecuación algebraica es una

posible restricción de esta clase de sistemas no lineales ya que es una condición necesaria para

obtener el modelo de estado cuasi-estacionario del sistema.

� La dinámica lenta, entonces la ecuación algebraica

A21 (x1)x1 (t) +A22 (x1)x2 (t) +B2 (x1)u (t) = 0; (3.37)

puede ser resuelta en términos de (2.9).

Para la clase de sistemas no lineales considerada en este ejemplo, la suposición de que existe

solución a las ecuaciones algebraicas (3.36) o (3.37) puede ser escrita como

x2 (t) = � [A22 (x1)]�1A21 (x1)x1 (t)� [A22 (x1)]�1B2 (x1)u (t) ; (3.38)

y el modelo de estado cuasi-estacionario, considerando que la matriz A22 (x1) es no singular

(que la matriz sea invertible), es

�
x1 (t) = A0 (x1)x1 (t) +B0 (x1)u (t) ; (3.39)

donde

A0 (x1) = A11 (x1)�A12 (x1) [A22 (x1)]�1A21 (x1) ;

B0 (x1) = B1 (x1)�A12 (x1) [A22 (x1)]�1B2 (x1) : (3.40)

En la siguiente sección, se propone una estructura unión de un bond graph para obtener el

modelo de estado cuasi-estacionario.

3.3.1. Modelo de perturbación singular estándar en bond graph

En esta sección se presenta una técnica directa para determinar las raíces a partir de la

ecuación algebraica y el modelo de estado cuasi-estacionario. La Figura 3.2 muestra un es-

quema para analizar las propiedades de un sistema singularmente perturbado con elementos
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Campo de
Disipación

No Lineal  NLR( )

x   t( )1

D ( )tin

D ( )tout

u
z ( )t1Campo

de
Almacenadores

C,I( )

Campo de Fuentes
MS  ,MS( )e f

Estructura Unión
MTF, MGY(0, 1,  )

HNL

HNL

D ( )tin

D ( )tout

HL

HL

Campo de
Disipación
Lineal  LR( )

x   t( )2

z ( )t2

x  t( ) x  t( )1 2

x  t( )1

Figura 3.2: Estructura unión de un SPNBG para una clase de sistemas no lineales con elementos
disipadores no lineales.

de disipación no lineal que dependen de los estados lentos en bond graph llamado Bond Graph

No lineal Singularmente Perturbado (SPNBG).

Para el SPNBG se propone asignar una causalidad derivativa a los elementos de almace-

namiento de energía que representan la dinámica rápida y mantener una causalidad integral

en los elementos almacenadores de energía relacionados con la dinámica lenta como lo enuncia

el Lema 4.1 siguiente.

La Figura 3.2 muestra que el vector clave de los elementos de almacenamiento
� �
x2; z2

�
han

cambiando con respecto a la Figura 3.1 debido a la asignación de causalidad de estos elemen-

tos. También, los vectores clave de los elementos de disipación
�
DHL
in ; DHL

out y D
HNL
in ; DHNL

out

�
de la Figura 3.2 pueden ser diferentes con respecto a los vectores clave

�
DL
in; D

L
out y D

NL
in ; DNL

out

�
de la Figura 3.1 dependiendo de la causalidad del resto de los elementos disipadores no lineales

que dependen de los estados lentos del bond graph.

La nueva estructura unión para esta clase de sistemas no lineales se presenta en el siguiente

lema.

Lema 4.1 Considerando una clase de sistemas no lineales singularmente perturbados de�ni-

da por el producto de variables de estados y/o relaciones constitutivas del campo de disipación

pueden ser no lineales, satisfaciendo (3.35) y que la matriz A22 (x) sea no singular; este sis-
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tema es modelado mediante bond graph de acuerdo a el esquema de la Figura 3.2 donde los

elementos de almacenamiento de la dinámica rápida tienen una asignación de causalidad

derivativa y los elementos de almacenamiento de la dinámica lenta tienen una asignación de

causalidad integral cuya estructura unión está dada por

( )
( )
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

( )

111 12 11 12 11
11 11 12 12 131
21 22 21 22 21 2

11 11 12 12 132
11 12 11 12 11
21 21 22 22 23
21 22 21 22 21
21 21 22 22 23

HL
outHL

in HNL
outHNL

in

z t
H x H x H x H x H xx t

x tH x H x H x H x H xz t
D tH x H x H x H x H xD t
D tH x H x H x H x H xD t

u t

•
•


   
   
   =   
   
     










 
  : (3.41)

donde

DHL
out (t) = LLDHL

in (t) ; DHNL
out (t) = LNL (x1)D

HNL
in (t) : (3.42)

Entonces, una representación del sistema para las variables de estado de las dinámicas lentas

es descrito mediante

�
x1 (t) =gA11 (x)x1 (t) +gA12 (x) �

x2 (t) + fB1 (x)u (t) : (3.43)

La matriz gA11 (x) es gA11 (x) = hgA11 (x)1 +gA11 (x)2iF1; (3.44)

donde

gA11 (x)1 = H11
11 (x) +H

11
12 (x)L

LW (x) �H (x) ;

gA11 (x)2 = H12
12 (x)L

NL (x1)M
NL (x)

�
H21
21 (x) +H

21
22 (x)L

LTW (x)M�H (x)
�
;

�H (x) = H11
21 (x) +H

12
22 (x)L

NL (x1)Q
NL (x)H21

21 (x) : (3.45)

Para la matrix gA12 (x) se tiene
gA12 (x) = hgA12 (x)1 +gA12 (x)2iF2; (3.46)
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donde

gA12 (x)1 = H12
11 (x) +H

11
12 (x)L

LW (x) �H (x) ;

gA12 (x)2 = H12
12 (x)L

NL (x1)Q
NL (x)

�
H22
21 (x) +H

21
22 (x)L

LW (x) �H (x)
�
;

�H (x) = H12
21 (x) +H

12
22 (x)L

NL (x1)MQNL (x)H21
21 (x) : (3.47)

El vector fB1 (x) es fB1 (x) = fB1 (x)1 + fB1 (x)2 ; (3.48)

donde

fB1 (x)1 = H11
13 (x) +H

11
12 (x)L

LW (x)	H (x) ;

fB1 (x)2 = H12
12 (x)L

NL (x1)Q
NL (x)

�
H21
23 (x) +H

21
22 (x)L

LW (x)	H (x)
�
;

	H (x) = H11
23 (x) +H

12
22 (x)L

NL (x1)Q
NL (x)H21

23 (x) : (3.49)

Para las variables de estado de la dinámica rápida es

x2 (t) =gA21 (x)x1 (t) +gA22 (x) �
x2 (t) + fB2 (x)u (t) : (3.50)

Para la matriz gA21 (x), se tiene que
gA21 (x) = F�12

hgA21 (x)1 +gA21 (x)2iF1; (3.51)

donde

gA21 (x)1 = H21
11 (x) +H

21
12 (x)L

LW (x) �H (x) ;

gA21 (x)2 = H22
12 (x)L

NL (x1)Q
NL (x)

�
H21
21 (x) +H

21
22 (x)L

LW (x)M�H (x)
�
;

�H (x) = H11
21 (x) +H

22
12 (x)L

NL (x1)Q
NL (x)H21

21 (x) : (3.52)

La matriz gA22 (x) se tiene que
gA22 (x) = F�12

hgA22 (x)1 +gA22 (x)2iF2; (3.53)

donde

gA22 (x)1 = H22
11 (x) +H

21
12 (x)L

LW (x)�H (x) ;

gA22 (x)2 = H22
12 (x)L

NL (x1)Q
NL (x)

�
H22
21 (x) +H

21
22 (x)L

LW (x)�H (x)
�
;

�H (x) = H12
21 (x) +H

12
22 (x)L

NL (x1)Q
NL (x)H22

21 (x) ; (3.54)
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y el vector fB2 (x) es fB2 (x) = F�12

hfB2 (x)1 + fB2 (x)2i ; (3.55)

donde

fB2 (x)1 = H21
13 (x) +H

21
12 (x)L

LW (x)�H (x) ;

fB2 (x)2 = H22
12 (x)L

NL (x1)Q
NL (x)

�
H21
23 (x) +H

21
22 (x)L

LW (x)�H (x)
�
;

�H (x) = H11
23 (x) +H

12
22 (x)L

NL (x1)Q
NL (x)H21

23 (x) : (3.56)

Siendo

QL (x) =
�
I �H11

22 (x)L
L
��1

; QNL (x) =
�
I �H22

22 (x)L
NL (x1)

��1
; (3.57)

W (x) =
�
I +QL (x)H12

22 (x)L
NL (x1)Q

NL (x)H21
22 (x)L

L
��1

QL (x) : (3.58)

Además, de acuerdo con la Hipótesis 4.1, las raíces de la ecuación algebraica a partir de la

ecuación diferencial de las variables de estado de la dinámica rápida haciendo " = 0 son

x2 (t) =gA21 (x1)x1 (t) + fB2 (x1)u (t) ; (3.59)

y el modelo de estado cuasi-estacionario está de�nido por

�
x1 (t) =gA11 (x1)x1 (t) + fB1 (x1)u (t) : (3.60)

Prueba. Considerando que son satisfechas las Hipótesis 2.1, 2.2 y 2.3, de las líneas tercera

y cuarta de (3.41) y usando (3.42) se tiene

DHL
in (t) = W (x)

h
H11
21 (x)F1x1 (t) +H

12
21 (x)

�
x2 (t) +H

11
23 (x)u (t)

i
+

Y (x)
h
H21
21 (x)F1x1 (t) +H

22
21 (x)

�
x2 (t) +H

21
23 (x)u (t)

i
; (3.61)

y

DHNL
in (t) = QNL (x)

h
H21
21 (x)F1x1 (t) +H

22
21 (x)

�
x2 (t) +H

21
23 (x)u (t)

i
+

Z (x)
h
H11
21 (x)F1x1 (t) +H

12
21 (x)

�
x2 (t)

i
+

Z (x)H12
22 (x)L

NL (x1)Q
NL (x)

h
H21
21 (x)F1x1 (t) +H

22
21 (x)

�
x2 (t)

i
+

Z (x)
�
H11
23 (x) +H

12
22 (x)L

NL (x1)Q
NL (x)H21

23 (x)
�
u (t) ; (3.62)
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donde

Y (x) = W (x)H12
22 (x)L

NL (x1)Q
NL (x) ;

Z (x) = QNL (x)H21
22 (x)L

LW (x) : (3.63)

Sustituyendo (3.13), (3.61), (3.62) y (3.42) en la primera línea de (3.41), se tiene

�
x1 (t) =

�
H11
11 (x) +H

11
12 (x)L

LW (x) �H (x)+

� (x)


H21
21 (x) +H

21
22 (x)L

LW (x) �H (x)
�	
F1x1 (t) +�

H12
11 (x) +H

11
12 (x)L

LW (x) �H (x)+

� (x)


H22
21 (x) +H

21
22 (x)L

LW (x) �H (x)
�	 �
x2 (t) +�

H11
13 (x) +H

11
12 (x)L

LW (x)	H (x)+

� (x)


H21
23 (x) +H

21
22 (x)L

LW (x)	H (x)
�	
u (t) ; (3.64)

donde

� (x) = H12
12 (x)L

NL (x1)Q
NL (x) : (3.65)

Utilizando (3.44) a (3.49) con (3.57) y (3.58), se determina (3.43).

Ahora, partiendo de la segunda línea (3.41) y tomando (3.42), (3.61) y (3.62), se obtiene

z2 (t) =
�
H21
11 (x) +H

21
12 (x)L

LW (x) �H (x)+

� (x)


H21
21 (x) +H

21
22 (x)L

LW (x) �H (x)
�	
z1 (t) +�

H22
11 (x) +H

21
12 (x)L

LW (x) �H (x)+

� (x)


H22
21 (x) +H

21
22 (x)L

LW (x) �H (x)
�	 �
x2 (t) +�

H21
13 (x) +H

21
12 (x)L

LW (x)	H (x)+

� (x)


H21
23 (x) +H

21
22 (x)L

LW (x)	H (x)
�	
u (t) ; (3.66)

donde

�(x) = H12
12 (x)L

NL (x1)Q
NL (x) : (3.67)

Considerado (3.13), (3.51) y (3.58) y (3.66), se prueba (3.50).
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A partir de (3.50),

�
x2 (t) = �

hgA22 (x)i�1gA21 (x)x1 (t) + hgA22 (x)i�1 x2 (t)� hgA22 (x)i�1 fB2 (x)u (t) ; (3.68)

y considerando que las matrices A22 (x) y gA22 (x) son no singulares, comparando (3.64) con
la segunda línea de (3.21), las relaciones entre el BGI y el SPNBG son

gA22 (x) = � [A22 (x)]�1 "; (3.69)

gA21 (x) = � [A22 (x)]�1A21 (x) ; (3.70)

fB2 (x) = � [A22 (x)]�1B2 (x) : (3.71)

Resolviendo (3.69) a (3.71) para las variables de estado de la dinámica lenta con (3.21), se

comprueba (3.21).

Ahora, sustituyendo (3.68) en (3.43), se obtiene

�
x1 (t) =

�gA11 (x)�gA12 (x) hgA22 (x)i�1gA21 (x)�x1 (t) +�gA12 (x) hgA22 (x)i�1�x2 (t)
+

�fB1 (x)�gA12 (x) hgA22 (x)i�1 fB2 (x)� : (3.72)

Por comparación de (3.72) con la primera línea de (3.21), y usando (3.69) a (3.71), se tiene

que

gA12 (x) = A12 (x) [A22 (x)]
�1 "; (3.73)

fB1 (x) = B1 (x)�A12 (x) [A22 (x)]�1B2 (x) ; (3.74)

gA11 (x) = A11 (x)�A12 (x) [A22 (x)]�1A21 (x) : (3.75)

Resolviendo (3.73) a (3.75) para las variables de estado de la dinámica lenta usando (3.39),

y satisfaciendo la Hipótesis 2.4, se veri�ca (3.60).

La representación del SPNBG del sistema puede representar problemas de singularidad debido

a los valores numéricos del argumento x dentro de las submatrices H (x) ; Q (x) ygA22 (x). Por
lo tanto, es importante saber que para evitar problemas de simulación y estabilidad. También

la matriz A22 (x) tiene que ser no singular con la �nalidad de aplicar el Lema 4.1 propuesto.

En la siguiente sección se aplica la metodología propuesta a un modelo de una turbina de

viento, la cuál es un sistema singularmente perturbado, ya que existe una clara diferencia

entre las variables lentas (parte mecánica) y las variables rápidas (parte eléctrica).
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3.4. Casos de Estudio

3.4.1. Introducción

Existe una gran variedad de sistemas que presentan fenómenos no lineales, de hecho, hablando

de manera estricta, la gran mayoría de los sistemas físicos reales presentan no linealidades en

su comportamiento, aunque algunos de estos sistemas pueden ser modelados como lineales,

para valores iniciales especí�cos, y tener un comportamiento relativamente cercano al sistema

real. Tomar el sistema como lineal o como no lineal dependerá, por lo tanto, del estudio o

fenómeno de interés. De la gran gran diversidad de sistemas no lineales, en este trabajo, se

analizan las siguientes clases.

3.5. Caso de Estudio 1: Clase de sistema no-lineal cuando exis-

te multiplicación de estados

Este tipo de sistemas no lineales son los que presentan una no linealidad que proviene de la

multiplicación de estados.

En esta sección se aplica la metodología de bond graph para dos ejemplos singularmente

perturbados de esta clase de sistemas no lineales. Cabe mencionar que el procedimiento pro-

puesto en [Barrera, 2011] es utilizado para sistemas lineales, pero este procedimento puede ser

usando también en una clase de sistemas no lineales cuando el efecto no lineal es introducido

mediante un transformador o en un girador, como es el caso del modelo de la máquina

síncrona.

3.5.1. Ejemplo 1: Turbogenerador con máquina síncrona

Los generadores síncronos son la principal fuente de energía eléctrica en sistemas de potencia.

El modelado y análisis de la máquina síncrona ha sido un problema bastante estudiado

[Kundur, 1994, Anderson, 1977, Krause, 2002].

En la Figura 3.3 se observa la representación de la máquina síncrona [Kundur, 1994], en la

cuál, se pueden identi�car los siguientes elementos:
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Figura 3.3: Diagrama del circuito de estator y rotor de la máquina síncrona.

a; b; c : devanados de fase del estator. Por lo tanto, ia; ib; ic representan las corrientes

de fase del estator; Va; Vb; Vc indican los voltajes de fase del estator, ra; rb; rc expresan

las resistencias de fase del estator y Laa; Lbb, Lcc expresan las inductancias propias de

fase del estator.

F : representa el devanado de campo, iF y VF son la corriente y el voltaje en el devanado

de campo, respectivamente; rF representa la resistencia y LF la inductancia propia del

devanado de campo.

D : representa el devanado de amortiguamiento en el eje-d, iD y VD son la corriente y el

voltaje en el devanado, respectivamente; rD representa la resistencia y LD la inductancia

propia del devanado de amortiguamiento D.

Q : representa el devanado de amortiguamiento en el eje-q, iQ y VQ son la corriente y el

voltaje en el devanado, respectivamente; rQ representa la resistencia y LQ la inductancia

propia del devanado de amortiguamiento Q.

El generador síncrono de la Figura 3.3 es representado mediante seis devanados que están
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acoplados magnéticamente entre sí. El acoplamiento magnético entre los devanados está en

función de la posición del rotor. El voltaje instantáneo en terminales v de cualquier devanado

tiene la forma,

v = �
P
ri�

�
�; (3.76)

donde � es el enlace de �ujo, r es la resistencia del devanado e i es la corriente con dirección

positiva, considerando que las corrientes �uyen hacia las terminales de salida del generador.

Una gran simpli�cación en la descripción matemática de la máquina síncrona se obtiene

mediante la transformación de Park (ver Apendice B). El efecto de la transformación de Park

es que cambia todas las cantidades de las fases a, b y c referidas al estator a unas nuevas

variables en un marco de referencia que se mueve con el rotor. Por de�nición [Anderson, 2003]

i0dq = Piabc; (3.77)

donde los vectores de corrientes están de�nidos como

i0dq =
h
i0 id iq

iT
; (3.78)

iabc =
h
ia ib ic

iT
; (3.79)

y la transformación de Park (Ver Apéndice B) es

P =

r
2

3

26664
1p
2

1p
2

1p
2

cos � cos
�
� � 2

3�
�
cos

�
� + 2

3�
�

sin � sin
�
� � 2

3�
�
sin
�
� + 2

3�
�
37775 : (3.80)

El ángulo entre el eje d y el rotor está dado por

� = !Rt+ � +
�

2
; (3.81)

donde !R es la frecuencia angular en rad/s y � es el ángulo de par de torsión síncrono en

radianes eléctricos. De igual forma, para transformar los voltajes y los enlaces de �ujo,

v0dq = Pvabc; (3.82)

�0dq = P�abc: (3.83)

De acuerdo con la Figura 3.3, un modelo en bond graph de la máquina síncrona en los ejes

d-q se muestra en la Figura 3.4 [Barriga, 2008].
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Figura 3.5: Turbogenerador térmico de dos secciones.

Modelo del sistema de eje del turbo generador

El eje del rotor de una unidad de generación térmica es un sistema mecánico muy complejo,

formado por varios elementos de grandes dimensiones acoplados a lo largo del mismo eje.

Las secciones de turbina, para el caso del ejemplo, sólo se consideran dos secciones, una de

alta presión y otra de baja presión, cuentan con discos, cuchillas y otros componentes más

pequeños, pero estos se consideran en una sola masa concentrada por sección de turbina como

se muestra en la Figura 3.5 [Jackson, 1979, Kundur, 1994].

Hay distintas con�guraciones posibles de turbinas-generadores en una central térmica, en

función del número de etapas de expansión y de si las turbinas se sitúan en un mismo eje

o en dos ejes distintos. En este caso se hará la suposición de que todas las turbinas están
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Figura 3.6: Modelo de masas y muelles equivalente sin amortiguamiento del turbogenerador térmico
de dos secciones.

acopladas a un único eje y sólo hay un generador (en centrales termoeléctricas más complejas

pero también más e�cientes, como son las de ciclo combinado donde se utilizan los ciclos de

vapor y de gas, se emplean dos o más ejes para desacoplar mecánicamente la turbina principal

y la turbina que mueve al generador, esto con la �nalidad de manter un giro constante y que

la generación sea a una misma frecuencia y voltaje), lo cual es la con�guración más simple y

común de centrales termoeléctricas que trabajan bajo el principio del ciclo de Rankine (ciclo

de vapor), en además se considera un sistema de excitación de masa despreciable.

A partir de la Figura 3.5 se obtiene el modelo de masas concentradas y muelles equivalente que

se muestra en la Figura 3.6. Las tres masas torsionales representan los rotores del generador

TJ , la sección de la turbina de baja presión JT2, y la turbina de la sección de alta presión TJ1,

las constantes C1 y C2 representan los coe�cientes de elasticidad o rigidez torsional de los

ejes de unión entre la turbina de alta presión con la de baja presión y entre la turbina de baja

presión y el generador síncrono, respectivamente. El coe�ciente D representa el rozamiento

lineal del rotor de la máquina síncrona, Tm es el esfuerzo de entrada a la turbina. Agregando

esta sección al modelo de la máquina síncrona se obtiene un modelo en bond graph del

turbogenerador en causalidad integral asignada, como se muestra en la Figura 3.7.

Una vez que se tiene el modelo del sistema físico modelado en bond graph, la representación

típica o estándar del sistema singularmente perturbado está de�nido por [Gonzalez, 2011,

Barrera, 2011, Herrera, 2014],

�
x1 = A11x1 +A12x2 +B1u; (3.84)
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"
�
x2 = A21x1 +A22x2 +B2u; (3.85)

donde x1 2 Rn representa las dinámicas lentas; x2 2 Rm contiene las dinámicas rápidas y

el escalar " representa los parámetros singulares. Considerando que los almacenamientos de

energía tienen dinámicas lentas y rápidas, las relaciones dentro de la estructura unión son,

11 12 11 11
1 111 11 12 13

21 22 21 21
211 11 12 132

11 12
21 21 22 23
11 12
31 31 32 33

,
out

in

x zS S S S
zS S S Sx

DS S S SD
uS S S Sy

•

•

               =                (3.86)

Entonces, para obtener la representación en espacio de estado de la forma estándar (3.84),

(3.85) se tiene para la dinámica lenta,

A11 =
�
S1111 + S

11
12MS1121

�
F1; (3.87)

A12 =
�
S1211 + S

11
12MS1221

�
F2; (3.88)

B1 = S1113 + S
11
12MS23: (3.89)

Para la dinámica rápida,

A21 = F�12
�
S2111 + S

21
12MS1121

�
F1; (3.90)

A22 = F�12
�
S2211 + S

21
12MS1221

�
F2; (3.91)

B2 = F�12
�
S2113 + S

21
12MS23

�
; (3.92)

donde M = L [I � S22L]�1 :

Si se considera que " es lo su�cientemente pequeño para despreciarse, es decir, " ! 0;(3.85)

se convierte en [Gonzalez, 2011, Barrera, 2011, Herrera, 2014]

�
x1 = A0x1 +B0u; (3.93)

donde

A0 = A11 �A12A�122 A21; (3.94)
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B0 = B1 �A12A�122 B2: (3.95)

En (3.93) se puede observar que la dinámica lenta aproximada no depende de la dinámica

rápida aproximada, sino que depende solamente de el estado cuasi-estacionario lento, es decir,

se tiene una separación o desacoplamiento de las dinámicas del sistema.

Entonces, los vectores clave y las relaciones constitutivas para el bond graph de la Figura 3.7

son:

Din =

26666666666664

f2

f7

f8

f9

f13

f20

37777777777775
;Dout =

26666666666664

e2

e7

e8

e9

e13

e20

37777777777775
;u =

26666664
e1

e6

e12

e16

37777775 ; L = Diag frd; rF ; rD; rQ; rq; Dg ; (3.96)

para las dinámicas lentas que son las que están relacionadas con las partes mecánicas del

turbogenerador, se tiene

x1 =

26666666664

p18

q21

p23

p30

q31

37777777775
;
�
x1 =

26666666664

e18

f21

e23

e30

f31

37777777775
; z1 =

26666666664

f18

e21

f23

f30

e31

37777777775
; F�11 = Diag fTJ ; C1; JT1; JT2; C2g ; (3.97)

y para las dinámicas rápidas que son las están relacionadas con la parte eléctrica del sistema,

se tiene

x2 =

26666666664

p3

p4

p5

p10

p11

37777777775
;
�
x2 =

26666666664

e3

e4

e5

e10

e11

37777777775
; z2 =

26666666664

f3

f4

f5

f10

f11

37777777775
; F�12 =

26666666664

Ld MdF MdD 0 0

MdF LF MDF 0 0

MdD MDF LD 0 0

0 0 0 LQ MQq

0 0 0 MQq Lq

37777777775
:

(3.98)
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Como se mencionó al inicio de esta sección, el procedimiento propuesto para sistemas lineales

en [Barrera, 2011] puede ser utilizado para obtener el modelo cuasi-estacionario o modelo

lento de una clase sistemas no lineales singularmente perturbados cuando el efecto no lineal

es representado por medio de un transformador o de un girador, como es el caso del modelo

de la máquina síncrona, por lo que se aplica este método para resolver este sistema.

ahora, a partir de (3.86) y un análisis del bond graph de la Figura 3.7 se obtiene la matriz

de estructura unión,

18 11 3

21

23

30

31

3

4

5

10

11

2

7

8

9

13

20

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

e p p
f
e
e
f
e
e
e
e
e
f
f
f
f
f
f

− − 
  − 
  −
 

− 
  −
 
 
 
 
 

= 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

11

3

0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

p

p

− −
−

−
−

−

18

21

23

30

31

3

4

5

10

11

2

7

8

9

13

20

1

6

12

16

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

f
e
f
f
e
f
f
f
f
f
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

 
 
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
 
   : (3.99)

Por comparación de (3.99) con (3.86) se obtienen las submatrices S (x) y usando de (3.87)

a (3.92) se obtienen las matrices A y B de la representación en espacio de estados (3.84) y

(3.85). Para la matriz A11 se tiene

A11 =

26666666664

� D
TJ

0 0 0 1
C2

0 0 1
JT1

� 1
JT2

0

0 � 1
C1

0 0 0

0 1
C1

0 0 � 1
C2

� 1
TJ

0 0 1
JT2

0

37777777775
; (3.100)
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para A12 (x) se obtiene

A12 (x) =

26666666664

�LFLD�M2
DF

� p11
LFMdD�MdFMDF

� p11
LDMdF�MDFMdD

� p11
MQq

� p3 �LQ
� p3

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

37777777775
;

(3.101)

donde

� = LDM
2
dF � 2MdFMDFMdD + LdM

2
DF + LFM

2
dD � LFLdLD;

� = LQLq �M2
Qq: (3.102)

Para la matriz B1

B1 =

26666666664

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

37777777775
: (3.103)

La matriz A21 (x) queda

A21 (x) =

26666666664

�Ld
TJ
p11 0 0 0 0

�MdD
TJ

p11 0 0 0 0

�MdF
TJ

p11 0 0 0 0

MQq

TJ
p3 0 0 0 0

Lq
TJ
p3 0 0 0 0

37777777775
; (3.104)

A22 queda

A22 =

26666666664

Y11
�

Y12
�

Y13
� 0 0

Y21
�

Y22
�

Y23
� 0 0

Y31
�

Y32
�

Y33
� 0 0

0 0 0 Y44
�

Y45
�

0 0 0 Y54
�

Y55
�

37777777775
; (3.105)

60



Capítulo 3. Sistemas No-Lineales Singularmente Perturbados Modelados en Bond Graph

donde

Y11 = Ldrd
�
LFLD �M2

DF

�
� rF (LFMdD �MdFMDF )MdD � rD (LDMdF �MDFMdD)MdF ;

Y12 = rFMdD

�
LFLd �M2

dF

�
� rD (LdMDF �MdFMdD)MdF � Ldrd (LFMdD �MdFMDF ) ;

Y13 = rDMdF

�
LdLD �M2

dD

�
� rF (LdMDF �MdFMdD)MdD � Ldrd (LDMdF �MDFMdD) ;

Y21 = rdMdD

�
LFLD �M2

DF

�
� rD (LDMdF �MDFMdD)MFD � rFLD (LFMdD �MdFMDF ) ;

Y22 = rFLD
�
LFLd �M2

dF

�
� rD (LdMDF �MdFMdD)MDF � rd (LFMdD �MdFMDF )MdD;

Y23 = rDMDF

�
LdLD �M2

dD

�
� rd (LDMdF �MDFMdD)MdD � rFLD (LdMDF �MdFMdD) ;

Y31 = rdMdF

�
LFLD �M2

DF

�
� rF (LFMdD �MdFMDF )MDF � LF rD (LDMdF �MDFMdD) ;

Y32 = rFMDF

�
LFLd �M2

dF

�
� rd (LFMdD �MdFMDF )MdF � LF rD (LdMDF �MdFMdD) ;

Y33 = LF rD
�
LdLD �M2

dD

�
� rF (LdMDF �MdFMdD)MDF � rd (LDMdF �MDFMdD)MdF ;

Y44 = rqM
2
Qq � LQLqrQ;

Y45 = LQrQMQq � LQrqMQq;

Y54 = LqrqMQq � LqrQMQq;

Y55 = rQM
2
Qq � LQLqrq: (3.106)

Finalmente, para B2 se tiene

B2 =

26666666664

Ld MdF 0 0

MdD MDF 0 0

MdF LF 0 0

0 0 MQq 0

0 0 Lq 0

37777777775
: (3.107)

Esta representación se utilizará más adelante para veri�car la estabilidad interna del sistema.

3.5.2. Modelo de estado cuasi-estacionario del turbogenerador con un en-

foque de bond graph

Para obtener de manera directa el modelo cuasi-estacionario del sistema singularmente per-

turbado en bond graph denominado (SPBG) por sus siglas en inglés, Singularly Perturbated

Bond Graph se utiliza el Lema propuesto en [Gonzalez, 2011, Barrera, 2011].

Lema 3.1 [Gonzalez, 2011, Barrera, 2011] Considerando el diseño de la Figura 3.8. La
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Figura 3.8: Representación a bloques de la estructura unión del SPBG.

estructura del sistema está dada por,

111 12 11 11
1 11 11 12 13

21 22 21 21 2
2 11 11 12 13

11 12
21 21 22 23

,
h

h out
in

z
x H H H H

xz H H H H
DD H H H H
u

•

•

             =                 (3.108)

la nueva representación del sistema singularmente perturbado es,

�
x1 =gA11x1 +gA12 �

x2 + fB1u; (3.109)

x2 =gA21x1 +gA22 �
x2 + fB2u; (3.110)

donde para la dinámica lenta,

gA11 = �H11
11 +H

11
12QH

11
21

�
F1; (3.111)

gA12 = �H12
11 +H

11
12QH

12
21

�
F2; (3.112)

fB1 = H11
13 +H

11
12QH23: (3.113)

Para la dinámica rápida, gA21 = F�12
�
H21
11 +H

21
12QH

11
21

�
F1; (3.114)

gA22 = F�12
�
H22
11 +H

21
12QH

12
21

�
; (3.115)
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fB2 = F�12
�
H21
13 +H

21
12QH23

�
; (3.116)

donde Q = Lh
�
I � S22Lh

��1
:

Si se considera que " es lo su�cientemente pequeño para despreciarse, es decir, "! 0;(3.109)

se convierte en,
�
x1 =gA11x1 + fB1u: (3.117)

La barra en las variables de estado signi�ca que es el sistema cuasi-estacionario, el cuál se

obtiene de manera directa [Gonzalez, 2011, Barrera, 2011]. Se puede observar que en (3.117)

la dinámica lenta aproximada (modelo cuasi-estacionario) no depende de la dinámica ráp-

ida aproximada, sino que depende solamente de las variables lentas, es decir, se tiene una

separación o desacoplamiento de las dinámicas del sistema.

Para encontrar el modelo cuasi estacionario, el primer paso es asignar causalidad derivativa a

los elementos almacenadores de energía relacionados con las partes eléctricas del turbogene-

rador (que contiene constantes de tiempo relativamente pequeñas), es decir, con las variables

rápidas, dejando la causalidad integral en los elementos en almacenadores relacionados con

las dinámicas lentas (relacionadas con las partes mecánicas, que tiene constantes de tiempo

relativamente grandes) [Gonzalez, 2011, Barrera, 2011, Herrera, 2014].

Por lo que el bond graph para el sistema cuasi-estacionario queda como se muestra en la

Figura 3.9.

Los vectores clave y las relaciones constitutivas para el bond graph de la Figura 3.9 son:

Dh
in =

26666666666664

e2

e7

e8

e9

e13

f20

37777777777775
;Dh

out =

26666666666664

f2

f7

f8

f9

f13

e20

37777777777775
; Lh = Diag

�
1

rd
;
1

rF
;
1

rD
;
1

rQ
;
1

rq
; D

�
; (3.118)

para las dinámicas lentas y rápidas están dados por (3.97) y (3.98), respectivamente.
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Figura 3.9: Modelo en bond graph con causalidad derivativa asignada a los almacenadores relaciona-
dos con las dinámicas rápidas de un turbogenerador.
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Mediante un análisis del modelo en bond graph de la Figura 3.9 se obtienen la matriz de

estructura unión,
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Por comparación de (3.119) con (3.108) se realiza el desacoplamiento de las dinámicas lentas

y rápidas, y se obtienen las submatrices H (x) ; utilizando de (3.111) a (3.116) se obtienen las

matrices eA y eB de la representación en espacio de estados (3.109) y (3.110). Para la matrizgA11 (x) se tiene

gA11 (x) =

26666666664

� 1
TJ

�
1
rq
p23 +

1
rd
p211 +D

�
0 0 0 1
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0 0 1
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0 � 1
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0 0 0

0 1
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0 0 1
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37777777775
; (3.120)
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para gA12 (x) se obtiene

gA12 (x) =

26666666664

� 1
rd
p11 0 0 0 1

rq
p3

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

37777777775
; (3.121)

para la matriz fB1 (x)

fB1 (x) =

26666666664

1
rd
p11 0 � 1

rq
p3 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

37777777775
: (3.122)

La matriz gA21 (x) queda

gA21 (x) = 1

TJ

26666666664

�Ld
rd
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�MdD
rd

p11 0 0 0 0

�MdF
rd
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MQq
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p3 0 0 0 0

Lq
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37777777775
; (3.123)

gA22 queda

gA22 =

26666666664

�Ld
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; (3.124)
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Finalmente, para fB2 se tiene

fB2 =

26666666664

Ld
rd

MdF
rF

0 0

MdD
rd

MDF
rF

0 0

MdF
rd

LF
rF

0 0

0 0
MQq

rq
0

0 0
Lq
rq

0

37777777775
: (3.125)

La representación en espacio de estados queda26666666664
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El modelo de estado cuasi-estacionario esta de�nido por (3.117), y para este ejemplo está
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dado por26666666664
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La ecuación anterior (3.128) es el modelo cuasi-estacionario, pero se observa que existe depen-

dencia de dos estados rápidos p3 y p11 por lo que el sistema no tiene desacopladas las dinámicas

lentas y rápidas: Como para el estado cuasi-estacionario se considera que las dinámicas ráp-

idas han terminado, es decir,
h �
p3

�
p4

�
p5

�
p10

�
p11

iT
= 0: Entonces (3.127) se convierte

en, 26666666664
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(3.129)

De (3.129) se despejan p3 y p11 para luego sustituirlas en (3.128),

p3 = � Ld
TJrd

p11p18 +
Ld
rd
e1 +

MdF

rF
e6; (3.130)

p11 =
Lq
TJrq

p3p18 +
Lq
rq
e12: (3.131)

Sustituyendo (3.130) en (3.131) y viceversa, para dejar p3 y p11 dependientes de la variable
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lenta p18; se obtiene que,

p3
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� LdLq
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Donde el � indica que no es p3 sino una nueva variable relacionada con p3 que no depende

de las dinámicas lentas. Ahora, se sustituyen (3.132) y (3.133) en (3.128) para obtener

el modelo de estado cuasi-estacionario dependendiente únicamente de las variables lentas

(p18; q21; p23; p30 y q31), de los parámetros �jos de máquina y de las entradas del sistema,

quedando

�
p18 = � 1

TJ

�
1

rq
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1

rd
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�)2 +D
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1
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1

rd
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� � 1
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e12p3

�;(3.134)

�
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�
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C1
q21 + e16; (3.136)

�
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1

C1
q21 �

1

C2
q31; (3.137)

�
q31 = � 1

TJ
p18 +

1

JT2
p30: (3.138)

Se debe notar que (3.134) a (3.138) representan las nuevas dinámicas lentas (sistema cuasi-

estacionario) que están en función de los parámetros constantes de la máquina síncrona y de

la turbina, de las entradas al sistema y de las propias nuevas variables lentas, es decir, se

redujo el sistema dependiente de diez variables a un sistema equivalente que sólo depende de

cinco variables.

3.5.3. Comparación de los resultados obtenidos

Con la �nalidad de comparar las dinámicas lentas originales con las obtenidas con el modelo

de estado cuasi-estacionario se realiza la simulación del modelo del turbogenerador con el

software 20-SIM
R

, se utiliza este programa para simular al mismo tiempo el modelo en

bond graph y el conjunto de ecuaciones obtenidas de (3.134) a (3.138) como se muestra en la

69



Capítulo 3. Sistemas No-Lineales Singularmente Perturbados Modelados en Bond Graph
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Figura 3.10: Diagrama en 20-Sim para la simulación y comparación de la respuesta del modelo
original y el conjunto de ecuaciones obtenido con el SPNBG.

Figura 3.10, donde se conecta el turbogenerador a un bus ini�nito (en el que se considera que

el voltaje y la frecuencia se mantienen constantes aún con los cambios de carga) mediante

el bloque de transformada de Park (ver el Apéndice B), la cual es necesaria para hacer un

cambio del marco de referencia �jo con el rotor para poder considerar como constantes las

varianzas de las inductancias debidas al giro del rotor y llevar las variables al marco de

referencia trifásico abc, y �nalmente por medio de un circuito RL en serie para cada línea se

conecta con el bus in�nito [Barriga, 2008].

En la Figura 3.10 los bloques de Turbogenerador en bond graph y Turbogenerador ecuaciones

SPNBG son las Figuras 3.7 y 3.11 para la simulación con 20-SIM
R

; respectivamente. Para

la simulación se utilizan los parámetros que se observan en la Tabla 3.1 [Anderson, 2003].

El bloque denominado Turbogenerador ecuaciones SPNBG contiene las ecuaciones de (3.134)

a (3.138), en la Figura 3.11 los bloques son denotados por Ecuaciones para p18; Ecuaciones

para q21; Ecuaciones para p23; Ecuaciones para p30; y Ecuaciones para q31. Para la simulación

el voltaje trifásico del bus in�nito es de 220 V de línea, por lo que después de la transformada

de Park los valores de Vq y Vd son de 77.437 V y 0.016 V, respectivamente, el voltaje de

campo VF = 30 V y el par de entrada Tm = 500 N.

Antes de realizar la simulación se veri�ca que el sistema tenga estabilidad interna, es decir,
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Figura 3.11: Obtención del modelo de estado cuasi-estacionario del turbogenerador.
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Tabla 3.1: Parámetros para la simulación y obtención del modelo de estado cuasi-estacionario
de un turbogenerador.

Elemento Valor Elemento Valor
TJ 2;37 N-s2/m MdF 5.782�10�3 H
rd 1.542�10�3 
 MdD 5.782�10�3 H
rq 1.542�10�3 
 MDF 5.782�10�3 H
rF 0.371 
 MQq 2.779�10�3 H
rD 18.421�10�3 
 D 3 N-s/m
rQ 18.969�10�3 
 C1 1� 10�3 m5/N
Ld 6.341�10�3 H C2 1� 10�3 m5/N
Lq 6.118�10�3 H JT1 7 N-s2/m5

LF 2.189 H JT2 3 N-s2/m5

LD 5.989�10�3 H LQ 1.423�10�3 H

se debe cumplir la condición dada en (3.12), partiendo de

g = A21x1 +A22x2 +B2u: (3.139)

Se sustituyen en (3.139) los valores encontrados A21 (x) ; A22 y B2 (ecuaciones (3.104), (3.105)

y (3.107) respectivamente), y los vectores x1; x2 y u; así como los parámetros de máquina, y

realizando derivadas parciales con respecto a las variables rápidas (p3; p4; p5; p10 y p11 ), se

obtiene

@g

@x2
=

26666666664

2;7161 �2;9810 6;5112� 10�4 0 �2;6755� 10�3p18
2;8149 �3;0893 6;7604� 10�4 0 �2;4397� 10�3p18
2;722 �2;9690 �1;7769� 10�2 0 �2;4397� 10�3p18

1;1726� 10�3p18 0 0 �0;15587 7;0102� 10�2

2;5814� 10�3p18 0 0 �0;30140 0;13536

37777777775
:

(3.140)

Como la variable lenta se encuentra muy cerca de su valor inicial, se considera p18 = 0;

@g

@x2

����
p18=0

=

26666666664

2;7161 �2;9810 6;5112� 10�4 0 0

2;8149 �3;0893 6;7604� 10�4 0 0

2;722 �2;9690 �1;7769� 10�2 0 0

0 0 0 �0;15587 7;0102� 10�2

0 0 0 �0;30140 0;13536

37777777775
: (3.141)
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Figura 3.12: Dinámica de la variable de estado del modelo original en bond graph (p18) y la obtenida
con el modelo de estado cuasi-estacionario (p18).

Se encuentran los valores propios de (3.141), se obtiene

� =

26666666664

�1;0027� 10�3

�1;5956� 10�3

�1;8421� 10�2

�1;8914� 10�2

�0;37154

37777777775
(3.142)

Por lo que, se cumple la condición de Re�
n
@g
@x2

o
� �c < 0, es decir todos los eigenvalores

tienen parte real negativa, por lo que el sistema es internamente estable.

Ahora, una vez que se realiza la simulación se obtienen los siguientes resultados comparativos

entre los dos modelos, el original en bond graph y el conjunto de ecuaciones obtenidas con el

modelo cuasi.estacionario. La Figura 3.12 muestra la conducta dinámica del generador sín-

crono donde el estado p18 es el momento de torsión angular del modelo en bond graph original

del turbogenerador (exacto) y p18 es el momento de torsión angular obtenido utilizando el

modelo de estado cuasi-estacionario (dividiendo el momento de torsión angular entre el valor

del elemento almacenador se obtiene la velocidad angular).

En las Figuras 3.13 y 3.14 se muestran las dinámicas del momento de presión en la primera y en
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Figura 3.13: Dinámica de la variable de estado del modelo original en bond graph (p23) y la obtenida
con el modelo de estado cuasi-estacionario (p23).

la segunda sección de la turbina, los estados p23 y p30 respectivamente, y sus correspondientes

estados cuasi-estacionarios p23 y p30 obtenidos con el SPNBG.

En las Figuras 3.15 y 3.16 se muestran los volumenes (desplazamientos) en la primera y

segunda sección de la turbina, las variables de estados q21 y q31, respectivamente, y sus

correspondientes estados cuasi-estacionarios q21 y q31 obtenidos.

El estado estacionario de las variables de estado lentas se obtiene después de 50 segundo, tanto

para el modelo en bond graph original como para el modelo de estado cuasi-estacionario son:26666666664

p18

q21

p23

p30

q31

37777777775
=

26666666664

394.99809253 N-m-s

0.499999219 rad

1166.661796887 N-m-s

499.998069399 N-m-s

0.49999650883 rad

37777777775
;

26666666664

p18

q21

p23

p30

q31

37777777775
=

26666666664

394.842777288 N-m-s

0.49999854026 rad

1166.20287004 N-m-s

499.801714851 N-m-s

0.499998084215 rad

37777777775
; (3.143)
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Figura 3.14: Dinámica de la variable de estado del modelo original en bond graph (p30) y la obtenida
con el modelo de estado cuasi-estacionario (p30).
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Figura 3.15: Dinámica de la variable de estado del modelo original en bond graph (q21) y la obtenida
con el modelo de estado cuasi-estacionario (q21).
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Figura 3.16: Dinámica de la variable de estado del modelo original en bond graph (q31) y la obtenida
con el modelo de estado cuasi-estacionario (q31).

con un error relativo para cada variable de estado de26666666664

Error relativo de p18

Error relativo de p23

Error relativo de q21

Error relativo de p30

Error relativo de q31

37777777775
=

26666666664

0.0393%

0.00013%

0.039%

0.039%

�0.00031%

37777777775
(3.144)

Es importante notar que, el método propuesto permite obtener el modelo de estado cuasi-

estacionario cambiando la causalidad de los elementos almacenadores que representan a los

estados rápidos, y aunque la dinámica no es exactamente igual, el valor en estado estable

es casi idéntico, está diferencia se incrementa o se disminuye conforme aumenta o decrece la

diferencia entre las velocidades de los estados, es decir, entre más rápidas sean las dinámicas

rápidas con respecto a las lentas, menos discrepancia habrá entre las dinamicas original y las

obtenidas con el estado cuasi-estacionario.

3.5.4. Ejemplo 2: La máquina de inducción

El motor de inducción es también llamado motor asíncrono debido a que alcanza una menor

velocidad que la velocidad síncrona. La velocidad síncrona es la velocidad de rotación del
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Figura 3.17: Diagrama esquemático de la máquina asíncrona trifásica.

campo magnético en una máquina rotativa y depende de la frecuencia y del número de polos

de la máquina. Un motor de inducción siempre gira a menor velocidad que la velocidad

síncrona porque el campo magnetico giratorio que es producido en el estator generará el �ujo

en el rotor el cuál provocará que el rotor gire, pero debido al retraso de la corriente de �ujo

en el rotor con la corriente de �ujo en el estator, la velocidad del rotor nunca alcanzará a

la velocidad del campo magnético. Existen dos tipos básicos de motores de inducción que

dependen de la alimentación de entrada, el motor de inducción de una fase y el motor de

inducción trifásico. La máquina de inducción no tiene un devanado de exitación independiente.

La Figura 3.17 muestra el diagrama de una máquina de inducción de dos polos con devanados

trifásicos simétricos tanto en el estator como en el rotor [Krause, 2002].

Los motores de inducción de jaula de ardilla son ampliamente usados en la industria ya

que son robustos, con�ables y economicos. Se tienen las mismas suposiciones de modelado

tanto para estatores de máquinas síncronas y motores de jaula de ardilla. Se asume isotropía

magnética (debido a la isotropía del material y a la geometría del rotor, a la separación
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Figura 3.18: Circuitos equivalentes en el marco de referencia arbitrario dq0 para la máquina de
inducción.

uniforme, etc.) tanto en el rotor como en el estator, además también se supone linealidad

magnética [Junco, 1999].

El circuito equivalente en el sistema de coordenadas dq0 usando la transformación de Park

(3.145) para convertir las variables del estator y del rotor a un marco de referencia arbitrario

se muestra en la Figura 3.18.

idq0 = Piabc; (3.145)

donde

P =

r
2

3

26664
cos � cos

�
� � 2

3�
�
cos

�
� + 2

3�
�

sin � sin
�
� � 2

3�
�
sin
�
� + 2

3�
�

1p
2

1p
2

1p
2

37775 : (3.146)

La Figura 3.18 muestra las terminales para conectarse a cualquier sistema eléctrico, tanto

para el estator como para el rotor. Debido a la isotropía magnética y a la uniformidad del

entrehierro existe una única inductancia trifásica de magnetización o mutua Lm que es común

para los dos ejes d y q. El superíndice �denota que los parámetros y las variables del rotor

estan referidas al estator.

La Figura 3.19 [Junco, 1999] es el modelo en bond graph correspondiente al circuito equiva-
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Figura 3.19: Bond graph en causalidad integral asignada de la máquina de inducción.

lente de la Figura 3.18, el cuál es un sistema electromecánico y cali�ca como un sistema

singularmente perturbado, ya que se tiene cuatro dinámicas rápidas que son los enlaces de

�ujo entre los devanados (parte eléctrica, constantes de tiempo relativamente pequeñas) y

una dinámica lenta que es el momento de torsión angular en la inercia del eje mecánico de la

máquina (parte mecánica, constante de tiempo relativamente grande).

Los elementos denotados por una lentra p dentro de un círculo en la Figura 3.19 son utilizados

para representar detectores o sensores de estado del sistema, en este caso las variables de

energía p o enlaces de �ujo en el dominio eléctrico. Los elementos denotados por Ld y Lq son

campos-I (ver Apéndice A) que sirven para representar las inductancias propias y mutuas en

la máquina de inducción.

Para encontrar el modelo cuasi-estacionario, el primer paso es asignar causalidad derivativa

a los elementos almacenadores de energía relacionados con las variables rápidas, dejando la

causalidad integral en los elementos en almacenadores relacionados con las dinámicas lentas

(en este caso, solamente existe una variable lenta). Por lo que el bond graph para el sistema
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Figura 3.20: Bond graph para encontrar el sistema cuasi-estacionario de la máquina de inducción.

cuasi-estacionario queda como se muestra en la Figura 3.20. Los vectores clave y las relaciones

constitutivas del sistema son,

x1 = p13;
�
x1 = e13; z1 = f13; F1 =

1

J
; (3.147)

x2 =

26666664
p4

p5

p6

p7

37777775 ;
�
x2 =

26666664
e4

e5

e6

e7

37777775 ; z2 =
26666664
f4

f5

f6

f7

37777775 ; F2 =
26666664
Ls Lm 0 0

Lm Lr 0 0

0 0 Ls Lm

0 0 Lm Lr

37777775 ;(3.148)

Dh
in =

26666666664

e2

e8

e19

e20

f23

37777777775
;Dh

out =

26666666664

f2

f8

f19

f20

e23

37777777775
;Lh = Diag

�
1

Rs
;
1

Rr
;
1

Rs
;
1

Rr
; b

�
;u =

26666664
e1

e21

e15

f24

37777775 : (3.149)

Donde x1 y x2, son la variable lenta y las variables rápidas, respectivamente. Para las fuentes
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moduladas y para los giradores modulados se tiene que

e3 = !F�qs = f24p6; e18 = �!F�ds = �f24p4;

e9 = !F�qr = f24p7; e22 = �!F�dr = �f24p5; (3.150)

24 e10

f10

35 =

24 0 ��qr

1
��qr

0

3524 e11

f11

35)
24 e10

f10

35 =
24 0 �p7

1
�p7

0

3524 e11

f11

35 ;
24 e16

f16

35 =

24 0 ��dr

1
��dr

0

3524 e17

f17

35)
24 e16

f16

35 =
24 0 �p5

1
�p5

0

3524 e17

f17

35 : (3.151)
Mediante un análisis del modelo en Bond Graph de la Figura 3.20, la matriz de estructura

de unión es,

13 7 5

4

5

6

7

2 6

8 7 7

19 4

20 5

23

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
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e p p
e p
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 
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 
   (3.152)

De la estructura unión (3.152) por comparación con (3.108) se tiene que,

H11
11 = 0; H

12
11 = 01�4; H

11
12 =

h
0 �p7 0 ��p5 �1

i
; H11

13 =
h
0 0 1 0

i
;
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H21
11 = 04�1; H

22
11 = H21

13 = 04�4; H
21
12 =

26666664
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

37777775 ; H22 = 05�5;

H11
21 =

26666666664

0

��p7
0

�p5

1

37777777775
; H12

21 =

26666666664

�1 0 0 0

0 �1 0 0

0 0 �1 0

0 0 0 �1

0 0 0 0

37777777775
; H23 =

26666666664

1 0 0 p6

0 0 0 p7

0 1 0 �p4
0 0 0 �p5
0 0 0 0

37777777775
: (3.153)

El valor de Q es;

Q =

24I � H22|{z}
0

Lh

35�1 Lh =

26666666664

1
Rs

0 0 0 0

0 1
Rr

0 0 0

0 0 1
Rs

0 0

0 0 0 1
Rr

0

0 0 0 0 b

37777777775
; (3.154)

usando (3.87) a (3.92) se obtiene los valores de las matrices eA�s para la representación en
espacio de estados.

Para la representación de variable lenta, el valor de gA11;

gA
11
=

0BBBBBBBBB@
0 +

h
0 �p7 0 ��p5 �1

i
26666666664

1
Rs

0 0 0 0

0 1
Rr

0 0 0

0 0 1
Rs

0 0

0 0 0 1
Rr

0

0 0 0 0 b

37777777775

26666666664

0

��p7
0

�p5

1

37777777775

1CCCCCCCCCA
�
1

J

�
;

gA11 =
1

J

�
�b� �2

Rr

�
p25 � p27

��
: (3.155)
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Para gA12 se tiene,

gA
12
= 01�4 +

h
0 �p7 0 ��p5 �1

i
26666666664

1
Rs

0 0 0 0

0 1
Rr

0 0 0
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i
; (3.156)

y para fB1 se obtiene,
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i
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i
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2
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� i
: (3.157)

Para la representación de las variables rápidas, el valor de gA21;
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2666664
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Para gA22 se tiene,
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=
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y para fB2 se obtiene,
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La representación de la máquina de inducción en la forma estándar de sistemas singularmente

perturbados con dinámicas lentas y rápidas separadas usando (3.109) y (3.110) queda,
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El sistema cuasi-estacionario está de�nido por (3.117), sustituyendo queda,�
�
p13

�
= � b

J
p13 �

�2

JRr

�
p5
2 + p7

2
�
p13 +

�

Rr

�
p5
2 + p7

2
�
f24 + e15; (3.163)

(3.163) es el modelo cuasi-estacionario, pero se observa que existe dependencia de dos estados

rápidos p5 y p7: Como para el estado cuasi-estacionario se considera que las dinámicas rápidas

84



Capítulo 3. Sistemas No-Lineales Singularmente Perturbados Modelados en Bond Graph

han terminado, es decir,
h �
p4

�
p5

�
p6

�
p7

iT
= 0: Entonces (3.162) se convierte en,

26666664
p4

p5

p6

p7

37777775 =
�

J

26666664
�Tmrp7
�Trrp7
Tmrp5

Trrp5

37777775 [p13] +
26666664
Tss 0 0 Tssp6 + Tmrp7

Tms 0 0 Tmsp6 + Trrp7

0 Tss 0 �Tssp4 � Tmrp5
0 Tms 0 �Tmsp4 � Trrp5

37777775

26666664
e1

e21

e15

f24

37777775 ; (3.164)

donde

Tss =
Ls
Rs
; Trr =

Lr
Rr
; Tms =

Lm
Rs
; Tmr =

Lm
Rr

: (3.165)

Expresando (3.164) en forma de variables separadas,

p4 = �
�Tmr
J

p7p13 + Tsse1 + (Tssp6 + Tmrp7) f24; (3.166)

p5 = �
�Trr
J

p7p13 + Tmse1 + (Tmsp6 + Trrp7) f24; (3.167)

p6 =
�Tmr
J

p5p13 + Tsse21 � (Tssp4 + Tmrp5) f24; (3.168)

p7 =
�Trr
J

p5p13 + Tmse21 � (Tmsp4 + Trrp5) f24; (3.169)

Sustituyendo (3.166) y (3.167) en (3.169) se obtiene,

p7 =

�
TmsTrrf24

� �
J p13 � f24

�
� Tssf24

�
p6 + Tmse1

�
Trr

� �
J p13 � f24

�
� Tssf24

�
+ Tmse21

1 + �
J T

2
rrp13

h� �
J

�
p13 +

�
TmsTmr
T 2rr

� 2
�
f24

i
+ (TmsTmr + T 2rr) f

2
24

:

(3.170)

Para simpli�car el manejo de las ecuaciones (3.170) se convierte en

p7 =
�p6 + �

�
; (3.171)

donde

� = TmsTrrf24

� �
J
p13 � f24

�
� Tssf24;

� = Tmse1

h
Trr

� �
J
p13 � f24

�
� Tssf24

i
+ Tmse21;

� = 1 +
�

J
T 2rrp13

�� �
J

�
p13 +

�
TmsTmr
T 2rr

� 2
�
f24

�
+
�
TmsTmr + T

2
rr

�
f224: (3.172)
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Ahora, sustituyendo (3.168) y (3.169) en (3.167) se obtiene,

p5 =

�
TmsTrrf24

� �
J p13 � f24

�
� Tssf24

�
p4 + Tms

�
e21
�
� �
J Trrp13 + (Tss + Trr) f24

�
+ e1

	
1 + �

J T
2
rrp13

h� �
J

�
p13 +

�
TmsTmr
T 2rr

� 2
�
f24

i
+ (TmsTmr + T 2rr) f

2
24

:

(3.173)

Para simpli�car (3.173) se convierte en

p5 =
�p4 + 


�
; (3.174)

donde


 = Tms

n
e21

h
� �
J
Trrp13 + (Tss + Trr) f24

i
+ e1

o
: (3.175)

En seguida, se se sustituye en (3.166) el resultado obtenido en (3.171), para obtener

p4 =

�
�

�
Tmr

�
f4 �

�

J
p13

�
+ Tssf24

�
p6 + Tsse1 �

�Tmr
J

�

�
p13 + Tmr

�

�
f24: (3.176)

Para simpli�car (3.176) queda

p4 = �p6 + �; (3.177)

donde

� =
�

�
Tmr

�
f4 �

�

J
p13

�
+ Tssf24;

� =
�

�
Tmr

�
f24 �

�

J
p13

�
+ Tsse1: (3.178)

Ahora, en (3.168) se sustituye (3.174), resulta

p6 = �
�
�

�
Tmr

�
f4 �

�

J
p13

�
+ Tssf24

�
p4 + Tmr




�

� �
J
p13 � f24

�
+ Tsse21: (3.179)

De igual forma que se realizó anteriormente, para simpli�car el manejo de ecuaciones (3.179)

se convierte en

p6 = ��p4 +  ; (3.180)

donde

 = Tmr



�

� �
J
p13 � f24

�
+ Tsse21: (3.181)

A continuación, se sustituye en (3.180) el resultado obtenido en (3.177), se obtiene

p6 =
 � ��
1 + �2

: (3.182)
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Ahora se sustituye (3.182) en (3.177) para obtener

p4 =
� + �

1 + �2
; (3.183)

Se debe notar que, �; �; �; 
; �; � y  dependen solamente de los parámetros constantes,

de las entradas del sistema y de la variable lenta p13; es decir, no tiene dependencia de las

dinámicas lentas, entonces se sustituye (3.183) en (3.174) y (3.182) en (3.171) para tener p5

y p7 en iguales condiciones,

p5 =
�
�
� +�
1+�2

�
+ 


�
= �; (3.184)

p7 =
�
�
 ���
1+�2

�
+ �

�
= �; (3.185)

Finalmente, se sustituye (3.184) y (3.185) en (3.182)�
�
p13

�
= � b

J
p13 +

�

Rr

�
�2 + �2

� �
f24 �

�

J
p13

�
+ e15; (3.186)

Por lo tanto (3.186) representa la nueva dinámica lenta (sistema cuasi-estacionario) que está

en función de los parámetros constantes de la máquina de inducción, de las entradas al sistema

y de la propia nueva variable lenta, es decir, se redujo el sistema dependiente de cinco variables

a un sistema equivalente que sólo depende de una variable.

3.5.5. Comparación de los resultados obtenidos

Con la �nalidad de comparar la dinámica del modelo original con el sistema cuasi-estacionario

obtenido se realiza la simulación del modelo de la máquina de inducción con 20-SIM
R

que se

muestra en la Figura 3.19, donde es necesaria la conversion de trifásico abc a coordenadas dq0

con la transformación de Park, los valores de Vq y Vd son 2939.039 V y 0 V, respectivamente,

siendo Ta = 100 N. Para la simulación se utilizaron los parámetros de máquina que se observan

en la Tabla 3.2 [Krause, 2002].

En la Figura 3.21 se observan las dinámicas de las variables de estado de la máquina de

inducción, para veri�car el modelo con el comportamiento que se tiene en las máquinas reales

[Krause, 2002].
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Tabla 3.2: Parámetros para la simulación de la máquina de inducción.

Elemento Valor Elemento Valor
J 63.87 N�m-s2 Rs 0.029 

b 10 N�m-s Rr 0.022 

� 2 pares de polos Ls 0.0352 H
Pnominal 1.67 MW Lr 0.0352 H
Vnominal 2.4 kV Lm 0.0346 H
!F 377 rad/s

0 0.5 1 1.5 2 2.5

Tiempo {s}

en Adsi

en Adri

en Aqri

en Aqsi

en N­m

en rad/s

Figura 3.21: Dinámicas de la máquina de inducción con variables de estado clásicas.
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MSe
Fase bMáquina de inducción

     en bond graph
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Transformada
    de Park Circuito RL
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Ib
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Circuito RL

Circuito RL

MSe
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MSe
Fase c

Figura 3.22: Diagrama en 20-Sim para la simulación y comparación de la respuesta del modelo
original y la ecuación obtenida con el SPNBG para la máquina de inducción.

Para comparar la respuesta en simulación de la velocidad del eje de máquina de inducción

utilizando el modelo original en bond graph y la respuesta obtenida con el modelo de estado

cuasi-estacionario (3.186), se utiliza 20-SIM
R

para realizar la simulación de ambas respuestas

al mismo tiempo como se muestra en la Figura 3.22.

En la Figura 3.22 se muestra como se conecta la máquina de inducción a un bus ini�nito

mediante el bloque de transformada de Park (ver el Apéndice B). Los bloques de Máquina

de inducción en bond graph y Máquina de inducción ecuación SPNBG son las Figuras 3.19 y

3.23; respectivamente. Los parámetros de simulación son los que se observan en la Tabla 3.1

[Anderson, 2003].

El bloque denominado Máquina de inducción ecuación SPNBG contiene la ecuación (3.186),

en la Figura 3.23 el bloque es denotado como Ecuación para p13:

La Figura 3.24 muestra la conducta dinámica del rotor de la máquina de inducción, es decir,

la velocidad angular del eje, la variable de estado p13 es el momento de torsión angular

exacto y p13 es el momento de torsión angular usando el modelo de estado cuasi-estacionario

(dividiendo el momento de torsión angular entre el valor del elemento almacenador se obtiene

la velocidad angular).
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24

13p

13p
•

13

Ecuación

para p

Fω

15aT e=

21qV e=

1dV e=

rω

13p
J

Figura 3.23: Diagrama esquemático para la simulación del sistema cuasi-estacionario del modelo de
la máquina de inducción.
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Figura 3.24: Dinámica de la velocidad angular del modelo original en bond graph y la obtenida con
el modelo de estado cuasi-estacionario.
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En la Figura 3.24 se puede observar que la dinámica obtenida con el modelo de estado cuasi-

estacionario �llega�más rápido a su estado estacionario que la velocidad angular del sistema

original, esto se debe a que para el cálculo del modelo lento se utilizan los valores ��nales�

de las variables rápidas, las cuales debido a su dinámica rápida ya están en su estado estable,

por lo que en este caso, el modelo cuasi-estacionario es capaz de �predecir�el valor �nal de

la velocidad angular del eje, un poco antes que el modelo original, ya que no requiere el valor

�nal de la velocidad angular del modelo original la cual es una variable muy lenta en los

sistemas electromecánicos de grandes proporciones.

El valor en estado estacionario, después de 2.5 segundos, de la velocidad angular del rotor de

la máqina de inducción del modelo original en bond graph y la velocidad angular obtenida

mediante el modelo de estado cuasi-estacionario son

!r = 188.417086135 rad/s; !r = 188.623813351 rad/s; (3.187)

con un error relativo de

Error relativo de !r = 0.109% (3.188)

Se puede observar que la dinámica que sigue el modelo de estado cuasi-estacionario no es

exactamente la misma que el comportamiento de la velocidad angular original, sin embargo,

el estado estable es relativamente cercano.

3.6. Caso de Estudio 2: El aerogenerador con máquina de in-

ducción considerando fricción no lineal

La tecnología de las turbinas de viento se ha desarrollado rápidamente en las últimas dé-

cadas, debido a que utilizan energía renovable, tiene buena relación costo-efectividad y causa

muy poco daño a la naturaleza comparandola con otras fuentes de energía convencionales

[Arifujjaman, 2005]. Como resultado de esto, en el futuro las turbinas de viento pueden ini-

ciar a in�uenciar el comportamiento de los sistemas de potencia eléctrica interactuando con

sistemas de generación y carga convencionales; con la �nalidad de investigar el impacto de
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Kbh
Hh HgKhg

Hb

Dg

DhgDbh

DhDb

Figura 3.25: Diagrama esquemático del modelo equivalente de tres masas de una turbina de viento.

la potencia obtenida del viento en la dinámica de los sistemas de potencia, es esencial tener

modelos adecuados de este tipo de generación energética [Dusonchet, 2007].

Un aerogenerador, está constituido por dos partes principales, la parte mecánica y la parte

eléctrica. En un ejemplo de caso de estudio anterior se modeló el generador de inducción,

ahora este modelo se acopla al modelo de mecánico de la turbina de viento.

3.6.1. Diagrama esquemático del modelo equivalente de tres masas de una

turbina de viento

Un modelo equivalente de tres masas de una turbina de viento en el sistema mecánico es

como el que se muestra en la Figura 3.25. La primera masa se coloca por las aspas, mientras

que la segunda masa es por por el buje, y la tercera masa se coloca por el generador que

incluye la caja de engranes de alta velocidad y el rotor del generador [Li, 2007].

En la Figura 3.25 se pueden ver los siguientes elementos: Hb; Hh y Hg que son las constantes

de inercia de las aspas, del buje y del rotor del generador, respectivamente;Dbh es el coe�ciente

de amortiguamiento entre las aspas y el buje; Dhg es el coe�ciente de amortiguamiento entre

el buje y el rotor del generador; Db; Dh y Dg son las coe�cientes de amortiguamiento de las

aspas, el buje y el generador, respectivamente; Kbh y Khg son los coe�entes de rigidez de las

aspas y de la caja de engranes de alta velocidad.
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3.6.2. Aerogenerador con máquina de inducción considerando rozamiento

no lineal con un enfoque de bond graph

El fenómeno de la fricción del aire a velocidades altas ocasiona que la resistencia sea no lineal.

En dinámica de �uidos, la resistencia aerodinámica (algunas veces llamada resistencia del aire

o resistencia del �uido) se re�ere a las fuerzas que actúan opuestas al movimiento relativo de

cualquier objeto que se esta moviendo dentro de un �uido circundante. Esta pueden existir

entre dos capas de �uido (o super�cies) o puede existir también entre una super�cie sólida y

una capa de �uido. A diferencia con otras fuerzas resistivas, tal como la fricción seca, la cual

es casi independiente de la velocidad, la resistencia aerodinámica depende de la velocidad

[French, 1970].

La resistencia aerodinámica

La física de la resistencia aerodinámica aplica al movimiento a través de cualquier tipo de

�uido: gas o líquido. Para una aproximación razonable, la resistencia del �uido tiende a

depender de una de dos, de la primera potencia de la velocidad (una resistencia lineal) o de

la segunda potencia (resistencia cuadrática) [Batchelor, 1967].

A velocidades pequeñas, la resistencia del �uido es lineal,

Fresist = �bv; (velocidades bajas) (3.189)

donde b esta dada en unidades de N/(m/s)=kg/s. La fuerza �bv es alguna veces llamada

rozamiento viscoso. Esta se incrementa principalmente por la cohesión de las capas del �uido.

Para velocidades grandes, la resistencia del �uido es mejor descrita mediante una dependencia

cuadrática de la velocidad,

Fresist = �cv2; (velocidades altas) (3.190)

donde las unidades de c son N/(m/s)2=kg/m. Este término generalmente es llamado re-

sistencia aerodinámica o simplemente rozamiento. Esta relacionado con la transferencia de

la cantidad de movimiento entre el objeto que se esta moviendo y el �uido a través del cual

esta viajando el objeto. De acuerdo con la ley de Boyle [Batchelor, 1967] acerca de la teoría
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de la cinética de los gases, que la presión estaba relacionada a la transferencia de la cantidad

de movimiento entre los átomos o moléculas del gas y las paredes envolventes del contenedor.

De manera muy similar el coe�ciente de la resistencia aerodinámica c puede ser relacionado

a otras cantidades,

c =
1

2
CD�A; (3.191)

donde CD es un factor geométrico que depende de la forma del objeto (igual a 1/2 para una

esfera), � es la densidad del �uido, y A es el área de la sección transversal del objeto. El factor

1/2 es colocado por conveniencia. En general, ambos términos pueden ser representados por

Fresist = �bv � cv2: (3.192)

Si v � 1, el segundo término disminuye, por lo que se ignora; y si v � 1 el primer término

es el que se desprecia.

3.6.3. Diagrama esquemático del modelo equivalente de tres masa de una

turbina de viento considerando el rozamiento no lineal

Anteriormente, se mostró el modelo de tres masas para la parte mecánica de la turbina donde

se consideró el rozamiento lineal Figura 3.25, ahora se le agrega el efecto no lineal debido a la

resistencia aerodinámica como se muestra en la Figura 3.26, donde los coe�cientes de amor-

tiguamientoDb,Dh yDg ya no son valores constantes, sino que se multiplican por la velocidad

angular respectiva en cada masa, !b = f36 =
p36
Hb
; !h = f29 =

p29
Hh
y !g = f13 =

p13
Hg
(de acuerdo

con (A.31)); respectivamente. Para agregar el efecto no lineal en los amortiguadores de los ejes

que unen las masa, se multiplican las constantes de amortiguamiento Dbh y Dhg por la dife-

rencia de velocidades angulares, !b�!h = f36�f27 = p36
Hb
� p29
Hh
y !h�!g = f29�f13 = p29

Hh
� p13
Hg
;

respectivamente.

Por lo que el modelo en bond graph para el aerogenerador considerando la resistencia aero-

dinámica no lineal se muestra en la Figura 3.27. Es importante notar que en el modelo de

la máquina de inducción en el Ejemplo 2 (Figura 3.19) cambia la dirección de la semi�echa

de los voltajes vds y vqs con respecto a la Figura 3.27, esto debido a que en la primera la
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1

Figura 3.26: Diagrama esquemático del modelo equivalente de tres masas de una turbina de viento
considerando el rozamiento no lineal.

máquina es modelada como motor, y en la segunda como generador. Entonces, Los vectores

clave y las relaciones constitutivas para el bond graph de la Figura 3.27 son:

DL
in =

26666664
f2

f8

f19

f20

37777775 ;D
NL
in =

26666666664

f23

f27

f30

f34

f37

37777777775
;DL

out =

26666664
e2

e8

e19

e20

37777775 ;D
NL
out =

26666666664

e23

e27

e30

e34

e37

37777777775
;u =

26666664
e1

e21

e38

f24

37777775 ; (3.193)

las dinámicas lentas que están relacionadas con la parte mécanica del aerogenerador son

x1 =

26666666664

p13

q26

p29

q33

p36

37777777775
;
�
x1 =

26666666664

e13

f26

e29

f33

e36

37777777775
; z1 =

26666666664

f13

e26

f29

e33

f36

37777777775
; (3.194)

las dinámicas rápidas que están relacionadas con la parte eléctrica se tiene

x2 =

26666664
p4

p5

p6

p7

37777775 ;
�
x2 =

26666664
e4

e5

e6

e7

37777775 ; z2 =
26666664
f4

f5

f6

f7

37777775 : (3.195)
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Figura 3.27: Bond graph con causalidad integral asignada de la turbina de viento considerando
rozamiento no lineal.

Las relaciones constitutivas son

LNL (x1) = Diag

�
Dg

Hg
p13; Dhg

�
1

Hh
p29 �

1

Hg
p13

�
;
Dh

Hh
p29; Dbh

�
1

Hb
p36 �

1

Hh
p29

�
;
Db

Hb
p36

�
; (3.196)

LL = Diag fRs; Rr; Rs; Rrg ; (3.197)

donde LNL (x1) se obtiene a partir de (3.190), esta ecuación contiene las relaciones no lineales

generadas por las fricciones no lineal que depende del cuadrado de la velocidad en cada sección

de la turbina de viento, de acuerdo con la Figura 3.26.

F�12 =

26666664
Ls Lm 0 0

Lm Lr 0 0

0 0 Ls Lm

0 0 Lm Lr

37777775 : (3.198)

A partir de (3.15) se obtienen las submatrices requeridas de la estructura unión para deter-

minar A22 con (3.30), la cuál es necesaria para establecer la estabilidad interna del sistema,

entonces,

S1221 = I4�4; S
12
21 = �I4�4; S2211 = S2212 = S1222 = S2221 = S2122 = S2222 = S1121 = S1122 = 0: (3.199)
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Figura 3.28: SPNBG de la turbina de viento considerando rozamiento no lineal.

Por lo tanto A22 es

A22 =
1

LrLs � L2m

24 L2mRr � LrLsRs LmLs (Rs �Rr)

LmLr (Rr �Rs) L2mRs � LrLsRr

35 : (3.200)

La ecuación (3.200) se puede utilizar para veri�car la estabilidad interna del sistema.

3.6.4. Un modelo de estado cuasi-estacionario de la turbina de viento con

un enfoque de bond graph

El modelo en bond graph para obtener el estado cuasi-estacionario se muestra en la Figura

3.28. Notar que, en el enfoque propuesto en el SPNBG (Bond Graph No lineal Singularmente

Perturbado) los elementos de almacenamiento de energía relacionados con las variables rápi-

das tienen una asignación de causalidad derivativa y los elementos almacenadores de energía

relacionados con las variables lentas tienen una asignación de causalidad integral. Entonces,

en la Figura 3.28 se asigna causalidad derivativa a los elementos almacenadores mediante los

bonds 4, 5, 6 y 7, y los elementos de almacenamiento de energía con los bond 13, 26, 29, 33

y 36 mantienen una asignación de causalidad integral como se ve en la Figura 3.27.
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Los vectores clave del bond graph con dinámicas lenta y rápida separadas son

DHL
in =

26666664
e2

e8

e19

e20

37777775 ;D
HNL
in =

26666666664

e23

e27

e30

e34

e37

37777777775
;DHL

out =

26666664
f2

f8

f19

f20

37777775 ;D
HNL
out =

26666666664

f23

f27

f30

f34

f37

37777777775
;u =

26666664
e1

e21

e38

f24

37777775 ;

(3.201)

las dinámicas lenta y dinámicas rápidas son de�nidas por (3.194) y (3.195) respectivamente.

Las relaciones constitutivas no lineales son de�nidas mediante (3.196), las matrices F1 y F2

estan de�nidas en (3.198) y las relaciones constitutivas lineales son

LL = Diag

�
1

Rs
;
1

Rr
;
1

Rs
;
1

Rr

�
: (3.202)

Mediante un análisis del modelo en Bond Graph de la Figura 3.28, la matriz de estructura

de unión es

13 7 5

26

29

33

36

4

5

6

7

2

8

19

20

23

27

30

34

37

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
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0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

e p p
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e
f
e
f
f
f
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e
e
e
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f
f
f
f

η η− − 
  − 
  − − −
 

− 
 
 
 
 
 
 
 
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 
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 
 
 
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 
 
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   (3.203)

De la estructura unión (3.203) por comparación con (3.41) se obtienen las submatrices H (x) :

Usando de (3.51) a (3.56), (3.194), (3.195), (3.198), y (3.201) a (3.203) se pueden obtener las
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raíces reales de la ecuación algebraica (3.59)

26666664
p4

p5

p6

p7

37777775 =
�

Hg

26666664
�Tmrp7 0 0 0 0

�Trrp7 0 0 0 0

Tmrp5 0 0 0 0

Trrp5 0 0 0 0

37777775

26666666664

p13

q26

p29

q33

p36

37777777775
+

26666664
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0 �Tss 0 �Tssp4 � Tmrp5
0 �Tms 0 �Tmsp4 � Trrp5

37777775

26666664
e1

e21

e38

f24

37777775 ;

(3.204)

donde

Tss =
Ls
Rs
; Trr =

Lr
Rr
; Tms =

Lm
Rs
; Tmr =

Lm
Rr

: (3.205)

Utilizando (3.46) a (3.49), (3.194), (3.195), (3.198), y (3.201) a (3.203) se obtiene el modelo

de estado cuasi-estacionario con (3.60)26666666664

�
p13
�
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�
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�
q33
�
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37777777775
=

26666666664
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(3.206)

donde

N11 (x) =
1

Hg

�
�2

Rr

�
p5
2 + p7

2
�
�Dhg

�
1

Hg
p13 �

1

Hh
p29

�
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�
;
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Hh

�
1
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1
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�
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�
1
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1
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�
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�
1
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1
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p29

�
�Dhg

�
1
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p13 �

1
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p29

�
+
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p29

�
;

N55 (x) =
1
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�
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�
1
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1

Hh
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�
+
Db

Hb
p36

�
: (3.207)

Resolviendo la primera, segunda y cuarta línea de (3.204) se obtiene,

p4 =

�
��+�

�����

�
�+ �

�
; (3.208)

p5 =
�� + �


��� �� ; (3.209)
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p7 =
�Trr
Hg

�
�� + �


��� ��

�
p13 � Tmse21 �
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24
�
��+�

�����

�
�+ �

�

35+ Trr ��� + �

��� ��

�9=; f24;

(3.210)

donde

� =
�Tmr
Hg

p13

�
��Trr
Hg

p13 + (2Trr + Tss) f24

�
� Tmr (Tss + Trr) f224;

� = TmrTmse21

�
�

Hg
p13 � f24

�
� Tsse1 � T 2ssf24e21;
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�
�
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p13 � f24

�
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� = 1 +
�

Hg
p13

�
�T 2rr
Hg

p13 �
�
2T 2rr + TmrTms

�
f24

�
+
�
TmrTms + T

2
rr

�
f224;

� = 1 + TmrTmsf24

�
� �

Hg
p13 + f24

�
+ T 2ssf

2
24;

� = TrrTmsf24

�
�

Hg
p13 � f24

�
� TssTmsf224: (3.211)

Ahora, sustituyendo (3.208) a (3.210) en (3.204) y (3.206) se obtiene,

�
p13 = �N11 (x) p13 +

1

Khg
q26 �N13 (x) p29 +

�

Rr

�
p5
2 + p7

2
�
f24; (3.212)

�
q26 = � 1

Hg
p13 +

1

Hh
p29; (3.213)

�
p29 = �N31 (x) p13 �

1

Khg
q26 �N33 (x) p29 +

1

Kbh
q33 +N35 (x) p36; (3.214)

�
q33 = � 1

Hh
p29 +

1

Hb
p36; (3.215)

�
p36 = N53 (x) p29 �

1

Kbh
q33 �N55 (x) p36 + e38: (3.216)

Por lo tanto, las ecuaciones (3.212) a (3.216) representan el modelo de estado cuasi-estacionario

de las dinámicas lentas de la turbina de viento, notando que estas ecuaciones no dependen

de los estados rápidos.

En la siguiente sección se describen las dinámicas de las variables de estado del modelo comple-

to original para comparar dicho comportamiento con el modelo de estado cuasi-estacionario.
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Tabla 3.3: Parámetros para la simulación para la máquina de inducción y el modelo mecánico
de la turbina de viento.

Elemento Valor Elemento Valor
Hg 0.089 N�m-s2 Hb 0.05 N�m-s2

Dg 0.1 N�m-s Hh 0.03 N�m-s2

� 2 pares de polos Dbh 0.4 N�m-s
Rs 0.435 
 Dhg 0.3 N�m-s
Rr 0.816 
 Db 0.4 N�m-s
Ls 0.0713 H Dh 0.3 N�m-s
Lr 0.0713 H Kbh 1� 10�3 N�m/rad
Lm 0.0693 H Khg 1� 10�3 N�m/rad
Vnominal 220 V Ta 100 N�m
!F 377 rad/s

3.6.5. Comparación de los resultados obtenidos

Con la �nalidad de comparar las dinámicas del modelo completo original con las obtenidas

con el modelo de estado cuasi-estacionario se realiza la simulación del modelo de la turbina de

viento con máquina de inducción utilizando el software 20-SIM
R

de la misma forma que se

hace en el Ejemplo 2 y en el ejemplo anterior de la máquina de inducción (ya que se supone que

el aerogenerador está conectado a un bus, en el cuál el voltaje y la frecuencia se mantienen

constantes a los valores nominales, este bus comúnmente es llamado bus in�nito, ya que

sus características no cambian a pesar del consumo o alimentación de potencia de cualquier

dispositivo conectado en él), simulando al mismo tiempo los dos modelos, el original completo

que se muestra en la 3.27, y el conjunto de ecuaciones obtenido con el modelo de estado cuasi-

estacionario (3.212) a (3.216), donde es necesaria la conversion de trifásico abc a coordenadas

dq con la transformación de Park. Para la simulación se utilizan los parámetros obtenidos de

[Krause, 2002] que se observan en la Tabla 3.3. Los parámetros del modelo mecánico de la

turbina son valores arbitrarios unicamente con la �nalidad de demostrar el método propuesto.

La Figura 3.29 muestra la conducta dinámica del generador incluyendo la caja de engranes,

el eje de alta velocidad y el rotor de la máquina de inducción donde p13 es el momento de

torsión angular exacto y p13 es el momento de torsión angular usando el modelo de estado

cuasi-estacionario (dividiendo el momento de torsión angular entre el valor del elemento
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Figura 3.29: Dinámica de la variable de estado del modelo completo original (p13) y la obtenida con
el modelo de estado cuasi-estacionario (p13).

almacenador se obtiene la velocidad angular).

En las Figuras 3.30 y 3.31 se muestran las dinámicas del momento de torsión angular del buje

y de las aspas de la turbina, p29 y p36 respectivamente, y sus correspondientes variables de

estado p29 y p36 obtenidas con el SPNBG, donde las oscilaciones que se observan son debidas

a la �exibilidad de los ejes de unión en cada sección, es decir, entre más �exible es la barra,

más oscilaciones se presentan en la dinámica de las variables.

Las Figuras 3.32 y 3.33 muestran las oscilaciones de los ángulos q26 y q33 y sus correspondientes

q26 y q33 obtenidas con el modelo de estado cuasi-estacionario respectivamente. El ángulo q26

esta relacionado a la conexión entre el generador y el buje, y el ángulo q33 esta relacionado

con la unión entre el buje y las aspas de la turbina, En el caso de la posición angular es

más marcado el fenómeno de la �exibilidad del eje de unión, entre más rígido sea, menos

oscilaciones o cambios de posición angular se verán en las dinámicas de las variables de

estado.

Los estados estacionarios de las variables de estado que se obtiene después de 1.2 segundos,
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Figura 3.30: Dinámica de la variable de estado del modelo completo original (p29) y la obtenida con
el modelo de estado cuasi-estacionario (p29).
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Figura 3.31: Dinámica de la variable de estado del modelo completo original (p36) y la obtenida con
el modelo de estado cuasi-estacionario (p36).
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Figura 3.32: Dinámica de la variable de estado del modelo completo original (q26) y la obtenida con
el modelo de estado cuasi-estacionario (q26).
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Figura 3.33: Dinámica de la variable de estado del modelo completo original (q33) y la obtenida con
el modelo de estado cuasi-estacionario (q33).
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tanto para el sistema completo original como para el modelo de estado cuasi-estacionario son26666666664

p13

q26

p29

q33

p36

37777777775
=

26666666664

1;200948485051 N-m-s

�0;027457603836 rad

4;048136433769 N-m-s

0;027167066614 rad

6;746894267893 N-m-s

37777777775
;

26666666664

p13

q26

p29

q33

p36

37777777775
=

26666666664

1;200947186252 N-m-s

�0;027457631728 rad

4;04813658288 N-m-s

0;027167067584 rad

6;746894304811 N-m-s

37777777775
; (3.217)

con un error relativo de26666666664

Error relativo de p13

Error relativo de q26

Error relativo de p29

Error relativo de q33

Error relativo de p36

37777777775
=

26666666664

�0;000108%

0;0001015%

0;0000036%

0;0000035%

0;00000054%

37777777775
(3.218)

Es importante notar que el método propuesto permite obtener el modelo de estado cuasi-

estacionario cambiando la causalidad de los elementos almacenadores que representan a los

estados rápidos, y esta metodología es relativamentre fácil y directa y puede ser extendida a

otras clases de sistemas no lineales, y aunque la dinámica no es exactamente igual, el valor

en estado estable es casi idéntico.
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Capítulo 4

Sistemas Lineales Singularmente

Perturbados Variantes en el

Tiempo en Bond Graph

En sistemas lineales invariantes en el tiempo lo único que ocasiona que el sistema presente

propiedades de múltiple escalas de tiempo es la separación de los valores propios del sistema

en dos o más grupos de eigenvalores de diferentes ordenes de magnitud, es decir, que exista

una diferencia relativamente grande entre la magnitud del eigenvalor máximo de un grupo

con la magnitud del eigenvalor mínimo del otro grupo (para el caso de escala de dos tiempo).

En el caso de los sistema lineales variantes en el tiempo, otra fuente que ocasiona propiedades

de múltiple escala de tiempo es la variación de los parámetros del modelo. El ejemplo más

simple de lo anterior, es el sistema lineal [Kokotovic, 1986]

"
�
z (t) = A (t) z (t) ; (4.1)

donde el coe�ciente de la matriz A (t) está en función del tiempo t dentro de un intervalo

de tiempo de interés. Entonces, una forma más general para el modelo de un sistema lineal
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variante en el tiempo singularmente perturbado es

�
x (t) = A11 (t)x (t) +A12 (t) z (t) ; (4.2)

"
�
z (t) = A21 (t)x (t) +A22 (t) z (t) ; (4.3)

donde x (t) y z (t) representan las dinámicas lentas y rápidas del sistema, respectivamente, y

las matrices A11 (t) ; A12 (t) ; A21 (t) y A22 (t) ; dependiendo del sistema estudiado, pueden o

no ser matrices en las que sus parámetros dependan del tiempo.

4.1. Sistemas que Varían Lentamente

Cuando la norma





 �A (t)



 = O (1), los parámetros en el sistema lineal variante en el tiempo

(4.1) están variando de forma relativamente lenta con respecto con las dinámicas del sistema.

Se puede esperar, de manera intuitiva, que para " su�cientemente pequeño el comportamiento

dinámico del sistema podría ser predicho mediante el análisis de un grupo de sistemas inva-

riantes en el tiempo con parámetros congelados en un instante de tiempo t. En el caso

particular, cuando la parte real de los valores propios de A (t) son negativos (Re� (A (t)) <

�c < 0) para todo t, la intuición sugiere que cuando " tiende a cero el sistema (4.1) debería

de ser asintóticamente estable [Kokotovic, 1986]. Entonces, considerando el sistema

"
�
z (t) = A (t) z (t) ; t 2 I; z 2 Rm; (4.4)

donde el intervalo de tiempo I puede ser un intervalo �nito [t0; tf ] o un intervalo in�nito

[t0;1) : Por lo que se puede hacer la siguiente hipótesis.

Hipótesis 5.1 [Kokotovic, 1986].

Re� (A (t)) � �c1 < 0; para todo t 2 I: (4.5)

Esta hipótesis garantiza que la familia de sistemas congelados en el tiempo asociada con (4.4)

es asintóticamente estable. Por lo tanto, la matriz exponencial e[A(t)�] satisface


e[A(t)]�


 � K (A) e���; para todo � > 0 y t 2 I: (4.6)
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donde � es un valor mayor que cero independiente del tiempo t, pero K (A) > 0 si depende

de t. Para extender el decaimiento exponencial del sistema congelado en el tiempo (4.6)

relacionado al sistema variante en el tiempo (4.4), la desigualdad (4.6) debera mantenerse

uniforme en el tiempo t: Para conseguir lo anterior se establece la siguiente hipótesis.

Hipótesis 5.2 [Kokotovic, 1986].

kA (t)k � c2; para todo t 2 I: (4.7)

De las anteriores Hipótesis se propone el siguiente lema.

Lema 5.1 [Kokotovic, 1986]. Bajo las Hipótesis 5.1 y 5.2, existen constantes positivas

�1 y K1 tal que 


e[A(t)]�


 � K1e
��1�; para todo � > 0 y t 2 I: (4.8)

Con la desigualdad uniforme establecidad (4.8), ahora se puede establecer la estabilidad

asintótica del sistema variante en el tiempo (4.4) cuando " es pequeña y
�
A (t) = O (1) : La

última hipótesis, la cuál corresponde a suponer que la variación es lenta en los parámetros

del modelo, se convierte en la siguiente forma explícita

Hipótesis 5.3 [Kokotovic, 1986].



 �A (t)



 � �; para todo t 2 I: (4.9)

El Lema 5.2 que se establece a continuación, muestra que la matriz de transición de (4.4),

indicada mediante � (t; s), puede ser aproximada uniformente mediante la matriz exponencial

e[A(s)(t�s)="]; corresponde a un sistema en el cuál los parámetros de A (t) están congelados en

t = s. El lema 5.2 proporciona un decaimiento de manera exponencial unido al error

	(t; s) = � (t; s)� e[A(s)(t�s)="]: (4.10)

Lema 5.2 [Kokotovic, 1986]. Bajo la Hipótesis 5.1, 5.2 y 5.3, existen constantes positivas

"�, �2 y K2 tal que, para todo " que pertenece al intervalo (0; "�) ;

k	(t; s)k � "K2e
��2(t�s)="; para todo t � s y t; s 2 I: (4.11)
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Este lema con�rma el resultado intuitivo de que el sistema (4.4) es uniforme asintótica-

mente estable para un " su�cientemente pequeño. Cuando se realiza la prueba del Lema 5.2

[Kokotovic, 1986], ésta proporciona un valor estimado de "� = (�1 � �2)2 
=�K1 tal que se

mantiene la estabilidad uniforme asintóticamente para todo " < "�: Las constantes positivas

arbitrarias �2 < �1 y 
 < 1 pueden ser ajustadas para aumentar el valor de "� mientras

mantiene una caída exponencial unido a k� (t; s)k. De lo anterior sin embargo, se puede ob-

servar que dentro del análisis del Lema 5.2 la mejor cota (en este caso, el límite superior

del intervalo ("; "�)) de " que garantice la estabilidad uniformemente asintótica puede ser

obtenida cuando �2 tiende a cero y 
 tiende a la unidad para obtener "� = �21=�K1:

4.2. Sistemas Lineales Variantes en el Tiempo modelados en

Bond Graph

En la tesis de maestria [Gonzalez, 2014] se hace un estudio extenso de las características e

implicaciones de los sistema lineales variantes en el tiempo modelados con la metodología de

bond graph, cuando la dependencia del tiempo se encuentra en cualquiera de los elementos

que componen el modelo, como son almacenadores y disipadores de energía, transformadores,

giradores, etc.

El objetivo de esta sección es obtener el estado cuasi-estacionario de una clase de sistemas

lineales que presenta propiedades de escala de dos tiempos (sistema singularmente perturba-

do) pero que los parámetros de los elementos de sistema puedan o no presentar dependencia

del tiempo. Partiendo de que el sistema tiene estabilidad interna y con la condición de que

los elementos de almacenamiento de energía relacionados con las dinámicas rápidas sean no

variantes en el tiempo. Una representación en diagrama de bloques en bond graph es la que

se muestra en la Figura 4.1.

La representación en espacio de estados de la forma estándar de un sistema lineal singular-

mente perturbado variante en el tiempo como el que se muestra en el diagrama a bloques

de la Figura 4.1, con las variables lentas separadas de las variables rápidas, donde una o

más dinámicas lentas son dependientes del tiempo y donde " es un escalar que representa los
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Figura 4.1: Estructura unión de un BGI para una clase de sistemas lineales con elementos que tiene
parámetros variantes en el tiempo.

pequeños parámetros que van a ser despreciados, la representación queda

�
x1 (t) = A11 (t)x1 (t) +A12 (t)x

V
1 (t) +A13 (t)x2 (t) +B1 (t)u (t) ; (4.12)

�
x1
V
(t) = A21 (t)x1 (t) +A22 (t)x

V
1 (t) +A23 (t)x2 (t) +B2 (t)u (t) ; (4.13)

"
�
x2 (t) = A31 (t)x1 (t) +A32 (t)x

V
1 (t) +A33 (t)x2 (t) +B3 (t)u (t) : (4.14)

Los estados x1(t) 2 Rn y x2(t) 2 Rm están compuestos de variables de energía p(t) y q(t)

asociadas con elementos I y C en causalidad integral respectivamente, para dinámicas lentas y

rápidas; mientras que xV1 (t) 2 Rs está compuesto de variables de energía p(t) y q(t) asociadas

con elementos I y C en causalidad integral respectivamente, solo para dinámicas lentas, en

los cuales su capacidad de almacenamiento es variable con respecto al tiempo; u(t) 2 Rp

denota las entradas a la planta; z1(t) 2 Rn y z2(t) 2 Rm son los vectores de co-energía para

las dinámicas lentas y rápidas respectivamente; zV1 (t) 2 Rs es el vector de co-energía para

las dinámicas lentas relacionadas con los elementos almacenadores que son variantes en el

tiempo; Din(t) 2 Rr, DV
in(t; x1) 2 Rr; Dout(t) 2 Rr y DV

out(t; x1) 2 Rr son una mezcla de

esfuerzos y �ujos que contienen los intercambios energéticos entre el campo de disipación y la

estructura de unión, los primeros relacionados con disipadores que no dependen del tiempo
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y los segundo relacionados con elementos disipadores variantes con el tiempo.

La matriz de estructura unión para el sistema (4.12) - (4.14) es,

( )

( )

( )
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )11 12 13 11 12 111
11 11 11 12 12 13
21 22 23 21 22

11 11 11 12 121
31 32 33 31 32
11 11 11 12 21
11 12 13 11 122
21 21 21 22 22
21 22 23 21 22
21 21 21 22 22

V

in
V
in

x t S t S t S t S t S t S t
S t S t S t S t S t Sx t
S t S t S t S t S t

x t S t S t S t S t S t
D t S t S t S t S t S t
D t

 
 
 
 
  =
 
 
 
  

g

g

g

( )
( )
( )
( )

( )
( )
( )
( )
( )

( )

1

121
13

231
13
11
23
21
23

V

out
V
out

z t
z t

t
z t

S t
D t

S t
D t

S t
u t

 
   
   
   
   
   
   
       

; (4.15)

y

z1 (t) = F1x1 (t) ; z
V
1 (t) = F V1 (t)x

V
1 (t) ; z2 (t) = F2x2 (t) ;

Dout (t) = LDin (t) ; D
V
out (t) = LV (t)DV

in (t) ; " = F�12 : (4.16)

Los elementos de la matriz S toman valores dentro del conjunto {0, �1, �kt (t), �kg (t)}

donde kt (t) y kg (t) representan los módulos de los transformadores y de los giradores, res-

pectivamente.

Desarrollando (4.15) se obtiene,

�
x1 (t) = S

11
11 (t) z1 (t) + S

12
11 (t) z

V
1 (t) + S

13
11 (t) z2 (t) + S

11
12 (t)Dout (t) + S

12
12 (t)D

V
out (t) + S

11
13 (t)u (t) ; (4.17)

�
xV1 (t) = S

21
11 (t) z1 (t) + S

22
11 (t) z

V
1 (t) + S

23
11 (t) z2 (t) + S

21
12 (t)Dout (t) + S

22
12 (t)D

V
out (t) + S

21
13 (t)u (t) ; (4.18)

�
x2 (t) = S

31
11 (t) z1 (t) + S

32
11 (t) z

V
1 (t) + S

33
11 (t) z2 (t) + S

31
12 (t)Dout (t) + S

32
12 (t)D

V
out (t) + S

31
13 (t)u (t) ; (4.19)

Din (t) = S
11
21 (t) z1 (t) + S

12
21 (t) z

V
1 (t) + S

13
21 (t) z2 (t) + S

11
22 (t)Dout (t) + S

12
22 (t)D

V
out (t) + S

11
23 (t)u (t) ; (4.20)

DV
in (t) = S

21
21 (t) z1 (t) + S

22
21 (t) z

V
1 (t) + S

23
21 (t) z2 (t) + S

21
22 (t)Dout (t) + S

22
22 (t)D

V
out (t) + S

21
23 (t)u (t) ; (4.21)

sustituyendo (4.16) en (4.20) y (4.21) para obtener,

Din (t) =M (t)
h
S1121 (t)F1x1 (t) + S

12
21 (t)F

V
1 (t)x

V
1 (t) + S

13
21 (t)F2x2 (t) + S

12
22 (t)L

V (t)DV
in (t) + S

11
23 (t)u (t)

i
;

(4.22)

DV
in (t) =M

V (t)
h
S2121 (t)F1x1 (t) + S

22
21 (t)F

V
1 (t)x

V
1 (t) + S

23
21 (t)F2x2 (t) + S

21
22 (t)LDin (t) + S

21
23 (t)u (t)

i
;

(4.23)

donde M (t) =
�
I � S1122 (t)L

��1 y MV (t) =
�
I � S2222 (t)LV (t)

��1
:

Sustituyendo (4.23) en (4.22) y (4.22) en (4.23) con la �nalidad de obtener las expresiones que

de�nen a Din (t) y DV
in (t) sin dependencia de ellas mismas. Este último resultado se sustituye
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en (4.17), (4.18) y (4.19) para obtener las matrices A0s de la representación en espacio de

estados, esto es

A11 (t) =
�
S1111 (t) + S

11
12 (t)�1 (t) � (t) + S

12
12 (t)�2 (t)

�
S2121 (t) + S

21
22 (t)�1 (t) � (t)

�	
F1;

A12 (t) =
�
S1211 (t) + S

11
12 (t)�1 (t) � (t) + S

12
12 (t)�2 (t)

�
S2221 (t) + S

21
22 (t)�1 (t) � (t)

�	
FV1 (t) ;

A13 (t) =
�
S1311 (t) + S

11
12 (t)�1 (t)� (t) + S

12
12 (t)�2 (t)

�
S2321 (t) + S

21
22 (t)�1 (t)� (t)

�	
F2;

A21 (t) =
�
S2111 (t) + S

21
12 (t)�1 (t) � (t) + S

22
12 (t)�2 (t)

�
S2121 (t) + S

21
22 (t)�1 (t) � (t)

�	
F1;

A22 (t) =
�
S2211 (t) + S

21
12 (t)�1 (t) � (t) + S

22
12 (t)�2 (t)

�
S2221 (t) + S

21
22 (t)�1 (t) � (t)

�	
FV1 (t) ;

A23 (t) =
�
S2311 (t) + S

21
12 (t)�1 (t)� (t) + S

22
12 (t)�2 (t)

�
S2321 (t) + S

21
22 (t)�1 (t)� (t)

�	
F2;

A31 (t) = F�12

�
S3111 (t) + S

31
12 (t)�1 (t) � (t) + S

32
21 (t)�2 (t)

�
S2121 (t) + S

21
22 (t)�1 (t) � (t)

�	
F1;

A32 (t) = F�12

�
S3211 (t) + S

31
12 (t)�1 (t) � (t) + S

32
21 (t)�2 (t)

�
S2221 (t) + S

21
22 (t)�1 (t) � (t)

�	
FV1 (t) ;

A33 (t) = F�12

�
S3311 (t) + S

31
12 (t)�1 (t)� (t) + S

32
21 (t)�2 (t)

�
S2321 (t) + S

21
22 (t)�1 (t)� (t)

�	
F2; (4.24)

y para las B0s se tiene

B1 (t) = S1113 (t) + S
11
12 (t)�1 (t)	 (t) + S

12
12 (t)�2 (t)

�
S2123 (t) + S

21
22 (t)�1 (t)	 (t)

�
;

B2 (t) = S2113 (t) + S
21
12 (t)�1 (t)	 (t) + S

22
12 (t)�2 (t)

�
S2123 (t) + S

21
22 (t)�1 (t)	 (t)

�
;

B3 (t) = F�12

�
S3113 (t) + S

31
12 (t)�1 (t)	 (t) + S

32
12 (t)�2 (t)

�
S2321 (t) + S

21
22 (t)�1 (t)	 (t)

�	
; (4.25)

donde

�1 (t) = LT (t)M (t) ; �2 (t) = L
V (t)MV (t) ; T (t) =

h
I �M (t)S1222 (t)L

V (t)MV (t)S2122 (t)L
i�1

� (t) = S1121 (t) + S
12
22 (t)�2 (t)S

21
21 (t) ; � (t) = S1221 (t) + S

12
22 (t)�2 (t)S

22
21 (t)

� (t) = S1321 (t) + S
12
22 (t)�2 (t)S

23
21 (t) ; 	 (t) = S1123 (t) + S

12
22 (t)�2 (t)S

21
23 (t) (4.26)

Con (4.12) a (4.13) se puede obtener una representación en espacio de estados de un sis-

tema lineal singularmente perturbado variante en el tiempo en bond graph con asignación de

causalidad integral a todos los elementos almacenadores de energía.

En la siguiente sección se dará un procedimiento para obtener el estado cuasi-estacionario de

esta clase de sistemas de manera directa.

4.2.1. Procedimiento propuesto para obtener el estado cuasi-estacionario

en bond graph

En esta sección se presenta un procedimiento para determinar el modelo cuasi-estacionario

de un sistema lineal singularmente perturbado variante en el tiempo, con las siguientes condi-

113



Capítulo 4. Sistemas Lineales Singularmente Perturbados Variantes en el Tiempo en Bond
Graph

x1

x2

u

z 1

z

Elementos
Lineales

No Variantes
en el Tiempo

C, I(  )

Fuentes
MS  , MS( )e f

Estructura Unión
MTF, MGY(0, 1,  )

Elementos
Lineales
Variantes

en el Tiempo
  C, I(  )

1

2

x1

z 1
V

1
V

Tiempo
F t( )

D in

Dout

D in

Dout

Elementos Lineales
Disipadores
no Variantes

en el Tiempo  R( )

H

H

HV

HV
Elementos Lineales

Disipadores
Variantes

en el Tiempo  R( )

Figura 4.2: Estructura unión de un SPVBG para una clase de sistemas lineales con elementos disi-
padores variantes en el tiempo.

ciones: el sistema tiene estabilidad interna y que todas las dinámicas rápidas sean no variantes

en el tiempo, la primera se tiene cuando la norma de la matriz A (t) no crece de forma po-

sitiva a in�nito cuando t �! 1 (la parte real de los eigenvalores del sistema son negativos

y �nitos, Re� (A (t)) � �c1 < 0), la segunda condición se establece ya que el procedimiento

propuesto no se contempló para sistemas con dependencia del tiempo en las dinámicas rá-

pidas. La Figura 4.2 muestra un esquema para analizar las propiedades de un sistema lineal

singularmente perturbado con elementos almacenadores y disipadores variantes en el tiempo

en bond graph llamado Bond Graph lineal Singularmente Perturbado Variante en el tiempo

(SPVBG).

En este procedimiento se propone asignar una causalidad derivativa a los elementos de al-

macenamiento que representan la dinámica rápida y mantener una causalidad integral en los

elementos almacenadores relacionados con la dinámica lenta.

La Figura 4.2 muestra que los vectores claves de los elementos de almacenamiento
� �
x2; z2

�
han cambiando con respecto a la Figura 4.1 debido a la asignación de causalidad de estos ele-

mentos. También, los vectores clave de los elementos de disipación
�
DH
in; D

H
out y D

HV
in ; DHV

out

�
de la Figura 4.2 pueden ser diferentes con respecto a los vectores clave

�
Din; Dout y DV

in; D
V
out

�
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de la Figura 4.1 dependiendo de la causalidad del resto de los elementos del sistema.

La nueva estructura unión para esta clase de sistemas lineales variantes en el tiempo se

presenta en el siguiente lema.

Lema 5.1 Considerando una clase de sistemas lineales singularmente perturbados que

tienen elementos de almacenamiento de energía, giradores, transformadores y/o disipadores

de energía en los cuales sus parámetros son dependientes del tiempo, con la condición de que

todos los elementos de almacenamiento de energía relacionados con las dinámicas rápidas sean

no variantes en el tiempo, y satisfaciendo (4.5); y que la matriz A22 (t) sea no singular ; este

sistema es modelado mediante bond graphs de acuerdo a el esquema de la Figura 4.2 donde

los elementos de almacenamiento de la dinámica rápida tienen una asignación de causalidad

derivativa y los elementos de almacenamiento de la dinámica lenta tienen una asignación de

causalidad integral cuya estructura unión está dada por

( )

( )
( )
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )11 12 13 11 12 11
1 11 11 11 12 12 13

21 22 23 21 22
11 11 11 12 12 1

1 31 32 33 31 32
11 11 11 12 21

2 11 12 13 11 12
21 21 21 22 22
21 22 23 21 22
21 21 21 22 22

V

H
in

HV
in

x t H t H t H t H t H t H t
H t H t H t H t H t Hx t
H t H t H t H t H tz t
H t H t H t H t H tD t
H t H t H t H t H tD t

 
 
 
 

= 
 
 
 
 

g

g ( )
( )
( )
( )

( )

( )
( )
( )

( )

1

121
3

31 2
13
11
23
21
23

V

H
out

HV
out

z t
z t

t
x tH t

D tH t
D tH t

u t

 
  
  
  
  
  
  
     
 

g

; (4.27)

donde

z1 (t) = F1x1 (t) ; z
V
1 (t) = F V1 (t)x

V
1 (t) ; z2 (t) = F2x2 (t) ;

DH
out (t) = LDH

in (t) ; D
HV
out (t) = LV (t)DHV

in (t) ; " = F�12 : (4.28)

Una representación del sistema en espacio de estados está dada por

�
x1 (t) = gA11 (t)x1 (t) +gA12 (t)xV1 (t) +gA13 (t) �

x2 (t) + fB1 (t)u (t) ; (4.29)

�
x1
V
(t) = gA21 (t)x1 (t) +gA22 (t)xV1 (t) +gA23 (t) �

x2 (t) + fB2 (t)u (t) ; (4.30)

x2 (t) = gA31 (t)x1 (t) +gA32 (t)xV1 (t) +gA33 (t) �
x2 (t) + fB3 (t)u (t) : (4.31)
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Si se considera que las dinámicas rápidas han terminado para obtener el estado cuasi-estacionario,

es decir
�
x2 (t) = 0; entonces (4.29) y (4.30) se convierten en

�
x1 (t) = gA11 (t)x1 (t) +gA12 (t)xV1 (t) + fB1 (t)u (t) ; (4.32)
�
xV1 (t) = gA21 (t)x1 (t) +gA22 (t)xV1 (t) + fB2 (t)u (t) : (4.33)

Estas últimas ecuaciones, (4.29) y (4.30), son el estado cuasi-estacionario para las dinámicas

lentas no dependientes y las dependientes del tiempo, respectivamente.

Desarrollando (4.27) se obtiene,

�
x1 (t) = H

11
11 (t) z1 (t)+H

12
11 (t) z

V
1 (t)+H

13
11 (t)

�
x2 (t)+H

11
12 (t)Dout (t)+H

12
12 (t)D

V
out (t)+H

11
13 (t)u (t) ; (4.34)

�
xV1 (t) = H

21
11 (t) z1 (t)+H

22
11 (t) z

V
1 (t)+H

23
11 (t)

�
x2 (t)+H

21
12 (t)Dout (t)+H

22
12 (t)D

V
out (t)+H

21
13 (t)u (t) ; (4.35)

z2 (t) = H
31
11 (t) z1 (t)+H

32
11 (t) z

V
1 (t)+H

33
11 (t)

�
x2 (t)+H

31
12 (t)Dout (t)+H

32
12 (t)D

V
out (t)+H

31
13 (t)u (t) ; (4.36)

Din (t) = H
11
21 (t) z1 (t)+H

12
21 (t) z

V
1 (t)+H

13
21 (t)

�
x2 (t)+H

11
22 (t)Dout (t)+H

12
22 (t)D

V
out (t)+H

11
23 (t)u (t) ; (4.37)

DV
in (t) = H

21
21 (t) z1 (t)+H

22
21 (t) z

V
1 (t)+H

23
21 (t)

�
x2 (t)+H

21
22 (t)Dout (t)+H

22
22 (t)D

V
out (t)+H

21
23 (t)u (t) : (4.38)

De la misma forma que se hizo en la sección anterior, sustituyendo (4.28) en (4.37) y (4.38)

se obtiene

DH
in (t) = Q (t)

h
H11
21 (t)F1x1 (t) +H

12
21 (t)F

V
1 (t)x

V
1 (t) +H

13
21 (t)F2

�
x2 (t) +H

12
22 (t)L

V (t)DHV
in (t) +H11

23 (t)u (t)
i
;

(4.39)

DHV
in (t) = QV (t)

h
H21
21 (t)F1x1 (t) +H

22
21 (t)F

V
1 (t)x

V
1 (t) +H

23
21 (t)F2

�
x2 (t) +H

21
22 (t)LD

H
in (t) +H

21
23 (t)u (t)

i
;

(4.40)

donde Q (t) =
�
I �H11

22 (t)L
��1 y QV (t) = �I �H22

22 (t)L
V (t)

��1
:

Sustituyendo (4.40) en (4.39), y el resultado se sustituye en (4.40) para obtener las expresiones

que de�nen a DH
in (t) y D

HV
in (t) sin dependencia de ellas mismas. Este último resultado se

sustituye en (4.34), (4.35) y (4.36) para obtener las matrices para una representación en

espacio de estados.

Para las dinámicas lentas relacionadas con elementos almacenadores que no son dependientes

del tiempo

gA11 (t) =
n
H11
11 (t) +H

11
12 (t)�

H
1 (t) �

H (t) +H12
12 (t)�

H
2 (t)

h
H21
21 (t) +H

21
22 (t)�

H
1 (t) �

H (t)
io
F1;gA12 (t) =

n
H12
11 (t) +H

11
12 (t)�

H
1 (t) �

H (t) +H12
12 (t)�

H
2 (t)

h
H22
21 (t) +H

21
22 (t)�

H
1 (t) �

H (t)
io
FV1 (t) ;gA13 (t) =

n
H13
11 (t) +H

11
12 (t)�

H
1 (t)�

H (t) +H12
12 (t)�

H
2 (t)

h
H23
21 (t) +H

21
22 (t)�

H
1 (t)�

H (t)
io
F2;fB1 (t) = H11

13 (t) +H
11
12 (t)�

H
1 (t)	

H (t) +H12
12 (t)�

H
2 (t)

h
H21
23 (t) +H

21
22 (t)�

H
1 (t)	

H (t)
i
: (4.41)
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Para las dinámicas lentas relacionadas con elementos almacenadores que si dependen del

tiempo

gA21 (t) =
n
H21
11 (t) +H

21
12 (t)�

H
1 (t) �

H (t) +H22
12 (t)�

H
2 (t)

h
H21
21 (t) +H

21
22 (t)�

H
1 (t) �

H (t)
io
F1;gA22 (t) =

n
H22
11 (t) +H

21
12 (t)�

H
1 (t) �

H (t) +H22
12 (t)�

H
2 (t)

h
H22
21 (t) +H

21
22 (t)�

H
1 (t) �

H (t)
io
FV1 (t) ;gA23 (t) =

n
H23
11 (t) +H

21
12 (t)�

H
1 (t)�

H (t) +H22
12 (t)�

H
2 (t)

h
H23
21 (t) +H

21
22 (t)�

H
1 (t)�

H (t)
io
F2;fB2 (t) = H21

13 (t) +H
21
12 (t)�

H
1 (t)	

H (t) +H22
12 (t)�

H
2 (t)

h
H21
23 (t) +H

21
22 (t)�

H
1 (t)	

H (t)
i
; (4.42)

Para las variables rápidas

gA31 (t) = F�12

n
H31
11 (t) +H

31
12 (t)�

H
1 (t) �

H (t) +H32
21 (t)�

H
2 (t)

h
H21
21 (t) +H

21
22 (t)�

H
1 (t) �

H (t)
io
F1;gA32 (t) = F�12

n
H32
11 (t) +H

31
12 (t)�

H
1 (t) �

H (t) +H32
21 (t)�

H
2 (t)

h
H22
21 (t) +H

21
22 (t)�

H
1 (t) �

H (t)
io
FV1 (t) ;gA33 (t) = F�12

n
H33
11 (t) +H

31
12 (t)�

H
1 (t)�

H (t) +H32
21 (t)�

H
2 (t)

h
H23
21 (t) +H

21
22 (t)�

H
1 (t)�

H (t)
io
F2;fB3 (t) = F�12

n
H31
13 (t) +H

31
12 (t)�

H
1 (t)	

H (t) +H32
12 (t)�

H
2 (t)

h
H23
21 (t) +H

21
22 (t)�

H
1 (t)	

H (t)
io
; (4.43)

donde

�H1 (t) = LTH (t)Q (t) ; �H2 (t) = L
V (t)QV (t) ; TH (t) =

h
I �Q (t)H12

22 (t)L
V (t)QV (t)H21

22 (t)L
i�1

:

�H (t) = H11
21 (t) +H

12
22 (t)�

H
2 (t)H

21
21 (t) ; �H (t) = H12

21 (t) +H
12
22 (t)�

H
2 (t)H

22
21 (t) ;

�H (t) = H13
21 (t) +H

12
22 (t)�

H
2 (t)H

23
21 (t) ; 	H (t) = H11

23 (t) +H
12
22 (t)�

H
2 (t)H

21
23 (t) : (4.44)

En la siguiente sección se da un ejemplo con �nes de demostración (sistema no real) para

corroborar la funcionalidad del procedimiento.

4.2.2. Ejemplo demostrativo del procedimiento propuesto

Un motor de corriente directa es un sistema electromécanico que por sus características físicas

cali�ca como un sistema singularmente perturbado, si se agrega una varianza en el tiempo

en un elemento almacenador de energía, en un disipador y en la relación del girador con �nes

demostrativos se tiene el modelo de la Figura 4.3, y en la Figura 4.4 se muestra su modelo

correspondiente en bond graph con causalidad integral asignada.

Los vectores clave y las relaciones constitutivas para el bond graph de la Figura 4.4 son:

Din = f2; DV
in = f6; Dout = e2; DV

out = e6; u = e1; (4.45)
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Motor CDVa

Ra La

Kr
Jr

t
rJ J e−= ⋅ t

rb b e−= ⋅tn e−=

Figura 4.3: Modelo del motor de CD para �nes demostrativos con depenedencia del tiempo en un
elemento almacenador, en un disipador y en el girador.
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Figura 4.4: Modelo en bond graph de la Figura 4.3.
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para el elemento almacenador que no depende del tiempo relacionado con una dinámica lenta

se tiene

x1 = q7;
�
x1 = f7; z1 = e7; (4.46)

para el almacenador de energía dependiente del tiempo relacionado con una variable lenta

xV1 = p8;
�
xV1 = e8; zV1 = f8; (4.47)

y para la dinámica rápida se tiene

x2 = p3;
�
x2 = e3; z2 = f3: (4.48)

Las relaciones constitutivas son

L = Ra; LV (t) = br � e�t; F1 =
1

Kr
; F�11 = Kr;

F V1 =
1

Jr � e�t
;

�
F V1
��1

= Jr � e�t; F2 =
1

La
; F�12 = La; (4.49)

y para el girador modulado variante en el tiempo24 e4

f4

35 =
24 0 e�t

1
e�t 0

3524 e5

f5

35 : (4.50)

A partir de (4.15) y un análisis del bond graph de la Figura 4.4 se obtiene la matriz de

estructura unión

7
7

8
8

3
3

2
2

6
6

1

0 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0

0 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0

t

t

e
f

f
e e

f
e e

e
f

e
f

e

−

−

 
     
     − −     
  =  − −  
     
     
       

  : (4.51)

Por comparación de (4.51) con (4.15) se obtienen las submatrices S (t)

S3211 (t) = �e�t; S2311 (t) = e�t; S1211 = S1321 = S2221 = S3113 = 1; S2111 = S2212 = S3112 = �1;

S1111 = S1311 = S1112 = S1212 = S1113 = S2211 = S2112 = S2113 = S3111 = S3311 = S3221 = S1121 = 0;

S1221 = S1122 = S1222 = S1123 = S2121 = S2122 = S2123 = S2212 = S2321 = 0; (4.52)
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utilizando de (4.16) a (4.26) con (4.52) se obtienen las matrices A y B de la representación

en espacio de estados (4.12) - (4.14).

Entonces, sustituyendo (4.52) para obtener M (t) y MV (t) se obtiene

M =

24I � S1122 (t)| {z }
0

L

35�1 = I = 1 y MV =

24I � S2222 (t)| {z }
0

LV (t)

35�1 = I = 1; (4.53)

en este caso, tanto M como MV son no dependientes del tiempo. Ahora para �1 (t) ; �2 (t)

y T (t) se tiene

T =

24I �M (t)S1222 (t)| {z }
0

LV (t)MV (t)S2122 (t)| {z }
0

L

35�1 = I = 1;

�1 = LTM = L = Ra y �2 (t) = LV (t)MV = LV (t) = br � e�t; (4.54)

entonces

� (t) = S1121 (t) + S
12
22 (t) �2 (t)S

21
21 (t) = 0;

� (t) = S1221 (t) + S
12
22 (t) �2 (t)S

22
21 (t) = 0;

�(t) = S1321 (t) + S
12
22 (t) �2 (t)S

23
21 (t) = 1;

	(t) = S1123 (t) + S
12
22 (t) �2 (t)S

21
23 (t) = 0: (4.55)

Entonces sustituyendo (4.49), (4.52) a (4.55) en (4.24) los valores de A0s para la representación

en espacio de estados se tiene

A11 = 0; A12 (t) =
1

Jr � e�t
; A13 = 0 A21 = �

1

Kr
; A22 = �

br
Jr
;

A23 (t) =
e�t

La
; A31 = 0; A32 = �

La
Jr
; A33 = �Ra; (4.56)

y para los valores de B0s se obtiene

B1 = 0; B2 = 0; B3 = La: (4.57)

Sustituyendo (4.46), (4.47), (4.48), (4.56) y (4.57) en (4.12), (4.13) y (4.14) se obtiene una
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representación en espacio de estados

�
q7 =

1

Jr � e�t
p8; (4.58)

�
p8 = � 1

Kr
q7 �

br
Jr
p8 +

e�t

La
p3; (4.59)

"
�
p3 = �La

Jr
p8 �Rap3 + Lae1: (4.60)

Si se considera que la dinámica rápida ha �nalizado (estado cuasi-estacionario), es decir

"
�
p3 = 0; entonces (4.60) se convierte en

0 = �La
Jr
p8 �Rap3 + Lae1; (4.61)

depejando p3 de (4.60) y después sustituyendo en (4.59) se obtiene

�
q7 =

1

Jr � e�t
p8; (4.62)

�
p8 = � 1

Kr
q7 �

1

Jr

�
e�t

Ra
+ br

�
p8 +

e�t

Ra
e1; (4.63)

Por lo tanto, (4.62) y (4.63) es el modelo cuasi-estacionario del sistema. Ahora utilizando

el Lema 5.1, primero se cambia de causalidad integral a causalidad derivativa los elementos

relacionados con las dinámicas lentas para obtener el Sistema Singularmente Perturbado

Variante en el tiempo en Bond Graph (SPVBG), en este caso, seria el inductor La, como se

muestra en la Figura 4.5.

El cambio en la causalidad del elemento almacenador La ocasiona un cambio en la causalidad

del elemento disipador Ra; por lo que los vectores de disipación (que en este caso en particular

no son vectores por el reducido numero de elementos disipadores) quedan

Din = e2; DV
in = f6; Dout = f2; DV

out = e6; u = e1; (4.64)

A partir de (4.27) y un análisis del bond graph de la Figura 4.5 se obtiene la matriz de
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Figura 4.5: Modelo SPVBG de la Figura 4.3.

estructura unión
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  =    
     − −     
       

  : (4.65)

Por comparación de (4.65) con (4.27) se obtienen las submatrices H (t)

H12
21 (t) = �e�t; H21

12 (t) = e�t; H12
11 = H31

12 = H11
23 = S2221 = 1; H21

11 = H22
12 = H13

21 = �1;

H11
11 = H13

11 = H11
12 = H12

12 = H11
13 = H22

11 = H23
11 = H21

13 = H31
11 = H32

11 = H33
11 = H32

21 = 0;

H31
13 = H11

21 = H11
22 = H12

22 = H21
21 = H23

21 = H21
22 = H22

12 = H21
23 = 0: (4.66)

Ahora, utilizando de (4.28) a (4.44) con (4.66) se obtienen las matrices A y B de la repre-

sentación en espacio de estados (4.29) - (4.31).

Entonces, sustituyendo (4.66) para obtener Q (t) y QV (t) se obtiene

Q =

24I �H11
22 (t)| {z }
0

L

35�1 = I = 1 y QV =

24I �H22
22 (t)| {z }
0

LV (t)

35�1 = I = 1; (4.67)
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en este caso, tanto Q como QV son no dependientes del tiempo. Ahora para �H1 (t) ; �
H
2 (t)

y TH (t) se tiene

TH =

24I �Q (t)H12
22 (t)| {z }
0

LV (t)QV (t)H21
22 (t)| {z }
0

L

35�1 = I = 1;

�H1 = LTHQ = L = Ra y �H2 = LV (t)QV = LV (t) = br � e�t; (4.68)

entonces

�H (t) = H11
21 (t) +H

12
22 (t) �

H
2 (t)H

21
21 (t) = 0;

�H (t) = H12
21 (t) +H

12
22 (t) �

H
2 (t)H

22
21 (t) = �e�t;

�H (t) = H13
21 (t) +H

12
22 (t) �

H
2 (t)H

23
21 (t) = �1;

	H (t) = H11
23 (t) +H

12
22 (t) �

H
2 (t)SH

21
23 (t) = 1: (4.69)

Entonces sustituyendo (4.49), (4.66) a (4.69) en (4.41) a (4.43) los valores de eA0s para la
representación en espacio de estados se tiene

gA11 = 0; gA12 (t) = 1

Jr � e�t
; gA13 = 0; gA21 = � 1

Kr
; gA22 (t) = � 1

Jr

�
e�t

Ra
+ br

�
;

gA23 (t) = �e
�t

Ra
; gA31 = 0; gA32 = � La

Jr �Ra
; gA33 = �La

Ra
; (4.70)

y para los valores de eB0s se obtiene
fB1 = 0; fB2 (t) = e�t

Ra
; fB3 = La

Ra
: (4.71)

Sustituyendo (4.46), (4.67), (4.48), (4.70) y (4.71) en (4.32) y (4.33) se obtiene el modelo

cuasi-estacionario

�
q7 =

1

Jr � e�t
p8; (4.72)

�
p8 = � 1

Kr
q7 �

1

Jr

�
e�t

Ra
+ br

�
p8 +

e�t

Ra
e1: (4.73)

Se puede observar que (4.72) y (4.73) es el mismo resultado que el obtenido en (4.62) y (4.63).
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Tabla 4.1: Parámetros para la simulación del ejemplo demostrativo variante en el tiempo.

Elemento Valor
e1 110 V
Ra 1.64 

La 0.01 H
Kr 0.01 N-m/rad
Jr 0.09 N-m-s2

br 12.7 N-m-s

4.2.3. Comparación de los resultados obtenidos

Para la simulación del estado cuasi-estacionario del sistema de ejemplo demostrativo (4.72) y

(4.73), en 20-SIM
R

se realiza como se muestra en la Figura 4.6. Los parámetros de simulación

del ejemplo demostrativo se dan en la Tabla 4.1.

La Figura 4.7 muestra la conducta dinámica de la variable de estado q7 (ángulo de torsión del

eje del motor) representado con la línea continua comparada con el estado cuasi-estacionario

q7 representado con una línea punteada. La Figura 4.8 muestra la conducta dinámica de la

variable de estado p8 (momento o par de torsión del eje del motor) representado con la línea

continua comparada con el estado cuasi-estacionario p8 representado con una línea punteada.

El estado estacionario de las variables lentas que se obtienen después de 0.5 segundos, tanto

para el sistema original como el modelo de estado cuasi-estacionario es

q7 = 0.4411689016904 rad; q7 = 0.4413792515911 rad;

p8 = �0.02376225019486 N-m-s; p8 = �0.02392405690913 N-m-s; (4.74)

con un error relativo de

Error relativo de q7 = �0.0476%

Error relativo de p8 = 0.68% (4.75)

Ahora, si se deja correr la simulación 0.5 segundos más, es decir después de 1 segundo el valor

de las variables es

q7 = 0.2595967517268 rad; q7 = 0.2595932910495 rad;

p8 = �0.009079136005225 N-m-s; p8 = �0.009078800372935 N-m-s; (4.76)
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Figura 4.6: Diagrama esquemático para la simulación del sistema cuasi-estacionario del modelo de
ejemplo demostrativo.
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Figura 4.7: Dinámica de la variable de estado del modelo original (q7) y la obtenida con el modelo
de estado cuasi-estacionario (q7).
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Figura 4.8: Dinámica de la variable de estado del modelo original (p8) y la obtenida con el modelo
de estado cuasi-estacionario (p8).

con un nuevo error relativo de

Error relativo de q7 = �0.0037%

Error relativo de p8 = 0.003% (4.77)

Se puede observar que el comportamiento dinámico del modelo de estado cuasi-estacionario

no es exactamente el mismo que la dinámica de las variables lentas originales, sin embargo

a pesar de la varianza en el tiempo de algunas variables de estado, el valor �nal estable es

prácticamente el mismo.
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Capítulo 5

Estado Estacionario de Sistemas No

Lineales en Bond Graph

5.1. Introducción

Una de�nición de estado estacionario, también conocido como estado de equilibrio o estado

estable, es el estado del sistema cuando todas las derivadas con respecto al tiempo de las

variables de estado son cero en ausencia de disturbios variantes en el tiempo [Breedveld, 1984].

Esta de�nición de estado estacionario no excluye los proceso que son alimentados por fuentes

constantes. En el caso lineal, la condición de estado estable puede ser formulada en términos

del sistema de ecuaciones

�
x (t) = Ax(t) +Bu (t) ; cuando

�
x (t) = 0: (5.1)

El concepto de estado estacionario para sistemas no lineales fue introducido por A. Isidori y

C. I. Bynes [Isidori, 1990] con la �nalidad de resolver un problema de regulación de salida. En

la mayoría de la bibliografía de sistema no lineales [Khalil, 1996, Sastry, 1999, Slotine, 1991],

en lugar de hablar de estado estacionario se menciona como puntos de equilibro, ya que la

dinámica del sistema no lineal tenderá hacía un determinado punto de equilibrio de acuerdo

a sus condiciones iniciales, es decir, un sistema no lineal puede tener uno o más estados

estacionarios.
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Figura 5.1: Estructura unión de un Bond Graph en cuasalidad Integral (BGI).

En [Gonzalez, 2003] se propone un método utilizando el modelado en bond graph para obtener

el estado estacionario. En este trabajo, se realiza una extensión de dicho método para una

clase de sistemas no lineales aplicandolo a la máquina síncrona.

5.2. Modelado de una clase de sistemas no lineales en bond

graph

Considerando el esquema de un modelo en bond graph con una asignación de causalidad

integral (BGI) para un sistema en el cuál se incluyen los vectores claves como el que se

muestra en la Figura 5.1. En la cuál se describen las fuentes moduladas de esfuerzo y de �ujo

(MSe;MSf ), los elementos almacenadores de energía (C; I) y los elementos disipadores R:

También se observa la estructura unión (0; 1;MTF;MGY ) representada por las uniones 0 y

1, y los transfomadores y giradores modulados por variables de estado (MTF;MGY ).

Las variables de energía p (t) y q (t) asociadas con los elementos almacenadores en causalidad

integral representan los estados x (t) 2 Rn y z (t) 2 Rn corresponde a las variables de estado de

co-energía; u (t) 2 Rp indican las entradas al sistema; Din (t) 2 Rr y Dout (t) 2 Rr representan

la relación entre los elementos de disipación y la estructura unión. La retroalimentación entre

el campo de almacenadores y la estructura unión muestra que los MTF y/o MGY son
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modulados usando un bond activo.

Para la clase de sistemas no lineales analizados en esta sección, son sistemas que presentan

multiplicación de estados. Partiendo de que las relaciones de los almacenadores y de los disi-

padores de energía son lineales [Wellstead, 1979, Sueur, 1991]. Estas relaciones son descritas

mediante

z (t) = Fx(t) (5.2)

Dout (t) = LDin (t) (5.3)

Las relaciones de la estructura unión son24 �
x (t)

Din (t)

35 =
24 S11 (x) S12 (x) S13 (x)

S21 (x) S22 (x) S23 (x)

35
26664

z (t)

Dout (t)

u (t)

37775 (5.4)

Los parámetros de S (x) están dentro del conjunto f0;�1;�kt (x) ;�kg (x)g ; donde kt (x) y

kg (x) son transformadores y giradores que pueden ser modulados por variables de estado

asociadas con los elementos I y/o C con asignación de causalidad integral. Para las condi-

ciones de conservación de potencia se establece que: S11 (x) y S22 (x) son matrices cuadradas

anti-simetricas, y S12 (x) es la matriz transpuesta negativa de S21 (x).

La ecuación de estado para esta clase de sistemas no lineales a partir del modelo en bond

graph es
�
x (t) = A (x)x (t) +B (x)u (t) (5.5)

donde

A (x) = E�1 (x) [S11 (x) + S12 (x)M (x)S21 (x)]F (5.6)

B (x) = E�1 (x) [S13 (x) + S12 (x)M (x)S23 (x)] (5.7)

M (x) = [I � LS22 (x)]�1 L (5.8)

E (x) = I + S14 (x)F
�1
d S14 (x)

T F (5.9)

En la siguiente sección se propone un modelo en bond graph para la obtención de la respuesta

en estado estacionario para una clase de sistemas no lineales.
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Figura 5.2: Estructura unión de un Bond Graph en cuasalidad Derivativa (BGD).

5.3. Estado estacionario de una clase de sistemas no lineales

modelado en bond graph

La respuesta de estado estable es de mucha utilidad para conocer el valor que puede alcanzar

cada variable de estado del sistema cuando ha �nalizado el período dinámico.

Las propiedades de un modelo en bond graph con asignación de causalidad derivativa se

describen en el siguiente Lema.

Lema 6.1. Un modelo en bond graph de una clase de sistemas no lineales que contiene pro-

ducto de estados y con una asignación de causalidad derivativa a los elementos almacenadores

de energía como se muestra en la Figura 5.2 tiene una estructura unión J (x) de�nida por

24 z (t)

Dd
in (t)

35 =
24 J11 (x) J12 (x) J13 (x)

J21 (x) J22 (x) J23 (x)

35
26664

�
x (t)

Dd
out (t)

u (t)

37775 ; (5.10)

donde

z (t) = Fx (t) ; Dd
out (t) = LdD

d
in (t) (5.11)

Los elementos de J (x) toman valores dentro del conjunto f0;�1;�lt (x) ;�lg (x)g donde lt (x)

y lg (x) son los módulos del transformador y del girador para la clase de sistemas no lineales

en este trabajo; estos módulos son dependientes de las variables p (t) y/o q (t) asociadas con
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los elementos almacenadores I y/o C en causalidad derivativa, respectivamente.

Entonces, el modelo matemático considerando las relaciones constitutivas dadas por (5.11)

está dado por,

z (t) = A� (x)
�
x (t) +B� (x)u (t) (5.12)

donde

A� (x) = J11 (x) + J12 (x)N (x)J21 (x) (5.13)

B� (x) = J13 (x) + J12 (x)N (x)J23 (x) (5.14)

N (x) = [I � LdJ22 (x)]�1 Ld: (5.15)

Además, suponiendo que A� (x) es invertible, la respuesta en estado estacionario es de�nida

por

zss = B� (x)uss; (5.16)

usando (5.11) se obtiene

xss = F�1B� (x)uss: (5.17)

Para la mayoría de los sistemas no lineales (5.17) será un sistema de ecuaciones no lineales

que dependen de las variables de estado. Para poder resolver (5.17) es necesario usar un

método para encontrar las raíces del sistema.

Los métodos tales como la bisección y el de la posición falsa para encontrar las raíces de una

ecuación no lineal f (x) = 0 requiere tener la raíz del sistema entre dos estimaciones. Tales

métodos son llamados métodos cerrados. Estos métodos siempre son convergentes ya que se

basan en reducir el intervalo entre dos estimaciones hasta llegar a que la diferencia sea cero,

entonces se obtendrá el valor de la raíz de la ecuación [Kaw, 2011].

5.3.1. El método iterativo de Newton-Raphson

En el método de Newton-Rapshon la raíz de la ecuación no se encuentra encerrada dentro de

dos valores estimados. De hecho, sólo se necesita un valor supuesto inicial para comenzar el

proceso iterativo para encontrar la raíz de una ecuación [Kaw, 2011]. Por consiguiente, este

método cae dentro de la categoría de los métodos abiertos. La convergencia en los métodos
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abiertos no está garantizada, pero si el método converge, lo hace mucho más rápido que los

métodos cerrados.

El método de Newton-Raphson está basado en el principio de que si la estimación inicial de la

raíz de f (x) = 0 está en xi; entonces si se traza la tangente a la curva en f (xi), el punto xi+1

donde la tangente cruza el eje x será un estimado mejorado de la raíz. Usando la de�nición

de la pendiente de una función en x = xi

f 0 (xi) = tan � =
f (xi)� 0
xi � xi+1

(5.18)

la cuál entrega

xi+1 = xi �
f (xi)

f 0 (xi)
(5.19)

La ecuación (5.19) es conocida como la fórmula de Newton-Raphson para resolver ecuaciones

no lineales de la forma f (x) = 0. Entonces, comenzando con un estimado inicial xi, se

puede encontrar el estimado siguiente xi+1, por medio de la ecuación (5.19). Se puede repetir

este proceso hasta encontrar el valor de la raíz dentro de un valor de tolerancia deseable

[Kaw, 2011]. La extensión lógica del método de Newton-Raphson para resolver un sistema de

ecuaciones no lineales, del tipo F (x) = 0 (se cambia de f(x) a F (x) para distinguir entre

una sola ecuación y un sistema de ecuaciones); con x 2 Rn y F = (F1; F2; � � � ; Fn), es decir,

F : Rn ! Rn; consiste en construir una sucesión de vectores mediante el siguiente proceso

iterativo

x(k+1) = x(k) � F 0
�
x(k)

��1
F
�
x(k)

�
(5.20)

donde x(k) =
�
x
(k)
1 ; x

(k)
2 ; � � � ; x(k)n

�
2 Rn y F 0

�
x(k)

�
es la matriz Jacobiana de F; esta matriz

se construye mediante derivadas parciales [Plaza, 2013],

F 0
�
x(k)

�
=

26664
@F1(x(k))

@x1
� � � @F1(x(k))

@xn
...

. . .
...

@Fn(x(k))
@x1

...
@Fn(x(k))

@xn

37775 : (5.21)

En la siguiente sección se aplicará el método de Newton-Raphson como complemento para

obtener el estado estacionario de un sistema no lineal representado en bond graph aplicandolo

en dos ejemplos: la máquina síncrona y un aerogenerador con máquina de inducción.
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Figura 5.3: Un bond graph de la máquina síncrona con asignación de causalidad integral.

5.4. Ejemplo 1: Obtención del estado estacionario de una máquina

síncrona en bond graph

Ya se de�nió el modelo en bond graph de la máquina síncrona en el Ejemplo 1 de la sección

de caso de estudio 1. De acuerdo con la Figura 3.3, un modelo en bond graph de la máquina

síncrona en los ejes d-q se muestra en la Figura 5.3 [Sahm, 1979], donde al igual que en

los ejemplos anteriores, la máquina síncrona está conectada a un bus in�nito y es necesario

realizar una transformación de Park para pasar del dominio trifásico abc a un marco de

referencia dq0:

Los vectores claves del bond graph en causalidad integral son

x =

26666664
p3

p5

p11

p18

37777775 ;
�
x =

26666664
e3

e5

e11

e18

37777775 ;Dout =

26666664
e2

e7

e13

e20

37777775 z =
26666664

f3

f5

f11

f18

37777775 ;Din =

26666664
f2

f7

f13

f20

37777775 ;u =
26666664

e1

e6

e16

e12

37777775 :
(5.22)
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Las relaciones constitutivas son

L = diag fRd; RF ; Rq; Dg ; F�1 = diag fMdF ; Lq; TJg ; (5.23)

donde

MdF =

24 Ld M

M LF

35 ; (5.24)

la estructura unión, S (x) es

3

5

3 1111

5 18

11 23

18 711 3

2 13

7 2

13

20

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

f
f

e fp
e f
e ep
e ep p
f e
f e
f
f

− −   
   −   
   −
   − −   =   
   
   
   
   

     

0

1

6

12

16

e
e
e
e

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   : (5.25)

Por comparación de (5.25) con (5.4), notar que las submatrices S12; S21; S13; S22; y S23 son

matrices constantes, es decir, no dependen de x, y S11 (x) es una submatriz dependiente de

x. Entonces, usando (5.5) a (5.9) y (5.23) a (5.25) se obtiene la representación en variables

de estado

�
x (t) =

26666664
�LFRd

�
MRd
� 0 �p11

TJ

MRF
� �LdRF

� 0 0

0 0 �Rq
Lq

p3
TJ

LF p11
� �Mp11

� � p3
Lq

� D
TJ

37777775x (t) +
26666664
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

37777775u (t) ; (5.26)

donde

� = LdLF �M2: (5.27)
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Figura 5.4: Un bond graph de la máquina síncrona con asignación de causalidad derivativa.

El modelo en bond graph correspondiente para obtener el estado estacionario se muestra en

la Figura 5.4. Notar que los elementos almacenadores tienen una asignación de causalidad

derivativa.

Los vectores claves para el BGD son

Dd
in =

26666664
e2

e7

e13

e20

37777775 ;D
d
out =

26666664
f2

f7

f13

f20

37777775 ;u =
26666664

e1

e6

e16

e12

37777775 ; (5.28)

las relaciones constitutivas son

Ld = diag

�
1

Rd
;
1

RF
;
1

Rq
;
1

D

�
: (5.29)

135



Capítulo 5. Estado Estacionario de Sistemas No-Lineales en Bond Graph

La estructura unión del BGD es

3

5

3 11

5 18

11 2

18 7

2 11 13

7 2

13 3

20 11 3

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

e
e

f e
f e
f f
f f
e p f
e f
e p
e p p

   
   
   
   
   
   =   − −
   

−   
   −
   

− −      

0

1

6

12

16

e
e
e
e

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   : (5.30)

Entonces, usando (5.14), (5.15) y (5.29) a (5.30) se puede obtener la matrix B� (x) para poder

obtener el estado estacionario de la máquina, entonces

B� (x) =

26666664

p23+DRq
	(x) 0 p3p11

	(x) �Rqp11
	(x)

0 1
RF

0 0

p3p11
	(x) 0

p211+DRd
	(x)

Rdp3
	(x)

Rqp11
	(x) 0 �Rdp3

	(x)
RdRq
	(x)

37777775 ; (5.31)

donde

	(x) = Rdp
2
3 +Rqp

2
11 +DRdRq: (5.32)

Mediante la sustitución de (5.28), (5.31) y (5.32) en (5.17), se obtiene el sistema de estado

estacionario 26666664
p3

p5

p11

p18

37777775
ss

=

266666664

Me6
RF

+
Ld[(p23+DRq)e1+e12p3p11�Rqe16p11]

Rdp
2
3+Rqp

2
11+DRdRq

LF e6
RF

+
M[(p23+DRq)e1+e12p3p11�Rqe16p11]

Rdp
2
3+Rqp

2
11+DRdRq

Lq[(p211+DRd)e12+e1p3p11+Rde16p3]
Rdp

2
3+Rqp

2
11+DRdRq

TJ (Rqe1p11�Rde12p3+RdRqe16)
Rdp

2
3+Rqp

2
11+DRdRq

377777775
ss

: (5.33)

Como (5.33) tiene dependencia de las variables p3 y p11, esta ecuación todavía no es la

solución, es necesario resolver el sistema de ecuaciones no lineales aplicando el método de
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Newton-Raphson a (5.33). El primer paso del método es hacer F igual a cero con la �nalidad

de obtener F1; F2; � � � ; Fn;

F =

266666664

F1 = p3 � Me6
RF

� Ld[(p23+DRq)e1+e12p3p11�Rqe16p11]
Rdp

2
3+Rqp

2
11+DRdRq

F5 = p5 � LF e6
RF

� M[(p23+DRq)e1+e12p3p11�Rqe16p11]
Rdp

2
3+Rqp

2
11+DRdRq

F11 = p11 �
Lq[(p211+DRd)e12+e1p3p11+Rde16p3]

Rdp
2
3+Rqp

2
11+DRdRq

F18 = p18 � TJ (Rqe1p11�Rde12p3+RdRqe16)
Rdp

2
3+Rqp

2
11+DRdRq

377777775
: (5.34)

En seguida, se debe encontrar F 0
�
x(k)

�
con (5.21), es decir, la matrix Jacobiana de (5.33)

resultando,

F 0
�
x(k)

�
=

26666664

@F3(x)
@p3

0 @F3(x)
@p5

0

@F5(x)
@p3

1 @F5(x)
@p5

0

@F11(x)
@p3

0 @F11(x)
@p5

0

@F18(x)
@p3

0 @F18(x)
@p5

1

37777775 ; (5.35)

donde la primera columna es

@F3 (x)

@p3
= 1� Ld [(2Rq [e1p11 +Rde16]�Rde12p3) p3] p11

�

�
Ld
�
Rqe12p

2
11 +DRdRqe12

�
p11

�
; (5.36)

@F5 (x)

@p3
= �

MRd
�
2Rqe16p3 +D

�
Rqe12 � e12p23

��
p11

�

�
MRq

�
2e1p3p

2
11 + e12p

3
11 �DRde1p3

�
�

; (5.37)

@F11 (x)

@p3
= �

LqRd
�
(�Rde16 � e1p11) p23 + (Rqe16 � 2e12p3) p211

�
�

�DLqRd [Rqe1p11 + 2Rde12p3 +RdRqe16]
�

; (5.38)

@F18 (x)

@p3
= �

TJRd
�
Rde12p

2
3 �Rqe12p211 �DRdRqe12

�
�

+
2TJRdRq [e1p11 +Rde16] p3

�
; (5.39)
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la tercera columna

@F3 (x)

@p11
= �

LdRq
�
�2e1p23 � 2DRqe1 � e12p3p11

�
p11 + LqR

2
de12p

2
11

�

�
LdRd

�
e12
�
p23 +DRq

�
p3 �Rq

�
p23 �DRq

�
e16
�

�
; (5.40)

@F5 (x)

@p11
= �

MRq
�
Rq (�2De1 � 2De12p3p11 + e16p11)� 2e1p23

�
p11

�

�
MRd

�
e12p

3
3 +Rq

�
De12p3 � e16p23 �DRqe16

��
�

; (5.41)

@F11 (x)

@p11
= 1�

Lq
�
2Rde12p

2
3 �Rqe1p3p11 � 2RdRqe16p3

�
p11

�

�
Rde1

�
Ldp

2
3 +DLqRq

�
p3

�
; (5.42)

@F18 (x)

@p11
= 1�

TJ
�
2RdRqe12p3 �R2q (e1p11 + 2Rde16)

�
p11

�

�
TJRdRq

�
e1p

2
3 +DRqe1

�
�

(5.43)

@F18 (x)

@p11
= 1�

TJ
�
2RdRqe12p3 �R2q (e1p11 + 2Rde16)

�
p11

�

�
TJRdRq

�
e1p

2
3 +DRqe1

�
�

; (5.44)

donde

� =
�
Rdp

2
3 +Rqp

2
11 +DRdRq

�2
: (5.45)

Finalmente, sustituyendo de (5.35) a (5.45) dentro de (5.33) se puede resolver el sistema

(5.33) y encontrar los valores en estado estacionario de las variables.

5.4.1. Comparación de los resultados obtenidos

Con el objetivo de veri�car el estado estacionario de una máquina síncrona, en las Figuras

5.5 a 5.8 se muestra el comportamiento de las variables, donde los parámetros numéricos

[Anderson, 2003] son los que se muestran en la Tabla 5.1.
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Tabla 5.1: Parámetros para la simulación de la máquina síncrona.

Elemento Valor
TJ 2.37 N-s2/m
Rd 0.1 

Rq 0.1 

D 3 N-s/m
Ld 1.7 H
Lq 1.64 H
LF 1.65 H
M 1.55 H
RF 11 


Vd = e1 0.105 V
VF = e6 30 V
Vq = e12 165.27 V
Tm = e16 500 N

0 5 10 15 20 25 30
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­30

­20

­10
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20

{V
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}
p

Figura 5.5: Enlace de �ujo p3 en Ld y su valor en estado estacionario.
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Figura 5.6: Enlace de �ujo p5 en LF y su valor en estado estacionario.
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Figura 5.7: Enlace de �ujo p11 en Lq y su valor en estado estacionario.
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Figura 5.8: Momento angular p18 en TJ y su valor en estado estacionario.

Sustituyendo los parámetros de la Tabla 5.1, y usando el método de Newton-Raphson en

(5.33), después de cinco iteraciones, se obtiene26666664
p3

p5

p11

p18

37777775
ssNR

=

26666664
�0;9916254822747 V-s

�0;2584071910579 V-s

0;0012119713164 V-s

394;9976395895742 N-m-s

37777775
ssNR

: (5.46)

Si se comparan los resultados del estado estacionario obtenidos mediante el método de

Newton-Raphson en (5.46) con los estados estables que se ven en las Figura 5.5 a la 5.8,

los errores relativos de las variables de estado son26666664
Error relativo de p3

Error relativo de p5

Error relativo de p11

Error relativo de p18

37777775 =
26666664
�0;0000008%

�0;00000036%

0;0000079%

�0;0000079%

37777775 (5.47)

Se puede observar que la diferencia del valor de las variables del modelo de la máquina

síncrona en estado estacionario y el valor obtenido utilizando el BGD es prácticamente nulo.
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Figura 5.9: Bond graph con causalidad integral asignada de la turbina de viento.

5.5. Ejemplo 2: Obtención del estado estacionario de un aero-

generador con máquina de inducción con bond graph

Anteriormente, en un ejemplo se de�nió el modelo en coordenadas dq0 de la máquina de

inducción o asíncrona y el modelo mecánico de tres masas de la turbina de viento (Figuras

3.18 y 3.25 respectivamente). De acuerdo con la Figura 3.18, se describe en la Figura 5.9

el bond graph de la máquina de inducción en los ejes dq0 [Junco, 1999, Borutzky, 2011]

agregando el modelo mecánico de la turbina. En la Figura 5.9 se puede ver la resistencia

de estator (Rs) y la resistencia del rotor referida al estator (Rr), también se presentan los

efectos debidos a la inductancia mutua en ambos ejes d y q mediante los campos-I, Ld y Lq;

respectivamente. Este bond graph corresponde al sistema físico idealizado en la Figura 3.18,

donde la letra p dentro de un círculo representa a un detector de estados, en este caso, los

detectores sensan los enlaces de �ujo dentro de los devanados.
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Los vectores clave y las relaciones constitutivas para el bond graph de la Figura 5.9 son:

u =
h
e1 e21 e38 f24

iT
; L = Diag fRs; Rr; Rs; Rr; Dg; Dhg; Dh; Dbh; Dbg ;

Dout =
h
e2 e8 e19 e20 e23 e27 e30 e34 e37

iT
;

Din =
h
f2 f8 f19 f20 f23 f27 f30 f34 f37

iT
, (5.48)

para las dinámicas lentas son

x1 =

26666666664

p13

q26

p29

q33

p36

37777777775
;
�
x1 =

26666666664

e13

f26

e29

f33

e36

37777777775
; z1 =

26666666664

f13

e26

f29

e33

f36

37777777775
;F�12 =

26666664
Ls Lm 0 0

Lm Lr 0 0

0 0 Ls Lm

0 0 Lm Lr

37777775 ; (5.49)

y para las dinámicas rápidas se tiene

x2 =

26666664
p4

p5

p6

p7

37777775 ;
�
x2 =

26666664
e4

e5

e6

e7

37777775 ; z2 =
26666664
f4

f5

f6

f7

37777775 ; F
�1
1 = Diag fHg;Khg;Hh;Kbh;Hbg : (5.50)

Para las fuentes moduladas se tiene que

e3 = !F�qs = f24p6; e18 = �!F�ds = �f24p4;

e9 = !F�qr = f24p7; e22 = �!F�dr = �f24p5; (5.51)

y para los giradores modulados24 e10

f10

35 =

24 0 ��qr

1
��qr

0

3524 e11

f11

35)
24 e10

f10

35 =
24 0 �p7

1
�p7

0

3524 e11

f11

35 ;
24 e16

f16

35 =

24 0 ��dr

1
��dr

0

3524 e17

f17

35)
24 e16

f16

35 =
24 0 �p5

1
�p5

0

3524 e17

f17

35 : (5.52)
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A partir de (3.86) y un análisis del bond graph de la Figura 5.9 se obtiene la matriz de

estructura unión,

13 7 5

26

29

33

36

4

5

6

7

2

8

19

20

23

27

30

34

37

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

e p p
f
e
f
e
e
e
e
e
f
f
f
f
f
f
f
f
f

η η− − 
  − 
  − − −
 

− 
 
 
 
 
 
 
 
  =
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

6

7 7

4

5 5

0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

p
p p

p
p p

η

η

− − −
− −

− −
− − −

− −

13

26

0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

f
e

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 −
 
 
 −
 
  

29

33

36

4

5

6

7

2

8

19

20

23

27

30

34

37

1

21

38

24

f
e
f
f
f
f
f
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
f

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   : (5.53)

Por comparación de (5.53) con (3.86) se obtienen las submatrices S (x) y usando de (3.87)

a (3.92) se obtienen las matrices A y B de la representación en espacio de estados (3.84) y

(3.85).

Para la matriz A11 se tiene

A11 =

26666666664

� 1
Hg
(Dg +Dgh)

1
Kgh

1
Hh
Dgh 0 0

� 1
Hg

0 1
Hh

0 0

1
Hg
Dgh � 1

Kgh
� 1
Hh
(Dh +Dbh +Dgh)

1
Kbh

1
Hb
Dbh

0 0 � 1
Hh

0 1
Hb

0 0 1
Hh
Dbh

1
Kbh

� 1
Hb
(Db +Dbh)

37777777775
;

(5.54)
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para A12 (x) se obtiene

A12 (x) =
�

�

26666666664

�Lmp7 Lsp7 Lmp5 �Lsp5
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

37777777775
; (5.55)

donde

� = LrLs � L2m: (5.56)

Para la matriz B1

B1 =

26666666664

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

37777777775
: (5.57)

La matriz A21 (x) queda

A21 (x) =
�

Hg

26666664
�Lmp7 0 0 0 0

�Lrp7 0 0 0 0

Lmp5 0 0 0 0

Lrp5 0 0 0 0

37777775 ; (5.58)

A22 queda

A22 =
1

�

26666664
L2mRr � LrLsRs LmLsRs � LmLsRr 0 0

LmLrRr � LmLrRs L2mRs � LrLsRr 0 0

0 0 L2mRr � LrLsRs LmLsRs � LmLsRr
0 0 LmLrRr � LmLrRs L2mRs � LrLsRr

37777775 ;
(5.59)
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Figura 5.10: Bond graph con causalidad derivativa asignada de la turbina de viento.

Finalmente, para B2 (x) se tiene

B2 (x) =

26666664
�Ls 0 0 p7Lm + p6Ls

�Lm 0 0 p6Lm + p7Lr

0 �Ls 0 �p5Lm � p4Ls
0 �Lm 0 �p4Lm � p5Lr

37777775 : (5.60)

Ahora, cambiando la causalidad de todos los elementos almacenadores de energía se obtiene

el Bond Graph en causalidad Derivativa (BGD) del modelo de la turbina de viento que se

muestra en la Figura 5.10.

Los vectores claves para el BGD son,

Dd
out =

h
e2 e8 e19 e20 e23 f27 f30 f34 f37

iT
;

Dd
in =

h
f2 f8 f19 f20 f23 e27 e30 e34 e37

iT
;

u =
h
e1 e21 e38 f24

iT
: (5.61)
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Las relaciones constitutivas son

F = Diag

�
M�1
d ;

1

Hg
;
1

Khg
;
1

Hh
;
1

Kbh
;
1

Hb

�
; (5.62)

Para las fuentes moduladas y los giradores son (5.51) y (5.52), respectivamente.

Un análisis del modelo BGD de la Figura 5.10 permite determinar la matriz de estructura

unión J (x), la cuál queda,
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 
 
 
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 
 
 
 
 
 
 
 
   : (5.63)

Entonces, usando (5.14), (5.15) y (5.61) a (5.63) se puede obtener la matrix N (x) para poder
obtener el estado estacionario del aerogenerador, entonces

N (x) =

266666666666666666666664

1
Rs

0 0 0 0 0 0 0 0

0
�2p25+RrDT

Rr	(x)
0

�2p5p7
Rr	(x)

� �p7
	(x)

0
�Dhp7
	(x)

0
�Dbp7
	(x)

0 0 1
Rs

0 0 0 0 0 0

0
�2p5p7
Rr	(x)

0
�2p27+RrDT

Rr	(x)
�p5
	(x)

0 � �Dhp5
	(x)

0 � �Dbp5
	(x)

0
�p7
	(x)

0 � �p5
	(x)

Rr
	(x)

0 �RrDh
	(x)

0 �RrDb
	(x)

0 0 0 0 0 Dhg 0 0 0

0
�Dhp7
	(x)

0 � �Dhp5
	(x)

RrDh
	(x)

0
Dh[p57+Rr(Db+Dg)]

	(x)
0 �RrDbDh

	(x)

0 0 0 0 0 0 0 Dbh 0

0
�Dbp7
	(x)

0 � �Dbp5
	(x)

RrDb
	(x)

0
RrDbDh
	(x)

0
Db[p57+Rr(Dg+Dh)]

	(x)

377777777777777777777775

;

(5 .64)
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con (5.64) se encuentra B� (x) sustituyendo en (5.14), entonces

B� (x) =

266666666666666666666664

� 1
Rs

0 0 p6
Rs

0 0 � �p7
	(x)

DT p7
	(x)

0 � 1
Rs

0 � p4
Rs

0 0 � �p5
	(x) �DT p5

	(x)

0 0 Rr
	(x)

�(p25+p27)
	(x)

0 0
p57+RrDg
	(x) ��(p25+p27)(Db+Dh)

	(x)

0 0 Rr
	(x)

�(p25+p27)
	(x)

0 0
p57+Rr(Dg+Dh)

	(x) ��(p25+p27)Db
	(x)

0 0 Rr
	(x)

�(p25+p27)
	(x)

377777777777777777777775

; (5.65)

donde

DT = Db +Dg +Dh;

p57 = �2
�
p25 + p

2
7

�
;

	(x) = p57 +RrDT : (5.66)

Mediante la sustitución de (5.61), (5.65) y (5.66) en (5.17), se obtiene el sistema en estado

estacionario 266666666666666666666664

p4

p5

p6

p7

p13

q26

p29

q33

p36

377777777777777777777775
ss

=

266666666666666666666664

f24

h
Ls
Rs
p6 +

LmDT
	(x) p7 �

Ls
Rs
e1 � �Lm

	(x)e38p7

i
f24

h
Lm
Rs
p6 +

LrDT
	(x) p7 �

Lm
Rs
e1 � �Lr

	(x)e38p7

i
�Lm
	(x)e38p5 �

Ls
Rs
e21 � f24

h
Ls
Rs
p4 +

LmDT
	(x) p5

i
�Lr
	(x)e38p5 �

Lm
Rs
e21 � f24

h
Lm
Rs
p4 +

LrDT
	(x) p5

i
HgRre38+�Hg(p25+p27)f24

	(x)
Khg(p57+RrDg)e38��Khg(p25+p27)(Db+Dh)f24

	(x)
HhRre38+�Hh(p25+p27)f24

	(x)
Kbh[p57+Rr(Dg+Dh)]e38��KbhDb(p25+p27)f24

	(x)
HbRre38+�Hb(p25+p27)f24

	(x)

377777777777777777777775
ss

: (5.67)

Ahora, sustituyendo los valores numéricos de la máquina de inducción y los valores de la
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Tabla 5.2: Parámetros para la simulación del aerogenerador.

Elemento Valor Elemento Valor
Hg 0.089 N�m-s2 Rs 0.435 

Hh 0.03 N�m-s2 Rr 0.816 

Hb 0.05 N�m-s2 Ls 0.0713 H
Kbh 0.001 N-m/rad Lr 0.0713 H
Khg 0.001 N-m/rad Lm 0.0693 H
Dg 0.1 N�m-s � 2 pares
Dh 0.3 N�m-s e1 0 V
Db 0.4 N�m-s e21 269.412 V
Dbh 0.4 N�m-s e38 100 N
Dhg 0.3 N�m-s f24 377 rad/s

parte mecánica del aerogenerador que se dan en la Tabla 5.2, (5.67) se convierte en266666666666666666666664

p4

p5

p6

p7

p13

q26

p29

q33

p36

377777777777777777777775
ss

=

2666666666666666666666664

61;793p6 +
7;04p7

4p25+4p
2
7+0;6528

60;06p6 +
7;2441p7

4p25+4p
2
7+0;6528

�61;793p4 � 7;0409p5
4p25+4p

2
7+0;6528

� 44;159

�60;06p4 � 7;2441p5
4p25+4p

2
7+0;6528

� 42;92
67;106(p25+p27)+7;2624
4p25+4p

2
7+0;6528

�0;1278(p25+p27)�0;00816
4p25+4p

2
7+0;6528

22;62(p25+p27)+2;448
4p25+4p

2
7+0;6528

0;0984(p25+p27)+0;03264
4p25+4p

2
7+0;6528

37;7(p25+p27)+4;08
4p25+4p

2
7+0;6528

3777777777777777777777775
ss

: (5.68)

Como (5.68) tiene dependencia de las variables p4; p5; p6 y p7, esta ecuación todavía no es

la solución, en necesario resolver el sistema de ecuaciones no lineales aplicando el método de

Newton-Raphson a (5.68).
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El primer paso del método es hacer F igual a cero con la �nalidad de obtener F1; F2; � � � ; Fn;

F (x) =

2666666666666666666666664

F4 = p4 � 61;793p6 � 7;04p7
4p25+4p

2
7+0;6528

F5 = p5 � 60;06p6 � 7;2441p7
4p25+4p

2
7+0;6528

F6 = p6 + 61;793p4 +
7;0409p5

4p25+4p
2
7+0;6528

+ 44;159

F7 = p7 + 60;06p4 +
7;2441p5

4p25+4p
2
7+0;6528

+ 42;92

F13 = p13 �
67;106(p25+p27)+7;2624
4p25+4p

2
7+0;6528

F26 = q26 +
0;1278(p25+p27)�0;00816

4p25+4p
2
7+0;6528

F29 = p29 �
22;62(p25+p27)+2;448
4p25+4p

2
7+0;6528

F33 = q33 �
0;0984(p25+p27)+0;03264

4p25+4p
2
7+0;6528

F36 = p36 �
37;7(p25+p27)+4;08
4p25+4p

2
7+0;6528

3777777777777777777777775

=

266666666666666666666664

0

0

0

0

0

0

0

0

0

377777777777777777777775

: (5.69)

En seguida, se debe encontrar F 0
�
x(k)

�
con (5.21), es decir, la matrix Jacobiana de (5.68)

resultando,

F 0
�
x(k)

�
=

266666666666666666666664

1 @F4(x)
@p5

�61;793 @F4(x)
@p7

0 0 0 0 0

0 @F5(x)
@p5

�60;06 @F5(x)
@p7

0 0 0 0 0

61;793 @F6(x)
@p5

1 @F6(x)
@p7

0 0 0 0 0

60;06 @F7(x)
@p5

0 @F7(x)
@p7

0 0 0 0 0

0 @F13(x)
@p5

0 @F13(x)
@p7

1 0 0 0 0

0 @F26(x)
@p5

0 @F26(x)
@p7

0 1 0 0 0

0 @F29(x)
@p5

0 @F29(x)
@p7

0 0 1 0 0

0 @F33(x)
@p5

0 @F33(x)
@p7

0 0 0 1 0

0� 61;793 @F36(x)
@p5

0 @F36(x)
@p7

0 0 0 0 1

377777777777777777777775

; (5.70)

donde la segunda columna es

@F4 (x)

@p5
=

56;3272p5p7�
4
�
p25 + p

2
7

�
+ 0;6528

�2 ; (5.71)

@F5 (x)

@p5
= 1 +

57;9528p5p7�
4
�
p25 + p

2
7

�
+ 0;6528

�2 ; (5.72)

@F6 (x)

@p5
=
28;1636

�
p27 � p25

�
+ 4;5963�

4
�
p25 + p

2
7

�
+ 0;6528

�2 ; (5.73)
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@F7 (x)

@p5
=
28;9764

�
p27 � p25

�
+ 4;7289�

4
�
p25 + p

2
7

�
+ 0;6528

�2 ; (5.74)

@F13 (x)

@p5
= � 29;5144p5�

4
�
p25 + p

2
7

�
+ 0;6528

�2 ; (5.75)

@F26 (x)

@p5
=

0;23208p5�
4
�
p25 + p

2
7

�
+ 0;6528

�2 ; (5.76)

@F29 (x)

@p5
= � 9;9486p5�

4
�
p25 + p

2
7

�
+ 0;6528

�2 ; (5.77)

@F33 (x)

@p5
=

0;13265p5�
4
�
p25 + p

2
7

�
+ 0;6528

�2 ; (5.78)

@F36 (x)

@p5
= � 16;5811p5�

4
�
p25 + p

2
7

�
+ 0;6528

�2 ; (5.79)

la cuarta columna
@F4 (x)

@p7
=
28;1636

�
p27 � p25

�
� 4;5963�

4
�
p25 + p

2
7

�
+ 0;6528

�2 ; (5.80)

@F5 (x)

@p7
=
28;9764

�
p27 � p25

�
� 4;7289�

4
�
p25 + p

2
7

�
+ 0;6528

�2 ; (5.81)

@F6 (x)

@p7
= � 56;3272p5p7�

4
�
p25 + p

2
7

�
+ 0;6528

�2 ; (5.82)

@F7 (x)

@p7
= 1� 57;9528p5p7�

4
�
p25 + p

2
7

�
+ 0;6528

�2 ; (5.83)

@F13 (x)

@p7
= � 29;5144p7�

4
�
p25 + p

2
7

�
+ 0;6528

�2 ; (5.84)

@F26 (x)

@p7
=

0;23208p7�
4
�
p25 + p

2
7

�
+ 0;6528

�2 ; (5.85)

@F29 (x)

@p7
= � 9;9486p7�

4
�
p25 + p

2
7

�
+ 0;6528

�2 ; (5.86)

@F33 (x)

@p7
=

0;13265p7�
4
�
p25 + p

2
7

�
+ 0;6528

�2 ; (5.87)

@F36 (x)

@p7
= � 16;5811p7�

4
�
p25 + p

2
7

�
+ 0;6528

�2 ; (5.88)
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Finalmente, sustituyendo de (5.70) a (5.88) dentro de (5.68) se puede resolver el sistema

(5.68) y determinar los valores en estado estacionario de las variables de estado.

Antes de realizar la simulación, se veri�ca que el sistema del aerogenerador tenga estabilidad

interna, es decir, se debe cumplir la condición dada en (3.12), partiendo de

g = A21x1 +A22x2 +B2u: (5.89)

Se sustituyen en (5.89) los valores encontrados A21 (x) ; A22 y B2 (x) (ecuaciones (5.58), 

(5.59) y (5.60) respectivamente), y los vectores x1; x2 y u; así como los parámetros de la 

máquina de inducción y de la modelo de tres masas de la turbina de viento, y realizando 

derivadas parciales con respecto a las variables rápidas (p4; p5; p6 y p7), se obtiene

@g

@x2
=

26666664
6;0719 �6;6947 26;88 26;126� 1;5573p13
6;6947 �7;3229 26;126 26;88� 1;6022p13
�26;88 1;5573p13 � 26;126 6;0719 �6;6947

�26;126 1;6022p13 � 26;88 6;6947 �7;3229

37777775 : (5.90)

Como la variable lenta se encuentra muy cerca de su valor inicial, se considera p13 = 0;

@g

@x2

����
p13=0

=

26666664
6;0719 �6;6947 26;88 26;126

6;6947 �7;3229 26;126 26;88

�26;88 �26;126 6;0719 �6;6947

�26;126 �26;88 6;6947 �7;3229

37777775 : (5.91)

Se encuentran los valores propios de (5.91), se obtiene

� =

26666664
�0;625 5� 53;005i

�0;6255 + 53;005i

�0;6255� 0;75469i

�0;6255 + 0;75469i

37777775 (5.92)

Por lo que, se cumple la condición de Re�
n
@g
@x2

o
� �c < 0, es decir todos los eigenvalores

tienen parte real negativa, por lo que el sistema tiene estabildad interna.
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Tiempo {s}

­1.5

­1

­0.5

0

{V
­s

}
p

Figura 5.11: Enlace de �ujo p4 ( �ds ) y su valor en estado estacionario.

5.5.1. Comparación de los resultados obtenidos

Con el objetivo de veri�car el estado estacionario del modelo del aerogenerador, en las Figuras

5.11 a 5.19 se muestra las dinámicas de las variables de estado.

Utilizando el método de Newton-Raphson en (5.68), después de seis iteraciones, se obtiene266666666666666666666664

p4

p5

p6

p7

p13

q26

p29

q33

p36

377777777777777777777775
ssNR

=

266666666666666666666664

�0;683199896646768 V-s

�0;647934976303497 V-s

�0;015625579862299 V-s

0;094984893014545 V-s

15;218629097913546 N-m-s

�0;019697082450892 rad

5;129874976370128 N-m-s

0;031601666969469 rad

8;549791627896651 N-m-s

377777777777777777777775
ssNR

: (5.93)

Si se comparan los resultados del estado estacionario obtenidos mediante el método de

Newton-Raphson en (5.93) con las dinámicas que se ilustran en las Figuras 5.11 a la 5.19, los
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
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­0.4
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0

0.2

{V
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}
p

Figura 5.12: Enlace de �ujo p5 ( �dr ) y su valor en estado estacionario.
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Figura 5.13: Enlace de �ujo p6 ( �qs ) y su valor en estado estacionario.
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Tiempo {s}

­0.2

0
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0.4

0.6
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­s
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p

Figura 5.14: Enlace de �ujo p7 ( �dr ) y su valor en estado estacionario.
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Figura 5.15: Momento de torsión angular p13 en la �echa del generador y su valor en estado
estacionario.
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Figura 5.16: Ángulo de torsión q26 entre la �echa del generador y el buje, y su valor en estado
estacionario.
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Figura 5.17: Momento de torsión angular p29 en el buje y su valor en estado estacionario.
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Figura 5.18: Ángulo de torsión q33 entre el buje y el eje de las aspas, y su valor en estado estacionario.
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Figura 5.19: Momento de torsión angular p36 en el eje de las aspas del aerogenerador y su valor en
estado estacionario.
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errores relativos de las variables de estado son266666666666666666666664

Error relativo de p4

Error relativo de p5

Error relativo de p6

Error relativo de p7

Error relativo de p13

Error relativo de q26

Error relativo de p29

Error relativo de q33

Error relativo de p36

377777777777777777777775

=

266666666666666666666664

�0;00138 %

0;0164 %

�0;154 %

�0;535 %

0;00073 %

0;00446 %

0;000733 %

�0;0000098 %

�0;000733 %

377777777777777777777775

(5.94)

Se puede observar que los errores relativos son relativamente pequeños, estos errores crecerán

o disminuirán dependiendo de la diferencia de rápidez o lentitud entre las dinámicas rápidas

y lentas, es decir, que tan rápidas son las variables rápidas con respecto a las variables lentas,

entre más grande sea esta separación, más exacto será el resultado.
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Conclusiones y Trabajos Futuros

6.1. Conclusiones

Cuando los sistemas que se desean analizar tienen una gran cantidad de elementos almace-

nadores de energía, es decir, son sistemas de alto orden y además presentan características no

lineales, los modelos que los representan suelen ser bastante complejos, esto ocasiona que el

análisis y simulación de dichos modelos sea más difícil y represente mayor esfuerzo computa-

cional, por lo anterior, la reducción de orden de los modelos, sin que esto implique pérdida

en la representatividad del modelo real, se convierte en un factor importante en el análisis y

control de los sistemas, ya que un modelo reducido involucra menos variables que el modelo

original. Los sistemas singularmente perturbados (casi todos los sistemas electromecánicos de

grandes dimensiones como son los utilizados en la generación y distribución de energía eléc-

trica) cumplen con la condición de tener dos escalas de tiempo, es decir, contienen variables

rápidas en su sección eléctrica y dinámicas lentas en su parte mecánica. Por lo que es posible

encontrar un modelo de estado cuasi-estacionario mediante la reducción de orden del modelo

original, en el cuál las variables de estado presentan una dinámica relativamente cercana, pero

no exacta, a las dinámicas del modelo original, en cambio, el valor �nal en estado estacionario

es prácticamente el mismo en los dos modelos. La exactitud del método propuesto, es decir

la diferencia entre el estado estacionario del modelo original y el valor �nal del modelo de
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estado cuasi-estacionario se incrementa o se decrementa dependiendo de la diferencia entre

las velocidades de las dinámicas lentas y rápidas, esto es, entre más grande sea la separación

entre los dos grupos de eigenvalores del sistema, más exacto es el valor obtenido con el método

propuesto.

En un trabajo de tesis anterior [Barrera, 2011], se propuso un procedimiento para obtener el

estado cuasi-estacionario o modelo lento reducido de sistemas lineales. En el presente trabajo

se demostró que dicho procedimiento funciona también para una clase de sistemas no lineales

que contienen multiplicación de estados, este efecto es introducido mediante un transformador

o en un girador en bond graph, como es el caso del modelo de la máquina síncrona.

En este trabajo de tesis se presentó un método para obtener el estado cuasi-estacionario

para algunas clases de sistemas no lineales con perturbaciones singulares modelados en bond

graph. Se consideran no linealidades en los elementos de disipación de energía (Resistencias)

y/o en los elementos de interconexión que son modelados como transformadores y/o giradores

modulados que determinan la estructura unión del sistema. Se proponen casos de estudio

validando los resultados por medio de simulación. Así mismo se analiza la estabilidad interna

de estos sistemas para garantizar que las dinámicas del sistema tendrán un valor �nal.

Se propone un método para obtener el modelo lento de sistemas lineales variantes en el tiempo

cuando la varianza en el tiempo está en los elementos almacenadores de energía relacionados

solo con dinámicas lentas, la demostración de la funcionalidad del método propuesto se realiza

mediante un ejemplo demostrativo con un modelo en bond graph que no viene de un sistema

físico.

Se obtuvo el estado estacionario mediante bond graph de una clase de sistemas no lineales

utilizando una asignación de causalidad derivativa al modelo (se realiza esta prueba con dos

ejemplos), que aunque no tiene una representación física, si es útil para determinar el valor

�nal de las variables de estado. En los sistemas no lineales puede existir más de un estado

estacionario para cada variable, dependiendo de las condiciones iniciales y las entradas al

sistema, a estos estados estacionarios generalmente se les conoce como puntos de equilibrio,
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sin dejar de mencionar que, al tratarse de sistemas no lineales pueden existir uno o más

estados estacionarios para cada variable que dependerán de las condiciones iniciales y de las

entradas al sistema.

6.2. Trabajos futuros

Este trabajo de investigación puede marcar un camino para nuevos trabajos sobre otras clases

de sistemas singularmente perturbados no lineales utilizando la metodología de bond graph,

aplicando el método propuesto a otros ejemplos de sistemas físicos modelados con dicha

metodología, así como determinar una características importante de los sistemas, tal como

es la estabilidad utilizando los eigenvalores de la matriz A22:

Se puede ampliar la utilización del método propuesto a otras clases de sistemas no lineales

con perturbaciones singulares donde la no linealidad sea generada por los elementos almace-

nadores de energía relacionados con las dinámicas lentas y extender el estudio sobre sistemas

no lineales variantes en el tiempo.

Otra posible línea de investigación sería, no solamente quedarse en un análisis de los sistemas

no lineales, sino que aplicar una técnica de control a dichos sistemas.

Una aplicación más de la metodología de bond graph podría ser en la determinación de �ujos

de potencia de redes de dimensiones relativamente grandes, ya que este tipo de sistemas eléc-

tricos de potencia cumple con el requerimiento principal del bond graph que es el intercambio

de potencia entre sus elementos.
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Apéndice A

Modelado de Sistemas en Bond

Graph

El objetivo de esta sección es obtener un modelo matemático para un sistema físico dado.

Cada modelo será usado para predecir la respuesta y analizar las características dinámicas

de los respectivos sistemas. Cada modelo matemático debe tomar en cuenta la relación de los

subsistemas y sus respuestas dinámicas asociadas [Kypuros, 2013].

A.1. Antecedentes de Bond Graph

A.1.1. Introducción

La metodología de bond graph (también llamados grafos de conexión o grafos de enlace) inven-

tada por Henry M. Payter [Payter, 1961], formalizada por Dean C. Karnopp [Karnopp, 1999]

y Ronald C. Rosenberg [Rosenberg, 1983] y estudiada de manera extensa por Jean U. Thoma

[Thoma, 1975, Thoma, 1991], se extendió por Europa a �nales de los años 70´s, por los

Países Bajos (Universidad de Twente) y en Francia (sociedad Alsthom, líderes en la produc-

ción de electricidad y de infraestructura ferroviaria). Debido a que los bond graphs son un

lenguaje uni�cado para todos los dominios de la física y son de carácter grá�co, esta he-

rramienta puede ser un soporte de comunicación entre especialistas de diferentes disciplinas
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[Dauphin-Tanguy, 2000].

La metodología bond graph está fundada sobre los estudios de transferencia de potencia

dentro del sistema de interés, y una de�nición de las hipótesis de modelado sobre los criterios

físicos. El bond graph se sitúa como intermediario entre los sistemas físicos y los modelos

matemáticos que después son asociados con ellos (matrices de transferencia en los casos

lineales, ecuación de estados lineales o no lineales, sistemas de ecuaciones diferenciales de

segundo orden). La representación en bond graph permite un modelo que al mismo tiempo es

funcional por su representación por bond graph en palabras, estructural por la visualización de

las propiedades de causalidad y comportamental por la deducción de los modelos matemáticos

(matrices de transferencia, ecuaciones de estado) directamente del modelo en bond graph

[Dauphin-Tanguy, 2000].

A.1.2. Presentación del lenguaje bond graph

Las principales características de esta herramienta son las siguientes [Dauphin-Tanguy, 2000]:

� Es un lenguaje de representación de transferencias de potencia dentro de un sistema.

� Es grá�co.

� Está fundado sobre la noción de analogía.

� Supone los parámetros localizados dentro del sistema.

� Tiene apariencia explícita de las relaciones de causa y efecto (causalidad).

� Permite construir de manera sistemática los modelos matemáticos �clásicos�.

A.1.3. Representación de las transferencias de potencia

Considerando los dos sistemas, uno mecánico y el otro eléctrico, presentados en la Figura

A.1.

Dentro del sistema global compuesto de los dos subsistemas A y B, existen tanto conservación

de la energía como continuidad de potencia. La transferencia de potencia (o �ujo de energía)

entre los dos subsistemas es representada por una semi�echa que corresponde al �bond�

(o enlace) del bond graph; la potencia instantánea intercambiada se calcula, en el sistema
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a) Sistema mecánico. b) Sistema eléctrico.

Figura A.1: Esquemas físicos y representación de transferencia de potencia.

mecánico como F � V , en el sistema eléctrico por u � i. El enlace porta las dos variables

generalizadas en el cálculo de la potencia, y el sentido de la semi�echa es el que corresponde

al sentido positivo de la potencia y de la variable V o i [Dauphin-Tanguy, 2000].

Desde un punto de vista general, la metodología bond graph está basada sobre un análisis y

una caracterización de las transferencias de potencia dentro del sistema estudiado. Para una

mejor compresión de las transferencias de potencia considérese el sistema representado en la

Figura A.2.

El sistema físico de la Figura A.2 se compone de un motor de corriente directa que provoca,

mediante un eje elástico, un movimiento en rotación de un piñón; el cuál está acoplado a

una cremallera que provoca un movimiento de traslación de un pistón que comprime el aire

contenido dentro de un cilindro, induciendo a escapar por un ori�cio [Dauphin-Tanguy, 1999].

En este sistema aparecen varios dominios de energía: eléctrico, mecánico de rotación, mecánico

de traslación y neumático. De tal manera que los diferentes subsistemas de naturaleza física

ponen en evidencia el intercambio de potencia entre ellos.

Dentro del sistema global compuesto de los subsistemas, existe conservación de la energía y

continuidad de potencia. El �ujo de energía intercambiado entre dos subsistemas es represen-

tado por una línea de potencia, caracterizada por una semi�echa que corresponde al enlace

del bond graph; la potencia instantánea intercambiada se calcula, en mecánica por F �V (para

movimiento lineal) o � � ! (para movimiento rotacional), en eléctrica por u � i, en neumática
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Figura A.2: Esquema físico.
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Figura A.3: Bond graph asociado al esquema de la Figura A.2.
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P � Q. El enlace lleva las variables generalizadas para el cálculo de la potencia, tal como se

vio en la Figura A.1, el sentido de la semi�echa es el que corresponde al sentido positivo

de la potencia y de las variable V , !, i, o Q. El esquema físico de la Figura A.2 conduce a

una representación bajo la forma de bond graph en palabras representado por la Figura A.3

[Dauphin-Tanguy, 1999].

A.1.4. Variables generalizadas

Variables de potencia

La potencia intercambiada P (t) se expresa como el producto de dos variables complemen-

tarias. Independientemente del dominio considerado, estas variables son llamadas variables

generalizadas de esfuerzo y de �ujo, expresadas como e(t) y f(t), respectivamente. Estas son

las variables de potencia, y se tiene que

P (t) = e (t) � f (t) : (A.1)

Variables de energía

En sistemas dinámicos las variables de esfuerzo y �ujo, y por lo tanto también la potencia,

varían con respecto al tiempo. Otros dos tipos de variables se presentan y son importantes para

describir los sistemas dinámicos. Estas variables de energía son conocidas como el momento

p(t) y el desplazamiento q(t) en la notación generalizada [Karnopp, 2012].

El momento está de�nido como la integral con respecto al tiempo de la variable de esfuerzo,

es decir,

p (t) �
Z t

e (t) dt =

Z t

t0

e (t) dt+ p (0) ; (A.2)

De la misma forma, la variable de desplazamiento está de�nida como la integral con respecto

a tiempo de la variable de �ujo:

q (t) �
Z t

f (t) dt =

Z t

t0

f (t) dt+ q (0) ; (A.3)

Otra forma de escribir las de�niciones in las ecuaciones (A.2) y (A.3) considerando la forma
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diferencial en lugar de la forma integral,

dp (t)

dt
= e (t) ; dp = edt; (A.4)

dq (t)

dt
= f (t) ; dq = fdt: (A.5)

La energía, E(t) que circula hacia adentro o hacia afuera de un puerto es la integración de la

potencia P (t). De este modo,

E (t) =

Z t

P (t) dt =

Z t

e (t) f (t) dt+ E (0) : (A.6)

La razón por la que, p(t) y q(t) son también conocidas como variables de energía es porque

en la ecuación (A.6) una forma posible de escribir edt como dp o fdt como dq usando las

ecuaciones (A.4) y (A.5). Entonces una expresión alternativa para E(t) es

E (t) =

Z t

e (t) dq (t) =

Z t

f (t) dp (t) : (A.7)

En algunos sistemas se encontrarán casos en los que un esfuerzo es una función de un desplaza-

miento o que un �ujo sea función de un momento. Entonces la energía puede ser expresada

no sólo como función del tiempo sino también como una función de una de las variables de

energía; es decir,

E (q) =

Z q

e (q) dq; (A.8)

E (p) =

Z p

f (p) dp: (A.9)

Esta es la razón por la que la que p(t) y q(t) son llamadas variables de energía en distinción

a las variables de potencia e(t) y f(t) [Karnopp, 2012].

A.1.5. Tetraedro de estado

En la Figura A.4 se observa un elemento imaginativo llamado tetraedro de estado que sirve

para ayudar a recordar cómo se relacionan las variables de bond graph entre ellas. Los cuatro

tipos variables, e(t), f(t), p(t) y q(t), están asociadas con los cuatro vértices de un tetraedro.

A lo largo de dos de los bordes del tetraedro son indicadas las relaciones entre e(t) y p(t) y

las que existen entre f(t) y q(t) [Karnopp, 2012].
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Figura A.4: Tetraedro de estado.

Es un hecho interesante el que sólo los tipos de variables que se necesitarán para modelar

sistemas físicos sea mediante las variables de potencia y energía e(t), f(t), p(t) y q(t). Para

demostrar lo anterior, se analizarán las variables en varios dominios de energía de una manera

más detallada.

La Tabla A.1 muestra las variables de energía y de potencia (variables generalizadas) para

los principales dominios de energía de la física [Dauphin-Tanguy, 1999].

Para los dominios magnético, químico y termodinámico, no existe variable de momento p

porque no es posible de�nir las variables de esfuerzo correspondientes (la fuerza magneto-

motriz, el potencia químico, la temperatura) como derivadas de una función de las variables

complementarias de �ujo (derivadas de �ujo magnético, caudal molar, �ujo de entropía) como

ocurre en el caso del domino mecánico donde la ley característica de una masa M se expresa

(en lineal) F = MdV=dt o en el dominio eléctrico donde la ley (lineal) característica de una

bobina es u = Ldi=dt.
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Tabla A.1: Signi�cado de las variables generalizadas para diferentes dominios de la física.

Dominio Esfuerzo e Flujo f Momento p Desplazamiento q

Mecánico de
Translación Fuerza F Velocidad V Impulso p Desplazamiento x

Mecánico de
Rotación Par �

Velocidad
angular !

Impulso
angular h Ángulo �

Hidráulico Presión P Caudal Q
Impulso de
Presión � Volumen V

Eléctrico Tensión u Corriente i
Enlace de
�ujo � Carga q

Magnético
Fuerza
Magnetomotriz

Derivada del
Flujo Magnético � �

Flujo
Magnético

Químico
Potencial
Químico Flujo molar � � Masa molar

Termodinámico Temperatura
Flujo de
Entropía � � Entropía

A.1.6. Elementos básicos del lenguaje bond graph

Los elementos básico del bond graph pueden ser categorizados y representados matemática-

mente de acuerdo en cómo ellos usan o convierten la energía. La representación matemática

resulta de las relaciones de entrada-salida. Estas relaciones están basadas sobre formalismos

de energía y son diseñadas para representar la distribución y el �ujo de potencia dentro del

sistema dinámico.

De primera instancia, este tipo de modelado puede parecer extraño y poco convencional, sin

embargo, el modelar sistemas usando bond graph provee un método generalizado para analizar

una gran variedad de sistemas y es particularmente útil obteniendo modelos matemáticos para

sistemas moderadamente complejos que operan en una variedad de dominios de potencia

[Kypuros, 2013].

Elementos básicos puerto-1

La relación constitutiva para los elementos básico puerto-1 referente a las variables de energía

y de potencia identi�ca si estos son elementos almacenadores de energía potencial (elemento-
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Figura A.5: Elementos puerto-1, ejemplos de elemento-R (a) un amortiguador mecánico; (b) un
cojinete de rodillos; (c) una resistencia eléctrica; y (d) una válvula hidráulica.

C), almacenadores de energía cinética (elemento-I), o disipadores de energía (elemento-R).

Elementos-R. Son elementos de puerto-1 que disipan energía. Estos elementos están ca-

racterizados mediante la relación constitutiva que relaciona directamente el esfuerzo con el

�ujo,

e = �R (f) o f = [�R (e)]
�1 ; (A.10)

donde �R (f) y [�R (e)]
�1 son en general funciones no lineales. En la Figura A.5 se mues-

tran algunos ejemplos de elementos puerto-1, los elementos-R son un amortiguador mecáni-

co, un cojinete de rodillos rotacional, una resistencia eléctrica, y una válvula hidráulica

[Kypuros, 2013].

Tomando el ejemplo del amortiguador mecánico simple. La relación constitutiva para un

amortiguador mecánico es que la fuerza es proporcional a la diferencial de velocidad v, me-

diante la constante de amortiguamiento b,

Fb = bv: (A.11)

Notar que en la ecuación anterior, el esfuerzo mecánico Fb, está relacionado directamente con

el �ujo mecánico v. Aunque los cojinetes están diseñados para minimizar las pérdidas debidas

a la fricción, estos amortiguadores, disipan energía y pueden ser modelados de una manera

similar. La pérdida de torque o par debida al amortiguamiento rotacional en los cojinetes
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puede ser representada como

� = �!; (A.12)

donde � es la constante de amortiguamiento rotacional. En el caso del ejemplo (c) de la

Figura A.5, la caída de voltaje a través de una resistencia e, es proporcional a la corriente i

que está �uyendo a través de la resistencia R:

e = iR: (A.13)

En este ejemplo, el esfuerzo eléctrico e, está relacionado directamente al �ujo eléctrico i, Las

relaciones constitutivas similares pueden ser encontradas para los elementos-R en sistemas

mecánicos de rotación y los sistemas hidráulicos.

De forma general, para los elementos-R con relación constitutiva lineal, la resistencia elemen-

tal generalizada R, está de�nida como

R � e

f
: (A.14)

En la Figura A.6 se muestra las dos causalidades asociadas con la ecuación (A.15) (�ujo de

entrada/esfuerzo de salida (a) y (b)), y la ecuación (A.16) (esfuerzo de entrada/�ujo de salida

(c) y (d)). La ecuación (A.10) se simpli�ca a

e = Rf; (A.15)

o

f =
e

R
: (A.16)

La Tabla A.2 presenta los parámetros y las unidades SI (sistema internacional) para las

resistencias en cada dominio de energía. La tabla A.2 representa los símbolos comúnmente

usados para cada parámetro. Notar que la resistencia hidráulica lineal ocurre en tuberías con

�ujo laminar (sin turbulencia). La resistencia hidráulica de una tubería Rf , se puede obtener

a partir de la ecuación de perdida de carga [Fox, 2004]. Para �ujo laminar en una tubería

circular

Q =
�D4

128�L
�P =) Rf =

�P

Q
=
128�L

�D4
: (A.17)

donde �, L, y D son las viscosidad cinemática, la longitud y el diámetro de la tubería,

respectivamente.
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Figura A.6: Elementos puerto-1 lineales, representación de elementos-R, (a) un bond graph con
esfuerzo de entrada, (b) un diagrama a bloques con esfuerzo de entrada; (c) un bond graph con �ujo
de entrada, y (d) un diagrama a bloques con �ujo de entrada.

Tabla A.2: Resistencia de los Elemento-R lineales.

Dominio Parámetro Unidades SI
Generalizado R = e=f adimensional

Translacional b, constante de amortiguamiento N-s/m

Rotacional �, constante de amortiguamiento rotacional N-m-s/rad

Eléctrico R, resistencia 
 (ohmios)

Hidráulico Rf , resistencia hidráulica Pa-s/m3

Elementos-C. Son elementos básicos que almacenan energía potencial. Estos elementos

están caracterizados por una relación constitutiva que relaciona directamente el esfuerzo con

la variable generalizada de desplazamiento,

q = �C (e) o e = [�C (q)]
�1 : (A.18)

De la ecuación anterior se puede notar que generalmente el desplazamiento es una función no

lineal del esfuerzo, o viceversa, el esfuerzo es una función inversa no lineal del desplazamien-

to. La Figura A.7 muestra ejemplos comunes donde se presentan elementos-C de puerto-1

[Kypuros, 2013].

Cada elemento de la Figura A.7 puede ser modelado usando una relación constitutiva que

relaciona el par de variables generalizadas de esfuerzo y de desplazamiento. Por ejemplo, la

fuerza en el resorte es

F = k (y1 � y2) = k�y; (A.19)

donde k es la rigidez del resorte, y �y es la de�exión del resorte o el desplazamiento relativo

entre los dos extremos del resorte. Una barra de torsión tiene una relación similar entre el
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Figura A.7: Elementos de puerto-1, ejemplos de elementos-C, (a) un resorte, (b) una barra de torsión,
(c) un capacitor eléctrico, y (d) un acumulador hidráulico.

par de torsión y el desplazamiento angular,

� = � (�1 � �2) = ���; (A.20)

El sistema análogo eléctrico de un resorte es un capacitor. Mientras que normalmente se

caracteriza un resorte en términos de su rigidez, un capacitor es caracterizado en términos

de su capacitancia. El voltaje en el capacitor es

e =
q

C
; (A.21)

donde C es la capacitancia. En los tres casos, el esfuerzo está directamente relacionado con el

desplazamiento respectivo. Si vamos más a fondo en las analogías de las relaciones constitu-

tivas entre el resorte y el capacitor, la capacitancia es el análogo de la elasticidad o el inverso

de la rigidez (i.e. 1=k).

Es importante recordar que los enlaces o bonds en un bond graph están asociados con el

esfuerzo y el �ujo (no con el desplazamiento). Además, cada puerto unido a un bond tiene

una causalidad distinta. Es decir, para cualquier puerto-1, ya sea el esfuerzo o el �ujo pueden

ser la entrada, pero no ambos. En un elemento-C de puerto-1, si el esfuerzo es la entrada

como se representa en la Figura A.8 (a) y (b), el desplazamiento q es calculado a partir del

esfuerzo e, y la derivada con respecto al tiempo del desplazamiento es tomada para generar
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Figura A.8: Elementos puerto-1 lineales, representación de elementos-C, (a) un bond graph en causa-
lidad derivativa, (b) un diagrama a bloques de una causalidad derivativa; (c) un bond graph con
causalidad integral, y (d) un diagrama a bloques de una causalidad integral.

el �ujo f . Si el elemento es lineal, la capacitancia generalizada C, es de�nida como

C � q

e
: (A.22)

Entonces la relación �ujo-esfuerzo es

f =
d

dt
(Ce) =

dq

dt
; (A.23)

y su formulación es conocida como causalidad derivativa debido a que es usada una derivada

del tiempo para relacionar el �ujo con el esfuerzo.

Por otro lado, sí como se representa en la Figura A.8 (c) y (d), el �ujo es la entrada al

elemento-C de puerto-1, el �ujo f es integrado con respecto al tiempo para generar el des-

plazamiento q, y el desplazamiento es usado para calcular el esfuerzo e. Sí el elemento es

lineal, el desplazamiento es dividido entre la capacitancia C para calcular el esfuerzo,

e =
q

C
; (A.24)

Entonces, la relación de esfuerzo-�ujo es

e =

R
fdt

C
=

q

C
; (A.25)

y como se usa una integral para relacionar el esfuerzo con el �ujo en esta formulación por lo

que es llamada causalidad integral.

Los parámetros de los elementos-C, así como los símbolos comúnmente usados y sus unidades

SI para varios dominios de energía son dados en la Tabla A.3. Se puede notar que, común-

mente, para el elemento-C hidráulico con relación constitutiva lineal como el acumulador
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Tabla A.3: Elasticidad de los Elementos-C lineales.

Dominio Parámetro Unidades SI
Generalizado C = q=e adimensional

Translacional 1=k, elasticidad del resorte m/N

Rotacional 1=�, elasticidad rotacional rad/N-m

Eléctrico C, capacitancia F (faradios)

Hidráulico Cf , capacitancia hidráulica m3=Pa

descrito en la Figura A.7 (d). La elasticidad hidráulica puede ser inmediatamente obtenida

recordando la ecuación para la presión hidrostática en una columna de un �uido

P = �gh = �g
V

A
=) Cf =

V

P
=

A

�g
; (A.26)

donde V es el volumen de la columna de �uido con un área constante transversal A y una

densidad del �uido �. Aunque los sistemas que se analizarán no son hidrostáticos. Los caudales

volumétricos asociados tienen variaciones relativamente lentas, así que basta con suponer

sistemas hidrostáticos.

Elementos-I. Son elementos básicos que almacenan energía cinética. Estos elementos están

caracterizados mediante la relación constitutiva que relaciona directamente el momento con

el �ujo,

p = �I (f) o f = [�I (p)]
�1 : (A.27)

De la ecuación anterior se puede notar que, generalmente el momento es una función no lineal

del �ujo, o viceversa, el �ujo es una función inversa no lineal del momento. En la Figura A.9

se describen varios elementos-I de puerto-1 comunes [Kypuros, 2013].

Cada uno de los componentes descritos en la Figura A.9 puede ser modelado mediante una

relación constitutiva lineal relacionando los �ujos y los momentos respectivos. El momento

de un cuerpo rígido es

p = mv =

Z
Fdt; (A.28)

donde v es la velocidad, m es la masa del cuerpo rígido, y F es la fuerza. El momento angular
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Figura A.9: Elementos de puerto-1, ejemplos de elementos-I, (a) una masa, (b) una inercia rotacional,
(c) un inductor, y (d) un tapón de �uido.

de una inercia rotacional J , es

h = J! =

Z
�dt; (A.29)

donde ! es la velocidad angular de la inercia rotacional J y � es el par de torsión. Para

ambos casos, la masa y la inercia rotacional, Los momentos respectivos son directamente

proporcionales a las velocidades. El equivalente de un momento en circuitos eléctricos es el

enlace de �ujo,

� = Li =

Z
edt; (A.30)

donde L es la inductancia, i es la corriente, y e es el voltaje. Sí el elemento-I es modelado

mediante una relación constitutiva lineal, la inercia generalizada I es,

I � p

f
: (A.31)

Tal como en los elementos-C, los elementos-I de puerto-1 tienen causalidad integral y causali-

dad derivativa. Para cuerpos rígidos, la masa es constante y la ecuación anterior simpli�ca a

su forma usada más común. Como previamente se reveló, La fuerza F (t), y el momento p(t),

están relacionados mediante la integración (
R
(�)dt) o la diferenciación (d=dt):

F =
�
p o p =

Z
Fdt: (A.32)

Si la fuerza F (x) es conocida, puede ser integrada
R
(�)dt, para determinar el momento p(t),

y entonces, el momento puede ser relacionado a la velocidad v(t). De manera inversa, sí la

velocidad v(t) es conocida, puede ser relacionada con el momento p(t), y el resultado puede

ser diferenciado d=dt, para determinar la fuerza F (x).
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Figura A.10: Elementos puerto-1 lineales, representación de elementos-I, (a) un bond graph en causa-
lidad integral, (b) un diagrama a bloques de una causalidad integral; (c) un bond graph con causalidad
derivativa, y (d) un diagrama a bloques de una causalidad derivativa.

Para un elemento-I lineal en causalidad integral (ver las Figuras A.9 (a) y (b)) el esfuerzo e,

es integrado para determinar el momento p, y el momento es dividido entre la inercia I, para

calcular el �ujo,

f =

R
edt

I
=
p

I
: (A.33)

Por otro lado, sí el elemento-I tiene causalidad derivativa (Figuras A.10 (c) y (d)), el �ujo

f , es multiplicado por la inercia I, para calcular el momento p, y la derivada con respecto al

tiempo del momento es tomada para generar el esfuerzo e,

e =
d

dt
(If) =

dp

dt
=

�
p: (A.34)

Los parámetros, símbolos comúnmente usados y las unidades SI de los elementos-I para varios

dominios de energía son dados en la Tabla A.4. Para obtener la inercia de un �uido lineal,

se aplica la segunda ley de Newton a un volumen de control para una obstrucción del �uido

como se ilustra en la Figura A.9 (d). Asumiendo un �ujo incompresible y un volumen de

control constante, la sumatoria de fuerzas en el tapón de �uido en una longitud de la tubería

l, resulta en lo siguiente:

X
Fx = P2A� P1A = m

�
v + 0 =) �PA = (�V )

�
Q

A
= (�l)

dQ

dt
: (A.35)

donde el volumen es V = lA. La razón de �ujo volumétrico, Q = dV=dt, es directamente

proporcional a la velocidad del �uido promedio v, suponiendo un área transversal constante
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Tabla A.4: Inercia de los Elementos-I lineales.

Dominio Parámetro Unidades SI
Generalizado I = p=f adimensional

Translacional m, masa kg

Rotacional J , inercia rotacional kg-m2

Eléctrico L, inductancia H (henrios)

Hidráulico If , inercia hidráulica kg/m4

A (i.e. Q = vA y
�
Q =

�
vA). Para determinar la inercia hidráulica, se resuelve la relación para

la diferencial de presión (A.35) y usando la ecuación (A.33),

�P =
�l

A

dQ

dt
=) �Pdt =

�l

A
dQ =)

Z
�Pdt =

�l

A
dQ =) If =

R
�Pdt

Q
=
�l

A
: (A.36)

Por lo tanto, el momento hidráulico es

� =

Z
�Pdt: (A.37)

Fuentes de esfuerzo y fuentes de �ujo. Las fuentes de esfuerzo y las fuentes de �ujo

son usadas para la representación ideal de los elementos tales como las fuentes de voltaje y

las fuentes de corriente, agitadores por vibración, fuerzas externas, fuentes de presión, etc.

Como su nombre sugiere, una fuente de esfuerzo especi�ca un esfuerzo que entra al sistema,

y una fuente de �ujo especi�ca un �ujo que entra hacia el sistema. En la Figura A.11 se

ilustran varios ejemplos de fuentes de esfuerzo y fuentes de �ujo [Kypuros, 2013].

Las fuentes de voltaje y las fuentes de corriente ideales obviamente especi�can un esfuerzo y

un �ujo hacia el circuito, respectivamente. La fuerza externa es tratada como una fuente de

esfuerzo, y la entrada de velocidad la cual podría venir de un agitador, por ejemplo, podría

ser una fuente de �ujo.

Como se ilustra en la Figura A.12, cada tipo de fuente tiene una sola causalidad distinta. Las

fuentes de esfuerzo especi�can que sale del elemento fuente un esfuerzo y va hacia adentro
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Figura A.11: Ejemplos de fuentes de esfuerzo y fuentes de �ujo, (a) una fuente de voltaje, (b) una
fuente de corriente, (c) una fuerza de entrada externa, y (d) una velocidad de entrada externa.

(a) (b) (c) (d)

eSe Se fSf
e

Sf
f

Figura A.12: Elementos fuente de esfuerzo y fuentes de �ujo, (a) un bond graph de una fuente de
esfuerzo, (b) un diagrama a bloques de una fuente de esfuerzo; (c) un bond graph de una fuente de
�ujo, y (d) un diagrama a bloques de una fuente de �ujo.

del sistema. De manera contraria, las fuentes de �ujo especi�can que sale del elemento fuente

un �ujo y va hacia el elemento conectado o unión.

Un caso especial son las fuentes de esfuerzo y fuentes de �ujo moduladas MSe y MSf , res-

pectivamente, las cuales se diferencian de las Se y Sf en que tienen una entrada moduladora

que de�nirá el valor de esfuerzo o �ujo que entregará la fuente al sistema, es decir, el val-

or entregado por la fuente no necesariamente será constante, algunos ejemplos en sistemas

eléctricos son las fuente dependientes de voltaje y corriente.

Elementos básicos puerto-2

Anteriormente se describieron los elementos que almacenan energía, los elementos que disipan

energía y los elementos tipo fuente. Existen también elementos que ni almacenan ni disipan

energía pero si la transmiten desde un elemento o unión hacia otro, mientras que con frecuen-

cia realizan esta acción pasando de un dominio de energía a otro. Existen dos tipos básicos de
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Figura A.13: Ejemplos de elementos-TF, (a) un nivelador rígido, (b) un par de engranes, (c) un
transformador eléctrico, y (d) un ariete hidráulico.

elementos de puerto-2 usados para transmitir energía. Estos son el transformador (-TF-) y

el girador (-GY-). Idealmente, en cada uno de ellos, la potencia se conserva. (i.e. la potencia

de entrada es igual a la potencia de salida) [Kypuros, 2013].

Elementos-TF (transformadores). Son caracterizados por la relación constitutiva que

relaciona directamente el esfuerzo en el primer puerto e1, con el esfuerzo en el segundo

puerto e2, y el �ujo en el segundo puerto f2, con el �ujo en el primer puerto f1. Las relaciones

constitutivas para el transformador ideal lineal son,

e1 = ne2 y nf1 = f2; (A.38)

donde n es conocida como el módulo del transformador e indica la relación proporcional entre

los esfuerzos y los �ujos en cada puerto del elemento. Sin embargo, la relación constitutiva

generalmente pude ser no lineal.

Algunos ejemplos de transformadores ideales son descritos en la �gura A.13. En cada ejemplo,

los esfuerzos en cada lado son proporcionales a los de otro lado, ocurre lo mismo con los �ujos.

Tomando el ejemplo del par de engranes (Figura A.13 (b)). El par de torsión de salida �2,

es proporcional al par de torsión de entrada �1, mediante la relación de engranes. De igual

forma, la velocidad angular en el lado del par de torsión de la entrada !1, es proporcional a la

velocidad angular en el lado del par de torsión de salida !2, mediante la relación de engranes,

es decir,
�1
�2
=
!2
!1
= n; (A.39)
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donde n es la relación de engranes N1=N2. Esto se puede con�rmar utilizando cinemática

básica y se puede observar que, para un par de engranes ideal, la potencia de entrada en un

lado es la misma que la potencia salida en el otro.

Relaciones similares pueden ser encontradas para el brazo nivelador, el transformador eléctrico

y para el pistón hidráulico. Si el brazo nivelador (A.13 (a)) es dividido en dos longitudes,

midiendo l1 desde el pivote hasta donde se aplica F1 y midiendo l2 desde el pivote hasta la

aplicación de F2 la relación cinemática podría ser

F1
F2
=
v2
v1
=
l2
l1
: (A.40)

Estos resultados son partiendo del hecho de que cada punto sobre el nivelador tiene la misma

velocidad angular,

! =
v1
l1
=
v2
l2
: (A.41)

Para el transformador mostrado en la Figura A.13 (c) la relación de embobinado o relación

de número de vueltas N1=N2, la relación de voltaje y corriente es,

e1
e2
=
i2
i1
=
N1
N2

: (A.42)

Para el cilindro hidráulico (Figura A.13 (d)), la fuerza y la presión así como la velocidad y el

caudal de �ujo volumétrico están relacionados mediante el área transversal del pistón A,

F

P
=
Q

v
= A: (A.43)

Se debe notar que en los primeros tres ejemplos, se transforma energía en un sólo dominio

de energía, El sistema de engranes, por ejemplo, transforma energía rotacional a energía

rotacional. El cuarto ejemplo, el pistón hidráulico, transforma energía mecánica a energía

hidráulica.

El transformador puede tener una de dos posibles causalidades, como se muestra en la Figura

A.14 (a)-(d). La dirección del �ujo de potencia (indicada con la punta de la semi�echa) es

omitida del bond graph en las Figuras (a) y (c) solamente para enfatizar la causalidad. Una

vez que el esfuerzo es especi�cado como entrada a un puerto, el esfuerzo que sale por el otro

puerto es determinado inmediatamente mediante el modulo del transformador n. De este
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Figura A.14: Representación de elementos-TF, (a) un bond graph de un esfuerzo de entrada-esfuerzo
de salida, (b) un diagrama de un esfuerzo de entrada-esfuerzo de salida; (c) un bond graph de un
�ujo de entrada-�ujo de salida, y (d) un diagrama de un �ujo de entrada-�ujo de salida; (e) un bond
graph de potencia de entrada-potencia de salida, y (f) un bond graph de potencia de salida-potencia
de entrada.

modo, un transformador sólo puede tener un puerto donde el esfuerzo es especi�cado como

una entrada. Además, la dirección de �ujo de potencia positiva es asumida que va hacia

adentro de un puerto y sale por el otro, como se representa en la Figura A.14 (e) y (f).

Se debe tener cuidado al distinguir la causalidad y la dirección de la potencia. Se debe

recordar que la semi�echa indica la dirección supuesta del �ujo de potencia positiva, y la

barra vertical en cada bond indica el puerto donde el esfuerzo es una entrada. La barra no

indica si el esfuerzo es positivo o negativo.

Elementos-GY (giradores). El segundo tipo de elementos-2 es el del girador, al igual que

el transformador, el girador transmite energía. Sin embargo, a diferencia del transformador,

la relación directa no es entre los esfuerzo o entre los �ujos. La relación directa es entre el

esfuerzo de un lado y el �ujo del otro lado. Las relaciones constitutivas para el girador ideal

lineal son

e1 = rf2 y rf1 = e2; (A.44)
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Figura A.15: Representación de elementos-GY, (a) un motor eléctrico ideal y (b) una bomba cen-
trifuga ideal.

donde r es conocido como el módulo del girador e indica la relación proporcional entre el

esfuerzo de un lado y el �ujo del otro lado. Nuevamente, es importante notar que en lugar de

una relación lineal entre esfuerzos y �ujos. En general puede existir una relación no lineal.

Los ejemplos físicos de giradores ideales son muy poco comunes. Sin embargo, un girador que

aparece comúnmente en sistemas electromecánicos es el motor ideal descrito en la Figura A.15

(a). En un motor eléctrico ideal, el par de torsión de salida � , es proporcional a la corriente

de entrada i, mediante la constante del motor km,

� = kmi: (A.45)

De forma alterna, la velocidad angular !, puede ser especi�cada como una entrada para

generar el voltaje del motor e como una salida,

e = km!: (A.46)

Otro ejemplo de girador es una bomba centrifuga ideal, Aquí la diferencial de presión de

salida �P = PB�PA, es proporcional a la velocidad angular de entrada !, se puede observar

que para ambos ejemplos, el motor ideal y la bomba centrifuga ideal, la relación entrada-

salida es entre un esfuerzo de un lado y un �ujo del otro lado. También, se puede notar que

ambos giradores acoplan dominios de energía diferentes en cada puerto, El motor ideal acopla

rotación mecánica con sistemas electrónicos, y la bomba centrifuga acopla rotación mecánica

con sistemas hidráulicos.

198



Apéndice A. Modelado de Sistemas en Bond Graph

(a)

(e)

GY GY

1e 2e

r

1/r

r

1/r
1f 2f

1e

1f

GY

GY1e 2e

1e 2e
1f 2f

1f 2f

(d)(c)

(b)

(f)

2e

2f

Figura A.16: Representación de elementos-GY, (a) un bond graph de �ujo de entrada-esfuerzo de
salida, (b) un diagrama de �ujo de entrada-esfuerzo de salida; (c) un bond graph de un esfuerzo de
entrada-�ujo de salida, y (d) un diagrama de un esfuerzo de entrada-�ujo de salida; (e) un bond
graph de potencia de entrada-potencia de salida y (f) un bond graph de potencia de salida-potencia
de entrada.

Al igual que el transformador, el girador puede tener una de dos posibles causalidades como

se muestra en la Figura A.16. A diferencia del transformador, ambos esfuerzos o ambos �ujos

deben ser especi�cados como entradas a ambos puertos. Es decir, una vez que el esfuerzo es

especi�cado como entrada a un puerto, el �ujo en el otro puerto es inmediatamente generado

como una salida. De forma inversa, una vez que un �ujo es especi�cado como una entrada a

un puerto, el esfuerzo es inmediatamente generado como una salida en el puerto opuesto.

De igual forma que en las fuentes de esfuerzo y las fuentes de �ujo, existen los transformadores

y los giradores modulados MTF y MGY , respectivamente, las cuales se diferencian de las

TF y GY en que tienen una entrada moduladora que modi�cará el valor del módulo del

transformador o del girador, es decir, el valor en la relación de transformación o giro de

variables no necesariamente será constante, y puede ser modi�cada por alguna variable del

sistema.
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Figura A.17: (a)-(c) Ejemplos de uniones-0 y (d)-(f) ejemplos de uniones-1.

Elementos de unión

Hasta ahora se han descrito los elementos de carga, disipación y transmisión de energía.

Además de estos, también fueron presentados los elementos usados para representar fuentes.

Lo que resta es lo que constituye a un bond graph básico, las uniones. Las uniones son usadas

para interconectar los elementos básicos que se introdujeron en las secciones anteriores. Ellas

se utilizan para representar la interacción de las relaciones constitutivas asociadas con los

elementos de puerto-1 y puerto-2. Al igual que con los puertos-2 básicos, las uniones presentan

conservación de la energía.

Las uniones ocurren de manera natural en los sistemas dinámicos. Estas son caracterizadas por

dos condiciones. Tomando el ejemplo de las uniones ilustrado en la Figura A.17. Examinando

los primeros ejemplos (a) y (b), aparecen dos rasgos en común:

1. La primera condición en cada ejemplo es que los componentes unidos tienen un esfuerzo

común. En el circuito eléctrico, las impedancias generalizadas conectadas en paralelo tienen

la misma caída de voltaje e a través de ellas. Cuando se unen segmentos de tuberías en una
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unión, estas comparte una presión común P . Si se tiene un elemento como un amortiguador o

un resorte uniendo dos carritos sin masa, los carritos experimentan una fuerza opuesta igual

F .

2. La segunda condición en cada ejemplo es que está ocurriendo una sumatoria de �ujos.

El nodo en la parte de arriba de la Figura A.17 (a) conecta las tres ramas del circuito, y

como dicta la ley de corrientes de Kirchho¤, la suma de las corrientes en un nodo es cero

(i.e. i1 � i2 � i3 = 0). De manera similar, en un circuito hidráulico, los �ujos en una unión

suman cero, Q1 � Q2 � Q3 = 0. Finalmente, una diferencial de velocidad aparece entre los

dos carritos sin masa, �v = v1 � v2.

En bond graphs, las uniones que tienen esfuerzo común y suma de �ujos son conocidas como

uniones-0. Un ejemplo de unión-0 es mostrado en la Figura A.18 (a). Las uniones en general,

pueden tener dos a más puertos de conexión. Debido a que existe conservación de la potencia

en una unión, la potencia de entrada es igual a la potencia de salida,

Pent = Psalida; (A.47)

la ecuación anterior puede ser reescrita como,

Pent � Psalida = 0: (A.48)

Para una unión con j número de puertos (donde j = 1; 2; 3; : : : ; n) la ecuación anterior se

puede escribir de manera general como
nX
j=1

Pj =
nX
j=1

ejfj = 0; (A.49)

(i.e. la suma de la potencia que entra a la unión es cero). Para una unión de esfuerzo común,

la primera condición dicta que

e1 = e2 = e3 = � � � = e: (A.50)

La suma de los �ujos para una unión de esfuerzo común (unión-0) resulta de sustituir la

ecuación (A.50) en la ecuación (A.49),
nX
j=1

Pj =
nX
j=1

ejfj =
n

e
X
j=1

fj = 0 =)
nX
j=1

fj = 0: (A.51)
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Figura A.18: (a) bond graph de una unión-0, (b) diagrama de bloques de una unión-0, (c) bond
graph de una unión-1, (b) diagrama de bloques de una unión-1.

Debido a que el �ujo de potencia dentro de una unión-0 se asume positivo, y todos los esfuerzo

de los bonds conectados son iguales, la dirección de la potencia indica si el �ujo en cada bond

conectado es positivo o negativo. Por lo tanto, el ejemplo de unión-0 en la Figura A.18 (a)

debería tener la siguiente suma de �ujos:

f1 � f2 � f3 = 0: (A.52)

Además, debido a que los esfuerzos de cada bond conectado a una unión-0 son iguales, sólo

un bond conectado puede tener especi�cado un esfuerzo como una entrada. Regresando al

ejemplo de la Figura A.18 (a), las causalidades en los bond conectados indican que f2 y f3

son entradas hacia la unión-0 usadas para calcular f1 como una salida. Por eso, la ecuación

anterior debería ser reescrita como

f1 = f2 + f3: (A.53)

Para dejar bien claro la asignación de la causalidad, La �gura A.18 (a) muestra el diagrama

de bloques correspondiente.

Ahora, para el ejemplo de la unión de las Figura A.17 (d) y (f). Tras una examinación

detallada, surgen dos rasgos en común:

1. En cada ejemplo, la primera condición es que los elementos interconectados tiene un

�ujo común. Los componentes eléctricos conectados en �ujo en serie tiene la misma corriente

i, De igual forma, en un circuito hidráulico si tres elementos, por ejemplo, son conectados �en

serie�, estos tienen el mismo caudal de �ujo Q. Los elementos de fuerzas múltiples conectados

a un carrito sin masa se moverá todos con una misma velocidad v.
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2. Para cada ejemplo, la segunda condición es que existe una suma de esfuerzos. Recor-

dando la ley de voltajes de Kirchho¤ que la caída de voltaje dentro de un lazo suman cero,

e1�e2�e3 = 0. Básicamente ocurre lo mismo en circuitos hidráulicos, �P1��P2��P3 = 0.

Cuando los resortes o los amortiguadores se unen en un mismo punto a un cuerpo rígido ocurre

una sumatoria de fuerza, F1 + F2 = 0.

En bond graphs, las uniones que tienen �ujo común y suma de esfuerzos se conocen como

uniones-1. Para uniones de �ujo común se tiene,

f1 = f2 = f3 = � � � = f: (A.54)

Mediante la sustitución anterior en la ecuación (1.49), la suma de esfuerzos para la unión-1

resulta en
nX
j=1

Pj =
nX
j=1

ejfj =
n

f
X
j=1

ej = 0 =)
nX
j=1

ej = 0: (A.55)

La dirección de la potencia para los bonds conectados a una unión-1 indica, relativo a la

unión, si el esfuerzo que entra a cada bond conectado es positivo o negativo. Además, solo un

bond conectado a una unión-1 puede estas especi�cado como una entrada. Por consiguiente,

el ejemplo de unión-1 en la Figura A.18 (c) tiene la relación entrada-salida que resulta de la

suma de los esfuerzos:

e1 = e2 + e3: (A.56)

Para aclarar, las direcciones de la potencia en una unión-0 son usadas para indicar la con-

vención de signos para la sumatoria de �ujos en los bonds conectados, y las direcciones de

potencia en una unión-1 son usadas para indicar la convención de signos para la sumatoria de

esfuerzos en los bonds conectados. La Tabla A.5 resume las condiciones primera y segunda,

y la convención de signos para las uniones tanto -0 como -1.

Las uniones son las representaciones naturales comúnmente usadas de algunas leyes físicas y

formulaciones matemáticas. La mayoría ya han sido mencionadas brevemente. En mecánica

de traslación, la unión-1 representa la sumatoria de fuerzas que ocurren en movimiento de

masas independientes. Cualquier cosa unida a la masa se moverá con la misma velocidad e

impondrá una fuerza sobre la masa. Así, una unión-1 en mecánica de traslación representa
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Tabla A.5: Resumen de las condiciones de las uniones.

Tipo de
Unión

Primera
Condición

Segunda
Condición

Dirección indicada
del bond

Unión-0
Esfuerzo común,
e1= e2= e3= � � � = e

Suma de �ujos,P
fi= 0

Convención de los
signos de los �ujos

Unión-1
Flujo común,
f1= f2= f3= � � � = f

Suma de esfuerzos,P
ei= 0

Convención de los
signos de los esfuerzos

la segunda ley de Newton, o la sumatoria de fuerzas,X
F =

�
p: (A.57)

En sumatoria de fuerzas, si se considera la fuerza de inercia
�
p en la suma, las fuerzas cierta-

mente suman cero: X
F � �

p = 0: (A.58)

Como se verá más adelante cuando se analice la causalidad, la primer formulación separa

las causas (
P
F ) a partir del efecto (

�
p). De forma similar, en mecánica de rotación, una

unión-1 representa una sumatoria de momentos angulares. En circuitos eléctrico, una unión-1

representa la ley de voltajes de Kirchho¤, esta ley establece que la suma de las caídas de

voltaje en torno de una malla de lazo cerrada es cero. Al igual que en circuitos eléctricos, las

caídas de presión en torno a un lazo en circuitos hidráulicos la suma debe ser también cero.

De manera similar, las uniones-0 representan conceptos de ingeniería comunes. En traslación,

las uniones-0 representan las velocidades relativas o puntos donde las velocidades son sumadas

para determinar una diferencial de velocidad,

�v = v1 � v2: (A.59)

En esta construcción, las causas (v1 � v2) son aisladas a partir del efecto (�v). La velocidad

relativa �v, es técnicamente todavía una velocidad. Por lo tanto, si se considera estos en la

sumatoria, la suma de velocidades es exactamente cero.

v1 � v2 ��v = 0: (A.60)
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Tabla A.6: Resumen de las condiciones secundarias en las uniones en dominios de energía
especí�cos.

Dominio Unión-1 Unión-0

Mecánica de Traslación

Segunda ley de NewtonP
F =

�
p

Velocidad relativa
�v = v2�v1

Mecánica de Rotación

Sumatoria de momentosP
� =

�
h

Velocidad angular relativa
�! = !2�!1

Circuitos Eléctricos
Ley de voltajes de Kirchho¤P
ej= 0

Ley de corrientes de Kirchho¤P
ij= 0

Circuitos Hidráulicos
Caída de presión en torno
a un lazo

P
�P = 0

Suma de caudales de �ujo
dentro de una unión

P
Qj= 0

Las velocidades angulares relativas o diferenciales aparecen en sistemas rotacionales. Las

uniones-0 en circuitos eléctricos representan la ley de corrientes de Kirchho¤ (la sumatoria

de las corrientes que llegan a un nodo). Una unión hidráulica es el análogo de un nodo en

un circuito eléctrico. El caudal de �ujo volumétrico debe sumar cero en una unión. Por lo

tanto, las condiciones secundarias de la unión representan algunos conceptos de ingeniería

comúnmente usados. Estas formulaciones y leyes son resumidas en la Tabla A.6.

A.2. La causalidad

Un modelo en bond graph representa la arquitectura de un sistema y la manera en que

la potencia se intercambia entre los diferentes elementos. Lo anterior permite también que

aparezcan explícitamente las relaciones de causa y efecto y la estructura del cálculo de las

ecuaciones características asociadas al modelo [Dauphin-Tanguy, 2000].

A.2.1. El concepto de causalidad

Partiendo de la importante observación de que ningún elemento puede determinar ambas

variables de potencia (esfuerzo y �ujo) en el bond conectado a él mismo. Si este elemento de-

termina el valor de una de las variables, la magnitud de la otra variable debe ser determinada

por el resto del sistema. Para cada bond, si la �información�acerca del esfuerzo es dictada
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mediante el elemento en un extremo, la �información� acerca del �ujo debe venir desde el

extremo opuesto, y viceversa [Banerjee, 2005].

Para entender este punto, se puede imaginar una fuente de voltaje conectada a una resistencia.

La fuente de voltaje establece la variable de esfuerzo de manera unilateral, pero no puede

determinar la variable de �ujo. La corriente que �uye a través del circuito es determinada

por la resistencia. Por lo tanto, un elemento Se entrega la información de esfuerzo y recibe

la información de �ujo, mientras que el elemento-R recibe la información del esfuerzo, y

entrega la información de �ujo. De igual forma, para una fuente de corriente conectada a

una resistencia, el elemento Sf dicta el �ujo mientras que el elemento-R dicta el esfuerzo. En

un lenguaje ligeramente diferente, se puede decir que el elemento Se causa la información de

esfuerzo y elemento Sf causa la información de �ujo. El elemento-R causa la información de

esfuerzo o la información de �ujo dependiendo de la información que recibe.

Dado que en cada bond la información de esfuerzo y la información de �ujo van en direcciones

opuestas, es su�ciente con mostrar la dirección de una de las variables. La convención general

es poner la traza causal (barra vertical) en el extremo en el cual se entrega la información de

�ujo [Banerjee, 2005].

A.2.2. Reglas de asignación de la causalidad

La asignación de la causalidad no es arbitraria, obedece a las reglas reunidas en la Figura

A.19.

El procedimiento siguiente (conocido dentro de la literatura anglófona bajo la terminología

SCAP, Sequential Causality Assignment Procedure) detalla las diferentes etapas en la asigna-

ción de la causalidad a un modelo en bond graph [Dauphin-Tanguy, 2000].

A.2.3. Procedimiento de Asignación de la Causalidad

1. Destinar la causalidad obligatoria a las fuentes y a los elementos-R no lineales y ex-

tender las implicaciones causales en el entorno respetando las restricciones de causalidad de

las uniones que se muestran en la Figura A.19.
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Figura A.19: Consideraciones de causalidad para los elementos en bond graph.

2. Asignar una causalidad integral preferentemente a los elementos-I y -C y extender las

implicaciones causales respetando las restricciones de causalidad de las uniones.

3. Completar la causalidad sobre los elementos-R lineales respetando las restricciones de

causalidad de las uniones.

4. En caso de con�icto en una unión, buscar el elemento-I o -C que causa el con�icto y

colocarle una causalidad derivativa. Regresar al paso 3.

Un Bond Graph es causalmente correcto, cuando no existe con�icto de causalidades entre

los elementos y las uniones. Se debe observar que la causalidad derivativa de un elemento

almacenador de energía proporciona propiedades importantes que se explican a continuación.

A.2.4. La causalidad derivativa en un bond graph

En el procedimiento anterior para asignar la causalidad a los elementos de almacenamiento,

se dice que la causalidad apropiada deber ser mediante una relación integral. Sin embargo,

en algunas circunstancias esto no puede ser posible y se tiene que forzar y colocar el trazo
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fS 1 I

Figura A.20: Ejemplo de causalidad derivativa.

causal en el lado opuesto del bond. Esta causalidad inversa es llamada causalidad derivativa

[Banerjee, 2005].

Con la �nalidad de que el concepto de causalidad derivativa quede más claro, se verá bajo

qué circunstancias puede ocurrir este tipo de causalidad. Considerar una fuente de corriente

en serie con un inductor, como se muestra en la Figura A.20.

Es importante notar que en el bond graph se tiene que respetar la regla de asignación de

causalidad restrictiva de la Figura A.19 y como resultado se tiene una causalidad derivativa

en el elemento-I, mostrado en el círculo. Se sabe que el inductor tiene la propiedad de no

permitir que la corriente que �uye a través de él cambie instantáneamente, y el voltaje

inducido está dado por,

v = L
di

dt
: (A.61)

Entonces, si la corriente enviada por la fuente cambia instantáneamente, el voltaje inducido

sería in�nito. Esto quiere decir que, no se debería conectar una fuente de corriente en serie

con un inductor.

De manera similar, si se conecta una fuente de voltaje en paralelo con un capacitor como se

muestra en la Figura A.21.

En la Figura A.21, nuevamente se tienen que respetar la asignación de causalidad restrictiva

de la fuente de esfuerzo y de la unión-0. Entonces, el elemento-I presenta una causalidad

integral; el elemento-R puede tener ambas causalidades, pero el elemento-C tiene causalidad

derivativa. La razón es la misma que en el ejemplo anterior, el capacitor no permite al voltaje

de la fuente variar de manera independiente, Si por decir, el voltaje de la fuente entrega una

onda cuadrada, la corriente a través del capacitor será in�nita en la transición. La conclusión
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Figura A.21: Circuito RLC en paralelo con causalidad derivativa.

es que un capacitor nunca deberá ser conectado en paralelo con una fuente independiente de

voltaje [Banerjee, 2005].

Del circuito de la Figura A.21, se pueden obtener dos posibles bond graphs dependiendo si

al elemento-I se le asigna una causalidad integral, entonces el elemento-C tendrá causalidad

derivativa o viceversa, es decir, los elementos almacenadores I y C son linealmente depen-

dientes (ya que la carga del capacitor C dependerá de la energía cinética almacenada en el

inductor I, o viceversa, el enlace de �ujo en el inductor I dependerá de la energía potencial

almacenada en el capacitor C) y por lo tanto no es posible asignar causalidad integral a am-

bos. El número de elementos almacenadores de energía en un sistema en causalidad integral

es el número de ecuaciones linealmente independientes en el mismo.

A.3. Campos Multipuerto

Con los elementos de la metodología de bond graph que se han visto hasta ahora, se pueden

construir modelos dinámicos para una variedad de sistemas físicos, es decir, utilizando ele-

mentos de puerto�1: �R, �C, �I, Se, Sf; elementos de puerto�2: TF, y GY; y los puerto�3:

uniones 0 y 1. En esta sección se introducen los campos, los cuales son generalizaciones de

multipuerto�R, �C, �I.

Utilizando campos y estructuras unión, se pueden estudiar, de manera conveniente, sistemas

que contengan componentes multipuertos complejos usando bond graph, de hecho, los bond
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Figura A.22: Símbolo de un campo�C con n puertos.

graphs con campos y estructura de unión prueban ser el camino más efectivo en el modelado

de sistemas multipuerto complejos, combinando detalles estructurales y una claridad de fácil

visualización [Karnopp, 2012].

A.3.1. Campos de Almacenamiento de Energía

Las generalizaciones de multipuerto de �C y �I, las cuales son llamadas campos�C y campos�I,

respectivamente, las cuales también son conservativas de energía.

A.3.2. Campos�C

El símbolo es simplemente la letra C con tantos bonds como tenga de puertos el campo�C.

Un campo�C de n puertos se muestra en la Figura A.22 [Karnopp, 2012].

La energía E almacenada en el campo�C puede ser expresada como,

E =

tZ
t0

nX
i=1

(ei; fi) dt =

tZ
t0

nX
i=1

ei
�
qidt;

E =

qZ
q0

nX
i=1

ei (q) dqi =

qZ
q0

nX
i=1

e (q) dq = E (q) ; (A.62)

donde fidt = dqi.

En la Figura A.23 se muestra un sistema mecánico y otro eléctrico para mostrar el uso de los

campos�C donde las leyes constitutivas de los puertos externos deben ser deducidas desde las

leyes constitutivas de los elementos constituidos en el campo�C.

210



Apéndice A. Modelado de Sistemas en Bond Graph

q

e e

q

x

x

F
Fk k

1 0

F x

F

xx

F δ

1 0
e

qq

e

e

qq

eF

xx

F

Figura A.23: Un Campo�C compuesto por elementos de puertos�1, �C y uniones, (a) ejemplo mecáni-
co; (b) ejemplo eléctrico.

Consideraciones causales para campos�C

Como en el caso de los elementos de puerto�1, se puede diferenciar entre causalidad derivativa

y causalidad integral para los campos�C multipuerto, pero los campos multipuerto también

admiten la causalidad integral-derivativa mezclada. La forma de causalidad completamente

integral es la que se muestra en la Figura A.24 [Karnopp, 2012].

Las leyes constitutivas pueden ser establecidas por,

ei = [�Ci (q1; q2; q3; � � � ; qn)]
�1 donde i = 1; 2; 3; � � � ; n: (A.63)

La forma de causalidad completamente derivativa se muestra en la Figura A.25.

Las leyes constitutivas están en la forma,

qi = �Ci (e1; e2; e3; � � � ; en) donde i = 1; 2; 3; � � � ; n: (A.64)

En algunos sistemas mecánicos se puede tener un campo�C con causalidad mezclada, es decir,

con bonds en causalidad derivativa e integral quedando de la forma que se representa en la
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Figura A.24: Un campo�C con n puertos con causalidad completamente integral.
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Figura A.25: Un campo�C con n puertos con causalidad completamente derivativa.

Figura A.26.

Entonces las leyes constitutivas son,

ei = �i (q1; q2; � � � ; qj ; ej+1; � � � ; en) donde i = 1; 2; � � � j:

qk = �k (q1; q2; � � � ; qj ; ej+1 � � � ; en) donde k = j + 1; � � � ; n: (A.65)

Cq
e

q
e

q e

q
e

q
e

Figura A.26: Un campo�C con n puertos con causalidad mezclada integral-derivativa.
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Figura A.27: Símbolo de un campo�I con n puertos.

A.3.3. Campos�I

Los campos�I son estrictamente análogos (es decir, no son iguales) a los campos capaci-

tivos. En lugar de leyes constitutivas relacionando esfuerzos a desplazamientos, los elementos

inerciales tienen leyes constitutivas relacionando �ujos con momentos de inercia.

Todos los resultados para campos�C se pueden aplicar para los campos�I, si los �ujos son

sustituidos por esfuerzos y momentos de inercia son sustituidos por desplazamientos. Por

ejemplo, la energía almacenada en un campo�I de n puertos de la Figura A.27 es,

E =

tZ
t0

nX
i=1

fieidt =

tZ
t0

nX
i=1

fi
�
pidt;

E =

pZ
p0

nX
i=1

fi (p) dpi =

pZ
p0

nX
i=1

f (p) dp = E (p) ; (A.66)

Para el caso lineal, las matrices de masas y las matrices de inductancias, deben de ser simétri-

cas para satisfacer la conservación de energía. En la Figura A.28 se muestran tres ejemplos

de los campos-I.

Las leyes constitutivas para los ejemplos de la Figura A.28, son las ecuaciones (A.67), (A.68)

y (A.69), para los ejemplos (a), (b) y (c) respectivamente.24 �1

�2

35 =
24 L1 M12

M12 L2

3524 i1

i2

35 ; (A.67)

24 �1

�2

35 =
24 L1 �M12

�M12 L2

3524 i1

i2

35 ; (A.68)
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Figura A.28: Inductancia mutua en sistemas eléctricos, (a) y (b) campos�I con diferente orientación
de embobinado; (c) un campo�I con tres puertos.
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Figura A.29: El campo�R (a) en forma de resistencia; (b) en forma de conductancia.

26664
�1

�2

�3

37775 =
26664

L1 �M12 �M13

�M12 L2 M23

�M13 M23 L3

37775
26664
i1

i2

i3

37775 : (A.69)

Independientemente de la convención en la orientación de embobinado, la matriz de induc-

tancia y su inversa serán simétricas si el campo�I es conservativo de energía.

A.3.4. Campos-R

Las leyes constitutivas que relacionan los esfuerzos y los �ujos de los n puertos de un campo-R,

son por medio de funciones estáticas (no relacionan los estados), o algebraicas. Esta de�nición

incluye elementos conservativos de potencia tal como uniones 0 y 1, y elementos que contienen

fuentes como los campos�R, pero en la práctica la mayoría de los campos�R que son estudia-

dos disipan potencia. La causalidad para los campos�R usualmente es determinada por la

fuente y por los elementos de almacenamiento de energía en el sistema. Dos modelos causales

fundamentales son mostrados en la Figura A.29.

Las leyes constitutivas para la causalidad de resistencia de la Figura A.29 (a) son,

ei = �Ri (f1; f2; f3; � � � ; fn) donde i = 1; 2; 3; � � � ; n: (A.70)

Las leyes constitutivas para la causalidad de conductancia de la Figura A.29 (b) son,

fi = [�Ri (e1; e2; e3; � � � ; en)]
�1 donde i = 1; 2; 3; � � � ; n: (A.71)

En la Figura A.30 se ilustra un ejemplo para causalidad de resistencia de un campo-R y sus
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Figura A.30: (a) Ejemplo de un campo�R en forma de resistencia; y (b) su representación reducida.
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Figura A.31: (a) Ejemplo de un campo�R en forma de conductancia; y (b) su representación reducida.

leyes constitutivas son,26664
e1

e2

e3

37775 =
26664
R4 R4 0

R4 R4 +R5 +R6 R6

0 R6 R6

37775
26664
f1

f2

f3

37775 : (A.72)

En la Figura A.31 se ilustra el mismo ejemplo pero ahora con causalidad de conductancia del

un campo-R.
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Sus leyes constitutivas son,26664
f1

f2

f3

37775 =
26664

1
R4
+ 1

R5
� 1
R5

1
R5

� 1
R5

1
R5

� 1
R5

1
R5

� 1
R5

1
R5
+ 1

R6

37775
26664
e1

e2

e3

37775 : (A.73)

A.4. Ejemplos de Sistemas Simples en Bond Graph

Ya han sido presentados todos los elementos necesarios para construir un bond graph básico.

Más adelante se mostrará cómo construir bond graphs para sistemas moderadamente más

complicados y como obtener sistemáticamente, a partir del bond graph resultante, las ecua-

ciones de espacio de estado correspondientes que describen la respuesta dinámica del sistema.

En esta sección, se presentan uno cuantos ejemplos simples, estos ejemplo se dan con la �-

nalidad de introducir la aplicación de los bond graphs en el modelado de sistemas dinámicos

[Kypuros, 2013].

Tomando el primer ejemplo de un sistema de amortiguador-resorte-masa descrito en la Figura

A.32 (a). Es aparente que la masa, el resorte, el amortiguador y la fuerza externa tiene una

cosa en común. La fuerza externa F , aplicada en el extremo izquierdo del resorte es la misma

fuerza que experimenta la masa y el amortiguador; es decir, tienen la misma fuerza llamada

F . Por consiguiente, puede ser usada una unión de esfuerzo común para conectar la fuente

de esfuerzo (F ), el elemento-C (el resorte), el elemento-R (el amortiguador), y el elemento-I

(la masa). La Figura A.32 (b) muestra el bond graph y (c) ilustra las relaciones matemáticas

y de causalidad representadas mediante el bond graph.

El sistema de amortiguador-resorte-masa de la Figura A.32 (d). En este, el amortiguador, el

resorte, la masa y la fuerza se mueven con la misma velocidad, por lo tanto, tienen un �ujo

común. La unión-1 en la Figura A.32 (e) indica que los cuatro elementos tienen la misma

velocidad y que allí ocurre una sumatoria de fuerzas. Por lo tanto, la razón de cambio con

respecto al tiempo de la de�exión del resorte x, es

�
x =

1

m
p; (A.74)
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Figura A.32: (a) - (c) Diagrama esquemático, bond graph y diagrama de bloques para un sistema
amortiguador-resorte-masa con esfuerzo común; (d) - (f) Diagrama esquemático, bond graph y dia-
grama de bloques para un sistema amortiguador-resorte-masa con �ujo común.
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y la razón de cambio con respecto al tiempo del momento p, es

�
p = F � kx� b

m
p: (A.75)

El modelo resultante es un conjunto de dos ecuaciones diferenciales de primer orden. Si la

masa se considera constante, reordenando se tiene

�
p =

d

dt
(mv) =

d

dt

�
m
�
x
�
= m

��
x; (A.76)

Las ecuaciones anteriores pueden ser combinadas para obtener una sola ecuación de segundo

orden para el sistema amortiguador-resorte-masa que resulta más familiar

m
��
x+ b

�
x+ kx = F; (A.77)

El análogo en circuitos eléctricos para el sistema amortiguador-resorte-masa es mostrado en

la Figura A.33.

Los elementos del circuito de la Figura A.33 (a) están conectados en paralelo y tienen la

misma caída de voltaje, esta caída de voltaje es especi�cada como voltaje de entrada. Por lo

tanto, el bond graph correspondiente tiene conectados cuatro elementos a una unión-0, una

fuente de esfuerzo (una fuente de voltaje), un elemento-R (una resistencia), un elemento-C (un

capacitor), y un elemento-I (un inductor). La unión-0 representa la sumatoria de corrientes

en el nodo superior debida a la ley de corrientes de Kirchho¤. Se puede notar que el bond

graph resultante y el diagrama a bloques correspondiente son exactamente los mismos que

para el sistema amortiguador-resorte-masa en la Figura A.32 (a).

El circuito de la Figura A.33 (c) tiene cuatro elementos conectados en serie, y por lo tanto

�uye la misma corriente a través de ellos. El circuito es gobernado por la ley de voltajes de

Kirchho¤. Como se describe en la Figura A.32 (d), una unión-1 es usada para indicar que se

tienen una corriente común,
�
q =

1

L
�; (A.78)

�uye a través de los elementos y representa la suma de las caídas de voltaje en la malla del

circuito,
�
� = e� 1

C
q � R

L
�: (A.79)
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Figura A.33: (a) - (c) Diagrama esquemático, bond graph y diagrama de bloques para un circuito
eléctrico con esfuerzo común; (d) - (f) Diagrama esquemático, bond graph y diagrama de bloques para
un circuito eléctrico con �ujo común.
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Recordando que � es el momento eléctrico,

� = Li = L
�
q; (A.80)

las ecuaciones anteriores pueden se recombinadas para obtener una ecuación diferencial de

segundo orden más común para un circuito RLC en serie,

L
��
q +R

�
q +

1

C
q = e: (A.81)

El diagrama a bloques en la Figura A.33 (c) muestra las relaciones matemáticas y de causa-

lidad representadas mediante el bond graph in la Figura A.33 (d). Nuevamente, se puede

notar que el bond graph y el diagrama a bloques son los mismos que los mostrados para el

sistema amortiguador-resorte-masa descrito en la Figura A.32 (d). También, se debe notar

que la ecuación diferencial de segundo orden (A.81) tiene el mismo formato que la ecuación

diferencial de segundo orden (A.77) analizada para el sistema amortiguador-resorte-masa en

la Figura A.32 (d) [Kypuros, 2013].

A.5. Obtención de las Ecuaciones de Estado en Bond Graph

Una amplia clase de sistemas dinámicos pueden ser descompuestos en los elementos vistos

en secciones anteriores, elementos almacenadores de energía (elementos-I y -C), disipadores

de energía (elementos-R), convertidores de energía (transformadores y giradores), fuentes

externas (fuentes de esfuerzo y fuentes de �ujo), y relaciones tanto de esfuerzo como de �ujo

común (uniones-0 y -1) [Kypuros, 2013].

En esta sección se introducen las reglas generales para obtener, a partir de la representación

en bond graph, las ecuaciones algebraicas y diferenciales que de�nen un sistema dinámico

utilizando una representación matemática para los cuatro dominios de energía principales.

A.5.1. Reglas Generales

Existen algunas reglas generales que ya han sido introducidas o dadas de manera implícita

en secciones anteriores, pero en esta sección se volverán a exponer de manera explícita para
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Figura A.34: Direcciones de potencia asumidas generalmente para elementos disipadores y elementos
almacenadores de energía.

un mejor entendimiento. Usualmente, como los describe la Figura A.34 (a), se asume que la

potencia �uye desde el sistema hacia los elementos almacenadores de energía, por consiguiente,

la semi�echa del bond graph casi siempre apunta hacia los elementos-I, -C, -R.

Además, como se muestra en la Figura A.34 (b), en las fuentes de esfuerzo y fuentes de �ujo

se asume que proporcionan potencia hacia el sistema. Las fuentes de esfuerzo especi�can que

un esfuerzo entra al sistema y las fuentes de �ujo especi�can un �ujo que está entrado al

sistema.

Los elementos de dos puertos tienen una convención de la potencia que pasa a través de ellos,

donde los bonds conectados apuntan en la misma dirección. Esto es descrito en la Figura

A.34 (c). En los transformadores y en los giradores, un bond debe especi�car la potencia que

entra y otro la potencia que sale.

Ocasionalmente, para sintetizar o simpli�car un bond graph se utiliza la Figura A.35 Estas

estructuras pueden ser simpli�cadas rápidamente. Si una unión-0 ó -1 tiene solo dos bond, en-

tonces los esfuerzos deben ser iguales y los �ujos también. Esto se puede demostrar matemáti-
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Figura A.35: a) unión-0 de dos puertos, (b) unión-1 de dos puertos, (c) uniones-0 adyacentes y (d)
uniones-1 adyacentes.

camente analizando las uniones de puerto-2. Tomando por ejemplo la unión-0 descrita en la

Figura A.35 (a).

Las relaciones para la unión-0 son

e1 = e2 (esfuerzo común); (A.82)

y

f1 � f2 = 0 (suma de �ujos): (A.83)

De tal manera que, a partir de (A.35) se puede demostrar que f1 = f2, y de este modo no

sólo los esfuerzos son iguales, sino que también los �ujos lo son. La unión en sí misma es

redundante y puede ser reducida a un bond simple como se describe en la Figura A.35 (a).

Lo mismo ocurre con las uniones-1 de dos puertos. Cuando dos uniones-0 o dos uniones-1

están adyacentes una a la otra, las uniones conectadas pueden ser reducidas a una sola como

se muestra en la Figura A.35 (c) y (d).
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Figura A.36: (a) Sistema amortiguador-resorte-masa y (b) modelo simple de un cuarto de la suspen-
sión de un vehículo.

A.5.2. Traslación Mecánica

Los sistemas mecánicos que son puramente traslativo se clasi�can como sistemas de traslación

mecánica. Algunos ejemplos como son un sistema de suspensión y amortiguador-resorte-masa

son descritos en la Figura A.36. Aunque la traslación ocurre generalmente en tres dimensiones,

los problemas analizados aquí serán restringidos a un movimiento planar. Sin embargo, los

métodos presentados son aplicables usualmente a movimiento tridimensional [Kypuros, 2013].

Los sistemas amortiguador-resorte-masa son evaluados usando mecánica newtoniana básica.

Antes de introducir las reglas básicas para la síntesis de un bond graph para sistemas mecáni-

cos de traslación, se recordaran los elementos básicos de mecánica de traslación. Las masas

almacenan energía cinética cuando están en movimiento y son consideradas elementos-I. Los

estados integrados asociados con las masas son los momentos de masa y las fuerzas frecuente-

mente son sumadas en una masa. Los resortes son almacenadores de energía potencial, por lo

que son considerados elementos-C. Sus estados integrados asociados son las de�exiones del re-

sorte. La de�exión del resorte está relacionada mediante una integral de la velocidad relativa

o la velocidad diferencial entre los extremos del resorte. Los amortiguadores o absorbedores de

impacto disipa energía y son considerados elementos-R. Las palancas y los balancines operan

como transformadores. Las diferenciales de velocidad son representadas mediante uniones-0,

y las uniones-1 son usadas para el modelado de la suma de fuerzas.

Las reglas básicas para sintetizar bond graphs para sistemas de traslación mecánica son:
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1. Identi�car las velocidades distintas. Para cada velocidad distinta establecer una unión-

1. Las velocidades distintas son con frecuencia asociadas a las masas. Por consiguiente, si una

masa es asociada especí�camente con una velocidad distinta debe ser colocado un elemento-I

para representar la masa, la cual debe ser colocado directamente usando una unión-1 median-

te un bond. Además, si existe cualquier otro elemento relacionado directamente con una

velocidad especí�ca, también debe aparecer en la unión-1 asociada.

2. Insertar la generación de fuerzas con puertos-1 y los convertidores de energía con

puertos-2. Los generadores de fuerza puertos-1 (i.e. amortiguadores y resortes) son colocados

entre los pares apropiados de uniones-1 mediante uniones-0. Recordando que la condición

secundaria para una unión-0 es una sumatoria de �ujos. En sistemas mecánicos, las uniones-0

son usadas para calcular las velocidades diferenciales. Si un resorte o un amortiguador es

sujetado entre dos puntos que se están moviendo, este experimentará una diferencial de ve-

locidad entre sus dos extremos. Además, los resortes y los amortiguadores generan fuerzas de

igual magnitud pero sentido opuesto en sus extremos. Sus extremos se mueven generalmente

a velocidades diferentes. De este modo, estos elementos son conectados mediante uniones-0

para indicar la fuerza de magnitud común y las velocidades distintas en cada extremo del

mismo. Los transformadores y los giradores pueden aparecer también entre las velocidades

distintas conectados mediante palancas o poleas.

3. Asignar las direcciones de las potencias. Usando las reglas generales para asignar las

direcciones de las potencias detalladas en la sección anterior. Los bonds remanentes con una

dirección de potencia no asignada se puede hacer una asignación de forma arbitraria al igual

que en sistemas dinámicos donde una convención de signos es elegida y usada de manera

consistente. Sin embargo, algunas re�exiones pueden minimizar la necesidad de trabajo extra

en la obtención del modelo. Por ejemplo, en el siguiente paso se eliminarán las uniones de

velocidad cero, Esto llevará de manera inevitable que las uniones tengan sólo dos bonds

conectados, Así, es conveniente seguir una convención de potencia de entrada-potencia de

salida tal que la unión pueda ser reducida como se ilustra en la Figura A.35 sin tener que

involucrarse ningún cambio de signo.

4. Eliminar las velocidades cero. Para diferenciar entre las velocidades en cada extremo
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de un resorte o de un amortiguador, las velocidades cero son puntos distintos identi�cados

de manera explícita y se usa una unión-1 como un �marcador de referencia�. Las uniones-1

de velocidad cero son redundantes. Por lo tanto, las uniones-1 de velocidad cero y sus bonds

conectados son eliminados. Esto ayuda a simpli�car el bond graph resultante.

5. Simpli�car. Simpli�car el bond graph resultante mediante la reducción de uniones-1

y -0 de puerto-2 como se describe en la Figura A.35 (a) y (b) y reorganizar las uniones

adyacentes que pueden ser reducidas como lo describen las Figura A.35 (c) y (d).

6. Asignar la causalidad. Asignar las trazas causales (barra vertical en la punta de la

semi�echa) en los bonds para indicar las relaciones entrada-salida en cada puerto. Este paso

será discutido con más detalle en una sección más adelante. Por ahora se enfocará en sintetizar

y simpli�car el bond graph sin causalidad. La asignación de la causalidad es el último paso

antes de obtener las ecuaciones algebraicas y diferenciales que representan la dinámica del

sistema a partir del bond graph.

Las reglas generales para sistemas mecánicos de traslación son mejor ilustradas mediante un

ejemplo.

Ejemplo A.1. Obtener el bond graph para el sistema amortiguador-resorte-masa descrito

en la Figura A.36 (a).

Solución. El primer paso es identi�car las velocidades diferentes. Como se muestra en la

Figura A.37 (b), existen tres velocidades distintas, la velocidad cero del suelo, la velocidad

de la masa que está más a la izquierda, y la velocidad de la masa del extremo derecho. Como

se indica en la Figura A.37 (c), hay tres elementos asociados directamente con cada una de

esas velocidades. Una fuente de �ujo es usada para identi�car la velocidad cero del suelo.

Elementos-I son colocados directamente fuera de las otras uniones-1 para representar las dos

masas, y una fuente de esfuerzo es colocada fuera de la tercera unión-1 para agregar la fuerza

externa F (t).

El siguiente paso es insertar la generación de fuerzas con puertos-1 y los convertidores de

energía con puertos-2. Entre el suelo y la primera masa, hay un amortiguador (elemento-R) y

un resorte (elemento-C). Además, otro resorte (elemento-C) aparece entre las dos masas. Por

consiguiente, como se muestra en la Figura A.37 (d), un elemento-C es colocado usando una
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Figura A.37: Ejemplo de sistema mecánico de traslación.
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unión-0 entre las uniones-1 más al extremo izquierdo y la de en medio tal como un elemento-

R. El otro elemento-C es colocado entre la unión-1 de en medio y la unión-1 en el extremo

derecho.

En ese punto, se pueden asignar las direcciones de las potencias. Se puede notar que en la

Figura A.37 (d) los bonds son dirigidos generalmente de derecha a izquierda y así en cada

unión-0 la velocidad relativa es calculada como la velocidad del bond de la derecha menos la

velocidad del bond de la izquierda. Esto podría ser hecho en dirección opuesta para obtener

un bond graph equivalente.

Ahora que el bond graph básico está establecido, se puede comenzar con la simpli�cación.

Primero, se eliminan las fuentes de velocidad cero involucradas borrando las uniones y los

bonds conectados directamente a esa unión. Una vez realizado esto, el bond graph resultante

simpli�cado luce como se muestra en la Figura A.37 (e). Este ejemplo ilustra todo el proceso

de modelado, excepto la regla general �nal (la asignación de la causalidad). Esta se tocará

más adelante.

A.5.3. Rotación Mecánica

Los sistemas mecánicos de rotación son análogos directamente a los sistemas mecánicos de

traslación. Esto resulta del hecho de que las ecuaciones de movimiento para rotación, al igual

que para traslación, son obtenidas mediante el uso de las leyes de Newton, especialmente de

la segunda ley de Newton. Por lo tanto, no debería causar ninguna sorpresa que las reglas

generales para la obtención del bond graph para mecánica rotacional son similares para

mecánica traslacional [Kypuros, 2013].

Antes de comenzar, se revisarán brevemente los elementos en los sistemas de rotación. Recor-

dando que aunque con frecuencia los rodamientos son diseñados para ser muy e�cientes, estos

disipan una cantidad nominal de energía y por esto son clasi�cados como elementos-R. Una

barra de torsión o resorte almacena energía potencial cuando sus extremos tienen un giro

relativo el uno con el otro. Esta energía potencial es liberada cuando el eje se descarga. Por

lo tanto, un resorte de torsión es un elemento-C. Las inercias rotacionales están compuestas

228



Apéndice A. Modelado de Sistemas en Bond Graph

de masas. Como las masas están girando, estas se cargan de energía cinética haciendo de la

inercia un elemento-I. Los pares de engranes y los engranes de cadena operan como trans-

formadores en sistemas rotacionales. Las diferenciales de velocidad angular ocurren en las

uniones-0, y los momentos (pares de torsión) son agregados a las uniones-1.

Al igual que en los sistemas mecánicos de traslación, se inicia el proceso de síntesis del bond

graph mediante la identi�cación de lugares donde el sistema tiene velocidades distintas. Estas

frecuentemente ocurren donde hay una inercia y/o donde los elementos están rígidamente

conectados.

Las reglas básicas para la obtención del bond graph para sistemas mecánicos de rotación son:

1. Identi�car las velocidades angulares distintas. Para cada velocidad angular distinta es-

tablecer una unión-1. Las velocidades distintas son con frecuencia asociadas a las inercias

giratorias. Si una inercia giratoria tiene una velocidad distinta, un elemento-I que representa

esta inercia debe ser colocado directamente afuera de la unión-1. Además, sí existen más ele-

mentos directamente relacionados con una velocidad angular especí�ca, estos también deben

aparecer fuera de la unión-1 asociada.

2. Insertar la generación de par de torsión con puertos-1 y los convertidores de energía

con puertos-2. Los puertos-1 para representar los pares de torsión o generadores de momento

son colocados entre los pares de uniones-1 apropiados usando uniones-0. De manera similar a

los sistemas mecánicos de traslación, los resortes de torsión y algunas veces los rodamientos

generan momentos de magnitud igual en cada extremo de ellos pero aplicados en direcciones

opuestas. Debido a que estos pueden estar conectados entre dos puntos en movimiento, estos

pueden experimentar una diferencial de velocidad angular. Sus extremos generalmente se

mueven a diferentes velocidades. La condición secundaria en una unión-0 es la suma de las

velocidades angulares o la diferencial de velocidad angular. De este modo, estos elementos

son conectados fuera de las uniones-0 para indicar el par de torsión de magnitud común y

velocidad angular distinta en cada extremo de los estos elementos. Los transformadores o

pares de engranes también pueden aparecer entre velocidades angulares distintas.

3. Asignar las direcciones de las potencias. Como se vio anteriormente, Usando las re-

glas generales para asignar las direcciones de las potencias. Los bonds remanentes con una
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dirección de potencia no asignada se puede hacer una asignación de forma arbitraria. Es

conveniente seguir una convención de potencia de entrada-potencia de salida para facilitar la

reducción de uniones redundantes.

4. Eliminar las velocidades cero. Así como se hizo con los sistemas de traslación, para

diferenciar entre las velocidades angulares en cada extremo de un resorte de torsión o algún

otro elemento giratorio, las velocidades cero son identi�cadas como puntos considerados dis-

tintos y se usa una unión-1 como un �marcador de referencia�. Las uniones-1 de velocidad

angular cero son redundantes. Por lo tanto, para ayudar en la simpli�cación, se eliminan las

uniones-1 de velocidad angular cero y sus bonds conectados.

5. Simpli�car. Simpli�car el bond graph resultante mediante la reducción de uniones-1 y

-0 de puerto-2, y reorganizar las uniones adyacentes que son del mismo tipo y que pueden ser

condensadas dentro de una sola unión.

6. Asignar la causalidad. Asignar las trazas causales (barra vertical en la punta de la

semi�echa) en los bonds para indicar las relaciones entrada-salida en cada puerto

Para ilustrar el proceso de síntesis del bond graph en este tipo de sistemas, se examina el

sistema rotacional que se ilustra en la Figura A.38.

Ejemplo A.2. Sintetizar el bond graph para el sistema rotacional dado en la Figura 1.5 (a).

Solución. Al igual que para los sistemas mecánicos de traslación, el primer paso es identi�car

las velocidades diferentes. La Figura A.38 (b) muestra que existen tres velocidades angulares

distintas, una en la inercia rotacional, y una en cada rueda dentada. La inercia rotacional es

unida a un extremo del eje junto a un rodamiento. Además, cada rueda dentada también está

unida a un rodamiento adyacente. Además, un momento de torsión externo �m, es aplicado

directamente a la inercia rotacional. Por lo tanto, como se muestra en la Figura A.38 (c),

un elemento-I, un elemento-R y una fuente de esfuerzo son conectadas fuera de la unión-

0 del extremo izquierdo para representar el par de torsión externo, la inercia rotacional y

el rodamiento. Los elementos-R son conectados a la unión-1 restante para representar los

rodamientos adyacentes a cada rueda dentada.

El siguiente paso es insertar la generación de par de torsión con puertos-1 y los convertidores

de energía con puertos-2 entre los pares apropiados de uniones-1. El eje, el cual almacena
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Figura A.38: Ejemplo de sistema rotacional simple.

energía potencial, es representado mediante un elemento-C que va conectado usando una

unión cero entre la unión-1 conectada a la inercia rotacional y la primera rueda dentada. El

par de engranes es representado mediante un transformador entre las uniones-1 considerando

la velocidad angular en cada engrane.

Ahora se asignan las direcciones de las potencias. Notar como los bonds de potencia que no

tienen asignación de dirección se inclinan hacia el �ujo desde la fuente hacia afuera de los

rodamientos disipadores de energía en el extremo derecho. No hay uniones de velocidad cero

explicitas por considerar, así que se continúa con el siguiente paso.

Simpli�cación. Este problema tiene solo una unión redundante, la unión-1 conectada al

elemento-R representando el rodamiento a un lado de la rueda dentada superior, el cuál

puede ser eliminado y así su extremos son conectados directamente al extremo del transfor-

mador como se muestra en la Figura A.38 (d).
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A.5.4. Circuitos Eléctricos

El proceso para obtener el bond graph de circuitos eléctricos varía de manera signi�cativa

de los sistemas mecánicos. En sistemas mecánicos, tanto de rotación como de traslación,

primero se identi�can las velocidades diferentes y se establece una unión-1 para cada una.

Esto se genera a partir del hecho de que la velocidad común (un �ujo) es compartida en

los puntos donde los elementos mecánicos están unidos rígidamente. En circuitos eléctricos

donde los elementos están conectados comparte un mismo voltaje (esfuerzo) más que una

corriente (�ujo). Esto implica un cambio fundamental en cómo se sintetiza el bond graph.

Se deben identi�car los puntos con esfuerzo común en lugar de los puntos con �ujo común

[Kypuros, 2013].

Nuevamente, antes de comenzar, se revisarán brevemente los elementos en los circuitos eléc-

tricos. Las resistencias disipan energía y son por lo tanto elementos-R. La energía potencial es

almacenada en los capacitores haciendo de ellos elementos-C, mientras que la energía cinética

es almacenada en los inductores los cuales sirven como elementos-I en circuitos eléctricos.

Las fuentes de voltaje ideales y las baterías sirven como fuentes de esfuerzo, mientras que

las fuentes de corriente ideales suministran �ujo. Los transformadores eléctricos operan de

manera similar a los pares de engranes en que los voltajes (o esfuerzos) son proporcionales

en ambos lados a las corrientes (o �ujos). Las leyes de Kirchho¤ son usadas para determinar

las corrientes y los voltajes en un circuito. En circuitos eléctricos, los elementos conectados

en serie comparten una corriente común (un �ujo). Así que, las uniones-1 son usadas para

representar mallas cerradas donde las corrientes es compartida y los voltajes son sumados

usando la ley de voltajes de Kirchho¤. Cuando la conexión es en paralelo, los elementos del

circuito comparte un voltaje y las corrientes son sumadas en el nodo. Un esfuerzo común o

unión-0 es usado para representar nodos en circuitos donde es aplicada la ley de corrientes

de Kirchho¤.

La síntesis de un bond graph de circuitos eléctricos di�ere de la utilizada para sistemas

mecánicos. Aunque muchos de los pasos permanecen básicamente igual, la obtención de bond

graphs en circuitos eléctricos comienza por identi�car los esfuerzos únicos en lugar de los
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�ujos únicos.

1. Identi�car los voltajes distintos. Al igual que en los sistemas mecánicos donde primero

se identi�caban las velocidades distintas (o �ujos) y se establecía una unión-1 para cada una,

en circuitos eléctricos se identi�can los potenciales de voltaje distintos (o esfuerzos) incluyendo

la tierra y se establece una unión-0 para cada uno. Si hay algún otro elemento relacionado

directamente a cualquier voltaje distinto, se colocan usando una unión-1 directamente en la

unión-0 respectiva.

2. Insertar los elementos del circuito con puertos-1 y los convertidores de energía con

puertos-2. Los elementos del circuito que almacenan y disipan energía típicamente generan

caídas de voltaje. Por lo tanto, se colocan con uniones-1 entre los pares apropiados de uniones-

0 representando los voltajes en los extremos de los elementos. Esto aparecen con uniones-

1 porque la condición secundaria para una unión-1 dicta una sumatoria de esfuerzos. En

circuitos eléctricos, esto se puede hacer mediante un cálculo de la caída de voltaje. Además,

los puertos-2 convertidores de energía tal como los transformadores pueden causar un cambio

en el voltaje y pueden aparecer entre un par de uniones-0 para representar los distintos

potenciales en cada extremo.

3. Asignar las direcciones de las potencias. Recordando el uso de las reglas generales

para asignar la potencia. A los bonds restantes se les asigna de manera arbitraria, pero es

conveniente seguir una convención potencia de entrada-potencia de salida para facilitar la

eliminación de uniones redundantes.

4. Eliminar la tierra explícita. Para facilitar la colocación apropiada de puertos-1, se

incluyó de manera explícita como un voltaje diferente en el primer paso. En circuitos eléctricos

generalmente se miden los voltajes haciendo referencia a tierra. En este punto se pueden

eliminar las uniones-0 asociadas con la tierra y todos los bonds conectados directamente a

ella.

5. Simpli�car. Simpli�car el bond graph resultante mediante la reducción de uniones-1 y

-0 de puerto-2, y reorganizar las uniones adyacentes que son del mismo tipo y que pueden ser

condensadas dentro de una sola unión.

6. Asignar la causalidad. Asignar las trazas causales (barra vertical en la punta de la
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semi�echa) en los bonds para indicar las relaciones entrada-salida en cada puerto.

Para ilustrar el proceso de síntesis del bond graph en este tipo de sistemas, se examina el

circuito eléctrico que se ilustra en la Figura A.39 (a).

Ejemplo A.3. Obtener el bond graph para el circuito eléctrico ilustrado en la Figura A.39

(a).

Solución. La primera cosa por hacer es identi�car los distintos voltajes (observar la Figura

A.39 (b)). También, en este punto se requiere identi�car un elemento asociado directamente

con un voltaje distinto (Ver la Figura A.39 (c)). En este caso existe solamente la tierra

explicita.

Ahora se insertan los elementos de circuito de puerto-1 y -2. Un rasgo característico resulta

cuando se inserta el transformador. Un extremo del transformador está entre el inductor y la

tierra, y el otro entre la resistencia y la tierra. Esto es, cada extremo se sitúa entre distintos

pares de uniones-0. Como se ilustra en la Figura A.39 (c), las uniones-1 son insertadas entre

cada par de uniones-0, y el transformador conecta las dos con uniones-1.

Entonces, se asignan las direcciones de la potencia. La simpli�cación del proceso comienza

por la eliminación de la tierra explícita. Siguiendo con la simpli�cación, se eliminan los bonds

conectados a ella y los bonds que son posibles reducir usando las reglas generales vistas ante-

riormente. El bond graph resultante simpli�cado esta dado en la Figura A.39 (d). Los bond

graphs para circuitos eléctricos algunas veces pueden ser obtenidos rápidamente mediante

inspección. El circuito está compuesto de dos lazos o mallas conectadas a un transformador.

El bond graph simpli�cado esta hecho de dos ramas. La rama de la izquierda es la fuente

de voltaje, el inductor y el lado izquierdo del transformador que comparten un �ujo común.

El brazo de la derecha es el lado derecho del transformador, la resistencia, y el capacitor en

serie. Los lados derecho e izquierdo aparecen conectados con uniones-1 porque cada rama

comparte una corriente común. Las dos mallas interactúan mediante el transformador.

234



Apéndice A. Modelado de Sistemas en Bond Graph

1 2
L

CC

(a) (b)

eS 1

I:L

0 1 0

0

eS
g

(c)

1 TF 1

R:R

0 1 0

1 2

1 C:C

eS

I:L

(d)
1 TF 1

R:R

1 2

C:C

Figura A.39: Ejemplo de circuito eléctrico con transformador.
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A.5.5. Circuitos Hidráulicos

Los sistemas mecánicos tanto de rotación como de traslación son representados de forma

consecutiva porque los dos tienen un proceso similar para la obtención de su representación

en bond graph. Esto no es ninguna sorpresa ya que ambos son gobernados básicamente por

las mismas reglas (Mecánica Newtoniana). Aunque parezca mentira, los circuitos hidráulicos

son muy similares a los circuitos eléctricos. Así las reglas generales para la obtención de los

bond graphs para circuitos hidráulicos son directamente análogas a las que se utilizan para

los circuitos eléctricos [Kypuros, 2013].

De igual forma que se hizo en los sistemas anteriores, antes de comenzar, se revisarán breve-

mente los elementos en los circuitos hidráulicos. Los elementos-R en circuitos hidráulicos

son usados para representar caídas de presión que resultan de pérdidas de energía mediante

válvulas o debidas a la agitación a lo largo de la super�cie de las paredes de la tubería. Los

acumuladores pueden almacenar energía potencial mediante la variación del peso (o volu-

men) del �uido. Los �uidos tienen densidad y pueden almacenar cantidades considerables de

energía cinética al �uir a través de las tuberías. Una bomba de desplazamiento es usada con

frecuencia para suministrar una presión a un circuito hidráulico y puede ser tratada como una

fuente de presión ideal. Por otro lado, una bomba centrífuga generalmente controla el �ujo

a través de un sistema hidráulico y por lo tanto es tratada como una fuente de �ujo ideal.

Las uniones físicas en un circuito hidráulico donde las tuberías o canales se conectan son

similares a un nodo en un circuito eléctrico donde las ramas de un circuito se conectan. En

estas uniones físicas, los caudales de �ujo se combinan (i.e. resultando una suma de caudales

de �ujo) Además, las uniones físicas son puntos de presión común. Los elementos de circuitos

hidráulicos pueden ser conectado �en serie�al igual que los elementos de los circuitos eléc-

tricos. Cuando están conectados de esta manera los elementos comparte un caudal de �ujo

volumétrico común y resulta en una caída de presión a través del elemento.

Dada la similitud entre los circuitos eléctrico e hidráulicos, no debe haber sorpresa en que las

reglas generales para la obtención del bond graph de estos dos sistemas idénticas.

1. Identi�car las presiones distintas. En circuitos hidráulicos se identi�can las presiones
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distintas (o esfuerzos) incluyendo la presión atmosférica y establecer un unión-0 por cada

una de ellas. Si hay cualquier otro elemento relacionado directamente con cualquiera de las

presiones distintas, se colocan usando una unión-1 en la respectiva unión-0. Las presiones

diferentes son localizadas entre los elementos hidráulicos.

2. Insertar los elementos del circuito hidráulico con puertos-1 y los convertidores de ener-

gía con puertos-2. Los elementos de circuito hidráulico que almacenan y disipan energía

típicamente generan caídas de presión. Por lo tanto, se colocan con uniones-1 entre los pares

apropiados de uniones-0 representando las presiones en los extremos de los elementos. Esto

aparecen con uniones-1 porque la condición secundaria para una unión-1 dicta una sumatoria

de esfuerzos. En circuitos hidráulicos, esto se puede hacer mediante un cálculo de la caída

de presión. Además, los puertos-2 convertidores de energía pueden causar un cambio en la

presión y pueden aparecer entre un par de uniones-0 para representar los distintos potenciales

en cada extremo.

3. Asignar las direcciones de la potencia. Recordando el uso de las reglas generales para

asignar la potencia. A los bonds restantes se les asigna de manera arbitraria, pero es conve-

niente seguir una convención potencia de entrada-potencia de salida para facilitar la elimi-

nación de uniones redundantes.

4. Eliminar la presión atmosférica. Al igual que en los circuitos eléctricos donde típi-

camente la medición de voltaje es relativa a tierra, en circuitos hidráulicos la medición de

calibración de presión o diferencial de presión es relativa a la presión atmosférica. Si se usa

típicamente la calibración como opuesta a la presión absoluta, se puede eliminar la presión at-

mosférica. En este punto se pueden eliminar las uniones-0 asociadas con la presión atmosférica

y todos los bonds conectados directamente a ella.

5. Simpli�car. Simpli�car el bond graph resultante mediante la reducción de uniones-1 y

-0 de puerto-2, y reorganizar las uniones adyacentes que son del mismo tipo y que pueden ser

condensadas dentro de una sola unión.

6. Asignar la causalidad. Asignar las trazas causales en los bonds para indicar las rela-

ciones causa-efecto en cada puerto. Más adelante se revisará este paso.

Para ilustrar el proceso de obtención del bond graph en este tipo de sistemas, se examina el
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Figura A.40: Ejemplo de circuito hidráulico.

circuito hidráulico que se ilustra en la Figura A.40.

Ejemplo A.4. Obtener el bond graph para el circuito hidráulico ilustrado en la Figura A.40

(a).

Solución. El circuito hidráulico está compuestos de una fuente de �ujo, dos acumuladores,

dos válvulas y una tubería. El primer paso es identi�car las presiones distintas. En este

problema, existen presiones distintas en los fondos de cada acumulador o tanque, en el extremo

derecho de la tubería larga, y en la salida del sistema (Ver la Figura A.40 (b)). Para cada

caso, se establece una unión-0. Como se ilustra en la Figura A.40 (c), los acumuladores

están asociados con dos de las uniones y la presión atmosférica es asociada con una tercera
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unión. De este modo, los elementos-C y una fuente de esfuerzo son colocados en las uniones-0

apropiadas.

En seguida se insertan los elementos de puerto-1 y -2. Hay una válvula entre los dos acu-

muladores o tanques la cual causa una caída de presión. Esto es representado mediante un

elemento-R conectado con una unión-1 entre las dos uniones-0 del extremo izquierdo. En la

tubería larga �uye una cantidad signi�cativa de �uido con inercia. Por lo tanto, un elemento-I

es colocado con una unión-1 entre la segunda y tercera unión-0 para representar las presiones

en los extremos izquierdo y derecho de la tubería. Existe otra válvula entre el �nal de la

tubería y la salida del sistema la cual está expuesta a la presión atmosférica. Esta válvula es

representada mediante un elemento-R conectado a una unión-1 entre las dos uniones-0 del

extremo derecho.

Ahora, se asignan las direcciones de las potencias. Las direcciones se eligen de manera que

tengan sentido y faciliten más tarde una simpli�cación. En el siguiente paso, se elimina la

presión atmosférica lo cual involucra remover la fuente de esfuerzo asociada, las uniones-0

conectadas, y cualquier bond conectado a esa unión-0. Esto permite simpli�car el bond graph

mediante la eliminación de los bonds y la reorganización de uniones adyacentes. Finalmente

se llega al bond graph simpli�cado que se muestra en la Figura A.40 (d).

A.5.6. Sistemas mezclados

Muchos sistemas dinámicos no son puramente de un sólo dominio de energía, es decir, son

sistemas mezclados con subsistemas que operan en varios dominios de energía. Los sistemas

pueden ser electromecánicos, hidromecánicos, de rotación y de traslación, etc. Los sistemas

de energía mezclados pueden ser descompuestos en subsistemas, cada uno de ellos en un sólo

dominio de energía. De esta manera, los subsistemas pueden ser manejados usando las reglas

generales detalladas en la sección anterior para sistemas mecánicos de rotación, mecánicos

de traslación, circuitos eléctricos, y circuitos hidráulicos. Los subsistemas están acoplados

mediante dispositivos referenciados como transductores, los cuales convierten la energía de un

dominio a otro. Algunos de estos dispositivos son descritos en la Figura A.41. Típicamente, los
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Figura A.41: Ejemplos de transductores que incluyen (a) un motor ideal, (b) una bomba centrifuga,
y (c) un piñón y cremallera.

transductores son considerados conservativos de energía y pueden ser representados mediante

transformadores o giradores dependiendo en cómo convierten la energía. Se estudiará un

ejemplo de sistemas mezclados para ilustrar como un transductor puede acoplar dominios de

energía y cómo un sistema puede ser descompuesto en subsistemas que operan en un sólo

dominio de energía [Kypuros, 2013].

Ejemplo A.5. Sintetizar el bond graph para el motor de corriente directa de imán perma-

nente (PMDC) que se muestra en la Figura A.42 (a).

Solución. Muchos dispositivos electromecánicos tales como brazos robóticos, turbinas de

viento, y maquinas controladas mediante computación numérica (CNC) usan motores y/o

servos. Estos dispositivos, aunque se manejan eléctricamente, son usados para sistemas de

posición y movimiento mecánico. Un dispositivo usado comúnmente en ese tipo de sistemas

es un motor PMDC.

El motor en sí mismo es un sistema electromecánico. El motor está compuesto de una bobina

giratoria que está hecha de un enrollado de cobre con resistencia, inductancia y, dependiendo

del tamaño del cable enrollado, una cantidad signi�cante de inercia rotacional. Por un lado se

tiene un circuito con una fuente de voltaje, una resistencia, y una inductancia conectados en

serie. El bond graph para la parte del lado eléctrico puede ser obtenido mediante inspección.

Este está compuesto de una fuente de esfuerzo, un elemento-R, un elemento-I, y un bond sin

conexión unido a una unión-1.

Por el otro lado se tiene la inercia rotacional del embobinado, un tren de engranes, y un
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Figura A.42: Modelo de un motor de corriente directa de imán permanente (PMDC).

rodamiento. Los lados eléctrico y mecánico del sistema se acoplan mediante un �motor ideal�,

el cuál representa el acoplamiento electromecánico que existe entre los dos lados del sistema.

Este motor ideal relaciona el par de torsión generado del lado mecánico con la corriente

que �uye a través del lado eléctrico. Además, relaciona la fuerza electromotriz (la caída de

voltaje en el lado eléctrico debido a la generación de par de torsión en el lado mecánico)

con la velocidad angular de la bobina giratoria. Una constante del motor km, es usada para

relacionar los esfuerzos y los �ujos en los lados eléctrico y mecánico del sistema,

�m = kmi (t) = 0 y Em = km!m: (A.84)

Además, el �motor ideal�puede ser representado mediante un elemento girador con un módulo

de km.

El lado mecánico del sistema está caracterizado por dos velocidades angulares distintas (una

en el eje de salida del motor y otra después del tren de engranes). El engrane de salida se

conecta a la �echa mediante un rodamiento. Se establecen dos uniones-1, una por cada veloci-
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dad diferente. En la primera se conecta un elemento-I para representar la inercia rotacional

de la bobina. En la segunda, se conecta un elemento-R para representar el rodamiento. Entre

las dos uniones-1 se inserta un transformador para representar el tren de engranes. El bond

graph resultante se puede simpli�car conectando directamente el elemento-R que representa

el rodamiento en el eje de salida del transformador.

A.5.7. Modelos matemáticos deducidos de un bond graph

El modelo en bond graph de un sistema físico dinámico se sitúa como en intermediario entre

el esquema físico y los modelos matemáticos asociados (ecuación de estado lineal o no lineal,

matriz de transferencia dentro del caso lineal). La casualidad permite escribir sistemática-

mente y de una forma bien estructurada las relaciones que caracterizan la evolución dinámica

del sistema y combinar las ecuaciones diferenciales y ecuaciones algebraicas, para realizar la

simulación dinámica [Dauphin-Tanguy, 2000].

Ecuación de estado

El modelo de estado resultante de un bond graph tiene una forma perfectamente de�nida,

puesto que las variables de estado son establecidas de manera sistemática. Existen diferentes

métodos para su construcción: aquí se presenta el método más directo, que puede ser un

poco más largo para un modelo en bond graph de grandes dimensiones, pero que conduce al

resultado sin di�cultad [Dauphin-Tanguy, 2000].

Estructura de unión

La estructura de unión es la que conjunta las uniones-0 y -1, los transformadores, y los

giradores, además en la estructura unión no se genera ni se disipa energía, es decir, la potencia

neta que entra a una estructura unión es igual a la que se desvanece a través de los puertos

conectados a ella. Una estructura unión provee las relaciones entre los esfuerzos y los �ujos

en sus puertos [Karnopp, 2012].
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Figura A.43: Diagrama a bloques de la estructura de unión de un bond graph.

Vectores clave

En un bond graph en forma convencional es posible clasi�car como bonds externos a los

elementos o puertos que conectan a elementos-R, -C, -I, Se y Sf y a los que conectan con

los elementos 0, 1, TF y GY se les llaman bonds internos. Los bonds externos pueden ser

clasi�cados de acuerdo a su forma de manifestación de energía. La Figura A.43 muestra un

diagrama a bloques que describe la estructura unión de un modelo en bond graph.

En la Figura A.43, los vectores clave son formados por las fuentes (Se y Sf ), los elementos

almacenadores (I y C), los disipadores (R), los detectores (D) y por último se tiene en la

estructura unión donde intervienen los transformadores, giradores, uniones-0 y uniones-1 (1,

0, TF, GY).

Los vectores clave son los que representan el sistema, estos vectores se muestran en la Figura

A.43, donde u(t) 2 Rp contiene las variables de potencia debidas a las fuentes en la estructura

de unión. Los estados x(t) 2 Rn y xd(t) 2 Rm están compuestos de variables de energía,

momento generalizado p(t) en elementos almacenadores-I y desplazamiento generalizado q(t)

en elementos almacenadores-C en causalidad integral y derivativa respectivamente; z(t) 2 Rn

y zd(t) 2 Rm son variables de co-energía en causalidad integral y derivativa, respectivamente.

Din(t) 2 Rr yDout(t) 2 Rr son una mezcla de esfuerzos y �ujos que contienen los intercambios
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energéticos entre el campo de disipación y la estructura de unión, n y m son el número de

elementos almacenadores en causalidad integral y derivativa, respectivamente; p es el número

de fuentes y r es el número de elementos disipadores de energía [Gonzalez, 2004].

Relaciones de campo y ecuaciones de estado

Las relaciones de campo no lineales de la Figura A.43 de los elementos de almacenamiento y

de disipación son:

z (t) = �F (x) ; (A.85)

zd (t) = �Fd (xd) ; (A.86)

Dout (t) = �L (Din) ; (A.87)

donde:

�F es una función que relaciona cada zi con xi para i = 1; : : : ; n.

�Fd representa una función que relaciona cada zid con x
i
d para i = 1; : : : ;m.

�L denota una función que relaciona cada Di
out con D

i
in para i = 1; : : : ; r.

El comportamiento de un elemento especí�co está descrito por una ley física que se conoce

como relación constitutiva. Si las relaciones constitutivas son tipo lineal, se tiene:

z (t) = Fx (t) ; (A.88)

zd (t) = Fdxd (t) ; (A.89)

Dout (t) = LDin (t) ; (A.90)

donde:

L, F y Fd son matrices reales de dimensión r � r, n� n y m�m, respectivamente.

Las relaciones de la estructura de unión están dadas por:

26664
�
x (t)

Din (t)

y (t)

37775 =

26664
S11 S12 S13 S14

S21 S22 S23 0

S31 S32 S33 0

37775
| {z }
Matriz de Estructura Unión S

26666664
z (t)

Dout (t)

u (t)
�
xd (t)

37777775 ; (A.91)

zd (t) = �ST14z (t) (A.92)
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Los elementos de la matriz de estructura unión S toman valores dentro del conjunto {0, �1,

�kt, �kg} donde kt y kg representan el módulo o relación del transformador y del girador,

respectivamente. La matriz S está particionada de acuerdo a la dimensión de sus vectores

clave. Las submatrices Sij tienen las siguientes propiedades:

� Propiedad 1: S11 y S22 son matrices cuadradas anti simétricas.

� Propiedad 2: S12 es la matriz transpuesta negativa de S21 y viceversa.

Las propiedades 1 y 2 están basadas en el principio de conservación de energía.

Un sistema LTI (Lineal con parámetros invariantes en el tiempo) MIMO (múltiple entrada

múltiple salida) se representa en variables de estado por:

�
x (t) = Ax (t) +Bu (t) ; (A.93)

y (t) = Cx (t) +Du (t) : (A.94)

Relacionando las ecuaciones (A.88) a la (A.90) con (A.93) y (A.94) se obtienen las matrices

que representan este tipo de sistemas y que permiten conocer el modelo matemático en

variables de estado utilizando la representación en bond graph:

A = E�1 (S11 + S12MS21)F; (A.95)

B = E�1 (S13 + S12MS23) ; (A.96)

C = (S31 + S32MS21)F; (A.97)

D = S33 + S32MS23: (A.98)

Las matrices E y M se encuentran mediante las siguientes expresiones,

E = I + S14F
�1
d ST14F; (A.99)

M = (I � LS22)�1 L: (A.100)
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Figura A.44: (a) Sistema mecánico, y (b) su bond graph correspondiente.

Ejemplo de la obtención de un modelo en espacio de estado en bond graph

Usando el sistema mecánico mostrado de la Figura A.44 (a), tomando como salida la velocidad

de la masa m, al modelo en bond graph que se obtuvo se le agrega una numeración a los

bonds tal como se muestra en la Figura A.44 (b).

Los vectores clave son,

x =

26664
p2

q3

q5

37775 ; �
x =

26664
e2

f3

f5

37775 ; z =
26664
f2

e3

e5

37775 ; Din = e4; Dout = f4; y = f2; u = e1: (A.101)

Las relaciones constitutivas para los elementos son,

F =

26664
1
m 0 0

0 Ka 0

0 0 Kb

37775 ; L = 1

f
: (A.102)

Como no hay elementos almacenadores en causalidad derivativa

Fd = 0: (A.103)

246



Apéndice A. Modelado de Sistemas en Bond Graph

De acuerdo con la ecuación (A.91) para la matriz de estructura de unión se tiene,26666666664

e2

f3

f5

e4

f2

37777777775
=

26664
S11 S12 S13

S21 S22 S23

S31 S32 S33

37775

26666666664

f2

e3

e5

f4

e1

37777777775
; (A.104)

Un análisis del modelo en Bond Graph de la Figura A.44 (b) permite determinar las ecuaciones

que de�nen a
�
x (t), Din(t), y y(t). Por lo que la matriz de estructura unión queda,26666666664

e2

f3

f5

e4

f2

37777777775
=

26666666664

0 �1 0 0 1

1 0 0 � 1
n 0

0 0 0 1 0

0 1
n �1 0 0

1 0 0 0 0

37777777775

26666666664

f2

e3

e5

f4

e1

37777777775
(A.105)

De la estructura unión, ecuación (A.105) por comparación con (A.104) se tiene que,

S11 =

26664
0 �1 0

1 0 0

0 0 0

37775 ; S12 =
26664

0

� 1
n

1

37775 ; S13 =
26664
1

0

0

37775 ; S21 = h 0 1
n �1

i
; (A.106)

S22 = [0] ; S23 = [0] ; S31 =
h
1 0 0

i
; S32 = [0] ; S33 = [0] : (A.107)

Usando las ecuaciones (A.95) a (A.98) para obtener la representación en espacio de estado.

De las ecuaciones (A.99) y (A.100) como no hay elementos almacenadores en causalidad

derivativa se tiene que,

E = I + S14F
1

d|{z}
0

ST14F = I y M =

24I � LS22|{z}
0

35�1 L = L; (A.108)
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Entonces E = E�1 = I. Por lo que para A se tiene,

A = E�1|{z}
I

0BBB@
26664
0 �1 0

1 0 0

0 0 0

37775+
26664

0

� 1
n

1

37775
�
1

f

� h
0 1

n �1
i1CCCA

26664
1
m 0 0

0 Ka 0

0 0 Kb

37775(A.109)

A =

26664
0 �Ka 0

1
m � Ka

n2f
Kb
nf

0 Ka
nf �Kb

f

37775 : (A.110)

B se obtiene mediante,

B = E�1|{z}
I

0BBB@
26664
1

0

0

37775+
26664

0

� 1
n

1

37775
�
1

f

�
[0]

1CCCA =

26664
1

0

0

37775 : (A.111)

Ahora para encontrar C se tiene,

C =

�h
1 0 0

i
+ [0]

�
1

f

� h
0 1

n �1
i�26664

1
m 0 0

0 Ka 0

0 0 Kb

37775 = h 1
m 0 0

i
; (A.112)

y para D se tiene,

Dp = [0] + [0]

�
1

f

�
[0] = 0: (A.113)

Por lo que la representación de espacio de estados queda:26664
e2

f3

f5

37775 =

26664
0 �Ka 0

1
m � Ka

n2f
Kb
nf

0 Ka
nf �Kb

f

37775
26664
p2

q3

q5

37775+
26664
1

0

0

37775 e1;

f2 =
h

1
m 0 0

i26664
p2

q3

q5

37775 : (A.114)

Donde las variables de estado son:

p2 es el momento inercial en la masa m y e2 es la fuerza en dicha masa.
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q3 es el desplazamiento del resorte Ka y f7 es la velocidad en dicho resorte.

q5 es el desplazamiento del resorte Kb y f5 es la velocidad en dicho resorte.

Además e1 es la fuerza externa aplicada a la masa m; f2 es la velocidad en la masa m la cual

es la variable seleccionada como salida del sistema.
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Transformación de Park en Bond

Graph

B.1. Transformación de Park o dq0

La transformación de Park o d-q convierte las componentes �abc� del sistema trifásico a

otro sistema de referencia �dq0�. El objetivo de la transformación consiste en convertir los

valores trifásicos �abc�, variables senoidalmente en el tiempo, a valores constantes �dq0�, en

régimen permanente. El vector con las componentes del nuevo sistema de referencia [xr] se

obtiene multiplicando el vector de coordenadas trifásicas [x] por la matriz de transformación

[P ] [Anderson, 1977], según la expresión siguiente:26664
x0

xd

xq

37775 = [xr] = [P ] [x] = [P ]
26664
xa

xb

xc

37775 : (B.1)

La expresión de la matriz de transformación [P ] se tiene en la ecuación siguiente,

[P ] =

r
2

3

26664
1p
2

1p
2

1p
2

cos (�) cos
�
� � 2

3�
�
cos

�
� + 2

3�
�

sin (�) sin
�
� � 2

3�
�
sin
�
� + 2

3�
�
37775 ; (B.2)
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a

d

c

q

b

θ

ω

ω t.

θ0

Figura B.1: Sistema de referencia trifásico y la referencia dq0.

En (B.2) � es el ángulo de la referencia rotativa (ejes d� q) (ver Figura B.1) igual a,

� =

Z 1

0
(! � t) dt+ �0; (B.3)

donde: ! y �0 son la velocidad angular y el ángulo inicial de la referencia d � q (igual a la

pulsación del sistema trifásico del lado de alterna del convertidor).

Para corrientes, un sistema trifásico está balanceado si ia + ib + ic = 0; i0 = 0. La transfor-

mación de Park se expresa en la siguiente ecuación,26664
i0

id

iq

37775 =
r
2

3

26664
1p
2

1p
2

1p
2

cos (�) cos
�
� � 2

3�
�
cos

�
� + 2

3�
�

sin (�) sin
�
� � 2

3�
�
sin
�
� + 2

3�
�
37775
26664
ia

ib

ic

37775 ; (B.4)

La matriz de transformación [P ] es ortonormal, es decir [P ]�1 = [P ]T . Por lo que la transfor-

mación inversa de Park es,26664
ia

ib

ic

37775 =
r
2

3

26664
1p
2

cos (�) sin (�)

1p
2
cos

�
� � 2

3�
�
sin
�
� � 2

3�
�

1p
2
cos

�
� + 2

3�
�
sin
�
� + 2

3�
�
37775
26664
i0

id

iq

37775 ; (B.5)
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Fase c

Fase a

Fase b

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1
2 2 2

2 2 2
3 3 3

2 2
3 3

cos cos cos
sin sin sin

θ θ π θ π
θ θ π θ π

 
 

− + 
 − + 

P

θ

0
d
q

Figura B.2: Modelo en bloques de la transformada de Park.

El término
q

2
3 en la transformación determina que sea ortonormal, este tipo de de trans-

formaciones se caracterizan por mantener invariante el producto escalar, como consecuencia

de esto, el valor de la potencia instantánea se mantiene invariante, independientemente del

dominio donde se calcule �abc�ó �dq0�.

Potabc = Potdq0;

Potabc = vaia + vbib + vcic = vTabciabc; (B.6)

como vabc = P�1vdq0 e iabc = P�1idq0; entonces,

Potabc =
�
P�1vdq0

�T �
P�1idq0

�
;

Potabc = vTdq0
�
P�1

�T �
P�1

�
idq0;

Potabc = vTdq0PP
�1idq0;

Potabc = vTdq0idq0 = Potdq0; (B.7)

B.1.1. Modelo en bloques y simulación de la transformación de Park

En la Figura B.2 se muestra el modelo a bloques de la transformación de Park en 20-sim

usando tres señales senoidales desfasadas 120 grados y una ganancia matricial que es la

transformada de Park. En la Figura B.3 se muestra la simulación de la transformación.
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0

1

Fase c

0 Fase a

0 Fase b

0 0

0 d

0 10 20 30 40 50
tiempo {s}

­2

­0.5

1 q

50.04468613064,    ­7.49400541622e­016

50.04468613064,    ­1.06066017178

50.04468613064,    ­0.6123724356958

Figura B.3: Simulación del modelo en bloques de la transformación de Park de la Figura B.2.

B.1.2. Modelado en Bond Graph de la transformación de Park

En la metodología de Bond Graph se puede realizar la transformación de Park para esfuerzos

(voltajes) o para �ujos (corrientes).

Modelado para esfuerzos

En las Figuras B.4 y B.5 se muestran el modelo en bond graph usando fuentes de esfuerzo y

usando fuentes de �ujo, respectivamente.

Una tercera forma de obtener la transformación de Park es usando un sólo transformador

modulado, el cuál tiene como módulo de transformación la transformada de Park. Esto se

muestra en la Figura B.6.

El resultado de la simulación de los modelos de las Figuras B.4, B.5 y B.6 son idénticos (ver

la Figura B.3), la diferencia radica en lo que se obtiene a la salida, esfuerzos (voltajes) o �ujos

(corrientes).
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Figura B.4: Modelado en Bond Graph de la transformación de Park para esfuerzos.
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Figura B.5: Modelado en Bond Graph de la transformación de Park para �ujos.
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Figura B.6: Transformación de Park en bond graph usando un sólo transformador modulado.
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Apéndice C

Publicaciones

Los artículos generados de esta investigación son:

� Artículo de congreso: "A quasi-Steady State Model of a Singular Perturbed Synchronous

Machine Modelled by Bond Graphs". Publicado en el congreso IASTED International Con-

ference Modelling, Identi�cation and Control (MIC 2013) del 11 al 13 de Febrero del 2013,

Innsbruck, Austria.

� Artículo de revista: "Quasy State Model of a Class of Non-Linear Singularly Perturbed

System in a Bond Graph Approach with an Application to a Turbine-Generator". En revisión

(cuarta) en Electrical Engineering Journal Archiv Für Elektrotechnik ISSN: 0948-7921. ISI

Impact Factor 0.367.

� Artículo de revista: "A Quasi-steady State Model of a Singularly Perturbed Wind Tur-

bine with an Induction Machine Considering Nonlinear Friction in a Bond Graph Approach".

Enviado a: Journal of Control Engineering and Applied Informatics. ISSN 1454-8658. ISI Im-

pact Factor 0.537.

� Artículo de congreso: "Steady State of a Synchronous Machine in a Bond Graph Ap-

proach". Publicado en el congreso IASTED International Conference Modelling, Identi�cation

and Control (MIC 2016) del 15 al 16 de Febrero del 2016, Innsbruck, Austria.



Apéndice C. Publicaciones

258



Apéndice C. Publicaciones

259



Apéndice C. Publicaciones

260



Apéndice C. Publicaciones

261



Apéndice C. Publicaciones

262



Apéndice C. Publicaciones

263



Apéndice C. Publicaciones

264



Apéndice C. Publicaciones

265



Apéndice C. Publicaciones

266



Apéndice C. Publicaciones

267



Apéndice C. Publicaciones

268



Apéndice C. Publicaciones

269



Apéndice C. Publicaciones

270



Apéndice C. Publicaciones

271



Apéndice C. Publicaciones

272



Apéndice C. Publicaciones

273



Apéndice C. Publicaciones

274



Apéndice C. Publicaciones

275



Apéndice C. Publicaciones

276



Apéndice C. Publicaciones

277



Apéndice C. Publicaciones

278



Apéndice C. Publicaciones

279



Apéndice C. Publicaciones

280



Apéndice C. Publicaciones

281



Apéndice C. Publicaciones

282



Apéndice C. Publicaciones

283



Apéndice C. Publicaciones

284



Apéndice C. Publicaciones

285



Apéndice C. Publicaciones

286



Apéndice C. Publicaciones

287



Apéndice C. Publicaciones

288



Apéndice C. Publicaciones

289



Apéndice C. Publicaciones

290



Apéndice C. Publicaciones

291



Apéndice C. Publicaciones

292



Apéndice C. Publicaciones

293



Apéndice C. Publicaciones

294



Apéndice C. Publicaciones

295



Apéndice C. Publicaciones

296



Apéndice C. Publicaciones

297



Apéndice C. Publicaciones

298



Apéndice C. Publicaciones

299



Apéndice C. Publicaciones

300



Apéndice C. Publicaciones

301



Apéndice C. Publicaciones

302



Apéndice C. Publicaciones

303



Apéndice C. Publicaciones

304



Apéndice C. Publicaciones

305



Apéndice C. Publicaciones

306



Apéndice C. Publicaciones

307



Apéndice C. Publicaciones

308



Apéndice C. Publicaciones

309



Apéndice C. Publicaciones

310



Apéndice C. Publicaciones

311



Apéndice C. Publicaciones

312



Apéndice C. Publicaciones

313



Apéndice C. Publicaciones

314



Apéndice C. Publicaciones

315



Apéndice C. Publicaciones

316




