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Resumen

En este trabajo de tesis se propone un método para el andlisis y obtencién del modelo en
estado cuasi-estacionario de algunas clases de sistemas no lineales singularmente perturbados
utilizando bond graph. El bond graph es una técnica de modelado que puede aplicarse a
la mayoria de los sistemas fisicos, siempre y cuando exista intercambio de energia entre sus
elementos. Los sistemas singularmente perturbados son una clase de sistemas en los cuales
se puede realizar una separacién de sus dindmicas en lentas y rédpidas, lo que se conoce como
escala de dos tiempos, existen muchos ejemplos de este tipo de sistemas fisicos, pricticamente
todos los sistemas electromecdnicos cumplen con esta caracteristica, ya que generalmente
la parte eléctrica suele contener dindmicas réapidas y la seccién mecdnica dindmicas lentas.
Otra aportacién de esta tesis es la obtencién del estado estacionario de sistemas no lineales
usando la asignacién de causalidad derivativa en los elementos almacenadores de energfa, cabe
mencionar que en los sistemas no lineales, a diferencia con los lineales, se pueden obtener
uno o mds estados estables para cada variable, dependiendo de las condiciones iniciales y
las entradas al sistema. En este trabajo de investigacién ademds se realiza la prueba de
estabilidad interna de sistemas no lineales usando la representaciéon en espacio de estado
obtenida a partir del bond graph. Los dos método propuestos son verificadas usando como
base para los ejemplos la méquina sincrona y la maquina de induccién.

Este trabajo también se propone un método para la obtencién del modelo lento para una clase
de sistemas lineales variantes en el tiempo, en la cual las dindmicas rdpidas son no variantes
en el tiempo, aplicando dicho método a un ejemplo no real con

nes demostrativos.

Palabras clave: Sistemas singularmente perturbados, sistemas variantes en el tiempo, sistemas no

lineales, estado estacionario, modelado, enlaces de grafos.






III

Abstract

In this research work is proposing a procedure from analysis and obtaining of the quasi-steady
state model of some class of nonlinear singularly perturbed systems using bond graph. bond
graph is a technique of modelling that can apply to majority of physical systems, provided
that an energy exchange exists between their elements. Singularly perturbed systems are a
class of systems which we can make a distinction of their slow and fast dynamic, this is called
two-scale-time, there are many examples of this class of physical systems, practically every
electromechanic systems have this feature, because usually the electric part contains fast
dynamics and mechanic section have slow dynamics. One more contribution of this thesis is
the obtaining of the steady-state of nonlinear systems using derivative causality assignment
to energy storage elements. Note that nonlinear systems, in contrast to linear systems, can
have one or more steady-states for each variable, depending of initial conditions and inputs to
system. Furthermore, in this work verification of internal stability of nonlinear systems is done,
using the state space representation obtained by bond graph. The two propose procedures are
verified by some examples, these examples uses synchronous machine and induction machine
as base.

This work also a procedure for obtaining of slow model for a class of linear time-varying
systems, which fast dynamics are not time-varying, this proposed metod is applied to a

ctitious example in order to prove this metod.

Key words: Singularly perturbed systems, time-varying systems, nonlinear systems, steady-state,

modeling, bond graph.
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Capitulo 1

Introduccion

Dentro de practicamente todos los campos de la ciencia, el poder representar un sistema, fisico
mediante un modelo es un objetivo primordial para el andlisis y control de dicho sistema.
Un modelo se puede definir como una abstraccién tedrica de un sistema del mundo real, el
cudl tiene dos utilidades fundamentales: la primera, hacer predicciones concretas, es decir,
mediante la simulacién del modelo se puede saber como se comportard el sistema a diferentes
condiciones y pardmetros de entrada sin necesidad de realizar las pruebas en el sistema
real, y la segunda, permitir una reduccién en la complejidad del sistema, esto es, el modelo
permite determinar cuales son las caracterfsticas mds importantes del sistema, ignorando los
detalles que no tienen mayor afectacién en la dindmica del sistema, pero si lo hacen, de forma
innecesaria, mucho mas laborioso de analizar.

Cuando ya se tiene un modelo o representacion de un sistema en particular, generalmente
matemadtico, es importante determinar si se puede o no hacer una reduccién de dicho modelo,
esto es, quitar elementos del modelo que no representan un efecto significante en el com-
portamiento del sistema pero qué, atin haciendo esta reduccién, el modelo reducido permita
analizar y/o controlar un fenémeno determinado de una forma més sencilla, es decir, la re-
duccién de orden dependerd de que variable es la que se desea conocer o controlar de dicho
sistema.

La reduccién de orden de sistemas singularmente perturbados es posible ya que son sis-
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temas que tienen muiltiples escalas de tiempo, esto es, son sistemas en los cuales pueden ser
distinguibles de manera clara las dindmicas lentas de las rdpidas, por ejemplo los sistema
electromecdnicos, generalemente cumplen con esta condicién, ya que contienen variables ra-
pidas debidas a la seccién eléctrica y variables lentas que se encuentran en la parte mecédnica
del sistema. La metodologia de perturbaciones singulares proporciona una base para el andli-
sis y/o control de sistemas que contienen elementos despreciables, para asi tener un modelo
mads simple pero que cumpla con los requisitos de identificacién del sistema real. Los sistemas
singularmente perturbados han sido estudiados desde finales de los anos 50’s y principos de
los 60’s por Andrei N. Tikhonov y Adelaida B. Vasil’eva [Tikhonov, 1948, Tikhonov, 1952,
Vasil’eva, 1963].

Existen diferentes metodologias para obtener un modelo de un sistema fisico. El modelado
con la técnica bond graph, la cudl fue ideada por el profesor Henry Paynter en 1959 y
después desarrollada y formalizada por sus estudiantes Dean Karnoop, Donald Margolis y
Roland Rosenberg, ofrece entre sus principales ventajas la unificacién de diferentes dominos
fisicos en uno generalizado donde se exhibe el intercambio de potencia (y conservacién de
la misma) dentro de un sistema. Ademads de la posibilidad de encapsular modelos en bond
graph y conectarlos a otros por medio de puertos externos lo cual convierte a esta técnica
en una herramienta valiosa para la representacién y manipulacién de sistemas complejos
[Cellier, 1992].

En algunas ocasiones, dependiendo del sistema analizado, no importa tanto el comportamien-
to dindmico de las variables, pero si el estado final al que llegan dichas variables cuando el
tiempo tiende a infinito, este valor es conocido como estado estacionario del sistema, en
sistemas no lineales es mds conocido como puntos de equilibrio, ya que a diferencia de los
sistemas lineales, no existe solo un valor final sino que dependiendo de la clase de sistema y
de las condiciones iniciales las dindmicas tenderdn a diferentes puntos de estabilidad, es decir,

en los sistemas no lineales pueden existir uno o més estados estacionarios para cada variable.
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1.1. Objetivo

Desarrollar un procedimiento para modelar y analizar algunas clases de sistemas singular-
mente perturbados no lineales y lineales variantes en el tiempo usando bond graph.
Aplicar el modelado de bond graph en causalidad derivativa para determinar el estado esta-

cionario de una clase de sistemas no lineales con producto de estados.

1.2. Metodologia

La metodologia de investigacién empleada para el desarrollo del proyecto consiste realizar
una revisién del estado del arte en el marco tedrico de la metodologia de bond graph y de los
sistemas singularmente perturbados, para después proponer un método para el modelado y
andlisis de dichos sistemas, y finalmente, demostrar y verificar la funcionalidad del método
propuesto mediante varios ejemplos. Esto tdltimo, haciendo uso de herramientas computa-
cionales como son MATLAB® y 20-SIM®, el primero se utiliza para resolver sistemas de
ecuaciones nolineales con el método de Newton-Raphson, y el segundo es empleado para la

simulacién de los modelos obtenidos en bond graph.

1.3. Justificacién

Las necesidades actuales dentro de la industria y de la ingenieria, de tener un modelo lo
mds cercano y simple posible a un sistema fisico, que pueda describir y predecir el compor-
tamiento del mismo, con la finalidad de poder realizar un simulacién sin tener la necesidad
de realizar pruebas en el sistema real tiene una importancia enorme, por ejemplo, cuando
el sistema modelado es muy caro y/o muy sensible a un posible dafio grave a determinados
parametros de entrada, asf, una simulacién del modelo evita correr un riesgo de dafio en prue-
bas innecesarias. El modelado de sistemas con bond graph esta siendo ampliamente aceptado
en muchas dreas de la ingenierfa, como son la electrica, la mecdnica, la hidrdulica, etc. En
el andlisis de sistemas singularmente perturbados, los cuales existen en gran cantidad. Por

ejemplo en el dominio eléctrico, una red RC en la cudl se tenga una diferencia notoria entre
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los valores de las capacitancias, es decir que exista alguna o algunas capacitancias pardsitas
o muy pequenas. En sistemas mécanicos un ejemplo son los sistemas de amortiguadores en
automéviles donde la masa del auto es més significativa que la masa del amortiguador. La
presente tesis se enfoca en los sistemas electromécanicos ya que précticamente casi todos son
sistemas singularmente perturbados. Bond graph provee una herramienta ttil y relativamente
facil para obtener modelos reducidos sin alejarse demasido del comportamiento del sistema
original, esto independientemente si el sistema es lineal o no lineal, variante o invariante en
el tiempo.

Cuando el profesor Henry Paynter inventé el bond graph intentaba crear una metodologia
en la cudl se pudieran modelar todos los sistemas fisicos, aunque el objetivo haya sido muy
ambicioso, esta técnica puede aportar mucho al modelado de distintos fenémenos fisicos,
principalmente los que manejan interaccién de distintos tipos de energfa, que son una mayoria
en la realidad, por lo anterior, en la presente investigacién se decidié utilizar la metodologia

del bond graph para modelar y analizar los sistemas singularmente perturbados.

1.4. Estado del Arte

1.4.1. Metodologia de Sistemas con Perturbaciones Singulares

El estudio de los sistemas singularmente perturbados se remonta a una disertacién en 1904
y después su publicacién en 1905, donde Ludwing Prandtl presenté un nuevo concepto que
revolucioné el estudio y anadlisis de los fluidos dindmicos, él introdujo el concepto de capa
limite, el cudl establece que en ciertos sistemas, como son los de dindmica de fluidos, existe
una clara diferencia de los efectos de la friccién que actian en una regién pequena y cercana
a la superficie del fluido, y que fuera de esta capa limite el flujo depende de la viscosidad del
fluido [Cowley, 2000], es decir, se tienen sistemas de escala de tiempos, donde se involucran
variables lentas y variables rapidas.

Anos después, el concepto de capa limite o regién de transicién rdpida es ampliamente estu-
diado en literatura matemética [Tikhonov, 1952, Levinson, 1950, O’Malley, 1971], donde se

explica el modelo estdndar de perturbaciones singulares, el cudl es una representacién explici-
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ta de variables de estado donde las derivadas de algunos estados son multiplicadas por un
valor escalar positivo muy pequernio que representa algunos pardametros pardsitos que pueden
ser despreciados [Kokotovic, 1986], y con esto conseguir un modelo reducido.

Como la dindmica de muchos sistemas es descrita mediante ecuaciones diferenciales de alto
orden. Frecuentemente, la presencia de pequenos pardmetros tales como constantes de tiempo,
masas y momentos de inercia son la fuente del incremento del orden del sistema [Naidu, 1988].
Entonces, un sistema singularmente perturbado es un sistema en el cudl se suprimen todos los
pardmetros pequenos, ocasionando con esto la reduccién del orden del sistema. El propésito
principal de la aproximacién de la perturbacién singular al andlisis y diseno es el alivio de
la alta dimensionalidad (la cudl era muy importante anteriormente porque no existia mucho
poder computacional) y el mal condicionamiento que resulta de la iteraccién de las dindmicas
lentas y rapidas. Esta aproximacién de escala de tiempo es asintética, es decir, las dindmicas
répidas tiende a cero [Saksena, 1984]. En [Khalil, 1979] la teoria de la perturbacién singular
es extendida a sistemas que contienen varios pardmetros pequenos con los cuales se puede
cambiar el orden del sistema, ademds se analizan los problemas de estabilidad en la capa
limite debida a estos pequenos pardmetros. Un nuevo método, mediante solucién numérica
con diferencias finitas, es desarrollado en [Li, 2007] para detectar la regién de transicién rapida
de la solucién de un problema de perturbacién singular, los resultados analiticos encontrados
son respaldados con experimentos numéricos. En [Parul, 2011] se concentran los métodos
bésicos y la literatura para resolver los problemas de perturbacién singular con sus respectivos

estudios comparativos.

Una gran cantidad de trabajos de investigacién han sido publicados para resolver diferentes
problemas de andlisis y control usando la teoria de los sistemas singularmente perturbados. En
[Porter, 1974] son utilizados los métodos de perturbaciones singulares para reducir el diseno
de controladores de retroalimentacién estabilizante para una clase de sistemas lineales multi-
variable de orden (n + m) a un disefio de controladores de retroalimentacién estabilizante para
una clase sistemas relacionado de orden (n), que se obtiene ignorando los elementos pardsitos

los cudles corresponden a la presencia de pardmetros relativamente pequeiios en las ecuaciones
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de estado del sistema original de orden (n + m). Una aproximacién simple para determinar
las condiciones de estabilidad de sistemas retroalimentados sujetos a perturbaciones en los
operadores que describen esos sistemas es determinada en [Sandell, 1979]. En [Khalil, 1981] se
emplea el andlisis de perturbaciones singulares para determinar la robustez de las estrategias
de control por retroalimentacién de la salida para sistemas invariantes en el tiempo, se resalta
el efecto de disenar la estrategia de control usando un modelo que desprecia elementos parési-
tos desconocidos, demostrando que este tipo de estrategia, generalmente, puede desestabilizar
el sistema atin cuando los modos despreciados sean asintticamente estables. Siguiendo con el
estudio de estabilidad, en [Suzuki, 1981] se demuestra que la controlabilidad y la estabilidad
de un sistema reducido que pertenece a un sistema no lineal singularmente perturbado son
invariantes a la clase de controles de retroalimentaciéon del subsistema rapido, es decir, es
posible un control compuesto (un diseno de control para el subsistema lento y otro el sub-
sistema rapido) sin afectar estas propiedades del sistema original. En [Rajagopalan, 1981] se
entrega un método para el diseno de controles éptimos en lazo abierto y en lazo cerrado de
sistemas continuos singularmente perturbados mediante sus modelos discretos, donde la re-
presentacién por modelo discreto provee una ventaja sobre la reduccién de orden clésica por
la naturaleza recursiva de las soluciones en sistemas discretos. También con respecto a control
6ptimo, en [Mahmoud, 1982] es desarrollado un procedimiento computacional para el diseno
de retroalimentacién aproximada de una clase de reguladores lineales singularmente pertur-
bados, empleando una aproximacién para separar el disenio total en tres regiones, las cudles
corresponden a la escala de tiempo lenta, media y rdpida, mediante un ejemplo de orden 9 se
ilustran los resultados teoricos obtenidos. En [Javid, 1982] se elabora un observador basado en
el sistema lento de orden reducido de un sistema variante en el tiempo de orden completo, el
sistema completo es estabilizado mediante retroalimentacién lineal del estado lento del obser-
vador. También es posible disenar controladores estabilizadores para sistemas singularmente
perturbados basandose en modelos simplificados, y como resultado entrega un método para
generar la clase de controladores estabilizantes necesarios para un sistema singularmente per-
turbado determinado [Vidyasagar, 1985]. Asi como en [Abed, 1985] se establece un teorema

para determinar la cota superior del valor de £ (pardmetro pardsito que se puede despreciar)
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sin perder estabilidad asintética del sistema singularmente perturbado. En [Wang, 1993] el
problema de la robustez de la dindmica del control de salida de retroalimentacién es resuelto
mediante el diseno simultdneo de controladores de retroalimentacién estdticos para el sub-
sistema rdpido y otros para uno llamado sistema auxiliar utilizado en el subsistema lento.
Siguiendo con los estudios realizados en sistemas de control, en [Li, 1995 se presenta un
método simple de diseno de control de modos deslizantes para sistemas singularmente per-
turbados, el método es ilustrado con un ejemplo de un sistema inestable. En [Shao, 2010] es
analizado un método de control inteligente de un manipulador flexible basado en el método
de perturbaciones singulares, lo cudl permite separar en subsistemas en escala de tiempo y
controlar de manera separada las dindmicas lenta y rdpida. Asi como en [Fakharian, 2011] se
propone una nueva aproximaciéon para resolver el problema de control H, (también llamado
control robusto) usando retroalimentacion de estado estdtica para sistemas singularmente
perturbados lineales e invariantes en el tiempo, el algoritmo propuesto, resuelve un conjunto
de matrices de desigualdades que son idependientes del pardmentro singular €, se hace ademas
un comparativo entre la técnica propuesta y otros métodos mediante un ejemplo ilustrativo,
en [Ji, 2011] se trata el mismo problema que en [Fakharian, 2011] pero aplicado a un sistema
singularmente perturbado lineal incierto con retardo de tiempo. En [Yang, 2012] se analizan
dos métodos para obtener el margen de perturbacién singular (SPM), es decir cudl es el valor
méximo del pardmetro singular €, el cudl define el margen de estabilidad del sistema desde el
punto de vista de separacién de escala de tiempo, un método es cuantitativo y ofrece mayor
exactitud para estimar el SPM que el método cualitativo. La efectividad de los dos métodos
es demostrada mediante un ejemplo. Finalmente en [Yu, 2014] se analiza la estabilidad de
una clase de sistemas lineales singularmente perturbados por medio de retroalimentacién de
salida, mostrando ademas, que los sistemas completos de lazo cerrado deben ser exponencial-
mente estables cuando el pardmetro singular € tiende a cero, si esto no se cumple, el sistema
no podrd ser estabilizado por ningin controlador.

Dentro de la aplicacién de la técnica de sistemas con perturbaciones singulares en sistemas de
potencia, en [Winkelman, 1980] se describe un procedimiento de separacién en escala de tiem-

pos para obtener modelos reducidos, este procedimiento es aplicado a un sistema de potencia
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con tres mdquinas interconectadas, en las cudles se modelan las dindmicas de los enlaces de
flujo y el regulador de voltaje. Las propiedades de conservacion de energia y equilibrio son
utilizadas para la obtencién de modelos de perturbacién singular no lineal con separacién
explicita de escala de tiempos, aplicado a sistemas de potencia y redes dindmicas similares en
[Peponides, 1982]. La metodologia de sistemas singularmente perturbados en [Naidu, 1985] es
aplicada a un modelo discreto de un sistema generador de potencia con vapor de quinto orden.
En [Sauer, 1987] se utiliza para realizar una descomposicién en escala de tiempos para reducir
el orden de los modelos interconectados a un sistema de potencia multimédquina, el método
propuesto es ilustrado con dos ejemplos. Mientras que en [Kokotovic, 1989] se presentan los
conceptos de variedad lenta como una herramienta para la descomposicién y reduccién de
orden del modelado de sistemas no lineales, usando como ejemplo la méquina sincrona. Otro
ejemplo de aplicacién en sistemas de potencia se da en [Chow, 1990] donde haciendo uso de
esta metodologia se obtienen modelos simplificados de sistemas de potencia de gran escala
para realizar andlisis de estabilidad y diseno de sistemas de control, usando también como
ejemplo el modelado de la méquina sincrona y sus modelos equivalentes de dindmicas rapidas
y lentas conectados a redes de potencia grandes, asi como en [Singh, 1986] se utiliza también
la maquina sincrona como ejemplo de aplicacién de sistemas singularmente perturbados para
proponer un método iterativo mediante el cudl se obtiene el modelo reducido, el resultado
se compara con el obtenido con la técnica cldsica del modelo de estado cuasi-estacionario.
Finalmente en [Xu, 1998] se aplica esta metodologia para simular sistemas de potencia enfo-
candose, principalmente, en los estados rédpidos asociados con los generadores y sus respectivos
controles, los modelos singularmente perturbados obtenidos son implementados en un sistema

de potencia con cuatro maquinas generadoras.

1.4.2. Bond Graph en Sistemas Singularmente Perturbados

La metodologia de bond graph propone una aproximacién generalizada para modelar sis-
temas, en la cudl se unifican los sistemas fisicos de todos los dominios de energfa en uno

llamado generalizado [Gawthrop, 1996]. Estd basado en la representacién de la potencia, esto
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permite la descripcién del sistema mediante elementos de disipacién y almacenamiento de
energfa [Karnopp, 1999].

A diferencia de la seccién anterior, la cantidad de trabajos de investigacién sobre los sistemas
singularmente perturbados en el marco tedrico de bond graph no es tan extensa, existen al-
gunas referencias entre las cuales se encuentran los siguientes: [Rosenberg, 1981] en donde de
manera tedrica, se comienzan a utilizar el bond graph en sistemas singularmente perturba-
dos de escala de dos tiempo. En [Dauphin-Tanguy, 1985] donde el método de perturbacién
singular es aplicado a un proceso de multi-escala de tiempo permitiendo la reduccién de la di-
mensionalidad considerando s6lo una parte del sistema (ya sea la parte rdpida o la parte lenta
del sistema) dependiendo del dominio de frecuencia de interés, los modelos de las dindmicas
lentas y rdpidas son estimados mediante la determinacién de la ganancia de lazos causales.
En [Sueur, 1991] se muestra como el modelo en bond graph es una herramienta ttil para el
analisis de sistemas, en este caso, en la simplificaciéon del modelado de sistemas de escala de
dos tiempos, donde las ecuaciones de estado pueden ser encontradas de manera gréafica y los
modelos matemaéticos reducidos son exactamente los mismos que los obtenidos mediante la
aplicacion del método cldsico de perturbaciones singulares. De igual forma, en [Zeid, 1995] se
detallan la formalizacién con la metodologia de bond graph de sistemas multicuerpo, como
son las uniones mecdnicas en los brazos robéticos, desde el punto de vista de sistemas sin-
gularmente perturbados, para obtener un conjunto de ecuaciones diferenciales con un orden
menor en escala de dos tiempo que el orden del sistema completo, en el cudl se pueden in-
vestigar propiedades no lineales de las uniones, tales como la friccién y la separacién entre
ellas.

Continuando con la reduccién de orden de sistemas, ya teniendo el sistema modelado en
bond graph, en [Edstrom, 1998] se considera la causalidad derivativa como una consecuencia
de simplificacién del modelo ignorando la disipacién de energia. Es decir, si la disipacién
de energia es suficientemente pequena se convierte en una simplificacién natural removien-
do la causalidad derivativa del modelo, mediante la insercién de un elemento disipador de
energia lineal (-R) que tendra un valor pequeno. Utilizando un punto de vista diferente, en

[Omara, 2001] se muestra la manera en que el método de perturbacién singular se puede
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utilizar para comprender el comportamiento y propiedades del modelo reducido en escala
de dos tiempo, lo anterior, mediante la seleccién del pardmetro de perturbacién . Ademads,
se demuestra que un modelo en bond graph con causalidad derivativa puede ser convertido
en un sistema en la forma estdndar singularmente perturbado mediante una transformacién
matricial apropiada. Otro método para obtener el modelo reducido de un sistema se propone
en [Orbak, 2003], el cudl estd basado en la identificacién de subsistemas dentro de un sistema
fisico usando la metodologia de bond graph, la desicién de cuales subsistemas son eliminados
estd basada en procedimientos de descomposicién y residuos de expansién en fracciones par-
ciales del sistema fisico para finalmente obtener el modelo de orden reducido, la verificacién

del procedimiento propuesto se ilustra mediante ejemplos de sistemas fisicos lineales.

En el trabajo de tesis [Gandanegara, 2003] se realiza la reduccién de orden de un sistema
utilizando dos métodos de simplificacién de modelos, el método de perturbaciones singulares
que estd basado en el andlisis dindmico de los elementos, y el algoritmo de reduccion de orden
de un modelo que se basa en la actividad energética del sistema, los dos procedimientos
son verificados y comparados mediante un sistema de traccién de una via férrea industrial,
dentro de este trabajo también se realiza un andlisis de estabilidad mediante la localizacién
de las raices y usando el segundo método de Lyapunov con la metodologia de bond graph.
En trabajos mds actuales, en [Gonzalez, 2011] se presenta un método directo para obtener el
estado cuasi-estacionario, también llamado modelo de orden reducido o modelo lento, de un
sistema lineal singularmente perturbado, mediante la asignacién de causalidad derivativa en
los elementos almacenadores relacionadado con las dindmicas rapidas, los anterior se ilustra
con dos ejemplos, un motor de C.D. y una red RC. Finalmente en [Barrera, 2012| se propone
un procedimiento en bond graph para realizar un cambio de coordenadas a la forma de bloques
triangular llamada forma actuador de un sistema para lograr el desacoplamiento total de las

didmicas lentas y rdpidas.
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1.5. Contribuciones

En el presente trabajo se da un avance al estudio de los sistemas no lineales y lineales va-
riantes en el tiempo con perturbaciones singulares usando la metodologia de bond graph,
desarrollando un procedimiento para obtener su modelo lento, también llamado modelo de
estado cuasi-estacionario (QSS del ingles Quasi-Steady State [Grenier, 2005, Ramirez, 2011,
Xiaozhe, 2014]), de manera relativamente facil y directa. Asi como el modelado en Bond
Graph en causalidad Derivativa (BGD) para obtener el estado estacionario de una clase de
sistemas no lineales con multiplicacién de estados. En el Apéndice C se muestan los articulos

generados de este trabajo de investigacién.

1.6. Estructura de la tesis

La presente tesis se encuentra organizada de la siguiente manera:

El capitulo 2 contiene la metodologfa de los sistemas con perturbaciones singulares, su modelo
estdndar, algunos ejemplos demostrativos de este tipo de sistemas, ademds de las propiedades
de escala de tiempo de dicho modelo.

El capitulo 3 contiene el método para obtener del modelo de estado cuasi-estacionario una
clase de sistemas no lineales singularmente perturbados utilizando bond graph, este capitulo
también contiene la prueba necesaria para determinar estabilidad interna de los sistemas, asf
como los casos de estudio, con varios ejemplos con su respectiva verificacién de resultados.
En el capitulo 4 se presenta un procedimiento para obtener el estado cuasi-estacionario de
una clase sistemas lineales que contienen elementos almacenadores y/o disipadores de energia
que contiene pardmetros variantes en el tiempo, presentado un ejemplo demostrativo para
verificar la eficacia del método propuesto.

En el capitulo 5 se presenta la obtencién del estado estacionario de sistemas no lineales
con bond braph, mediante dos ejemplos con sus respectivas simulaciones y comparacién de
resultados.

El capitulo 6 contiene las conclusiones y los trabajos propuestos a futuro.

11






Capitulo 2

Metodologia de Sistemas con

Perturbaciones Singulares

2.1. Introduccién

Cuando un ingeniero de control utiliza métodos de perturbaciones singulares para resolver
problemas en su campo, el primer problema es el modelado, esto es, como describir matemati-
camente el sistema a ser controlado. El modelado para control es parsimonioso e implicito;
es parsimonioso debido a que el modelo no deberfa ser més detallado que lo requerido para
el propésito de control especifico. Es implicito debido a la ausencia de detalles necesarios que
no son conocidos [Kokotovic, 1986].

Los objetivos del control tipico son el seguimiento y la regulacién 6ptima, es decir, un deter-
minado comportamiento a seguir de acuerdo a las condiciones y necesidades del sistema, y
a partir de estos objetivos es inevitable la presencia de perturbaciones desconocidas, varia-
ciones en los pardmetros y otras incertidumbres, el sistema de control debe poseer un grado
suficiente de robustez o insensibilidad a los efectos externos.

La contribucién clave de las técnicas de perturbaciones singulares, a partir de la cudl le siguen
otros beneficios, es el nivel de modelado. Los ingenieros de control han estado simplificando

sus modelos, antes de que se dijera que lo que estaban haciendo era una perturbacién singular.
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Para el ingeniero de control, las perturbaciones singulares legitiman las simplificaciones de
los modelos dindmicos. Una de ellas es despreciar pequenas constantes, masas, capacitancias
y pardmetros pardsitos similares, las cuales incrementan el orden dindmico del modelo. Sin
embargo, un diseno basado en el modelo simplificado puede resultar en un sistema lejano a
la realidad a partir de su comportamiento deseado o resultar en un sistema inestable. Debido
a que la mayorfa de los sistemas de control son dindmicos, se requiere la descomposicién
en etapas para una separacién de escalas de tiempo. Por ejemplo en sistemas eléctricos de
potencia los transitorios de voltaje y frecuencia estdn dentro de un intervalo de segundos
(regulador de voltaje, gobernador de velocidad y almacenamiento de energia en el eje) a
varios minutos (dispositivo motriz, tiempo de transferencia de combustible y almacenamiento
de energia térmica). En sistemas mecédnicos los amortiguadores de un automdévil pueden
calificar como sistemas singularmente perturbados ya que la masa del amortiguador es menos
significativa que la masa del auto completo.

Tipicamente, el modelo reducido representa el fenémeno mads lento, el cudl en la mayoria de
las aplicaciones es dominante. por ejemplo en un motor de CD relativamente grande la inercia
del eje serfa el fenémeno lento y la corriente de armadura representarfa la dindmica répida.
Los modelos de capas limitadas envuelven en escalas de tiempo rdpidas y representan las
desviaciones del comportamiento lento predefinido [Kokotovic, 1986].

Con la finalidad de que el concepto de sistemas singularmente perturbados quede un poco méas
claro, se utilizard el siguiente ejemplo. Si se tiene un sistema representado matematicamente

por la ecuacién diferencial [Naidu, 2001]
ex (t,e) +z(t,e) +ex(t,e) =0
r(t=0)=z(0), xz(t)=2z(0), (2.1)

donde ¢ es el pardmetro pequeno que multiplica a la derivada de mayor orden, el punto y el
doble punto indican la primera y la segunda derivada con respecto al tiempo, respectivamente.
Fl sistema degenerado o de orden reducido se obtiene al suprimir el pardmetro pequeno ¢ de

(2‘1)’
2V )42 @) =0, 2O (1) = 2 (0) (2.2)
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(@ (b)

Figura 2.1: (a) Convergencia uniforme; (b) convergencia no uniforme.

y su solucién es

2O ) =20 (0) e = 2 (0) etz (0) (2.3)

como el problema degenerado en (2.2) es de primer orden no se puede esperar que satisfaga
ambas condiciones iniciales proporcionadas en (2.1), la condicién inicial z (0) es sacrificada en
el proceso de reduccién de orden. El problema proporcionado por (2.1) donde el pardmetro
pequeno ¢ estd multiplicando la derivada de mayor orden es llamado problema singularmente
perturbado o problema de perturbacion singular, donde el orden del problema se reduce ha-
ciendo € = 0.

Las caracteristicas mds importantes de las perturbaciones singulares se agrupan como sigue
[Naidu, 2001]:

° La perturbacién tiene lugar cuando se describe el sistema mediante una ecuacién dife-
rencial donde la derivada de mayor orden es multiplicada por el pardmetro pequeno &, donde
e #0.

. La solucién de los sistemas singularmente perturbados tiene convergencia no uniforme,
esto quiere decir que las respuestas de los sistemas original y reducido no son semejantes, la
convergencia uniforme se da cuando se suma o resta un pequeno escalar § a una funcién y su
solucién se encuentra dentro del rango f+0 y f —4, en la Figuras 2.1(a) y 2.1(b), se ilustra
una convergencia uniforme y no uniforme, respectivamente [Peponides, 1982].

° Existe una regién de transicién rdapida o capa limite donde la solucién cambia répida-
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mente. Esto es, las condiciones en la frontera de esta regién que se pierden durante el proceso
de degeneracién quedan ocultas dentro de la regién de transicién rdpida, es decir, existe un
comportamiento bastante diferente del las respuestas del sistema dentro y fuera de la regiéon
marcada como capa limite.

° Para recuperar las condiciones iniciales pérdidas se requiere alargar la regién de tran-
sicién rapida usando una transformacioén de elongacion tal como 7 = t/e.

° El problema degenerado o reducido, también es conocido como problema inperturbable,
es de orden reducido y no puede satisfacer todas las condiciones limite determinadas para el
problema original.

° El problema singualarmente perturbado descrito en (2.1) tiene dos raices caracteristicas
ampliamente separadas lo que ocasiona el surgimiento de componentes rdpidas y lentas en su
solucién, es decir, el problema tiene propiedades de escala de dos tiempos.

La presencia simultdnea de dos fenémenos uno lento y otro rdpido hacen que el problema sea
dificil desde el punto de vista de una solucién numérica. Para ilustrar estas caracteristicas,
se reconsidera el problema singularmente perturbado proporcionado en (2.1), en variables de

estado tiene la forma
dzx (t,€)

p” =z(t,e), z(t=0)=xz(0)

6dzgi’g)zm(t,s)z(t,s), z(t=0)=2(0) (2.4)
Para este problema, asignando valores especificos dee = 0.1, 2 (0) = 2y 2 (0) = 3, en la Figura
2.2 se muestran las diferentes soluciones, remarcando los siguientes puntos [Naidu, 2001]:

° Para € = 0.1 los eigenvalores de (2.4) son -1.127 y -8.873 que corresponden a las solu-
ciones lenta y rédpida, respectivamente.

° La solucién predominantemente lenta es x (¢, ) y la solucién predominantemente rapida
es z (t,e), la cudl estd asociada (multiplicada) con ¢, son obtenidas mediante la solucién del
problema de orden completo o exacto dado por (2.4).

. La regién de transicién rdapida existe cerca del punto inicial ¢ = 0.

) En este caso, z(0) (t) y 2(9 () son soluciones degeneradas de x (t,) y z (t,€) , respecti-
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(6]
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Figura 2.2: Conceptos bésicos de perturbaciones singulares y escala de tiempos.

vamente, obtenidas resolviendo el problema degenerado con ¢ =0 en (2.4) como

OO 0@, 20 (1) = 2 (0)

dt
0=—2z0 @) -2 (1) (2.5)
. Para este caso, 20 (t) = —z© () y 200 (to) # 2 (0), esto ocurre como norma general.
. La solucién degenerada z(0) (t) estd cercana a la solucién exacta z (t,¢) tnicamente

fuera de la regién de transicién répida.
o Una condicién inicial [z (0)] de las dos condiciones z (0) y 2z (0) determinadas inicial-
mente es sacrificada o anulada en el proceso de reduccién de orden o, en otras palabras, z (t, €)

pierde su condicién inicial z (0) cuando € — 0.
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2.2. Representacion Tipica de un Sistema con Perturbaciones

Singulares

Existe una gran cantidad de bibliografia y articulos de investigacion donde se entregan las
bases y caracterfsticas de los sistemas dindmicos analizados mediante la técnica del modelo
singularmente perturbado [Tikhonov, 1948, Tikhonov, 1952, Levinson, 1950, Vasil’eva, 1963,
Wason, 1965, Hoppensteadt, 1971, O’Malley, 1971]. En la mayoria de ellas, se divide el sis-
tema en dos ecuaciones, una que representa las dindmicas lentas y otra ecuacién que contiene
las variables rdpidas, la segunda de ellas es multiplicada por un pequenio escalar positivo e,

es decir, el modelo estdndar estd en la forma,

ez=g(x,z,et), z(t) =2(0), zcR™ (2.7)
donde (2.6) y (2.7) representan las dindmicas lentas y rapidas, respectivamente, y el punto
encima de la x y de la z denotan una primera derivada con respecto a la variable tiempo
t, ademds de que se asume que las funciones f y g son continuamente diferenciables de
sus argumentos. El escalar multiplicador en las dindmicas rédpidas € es la perturbacién y
representa todos los pardmetros pequenos que serdn despreciados para lograr una reduccién
en el orden del sistema [Kokotovic, 1986].

Cuando se hace ¢ = 0 causa un cambio abrupto en las propiedades dindmicas del sistema

(2.6), (2.7); ya que la ecuacién diferencial (2.7) decae o se degenera en la ecuacién algebraica
0=g(#20,), (2.8)

lo que provoca que el orden del sistema se reduzca de n + m a n. La barra encima de la z se
utiliza para indicar que las variables pertenecen a un sistema diferente del modelo estédndar
original (2.6), (2.7). Para poder decir que el sistema representado por (2.6), (2.7) esta en la
forma estédndar, se debe cumplir la siguiente hipétesis que involucra a (2.8).
Hipétesis 2.1. En un domino de interés (2.8) tiene k > 1 raices reales distintas o aisladas
[Kokotovic, 1986],

z=o;(z,t), i=12,-- k. (2.9)
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La hipétesis anterior, asegura que se tendrdn un modelo reducido para cada una de las raices

(2.9). Sustituyendo (2.9) en (2.6) se obtiene
7=/ (2% (@1).0,1), T(t)=x(0), (2.10)

el cudl es el modelo reducido i-ésimo, como ya se explicé anteriormente, la condicién inicial
para la variable de estado T (t) y para x (t) es la misma. Escribiendo de manera compacta

(2.10) se obtiene

T=f(@1), Z(t)=x(0). (2.11)
Dado que el valor pequefio de £ permite una rapida convergencia de z (cuya velocidad z = g/¢
puede ser muy elevada cuando € es pequeno y g # 0) a alguna de las raices de (2.8), las cudles
son los puntos de equilibrio de (2.7). El modelo reducido (2.11) se suele llamar modelo de
estado cuasi-estacionario o modelo lento [Kokotovic, 1986].
La conveniencia de usar un pardmetro con la finalidad de lograr una reduccién de orden
tiene un inconveniente: no siempre es claro cudl de los pardmetros elegir para ser considerado
como pequeno. Afortunadamente, en muchas aplicaciones el conocimiento de los proceso y
componentes fisicos de los sistemas nos indican la eleccién correcta. Esto se ilustra mds
claramente mediante un ejemplo. El sistema que histéricamente desperté el interés por este
tipo de problemas es el motor de CD donde el pardmetro € es una pequenia constante de
tiempo [Barrera, 2011].
Ejemplo 2.1. En el sistema retroalimentado de la Figura 2.3 con un amplificador de alta
ganancia K y un bloque no lineal N(z), la seleccién de € no es tan obvia, sin embargo se puede

seleccionar € = 1/K , donde K es la ganancia del amplificador, se obtiene [Kokotovic, 1986]

T =2z, (2.12)
e2=—x—¢cz— N (2)+u. (2.13)

Ahora, sea N (z) = e* — 1, haciendo € = 0 y sustituyendo lo anterior en (2.13), se obtiene

0=-T-0—-e+1+u,6
Z=[N(u,z) ' =In(1+u—71). (2.14)
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Figura 2.4: Sistema retroalimentado de alta ganancia reducido para el Ejemplo 2.2.

Analizando (2.14) se puede determinar que la Hip6tesis 2.1 es satisfecha para cualquier u—= >

—1. Por lo que el modelo reducido o modelo cuasi-estacionario es
T=In(1+u—1). (2.15)

El modelo anterior es representado por el diagrama de bloques de la Figura 2.4 en el cuél el
lazo con ganancia infinita € = 0 es reemplazado por el inverso del operador en la trayectoria

de retroalimentacion.
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2.3. Propiedades Temporales del Modelo Tipico Singularmente
Perturbado

El andlisis y control de sistemas de gran escala simpre ha sido una tarea bastante compleja,
ésto no solo se debe al alto orden del sistema, sino tambien al hecho de que la mayorfa de
estos sistemas poseen una interaccién de fenémenos dindmicos dentro de un extenso rango
de velocidades diferentes lo que ocasiona que los valores propios o eigenvalores del sistema
también esten ampliamente separados [Naidu, 1988].

La interaccién de fenémenos lentos y rdpidos en sistemas de alto orden provocan que estos
sistemas sean 1igidos, los cudles requiere de rutinas numéricas costosas, computacionalmente
hablando. Un sistema rigido tiene propiedades de escala de dos tiempos (lenta y rdpida)
y no necesita tener la estructura de perturbaciones singulares con un pardmetros pequeno
multiplicando la derivada de mayor orden o multiplicando algunas variables de estado de
la ecuacién de estados, En otras palabras, el sistema singularmente perturbado es solo una
forma del sistema rigido o sistema de escala de dos tiempo [Naidu, 1988]. Esto quiere decir,
que la respuesta ante estimulos externos de un sistema dindmico modelado con perturbaciones
singulares se caracteriza por la presencia de dos escalas de tiempo. Donde el modelo reducido
(2.11) hace una buena aproximacién de la variable lenta, mientras que la diferencia entre la
respuesta del modelo reducido y la del modelo completo (2.6), (2.7) es la respuesta répida.
Cuando se obtiene el modelo reducido, la dindmica rapida z es sustituida por su “estado
cuasi-estacionario” Z. En el cudl, generalmente, su condicién inicial es muy diferentes a la

condicién inicial de z [Kokotovic, 1986], es decir
% (to) = (% (to) . to) (2.16)
Por lo tanto, Z puede no ser una buena aproximacién de z (cerca del valor inicial),
z2=2zZ(t)+0(e), (2.17)

donde O (g) es la funcién que representa la discrepancia entre z y z. Esta aproximacion se

mantendrad en un intervalo ¢ € [t1,T] donde t; > t9. Por otro lado, si se podréd asegurar que
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el estado cuasi-estacionario T iniciard en la misma condicién inicial que z (¢g), por lo que la

aproximacion T de la dindmica lenta original x suele ser uniforme, es decir
x=7(t)+ O (e) (2.18)

es vélida para el intervalo t € [tg,T] en el cudl Z (t) existe.

Como la velocidad de la dindmica répida suele ser grande, z = ¢ /€, haciendo € = 0 se puede
tener un transitorio précticamente instantédneo de z mientras g # 0. Ahora, para demostrar
que z no tender4 a infinito durante este transitorio, analizando el producto €z, el cudl puede
permanecer finito, atin cuando € — 0 y z — oo, para analizar el comportamiento de las
dinamicas en la regién de transicién rédpida o capa limite es conveniente cambiar la escala de

tiempo introduciendo una nueva variable temporal 7,

dz dz
—_— = — 2.19
“at ~ dr (2.19)
por lo que % = é, y eligiendo como valor inicial de la nueva variable 7 = 0 en ¢t = %y, se tiene
que
t—to
7= : 2.20
. (2.20)

En la ecuacién anterior se observa que si ¢ — 0, 7 — 0o atln para valores de t ligeramente
mds grandes que top (siempre que esta diferencia sea independiente de €). En cambio, z se
mantiene muy cerca de su valor inicial 2°, mientras z y 7 cambian de forma instantdnea.
Para describir el comportamiento de z en funcién de la nueva variable de tiempo 7, se utiliza

la llamada correccion de capa limite Z = z — Z que satisface el sistema

dz ~
i g (mo, Z (1) 4+ Z (to) ,O,to) , (2.21)
utilizando como pardmetros fijos las condiciones iniciales 2° —Z (to) , 2% y to. La solucién 2 (7)

de este problema de valor inicial es utilizada como una correccién de capa limite de (2.17)

para tener una posible aproximacién uniforme de z: [Kokotovic, 1986]
z2=Z@t)+2zZ(1)+0(e). (2.22)

De la ecuacién anterior se observa que z (t) y z(7) son el transitorio lento y el transitorio

rapido de z, respectivamente. Para que después de un corto periodo la aproximacién corregida
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(2.22) converja a la aproximacién lenta (2.17), la correccién z (1) debe igualar a la cantidad
O (e) cuando 7 tiende a infinito. Se debe notar que en la escala de tiempo lento ¢, el descenso

o caida de Z (1) es rdpido dado que,

dz(r) _dZ(r)dr _1dZ(r)
dt  dr dt e dr

(2.23)

Mediante dos hipétesis se establecen las propiedades de estabilidad del sistema de capa fron-
tera dado en (2.21), las cudles son cruciales para que se puedan mantener las aproximaciones
(2.17), (2.18) y (2.22).

Hipdétesis 2.2. El equilibrio Z(7) = 0 de (2.21) es asintéticamente uniformemente estable
en 20 y to, vy 2° — Z (tg) pertenece a su dominio de atraccién, entonces existe z (1) para 7 = 0
[Kokotovic, 1986].

Si esta suposicion se satisface, entonces,

lim 2 () = 0 (2.24)

T—00
es uniforme en ¥, tg, es decir, z estard préximo a su estado cuasi-estacionario Z en al-
gun tiempo t; > tg. Para asegurar que z permanece préxima a z, se puede pensar como si
cualquier instante ¢ € [t1,T] puede ser el instante inicial y hacer la siguiente hipétesis sobre
la linealizacién de (2.21).
Hipétesis 2.3. Los eigenvalores o valores propios del Jacobiano dg/0z evaluados, para
e = 0 a lo largo de T (t), Z (t) tienen partes reales mas pequenas que un nimero negativo

predefinido [Kokotovic, 1986], esto es

dg
= <= . .
Re/\{az}_ c<0 (2.25)

Ambas Hipétesis (2.2 y 2.3) describen una fuerte estabilidad de sistema de capa limite (2.21).
Si se asume que 2" estd suficientemente cerca a % (tg) , entonces la Hipétesis 2.3 incluye a la
Hipétesis 2.2. Se puede notar a partir de (2.25) que la no singularidad de dg/0z implica que
la raiz Z (t) es distinta como se requiere en la Hipétesis 2.1.

FEstas hipétesis son comunes en la mayoria de la literatura de perturbaciones singulares
[Tikhonov, 1948, Tikhonov, 1952, Levinson, 1950, Vasil’eva, 1963, Hoppensteadt, 1971]. Es-

tas referencias contienen la prueba y los refinamientos del siguiente teorema fundamental.
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Teorema 2.1. Si las Hipdtesis 2.2 y 2.3 son satisfechas, entonces la aproximacién (2.21),
(2.22) es valida para todo t € [tg,T] y existe t1 > to tal que (2.17) es valida para todo
t € [t1,T] [Kokotovic, 1986].

2.4. Punto de Vista Geomeétrico del Problema de Perturba-

ciones Singulares

Para el analisis geométrico del problema de perturbaciones singulares incluyendo el modelo
reducido, es necesario, como primer paso, familiarizarse con el concepto de variedad integral
(o variedad invariante)[Monshizadeh, 2008].

Considerando la ecuaciéon diferencial
r=N(X,t), (2.26)

donde X y NN pertenecen al conjunto R". Entonces el conjunto M que estd incluido en R x R"
se conoce como variedad integral si para todo (X, t9) que pertenece al conjunto M, la solucién
(z(t),t), para X (t9) = Xo, estd en M para todo t € R. ahora bien, sf solo se cumple para
un intervalo de tiempo finito (z (¢),t) € M, entonces se dice que M es una variedad integral
local [Monshizadeh, 2008].

En esta seccidn se analiza el comportamiento en dos escalas de tiempo desde un punto de vista
geométrico de las soluciones del sistema (2.6), (2.7) como trayectorias en R™*" [Khalil, 2002].
Una variedad k—dimensional en R"(cuando 1 < k < n) tiene una definicién matemética
precisa. Para este trabajo es suficiente con precisar que una variedad k—dimensional es la
solucién de la ecuacién 7 (x) = 0, donde n : R® — R"* es suficientemente suave, es decir,
varias veces continuamente diferenciable. Con la finalidad de que lo anterior quede un poco
més claro, usando el ejemplo del circulo unitario {z € R? | 2} 4+ 23 = 1} es una variedad
de dimensién 1 en R?. De manera similar, la esfera unitaria { x € R" | im? = 1} es una
variedad de dimensién (n — 1) en R™. Una variedad {n () = 0} serd una \Z/;iedad invariante
del sistema z = f (x) si 7 (2 (0)) =0 = n(z (t)) = 0 para todo t > t; (en cualquier intervalo

de tiempo en el cudl la solucién x (t) estd definida), es decir, si la condicién inicial del sistema
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estd sobre la variedad, la solucién permanecerd sobre dicha variedad para todo ¢t > ty. Con la
finalidad de usar el concepto de variedades invariantes, se restringue el estudio a los sistemas
auténomos (no dependen del tiempo). ademads, para simplificar la notacién, se supone que fy
g no dependen de . Entonces, una forma més simple de representar el sistema singularmente

perturbado (2.6), (2.7) es [Khalil, 2002]:
r=f(x,2), z€R" (2.27)
ez=g(zx,2), ze€R™ (2.28)

Cuando se hace e = 0, z = h(x) serd una raiz aislada de 0 = g(x, z), la cudl satisface la
Hipotesis 2.1. La ecuacién z = h (x) describe una variedad n—dimensional en el espacio de

estados de dimensién (m + n) de (z,z), ésta es una variedad invariante para el sistema
0=yg(z,2), (2.30)

dado que una trayectoria del sistema (2.29), (2.30) que comienza en la variedad z = h (z)
permanecerd en esta variedad para todo tiempo futuro para el cudl la solucién exista. Por lo

tanto, el comportamiento sobre esta variedad es descrito mediante el modelo reducido

= f(z,h(z)). (2.31)

La Hipétesis 2.1 muestra que las trayectorias de (2.27), (2.28) las cudles inician en una
vecindad O (¢) de z = h(z), permaneceran dentro de esa vecindad O (¢) . Esta variedad es
para cuando € = 0. Ahora, se buscard una variedad invariante para el sistema (2.27), (2.28)
cuando ¢ > 0 en la forma

z=H (z,¢), (2.32)

donde H debe de ser diferenciable las sufientes veces que sea necesario en funcién de sus
argumentos z y €. La expresion (2.32) define una variedad de dimensién n, que depende de
g, en el espacio de estados de dimensién (n +m) de (z, z) . Entonces, para que z = H (z,¢)

sea una variedad invariante del sistema (2.27), (2.28) se debe cumplir que
z2(0,e) — H (z(0,¢e),e) =0= z(t,e) — H (z(t,e),e) =0 (2.33)
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para todo tiempo ¢t € J C [0,00), donde J es cualquier intervalo de tiempo en el cual la
solucién [z (t,€), z (t,¢)] existe.

Diferenciando con respecto al tiempo ambos lados de (2.32), multiplicando por e, y susti-
tuyendo z, ez, y z de (2.27), (2.28) y (2.32), respectivamente, se obtiene lo que se conoce

como la condicion de variedad [Khalil, 2002]
oOH
Ozg(:E,H(:L',ZE)) _5%]0 (ZL',H(JI,&)), (234)

en la cudl, H (z,¢) debe satisfacerla para todo x dentro de la regién de interés y para todo
e que pertence al intervalo [0,ep]. Cuando € = 0 la ecuacién diferencial parcial (2.34) se
convierte en

0=g(z,H (z,0)), (2.35)

la cudl muestra que H (2,0) = h(z). Como (2.30) puede tener mds de una raiz aislada
z = h(zx), entonces se puede buscar una variedad invariante para el sistema (2.27), (2.28) en
la vecindad de cada rafz. Se puede demostrar que existe un valor de €* > 0 y una funcién
H (z,¢e) que satisfacen la condicién de variedad (2.34) para todo £ que pertence al intervalo
[0,e*] tal que

H (z,e) —h(x)=0/(¢e), (2.36)

para valores de x limitados. La variedad invariante z = H (z, €) es conocida como una variedad
lenta para el sistema (2.27), (2.28). por cada variedad lenta, existe un correspondiente modelo
lento

= f(x,H (x,¢)), (2.37)

el cudl describe de manera exacta el comportamiento en esa variedad.

En la mayorfa de los caso, no es posible resolver de manera exacta la condicién de variedad
(2.34), pero se puede hacer una aproximacién de H (z,¢) de manera arbitraria tan cercana
como se desee utilizando una serie de Taylor en la proximidad de € = 0. El procedimiento
de aproximacion inicia sustituyendo una serie de Taylor para H (x,¢) en la condicién de

variedad, concretamente
H (x,¢) = Ho (z) + eHy (z) + 2 Hy (z) + 3Hs (z) + - - -, (2.38)
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y en seguida, calcular Hy (x), H; (x) , y asi sucesivamente, mediante la igualacién de términos
que tiene la misma potencia de . Lo anterior, requiere que las funciones f y g sean conti-
nuamente diferenciables en funcién de sus argumentos la cantidad de veces que sea necesario.
De (2.38) se puede observar que Hy (x) = H (x,0) = h(z) . Ahora para la ecuacién de H; ()

se tiene que
9g (z,h (z))
0z

la cuédl tiene solucién tnica si el Jacobiano (dg/0z) es no singular en z = h(x). La no

i (2) = 50 (e, (2)). (2.39)

singularidad del Jacobiano estd implicita mediante la condicién de los valores propios en
(2.25). De forma similar que para Hip, las ecuaciones para los términos de orden superior
serén lineales y tendrén solucidn si el Jacobiano (0g/dz) es no singular [Khalil, 2002].
Ahora para introducir la nocién de una variedad rdpida, se examina el sistema (2.27), (2.28)
en la escala de tiempo 7 = t/e. En € = 0, entonces z (7) = 0, mientras que z (7) evoluciona
de acuerdo con

© = 9@ (0),2) (2.40)
acercandose al punto de equilibrio z = h(z (0)). Esta dindmica describe trayectorias (z, z)
en el espacio R"™ Las cudles para cada x (0) dado caen en una variedad répida F, definida
por x = z (0) = constante, y desciende de forma répida a la variedad z = h (z) . Para valores
de € pequenios pero mds grandes que cero, las variedades rdpidas son laminaciones de las
soluciones que se aproximan rapidamente a la variedad lenta [Khalil, 2002].
Con la finalidad de que los conceptos anteriores queden més claros, se utilizan los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 2.2. Para el siguiente sistema singularmente perturbado [Khalil, 2002]

r = —x+z2, (2.41)

ez = tan'(1—z—ux). (2.42)

Cuando € = 0, la tnica raiz de (2.30) es z = h(z) = 1 — z, la cudl es la variedad lenta del

sistema. Entonces, el modelo lento correspondiente es
r=—2z+1, (2.43)
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Figura 2.5: Retrato de fase aproximado del Ejemplo 2.2 cuando € = 0.

el cudl tiene un punto de equilibrio asintéticamente estable en x = 0,5. Por eso las trayectorias
sobre la variedad lenta estarén llendo hacia el punto de equilibrio P = (0,5,0,5), como se
indica en la Figura 2.5 mediante puntas de flecha.

Las variedades lentas cuando ¢ es igual a cero son paralelas al eje z, con las trayectorias
diriguiendose hacia la variedad lenta z = 1 — z. Con esta informacién se puede construir un
retrato de fase aproximado del sistema. Por ejemplo una trayectoria que inicia en el punto
A se moverd hacia abajo de manera vertical hasta que colisiona con la variedad lenta en el
punto B. Desde alli (punto B) la trayectoria se mueve a lo largo de la variedad hacia el punto
de equilibrio P. De forma similar, una trayectoria que inicia en el punto C se moverd hacia
arriba verticalmente hasta el punto D y después se moverd sobre la variedad hasta el punto
de equilibrio P. Para valores pequenos de € pero mayores que cero, el retrato de fase del
sistema serd similar al obtenido para ¢ = 0. En la Figura 2.6 se muestra el retrato de fase
para € = 0,1.

Se puede notar que los dos retratos de fase (Figura 2.5 y Figura 2.6) tiene mucha similitud
[Khalil, 2002].

Ejemplo 2.4. Para ilustrar la posibilidad de que exista mds de una variedad lenta, se
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Figura 2.6: Retrato de fase del Ejemplo 2.2 cuando € = 0.1.

considera el siguiente sistema [Kokotovic, 1986],
r = —uz, (2.44)
ez = —(z-— sin? z) (z —e*) (2 — 262’3“) , (2.45)

donde o > 0. La condicién de variedad (2.34) (donde se cambia H maytscula por h miniscula

para indicar que es una variedad invariante cuando € = 0) es
e-— (—zh) = — (h —sin®z) (h — ™) (h — 2e***) , (2.46)
se puede demostrar que para € = 0 se tienen tres variedades de equilibrio definidas por
21 = hy (2,0) =sin®x, 23 = hy (2,0) = e®, 23 = hs (z,0) = 2¢2°%, (2.47)

estas variedades de equilibrio se intersecan en algunos valores negativos de z, se asume que
solamente son de interes cuando z > 0. A partir de

dg

5, = (z—e*) (2 — 262”) —(z— sin? z) (2 — 262%) —(z— sin? z) (z—e™™), (2.48)

sustituyendo, se puede demostrar que hj (x,0) y hs (z,0) son estables, mientras que ha (x,0)

es inestable.
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2.5. Variedades Lentas y Rapidas

Se debe recordar que las soluciones z (t,€), z (¢, €) del sistema singularmente perturbado (2.6),
(2.7) son funciones del tiempo, y consisten de una capa frontera rapida y un estado cuasi-
estacionario lento. Es decir, la capa es significante solamente en z (¢, ), mientras que x (t,¢)
es predominantemente lento a partir de que su capa no es mayor que O (¢). Entonces para
dar un punto de vista geométrico del comportamiento de las dos escalas de tiempo de z (¢, ¢),
z (t,€) como trayectorias en R"*™. Se puede consider una forma més simple del sistema (2.6),
(2.7) concretamente el sistema representado en (2.27), (2.28), donde para poder considerar
variedades invariantes en el tiempo se elimina la dependencia de ¢ y en lo que concierne a ¢,
se remueve solamente para simplificar la notacién [Kokotovic, 1986].
En el espacio de estados (n+m)-dimensional de z y z, una variedad de dimensién n denotada
por M., la cual es dependiente del pardametro escalar €, puede ser definida por la expresién
[Kokotovic, 1986],

M;:z=¢(z,e); zeR" zeR™, (2.49)

donde se asume que ¢ es una funcién continuamente diferenciable con respecto de = y €, esta
diferenciacién debe de ser las sufientes veces que sea necesaria. Con lo anterior la dimensién
del espacio de estado se reduce de n +m a n, limitando a la variable de estado a permanecer
en la variedad M.. Por ejemplo, si en R? se tiene n = 2 y m = 1, entonces M, serd una
superficie definida por una ecuacién escalar (2.49), mientras que para n = 1y m = 2 las dos
ecuaciones escalares (2.49) definirdn una curva. Si la expresién (2.49) se mantiene para todo
t > t*, entonces se puede concluir que M, es una variedad invariante del sistema representado

por (2.27), (2.28), es decir,
z(t*e) =¢(z(t",e),e) = z(t,e) = ¢ (x (t,e),e) paratodot > t". (2.50)
Derivando (2.50) con respecto al tiempo ¢, se obtiene,

d iy
—-—X.
X

z= T (x (t,e),e) = 5 (2.51)

Multiplicando (2.51) por el escalar ¢, y después sustituyendo las primeras derivadas de z y z

de (2.27), (2.28), respectivamente, y finalmente sustituyendo z a partir de (2.49), se obtiene
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una condicién de variedad,

S0 F (@6 (5,9)) = 9 (5,6 (2, 9)), (2.52)

donde ¢ (z, ¢) debe satisfacer a (2.52) para cualquier x de interés y para todo € en el intervalo
[0,e*], donde €* es una constante positiva. Ahora, suponiendo ¢ = 0 para la variedad M. en

la condicién de variedad (2.52), se tiene
My:z=6(.0): 0=g(z.6(z.0). (2.53)

Observando (2.53) se reconocen las expresiones (2.8), (2.9) obtenidas de manera formal cuan-
do se desprecia ¢ en el sistema (2.6), (2.7). Con lo anterior, se entiende que pueden existir
varias funciones ¢ (z,0) que satisfagan (2.53), y por lo tanto existirdn varias variedades M.
De acuerdo con la Hipdtesis 2.1, las variedades resultantes no tendrdn puntos en comtin, es
decir, no se intersecan una con las otras y no son tangenciales en el dominio de interés. Para
tener una mejor comprensién de la variedad My se reescribe (2.27), (2.28) en la escala de
tiempo rapido 7, definida por (2.19), (2.20) [Kokotovic, 1986]. A partir de

dj dz

dr :€f ($72)7 E :g(m,z), (254)

Se puede concluir que en € = 0 tanto dz/dr como dz/dr valen cero para z = ¢ (x,0). Por
lo tanto, My es una variedad de equilibrio de (2.54) en € = 0. Si la Hipétesis 2.3 se satisfece
para todo x,z que permanecen en la variedad My, entonces My es una variedad atrayente
estable.

De acuerdo con el Teorema 2.1 la existencia de una variedad de equilibrio condicionalmente
estable My de (2.54) para ¢ = 0 implica la existencia de una variedad invariante M. de
(2.27), (2.28) que satisface la condicién de variedad (2.52) para todo ¢ € [0,£*] y converge a

My cuando £ — 0 [Kokotovic, 1986], esto es,
¢ (z,e) = ¢ (x,0), y M.— My cuando e — 0. (2.55)

Se puede llega a una compresion mds profunda si la desviacién de z a partir de M. es

representada mediante una nueva variable
n=z—¢(x,e). (2.56)
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Ahora el sistema (2.27) (2.28) en términos de las variables x y 7, se convierte en,

r=f(z,0(x,e)+n), (2.57)
. Ao
en=g(z,¢(z,e)+n)— €5 (29 (z,€) +m). (2.58)

Por lo que ahora la variedad invariante M. es descrita mediante el hecho de que = 0 implica
para 77 = 0 todo x para el cudl la condicién de variedad (2.52) se cumple. De este modo, si la

condicién inicial de la nueva variable 7 es cero (1 (tg) = 0), el modelo a resolver serd,

r=f(x,¢(x,¢), x(t) =2 (2.59)

Por lo que (2.52) es el modelo lento exacto del sistema (2.27), (2.28) vélido para todo z, z
que pertenecen a la variedad invariante M..

El modelo reducido (2.11) es su aproximacién en la cudl ¢ (x,€) es remplazada por ¢ (x,0).
Se puede decir que M. es una variedad lenta de (2.27), (2.28) tal que la variedad lenta
corresponde a un modelo lento (2.59) [Kokotovic, 1986].

Para introducir la idea de una variedad rdapida se investiga el comportamiento de 7 en la
escala de tiempo rapido 7, esto se realiza sustituyendo (2.56) en (2.54) y haciendo que € — 0,
se puede observa que la nueva variable 1 cuando € = 0 estd definida por el sistema de capa

frontera
dn B

=9 (2% ¢ (2°,0) + 1), n°=2"—¢(2,0), (2.60)

el cudl ya fue encontrado en (2.21). Este sistema describe las trayectorias de las variables x

y n, para un z° lo cual da una variedad rdpida de F, definida por z = 2°

= constante, y

que rédpidamente desciende a una variedad de equilibrio M. Para un valor de ¢ dado mds

grande que cero pero pequeno, las variedades rapidas son laminaciones de soluciones que

répidamente se acercan a la variedad lenta M. [Kokotovic, 1986].

Esto puede quedar més claro mediante los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.3. Para el sistema

4 16
3

. . 4
r=uxz’, Ez:—z—:ﬁ—f—gex , (2.61)
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25
Figura 2.7: Trayectorias del sistema (2.61)
La condicién de variedad (2.52) es
0 4
6%1’@53 =—¢— x5+ gsx%, (2.62)

Se puede verificar que la ecuacién anterior es satisfecha por

ol

z=¢(x,e) = —x3. (2.63)

En este caso muy especial M, no solamente tiene una expresion analitica simple, sino que

coincide con My, ya que (2.63) no depende del valor de . Ademés, gg

> = —1, la variedad lenta
es estable, ver las trazas en la Figura 2.7. El modelo lento (2.59) para z (t9) = — [z (to)]% y
todo x = —x5.

Ejemplo 2.4. Para ilustrar la posibilidad de varias variedades lentas, se considera el si-

guiente sistema,

r=-xz, cz=—(z—sin’z)(z—e") (2 —2e*), a>0, (2.64)

La condicién de variedad (2.52) es

g% (—z¢) = — (¢ —sin®2) (¢ — €**) (¢ — 26**7) , (2.65)

se puede observar que para € = 0 se tienen tres variedades de equilibrio definidas por
Mg = ¢ (2,0) =sin?z, MZ = ¢y (x,0) = e*®, M = ¢35 (,0) = 2%, (2.66)
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las variedades de equilibrio se intersecan en algunos valores negativos de x, se asume que

solamente son de interes cuando xz > 0. A partir de

dg

5, = (z —€*) (2 — 2626“”) —(z— sin? z) (2 — 262%) —(z— sin? z) (z—e™™), (2.67)

sustituyendo, se puede demostrar que M& y Mg’ son estables, mientras que Mg es inestable

[Kokotovic, 1986].
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Capitulo 3

Sistemas No-Lineales

Singularmente Perturbados

Modelados en Bond Graph

3.1. Introduccién

Cuando se modelan, analizan y disenan sistemas dindmicos en circuitos eléctricos, sistemas
mecédnicos, sistemas de control u otras diciplinas de la ingenierfa, se observa que existen una
gran cantidad de sistemas que contienen en su representacién matemadtica no linealidades.

La mayorfa de los modelos matematicos usados tradicionalmente por tedricos y practicos del
control son lineales. De hecho los modelos lineales son mucho mas manejables (sus dindmicas
son menos complejas) que los no-lineales, y pueden representar en forma precisa el compor-
tamiento de algunos sistemas reales. Pero existen fenémenos no-lineales como son los sistemas
de control de vuelo, robots manipuladores, sistema de estructura de ala de avién, sistemas de
inyeccién de combustible de alto rendimiento, médquinas eléctricas, etc., en los cuales no se
puede encontrar una forma de describir su dindmica mediante modelos lineales [Khalil, 1996].
Una ventaja de disefio del modelado y control de sistemas en escala de dos tiempos es que

no esta restringuido a los sistemas lineales. Partiendo de la suposicién de que las dindmicas
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lenta y rédpida asociadas a un sistema son asintéticamente estables [Kokotovic, 1986].
Los sistemas dindmicos modelados por un nimero finito de ecuaciones diferenciales ordinarias

de primer orden acopladas entre si [Khalil, 1996],

ry = fl(t7$1a$2a"'71:71’“1’“27"'7up)7

T2 = f2(t7mlax2a"'7$nau17u27"'7“]))7

Tn = fn(t,.fCl,xQ,"’ y LT, UL, U,y * * - 7up)7 (31)
donde z; denota la derivada de x; con respecto a la variable de tiempo ¢, y uy,u2,--- ,u,
representan las variables de entrada. Las variables z1, s, - - , z, se denominan variables de

estado. Reescrito en forma compacta queda,
r=f(tz,u). (3.2)

En muchas ocasiones, la entrada u no aparece de manera explicita en (3.2), pero no nece-
sariamente quiere decir que v = 0, sino que la entrada puede haber sido introducida como
una funcién de estado mediante una retroalimentacion, a ésta ecuacién de estado se le conoce

como no forzada,
r=f(tz). (3.3)

Un caso especial de (3.3) surge cuando la funcién f no es dependiente del tiempo ¢, es decir,

= f(z), (3.4)

en este caso el sistema es conocido como invariante en el tiempo o estacionario.

Un concepto importante relacionado con las ecuaciones de estado es el punto de equilibrio. un
punto x = z* en el espacio de estado es un punto de equilibrio de (3.4) si tiene la propiedad
de que cuando el sistema inicia su dindmica en x*, el estado permanece en el punto z*
durante todo el tiempo futuro [Khalil, 1996]. Para los sistemas estacionarios (3.4) los puntos

de equilibrio son las raices reales de la ecuacién

f(z) =0, (3.5)
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Un punto de equilibrio puede ser aislado, es decir, que no hay otros puntos de equilibrio en
su vecindad, o podria haber una continuidad de puntos de equilibrio. Para sistemas lineales,

el modelo de espacio de estado (3.2) toma la forma
r=A{t)r+ B(t)u, (3.6)

Siempre es conveniente linealizar el sistema alrededor de algtin punto de equilibrio (ya que las
técnicas de anélisis de sistemas lineales son bastante conocidas) y analizar el modelo lineal
resultante. Es cierto que, con la linealizacién se puede aprender mucho del comportamiento
del sistema no lineal en la vecindad de un punto de operacién, sin embargo esto no es sufi-
ciente. Hay dos limitaciones bésicas de la linealizacién. Primero, dado que la linealizacién es
una aproximacién en la vecindad de un punto de operacion, ésta sélo puede predecir el com-
portamiento local del sistema no lineal en la cercania de ese punto. Esta no puede predecir el
comportamiento lejos del punto de operacién. Segundo, las dindmicas de un sistema no lineal
son mucho més sofisticadas que las dindmicas de un sistema lineal [Khalil, 1996].

Existen fenémenos esencialmente no lineales que no pueden ser descritos o predichos mediante
modelos lineales. Algunos ejemplos de estos fenémenos son: escape a infinito en tiempo finito,
miiltiples puntos de equilibrio aislados, ciclos limite, etc. Existe una gran variedad de sistemas
no-lineales, los cuales se pueden agrupar en diferentes clases dependiendo del tipo de no

linealidad que manifiestan.

3.2. Anadlisis de estabilidad en sistemas singularmente pertur-

bados estacionarios

Cosiderando un sistema singularmente perturbado estacionario no lineal [Kokotovic, 1986].
La nomenclatura de las variables lentas se cambia de = a x; y las variables rédpidas de z a
o para evitar una confusién con la variable de co-energia de la metodologia de bond graph
denotada por la letra z. Entonces

i‘l = f ({131,322) , X1 € Rn,

cxy = g(x1,72), x9€R™, (3.7)

37



Capitulo 3. Sistemas No-Lineales Singularmente Perturbados Modelados en Bond Graph

el cual tiene un punto de equilibrio aislado en el origen 1 = 0, x5 = 0. Se asume que f y g son
sufucientemente regulares, es decir, sin cambios bruscos, para asegurar que para condiciones
iniciales especificadas, (3.7) tiene una solucién tnica. La estabilidad del punto de equilibrio

se encuentra mediante la examinaciéon del sistema lento reducido

a1 = f (z1,h(21)), (3.8)

donde x9 = h (x1) es una raiz aislada de 0 = g (z1,z2) , y el sistema capa limite rapido

dzo t

=9 (x1,22(7)), T= - (3.9)

donde x1 se considera un pardmetros fijo. La Hipdtesis 2.1 establece que si 1 = 0 es un
punto de equilibrio asintéticamente estable del sistema reducido (3.8), z2 = h(x1) es un
punto de equilibrio asintéticamente estable del sistema capa limite (3.9), uniformemente
en z1,y f(+-) y g(,-) satisfacen ciertas condiciones de crecimiento, entonces el origen es
un punto de equilibrio asintéticamente estable del sistema singularmente perturbado (3.7)
[Kokotovic, 1986].

Analizando el sistema que varia lentamente
ez (t) = A(z1(t)) 22 (1), 20 € R™, (3.10)

donde z1 (t) satisface

i‘l (t) = f (Jfl(t)) , X1 € R™. (3.11)

Esto supone que para todo t > 0, z(t) € S, donde S es un subconjunto limitado cerrado
de R™. Esta suposicién no requiere que la trayectoria x; (t) converja a algin limite cuando
t — oco. Esta simplemente requiere que 1 (t) permanezca limitada cuando ¢ — oco. Ahora, en
lugar de tener A como una funcién explicita del tiempo ¢, A dependa de x1, la cudl depende
de t. Entonces, los eigenvalores o valores propios de A estdn uniformemente en el semiplano
izquierdo, es decir,

ReA(A(21)) < —c1 <0, ReA {aaxg} < —e1 <0, (3.12)
2

esto implica que x2 (t) — 0 cuando ¢t — oo [Kokotovic, 1986].
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Figura 3.1: Estructura unién de un BGI para una clase de sistemas no lineales con elementos disi-
padores no lineales.

3.3. Modelado en bond graph de una clase de sistemas no

lineales con perturbaciones singulares

Como se indica en el Apéndice A, los modelos dindmicos para una variedad de sistemas
fisicos se pueden construir usando elementos —R, —C, —I, M'S., M S¢; elementos MTF y
MGY; y uniones 0 y 1. El concepto de estructura unién, es una recopilacién de elementos
conservadores de potencia [Sueur, 1991]. En la Figura 3.1 se muestra la estructura unién y los
vectores clave de una clase de sistemas no lineales en bond graph con asignacién de causalidad
integral (BGI).

Los estados z1(t) € R™ y xa(t) € R™ estdn compuestos de variables de energia p(t) y ¢(t)
asociadas con elementos I y C en causalidad integral para dindmicas lentas y rdpidas res-
pectivamente; u(t) € RP denota las entradas a la planta; z1(t) € R™ y 29(t) € R™ son los
vectores de co-energfa para las dindmicas lentas y rdpidas respectivamente; DiLn(t) € R",
DNE(t,x1) € R™, DL, (t) € R" y DYE(t,21) € R” son una mezcla de esfuerzos y flujos que

contienen los intercambios energéticos entre el campo de disipacién y la estructura de unién.

Las relaciones constitutivas del campo de almacenamiento son:

21 (t) = Fiz1 (), =22 (t) = Faxa (1), (3.13)
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v las relaciones constitutivas del campo de disipacién pueden ser lineales o no lineales y son
descritar por

DL

out

()= LEDE (), Doy (t) = LY (1) D" (#), (3.14)

out

donde LN (x1) contiene las funciones no lineales en términos de las variables lentas x1. Los
términos no lineales de la clase de sistemas no lineales en este ejemplo son representados por
elementos MTF y MGY modulados mediante variables de estado, y las relaciones consti-
tutivas no lineales son reproducidas por elementos de disipacién. Ademds de que todos los
elementos almacenadores aceptan una asignacién de causalidad integral. Las relaciones de la

estructura unién son definidas por

exl(t)g €59 8:(4) |8 11(X)E Sz (x) l(x)ue ZlEt%L

R (DI (OIE OIEIOIE 10, S
o O 209 5091509 £ 509 S -X)U%PNHE'(E-L
=IO (O (QIE (O (QIE (@ 20k

(3.15)

Los elementos de la matriz S toman valores dentro del conjunto {0, £1, £k (x), +ky (z)}
donde k; (x) y kg (x) representan los médulos de los transformadores y de los giradores, res-
pectivamente. Estos médulos pueden ser variables p(t) y ¢ (t) asociadas con elementos [
y C en causalidad integral, respectivamente. También se debe notar que Sii (z), S (z),
SiY(z) y S2 (z) son matrices cuadradas anti-simétricas; y Sia (x), Si2 (z), Si? (z), Sii (2)
son matrices transpuestas negativas de S3i (z), Sat (z), Si? (z), S? (z) respectivamente.

Las relaciones de entrada y salida de la estructura unién de la Figura 3.1 determinan a (3.15).
Entonces, a partir de la tercera linea de (3.15) se obtienen los vectores de disipacién, usando

(3.13) y (3.14), para el vector de disipacién lineal
Dy, () =T (z) [Dj;, (8); + Df, (t)y + Dif, (t)3] | (3.16)
y para el vector de disipacién no lineal
Dt (t) = MM (2) [DiyF (8), + D (1), + Din® (8); + DR (t),] (3.17)
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donde
T () = [I - M (2) S (2) LN (1) MNP (2) 533 (2) LY] ' ME (), (3.18)
MY () = [T - Sh (2) LF] 7", MNP (@) = [T — 832 (@) IVE (a0)] (3.19)
y
Df(t), = Sai (x)z1(8) + Saf () 22 (1),
Di, (t), = 533 (x) LN (1) MY (2) [S3) () 21 (1) + 557 () 22 (t) + S35 (2) u (1)]
Df, (t); = Sy (z)u(t),
DRF (), = S5 (2)z1 () + 557 (2) 22 (1)
D (8)y, = S35 (2) LT (z) M" () [S31 (x) 21 (£) + 937 (x) 22 ()],
DM (1) = S5 (x) L'T (x) M (2) 837 (x) LV (1) MNP () -
[S31 () 21 (1) + S57 () 22 (8) + S35 (2) u(1)]
DNy, = [T—-SB«LF™, MNP (2)=[T-SB+L N, (3.20)

Como las matrices Sii (x), S (x), Sii (z) y S35 (x) son matrices cuadradas anti simétricas,
entonces los términos (3.18) y (3.19) serdn estructuralmente invertibles, pero los valores
numéricos de las varibles de estado = pueden tener algunas singularidades que eviten la
inversiéon de las matrices, asi que es necesario evitar estos valores.

Mediante la sustitucién de (3.13), (3.14), (3.16) y (3.17) en la primera y en la segunda linea
de (3.15) las ecuaciones de estado para la clase de sistemas no lineales con perturbaciones

singulares en un enfoque de bond graph estd definido por

371 @) | _ | Au(@) Aw(2) z, (t) N B, (z) w () (3.21)
£z, (1) Az (z) A (z) z, (1) B, (z)
La matriz Aqq (z) es
Aqq (1‘) = [AH (.%')l + A1 (.x)z} Fy, (3.22)
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donde

Sit () + Siz (2) LT (2) @ (@),

0
—
—
—
8
~—
=

Il

An (2)y = 813 (2) LY (a1) MY (2) [S51 (2) + 83 (2) LT (2) @ ()] ,

O(z) = Sy () + S35 (w) LN (21) MY (2) S5 (2). (3.23)
Para la matrix Ay () se tiene
A1z (z) = [A12 (2); + A1z (x))] F2, (3.24)
donde

A (@), = Sif (@) + 813 () LT ()T (2),
A ()y = 813 (@) LV (21) MYF (2) [S5; (2) + 835 (2) L*T () T ()],

D(x) = Sof («) + 53 () LM (1) MYE () S3i (). (3.25)

El vector By (x) es
By (x) = By (z); + B (2),, (3.26)

donde

Bi(x); = Si3(2)+ S (2) LT (2) ¥ (x)
Bi(x), = Si3 () LM (1) MVE (x) [S35 (x) + 835 (x) L*T (2) ¥ ()] ,

U(r) = Sy () + 85 () LV (1) MY (2) S35 (). (3.27)
Para la matriz Ag; (), con € = FQ_I, se tiene que
Az (2) = Fy ' [Az (2), + Az (2)] F1, (3.28)
donde

Ani(z); = Sii(x)+ 8% (2) LMT (2) A (=),

I
[\
=
2

V)
Il

515 (@) LV (1) MY (2) [S51 () + S35 () LPT (2) A ()]

-
O
I

St () + 513 (@) LV (1) MY (2) S5 (). (3.29)
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La matriz Agg () se tiene que

Aoy (:B) = F{l [AQQ (:L’)l + Ao (:B)Q] Fs, (330)
donde
(), = SB(x)+ 8% (0) LM (2) Y (a),
Az (2)y = ST (2) LN (1) MY (2) [S3 (2) + 8% (2) LT (2) T ()],
Y(z) = S5 (x)+ 3 (@) LV (1) MYF (2) 53 (@) . (3.31)

Y el vector By (z) se tiene que
By (x) = F3 ' [By (2); + B2 (2),], (3.32)
donde

By (x); = S%(x)+ S (2) LMT (2) 1 (),
By (x)y = 875 (x) LM (1) MM (2) [S35 (2) + S35 (2) LT (2) I ()]

I(x) = So3(x)+ 833 (x) LM (1) MY (2) S35 (). (3.33)

Dependiendo de la causalidad de los elementos MTF y M GY modulados por variables de es-
tado, estas variables pueden estar en el numerador o en el denominador. Entonces, el problema
de singularidad debido a los valores numéricos puede ser encontrado dentro de las submatrices
de la estructura unién S (z) y/o M (z).
Es importante validar la Hipétesis 2.3 para la clase particular de sistemas no lineales dado
en (3.21) entonces de (2.7) y de la segunda linea de (3.15) la funcién no lineal de la dindmica
rapida es

g = A (z)x1 (t) + Az (x) 22 (t) + B2 (z) u (t) . (3.34)
Ahora, aplicando (2.25), la Hipétesis 2.3 para este tipo de sistemas estd definida por

Re {ai (Aot (@)1 (0] + o[22 ) 2 (0] + - 1B ()0 <t>]} <-—c<0. (33))

En este trabajo se considera que se satisfacen (3.35) y las Hipdtesis 2.1 y 2.2 para confirmar

el Teorema 2.1.
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Hipdtesis 4.1. Los elementos MTF y MGY pueden ser modulados mediante variables de
estado que representan:

° La dindmica lenta, entonces la ecuacién algebraica dada por
Agy (72) T1 (1) + Agz (T2) T2 (1) + B2 (T2) u (t) =0, (3.36)

tiene que ser resuelta en términos de (2.9). La solucién de esta ecuacién algebraica es una
posible restriccién de esta clase de sistemas no lineales ya que es una condicién necesaria para
obtener el modelo de estado cuasi-estacionario del sistema.

. La dindmica lenta, entonces la ecuacién algebraica
A (1) 71 (8) + A2z (71) 72 () + B2 (z1) u (t) = 0, (3.37)

puede ser resuelta en términos de (2.9).
Para la clase de sistemas no lineales considerada en este ejemplo, la suposicién de que existe

solucién a las ecuaciones algebraicas (3.36) o (3.37) puede ser escrita como
T3 (t) = — [Aga (T1)] " Azt (T1) T (t) — [A22 (F1)] ' B2 (@) u (), (3.38)

y el modelo de estado cuasi-estacionario, considerando que la matriz Ags (77) es no singular

(que la matriz sea invertible), es
71 () = Ao (F) T1 () + Bo (1) u (1), (3.39)

donde

Ao (@) = Au (T1) — Arz (71) [Ase (31)] ' A2t (70)

By (1) = Bi(%1) — Az (1) [Aze (1)) Ba (7). (3.40)
En la siguiente seccién, se propone una estructura unién de un bond graph para obtener el
modelo de estado cuasi-estacionario.
3.3.1. Modelo de perturbacién singular estandar en bond graph

En esta seccién se presenta una técnica directa para determinar las raices a partir de la
ecuacién algebraica y el modelo de estado cuasi-estacionario. La Figura 3.2 muestra un es-

quema para analizar las propiedades de un sistema singularmente perturbado con elementos

44



Capitulo 3. Sistemas No-Lineales Singularmente Perturbados Modelados en Bond Graph

0 de Fuentes
Se,MS;)
|

ctura Uniodn

MTF, MGY) Din (1)

A

xq(t)| XA)

Figura 3.2: Estructura unién de un SPNBG para una clase de sistemas no lineales con elementos
disipadores no lineales.

de disipacién no lineal que dependen de los estados lentos en bond graph llamado Bond Graph
No lineal Singularmente Perturbado (SPNBG).

Para el SPNBG se propone asignar una causalidad derivativa a los elementos de almace-
namiento de energia que representan la dindmica rdpida y mantener una causalidad integral
en los elementos almacenadores de energia relacionados con la dindmica lenta como lo enuncia
el Lema 4.1 siguiente.

La Figura 3.2 muestra que el vector clave de los elementos de almacenamiento (:ﬁg, 22) han
cambiando con respecto a la Figura 3.1 debido a la asignacién de causalidad de estos elemen-

tos. También, los vectores clave de los elementos de disipacién (DH L pDHL DﬁN L DHN L)

in o Hout ¥ out
de la Figura 3.2 pueden ser diferentes con respecto a los vectores clave (D%, DL, y DIVE, DIE)

de la Figura 3.1 dependiendo de la causalidad del resto de los elementos disipadores no lineales
que dependen de los estados lentos del bond graph.

La nueva estructura unién para esta clase de sistemas no lineales se presenta en el siguiente
lema.

Lema 4.1 Considerando una clase de sistemas no lineales singularmente perturbados defini-
da por el producto de variables de estados y/o relaciones constitutivas del campo de disipacion

pueden ser no lineales, satisfaciendo (3.85) y que la matriz Ags (x) sea no singular; este sis-
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tema es modelado mediante bond graph de acuerdo a el esquema de la Figura 3.2 donde los
elementos de almacenamiento de la dindmica rdpida tienen una asignacion de causalidad
derivativa y los elementos de almacenamiento de la dindmica lenta tienen una asignacion de

causalidad integral cuya estructura unidn estd dada por

(:a u_eg : Ue——7~Ft
0L O GHO) _______<_x__>_1__H_fi<_x_>_{ _______ n(uele ()¢
S0 R O] EHOIEE OO Rl R0;
e ul) ¢ E Bay
donde
DIV (t)y=L*D[I* (t), DIV (t) = LN* (21) DIIVE (1) . (3.42)

Entonces, una representacion del sistema para las variables de estado de las dindmicas lentas

es descrito mediante

21 (t) = Ay (z) 21 (8) + A () 22 (£) + By (z) u (¢). (3.43)

La matriz Ay (z) es

A1 (@) = |41 (@), + An (2),] B, (3.44)
donde
Ani(z), = Hif (z)+ H (2) L"W (2) @7 (2),

H
An(x)y = Hi3 (o) LV (21) MY (2) [H3] (2) + Hiy (x) LYTW (z) MY ()],
H.

o' (2) = Hy () + Has (x) L (21) Q™" () H3] (). (3.45)

Para la matriz Aqs (z) se tiene

Az (2) = Az (@), + Az (2),] P, (3.46)
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donde
21/2(37)1 =
2\1/2(37)2 =
' (z) =

El vector By (z) es

donde

By (z); =

By (93)2 =

o () =

H (x) + Hig (x) L*W (2) T (),
Hi3 () LY (21) QY (2) [HEF () + Hi () LYW (2) T (2)]

H3? () + H3 () LVE (21) MQNE (2) H3 (2) .
Bi (z) = By (z); + B1 (),
Hi3 (z) + Hi3 (z) LW (2) U (2)

Hi{3 () LN (21) QVF () [H3s (2) + HE3 (2) L'W (2) W7 (2)] |

Hys () + Hyj () L (21) QVF () Hi; ().

Para las variables de estado de la dindmica rdpida es

22 (t) = Az (x) 21 (1) + Az (@) 22 (1) + Bz (2) u (1).

Para la matriz Ay (x), se tiene que

donde
;1\2/1 (ff)l =
;1\2/1 (3“)2 =

AP (z) =

Ayt (2) = Fy ' [ A (@), + Az (2)y] By,

Hiy () + Hiy (@) LW (2) A7 (2),
Hi3 () LY (21) QY () [H3] (2) + H3; () L'W (2) MAY (2)]

Hy () + Hi () LY (21) QY () H3{ ().

La matriz Ass (z) se tiene que

donde

Ag (z), =
Aga (),
7 ()

A (2) = Fy ' [Aga (@), + Az (2),] P,

HEf () + Hiy (x) LW (2) T (2)
H{3 () LY (21) QY (2) [H3E (x) + H3; () LMW (2) T ()],

Hyt () + Hyj (x) LY (21) QY (2) HE (),
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y el vector B () es

By (w) = Fy ' [Ba (w), + Ba (w),) (3.55)
donde
By(z), = HE (z)+HY (x) L*W (2) 17 (2),
By(x), = HE(2) L (21) QY (x) [H3 () + HE (2) L'W (2) 17 (2)]
7 (2) = HY (2) + H (2) LV (1) QN (2) HE (). (3.56)
Siendo
QY (x) = [T— Hi (@) LM ™", QY% (x) = [T — HE (2) LN (21)] (3.57)
W (2) = [I + Q" (x) HY (2) LV" (21) QVF (2) H3 (x) L") " Q¥ (x).  (3.58)

Ademds, de acuerdo con la Hipdtesis 4.1, las raices de la ecuacidn algebraica a partir de la
ecuacion diferencial de las variables de estado de la dindmica rdpida haciendo € = 0 son

73 (t) = Az (21) 71 (t) + Bz (1) u (t), (3.59)
y el modelo de estado cuasi-estacionario estd definido por
T (t) = An (1) 71 () + B (1) u (1). (3.60)

Prueba. Considerando que son satisfechas las Hipétesis 2.1, 2.2 y 2.3, de las lineas tercera

y cuarta de (3.41) y usando (3.42) se tiene

DEF() = W (@) |Hit (2) Fias (t) + H3E (2) 2 () + H3 (2)u (t)] +
Y (2) [H3l (¢) Fiar () + H3E (2) @2 () + HE @) u ()], (3:6)
y
DENE @) = QN (@) [ H3E (@) Py (t) + HEE (2) w2 (1) + HE} () u (1)) +

Z (@) [H3} (2) Fyan (6) + HE (2) 22 ()] +
Z (x) H33 (@) LV (1) QVE (2) | B3} (@) Fiay (1) + HEE (2) @2 (1)] +

Z (x) [Hag () + Hyj (x) LY (21) QY (w) H35 ()] u (?), (3.62)
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donde

W (z) Hoj (x) LM (1) @V (2)
Z(x) = QY'(x)HE; (x) L'W (z). (3.63)

».<
—
&

I

Sustituyendo (3.13), (3.61), (3.62) y (3.42) en la primera linea de (3.41), se tiene

z1(t) = {H x) 4+ Hid () LEW (z) o (2) +
) (H3! (x) + H3; (x) L"W (2) @7 (2))} Fi (¢) +
{H ) + His (x) L*W () H()+

z) + Hid (z) LEW (2) O (z) +

()

z)(

(

z) (H3 (x) + H33 () LYW (@) D (2)) } 2 (1)
{H (2)
z)(

) (H33 (x) + Hiy (z) LW (2) O (2)) b u (t), (3.64)
donde
E () = Hi (x) LN (21) QY (2). (3.65)

Utilizando (3.44) a (3.49) con (3.57) y (3.58), se determina (3.43).
Ahora, partiendo de la segunda linea (3.41) y tomando (3.42), (3.61) y (3.62), se obtiene

2(t) = {H () + HY3 () L*W (2) H( )+
() (H31 (x) + H33 () LW (2) @ (2)) } 21 (t)
{H112 () + HE3 () LYW (2) T () +
() (H3 (z) + H3 (z) L'W (2) TH (2))} 22 (¢) +
{ng (z) + HE () LEW (2) O (2) +

O (z) <H22§ )+ H22 () Ltw (z) vH (:E)>} u(t), (3.66)

donde
O () = Hij (x) L"" (21) QV* (2). (3.67)

Considerado (3.13), (3.51) y (3.58) y (3.66), se prueba (3.50).
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A partir de (3.50),

-1 — -1 —

. — — —1 __
T (1) = — [Am (ac)} Ao () 21 (8) + [AQQ (x)} 2 (1) — [A22 (x)} By (2)u(t), (3.68)
y considerando que las matrices Agg () y Agy (z) son no singulares, comparando (3.64) con

la segunda linea de (3.21), las relaciones entre el BGI y el SPNBG son

Ap(z) = —[An (@) e, (3.69)
Agi () = —[An (@)] " Au (2), (3.70)
By(x) = —[An(2)] ' Ba(2). (3.71)

Resolviendo (3.69) a (3.71) para las variables de estado de la dindmica lenta con (3.21), se
comprueba (3.21).
Ahora, sustituyendo (3.68) en (3.43), se obtiene

-1 —

7 (t) = {mx)—zx‘gm 422 (@) Am<x>}x1<t>+{ix;<x> [sz;(x)}‘l}xz(t)

HB@ - T e B}, (3.72)

Por comparacién de (3.72) con la primera linea de (3.21), y usando (3.69) a (3.71), se tiene

que
A (2) = An(2)[An (@) e, (3.73)
Bi(x) = Bi(x)— Au(x)[Az (2)]"" By (2), (3.74)
An(z) = An (@) = Az (@) [Ags ()] A1 (). (3.75)

Resolviendo (3.73) a (3.75) para las variables de estado de la dindmica lenta usando (3.39),
y satisfaciendo la Hipdtesis 2.4, se verifica (3.60).

La representacién del SPNBG del sistema puede representar problemas de singularidad debido
a los valores numéricos del argumento z dentro de las submatrices H (z),Q (z) y Ags (). Por
lo tanto, es importante saber que para evitar problemas de simulacién y estabilidad. También
la matriz Ao (z) tiene que ser no singular con la finalidad de aplicar el Lema 4.1 propuesto.
FEn la siguiente seccién se aplica la metodologia propuesta a un modelo de una turbina de
viento, la cudl es un sistema singularmente perturbado, ya que existe una clara diferencia

entre las variables lentas (parte mecénica) y las variables répidas (parte eléctrica).
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3.4. Casos de Estudio

3.4.1. Introduccion

Existe una gran variedad de sistemas que presentan fenémenos no lineales, de hecho, hablando
de manera estricta, la gran mayoria de los sistemas fisicos reales presentan no linealidades en
su comportamiento, aunque algunos de estos sistemas pueden ser modelados como lineales,
para valores iniciales especificos, y tener un comportamiento relativamente cercano al sistema
real. Tomar el sistema como lineal o como no lineal dependerd, por lo tanto, del estudio o
fenémeno de interés. De la gran gran diversidad de sistemas no lineales, en este trabajo, se

analizan las siguientes clases.

3.5. Caso de Estudio 1: Clase de sistema no-lineal cuando exis-

te multiplicacion de estados

Este tipo de sistemas no lineales son los que presentan una no linealidad que proviene de la
multiplicacién de estados.

En esta seccién se aplica la metodologia de bond graph para dos ejemplos singularmente
perturbados de esta clase de sistemas no lineales. Cabe mencionar que el procedimiento pro-
puesto en [Barrera, 2011] es utilizado para sistemas lineales, pero este procedimento puede ser
usando también en una clase de sistemas no lineales cuando el efecto no lineal es introducido
mediante un transformador o en un girador, como es el caso del modelo de la mdquina

sincrona.

3.5.1. Ejemplo 1: Turbogenerador con mdquina sincrona

Los generadores sincronos son la principal fuente de energia eléctrica en sistemas de potencia.
El modelado y andlisis de la mdquina sincrona ha sido un problema bastante estudiado
[Kundur, 1994, Anderson, 1977, Krause, 2002].

En la Figura 3.3 se observa la representacién de la méquina sincrona [Kundur, 1994], en la

cudl, se pueden identificar los siguientes elementos:
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Figura 3.3: Diagrama del circuito de estator y rotor de la mdquina sincrona.

= a, b, c: devanados de fase del estator. Por lo tanto, i,, iy, %, representan las corrientes
de fase del estator; V,, V4, V. indican los voltajes de fase del estator, rq, 7, 7 expresan
las resistencias de fase del estator y Lya, Lpy, Lee €xpresan las inductancias propias de

fase del estator.

= F':representa el devanado de campo, i y VF son la corriente y el voltaje en el devanado
de campo, respectivamente; rp representa la resistencia y L la inductancia propia del

devanado de campo.

= D : representa el devanado de amortiguamiento en el eje-d, ip y Vp son la corriente y el
voltaje en el devanado, respectivamente; rp representa la resistencia y L p la inductancia

propia del devanado de amortiguamiento D.

= () : representa el devanado de amortiguamiento en el eje-q, ig y Vi son la corriente y el
voltaje en el devanado, respectivamente; rg representa la resistencia y L¢ la inductancia

propia del devanado de amortiguamiento Q.

El generador sincrono de la Figura 3.3 es representado mediante seis devanados que estén
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acoplados magnéticamente entre si. El acoplamiento magnético entre los devanados estd en
funcién de la posicién del rotor. El voltaje instantdneo en terminales v de cualquier devanado
tiene la forma,

V=i (3.76)
donde X es el enlace de flujo, r es la resistencia del devanado e ¢ es la corriente con direccién
positiva, considerando que las corrientes fluyen hacia las terminales de salida del generador.
Una gran simplificacién en la descripcién matemdtica de la méquina sincrona se obtiene
mediante la transformacién de Park (ver Apendice B). El efecto de la transformacién de Park
es que cambia todas las cantidades de las fases a, b y c referidas al estator a unas nuevas

variables en un marco de referencia que se mueve con el rotor. Por definicién [Anderson, 2003]
7;Odq = Piabc; (377)
donde los vectores de corrientes estdn definidos como
) T
Lodg = [ 0 id g ] ; (3.78)
. T
tabe = |: o 1p lc } s (379)

y la transformacion de Park (Ver Apéndice B) es

1 1 1
5| V2 V2 V2
P = 3 | cosf cos (0—27) cos(0+2m) |- (3.80)
sind sin (0 — 27) sin (0 4 2n)

El dangulo entre el eje d y el rotor estd dado por
m

9:th+5+§, (3.81)
donde wpg es la frecuencia angular en rad/s y ¢ es el dngulo de par de torsién sincrono en
radianes eléctricos. De igual forma, para transformar los voltajes y los enlaces de flujo,

Vodg = Pugpe, (382)

Mdg = Plape- (3.83)
De acuerdo con la Figura 3.3, un modelo en bond graph de la méquina sincrona en los ejes

d-q se muestra en la Figura 3.4 [Barriga, 2008].
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Figura 3.4: Un bond graph de la mdquina sincrona con asignacién de causalidad integral.
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Figura 3.5: Turbogenerador térmico de dos secciones.

Modelo del sistema de eje del turbo generador

El eje del rotor de una unidad de generacién térmica es un sistema mecédnico muy complejo,
formado por varios elementos de grandes dimensiones acoplados a lo largo del mismo eje.
Las secciones de turbina, para el caso del ejemplo, s6lo se consideran dos secciones, una de
alta presién y otra de baja presién, cuentan con discos, cuchillas y otros componentes més
pequenos, pero estos se consideran en una sola masa concentrada por seccién de turbina como
se muestra en la Figura 3.5 [Jackson, 1979, Kundur, 1994].

Hay distintas configuraciones posibles de turbinas-generadores en una central térmica, en
funcién del nimero de etapas de expansién y de si las turbinas se sitdian en un mismo eje

o en dos ejes distintos. En este caso se hard la suposicién de que todas las turbinas estén
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J12 J12 T,
Tm C Co

"5
Figura 3.6: Modelo de masas y muelles equivalente sin amortiguamiento del turbogenerador térmico
de dos secciones.

acopladas a un tnico eje y s6lo hay un generador (en centrales termoeléctricas més complejas
pero también més eficientes, como son las de ciclo combinado donde se utilizan los ciclos de
vapor y de gas, se emplean dos o més ejes para desacoplar mecdnicamente la turbina principal
v la turbina que mueve al generador, esto con la finalidad de manter un giro constante y que
la generacién sea a una misma frecuencia y voltaje), lo cual es la configuracién mds simple y
comuin de centrales termoeléctricas que trabajan bajo el principio del ciclo de Rankine (ciclo
de vapor), en ademds se considera un sistema de excitacién de masa despreciable.

A partir de la Figura 3.5 se obtiene el modelo de masas concentradas y muelles equivalente que
se muestra en la Figura 3.6. Las tres masas torsionales representan los rotores del generador
T, la seccién de la turbina de baja presién Jrs, y la turbina de la seccién de alta presién 1yq,
las constantes C7 y Cy representan los coeficientes de elasticidad o rigidez torsional de los
ejes de unién entre la turbina de alta presién con la de baja presién y entre la turbina de baja
presion y el generador sincrono, respectivamente. El coeficiente D representa el rozamiento
lineal del rotor de la maquina sincrona, 15, es el esfuerzo de entrada a la turbina. Agregando
esta secciéon al modelo de la méquina sincrona se obtiene un modelo en bond graph del

turbogenerador en causalidad integral asignada, como se muestra en la Figura 3.7.

Una vez que se tiene el modelo del sistema fisico modelado en bond graph, la representacion
tipica o estandar del sistema singularmente perturbado estd definido por [Gonzalez, 2011,

Barrera, 2011, Herrera, 2014],
513-1 = A1 + A1 + Biu, (3.84)
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Figura 3.7: Modelo en bond graph con causalidad integral asignada de un turbogenerador con
maéaquina sincrona.
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exg = Ag1x1 + Agaxa + Bou, (3.85)

donde x; € R" representa las dindmicas lentas, xo € R™ contiene las dindmicas répidas y
el escalar € representa los pardmetros singulares. Considerando que los almacenamientos de

energfa tienen dindmicas lentas y rdpidas, las relaciones dentro de la estructura unién son,

e, U sau 12 11

aXiy ]| €S 1 2 3Ue Z U
& U e 21 22 21 Sflde u
aXe =& 1 1 2 e 1]

11 12
éD u e 1 1 SZZ S23 ugDoutu

& "y € 0 ue—-u
5V () 6 1 Ssz %3Ue ug
ey (3.86)

Entonces, para obtener la representacién en espacio de estado de la forma estandar (3.84),

(3.85) se tiene para la dindmica lenta,

An = [S1] + SiaM Sy Fi, (3.87)
Arp = [S11 + Sia M S37| F, (3.88)
= 513 + S M So. (3.89)
Para la dindmica réapida,
Ag = Fy ' [SH + SHM S5t F, (3.90)
Ap = Fy ' [ST + SHM S]] B, (3.91)
By = Fy ' [S13 + Sty M Sas] (3.92)

donde M = LI — SpoL] !
Si se considera que ¢ es lo suficientemente pequeno para despreciarse, es decir, € — 0,(3.85)

se convierte en [Gonzalez, 2011, Barrera, 2011, Herrera, 2014]
T = Ao71 + Bou, (3.93)

donde
Ag = Ay — A1g Ay} Aoy, (3.94)
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By = By — A12A52132. (395)

En (3.93) se puede observar que la dindmica lenta aproximada no depende de la dindmica
répida aproximada, sino que depende solamente de el estado cuasi-estacionario lento, es decir,
se tiene una separacién o desacoplamiento de las dindmicas del sistema.

Entonces, los vectores clave y las relaciones constitutivas para el bond graph de la Figura 3.7

SO1:
f2 €2
I er el
Is es €6 .
Din: ;Dout: U = 5 L:D’Lag{’l"d,TF,T'D,TQ,Tq,D}, (396)
fo €9 e12
fi3 e1s | €16 |
| fa0 | | e20 |

para las dindmicas lentas que son las que estdn relacionadas con las partes mecdnicas del

turbogenerador, se tiene

[ pis | [ eis | [ fis |
q21 J21 €21
T1= | pog |; T = ez |3 21=| fag | Ffl = Diag{Ty,C1, Jr1, Jr2,Co2}, (3.97)
P30 €30 f30
| g31 | | f31 ] | es1 |

y para las dindmicas rdpidas que son las estdn relacionadas con la parte eléctrica del sistema,

se tiene
_ . -
2
€T2 = Ps ; 1532 =
P1o
| P11 |

€3
€4
es ; B2 =

€10

€11

[3
fa
5
J10
Jin

Ly  Mgr Mgp 0 0
Mar Lp Mpp 0 0
; Fy'=| Myp Mpr Lp 0 0
0 0 0 Lo Mg,
0 0 0 Mg, I, |
(3.98)
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Como se menciond al inicio de esta seccién, el procedimiento propuesto para sistemas lineales
en [Barrera, 2011] puede ser utilizado para obtener el modelo cuasi-estacionario o modelo
lento de una clase sistemas no lineales singularmente perturbados cuando el efecto no lineal
es representado por medio de un transformador o de un girador, como es el caso del modelo
de la méaquina sincrona, por lo que se aplica este método para resolver este sistema.

ahora, a partir de (3.86) y un andlisis del bond graph de la Figura 3.7 se obtiene la matriz

de estructura unién,

O kP OO O OO0 O O O Oojfloo oo g
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[uy
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w
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O O OO O OO0 0O o o ofjloo or o
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> (D> D> (D>
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O or oo oooooolooooo
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O o0 oo oo ooo

o o oo o oo

o o oo oo

O 0O oo oolooooofloooo
O 0o o0 oooor oofloo oo o
O 0 0o o oolr oo o oo o oo o

—h

N
S

11
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SN (3.99)

Por comparacién de (3.99) con (3.86) se obtienen las submatrices S (x) y usando de (3.87)
a (3.92) se obtienen las matrices A y B de la representacién en espacio de estados (3.84) y

(3.85). Para la matriz A;j; se tiene

-2 0 0 o A ]
0 0 - —35 O
Au=| 0 -& 0 0 0o |, (3.100)
0 & 0 0 -z
e L

59



Capitulo 3. Sistemas No-Lineales Singularmente Perturbados Modelados en Bond Graph

para Aja () se obtiene

—LFLDA_M%FPH LFMdeAMdFMDFpu LDMdF*gDFMdDPn M{?qm —L?Qm
0 0 0 0 0
A (z) = 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
I 0 0 0 0 0 |
(3.101)
donde
A = LpM3s —2MypMppMyp + LgM?% 5 + Ly M3, — LrLyLp,
T = LoLs— M3, (3.102)
Para la matriz B,
(000 0]
0000
Bi=|100 0 1 (3.103)
0000
(000 0|
La matriz As; () queda
[ _%pll 0 0 0 O_
—MT‘?PM 00 0O
Ao (@) = | —%Ep;; 0 0 0 0 |, (3.104)
Stps 00 0 0
| Fps 0 0 0 O |
Ass queda
TR E 00
TR E 00
App= | Zp X2 X o o |, (3.105)
0 0 0 Y X
0 0 0 % %
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donde

Yaq
Yys
Y54

Ys5

Lgrq (LFLD - M%F) —rr (LrMap — MarpMpr) Map — rp (LpMar — MprMap) Mar,

rrMap (LFLd - MgF) —rp (LaMpr — MapMap) Map — Larq (Lr Map — MarMpr),

rpMar (LdLD - MdQD) —rp (LaMpr — MapMap) Map — Lara (LpMar — MprMap) ,

raMap (LrLp — Mpg) —rp (LpMar — MprMap) Mrp — reLp (LrMap — MapMpr),

rrLp (LFLd — M(?F) —rp (LaMpr — MarMap) Mpr — ra (LrMap — MarMpr) Map,

rpMpr (LdLD - M(?D) —r¢ (LpMar — MprMap) Map — reLp (LaMpr — MarMap) ,

rqMar (LFLD - M%F) —rrp (LrMap — MapMpr) Mpr — Lrrp (LpMar — MprMap) ,

rrMpFr (LFLd - MjF) —rq¢ (LrMap — MaqrMpr) Mar — Lrrp (LaMpr — MarMap) ,

Lprp (Lalp — MiD) —rr (LaMpr — MapMap) Mpr — rq (LpMar — MprMap) Mar,

TqMéq — LqoLqgra,
LoroMeoq — LorqeMqq,
LqrgMgaq — LqrqoMaqq,

2
rQMaq — LqoLqgry.

Finalmente, para Bs se tiene

Lq  Mar

Mgp Mpr

By=| Mgr Lp
0 0
00

[an}

@)

Mqq

L

q

o o o o o

(3.106)

(3.107)

Esta representacion se utilizard més adelante para verificar la estabilidad interna del sistema.

3.5.2.

foque de bond graph

Modelo de estado cuasi-estacionario del turbogenerador con un en-

Para obtener de manera directa el modelo cuasi-estacionario del sistema singularmente per-

turbado en bond graph denominado (SPBG) por sus siglas en inglés, Singularly Perturbated

Bond Graph se utiliza el Lema propuesto en [Gonzalez, 2011, Barrera, 2011].
Lema 3.1

[Gonzalez, 2011, Barrera, 2011] Considerando el diserio de la Figura 3.8. La
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acenadores
iy C
icaLenta

acenadores
iy C
ica Rapida

Figura 3.8: Representacion a bloques de la estructura unién del SPBG.

estructura del sistema estd dada por,

é. U 4,u 12 11 11‘e "
éxllj an Hy | Hp Hlsgg- ul;l
87, U=gHy | Hy | Hy HE e
Pry 85| R i [ gl

la nueva representacion del sistema singularmente perturbado es,
T = Zﬂml + Zléxé + EU,
2y = Aqia1 + Agadia + Euv
donde para la dindmica lenta,
An = [H{} + HQH;{| Fy,
Ai = [HI? + H3QH}] P,
By = Hi{j + H{3QHo;.

Para la dindmica rdpida,
Ay = Fy ' [H] + HRQH}] R,

Agy = Fy ' [HE + Hi3QH33]
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By = Fy ' [HE + HEQHas) (3.116)

donde Q = L' [T — Sy LM "
Si se considera que € es lo suficientemente pequeno para despreciarse, es decir, e — 0,(3.109)

se conuvierte en,

77 = Anzi + Biu. (3.117)

La barra en las variables de estado significa que es el sistema cuasi-estacionario, el cudl se
obtiene de manera directa [Gonzalez, 2011, Barrera, 2011]. Se puede observar que en (3.117)
la dindmica lenta aprozimada (modelo cuasi-estacionario) no depende de la dindmica rdp-
ida aprorimada, sino que depende solamente de las variables lentas, es decir, se tiene una

separacion o desacoplamiento de las dindmicas del sistema.

Para encontrar el modelo cuasi estacionario, el primer paso es asignar causalidad derivativa a
los elementos almacenadores de energia relacionados con las partes eléctricas del turbogene-
rador (que contiene constantes de tiempo relativamente pequenas), es decir, con las variables
rapidas, dejando la causalidad integral en los elementos en almacenadores relacionados con
las dindmicas lentas (relacionadas con las partes mecénicas, que tiene constantes de tiempo
relativamente grandes) [Gonzalez, 2011, Barrera, 2011, Herrera, 2014].

Por lo que el bond graph para el sistema cuasi-estacionario queda como se muestra en la
Figura 3.9.

Los vectores clave y las relaciones constitutivas para el bond graph de la Figura 3.9 son:

€2 f2
er fz
pr— | ipn, = | | Lh:Diag{l,l,l,l,l,D}, (3.118)
eg f9 Tq Tk TD TQ Tq
€13 fi3
| f20 | €20

para las dindmicas lentas y rdpidas estan dados por (3.97) y (3.98), respectivamente.
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Figura 3.9: Modelo en bond graph con causalidad derivativa asignada a los almacenadores relaciona-
dos con las dindmicas rapidas de un turbogenerador.
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Mediante un anélisis del modelo en bond graph de la Figura 3.9 se obtienen la matriz de

estructura union,
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8%t (3.119)

Por comparacién de (3.119) con (3.108) se realiza el desacoplamiento de las dindmicas lentas
y répidas, y se obtienen las submatrices H (x), utilizando de (3.111) a (3.116) se obtienen las
matrices A y B de la representacién en espacio de estados (3.109) y (3.110). Para la matriz

A1 (z) se tiene

(& (E+2+D) 0 0 0 4
0
0
0

Jr1 T2
A11 (x) = —CLI 0 0 0 ) (3‘120)
1 1
g 0 0 -7
1 1
L _Ti‘] O 0 Jr2 O .
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para A1g (z) se obtiene

A12 (l’) =

para la matriz By (z)

La matriz Ag (z) queda

/A\Q/Q queda

Ly
Td

Td

Agg = | —Mar

Td

_Mip

1
—pun 0

o o O
o o o O
o o o o o

1
o P11 0 —=

o o O
o o o O

_Lag
7q P11
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Myr
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Mqq
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Finalmente, para Bs se tiene

Lqs  Mar
T’d = 0 O
Map Mpr
m = 0 O
By — Map Lp
By o = 0 0. (3.125)
Mg,
0 T 0
L
0 0 20
L q -
La representacion en espacio de estados queda
pis A (E+ i) 0 o o & [
q21 0 0 %Tl —ﬁ 0 q21
P23 = 0 _c% 0 pa3 | +
P30 0 c% 0 0 _c% P30
. 1 1
L 431 ] L _Ti‘] 0 0 Tra 0 1L q31 ]
—%pu 0 0O ips P3 %dpu 0 —ips 0 o
0 000 O Pa 0 0 0 0
4 es
0 000 ©0 ps | + 0 0 0 1 ,(3.126)
. €12
0 0 0 O 0 P10 0 0 0 0
. €16
0 0 0 O 0 P11 0 0 0 0
ps —74pu 0 0 0 0 || pis —fa Mo _Mae g 0 ps
Pa ~72pi; 0 0 0 0 || gn Yo _Ip  _Mpe 0 e
ps | = | —24Epn 0 0 0 0 || ps |+ | —MaE _Mem _ir 0 0 Ps
—L L M .
P10 fj‘ijps 0 0 0 O P30 0 0 0 _% o chq pio
q _]qu _LJ .
_p11 ] L TJqug O O 0 0 1L q31 ] L 0 O 0 7TQ e ] _p11 ]
[ L M0 o]
]\JTZD ]WT??F 0 0 il
6
+| MaE 20 0 (3.127)
0 0 Mas g o
- e16
0 0 T—;‘ 0

El modelo de estado cuasi-estacionario esta definido por (3.117), y para este ejemplo estd
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dado por
pis —4 (Em+ 2p+D) 0 0 0
S 1 1
P21 0 0 75 —7m
D23 = 0 —c% 0
P30 0 c% 0 0
| @1 i —7 0 0 5
P 0 —ps 0| o
€1
0O 0 0 0
€6
+1 0 o o0 1 :
€12
0O 0 0 0
€16
0 0 0 o0]" -

P18
q21
D23
P30

qs1

(3.128)

La ecuacién anterior (3.128) es el modelo cuasi-estacionario, pero se observa que existe depen-

dencia de dos estados rdapidos p3 y p11 por lo que el sistema no tiene desacopladas las dindmicas

lentas y rdpidas. Como para el estado cuasi-estacionario se considera que las dindmicas rép-

idas han terminado, es decir, 173 pj 175 ITO W ’ =0.
en,
| [ -Atpm o000 0] [pw| [ L M
Pi ~4EEPIT 0 0 0 0| | @ s
Ps | =| —#%pin 0 0 0 0| | pas |+ | M Lr
pio Fops 00 0 0| | FE 0 0
P | #&m 000 0][@m ] | 0 0

De (3.129) se despejan p3 y p11 para luego sustituirlas en (3.128),

. Ly Ly Mar
p3 = T Pp11ipis + —e1 + €6,
JTd rd a
— q Lq
P11 = P3p1s + —e12.

Tyryg Tq

o o o o o

€1

€6

€12

€16

Entonces (3.127) se convierte

(3.129)

(3.130)

(3.131)

Sustituyendo (3.130) en (3.131) y viceversa, para dejar p3 y p11 dependientes de la variable
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lenta p1g, se obtiene que,

M
e12P18 + *61 + = e

% rdr TJ
+ 72P18
L
. 1 %61 + MdF €6 | P18 + *612
P11 = Taly — . (3133)
]- + TaTq T2p18

Donde el * indica que no es p3 sino una nueva variable relacionada con p3 que no depende
de las dindmicas lentas. Ahora, se sustituyen (3.132) y (3.133) en (3.128) para obtener
el modelo de estado cuasi-estacionario dependendiente tinicamente de las variables lentas

(P18, @21, P23, P30 Y G31), de los pardmetros fijos de méquina y de las entradas del sistema,

quedando
- 11,0 1, . 1 1 1,
_ 1t ks D = 3.134
Pi1g 7 |, (P3")" + p (Pui")"+D|pis+ G —-q31 + d61p11 Tq61zp3 o )
B o= ! (3.135)
q21 = JT1p23 JT2P30, .
: 1
]Tg = —6E+616, (3136)
1
Py = -~ (3.137)
P30 = c; g21 Cs 431, .
BT = ——PE+ ——Pw (3.138)
q31 = TJP18 JT2P30- .

Se debe notar que (3.134) a (3.138) representan las nuevas dindmicas lentas (sistema cuasi-
estacionario) que estdn en funcién de los pardmetros constantes de la maquina sincrona y de
la turbina, de las entradas al sistema y de las propias nuevas variables lentas, es decir, se
redujo el sistema dependiente de diez variables a un sistema equivalente que sélo depende de

cinco variables.

3.5.3. Comparacioén de los resultados obtenidos

Con la finalidad de comparar las dindmicas lentas originales con las obtenidas con el modelo
de estado cuasi-estacionario se realiza la simulacién del modelo del turbogenerador con el
software 20—SIM®, se utiliza este programa para simular al mismo tiempo el modelo en

bond graph y el conjunto de ecuaciones obtenidas de (3.134) a (3.138) como se muestra en la
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Figura 3.10: Diagrama en 20-Sim para la simulacién y comparacién de la respuesta del modelo
original y el conjunto de ecuaciones obtenido con el SPNBG.

Figura 3.10, donde se conecta el turbogenerador a un bus inifinito (en el que se considera que
el voltaje y la frecuencia se mantienen constantes ain con los cambios de carga) mediante
el bloque de transformada de Park (ver el Apéndice B), la cual es necesaria para hacer un
cambio del marco de referencia fijo con el rotor para poder considerar como constantes las
varianzas de las inductancias debidas al giro del rotor y llevar las variables al marco de
referencia trifasico abe, y finalmente por medio de un circuito RL en serie para cada linea se

conecta con el bus infinito [Barriga, 2008].

En la Figura 3.10 los bloques de Turbogenerador en bond graph y Turbogenerador ecuaciones
SPNBG son las Figuras 3.7 y 3.11 para la simulacién con 20—SIM®, respectivamente. Para
la simulacién se utilizan los pardmetros que se observan en la Tabla 3.1 [Anderson, 2003].
El bloque denominado Turbogenerador ecuaciones SPNBG contiene las ecuaciones de (3.134)
a (3.138), en la Figura 3.11 los bloques son denotados por Ecuaciones para Pig, Ecuaciones
para G21, Ecuaciones para pa3, FEcuaciones para p3g, y Ecuaciones para g3;. Para la simulacién
el voltaje trifasico del bus infinito es de 220 V de linea, por lo que después de la transformada
de Park los valores de V, y V; son de 77.437 V y 0.016 V, respectivamente, el voltaje de
campo Vg = 30 V y el par de entrada 7T;, = 500 N.

Antes de realizar la simulacién se verifica que el sistema tenga estabilidad interna, es decir,
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Figura 3.11: Obtencién del modelo de estado cuasi-estacionario del turbogenerador.

71



Capitulo 3. Sistemas No-Lineales Singularmente Perturbados Modelados en Bond Graph

Tabla 3.1: Pardmetros para la simulacién y obtencién del modelo de estado cuasi-estacionario

de un turbogenerador.

Elemento | Valor Elemento | Valor

Ty 2,37 N-s2/m Mr 5.782x1073 H

Tq 1.542x1073 Q | Myp 5.782x107% H

Tq 1.542x1073 Q | Mpp 5.782x1073 H

TR 0.371 Q Mg, 2.779x1073 H

D 18.421x1073 Q | D 3 N-s/m

O 18.969x1073 Q | Cy 1x 1073 m°/N
Ly 6.341x1073 H | Cy 1x107% m®/N
L, 6.118x10° H | Jry 7 N-s?/m®

Lp 2.189 H Jro 3 N-s?/m°

Lp 5.989x10° H | Lg 1.423x10% H

se debe cumplir la condicién dada en (3.12), partiendo de

g = Aa1x1 + Asgszo + Bou.

(3.139)

Se sustituyen en (3.139) los valores encontrados Ag; (), A22 v B2 (ecuaciones (3.104), (3.105)

y (3.107) respectivamente), y los vectores x1, z2 y u, asi como los pardmetros de méquina, y

realizando derivadas parciales con respecto a las variables rdpidas (ps, p4, ps, P10 ¥ P11 ), S€

obtiene
[ 2,7161 —2,9810 6,5112 x 1074 0 —2,6755 x 10 3p1g ]
2,8149 —3,0893  6,7604 x 1074 0 —2,4397 x 10 3p1g
)
=9 = 2,722 —2,9690 —1,7769 x 102 0 —2.4397 x 10 3p1g
81:2
1,1726 x 10 3p1g 0 0 —0,15587  7,0102 x 102
| 2,5814 x 10~%ps5 0 0 —0,30140 0,13536 |
(3.140)

Como la variable lenta se encuentra muy cerca de su valor inicial, se considera p;g = 0,

[ 2.7161
2,8149
P
ag = | 2,722
L2 [p1s=0
0
0

72

—29810 6,512 x 104 0 0 ]

—3,0893  6,7604 x 1074 0 0

—2.9690 —1,7769 x 102 0 0 - (3.141)
0 0 —0,15587 7,0102 x 1072
0 0 —0,30140 0,13536 |
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Figura 3.12: Dindmica de la variable de estado del modelo original en bond graph (p1g) y la obtenida
con el modelo de estado cuasi-estacionario (P1g).

Se encuentran los valores propios de (3.141), se obtiene

—1,0027 x 1073
—1,5956 x 1073
A= | —1,8421 x 1072 (3.142)
—1,8914 x 1072
—0,37154

Por lo que, se cumple la condicién de Re A {(%’;} < —c¢ < 0, es decir todos los eigenvalores

tienen parte real negativa, por lo que el sistema es internamente estable.

Ahora, una vez que se realiza la simulacién se obtienen los siguientes resultados comparativos
entre los dos modelos, el original en bond graph y el conjunto de ecuaciones obtenidas con el
modelo cuasi.estacionario. La Figura 3.12 muestra la conducta dindmica del generador sin-
crono donde el estado p;g es el momento de torsién angular del modelo en bond graph original
del turbogenerador (exacto) y pig es el momento de torsién angular obtenido utilizando el
modelo de estado cuasi-estacionario (dividiendo el momento de torsién angular entre el valor

del elemento almacenador se obtiene la velocidad angular).
En las Figuras 3.13 y 3.14 se muestran las dindmicas del momento de presién en la primera y en
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Figura 3.13: Dindmica de la variable de estado del modelo original en bond graph (pa3) y la obtenida
con el modelo de estado cuasi-estacionario (P23).

la segunda seccién de la turbina, los estados pa3 y p3o respectivamente, y sus correspondientes

estados cuasi-estacionarios pa3 v P3o obtenidos con el SPNBG.

En las Figuras 3.15 y 3.16 se muestran los volumenes (desplazamientos) en la primera y
segunda seccién de la turbina, las variables de estados g21 y ¢31, respectivamente, y sus

correspondientes estados cuasi-estacionarios g1 y q31 obtenidos.

El estado estacionario de las variables de estado lentas se obtiene después de 50 segundo, tanto

para el modelo en bond graph original como para el modelo de estado cuasi-estacionario son:

s || 39499809253 Nom-s | [ pim | [ 394.842777288 Nom-s |
@1 0.499999219 rad &1 0.49999854026 rad
po3 | = | 1166.661796887 N-m-s | , P23 | = | 1166.20287004 N-m-s |, (3.143)
P30 499.998069399 N-m-s 75 499.801714851 N-m-s

gs || 049999650883 1ad | | @r | | 0499998084215 rad |
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Figura 3.14: Dindmica de la variable de estado del modelo original en bond graph (pso) y la obtenida
con el modelo de estado cuasi-estacionario (P3p).
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Figura 3.15: Dindmica de la variable de estado del modelo original en bond graph (g21) y la obtenida
con el modelo de estado cuasi-estacionario (qa1).

75



Capitulo 3. Sistemas No-Lineales Singularmente Perturbados Modelados en Bond Graph
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Figura 3.16: Dindmica de la variable de estado del modelo original en bond graph (g31) y la obtenida
con el modelo de estado cuasi-estacionario (g31).

con un error relativo para cada variable de estado de

[ Error relativo de pig ] [ 0.0393 % ]
Error relativo de pa3 0.00013 %
Error relativo de qo1 | = 0.039 % (3.144)
Error relativo de p3g 0.039 %

| Error relativo de g31 | | —0.00031% |

Es importante notar que, el método propuesto permite obtener el modelo de estado cuasi-
estacionario cambiando la causalidad de los elementos almacenadores que representan a los
estados rapidos, y aunque la dindmica no es exactamente igual, el valor en estado estable
es casi idéntico, estd diferencia se incrementa o se disminuye conforme aumenta o decrece la
diferencia entre las velocidades de los estados, es decir, entre mds rapidas sean las dindmicas
rapidas con respecto a las lentas, menos discrepancia habrd entre las dinamicas original y las

obtenidas con el estado cuasi-estacionario.

3.5.4. Ejemplo 2: La mdquina de induccién

El motor de induccién es también llamado motor asincrono debido a que alcanza una menor

velocidad que la velocidad sincrona. La velocidad sincrona es la velocidad de rotacién del
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Figura 3.17: Diagrama esquemadtico de la maquina asincrona trifdsica.

campo magnético en una maquina rotativa y depende de la frecuencia y del nimero de polos
de la mdquina. Un motor de induccién siempre gira a menor velocidad que la velocidad
sincrona porque el campo magnetico giratorio que es producido en el estator generaréd el flujo
en el rotor el cudl provocard que el rotor gire, pero debido al retraso de la corriente de flujo
en el rotor con la corriente de flujo en el estator, la velocidad del rotor nunca alcanzard a
la velocidad del campo magnético. Existen dos tipos bdsicos de motores de induccién que
dependen de la alimentacién de entrada, el motor de induccién de una fase y el motor de
induccién trifdsico. La méquina de induccién no tiene un devanado de exitacién independiente.
La Figura 3.17 muestra el diagrama de una maquina de induccién de dos polos con devanados
trifdsicos simétricos tanto en el estator como en el rotor [Krause, 2002].

Los motores de induccién de jaula de ardilla son ampliamente usados en la industria ya
que son robustos, confiables y economicos. Se tienen las mismas suposiciones de modelado
tanto para estatores de médquinas sincronas y motores de jaula de ardilla. Se asume isotropia

magnética (debido a la isotropia del material y a la geometria del rotor, a la separacién
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Rs +w/1ds_ Lis (CU_ —Qr )ﬁdr Ry

Figura 3.18: Circuitos equivalentes en el marco de referencia arbitrario dq0 para la méquina de

induccién.

uniforme, etc.) tanto en el rotor como en el estator, ademds también se supone linealidad
magnética [Junco, 1999].

El circuito equivalente en el sistema de coordenadas dg0 usando la transformacién de Park
(3.145) para convertir las variables del estator y del rotor a un marco de referencia arbitrario

se muestra en la Figura 3.18.

7;dq(] = Piaba (3145)
donde
5 cosf cos («9 — %ﬂ') cos (0 + %77)
P =4[5 | sinf sin(0—3m) sin(0+3m) |- (3.146)
1 1 1
V2 V2 V2

La Figura 3.18 muestra las terminales para conectarse a cualquier sistema eléctrico, tanto
para el estator como para el rotor. Debido a la isotropia magnética y a la uniformidad del
entrehierro existe una tnica inductancia trifasica de magnetizacién o mutua L,, que es comuin
para los dos ejes d y q. El superindice ’ denota que los pardmetros y las variables del rotor
estan referidas al estator.

La Figura 3.19 [Junco, 1999] es el modelo en bond graph correspondiente al circuito equiva-
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Figura 3.19: Bond graph en causalidad integral asignada de la maquina de induccién.

lente de la Figura 3.18, el cudl es un sistema electromecdnico y califica como un sistema
singularmente perturbado, ya que se tiene cuatro dindmicas rdpidas que son los enlaces de
flujo entre los devanados (parte eléctrica, constantes de tiempo relativamente pequenas) y
una dindmica lenta que es el momento de torsién angular en la inercia del eje mecanico de la
mdaquina (parte mecdnica, constante de tiempo relativamente grande).

Los elementos denotados por una lentra p dentro de un circulo en la Figura 3.19 son utilizados
para representar detectores o sensores de estado del sistema, en este caso las variables de
energfa p o enlaces de flujo en el dominio eléctrico. Los elementos denotados por Lgq y L, son
campos-I (ver Apéndice A) que sirven para representar las inductancias propias y mutuas en
la méquina de induccién.

Para encontrar el modelo cuasi-estacionario, el primer paso es asignar causalidad derivativa
a los elementos almacenadores de energia relacionados con las variables rdpidas, dejando la
causalidad integral en los elementos en almacenadores relacionados con las dindmicas lentas

(en este caso, solamente existe una variable lenta). Por lo que el bond graph para el sistema
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Figura 3.20: Bond graph para encontrar el sistema cuasi-estacionario de la mdquina de induccién.

cuasi-estacionario queda como se muestra en la Figura 3.20. Los vectores clave y las relaciones

constitutivas del sistema son,

T

Z2

€2
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fas |
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I8
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1
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€6 f6 0
er | | f7 ] 0
1 1 1 1
;Lh:Diag{7a7vb
S ™ S T

Ly 0

L. 0
0 Ls
0 Lp

[an)

€1

€21

€15

foa |

(3.147)

:(3.148)

(3.149)

Donde z1 y x2, son la variable lenta y las variables rdpidas, respectivamente. Para las fuentes
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moduladas y para los giradores modulados se tiene que

€3 = WF)\qs:f24p6;

eg = WrAg = foapr;

€10 0
f o 1
L 10 ] | MAgr
€16 0
f - 1
L 16 i L 7 \ar

77/\qr
0

n)‘dr

€11

J11

€17

fi7

€18 = —WFAds = — foaDa;
€22 = —WprAgr = — f24P5,
€10 0  np7

= =,
it 5 O
€16 0 7nps

= = .
it s O

(3.150)

. (3.151)

Mediante un anslisis del modelo en Bond Graph de la Figura 3.20, la matriz de estructura

de union es,

6
et
8%
ée,u é 0 0O 0 0 0|0 hp, O -hp, -1|0 O 1 0 uéeU
€ e ue u
éf45 g 0 0O 0 0 0|1 O O O 0|0 00 O Uéeﬁlil
éf,u € 0 0O 0 0 0j0O 1 0 O 0|0 O 0 O Gée U
é. u é ue—t
efen & O 0O 0 0 0j0O O 1 O 0|0 00 O L'J?le}
éf,u €9 (0 o0 0 0|0 O O 1 0|0 OO oOUETU
e—u=¢e e " u
ee,y 60 (-1 0 0O OO O O O 0(1 0 0 p,péfsu
€a U & - uée U
%0 8 hp,/||[O0 -1 0 0|0 O O O 0|0 00 p, U@fm@
ée,u0 6 0 O 0 -1 0j]0 O O O 0({0 1 0 -p,ueesu
é,. u é ue-
& éhp5 0O 0 0 -110 0 O O 0|0 0O pSL]@ell;l
gf.0 8 1 0O 0 0 00O O O O 0|0 0O 0O O gee,u
e u
&
8ft (3.152)
De la estructura unién (3.152) por comparacién con (3.108) se tiene que,
Hi = 0; HIE =Oucas Hi = [0 mpr 0 —mps —1 |5 Hi=[0 0 1 0]
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10000
01000
Hil = 04x1; Hif = Hi3 = O4xa; Hi3 = ; Hoo = O5x5;
00100
(000 10|
[0 ] 1 0 0 o0 | (100 pg |
—np7 0 -1 0 0 00 0 pr
Hi=| o |;HI=]0 0 -1 0 |:;Hs={010 —pm (3.153)
nps 0 0 0 -1 00 0 —ps
1 0 0 0 0 | (000 0 |
El valor de @ es,
- .
= 0 0 0 0
-1 0 & 0 0 0
Q= |I-Hpl"| L"=| 0 0o X+ 0o o], (3.154)
—~— Rs
0 1
0 0 0 # 0
0 0 0 0 b

usando (3.87) a (3.92) se obtiene los valores de las matrices A’s para la representacion en

espacio de estados.

Para la representacién de variable lenta, el valor de 21\1/1 ,

[ 4= 0 0 0 o[ o ]
0O 7 0 0 0 —np7
Ay =[0+[0 npr 0 —ps —1} 0 0 7 0 0 0 [H
0 0 0 7 O nps
0 0 0 0 b|| 1
2
A = % [—b - % (p2 —p%)] . (3.155)
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Para Ajs se tiene,

y para E se obtiene,

B, =

[001

Bl=[0 0 1 0]+[0 npr 0 —nps —1}

=

o
o O

;a

o o o
o o X

&

o O O O

&

o o o ¥ o

o f~ o o o

o O

=

&

o O

o O O o o

2R |-

Para la representacién de las variables rédpidas, el valor de Ao,

Ls Lm
— L L
A 21 _ m ™
0 0
0 0

Para Ay se tiene,

Lm

[0]4x1 +
A
1
0
O4x4 +
0
0

21

o o = o

(= -

(= ]

o = O O

o = O O

= O O ©

= O O ©
o ©o © ©

—Lp,p7
_Lrp’?
me5

L;ps

o o o o
oooofﬁ‘,—‘
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R
0
0
0
0

1
L5

o o O?‘b—‘ o

o o oﬂuo

IS O(EJ‘HO IS}

) OE‘»—‘O IS}

o ¥ o o o

O:’;‘U‘»—‘ o © o

> O O o O

Oﬁ:\j‘H o o o

o ©O O O O

o O O O O

o ©o o ©

o O o o =

0 0
0 0
-1 0 )
0 -1
0 0
(3.156)
0 0 ps
0 0 pr
10 —P4 9
0 0 —ps
0 0 0
(3.157)
0
—np7
1
2l
nps
1
(3.158)
0 0 0
-1 0 0
0 —1 0
0 0 —1
0 0 0
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oL L _
7 o 0 0
_Lm _ L 0 0
A,, = Re o Br (3.159)
22 L L b
0 0 -7 &
S T
_LIm _Lr
L 0 0 Rs R,
y para Bs se obtiene,
£ 0 0 0 0
Ls Lpm O 0 1 0 0 0 0 %5 P o o ; 2 g e
5 _| bm Lr 0 0 | o el ® 1 0 00 . IET X o o o 1 o P
2 0 0 Ls Lm axa 00 1 0 0 RBs o o o b4 ’
0 0 Lm Lr 00 0 1 0 0 0 O & 0 P
0 0 0 0o b 00 0 o0
[ L L Ly, |
e 0 0 Fpe+ o7
Lo, 0 0 L, L,
~ R Tope + Fopr
B, = Rs . RLS Izr (3.160)
=S — =S — m
0 R, 0 R, P4 R, P5
Ly _Lm, _ Lr
L 0 & 0 —Fpa—RDs

La representacion de la méaquina de induccién en la forma estdndar de sistemas singularmente

perturbados con dindmicas lentas y répidas separadas usando (3.109) y (3.110) queda,

P4 e1
[piza] S . (p2 7?3) [p13] + [ 0 —-nEL 0 nio } 75 + [ 0o o 1 - (pg +p2) } 2t (3161

J R, \'° Ry Ry e R, \P5 TP7 o1

p7 fas
D4 —Lompr —}I;Tz - %’f 0 0 pa é—z 0 RoPe + RopT e1
ps | _ 7 —Lyp7 prsl+| %{? - 1L3: 0 0 Ps " 6{? 0 0 Ry P6 T %:1” €21
Pe JRr | Lmps 0 0 o A 6 0 k0 —Frpy-Lmp e1s
p7 Lrps 0 o -im L v om0 —fmps— Frps faa
(3.162)

El sistema cuasi-estacionario estd definido por (3.117), sustituyendo queda,
. b 772
— — 2 , —2N— N (2 _2
P3| =—=P3— =5 (P5°+07°) Pz + o (P5° +D7°) foa + €15, (3.163)
J JR, R,

(3.163) es el modelo cuasi-estacionario, pero se observa que existe dependencia de dos estados

rapidos ps y p7. Como para el estado cuasi-estacionario se considera que las dindmicas rédpidas

84



Capitulo 3. Sistemas No-Lineales Singularmente Perturbados Modelados en Bond Graph

) ) ) . AT
han terminado, es decir, | 7 75 P pr | = 0. Entonces (3.162) se convierte en,
ZT4 _Tmrﬁ Tss 0 0 Tss]Tﬁ + Tmrﬁ €1
D5 T D7 T, 0 0 Thspe+ Trrp7 e
D5 _ g rrP7 [ﬁ] i ms msP6 rrP7 21 ’ (3164)
D6 TerTE) 0 Tss O _Tssm - Tmr]T5 €15
L IT7 i i Trr]TS i L 0 Tms 0 — msm_ TTT]TS 1 L f24 ]
donde
Ls Lr Lm Lm
Tss=—; Trp=—; Ths= i T = . 3.165
S8 Rs rr Rr ms Rs mr Rr ( )
Expresando (3.164) en forma de variables separadas,
__ nTmr _ —
P4 = 7 prp13 + Tssel + (Tssp6 + Tm?“p7) f24, (3166)
_ nTrri __ _
Ps =~ PP1s + Tmser + (Tmspe + TrrP7) fou, (3.167)
— 77Tmr _ _
P¢ =~ DPspis + Tsse21 — (Tsspa + TonrDs) foa, (3.168)
_ nTrr _ .
pr = D513 + Tmse21 — (TmsPa + T P5) foa, (3.169)

J
Sustituyendo (3.166) y (3.167) en (3.169) se obtiene,

— (TonsTrr fou (4913 — foa) — Tssf24] D6 + Trnser [Trr (3013 — f24)

pr

Para simplificar el manejo de las ecuaciones (3.170) se convierte en

_apg+ 8
pr = 5
1)

donde

D13 — f24> — Ts foa,

D13 — f24> ssf24} + Tnseot,

@ = TmsTrrf24<J

B = Tmser [Trr (J

— 1y M2 (ﬂ
P + 7 Wp13[ 7

2
Trr
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- Tssf24] + Tinsea1
L+ 5T5 P [(%) P13 + (M - 2) f24} + (TnsTnr + T2 f34

(3.170)

(3.171)

TmsTmr
)173 + < - 2) f24} + (TonsTinr + T2) 34 (3.172)
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Ahora, sustituyendo (3.168) y (3.169) en (3.167) se obtiene,
__ [TmsTrrf24 (%273 - f24) - Tssf24] Pa+ Tms {621 [_gTTTZTZ; + (Tss + Tyr) f24] + 61}

b5 = T2 5= (1) 53 TimsT, 2\ £2
1+ jTrrp13 [(j) P13+ (W — 2) f24} + (TonsTonr +T7.) I3
(3.173)
Para simplificar (3.173) se convierte en
ps = PLET (3.174)
p
donde
Y= Tons {621 {_gTM‘]TS + (Tss + Trr) f24:| + 61} . (3175)
En seguida, se se sustituye en (3.166) el resultado obtenido en (3.171), para obtener
o Tm?“ P
pa = [Tmr <f4 - QZT:?,) + Tssf24:| D6 + Toser — épls + Tmréf24- (3.176)
P J p P
Para simplificar (3.176) queda
pa = Kpg + 0, (3.177)
donde
!
k = —Tpy <f4 - E]TS) + T58f247
p J
B n__
o = =Tl foa— =P13) + Tsser. (3178)
p J
Ahora, en (3.168) se sustituye (3.174), resulta
!
D6 = — |:me1" (f4 - gm) + Tssf24:| D4 + Tmr% (gﬁ - f24> + T55621- (3179)

De igual forma que se realiz6 anteriormente, para simplificar el manejo de ecuaciones (3.179)

se convierte en

P6 = —Kp1+ 7, (3.180)
donde
_ YA —
Y= Tmr; (jp13 - f24> + Tsse01. (3.181)
A continuacion, se sustituye en (3.180) el resultado obtenido en (3.177), se obtiene
Y —ko
= . 3.182
P6= 1,2 ( )
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Ahora se sustituye (3.182) en (3.177) para obtener

K+ o

. 3.183
1+ k27 ( )

274:

Se debe notar que, «, 8, p, v, Kk, 0 vy 1 dependen solamente de los pardmetros constantes,
de las entradas del sistema y de la variable lenta P13, es decir, no tiene dependencia de las
dindmicas lentas, entonces se sustituye (3.183) en (3.174) y (3.182) en (3.171) para tener ps

y p7 en iguales condiciones,

_ A\ s 3.184
5 ; (3.184)
—k0
.« <7f+:"€2 ) +8
- _ : . (3.185)

Finalmente, se sustituye (3.184) y (3.185) en (3.182)

: b
[1713} = _jﬁ—i_ Rir (22 + F2) (f24 — gm) + e1s, (3.186)

Por lo tanto (3.186) representa la nueva dindmica lenta (sistema cuasi-estacionario) que esta
en funcién de los pardametros constantes de la maquina de induccién, de las entradas al sistema
y de la propia nueva variable lenta, es decir, se redujo el sistema dependiente de cinco variables

a un sistema equivalente que sélo depende de una variable.

3.5.5. Comparacién de los resultados obtenidos

Con la finalidad de comparar la dindmica del modelo original con el sistema cuasi-estacionario
obtenido se realiza la simulacién del modelo de la méquina de induccién con 20—SIM® que se
muestra en la Figura 3.19, donde es necesaria la conversion de trifdsico abc a coordenadas dq0
con la transformacién de Park, los valores de V; y Vg son 2939.039 V y 0 V, respectivamente,
siendo T, = 100 N. Para la simulacién se utilizaron los pardametros de maquina que se observan
en la Tabla 3.2 [Krause, 2002].

En la Figura 3.21 se observan las dindmicas de las variables de estado de la mdquina de
induccién, para verificar el modelo con el comportamiento que se tiene en las méquinas reales

[Krause, 2002].
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Tabla 3.2: Parametros para la simulacién de la maquina de induccién.

Elemento | Valor Elemento | Valor
J 63.87 N-m-s> R, 0.029 Q
b 10 N-m-s R, 0.022 Q
n 2 pares de polos | L 0.0352 H
Pnominal 1.67 MW Lr 0.0352 H
V;lominal 2.4 kV Lm 0.0346 H
Wr 377 rad/s
300 o enrad/s
200
100
0
-100
40000 Ten N_m
20000
1] A\/
-20000 V
-40000

0 iy enA
-5000 \l&mwrmw
-10000

10000 ﬁ ids en A
5000 = X
0

3000

2000 i enA
qr
0 VAN
A4
-2000
-4000
-6000
i .enA
5000 s
0 —— N\
-5000
0 0.5 1 15 2 25
Tiempo {s}

Figura 3.21: Dindmicas de la méquina de induccién con variables de estado cldsicas.
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Figura 3.22: Diagrama en 20-Sim para la simulacién y comparacién de la respuesta del modelo
original y la ecuacién obtenida con el SPNBG para la méquina de induccién.

Para comparar la respuesta en simulacién de la velocidad del eje de maquina de induccién
utilizando el modelo original en bond graph y la respuesta obtenida con el modelo de estado
cuasi-estacionario (3.186), se utiliza 20—SIM® para realizar la simulacién de ambas respuestas
al mismo tiempo como se muestra en la Figura 3.22.

En la Figura 3.22 se muestra como se conecta la maquina de induccién a un bus inifinito
mediante el bloque de transformada de Park (ver el Apéndice B). Los bloques de Mdquina
de induccion en bond graph y Mdquina de induccion ecuacién SPNBG son las Figuras 3.19 y
3.23, respectivamente. Los pardmetros de simulacién son los que se observan en la Tabla 3.1
[Anderson, 2003].

El bloque denominado Mdguina de induccion ecuacion SPNBG contiene la ecuacién (3.186),

en la Figura 3.23 el bloque es denotado como FEcuacidn para pi3.

La Figura 3.24 muestra la conducta dindmica del rotor de la méquina de induccién, es decir,
la velocidad angular del eje, la variable de estado pi3 es el momento de torsién angular
exacto y p13 es el momento de torsién angular usando el modelo de estado cuasi-estacionario
(dividiendo el momento de torsién angular entre el valor del elemento almacenador se obtiene

la velocidad angular).

89



Capitulo 3. Sistemas No-Lineales Singularmente Perturbados Modelados en Bond Graph
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Figura 3.23: Diagrama esquemdtico para la simulacién del sistema cuasi-estacionario del modelo de
la mdquina de induccién.
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Figura 3.24: Dindmica de la velocidad angular del modelo original en bond graph y la obtenida con
el modelo de estado cuasi-estacionario.
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En la Figura 3.24 se puede observar que la dindmica obtenida con el modelo de estado cuasi-
estacionario “llega” mds rédpido a su estado estacionario que la velocidad angular del sistema
original, esto se debe a que para el cédlculo del modelo lento se utilizan los valores “finales”
de las variables rdpidas, las cuales debido a su dindmica rdpida ya estdn en su estado estable,
por lo que en este caso, el modelo cuasi-estacionario es capaz de “predecir” el valor final de
la velocidad angular del eje, un poco antes que el modelo original, ya que no requiere el valor
final de la velocidad angular del modelo original la cual es una variable muy lenta en los

sistemas electromecdnicos de grandes proporciones.

El valor en estado estacionario, después de 2.5 segundos, de la velocidad angular del rotor de
la médqgina de induccién del modelo original en bond graph y la velocidad angular obtenida

mediante el modelo de estado cuasi-estacionario son
wy = 188.417086135 rad/s, w, = 188.623813351 rad/s, (3.187)

con un error relativo de

Error relativo de w, = 0.109 % (3.188)

Se puede observar que la dindmica que sigue el modelo de estado cuasi-estacionario no es
exactamente la misma que el comportamiento de la velocidad angular original, sin embargo,

el estado estable es relativamente cercano.

3.6. Caso de Estudio 2: El aerogenerador con maquina de in-

duccién considerando friccion no lineal

La tecnologia de las turbinas de viento se ha desarrollado rdpidamente en las dltimas dé-
cadas, debido a que utilizan energia renovable, tiene buena relacién costo-efectividad y causa
muy poco dano a la naturaleza comparandola con otras fuentes de energia convencionales
[Arifujjaman, 2005]. Como resultado de esto, en el futuro las turbinas de viento pueden ini-
ciar a influenciar el comportamiento de los sistemas de potencia eléctrica interactuando con

sistemas de generacién y carga convencionales; con la finalidad de investigar el impacto de
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Koh H Kng Hg
= =
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Don Dhg

Figura 3.25: Diagrama esquemadtico del modelo equivalente de tres masas de una turbina de viento.

la potencia obtenida del viento en la dindmica de los sistemas de potencia, es esencial tener
modelos adecuados de este tipo de generacién energética [Dusonchet, 2007].

Un aerogenerador, estd constituido por dos partes principales, la parte mecdnica y la parte
eléctrica. En un ejemplo de caso de estudio anterior se modelé el generador de induccién,

ahora este modelo se acopla al modelo de mecédnico de la turbina de viento.

3.6.1. Diagrama esquematico del modelo equivalente de tres masas de una

turbina de viento

Un modelo equivalente de tres masas de una turbina de viento en el sistema mecdnico es
como el que se muestra en la Figura 3.25. La primera masa se coloca por las aspas, mientras
que la segunda masa es por por el buje, y la tercera masa se coloca por el generador que
incluye la caja de engranes de alta velocidad y el rotor del generador [Li, 2007].

En la Figura 3.25 se pueden ver los siguientes elementos: Hy, Hy, y H, que son las constantes
de inercia de las aspas, del buje y del rotor del generador, respectivamente; Dyy, es el coeficiente
de amortiguamiento entre las aspas y el buje; Dj4 es el coeficiente de amortiguamiento entre
el buje y el rotor del generador; Dy, Dy, y Dy son las coeficientes de amortiguamiento de las
aspas, el buje y el generador, respectivamente; Ky, y K4 son los coefientes de rigidez de las

aspas y de la caja de engranes de alta velocidad.
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3.6.2. Aerogenerador con mdaquina de induccién considerando rozamiento

no lineal con un enfoque de bond graph

El fenémeno de la friccién del aire a velocidades altas ocasiona que la resistencia sea no lineal.
En dindmica de fluidos, la resistencia aerodindmica (algunas veces llamada resistencia del aire
o resistencia del fluido) se refiere a las fuerzas que actian opuestas al movimiento relativo de
cualquier objeto que se esta moviendo dentro de un fluido circundante. Esta pueden existir
entre dos capas de fluido (o superficies) o puede existir también entre una superficie sélida y
una capa de fluido. A diferencia con otras fuerzas resistivas, tal como la friccién seca, la cual
es casi independiente de la velocidad, la resistencia aerodindmica depende de la velocidad

[French, 1970].

La resistencia aerodinamica

La fisica de la resistencia aerodindmica aplica al movimiento a través de cualquier tipo de
fluido: gas o liquido. Para una aproximacion razonable, la resistencia del fluido tiende a
depender de una de dos, de la primera potencia de la velocidad (una resistencia lineal) o de
la segunda potencia (resistencia cuadrética) [Batchelor, 1967].

A velocidades pequenas, la resistencia del fluido es lineal,
Fresist = —bv, (velocidades bajas) (3.189)

donde b esta dada en unidades de N/(m/s)=kg/s. La fuerza —bv es alguna veces llamada
rozamiento viscoso. Esta se incrementa principalmente por la cohesién de las capas del fluido.
Para velocidades grandes, la resistencia del fluido es mejor descrita mediante una dependencia

cuadrética de la velocidad,
Fresist = —cv?,  (velocidades altas) (3.190)

donde las unidades de ¢ son N/(m/s)?=kg/m. Este término generalmente es llamado re-
sistencia aerodindmica o simplemente rozamiento. Esta relacionado con la transferencia de
la cantidad de movimiento entre el objeto que se esta moviendo y el fluido a través del cual

esta viajando el objeto. De acuerdo con la ley de Boyle [Batchelor, 1967] acerca de la teoria
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de la cinética de los gases, que la presién estaba relacionada a la transferencia de la cantidad
de movimiento entre los dtomos o moléculas del gas y las paredes envolventes del contenedor.
De manera muy similar el coeficiente de la resistencia aerodindamica ¢ puede ser relacionado
a otras cantidades,

1
c= §CDPA7 (3.191)

donde Cp es un factor geométrico que depende de la forma del objeto (igual a 1/2 para una
esfera), p es la densidad del fluido, y A es el drea de la seccién transversal del objeto. El factor

1/2 es colocado por conveniencia. En general, ambos términos pueden ser representados por
Fresist = —bv — cv?. (3192)

Si v <« 1, el segundo término disminuye, por lo que se ignora; y si v > 1 el primer término

es el que se desprecia.

3.6.3. Diagrama esquemadtico del modelo equivalente de tres masa de una

turbina de viento considerando el rozamiento no lineal

Anteriormente, se mostré el modelo de tres masas para la parte mecdnica de la turbina donde
se consider6 el rozamiento lineal Figura 3.25, ahora se le agrega el efecto no lineal debido a la
resistencia aerodindmica como se muestra en la Figura 3.26, donde los coeficientes de amor-
tiguamiento Dy, Dy, y Dy ya no son valores constantes, sino que se multiplican por la velocidad
angular respectiva en cada masa, wy, = f3g = %‘j, wp = fog = %? ywg = fiz3 = *%3 (de acuerdo
con (A.31)), respectivamente. Para agregar el efecto no lineal en los amortiguadores de los ejes
que unen las masa, se multiplican las constantes de amortiguamiento Dy, y Dpy por la dife-
rencia de velocidades angulares, wy—wy), = f3g— for = %f—’%z ywp—wg = fag—f13 = %—%,

respectivamente.

Por lo que el modelo en bond graph para el aerogenerador considerando la resistencia aero-
dindmica no lineal se muestra en la Figura 3.27. Es importante notar que en el modelo de
la méquina de induccién en el Ejemplo 2 (Figura 3.19) cambia la direccién de la semiflecha

de los voltajes v4s y v¢s con respecto a la Figura 3.27, esto debido a que en la primera la
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Hp
Koh Hn Khg Hg
D00 700
= =
Dbh(H—lbpse‘H_lh Pog) Dhg(ﬁlh 9~ |_Tlgp13)

L LA

Figura 3.26: Diagrama esquemadtico del modelo equivalente de tres masas de una turbina de viento
considerando el rozamiento no lineal.

madquina es modelada como motor, y en la segunda como generador. Entonces, Los vectores

clave y las relaciones constitutivas para el bond graph de la Figura 3.27 son:

- . f23 - . €23 - -
f2 e el
f far €7
8 €8 €21
D}, = ;D" = | fao |5 Dbt = Dot = e | iu= , (3.193)
f19 €19 €38
f34 e34
| f20 | | e | | fou |
RES | es7 |

las dindmicas lentas que estdn relacionadas con la parte mécanica del aerogenerador son

D13 e13 f13
q26 J26 €26
1= | p29 |> 1= | ey |; 21 = fag | > (3.194)
q33 /33 €33
| P36 | | €36 | _f36_

las dindmicas rapidas que estdn relacionadas con la parte eléctrica se tiene

P4 €4 fa

D5 - es 5

D6 €6 fe
| p7 | | er | | f7 ]
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Figura 3.27: Bond graph con causalidad integral asignada de la turbina de viento considerando
rozamiento no lineal.

Las relaciones constitutivas son

. D 1 1 D 1 1 D
LN" (21) = Diag {ngls, Dpy (th29 - FPIS) ) F:pmh Dyp, <EP36 - Epw) ’sz%} . (3.196)
g g

L* = Diag{Rs, R,,Rs, R, }, (3.197)
donde LN* (21) se obtiene a partir de (3.190), esta ecuacién contiene las relaciones no lineales

generadas por las fricciones no lineal que depende del cuadrado de la velocidad en cada seccién

de la turbina de viento, de acuerdo con la Figura 3.26.

Ly Lp, 0 0
Lym L. 0 0
= : (3.198)
0 0 Lg Ly
0 0 Lp L |

A partir de (3.15) se obtienen las submatrices requeridas de la estructura unién para deter-
minar Agz con (3.30), la cudl es necesaria para establecer la estabilidad interna del sistema,

entonces,
S = Toxa, S§ = ~Tuass ST = 5B = S = S5 = 53 = 5B = s} = sY 0. (.199)
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L, | ST
d ar |5 id
4 12— L —20 - vey R:Dhg (Hi Poo — Hi Pis)
h 9

C:Kn
° S CiKpn  R:Dbh (2= Pag = == py)
2 oh Ho 2~ Fp P20
Mse 11 26 \ 3'3\, A
I I:Hg 1 I:Hh 1 I:Hb
WF‘ a 13T 25 zgl\ 32[ 36T
W, W, W
w, 1 12 15 28 "1 31 G % bl 38
,_'I sz '[,30 .L37
»—WE | dr
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Mse Mse 1 R.ﬁgpls ' H_h p29 R H_l; p36
numero de
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/ e
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igs " lgs Lq I'ar q LZO
R:Rs RiRr h | dr [«

Figura 3.28: SPNBG de la turbina de viento considerando rozamiento no lineal.

Por lo tanto Ass es

1 L2 R, — L,LiRy LyLs(Rs— R,)

A22 = 7 5 79
LTLs - Lgn LmLT (Rr — RS) L?nRS — LTLSRT

(3.200)
La ecuacion (3.200) se puede utilizar para verificar la estabilidad interna del sistema.

3.6.4. Un modelo de estado cuasi-estacionario de la turbina de viento con

un enfoque de bond graph

El modelo en bond graph para obtener el estado cuasi-estacionario se muestra en la Figura
3.28. Notar que, en el enfoque propuesto en el SPNBG (Bond Graph No lineal Singularmente
Perturbado) los elementos de almacenamiento de energia relacionados con las variables rdpi-
das tienen una asignacion de causalidad derivativa y los elementos almacenadores de energia
relacionados con las variables lentas tienen una asignacion de causalidad integral. Entonces,
en la Figura 3.28 se asigna causalidad derivativa a los elementos almacenadores mediante los
bonds 4, 5, 6 y 7, y los elementos de almacenamiento de energfa con los bond 13, 26, 29, 33

y 36 mantienen una asignacién de causalidad integral como se ve en la Figura 3.27.
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Los vectores clave del bond graph con dindmicas lenta y rdpida separadas son

- . €23 - £ q f3 - .
€2 2 e1
ea7 5 for
€8 8 €21
HL _NHNL _ CNHL _ . HNL _ o
Din = 7Din - €30 7Dout - ﬂDout - f30 U= )
e19 fi9 I ess
€34 34
| e | | f20 | | fou |
| e37 | | f37 ]

(3.201)
las dindmicas lenta y dindmicas rdpidas son definidas por (3.194) y (3.195) respectivamente.
Las relaciones constitutivas no lineales son definidas mediante (3.196), las matrices Fy y F

estan definidas en (3.198) y las relaciones constitutivas lineales son

1 1 1 1
LL:Diag{R,R,R,R}. (3.202)

Mediante un andlisis del modelo en Bond Graph de la Figura 3.28, la matriz de estructura

de unién es

ée,u 60 1 0 offo o o o o|lohp, 0 -hpi-11 0 0 0|0 0 0

&3 -1 0 1 0ffo 0 0 0 0/O O 0 0i{0 0O 0O 0 0[O0 0O

ée,u €0 -10 1/0 0 0 0 0/0 0 0 0i0 -1-11 0|0 0 O

&3 &0 0 -10|1 00 0 o0/0 00 0io 0 0 0 00 00

Ego 0 0 -1j0 0 0 0 0|/0O O 0O 0i0 0 0 -1-1|/0 0 1

é,a 60 0 0 0|00 0 0 O|f 0 O O0i0 OO0 O O[O0 0O

¢,Y€0 o0 0 ofo 0o 0 0 0f0 1 0 0i0 0 0 0 0|0 00

éfblu 0 0 0 Olf0o 0 0 0 O[O0 0 L 0i0 0 O O Of0 0O

ef,g_.ea 0 0 0 0fo o 0o 0 0o 0 0O 1 {0 0 0 0 0[O0 0 O

€U €0 0 0 0|0-10 0 0|0 0 0 0:0 0 0 O 0|-1 00

ge,ii ehp, 0 0 offo o -1 0 0{o 0 0 0io 0 0 0 0|0 0 O

gqgggo 0 0 offo o o -10{0 0 0 0io 0 0 0 0f0 -10

ée,i éhp, 0 0 offo o 0 0o -1/o0 0 0 0 i0 0 0 0O 0[O0 0 O

0 T RN | [ N R I N B B I A B RN I RV RO

&,0 -1 0 1 0/0 0 0 0 0|0 0 0O 0 {0 O 0O 0 0|0 O O O

&f,i 60 0 1 0fo o o o o0f0 0 0 0i0 00O OGO O|O OO 0f

gf&,ggo 0-10100000000oooooooooljJ

6,6 60 0 0 OfL 0 0o 0 0fl0 0 0 0 {0 0 O O 0|0 O O Ogee,u
e u

&% (

&8 (3.203)

De la estructura unién (3.203) por comparacién con (3.41) se obtienen las submatrices H (z) .
Usando de (3.51) a (3.56), (3.194), (3.195), (3.198), y (3.201) a (3.203) se pueden obtener las
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raices reales de la ecuacién algebraica (3.59)

P13
m —Tmr}T’? 0 0 0 0 o _Tss 0 0 Tssp76 + Tmrﬁ €1
q26
Ps5 n -Twwpr 0 0 0 O o —Tns 0 0 Tospe + Trrp7 €21
_ | T 7 o P29 | T - - ’
Pe g Tmrps 0 O 0 0 o 0 _Tss 0 —LssP4 — Tm'rp5 €38
q33
177 Trrpif) O 0 0 0 O _Tms 0 - msp7 - TTTITS f24
L p36 -
(3.204)
donde
L L L L
Tes = — T = —_ Tms = Ly T = iy (3205)
R’ R’ R’ R,

Utilizando (3.46) a (3.49), (3.194), (3.195), (3.198), y (3.201) a (3.203) se obtiene el modelo

de estado cuasi-estacionario con (3.60)

s | [ -Nu) = N 0 o Jfws] [0oo0 0 2@+ ]
@ = L = 0 0 @ 000 0
@ = 7N31(l') 7%@ *N33(1') Kih N35(l') P29 |+ O 0 O 0
733 0 0 —i 0 o 28] 0 00 0
s | | 0 0 Nus(®) —g~ ~Nes(@) | [ 7| [0 0 1 0 ]
(3.206)
donde
Ni(z) = o 77i(p*“’+p*2)—D AP - PE )+ LT
11 o, | R, 5 7 hg H, 13~ 7 P2 H, 13| »
Dy, 1 1
N = M 5m o e
13 () H, <ng13 th29>7
Dy, 1 1
N. = M 5m o e
31 () H, <ng13 th29>7
1 1 1 1 1 D,
N. = — |Dwn | —P36 — —P2 )| — Dy | —P13 — —Pa9 | + ==
33 (@) H, [ bh <pr36 th29) hg <ng13 th29> + thzg] )
1 1 1 D,
N, = — |D —P36 — —D29 —P36| - 3.207
55 () T, [ bh <pr36 th29> + pr36:| ( )
Resolviendo la primera, segunda y cuarta linea de (3.204) se obtiene,
B8+
() as
Pi= (3.208)
0
pg = 20t (3.209)
pKE — ad
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Bé+py
T, S+p7\__ < = 5) a+f §+
77 rr <M> D13 — Tms€21 _ Tms L + Trr u f247

b Hy \ pk —ad p pr — ad
(3.210)
donde
T T
o = T}Hmrm [ nHrr]T?; + (2T’I"I‘ + Tss) f24] - mr (Tss + Trr) f24:
B = TyiTmse2n < D13 — f24> — Tser — T2 foseon,
H,
v = TwTnsean (Hn D13 — f24> — Tnser — TsTms foaeon,
g
ko= LT’?’"—2T2TT Ty Toms + T2 f2
— P13 I P13 ’I‘T+ mr ms) f24 +( mrdms + rr) f24a
g
_ n 2 £2
p = 14T Thsfou — g Pt foa | + T3 f3s,
g
0 = TrrTmsf24 (anl?) - f24> - TssTmsf224- (3211)
g
Ahora, sustituyendo (3.208) a (3.210) en (3.204) y (3.206) se obtiene,
: 1
P5 = —Nu(2)Piz + —06 — Niz (2) 3o + - (55> + P7°) fos, (3.212)
th RT
B = ——P+ —F® (3.213)
q26 = ng13 th29, .
: 1 1
P29 = —N31(z)Pp13 — —q26 — N33 (2) D2g + —33 + N3s () P36, (3.214)
Ky Kpn
@ = - —PHt — D% (3.215)
@33 = o, D29 pr36, .
: 1
P36 = Ns3(x)D2g — KThng — N5 () P36 + ess. (3.216)

Por lo tanto, las ecuaciones (3.212) a (3.216) representan el modelo de estado cuasi-estacionario
de las dindmicas lentas de la turbina de viento, notando que estas ecuaciones no dependen
de los estados rapidos.

En la siguiente seccién se describen las dindmicas de las variables de estado del modelo comple-

to original para comparar dicho comportamiento con el modelo de estado cuasi-estacionario.
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Tabla 3.3: Pardmetros para la simulacién para la méquina de induccién y el modelo mecdnico

de la turbina de viento.

Elemento | Valor Elemento | Valor

H, 0.089 N-m-s? H, 0.05 N-m-s?

Dy 0.1 N-m-s Hy, 0.03 N-m-s?

n 2 pares de polos | Dy, 0.4 N-m-s

Ry 0.435 Q2 Dy, 0.3 N-m-s

R, 0.816 €2 Dy 0.4 N-m-s

L, 0.0713 H Dy, 0.3 N-m-s

L, 0.0713 H Ky, 1 x 1073 N-m/rad
Ly, 0.0693 H Kpg 1 x 1073 N-m/rad
Viominal 220V T, 100 N-m

Wp 377 rad/s

3.6.5. Comparacién de los resultados obtenidos

Con la finalidad de comparar las dindmicas del modelo completo original con las obtenidas
con el modelo de estado cuasi-estacionario se realiza la simulacién del modelo de la turbina de

®

viento con méquina de induccién utilizando el software 20-SIM ™~ de la misma forma que se
hace en el Ejemplo 2 y en el ejemplo anterior de la maquina de induccién (ya que se supone que
el aerogenerador estd conectado a un bus, en el cudl el voltaje y la frecuencia se mantienen
constantes a los valores nominales, este bus cominmente es llamado bus infinito, ya que
sus caracterfsticas no cambian a pesar del consumo o alimentacién de potencia de cualquier
dispositivo conectado en él), simulando al mismo tiempo los dos modelos, el original completo
que se muestra en la 3.27, y el conjunto de ecuaciones obtenido con el modelo de estado cuasi-
estacionario (3.212) a (3.216), donde es necesaria la conversion de trifdsico abc a coordenadas
dq con la transformacién de Park. Para la simulacién se utilizan los pardmetros obtenidos de

[Krause, 2002] que se observan en la Tabla 3.3. Los pardametros del modelo mecénico de la

turbina son valores arbitrarios unicamente con la finalidad de demostrar el método propuesto.

La Figura 3.29 muestra la conducta dindmica del generador incluyendo la caja de engranes,
el eje de alta velocidad y el rotor de la méquina de induccién donde pi3 es el momento de
torsién angular exacto y pi13 es el momento de torsién angular usando el modelo de estado

cuasi-estacionario (dividiendo el momento de torsién angular entre el valor del elemento
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FICY ] AR
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Figura 3.29: Dindmica de la variable de estado del modelo completo original (p13) y la obtenida con
el modelo de estado cuasi-estacionario (P13).

almacenador se obtiene la velocidad angular).

En las Figuras 3.30 y 3.31 se muestran las dindmicas del momento de torsién angular del buje
y de las aspas de la turbina, pag vy psg respectivamente, y sus correspondientes variables de
estado Pag v P36 obtenidas con el SPNBG, donde las oscilaciones que se observan son debidas
a la flexibilidad de los ejes de unién en cada seccion, es decir, entre més flexible es la barra,
mds oscilaciones se presentan en la dindmica de las variables.

Las Figuras 3.32 y 3.33 muestran las oscilaciones de los dngulos gog v g33 v sus correspondientes
26 Y q33 obtenidas con el modelo de estado cuasi-estacionario respectivamente. El dngulo gog
esta relacionado a la conexién entre el generador y el buje, y el dngulo ¢33 esta relacionado
con la unién entre el buje y las aspas de la turbina, En el caso de la posicién angular es
mds marcado el fenémeno de la flexibilidad del eje de unién, entre mds rigido sea, menos
oscilaciones o cambios de posicién angular se verdn en las dindmicas de las variables de

estado.

Los estados estacionarios de las variables de estado que se obtiene después de 1.2 segundos,
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Figura 3.30: Dindmica de la variable de estado del modelo completo original (pag) y la obtenida con
el modelo de estado cuasi-estacionario (Pag).
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Figura 3.31: Dindmica de la variable de estado del modelo completo original (psg) y la obtenida con
el modelo de estado cuasi-estacionario (P3g).
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0.2 0.3 0.4
Tiempo {s}

0.5
Figura 3.32: Dindmica de la variable de estado del modelo completo original (g26) y la obtenida con
el modelo de estado cuasi-estacionario (2g).
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Figura 3.33: Dindmica de la variable de estado del modelo completo original (¢33) y la obtenida con

el modelo de estado cuasi-estacionario (g33).
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tanto para el sistema completo original como para el modelo de estado cuasi-estacionario son

Pb13
q26
D29

q33

P36

con un error relativo de

[ 1,200948485051 N-m-s
0027457603836 rad
4,048136433769 N-m-s | ,

0,027167066614 rad
6,746894267893 N-m-s

Error relativo de pi3
Error relativo de ¢og
Error relativo de pag
Error relativo de q33

Error relativo de psg

P13
q26
D29
q33

P36

[ 1,200947186252 N-m-s
—0,027457631728 rad
4,04813658288 N-m-s

0,027167067584 rad
6,746894304811 N-m-s

—0,000108 %
0,0001015 %
0,0000036 %
0,0000035 %

| 0,00000054 %

. (3.217)

(3.218)

Es importante notar que el método propuesto permite obtener el modelo de estado cuasi-

estacionario cambiando la causalidad de los elementos almacenadores que representan a los

estados rapidos, y esta metodologia es relativamentre facil y directa y puede ser extendida a

otras clases de sistemas no lineales, y aunque la dindmica no es exactamente igual, el valor

en estado estable es casi idéntico.

1
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Capitulo 4

Sistemas Lineales Singularmente
Perturbados Variantes en el

Tiempo en Bond Graph

En sistemas lineales invariantes en el tiempo lo tinico que ocasiona que el sistema presente
propiedades de miiltiple escalas de tiempo es la separacién de los valores propios del sistema
en dos o méas grupos de eigenvalores de diferentes ordenes de magnitud, es decir, que exista
una diferencia relativamente grande entre la magnitud del eigenvalor méximo de un grupo
con la magnitud del eigenvalor minimo del otro grupo (para el caso de escala de dos tiempo).
En el caso de los sistema lineales variantes en el tiempo, otra fuente que ocasiona propiedades
de multiple escala de tiempo es la variacién de los pardmetros del modelo. El ejemplo més

simple de lo anterior, es el sistema lineal [Kokotovic, 1986]
ez(t)=A(t)z(t), (4.1)

donde el coeficiente de la matriz A (t) estd en funcién del tiempo ¢ dentro de un intervalo

de tiempo de interés. Entonces, una forma més general para el modelo de un sistema lineal
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variante en el tiempo singularmente perturbado es
z(t) = An(t)x(t)+ A (t)z(t), (4.2)
ez (t) = Ao (t)x(t) + Aga (t) 2 (1), (4.3)

donde z (t) y z (t) representan las dindmicas lentas y répidas del sistema, respectivamente, y
las matrices A11 (t), A12(t), Aa1 (t) y Aaa (t), dependiendo del sistema estudiado, pueden o

no ser matrices en las que sus pardmetros dependan del tiempo.

4.1. Sistemas que Varian Lentamente

Cuando la norma = O(1), los pardmetros en el sistema lineal variante en el tiempo

A(t)‘

(4.1) estdn variando de forma relativamente lenta con respecto con las dindmicas del sistema.
Se puede esperar, de manera intuitiva, que para e suficientemente pequeno el comportamiento
dindmico del sistema podria ser predicho mediante el andlisis de un grupo de sistemas inva-
riantes en el tiempo con pardmetros congelados en un instante de tiempo ¢. En el caso
particular, cuando la parte real de los valores propios de A (¢) son negativos (Re A (A (t)) <
—c < 0) para todo ¢, la intuicién sugiere que cuando ¢ tiende a cero el sistema (4.1) deberia

de ser asintéticamente estable [Kokotovic, 1986]. Entonces, considerando el sistema
ez(t)=A{t)z(t), tel, z&R™, (4.4)

donde el intervalo de tiempo I puede ser un intervalo finito [to,t¢] o un intervalo infinito

[to, 00) . Por lo que se puede hacer la siguiente hipétesis.
Hipétesis 5.1 [Kokotovic, 1986].
ReA(A(t)) < —c1 <0, paratodote l. (4.5)

Esta hipétesis garantiza que la familia de sistemas congelados en el tiempo asociada con (4.4)

es asintéticamente estable. Por lo tanto, la matriz exponencial el4®9 gatisface
He[A(t)]eH < K(A)e @ paratodod>0ytel (4.6)
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donde « es un valor mayor que cero independiente del tiempo ¢, pero K (A) > 0 si depende
de t. Para extender el decaimiento exponencial del sistema congelado en el tiempo (4.6)
relacionado al sistema variante en el tiempo (4.4), la desigualdad (4.6) debera mantenerse

uniforme en el tiempo ¢. Para conseguir lo anterior se establece la siguiente hipdtesis.

Hipétesis 5.2 [Kokotovic, 1986].
|A(t)] < co, paratodotel. (4.7)

De las anteriores Hipétesis se propone el siguiente lema.

Lema 5.1 [Kokotovic, 1986]. Bajo las Hipétesis 5.1 y 5.2, existen constantes positivas
a1 y K1 tal que
He[A(t)]GH < Kie?  paratodo§>0ytel. (4.8)

Con la desigualdad uniforme establecidad (4.8), ahora se puede establecer la estabilidad
asintética del sistema variante en el tiempo (4.4) cuando ¢ es pequenia y A () = O(1). La
ultima hipdtesis, la cudl corresponde a suponer que la variacién es lenta en los pardmetros

del modelo, se convierte en la siguiente forma explicita

Hipétesis 5.3 [Kokotovic, 1986].
HA(t)H <, paratodotel. (4.9)

El Lema 5.2 que se establece a continuacién, muestra que la matriz de transicién de (4.4),
indicada mediante ¢ (¢, s), puede ser aproximada uniformente mediante la matriz exponencial
elAG)t=s)/e]  corresponde a un sistema en el cudl los pardmetros de A (t) estan congelados en

t = s. El lema 5.2 proporciona un decaimiento de manera exponencial unido al error

U (t,5) = ¢ (t,s) — elAEE=s)/e], (4.10)

Lema 5.2 [Kokotovic, 1986]. Bajo la Hipdtesis 5.1, 5.2 y 5.3, existen constantes positivas
e*, ay y Ky tal que, para todo € que pertenece al intervalo (0,e*),

W (t,5)|| < eKoe @273/ paratodot > syt sel. (4.11)
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Este lema confirma el resultado intuitivo de que el sistema (4.4) es uniforme asintética-
mente estable para un ¢ suficientemente pequeno. Cuando se realiza la prueba del Lema 5.2
[Kokotovic, 1986], ésta proporciona un valor estimado de £* = (g — a2)2 v/BK1 tal que se
mantiene la estabilidad uniforme asintéticamente para todo € < €*. Las constantes positivas
arbitrarias as < a3 y v < 1 pueden ser ajustadas para aumentar el valor de £€* mientras
mantiene una caida exponencial unido a ||¢ (¢, s)||. De lo anterior sin embargo, se puede ob-
servar que dentro del andlisis del Lema 5.2 la mejor cota (en este caso, el limite superior
del intervalo (g,e*)) de € que garantice la estabilidad uniformemente asintética puede ser

obtenida cuando as tiende a cero y «y tiende a la unidad para obtener ¢* = o2 /8K]7.

4.2. Sistemas Lineales Variantes en el Tiempo modelados en

Bond Graph

En la tesis de maestria [Gonzalez, 2014] se hace un estudio extenso de las caracteristicas e
implicaciones de los sistema lineales variantes en el tiempo modelados con la metodologia de
bond graph, cuando la dependencia del tiempo se encuentra en cualquiera de los elementos
que componen el modelo, como son almacenadores y disipadores de energia, transformadores,
giradores, etc.

El objetivo de esta seccién es obtener el estado cuasi-estacionario de una clase de sistemas
lineales que presenta propiedades de escala de dos tiempos (sistema singularmente perturba-
do) pero que los pardmetros de los elementos de sistema puedan o no presentar dependencia
del tiempo. Partiendo de que el sistema tiene estabilidad interna y con la condicién de que
los elementos de almacenamiento de energia relacionados con las dindmicas rdapidas sean no
variantes en el tiempo. Una representacién en diagrama de bloques en bond graph es la que
se muestra en la Figura 4.1.

La representacién en espacio de estados de la forma estdndar de un sistema lineal singular-
mente perturbado variante en el tiempo como el que se muestra en el diagrama a bloques
de la Figura 4.1, con las variables lentas separadas de las variables rdpidas, donde una o

més dindmicas lentas son dependientes del tiempo y donde € es un escalar que representa los
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Ellierrlne(zrgs Elementos Lineales
No Variantes Fuentes Disipadores
en el Tiempo (MSe, MS) no Variantes
@€, 1) en el Tiempo (R)
u

Estructura Union v
(0, 1, MTF, MGY) [¢ Q'”
v Elementos Lineales
D out Disipadores
Tiempo Variantes

F(t) en el Tiempo (R)

l i)

Elementos
Lineales
Variantes
en el Tiempo
je. | )

Figura 4.1: Estructura unién de un BGI para una clase de sistemas lineales con elementos que tiene
pardmetros variantes en el tiempo.

pequenos pardmetros que van a ser despreciados, la representaciéon queda

B () = A (B () + A )2V 6+ A (s (8 + B (D u(t),  (412)
"13'1V (t) = Aoy (t) X1 (t) + Agg (t) CL’Y (t) + Aog (t) X9 (t) + By (t) U (t) , (413)
6117.2 (t) = A3 (t) X1 (t) + Asg (t) l“l/ (t) + Ass (t) ) (t) + B3 (t) U (t) . (4.14)

Los estados z1(t) € R™ y x2(t) € R™ estdn compuestos de variables de energia p(t) y q(t)
asociadas con elementos I y C en causalidad integral respectivamente, para dindmicas lentas y
répidas; mientras que z} (t) € R® estd compuesto de variables de energfa p(t) y q(t) asociadas
con elementos I y C en causalidad integral respectivamente, solo para dindmicas lentas, en
los cuales su capacidad de almacenamiento es variable con respecto al tiempo; u(t) € RP
denota las entradas a la planta; z1(t) € R y z3(t) € R™ son los vectores de co-energia para
las dindmicas lentas y rdpidas respectivamente; zY (t) € R® es el vector de co-energia para
las dindmicas lentas relacionadas con los elementos almacenadores que son variantes en el
tiempo; Dy, (t) € R", DY (t,21) € R", Dpui(t) € R" y DY .(t,z1) € R" son una mezcla de

esfuerzos y flujos que contienen los intercambios energéticos entre el campo de disipacién y la

estructura de unién, los primeros relacionados con disipadores que no dependen del tiempo
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v los segundo relacionados con elementos disipadores variantes con el tiempo.
La matriz de estructura unién para el sistema (4.12) - (4.14) es
08 01801510 [£0 80 s
- OIEOIE OISR HONE O oy o
o SO SO SO S0 S50[S0
= AN ONEHOREON ()32—--%%-(-)-3
aPin L)y ezllt 2121: 213t 221t izzzt t)a—ou /g out
Sy SOSOROURORORO
y
a(t) = Fa(t); 2 (6)=F @)a) (); 22 (1) = Bz (t);
Dout (t) = LDin (t); Doy (t) = LY (t) D, (t); € = Fy . (4.16)

Los elementos de la matriz S toman valores dentro del conjunto {0, +1, £k (t), £k4 (¢)}

donde k¢ (t) y kg (t) representan los médulos de los transformadores y de los giradores, res-

pectivamente.

Desarrollando (4.15) se obtiene,

a1 (t) = Sii (t) 21 (t) + Sii (1)

2V (1) =
T2 (t) =
Din () =

Dy, (t) =

S2L(t) 21 () + S22 (1)
S () 21 () + S22 (1)
Sai (t) 21
S5 (t) =

Din (1) =
DY (1) = MY (1) [ 31 (1) Fas (1)

donde M (t) = [I —

definen a Dy, (t) y DY,

21 (t) + S () 22

2 (t)+ S8 (1)
() + Sai (1) =1
() + 531 (1) =
sustituyendo (4.16) en (4.20) y

M (1) [S3 (1) Fua (0) + S5 () Y (1)

SHORN
Sustituyendo (4.23) en (4.22) y

(t) + S5 (t) 22
(t) + SS? (1) 22

+ 551 (8) Y (8) 21

112

y MY () = [I - S5
(4.22) en (4.23) con la finalidad de obtener las expresiones que

(t) LY

oY (t) + S8 (t) Foxa (t) + S22 (1) LY

)"

(t) + 557 (t) Famwa (t) + S% (t) LDin (t) + S35 (¢

(1) + 13 (£) Dous () + S13 (1) Dous (1) + Siz (£ u (t), (4.17)
21 () + 51 (1) 22 (t) + STz () Dout (t) + ST3 () Dowe () + Sts () u (t), (4.18)
22 (£) + S%2 () Dout (t) + 513 (£) Dowue (1) + Sis () u(t), (4.19)
() + S22 (t) Dout (1) + 523 (£) Dowr (t) + S25 (t) u (t), (4.20)
() + 532 (t) Dout (1) + 533 (£) Dowr (t) + S35 (t) u (t), (4.21)

(4.21) para obtener,

mmm+$o<ﬂ

(t) sin dependencia de ellas mismas. Este tltimo resultado se sustituye
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en (4.17), (4.18) y (4.19) para obtener las matrices A’s de la representacién en espacio de

estados, esto es

A (t) = {Si1(6) + 513 (t) @1 (£) T (t) + Si3 (t) @2 (¢) [S31 () + 532 (£) D1 () T (1)] } F,
Aiz (t) = {Sii (t) + Siz (t) B1 (£) A (t) + S15 (t) P2 (t) [S57 (1) + S52 () 21 () A (H)]} FY (1),
A (t) = {S13(t) + Si3 (1) ®1 (t) T () + S13 (1) B2 () [S33 () + S35 (¢) 1 (1) T ()] } Fa,
Aoi (t) = {511 (t) + 51z (1) @1 (1) T (t) + Si3 () P2 (£) [S31 () + 532 (1) @1 (1) T (1)} Fr,
Aoo (t) = {STT(t) + Siz (t) B1 (t) A (t) + S5 (t) P2 (t) [S57 () + S5z () 21 () A (H)] } FY (1),
Ao (t) = {Sil(t)+Si3 (t) @1 () T () + S35 (1) @2 () [S57 (t) + S35 (t) @1 (1) T ()] } P,
As(t) = Fy ' {ST (8) + S0z (8) @1 () T (1) + 957 (1) 2 (¢) [S31 (1) + 532 (1) @1 (1) T (1)) } F1,
A2 (t) = Fy ' {S77(t) + Sz (t) @1 (£) A () + 557 (1) @2 () [S37 (1) + S5z (1) B1 () A ()]} 1Y (1),
Ass(t) = Fy ' {ST(t) + S72 (t) @1 (£) Y (1) + S57 (1) Ba (t) [S35 (1) + S22 (1) @1 () Y ()]} Fo,  (4.24)
y para las B’s se tiene
Bi(t) = Sis(t)+Si2 (t) @1 (8) U (1) + Sz (1) P2 (t) [S25 () + S22 (£) @1 (£) ¥ (1)]
Bz (t) = Sis(t)+Siz (1) D1 (t) U (t) + 572 () @2 (t) [S35 (1) + S5 (8) @1 (1) ¥ (¢)]
Bs(t) = Fy'{S% () + Siz (£) @1 (8) W () + 573 (1) B2 (1) [S37 (£) + S22 (1) @1 (1) W ()]}, (4.25)
donde
Qi) = LTOM@®); &)=L OM' (1) T =[1-M@OSEOL M (1)55 1)L -
L(t) = S3i(t)+535 (1)@ (t) 3] (1); A(t) =37 (1) + S33 () 2 (1) S5 (¢)
Y(t) = Sai (1) + Saz (1) P2 (1) S50 (1); W (1) = Sas (t) + Sai (t) P2 (£) S33 (1) (4.26)

Con (4.12) a (4.13) se puede obtener una representacién en espacio de estados de un sis-
tema lineal singularmente perturbado variante en el tiempo en bond graph con asignacién de
causalidad integral a todos los elementos almacenadores de energia.

En la siguiente seccién se dard un procedimiento para obtener el estado cuasi-estacionario de

esta clase de sistemas de manera directa.
4.2.1. Procedimiento propuesto para obtener el estado cuasi-estacionario
en bond graph

En esta seccién se presenta un procedimiento para determinar el modelo cuasi-estacionario

de un sistema lineal singularmente perturbado variante en el tiempo, con las siguientes condi-
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L]
X1
Elementos 7 Elementos Lineales
Lineales 1 Fuentes Disipadores
No Variantes (MSe, MSp) no Variantes
en el Tiempo| 2> en e Tiempo (R)
(C1) u

Estructura Union )
(0, 1, MTF, MGY) [* ‘Q'”
A

Elementos

] Elementos Lineales
Lineales HV .
s D out Disi padores
en e Tiempo Tiempo Variantes

F(t) en el Tiempo (R)

l i)

(C1)

Figura 4.2: Estructura unién de un SPVBG para una clase de sistemas lineales con elementos disi-
padores variantes en el tiempo.

ciones: el sistema tiene estabilidad interna y que todas las dindmicas rapidas sean no variantes
en el tiempo, la primera se tiene cuando la norma de la matriz A (¢) no crece de forma po-
sitiva a infinito cuando ¢ — oo (la parte real de los eigenvalores del sistema son negativos
y finitos, Re A (A (t)) < —c1 < 0), la segunda condicién se establece ya que el procedimiento
propuesto no se contemplé para sistemas con dependencia del tiempo en las dindmicas ré-
pidas. La Figura 4.2 muestra un esquema para analizar las propiedades de un sistema lineal
singularmente perturbado con elementos almacenadores y disipadores variantes en el tiempo
en bond graph llamado Bond Graph lineal Singularmente Perturbado Variante en el tiempo
(SPVBG).

En este procedimiento se propone asignar una causalidad derivativa a los elementos de al-
macenamiento que representan la dindmica rapida y mantener una causalidad integral en los
elementos almacenadores relacionados con la dindmica lenta.

La Figura 4.2 muestra que los vectores claves de los elementos de almacenamiento (:152, 22)
han cambiando con respecto a la Figura 4.1 debido a la asignacién de causalidad de estos ele-

mentos. También, los vectores clave de los elementos de disipacién (Dfi, D,y DHV. D({{JY)

)4

de la Figura 4.2 pueden ser diferentes con respecto a los vectores clave (Dm, Dout y Dy, Out)

114



Capitulo 4. Sistemas Lineales Singularmente Perturbados Variantes en el Tiempo en Bond
Graph

de la Figura 4.1 dependiendo de la causalidad del resto de los elementos del sistema.
La nueva estructura unién para esta clase de sistemas lineales variantes en el tiempo se

presenta en el siguiente lema.

Lema 5.1 Considerando una clase de sistemas lineales singularmente perturbados que
tienen elementos de almacenamiento de energia, giradores, transformadores y/o disipadores
de energia en los cuales sus pardmetros son dependientes del tiempo, con la condicion de que
todos los elementos de almacenamiento de energia relacionados con las dindmicas rdapidas sean
no variantes en el tiempo, y satisfaciendo (4.5); y que la matriz Aag (t) sea no singular; este
sistema es modelado mediante bond graphs de acuerdo a el esquema de la Figura 4.2 donde
los elementos de almacenamiento de la dindmica rdpida tienen una asignacion de causalidad
derivativa y los elementos de almacenamiento de la dindmica lenta tienen una asignacion de

causalidad integral cuya estructura union estd dada por

§508 s mO e 0] R He Dy
S (0 ) IO [RIE) [RE0) THEE) [HEQ G~
A0} THOHHOIRO) L QIO CHOE 0%,
ﬁﬁﬁ(ﬁ FIO IO [HEQ [FEQ THEO A0 e (O

...............................................

S on FHOTRO RO THIO TRIO TR O

donde
2(t) = Fa(t); 2 ()= Y ()a) (t); 22 () = Fawa (1) ;
DIy (t) = LDfI(t); DY (t) =LY () DIV (8); e = Fy . (4.28)

Una representacion del sistema en espacio de estados estd dada por

1 (t) = Ay () ar () + A )z} (8) + A1z (£) 22 () + By (D) u (t), (4.29)
F1 () = An (w(0)+ Am (Da) (1) + A (D a2 () + B2 (Du(t),  (4.30)
w2 (t) = Asi(t)o1 (1) + As2 (t) ) (t) + Ass () w2 () + Bs (u(t).  (4.31)
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Si se considera que las dindmicas rapidas han terminado para obtener el estado cuasi-estacionario,

es decir xo (t) = 0, entonces (4.29) y (4.30) se convierten en

Ti(t) = An ()71 (0) + A ()2} (8) + By (t)u(t), (4.32)

2V (t) = Ao () T1(t) + Aga (8) 2V (£) + Ba (t) u (t). (4.33)
FEstas dltimas ecuaciones, (4.29) y (4.30), son el estado cuasi-estacionario para las dindmicas
lentas no dependientes y las dependientes del tiempo, respectivamente.
Desarrollando (4.27) se obtiene,
@1 (t) = Hii (t) 21 () + HiT () 21 () +HLT () @2 (8) + His (t) Dous () + Hi3 () Doy (8)+ Hiz (t)u (), (4.34)
oY (1) = HA () 21 (0)+ HE (8) 21 (0)+ HE (0) 52 (6)+ H3 (&) Doue (8)+ H (£) Dl (1
22 (t) = Hi1 (1) 21 () + Hit () 210 (1) +Hip () @2 (¢)+ Hiz () Dous (£)+ His (£) Doue (¢
Din (t) = Hai () z1 (8)+Hai (8) 21 (t)+Hai () @2 () +Haa (£) Dour (t)+Ha3 () Doue
Di, (t) = Hai () z1 (8)+H37 (8) 21 ()+H7 () @2 (£)+H3s (£) Dour (t)+H33 () Do

De la misma forma que se hizo en la seccién anterior, sustituyendo (4.28

~
[}
=}
—~
o
w
3
~
<
—~
=~
w
co

se obtiene

DI (1) = Q1) [H3! () Fiey (8) + H3T () Y (8) Y () + HiY (£) Fawa () + H33 () LY (1) DY () + HI () u (1)),

(4.39)
DY (1) = Q¥ () [H31 (8) Fras () + H3? (8) FY (D)) (£) + H3} (1) Fada (£) + H3} (t) LDIL () + HE (D) u (1))
(4.40)

donde Q (1) = [1— HY (1) 2] ™ y @V (1) = [T~ HE (1) LY (1]

Sustituyendo (4.40) en (4.39), y el resultado se sustituye en (4.40) para obtener las expresiones
que definen a D (¢) y DHEV (¢) sin dependencia de ellas mismas. Este tltimo resultado se
sustituye en (4.34), (4.35) y (4.36) para obtener las matrices para una representaciéon en

espacio de estados.

Para las dindmicas lentas relacionadas con elementos almacenadores que no son dependientes

del tiempo

An() = {Hi@®+ @l @U@0+ ) f @) [#H3 (1) + 13 () of ()T ()]} A,
At = {7+ 8@ A" @)+ HE @ of () [HE (1) + B3 1) of ) A" (0]} FY ),
Ay = {EE@+ SO 01" @0+ 3 )5 (0) [HE (1) + BE 0 ol ()17 )]} B,
Bi(t) = HY@®+HS @ OV )+ 3008 () [H3 O+ HZ O 09" @], (141
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Para las dindmicas lentas relacionadas con elementos almacenadores que si dependen del

tiempo
M) = {HA@+EZ O OT )+ HE @) 05 (¢) [H3 ) + B3 () of ()T (0]} B,
An () = {HE @+ B @ (A" () + HE () @3 () [H3 (1) + H () o A" 0]} A (1),
Ao (t) = {HE @+ @O 01" )+ HE ()5 (1) [HE (1) + HE ) of ()T )]} B,
Bi(t) = HE®+HZ O v () +HE O ) [HE O+ HE 0 0T 0], (@42
Para las variables rdpidas
An () = B @+ @0 O @)+ HE () 0f @[55 (1) + 13 O of )T ()] } B,
Apt) = Fy {HE @)+ 3 @@t () A" (1) + B3 () @F (1) [132 (0) + 13 () 87 () A" 0] } 7Y ),
A (t)y = Fy ' {HE )+ S 0 of ()17 (1) + 13 () oF (1) [H3E () + H3 () o () X7 ()]} P,
By(t) = Bt {HE 0+ B @ ()W (1) + HE ) 0F () [ )+ H () of (1) v (1)}, (4.43)
donde
o (1) = LTTHQM; *f (=L H)Q"(W; TM () =[1-QuHE ML (1)Q" ) HE L]
T = HO+HS O OB (0); AT ()= B (0)+ HE (1) 0 (0) HE (1),
Y () = Hai (t)+ Has (t) @3 (t) HY (t); W (t) = Has () + Has (t) B3 () H33 (1) . (4.44)

En la siguiente seccién se da un ejemplo con fines de demostraciéon (sistema no real) para

corroborar la funcionalidad del procedimiento.

4.2.2. Ejemplo demostrativo del procedimiento propuesto

Un motor de corriente directa es un sistema electromécanico que por sus caracteristicas fisicas
califica como un sistema singularmente perturbado, si se agrega una varianza en el tiempo
en un elemento almacenador de energia, en un disipador y en la relacién del girador con fines
demostrativos se tiene el modelo de la Figura 4.3, y en la Figura 4.4 se muestra su modelo

correspondiente en bond graph con causalidad integral asignada.
Los vectores clave y las relaciones constitutivas para el bond graph de la Figura 4.4 son:

Din:f2; DV :f6§ Doyt = e2; DV

mn out

=eg; u=el, (4.45)
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Va(E

Figura 4.3: Modelo del motor de CD para fines demostrativos con depenedencia del tiempo en un
elemento almacenador, en un disipador y en el girador.

R'Ra »R: br
2 6
Se: Va 1 11— GY 5 1 +— C:K;
A

3 8

—— t -(

I: La >1Jy

Tiempo

Figura 4.4: Modelo en bond graph de la Figura 4.3.
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para el elemento almacenador que no depende del tiempo relacionado con una dindmica lenta

se tiene
T =qr; T =fr; 2= e, (4.46)
para el almacenador de energfa dependiente del tiempo relacionado con una variable lenta
zy =ps; mf =es; 2 =fs, (4.47)

y para la dindmica rapida se tiene

To=ps3; Ty =e3 2= f3. (4.48)
Las relaciones constitutivas son
L= Ry LV@=boch Fi=p Fl=Ky
Y = QL 2_ﬁ (Ff)_lz(h~e’2 Pé:z;;; Fy' =L, (4.49)

e 0 e e
= . (4.50)
fa = 0 5

A partir de (4.15) y un andlisis del bond graph de la Figura 4.4 se obtiene la matriz de

estructura unién

1 1 N L

éfbLu é0i 1 | 0|00 Oug?-(

= (I S S TR P N Ua's(

(;é_l;I é 1: € 0 1 Ol:’éfal:

ée,U=€0 |- ‘ 0f-1¢0 lue—¢

&Y €01 0| 1|0 io|ovex

ST N 2. Ee

gfg €0 : 1 OO0 :O0]0Ogé--v
640 (4.51)

Por comparacién de (4.51) con (4.15) se obtienen las submatrices S (t)
SO = et SHW =t S-S = SH=si=1 SH = 5% =5 =1
Sl = Sif =Siy = 513 = 513 = 51 = 51 = 513 = 571 = S = 57 = 51 = 0;

S3i = Sy =5y =Sy =531 =55 =55 =51 =5% = (4.52)
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utilizando de (4.16) a (4.26) con (4.52) se obtienen las matrices A y B de la representacién
en espacio de estados (4.12) - (4.14).
Entonces, sustituyendo (4.52) para obtener M (t) y M"Y (t) se obtiene

—1 —1
M=|I-SRWL| =I1=1y MV=|I-S3@®L"Y@t)| =I1=1, (4.53)
0 0

en este caso, tanto M como M son no dependientes del tiempo. Ahora para ®; (¢), ® (1)
y T'(t) se tiene

-1

T = |[I-M@®)S;s LY () MY (1) S5 (L] =1=1,
0 0
® = ITM=L=R, y ®t)=LY )MV =LY (t) =b,-e7?, (4.54)
entonces
L(t) = Sy (t)+ 53 (1) P2 () S31 (t) =0,
A(t) = Sof (t) + 553 (t) @2 () S5 () = 0,
T(t) = S (t)+ S35 (1) P2 (£) S37 (1) = 1,
V() = Sy (t)+ S35 (1) P2 () S35 (1) =0. (4.55)

Entonces sustituyendo (4.49), (4.52) a (4.55) en (4.24) los valores de A’s para la representacion

en espacio de estados se tiene

1 1 by
Ajn = 0; Ap(t)=———; A13=0A49=——; Agpg=——;
11 ;o Az (1) T et 13 21 K, 22 A
et L,
Aoz (t) = —; A1 =0; Asp=——; Asz3=—Ry, (4.56)
L, Jr
y para los valores de B’s se obtiene
B1 = 0; B2 = 0; Bg == La. (457)

Sustituyendo (4.46), (4.47), (4.48), (4.56) y (4.57) en (4.12), (4.13) y (4.14) se obtiene una
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representacion en espacio de estados
7 = ! (4.58)
Q7 - JT K e_tp87 .
. 1 b, et
- 4 - 4.59
Ds KO st s, (4.59)
: L
Eps = —J—apg — Rups + Lgeq. (4.60)
T

Si se considera que la dindmica répida ha finalizado (estado cuasi-estacionario), es decir

eps = 0, entonces (4.60) se convierte en

L
0= —7“178 — Rup3 + Lygen, (4.61)
T

depejando p3 de (4.60) y después sustituyendo en (4.59) se obtiene

: 1
_ 4.62
qr Jr ] e,tp& ( )

: 1 1 (et et
— — b + — 4.63
ps K, v Jr < R, T) ps R, €L ( )

Por lo tanto, (4.62) y (4.63) es el modelo cuasi-estacionario del sistema. Ahora utilizando
el Lema 5.1, primero se cambia de causalidad integral a causalidad derivativa los elementos
relacionados con las dindmicas lentas para obtener el Sistema Singularmente Perturbado
Variante en el tiempo en Bond Graph (SPVBG), en este caso, seria el inductor L,, como se
muestra en la Figura 4.5.

El cambio en la causalidad del elemento almacenador L, ocasiona un cambio en la causalidad
del elemento disipador R, por lo que los vectores de disipacién (que en este caso en particular

no son vectores por el reducido numero de elementos disipadores) quedan
Din:e% DXL:fG; Dout :f2; D(‘)/;Lt =€6; U=¢€1, (464)

A partir de (4.27) y un andlisis del bond graph de la Figura 4.5 se obtiene la matriz de
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R:Ra >R:br
) 6
Se: va L 11— GY > 41— — Cik
- 4
3 8
1 1%
I: La >y
Tiempo
Figura 4.5: Modelo SPVBG de la Figura 4.3.
estructura unién
[ ] N 5 l:
&t 601 1 |00 i0|Ougy
(=i /I i S B TS Ua'sy
&y & 1 0 0 |e 1 Onée?L
§f,u=60 1 0 [ 0 |1 10 |Ode’s
e—tu H H Ua'2(
&y g0 i-€'|-1/0 o018
Seaseg,  Ammmmopmmssm—mepemmse-feo----- P - L
f.4 €0 : 1 0]0 ;0]0gé.--t
64C, (4.65)
Por comparacién de (4.65) con (4.27) se obtienen las submatrices H (t)
Hy (t) = —e ™% Hip(t)=e % Hif = Hjy = Hy =83 =1; Hi{ = Hi3 = Hy{ = —1;
Hii = Hi{=Hj; =H{3=Hj;=H{i =Hi} = Hi3s = H{{ = Hj{ = H{; = H3; =0;
Hi; = Hy =Hy = H) = H3| = HY = Hy = Hi; = Hy; = (4.66)

Ahora, utilizando de (4.28) a (4.44) con (4.66) se obtienen las matrices A y B de la repre-
sentacién en espacio de estados (4.29) - (4.31).
Entonces, sustituyendo (4.66) para obtener Q (t) y Q" (¢) se obtiene

-1 —1
Q=|I-HyM®L| =I=1y Q"= |I-HZ@WLV ()| =I=1, (4.67)
S~—— ~——
0 0
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en este caso, tanto Q como Q" son no dependientes del tiempo. Ahora para ® (¢), ®I (¢)
y TH (t) se tiene

-1

T = [T-QWH3 LY ()QY () H5 (L] =I1=1,
T T
o = ITHQ=L=R, y & =LV 1)Q"V =LV (t)=b, -7, (4.68)
entonces
(1) = Hy (1) + H3 (1) @3 (¢) H) (£) =0,
AT () = Hf (t) + Hyj (1) @5 (1) HY (1) = —e 7",
T (t) = Hyf (t)+ Hy3 (8) @3 (1) HY (1) = —1,
() = Has(t) + Hyj (t) @3 (t) SH3s (1) = 1. (4.69)

Entonces sustituyendo (4.49), (4.66) a (4.69) en (4.41) a (4.43) los valores de Ass para la

representacién en espacio de estados se tiene

— — 1 — — 1 — 1 (et
A;p = 0; Ap(t) = i A13=0; Ay =——; Appt)=——|—=—+0b);
11 ;o Az (1) T et 413 ;o Ao K. 22 (1) 7, <Ra + >
— e_t — —_— L - L
Agz(t) = ———; A31=0; Agg=——""2—: Agg=——2" 4.70
23 ( ) Ra ) 31 ) 32 Jr . Ray 33 Ra’ ( )
y para los valores de B's se obtiene
~ ~ et~ L
Bl = O; B2 (t) = ] Bg (471)

R PR,

Sustituyendo (4.46), (4.67), (4.48), (4.70) y (4.71) en (4.32) y (4.33) se obtiene el modelo

cuasi-estacionario

: 1
_ 4.72
qr Jr . e_tp87 ( )
: 1 1 (et et
D = ——Q7 — — he— b'f‘ D8 . 4
be KT, <Ra+ >p8+Ra€1 (4.73)

Se puede observar que (4.72) y (4.73) es el mismo resultado que el obtenido en (4.62) y (4.63).
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Tabla 4.1: Pardmetros para la simulacién del ejemplo demostrativo variante en el tiempo.

Elemento | Valor

e1 110 V

R, 1.64 Q

L, 0.01 H

K, 0.01 N-m/rad
Iy 0.09 N-m-s?
b, 12.7 N-m-s

4.2.3. Comparacién de los resultados obtenidos

Para la simulacién del estado cuasi-estacionario del sistema de ejemplo demostrativo (4.72) y
(4.73), en 20-SIM® se realiza como se muestra en la Figura 4.6. Los pardmetros de simulacién
del ejemplo demostrativo se dan en la Tabla 4.1.

La Figura 4.7 muestra la conducta dindmica de la variable de estado g7 (dngulo de torsién del
eje del motor) representado con la linea continua comparada con el estado cuasi-estacionario
g7 representado con una linea punteada. La Figura 4.8 muestra la conducta dindmica de la
variable de estado pg (momento o par de torsién del eje del motor) representado con la linea
continua comparada con el estado cuasi-estacionario pg representado con una linea punteada.
El estado estacionario de las variables lentas que se obtienen después de 0.5 segundos, tanto

para el sistema original como el modelo de estado cuasi-estacionario es

qr 0.4411689016904 rad, gq7 = 0.4413792515911 rad,

ps = —0.02376225019486 N-m-s, pg = —0.02392405690913 N-m-s, (4.74)
con un error relativo de

Error relativo de g7 = —0.0476 %

Error relativo de pg = 0.68 % (4.75)

Ahora, si se deja correr la simulacién 0.5 segundos més, es decir después de 1 segundo el valor

de las variables es

. 0.2595967517268 rad, g7 = 0.2595932910495 rad,

ps = —0.009079136005225 N-m-s, pg = —0.009078800372935 N-m-s, (4.76)
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£

K
Ecuacion
@ Tiempo J—

K
/Ecua:i M

para pg

Figura 4.6: Diagrama esquemético para la simulacién del sistema cuasi-estacionario del modelo de
ejemplo demostrativo.

0.8

0.6

q7 {rad}
-, gy

0.1 0.2 . 0.3 0.4 0.5
Tiempo {s}

Figura 4.7: Dindmica de la variable de estado del modelo original (g7) y la obtenida con el modelo
de estado cuasi-estacionario (q7).
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o
£ £
Z =
®
o p°
"“'\
0 0.1 0.2 . 0.3 0.4 0.5
Tiempo {s}

Figura 4.8: Dindmica de la variable de estado del modelo original (pg) y la obtenida con el modelo
de estado cuasi-estacionario (Pg).

con un nuevo error relativo de

Error relativo de g7 = —0.0037 %

Error relativo de pg = 0.003 % (4.77)

Se puede observar que el comportamiento dindmico del modelo de estado cuasi-estacionario
no es exactamente el mismo que la dindmica de las variables lentas originales, sin embargo
a pesar de la varianza en el tiempo de algunas variables de estado, el valor final estable es

pricticamente el mismo.
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Capitulo 5

Estado Estacionario de Sistemas No

Lineales en Bond Graph

5.1. Introduccién

Una definicién de estado estacionario, también conocido como estado de equilibrio o estado
estable, es el estado del sistema cuando todas las derivadas con respecto al tiempo de las
variables de estado son cero en ausencia de disturbios variantes en el tiempo [Breedveld, 1984].
Esta definicién de estado estacionario no excluye los proceso que son alimentados por fuentes
constantes. En el caso lineal, la condicién de estado estable puede ser formulada en términos

del sistema de ecuaciones
z(t) = Az(t) + Bu(t), cuando z (t) =0. (5.1)

El concepto de estado estacionario para sistemas no lineales fue introducido por A. Isidori y
C. I. Bynes [Isidori, 1990] con la finalidad de resolver un problema de regulacién de salida. En
la mayoria de la bibliografia de sistema no lineales [Khalil, 1996, Sastry, 1999, Slotine, 1991],
en lugar de hablar de estado estacionario se menciona como puntos de equilibro, ya que la
dindmica del sistema no lineal tenderd hacfa un determinado punto de equilibrio de acuerdo
a sus condiciones iniciales, es decir, un sistema no lineal puede tener uno o mds estados

estacionarios.
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uentes
Sey MSf

u
X
acenador es uctura Union
lyC . MTF MGY
J
X

Figura 5.1: Estructura unién de un Bond Graph en cuasalidad Integral (BGI).

En [Gonzalez, 2003] se propone un método utilizando el modelado en bond graph para obtener
el estado estacionario. En este trabajo, se realiza una extensién de dicho método para una

clase de sistemas no lineales aplicandolo a la méquina sincrona.

5.2. Modelado de una clase de sistemas no lineales en bond

graph

Considerando el esquema de un modelo en bond graph con una asignaciéon de causalidad
integral (BGI) para un sistema en el cudl se incluyen los vectores claves como el que se
muestra en la Figura 5.1. En la cuél se describen las fuentes moduladas de esfuerzo y de flujo
(MS., MSy), los elementos almacenadores de energfa (C,I) y los elementos disipadores R.
También se observa la estructura unién (0,1, MTF, MGY') representada por las uniones 0 y
1, y los transfomadores y giradores modulados por variables de estado (MTF, MGY').

Las variables de energia p (t) y ¢ (t) asociadas con los elementos almacenadores en causalidad
integral representan los estados z (t) € R™ y z (t) € R™ corresponde a las variables de estado de
co-energia; u (t) € RP indican las entradas al sistema; Dy, (t) € R™ y Dyt (t) € R” representan
la relacién entre los elementos de disipacién y la estructura unién. La retroalimentacién entre

el campo de almacenadores y la estructura unién muestra que los MTF y/o MGY son
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modulados usando un bond activo.

Para la clase de sistemas no lineales analizados en esta seccién, son sistemas que presentan
multiplicacién de estados. Partiendo de que las relaciones de los almacenadores y de los disi-
padores de energia son lineales [Wellstead, 1979, Sueur, 1991]. Estas relaciones son descritas

mediante

2(t) = Fa(t) (5.2)

Dout (t) = LDy (t) (5.3)

Las relaciones de la estructura unién son

z (t) S (z) Swiz(z) Sz ()
Din (1) So1(w) Sz (w) S2s(w)

Los pardmetros de S (z) estdn dentro del conjunto {0, £1, +k; (z), £k, (z)}, donde k¢ (x) y
kg (z) son transformadores y giradores que pueden ser modulados por variables de estado
asociadas con los elementos I y/o C con asignacién de causalidad integral. Para las condi-
ciones de conservacién de potencia se establece que: Si; (z) y Sa2 (x) son matrices cuadradas
anti-simetricas, y S12 (x) es la matriz transpuesta negativa de So; (z).

La ecuacién de estado para esta clase de sistemas no lineales a partir del modelo en bond

graph es
r(t)=A(x)z(t)+ B(x)u(t) (5.5)
donde
A(z) = E Y (z)[S11(z)+ Sio (z) M (z) So1 (x)] F (5.6)
B(z) = E'(2)[S13(x)+ Si2(x) M (x) Sas (z))] (5.7)
M(z) = [I— LSy (z) 'L (5.8)
E(z) = I+5Su(x)F; Sy (x)" F (5.9)

En la siguiente seccién se propone un modelo en bond graph para la obtencién de la respuesta

en estado estacionario para una clase de sistemas no lineales.
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uentes
Sey MSf

u
X
acenador eg uctura union
lyC . MTF,MGY
A
X

Figura 5.2: Estructura unién de un Bond Graph en cuasalidad Derivativa (BGD).

5.3. Estado estacionario de una clase de sistemas no lineales

modelado en bond graph

La respuesta de estado estable es de mucha utilidad para conocer el valor que puede alcanzar
cada variable de estado del sistema cuando ha finalizado el periodo dindmico.

Las propiedades de un modelo en bond graph con asignacién de causalidad derivativa se
describen en el siguiente Lema.

Lema 6.1. Un modelo en bond graph de una clase de sistemas no lineales que contiene pro-
ducto de estados y con una asignacion de causalidad derivativa a los elementos almacenadores

de energia como se muestra en la Figura 5.2 tiene una estructura unién J (x) definida por

z (t) _ J11 (33) J12 (:1:) J13 (:B) ng (t) ’ (510)
Dy, (t) Jo (x) a2 (x) Jas(w)
u(t)
donde
2(t) = Fx(t), Dy (t) = LaDf, (t) (5.11)

Los elementos de J (x) toman valores dentro del conjunto {0, £1, +l; (z) , £ly ()} donde l; ()
y lg (x) son los mddulos del transformador y del girador para la clase de sistemas no lineales

en este trabajo; estos mddulos son dependientes de las variables p (t) y/o q(t) asociadas con
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los elementos almacenadores I y/o C en causalidad derivativa, respectivamente.
Entonces, el modelo matemdtico considerando las relaciones constitutivas dadas por (5.11)

estd dado por,

2(t) = A* (x) z (t) + B* (z) u(t) (5.12)
donde
A* (z) = Ji1 (2) + Jiz (z) N (z) J2 (2) (5.13)
B* (z) = Ji3 (z) + Ji2 () N (2) Jog () (5.14)
N (z) = [I — LgJos ()] " L. (5.15)

Ademds, suponiendo que A* (z) es invertible, la respuesta en estado estacionario es definida
por

2ss = B* (x) ugs, (5.16)

usando (5.11) se obtiene

T = F1B* () ugs. (5.17)

Para la mayorfa de los sistemas no lineales (5.17) serd un sistema de ecuaciones no lineales
que dependen de las variables de estado. Para poder resolver (5.17) es necesario usar un
método para encontrar las raices del sistema.

Los métodos tales como la biseccién y el de la posicién falsa para encontrar las raices de una
ecuacion no lineal f (z) = 0 requiere tener la raiz del sistema entre dos estimaciones. Tales
métodos son llamados métodos cerrados. Estos métodos siempre son convergentes ya que se
basan en reducir el intervalo entre dos estimaciones hasta llegar a que la diferencia sea cero,

entonces se obtendrd el valor de la raiz de la ecuacién [Kaw, 2011].

5.3.1. El método iterativo de Newton-Raphson

En el método de Newton-Rapshon la raiz de la ecuacién no se encuentra encerrada dentro de
dos valores estimados. De hecho, sélo se necesita un valor supuesto inicial para comenzar el
proceso iterativo para encontrar la raiz de una ecuacién [Kaw, 2011]. Por consiguiente, este

método cae dentro de la categorfa de los métodos abiertos. La convergencia en los métodos
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abiertos no estd garantizada, pero si el método converge, lo hace mucho mds réapido que los
métodos cerrados.

El método de Newton-Raphson estd basado en el principio de que si la estimacion inicial de la
raiz de f (z) = 0 estd en x;, entonces si se traza la tangente a la curva en f (x;), el punto ;41
donde la tangente cruza el eje x serd un estimado mejorado de la raiz. Usando la definicién

de la pendiente de una funcién en x = x;

i)—0
[ (x;) = tanf = ];z(i)wm (5.18)
la cudl entrega

TS )
La ecuacion (5.19) es conocida como la férmula de Newton-Raphson para resolver ecuaciones
no lineales de la forma f(z) = 0. Entonces, comenzando con un estimado inicial z;, se
puede encontrar el estimado siguiente x; 1, por medio de la ecuacién (5.19). Se puede repetir
este proceso hasta encontrar el valor de la raiz dentro de un valor de tolerancia deseable
[Kaw, 2011]. La extensién logica del método de Newton-Raphson para resolver un sistema de
ecuaciones no lineales, del tipo F'(z) = 0 (se cambia de f(x) a F (x) para distinguir entre

una sola ecuacién y un sistema de ecuaciones), con z € R" y F = (Fy, Fy,--- , Fy,), es decir,

F : R" — R", consiste en construir una sucesién de vectores mediante el siguiente proceso

iterativo
gk = k) _ g (m(k)>71 F (x(k)> (5.20)
donde z(*) = (xgk), l‘gk), e ,a:&f“)) eR"y F’ (m(k)) es la matriz Jacobiana de F) esta matriz

se construye mediante derivadas parciales [Plaza, 2013],

on(®) - R (W)
ox1 0zn,
F (a:(k)) - : : . (5.21)
oF, (:E(k)) : oF, (m(k))
ox1 . Oxn

FEn la siguiente seccién se aplicard el método de Newton-Raphson como complemento para
obtener el estado estacionario de un sistema no lineal representado en bond graph aplicandolo

en dos ejemplos: la méquina sincrona y un aerogenerador con méaquina de induccién.
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11

Mo Ie—2— 1 —2— Se:V; 1" Lq

R:RF

Figura 5.3: Un bond graph de la mdquina sincrona con asignacién de causalidad integral.

5.4. Ejemplo 1: Obtenciéon del estado estacionario de una maquina

sincrona en bond graph

Ya se definié el modelo en bond graph de la médquina sincrona en el Ejemplo 1 de la seccién
de caso de estudio 1. De acuerdo con la Figura 3.3, un modelo en bond graph de la maquina
sincrona en los ejes d-¢ se muestra en la Figura 5.3 [Sahm, 1979], donde al igual que en
los ejemplos anteriores, la méaquina sincrona estd conectada a un bus infinito y es necesario
realizar una transformaciéon de Park para pasar del dominio trifdsico abc a un marco de

referencia dqO.

Los vectores claves del bond graph en causalidad integral son

D3 €3 €2 /3 Jo el
D5 : es er f5 Iz €6
P11 el €13 fi1 fi3 €16
| D18 | | e1s | | €20 | ity | f20 | e12

(5.22)
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Las relaciones constitutivas son

L = diag{R4, Rp, Ry, D}; F~'=diag{Mar, Ly, Ty}, (5.23)
donde
La M
Myp = , (5.24)
M Lp

la estructura unién, S (x) es

éf,
&
8 5
ée 0 60 0 0O -py[-1 0 0O 0|1 O O Oéf U
é,. u é ué, u
a&5 a0 0 0 0|0 -1 0 0[0 1 0 Opafyy
ée,0 €0 0 0O p, [0 O -1 0|0 O 1 08U
é u é ué “u
& g_gPy O -p, 0|0 0 0 -1/0 0 0 lgeey
ef,0 €1 0 0 0|0 0 O 0|0 0 0 008!
e u é ue ~u
ef 80 1 0 0 [0 0 O 0[O0 O 0 0géey
és 4 & uégt
gfag g0 01 00 0 0 0)00 0 Ojgey
afpf 80 0 0 1[0 O O 0|0 O O Ogéeul
e u
%2
oM

(5.25)

Por comparacién de (5.25) con (5.4), notar que las submatrices Si2, So1, S13, S22, y Sa3 son
matrices constantes, es decir, no dependen de x, y S11 (z) es una submatriz dependiente de

x. Entonces, usando (5.5) a (5.9) y (5.23) a (5.25) se obtiene la representacién en variables

de estado
_Lefy MB, o _pu 1000
MfF _LdfF 0 0 0100
i (1) = . z(t)+ u(t), (5.26)
0 0 _TZ %3] 0010
] LFAPII _Mgu _%i _T% | |0 0 0 1|
donde
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R-:_Rd Se:Tm R_:_Rq
2 Pn 16 P3 13
SeVg—L—11 &> MGY —L—i1 1 5 MGY —¥—i1 1 x—12—Se:V,
20 18
3
R:D |'|'J 1
Mg | 2 41 —2— Se:V; I:Lq
7
R:RF

Figura 5.4: Un bond graph de la mdquina sincrona con asignacién de causalidad derivativa.

El modelo en bond graph correspondiente para obtener el estado estacionario se muestra en

la Figura 5.4. Notar que los elementos almacenadores tienen una asignacién de causalidad

derivativa.

Los vectores claves para el BGD son

€9 f2 €1
e e
D;in = ! ;Dgut = f7 U= ° ) (528)

€13 f13 e16

| €20 | | f20 | €12 |

las relaciones constitutivas son
1 1 1 1

Ly=di —_— =, = . 5.29

1= diag{ .- Rq 5 (5.20)
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La estructura unién del BGD es

éf,u 60 0 0 0|1 0 0 0]0 0 O
e, 0 é

afsg 60 0 0 010 1 0 0000
&,0 80 0 0 0|0 0O 1 0|00 O
e, u e

ehoy_g0 0 0 0)0 0 0 1]000
€U €1 0 0 0|0 0 0 -p,|L 0O
e e

Sei &0 -1 0 0|0 0 0 O 010
.0 € 0 -1 0(0 0 0 p 0010
g 80 0 0 -1|p, 0 -p, 0 [0 0 0 1

o
VOOV

> (D> > (D>
—h

8 &

(Y ey axY e Y ax Y ey

5]

N Cy
» (D> D> (D> (D>

® %
52 850 P
(@ oy eny e el eni}

(5.30)

Entonces, usando (5.14), (5.15) y (5.29) a (5.30) se puede obtener la matrix B* (z) para poder

obtener el estado estacionario de la maquina, entonces

donde

[ p3+DRy 0 papi1 _ Rgpui ]|
W () W (x) W ()
1
0 7 0 0
P3p11 0 p}1+DRg Rgp3
T (x) W (x) (x)
Rqp11 0 _ Rgps RqRy

U (x) = Rgp3 + Ryp?, + DR4R,.

(5.31)

(5.32)

Mediante la sustitucién de (5.28), (5.31) y (5.32) en (5.17), se obtiene el sistema de estado

estacionario

p3
b5
P11
P18

- - 88

Meg | Lal(

P§+DRq)61+€12p3p11*Rq€16p11]

Ryp3+Rqp?+DRqR,

[(p§+DRq)€1 +e12p3pi1 *Rqelﬁpn]

Lpes + M

Rap3+Rqpt+DRaRg
Lq[(p},+DRy)e1a+e1pspri+Raei6ps]

Rap3+Rqpt+DRaRg
Tj(Rge1p11—Rge12p3+RqRqe16)
dengqu%lJrDRdRq

(5.33)

Como (5.33) tiene dependencia de las variables ps y pi1, esta ecuacién todavia no es la

solucién, es necesario resolver el sistema de ecuaciones no lineales aplicando el método de
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Newton-Raphson a (5.33). El primer paso del método es hacer F' igual a cero con la finalidad

de obtener Fy, Fy, .-, F},,

I Fy = pa — Mes _ La[(p3+DRy)e1+e1apspii—Rqerepin] |
1=P3~ Rp Rap2+Rqap, + DR4R,
F— __ Lpeg M[(P§+DRq)81+612P3P11—Rq616p11]
P 5 =D5 Rp Ryp2+Rqp?,+DR4Ry ' (5.34)
Fi = _ Lq[(p?,+DRg)e1a+e1pspii+Raeiops]
11 = Pu Rup2+Rop, +DR.R,
Tj(Rge1p11—Rge12p3+RyRqe16)
Fig = — = q
I 18 = P18 Rap?+Rqp?, + DRaRy ]

En seguida, se debe encontrar F’ (m(k))

con (5.21), es decir, la matrix Jacobiana de (5.33)

resultando,
[ oF3(x) OF3(z) T
3;3 0 33105 0
OFs(x) 1 OFs(x) 0
Vo <x(k)> _ 9p3 Ips (5.35)
OF11(x) 0 OF1(x) 0 ’
Ops Jps
OF18(x) OFg(x)
| T 0 o 1
donde la primera columna es
OF; (z) | _ Lal(2Bq [erpur + Raere] — Raer2ps) ps] pu
8]?3 I
La [Rqe12p7) + DRgRye12] p11 ’ (5.36)
T
OF;(z) _ MRq[2Rseiops + D (Ryers — e1ap3)] pua
ops r
MR, [2e1p3p}; + e12p%, — DRqe1ps] 7 (5.37)
T
OFn (z) _ LeRa [(—Rge16 — e1p11) p3 + (Rqe1 — 2e12p3) i, |
8}93 - r
DL4Rg [Rse1p11 + 2Rge12p3 + RaR e16)
— , (5.38)
r
oFis(v) _  TyRq [Rae12p3 — Ree12p3 — DRyRye12)
ops r
2T 7Ry R, R
n JRiRq [e1p11 + Raieis] p3 (5.39)

P )
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la tercera columna

OF3(z) _  LaR, [—2e1p3 — 2D Ryer — exapspin] pin + LgRie12pt
Opn r
LqRg [e12 (3 + DRy) p3 — Ry (p3 — DRy) €16
- , (5.40)
r
OFs(z) MRy [Ry (=2Dey — 2Derapapin + erspi1) — 2e1p3) pu1
Ip11 I
 MRq [e1op5 + Ry (Deraps — e16p3 — DRyess)] (5.41)
T ’ '
oF (z) 1 Lq [2R4e12p3 — Ree1pspi1 — 2RqaRqe16p3) p11
Opn r
R Lgp?+ DL,R
_ Baer [Laps + DLyRy| ps (5.42)
T
OFg(z) - Ty [ZRdRqelzpz - Rg (e1p11 + 2Rd616)] P11
Op11 r
 TyR4R, [61111?, + DRye1] (5.43)
OFis(x) . Ty[2R4Ree1ops — Ry (erp11 + 2Rqer6)] p1y
Op11 r
TiR4R 2+ DR
_TjRaR, [61§3 + DRye1] 7 (5.44)
donde
T = (Rap2 + Ryp? + DR4R,)”. (5.45)

Finalmente, sustituyendo de (5.35) a (5.45) dentro de (5.33) se puede resolver el sistema
(5.33) y encontrar los valores en estado estacionario de las variables.
5.4.1. Comparacién de los resultados obtenidos

Con el objetivo de verificar el estado estacionario de una maquina sincrona, en las Figuras
5.5 a 5.8 se muestra el comportamiento de las variables, donde los pardmetros numeéricos

[Anderson, 2003] son los que se muestran en la Tabla 5.1.
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P, v

Tabla 5.1: Pardametros para la simulacién de la maquina sincrona.

Elemento | Valor
T; 2.37 N-s?/m
Ry 0.1 Q2
R, 0.1Q

D 3 N-s/m
Lg 1.7H

L, 1.64 H
Lp 1.66 H
M 1.55 H
Rp 11 ©

Vd = €1 0.106 V
VF — €6 30V

Vq = €12 165.27 V
Tm = €16 500 N

20

-0.9916254822751

-30, 15
Tiempo {s}

Figura 5.5: Enlace de flujo p3 en Ly y su valor en estado estacionario.
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20

-0.2584071910583

Py tv-s)

-30,

0 5 10 15 20 25 30
Tiempo {s}
Figura 5.6: Enlace de flujo ps en Lr y su valor en estado estacionario.
20

0.001211971316323

Py tv-s)

15
Tiempo {s}

Figura 5.7: Enlace de flujo p11 en Ly y su valor en estado estacionario.
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394.9976395894

400
T 300
£
£ 200
®
-
(@X
100
0l
0 5 10 20

Figura 5.8: Momento angular p1g en T’y y su valor en estado estacionario.

15
Tiempo {s}

30

Sustituyendo los pardmetros de la Tabla 5.1, y usando el método de Newton-Raphson en

(5.33), después de cinco iteraciones, se obtiene

p3
Ps
P11
P18

—0,9916254822747 V-s
—0,2584071910579 V-s

0,0012119713164 V-s

| 394,9976395895742 N-m-s

ssNR

(5.46)

Si se comparan los resultados del estado estacionario obtenidos mediante el método de

Newton-Raphson en (5.46) con los estados estables que se ven en las Figura 5.5 a la 5.8,

los errores relativos de las variables de estado son

Error relativo de pg
Error relativo de pg
Error relativo de p11

Error relativo de pig

~0,0000008% |

—0,00000036 %
0,0000079 %

| —0,0000079 %

(5.47)

Se puede observar que la diferencia del valor de las variables del modelo de la maquina

sfncrona en estado estacionario y el valor obtenido utilizando el BGD es préacticamente nulo.
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L |
s g e
1l /,
9 C:Kng R:Dng C:Kph  R:Dbh
Mse 1 2’8\,\4; 3'% 34
I:Hg 1 1:Hh 1 I:Hp
Wel gr
vy 13 s 29 32 36
w, Wi Wi
W 1 12 'l 15 o 28 1 31 o 35 1138 eTh
4 20 30 37
>-We | dr .[ L .[
16 R:Dg R:Dp R:Dp
Mse Mse
numero de
18 22 paresde
21 6 6 7 /7 17 polos
Vs =11 B I O] 1 MGY
igs " I gs Lq I'ar Ty
R:Rs R:Ry N1 arje

Figura 5.9: Bond graph con causalidad integral asignada de la turbina de viento.

5.5. Ejemplo 2: Obtencién del estado estacionario de un aero-

generador con maquina de induccién con bond graph

Anteriormente, en un ejemplo se definié el modelo en coordenadas dg0 de la maquina de
induccién o asincrona y el modelo mecénico de tres masas de la turbina de viento (Figuras
3.18 y 3.25 respectivamente). De acuerdo con la Figura 3.18, se describe en la Figura 5.9
el bond graph de la maquina de induccién en los ejes dg0 [Junco, 1999, Borutzky, 2011]
agregando el modelo mecédnico de la turbina. En la Figura 5.9 se puede ver la resistencia
de estator (Rs) y la resistencia del rotor referida al estator (R,), también se presentan los
efectos debidos a la inductancia mutua en ambos ejes d y ¢ mediante los campos-1, Ly y Lg,
respectivamente. Este bond graph corresponde al sistema fisico idealizado en la Figura 3.18,
donde la letra p dentro de un circulo representa a un detector de estados, en este caso, los

detectores sensan los enlaces de flujo dentro de los devanados.
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Los vectores clave y las relaciones constitutivas para el bond graph de la Figura 5.9 son:

u
D out

Din

€1

€21

€3

8

fou

T
ey €3 €19 €0 €23 €27 €30 €34 637] )

T
fo fs fio foo fe3 for fao faa f37} ;

para las dindmicas lentas son

xr1 =

y para las dindmicas rdpidas se tiene

T =

Para las fuentes moduladas se tiene que

Pp13
a26
P29
433

P36

P4
Ds
Y3

p7 |

C Xy =

€3

€9

€4

€5

€6

er

€13
Jo6
€29
f33

€36

WrAgs = foaDe;

WEAgr = fo4p7;

y para los giradores modulados

€10

NAgr
0

n/\dr

T
; L= Diag {R37 R,, R, R, Dga Dhga Dy, Dy, Db} s

(5.48)
J13 - -
s Lm 0 0
0 L 0 0
— m T
foo |iF5 ' = . (5.49)
0 0 L, Lp
€33
0 0 Lp, L
| f36 | - -
fa
f5 . ,
; Fy = Diag{Hy, Kng, Hp, Kpn, Hp} . (5.50)
o
fr
e18 = —WrAds = —f24P4;
€22 = —WrAdr = — f24Ps, (5.51)
€11 €10 0 7npr e11
= = ;
it | J1o0 o 0] [
Sl S S R N Rl BCr
fir | | J16 _nﬁ 0 || fir |
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A partir de (3.86) y un anélisis del bond graph de la Figura 5.9 se obtiene la matriz de
estructura union,

ef,U

u

€%

0 0éf,U
ué " u
0 1e&s
0 T, 0
ué a
0 gefa

=
'
=
=
o

o
©O O O O O OO pPr OO0 o ojloo oo

0 -hp,

'
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o

o~ O
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or oo
oo oo o

. o
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o r oo
o oo o

o oo oo

'
=
'
[
'
=

ol © © o o
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ol o o
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O oo © o o o
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=

'hp7

» O Offc © o o o
O O Ol o o o o

'
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'
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KL G O
@ D> D> (D> (D> (D> (D> D> (D> (D> (D> (D> D>y(D> (D> D> (D> (D> (D> > D> D> (D> (D> (D> (D> D~

(D> (D> (D> (D> (D> (D

o

— —h
o N

—h
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©

—h

N
S

» o o o o|ls o

—h

N
N

'
=
P P O OO O O|lO © © of|lo
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)
S

'
[N

i
®

N
&

[(oNaY e ey ey ey ey ey ey ey exy any ey e
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O O OO O O O O oJlo o o ol o
O O OO0 O OO O oloo oo
O O OO O O 0O O FrOOoOOoOoolfloo oo o
©O O OO O OPr OO0l o o ofloo oo
O O OO O PFr OO Ol o o olloco oo
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O O OO O O o o o/loo oo
O O OO0 O OO O oloo oo
O O OO O O o o oloo o
O O O O O O o o o|lo
O O OO O OO O ol o o ok oo oo
O O OO o o o o (}IJ
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&P ofP

c N

o O o
o

@@ D> D D> D D> D> D> (D> (D> (D> (D> (DY
—h

—h
W
3

88 (5.53)

Por comparacién de (5.53) con (3.86) se obtienen las submatrices S (x) y usando de (3.87)
a (3.92) se obtienen las matrices A y B de la representacion en espacio de estados (3.84) y

(3.85).

Para la matriz A1 se tiene

— 1. (Dg + Dgn) K%h 7 Dan 0 0
_H% 0 HL}L 0 0
An = Hingh _%ﬁ —Hih (Dy + Dy, + Dygp) K%m H%,Dbh ’
0 0 — 0 i
I 0 0 7 Don &~ (Do + Dun)
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para Aja () se obtiene

0 0
n
A = —
12 () A 0 0
0 0
i 0 0
donde
A=1L,L
Para la matriz B,
0 0
0 O
Bi=10 0
0 0
i 0 O
La matriz As; () queda
_me7
—Lyp7
=t |
9 me5
L, ps
Ass queda
L3Ry — LyLiRs  LmLsRs— LiLoRy
1 LmL'rRr - LmL'rRs L?nRs - L’I‘LSR’I‘
A22 - Z
0 0

0 0

145

—I?

—Lpypr Lgpr Lpps —Lgps

= o O O O

0

0
0 0
0 0
0 0

m:*

o o o o o

o o o O
o o o O
o o o O
o o o O

0
0
L2 R, — L.LsR,
LyLyRy — L Ly R

0
0
LymL.Rs — Ly LR,
L2 R, — L.L;R,

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

)

(5.59)
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idr
5 d.1. 10

Wr 1
A4
»—We | gr
16
Mse Mse
18 22
Vq32116|p6|7{7_1,17MGv
Igs S L
o a q
R'Rs

Figura 5.10: Bond graph con causalidad derivativa asignada de la turbina de viento.

Finalmente, para By (x) se tiene

B2 (33‘)

L, o0
L, 0
0 —L,
0 L.

o o o O

C:Khgl R:Dhg C:Kbh
26 ,A; g&
I:Hg 1 1:Hh 1
13[ 5.[\ 29[ 32
12 W[1, 15 | 28 Whl 3, T
Lzo L30
R:Dg R:Dn
numero de
paresde
polos
p7Lm + pGLs
p6Lm + prLly
(5.60)
—PsLm — paLs
_p4Lm - per 1

Ahora, cambiando la causalidad de todos los elementos almacenadores de energia se obtiene

el Bond Graph en causalidad Derivativa (BGD) del modelo de la turbina de viento que se

muestra en la Figura 5.10.

Los vectores claves para el BGD son,

N

€2

€1

T
eg €19 e €23 far fao [ f37} ;

T
fs fio fao f23 ear e30 e 637} ;
T

€21 €38 f24

146

(5.61)



Capitulo 5. Estado Estacionario de Sistemas No-Lineales en Bond Graph

Las relaciones constitutivas son

b

(5.62)

Para las fuentes moduladas y los giradores son (5.51) y (5.52), respectivamente.

Un anélisis del modelo BGD de la Figura 5.10 permite determinar la matriz de estructura

union J (), la cudl queda,

IS

Th =k —h —h =k
B~ o

g

> (D> (D> (D (D> (D> (D> (D> (D> (D> (D> (D
—h
N
2]

o oo oo oo oo o oc

#

L p 0

w_hr\:_“
8 N B

—h

® 8
(oYY NN NN YN N Y N =N = s

@ D> D> D> D> D> D> (D> D> D> D> D> D> D> (D
NP P

—h
)
S

@D D D D D D D D D D> D D> (D> D> D D> D> D> D> D> D> D> D D D D> D

o

O O ©O o o

'
[N

O O O o o
O O O o o

» © O OO0 o

m © OO0 o oo
o

a

OO0 O O OO O o o

OOOOOH

o o

s ©O O0lo o oo oo oo

O O O O o oo

OOOOOO;OOOOOOOOOOO
OOOOO;OOOOOOOOOOOO
OOOO,I_‘OOOOOOOOOOOOO

O O O O olo o
O O O O 0Ol0oO0 o or oo o
>

mO0Oo0oo0coo|lloLooooo
P OoOPr oogpg O

>

O O 0O O0ODT OO0 O O 0Ol OO0 o O r o

'
=

'hp5

3

P O PFPPFP OOOOOUR|IOFrRr OO0 OO OO
P PO OOOOOOURrRIOO0OO OO O OoOOo
O O OO O 0O 0O OO0 0Ol OO0 O O K
O O OO O 0O 0O OO0 0Ol OO0 o kr oo

o O O o
o O O o
o O O o

.
gon—\o»—xon—'oooo
K

o

O O O O olo o
O O O O o

'

[
'

=

O O OO O O o o o o|lo o
O O OO O oo o o o

O O O o
o O o o

. ©O|lo 0o o oo oo o

O O O O O O o o

O O OO OO OO0 o o o

'
=

O O O O o o

m © O OO Ok OFr OO0 O O O

O O O o

e u
&%

éf24§ . (5

63)

Entonces, usando (5.14), (5.15) y (5.61) a (5.63) se puede obtener la matrix N (z) para poder
obtener el estado estacionario del aerogenerador, entonces

N (z) =

0 0 0 0
2
n“psp7 npy
0 R ¥ (2) “v@ 9
= 0 0 0
* 2p24R.D ps
0 ‘r T np. 0
Ry (x) \I/R(T)
nps .
0 Y@ T (o) 0
0 0 0 Djgy
nDpps Rr Dy
0 ) T 9
0 0 0 0
nDyps Ry Dy
0 T e () 0

147

0

nDyp7
()
0

nDpps
T ()

Ry Dy,
T (z)

0

Dp[ps7+Rr(Dp+Dg)]
T (z)

0
Ry Dy Dp,
()

0

nDyp7
W (x)

0

_nDyps
T ()
Ry Dy
T (=)
0
_BrDy Dy,
v (x)
0

Dy[ps7+Rr(Dg+Dp)]

(5.64)
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con (5.64) se encuentra B* (z) sustituyendo en (5.14), entonces

- -
A 0 0 v
D
0 0 ¥ W)
1
0 —x 0 —%‘i
D
T I
¥ _ R, n(pE+p?
B@=| 0 o0  f= ) | (5.65)
0 0 P57+Rng _T](ngrp%)(DlrFDh)
T U(x) ( \P(w))
R, n(p3+p3
0 0 6] V)
0 0 P57+ T(Dg+Dh) _T](ngrp%)Db
¥(z) ( ;1’(1»‘%)
R, n(ps+p
| 00 (o) W@
donde
DT = Db + Dg + Dh7
pst = 0 (pE+p3),
U (z) = ps7+R-Dr. (5.66)
Mediante la sustitucién de (5.61), (5.65) y (5.66) en (5.17), se obtiene el sistema en estado
estacionario
P4 [ fo [ 76 + L’"(D)Tm _,E) 638177}
D5 foa [ 7Pe + LT(D yP1T— x) 638]97}
D6 "L(x)egspf) L. Frean — foa [R Pa + \I,(I p5}
L m L’I‘DT
pr B(r) €305 — Fe21 — Jaa [Rs 0] p5}
P13 = HHRT638+7ZIII'(I;)( PE+p3) foa (5.67)
Q26 th(P57+Rng)€38*77th(pg+p$)(Db+Dh)f24
‘I/(z)( ) 2)
Hp, Rresg+nHp (p5+p7 ) f24
P29 TR
433 Ko [ps7+Rr(Dg+Dp)less—nKpn Dy (p2+D2) f24
T ()
D6 Hy Rrezs+nHy (p2+p2) foa
L 1 ss L W(z) d g

Ahora, sustituyendo los valores numéricos de la médquina de induccién y los valores de la
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Tabla 5.2: Pardmetros para la simulacién del aerogenerador.

Elemento | Valor Elemento | Valor
H, 0.089 N-m-s* | R, 0.435 Q
Hy, 0.03 N-m-s? R, 0.816
H, 0.05 N-m-s? L 0.0713 H
Ky, 0.001 N-m/rad | L, 0.0713 H
Ky 0.001 N-m/rad | L, 0.0693 H
D, 0.1 N-m-s n 2 pares
Dh 0.3 N-m-s €1 oV

Dy 0.4 N-m-s €1 269.412 'V
Dbh 0.4 N-m-s €38 100 N
Dy 0.3 N-m-s foa 377 rad/s

parte mecdnica del aerogenerador que se dan en la Tabla 5.2, (5.67) se convierte en

2
Ps
Pe
b7
P13
q26
P29

q33

P36

Ss

__ T0dpr
61,793pe + 4p2+4p2+0,6528
__7.2441pr
60,06pe + Ap2+4p2+0,6528
7,0409p
—61,793p4 — W-H)?Gm — 44,159

4p2+4p2+0,6528

67,106(p2+p?)+7,2624

0,1278(p2+p?)—0,00816
T 4p2+4p2+0,6528
22,625

4pE+4p2-+0,6528

(5.68)

p2+p?)+2,448

4p2+4p2+0,6528
0,0984(p2+p?)+0,03264

4p2+4p2+0,6528
37,7(p2+p2)+4,08

4p2+4p2+0,6528

- 88

Como (5.68) tiene dependencia de las variables p4, ps, ps y p7, esta ecuacién todavia no es

la solucién, en necesario resolver el sistema de ecuaciones no lineales aplicando el método de

Newton-Raphson a (5.68).
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El primer paso del método es hacer F' igual a cero con la finalidad de obtener Fi, F3,--- , F,,
i o B 7,04p7 i r
Fy = pa = 6L,793ps — grryr o508 0
o _ 7,2441py
Fs = ps — 60,06ps — 2257 0 6508 0
Fs = 61,793ps + a5 1 44 159
6 = Po + OL,1959pa + 3577 777G g5 T 4% 0
F7 =p7+ 60,06])4 + M% + 42,92 0
- 67,106( pZ+p?)+7,2624 B
F(2) = Fig = pry — T4 =l o (5.69)
0,1278(p2+p2)—0,00816
Fas = q26 + 4p§(+zp$jr)(),6528 0
22,62(p2+p?)+2,448 0
Foo =pa9 — Ap7+ 470,658
P — _0,0984(pZ+p?)+0,03264 0
33 = 433 4p2 +4p2+0,6528
37,7(p2+p2)+4,08 0
| F6 = p3s — Ap2+4p2+0,6528 i L

En seguida, se debe encontrar F”’ (x(k)) con (5.21), es decir, la matrix Jacobiana de (5.68)

resultando,
! o 61793 2D 0 0 0 0 0
0 2 6006 22 0 0 0 0 0
61,793 2ol 1 o) 00 0 0 0
6006 ~ ZrD o 2D 9 9 g 0 0
F’(x(k)>= 0 Ofale) g WMl 4 g g g g
0 i 0 2@ g 1.0 0 0
0 Moole) o 2 g g 1 0 0
0 Maale) o 2wl g 9 0 10
_0—61,793%?5(“’") 0 ”57?7(@00001_
donde la segunda columna es
OFy (z) 56,3272psp7
Ops  [4(p? + p2) +0,6528]"
OF5 (x) 14 57,9528psp7
Ops [4 (p2 +p2) +0,6528]*

OFg (x) _ 28,1636 (p? — p?) +4,5963

dps

[4 (p2 + p2) +0,6528)
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OFy (x) _ 28,9764 (p? — p?) +4,7289

Ips [4 (p% + p2) + 0,6528]
OF 3 (z) 29,5144ps
aps [4 (p2 + p2) + 0,6528]%
OFs () 0,23208ps
dps (4 (p2 + p2) +0,6528]%
0F5g () 9,9486ps5
aps [4 (p? + p2) +0,6528]°
OF33 (x) 0,13265p5
Ops  [4(p2 +p2) +0,6528]"
OFsg () 16,5811ps
Ips [4 (p? + p2) +0,6528]°

la cuarta columna

OFy (x) _ 28,1636 (p2 — p2) — 4,5963

Opr [4 (p2 + p2) +0,6528)
OFs (x) 28,9764 (p? — p2) — 4,7289
o (4 (p2 + p2) + 0,6528]"

OFs () 56,3272pspr
o [4 (p2 + p2) +0,6528]*
OFr(x) _, 57,9528ps5p7
dpr [4 (p2 + p2) +0,6528]%
OFy3 () 29,5144p7
o [4 (p2 + p2) +0,6528]
OFyg () 0,23208p7
Ipr [4(p2+p2) +0,6528)°
OFyg () 9,9486p7
o [4 (p2 + p2) +0,6528]*
OFs3 () 0,13265p7
O [4(p2+p2) +0,6528]%
OF36 () 16,5811p;
o [4 (p2 + p2) +0,6528]*

151

(5.74)

(5.75)

(5.76)

(5.77)

(5.78)

(5.79)
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(5.85)
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(5.87)

(5.88)
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Finalmente, sustituyendo de (5.70) a (5.88) dentro de (5.68) se puede resolver el sistema

(5.68) y determinar los valores en estado estacionario de las variables de estado.

Antes de realizar la simulacién, se verifica que el sistema del aerogenerador tenga estabilidad

interna, es decir, se debe cumplir la condicién dada en (3.12), partiendo de
g = Anz1 + Axpzs + Bou. (5.89)

Se sustituyen en (5.89) los valores encontrados Az; (), Asa y B2 (x) (ecuaciones (5.58),
(5.59) y (5.60) respectivamente), y los vectores z1, 2 y u, asi como los pardmetros de la
mdquina de induccién y de la modelo de tres masas de la turbina de viento, y realizando

derivadas parciales con respecto a las variables rdpidas (p4, ps, p¢ ¥ p7), se obtiene

[ 6,0719 —6,6947 26,83 26,126 — 1,5573p13 |
B9 | 66947 ~7,3229 26126 26,88 - 1.6022p1s | 5.0
Oy 26,88 1,5573p13 — 26,126 6,0719 16,6947

| 26,126 1,6022p13 — 26,88 6,6947 73220

Como la variable lenta se encuentra muy cerca de su valor inicial, se considera p;3 = 0,

6,0719 —6,6947 26,88 26,126
dg 6,6947 —7,3229 26,126 26,88
=9 = : (5.91)
022,50 —26,88 —26,126 6,0719 —6,6947

| —26,126 26,88 6,6947 —7,3229 |

Se encuentran los valores propios de (5.91), se obtiene

~0,6255 — 53,0054
—0,6255 + 53,0054
\ = (5.92)
—0,6255 — 0,75469i

| —0,6255 + 0,75469i

Por lo que, se cumple la condicién de Re A {%} < —c¢ < 0, es decir todos los eigenvalores

tienen parte real negativa, por lo que el sistema tiene estabildad interna.
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0
g -0.5 -0.6831665472445
Aul
o 1
15
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7
Tiempo {s}

Figura 5.11: Enlace de flujo ps ( Ags ) y su valor en estado estacionario.

5.5.1. Comparacién de los resultados obtenidos

Con el objetivo de verificar el estado estacionario del modelo del aerogenerador, en las Figuras

5.11 a 5.19 se muestra las dindmicas de las variables de estado.

Utilizando el método de Newton-Raphson en (5.68), después de seis iteraciones, se obtiene

2!
Y25
Pe
pr
P13
a26
P29
433

D36

ssNR

—0,683199896646768 V-s
—0,647934976303497 V-s
—0,015625579862299 V-s
0,094984893014545 V-s
15,218629097913546 N-m-s
—0,019697082450892 rad
9,129874976370128 N-m-s
0,031601666969469 rad
8,549791627896651 N-m-s

ssNR

(5.93)

Si se comparan los resultados del estado estacionario obtenidos mediante el método de

Newton-Raphson en (5.93) con las dindmicas que se ilustran en las Figuras 5.11 a la 5.19, los
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Figura 5.12: Enlace de flujo p5 ( Ag- ) y su valor en estado estacionario.
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Figura 5.13: Enlace de flujo pg ( Ags ) y su valor en estado estacionario.
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0.6 | ﬂ ”
04
0
2 02 0.09455473189184
~ ! ]
Qo 4 | | | | | | “
-0.2 H
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Tiempo {s}
Figura 5.14: Enlace de flujo p7 ( A\g- ) y su valor en estado estacionario.
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Figura 5.15: Momento de torsién angular p13 en la flecha del generador y su valor en estado
estacionario.
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Figura 5.16: Angulo de torsién gog entre la flecha del generador y el buje, y su valor en estado

estacionario.
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Figura 5.17: Momento de torsién angular pag en el buje y su valor en estado estacionario.
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Figura 5.18: Angulo de torsién g33 entre el buje y el eje de las aspas, y su valor en estado estacionario.
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Figura 5.19: Momento de torsién angular psg en el eje de las aspas del aerogenerador y su valor en
estado estacionario.
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errores relativos de las variables de estado son

Error relativo de py
Error relativo de ps
Error relativo de pg
Error relativo de p7
Error relativo de pi3
Error relativo de ¢og
Error relativo de pog
Error relativo de g33

Error relativo de psg

—0,00138 %
0,0164 %
~0,154 %
~0,535 %
0,00073 %
0,00446 %
0,000733 %
—0,0000098 %
—0,000733 %

(5.94)

Se puede observar que los errores relativos son relativamente pequenos, estos errores creceran

o disminuirdn dependiendo de la diferencia de rdpidez o lentitud entre las dindmicas rapidas

y lentas, es decir, que tan rdpidas son las variables rdpidas con respecto a las variables lentas,

entre mas grande sea esta separacién, mds exacto serd el resultado.
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6.1. Conclusiones

Cuando los sistemas que se desean analizar tienen una gran cantidad de elementos almace-
nadores de energfa, es decir, son sistemas de alto orden y ademés presentan caracteristicas no
lineales, los modelos que los representan suelen ser bastante complejos, esto ocasiona que el
andlisis y simulacién de dichos modelos sea més dificil y represente mayor esfuerzo computa-
cional, por lo anterior, la reduccién de orden de los modelos, sin que esto implique pérdida
en la representatividad del modelo real, se convierte en un factor importante en el andlisis y
control de los sistemas, ya que un modelo reducido involucra menos variables que el modelo
original. Los sistemas singularmente perturbados (casi todos los sistemas electromecanicos de
grandes dimensiones como son los utilizados en la generacién y distribucién de energia eléc-
trica) cumplen con la condicién de tener dos escalas de tiempo, es decir, contienen variables
rdpidas en su seccién eléctrica y dindmicas lentas en su parte mecdnica. Por lo que es posible
encontrar un modelo de estado cuasi-estacionario mediante la reduccién de orden del modelo
original, en el cudl las variables de estado presentan una dindmica relativamente cercana, pero
no exacta, a las dindmicas del modelo original, en cambio, el valor final en estado estacionario
es préacticamente el mismo en los dos modelos. La exactitud del método propuesto, es decir

la diferencia entre el estado estacionario del modelo original y el valor final del modelo de
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estado cuasi-estacionario se incrementa o se decrementa dependiendo de la diferencia entre
las velocidades de las dindmicas lentas y rdpidas, esto es, entre mds grande sea la separacién
entre los dos grupos de eigenvalores del sistema, mds exacto es el valor obtenido con el método

propuesto.

En un trabajo de tesis anterior [Barrera, 2011], se propuso un procedimiento para obtener el
estado cuasi-estacionario o modelo lento reducido de sistemas lineales. En el presente trabajo
se demostré que dicho procedimiento funciona también para una clase de sistemas no lineales
que contienen multiplicacion de estados, este efecto es introducido mediante un transformador

o en un girador en bond graph, como es el caso del modelo de la maquina sincrona.

En este trabajo de tesis se presenté un método para obtener el estado cuasi-estacionario
para algunas clases de sistemas no lineales con perturbaciones singulares modelados en bond
graph. Se consideran no linealidades en los elementos de disipacién de energia (Resistencias)
y/o en los elementos de interconexién que son modelados como transformadores y/o giradores
modulados que determinan la estructura unién del sistema. Se proponen casos de estudio
validando los resultados por medio de simulacién. Asi mismo se analiza la estabilidad interna

de estos sistemas para garantizar que las dindmicas del sistema tendran un valor final.

Se propone un método para obtener el modelo lento de sistemas lineales variantes en el tiempo
cuando la varianza en el tiempo estd en los elementos almacenadores de energia relacionados
solo con dindmicas lentas, la demostracién de la funcionalidad del método propuesto se realiza
mediante un ejemplo demostrativo con un modelo en bond graph que no viene de un sistema

fisico.

Se obtuvo el estado estacionario mediante bond graph de una clase de sistemas no lineales
utilizando una asignacién de causalidad derivativa al modelo (se realiza esta prueba con dos
ejemplos), que aunque no tiene una representacion fisica, si es ttil para determinar el valor
final de las variables de estado. En los sistemas no lineales puede existir mds de un estado
estacionario para cada variable, dependiendo de las condiciones iniciales y las entradas al

sistema, a estos estados estacionarios generalmente se les conoce como puntos de equilibrio,
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sin dejar de mencionar que, al tratarse de sistemas no lineales pueden existir uno o maés
estados estacionarios para cada variable que dependerdn de las condiciones iniciales y de las

entradas al sistema.

6.2. Trabajos futuros

Este trabajo de investigacién puede marcar un camino para nuevos trabajos sobre otras clases
de sistemas singularmente perturbados no lineales utilizando la metodologia de bond graph,
aplicando el método propuesto a otros ejemplos de sistemas fisicos modelados con dicha
metodologia, asi como determinar una caracteristicas importante de los sistemas, tal como

es la estabilidad utilizando los eigenvalores de la matriz Ags.

Se puede ampliar la utilizacién del método propuesto a otras clases de sistemas no lineales
con perturbaciones singulares donde la no linealidad sea generada por los elementos almace-
nadores de energfa relacionados con las dindmicas lentas y extender el estudio sobre sistemas

no lineales variantes en el tiempo.

Otra posible linea de investigacién serfa, no solamente quedarse en un anélisis de los sistemas

no lineales, sino que aplicar una técnica de control a dichos sistemas.

Una aplicacién més de la metodologia de bond graph podria ser en la determinacién de flujos
de potencia de redes de dimensiones relativamente grandes, ya que este tipo de sistemas eléc-
tricos de potencia cumple con el requerimiento principal del bond graph que es el intercambio

de potencia entre sus elementos.
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Apéndice A

Modelado de Sistemas en Bond
Graph

El objetivo de esta seccién es obtener un modelo matemadtico para un sistema fisico dado.
Cada modelo serd usado para predecir la respuesta y analizar las caracteristicas dindmicas
de los respectivos sistemas. Cada modelo matemético debe tomar en cuenta la relacién de los

subsistemas y sus respuestas dindmicas asociadas [Kypuros, 2013].

A.1. Antecedentes de Bond Graph

A.1.1. Introduccién

La metodologia de bond graph (también llamados grafos de conexién o grafos de enlace) inven-
tada por Henry M. Payter [Payter, 1961], formalizada por Dean C. Karnopp [Karnopp, 1999]
y Ronald C. Rosenberg [Rosenberg, 1983] y estudiada de manera extensa por Jean U. Thoma
[Thoma, 1975, Thoma, 1991], se extendié por Europa a finales de los afos 70’s, por los
Paises Bajos (Universidad de Twente) y en Francia (sociedad Alsthom, lideres en la produc-
cién de electricidad y de infraestructura ferroviaria). Debido a que los bond graphs son un
lenguaje unificado para todos los dominios de la fisica y son de cardcter grafico, esta he-

rramienta puede ser un soporte de comunicacién entre especialistas de diferentes disciplinas
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[Dauphin-Tanguy, 2000].

La metodologia bond graph estd fundada sobre los estudios de transferencia de potencia
dentro del sistema de interés, y una definicién de las hipétesis de modelado sobre los criterios
fisicos. El bond graph se sitiia como intermediario entre los sistemas fisicos y los modelos
matemadticos que después son asociados con ellos (matrices de transferencia en los casos
lineales, ecuacién de estados lineales o no lineales, sistemas de ecuaciones diferenciales de
segundo orden). La representacién en bond graph permite un modelo que al mismo tiempo es
funcional por su representacion por bond graph en palabras, estructural por la visualizacién de
las propiedades de causalidad y comportamental por la deduccién de los modelos matematicos
(matrices de transferencia, ecuaciones de estado) directamente del modelo en bond graph

[Dauphin-Tanguy, 2000].

A.1.2. Presentacién del lenguaje bond graph

Las principales caracteristicas de esta herramienta son las siguientes [Dauphin-Tanguy, 2000]:
° Es un lenguaje de representacién de transferencias de potencia dentro de un sistema.

° Es griéfico.

. Esta fundado sobre la nocién de analogia.

° Supone los pardmetros localizados dentro del sistema.

° Tiene apariencia explicita de las relaciones de causa y efecto (causalidad).

° Permite construir de manera sistemaética los modelos matemadticos “clasicos”.

A.1.3. Representacién de las transferencias de potencia

Considerando los dos sistemas, uno mecédnico y el otro eléctrico, presentados en la Figura
Al

Dentro del sistema global compuesto de los dos subsistemas A y B, existen tanto conservacion
de la energia como continuidad de potencia. La transferencia de potencia (o flujo de energia)
entre los dos subsistemas es representada por una semiflecha que corresponde al “bond”

(o enlace) del bond graph; la potencia instantédnea intercambiada se calcula, en el sistema
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a) Sistema mecanico. b) Sistema eléctrico.

Figura A.1: Esquemas fisicos y representacién de transferencia de potencia.

mecdnico como F' -V, en el sistema eléctrico por u - i. El enlace porta las dos variables
generalizadas en el cdlculo de la potencia, y el sentido de la semiflecha es el que corresponde
al sentido positivo de la potencia y de la variable V' o ¢ [Dauphin-Tanguy, 2000].

Desde un punto de vista general, la metodologia bond graph estd basada sobre un anélisis y
una caracterizacion de las transferencias de potencia dentro del sistema estudiado. Para una
mejor compresién de las transferencias de potencia considérese el sistema representado en la
Figura A.2.

El sistema fisico de la Figura A.2 se compone de un motor de corriente directa que provoca,
mediante un eje eldstico, un movimiento en rotacién de un pinén; el cudl estd acoplado a
una cremallera que provoca un movimiento de traslacién de un pistén que comprime el aire
contenido dentro de un cilindro, induciendo a escapar por un orificio [Dauphin-Tanguy, 1999].
En este sistema aparecen varios dominios de energia: eléctrico, mecdnico de rotacién, mecdnico
de traslaciéon y neumdtico. De tal manera que los diferentes subsistemas de naturaleza fisica
ponen en evidencia el intercambio de potencia entre ellos.

Dentro del sistema global compuesto de los subsistemas, existe conservacién de la energia y
continuidad de potencia. El flujo de energia intercambiado entre dos subsistemas es represen-
tado por una linea de potencia, caracterizada por una semiflecha que corresponde al enlace
del bond graph; la potencia instantdnea intercambiada se calcula, en mecdnica por F'-V (para

movimiento lineal) o 7+ w (para movimiento rotacional), en eléctrica por « - ¢, en neumatica
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Cilindro de Q o
paredes rigidas Orificio

Motor de corriente continua N
(deresistenciaR) \ \

Pifion de
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(V < Piston (sin masa)
\\> s e A
5 de secci6n Ap
Cremallerade
masam
P Presion
uei Tension y corriente de alimentacion del motor
(0] Caudal de escape
Fm Fuerza aplicada a la cremallera en el punto de contacto del pifion
Vm Velocidad de la cremallera

wy y wp Velocidades angulares

t Par
Figura A.2: Esquema fisico.
M otpr de ty Eje t, Pifion = o P
corriente —w. 7| dasico | "W, 7 + 7 Piston |——~
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Figura A.3: Bond graph asociado al esquema de la Figura A.2.
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P - Q. El enlace lleva las variables generalizadas para el cdlculo de la potencia, tal como se
vio en la Figura A.1, el sentido de la semiflecha es el que corresponde al sentido positivo
de la potencia y de las variable V', w, i, o Q. El esquema fisico de la Figura A.2 conduce a
una representacion bajo la forma de bond graph en palabras representado por la Figura A.3

[Dauphin-Tanguy, 1999].

A.1.4. Variables generalizadas
Variables de potencia

La potencia intercambiada P(t) se expresa como el producto de dos variables complemen-
tarias. Independientemente del dominio considerado, estas variables son llamadas variables
generalizadas de esfuerzo y de flujo, expresadas como e(t) y f(t), respectivamente. Estas son

las variables de potencia, y se tiene que
P(t)=e(t)- f(t). (A1)

Variables de energia

En sistemas dindmicos las variables de esfuerzo y flujo, y por lo tanto también la potencia,
varfan con respecto al tiempo. Otros dos tipos de variables se presentan y son importantes para
describir los sistemas dindmicos. Estas variables de energfa son conocidas como el momento
p(t) y el desplazamiento ¢(t) en la notacién generalizada [Karnopp, 2012].

El momento esta definido como la integral con respecto al tiempo de la variable de esfuerzo,

es decir,

p(t)E/te(t)dt:/:e(t)dt—l—p(()), (A.2)

0

De la misma forma, la variable de desplazamiento estd definida como la integral con respecto

a tiempo de la variable de flujo:

q(t)z/ Fya= [ s@®dt+a0). (A.3)

Otra forma de escribir las definiciones in las ecuaciones (A.2) y (A.3) considerando la forma
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diferencial en lugar de la forma integral,

@éw:e@% dp = edt; (A4)
dzszzf(@, dq = fdt. (A-5)

La energia, E(t) que circula hacia adentro o hacia afuera de un puerto es la integracién de la

potencia P(t). De este modo,

mw:fpwﬁ:/l@fwﬁ+E@. (A.6)

La razoén por la que, p(t) y q(t) son también conocidas como variables de energia es porque
en la ecuacién (A.6) una forma posible de escribir edt como dp o fdt como dq usando las

ecuaciones (A.4) y (A.5). Entonces una expresién alternativa para F(t) es

t t
E (1) = / e (1) dg (t) = / f () dp(t). (A7)

En algunos sistemas se encontrardan casos en los que un esfuerzo es una funcién de un desplaza-
miento o que un flujo sea funcién de un momento. Entonces la energia puede ser expresada
no solo como funcién del tiempo sino también como una funcién de una de las variables de
energfa; es decir,

E(q) = /qe (q) dq, (A.8)
5o~ | " F ). (A.9)

Esta es la razén por la que la que p(t) y ¢(t) son llamadas variables de energfa en distincién

a las variables de potencia e(t) y f(¢) [Karnopp, 2012].

A.1.5. Tetraedro de estado

En la Figura A.4 se observa un elemento imaginativo llamado tetraedro de estado que sirve
para ayudar a recordar cémo se relacionan las variables de bond graph entre ellas. Los cuatro
tipos variables, e(t), f(t), p(t) y q(t), estdn asociadas con los cuatro vértices de un tetraedro.
A lo largo de dos de los bordes del tetraedro son indicadas las relaciones entre e(t) y p(t) y

las que existen entre f(t) y ¢(t) [Karnopp, 2012].
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Figura A.4: Tetraedro de estado.

Es un hecho interesante el que sélo los tipos de variables que se necesitardn para modelar
sistemas fisicos sea mediante las variables de potencia y energia e(t), f(t), p(t) y q(t). Para
demostrar lo anterior, se analizardn las variables en varios dominios de energia de una manera
mds detallada.

La Tabla A.1 muestra las variables de energia y de potencia (variables generalizadas) para
los principales dominios de energia de la fisica [Dauphin-Tanguy, 1999].

Para los dominios magnético, quimico y termodindmico, no existe variable de momento p
porque no es posible definir las variables de esfuerzo correspondientes (la fuerza magneto-
motriz, el potencia quimico, la temperatura) como derivadas de una funcién de las variables
complementarias de flujo (derivadas de flujo magnético, caudal molar, flujo de entropia) como
ocurre en el caso del domino mecédnico donde la ley caracteristica de una masa M se expresa
(en lineal) F' = MdV/dt o en el dominio eléctrico donde la ley (lineal) caracteristica de una

bobina es u = Ldi/dt.
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Tabla A.1: Significado de las variables generalizadas para diferentes dominios de la fisica.

H Dominio H Esfuerzo e H Flujo f H Momento p H Desplazamiento q H
Mecénico de
Translacion Fuerza F Velocidad V Impulso p Desplazamiento x
Mecdnico de Velocidad Impulso
Rotacion Par 7 angular w angular h Angulo 0
Impulso de
Hidr4ulico Presion P Caudal ) Presiéon I’ Volumen V
Enlace de
Eléctrico Tension u Corriente % flujo A Carga ¢
Fuerza Derivada del Flujo
Magnético Magnetomotriz Flujo Magnético Magnético
Potencial
Quimico Quimico Flujo molar — Masa molar
Flujo de
Termodindmico Temperatura Entropia — Entropia

A.1.6. Elementos basicos del lenguaje bond graph

Los elementos bésico del bond graph pueden ser categorizados y representados matemaética-
mente de acuerdo en cémo ellos usan o convierten la energia. La representacién matemadtica
resulta de las relaciones de entrada-salida. Estas relaciones estdn basadas sobre formalismos
de energia y son disenadas para representar la distribucién y el flujo de potencia dentro del
sistema dindmico.

De primera instancia, este tipo de modelado puede parecer extrano y poco convencional, sin
embargo, el modelar sistemas usando bond graph provee un método generalizado para analizar
una gran variedad de sistemas y es particularmente 1til obteniendo modelos mateméticos para
sistemas moderadamente complejos que operan en una variedad de dominios de potencia

[Kypuros, 2013].

Elementos basicos puerto-1

La relacién constitutiva para los elementos basico puerto-1 referente a las variables de energia

y de potencia identifica si estos son elementos almacenadores de energia potencial (elemento-
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Figura A.5: Elementos puerto-1, ejemplos de elemento-R (a) un amortiguador mecdnico; (b) un
cojinete de rodillos; (¢) una resistencia eléctrica; y (d) una vélvula hidraulica.

C), almacenadores de energia cinética (elemento-I), o disipadores de energia (elemento-R).

FElementos-R. Son elementos de puerto-1 que disipan energia. Estos elementos estan ca-
racterizados mediante la relacién constitutiva que relaciona directamente el esfuerzo con el
flujo,

e=®p(f) o f=[®r(e)] ", (A.10)

donde @ (f) y [®r (e)] " son en general funciones no lineales. En la Figura A.5 se mues-
tran algunos ejemplos de elementos puerto-1, los elementos-R son un amortiguador mecéni-
co, un cojinete de rodillos rotacional, una resistencia eléctrica, y una vélvula hidraulica
[Kypuros, 2013].

Tomando el ejemplo del amortiguador mecédnico simple. La relacién constitutiva para un
amortiguador mecdnico es que la fuerza es proporcional a la diferencial de velocidad v, me-

diante la constante de amortiguamiento b,
Fy = bo. (A.11)

Notar que en la ecuacién anterior, el esfuerzo mecédnico Fy, estd relacionado directamente con
el flujo mecanico v. Aunque los cojinetes estan disefiados para minimizar las pérdidas debidas
a la friccién, estos amortiguadores, disipan energia y pueden ser modelados de una manera

similar. La pérdida de torque o par debida al amortiguamiento rotacional en los cojinetes
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puede ser representada como

T = fw, (A.12)

donde (8 es la constante de amortiguamiento rotacional. En el caso del ejemplo (c) de la
Figura A.5, la caida de voltaje a través de una resistencia e, es proporcional a la corriente ¢

que estd fluyendo a través de la resistencia R:
e =1iR. (A.13)

En este ejemplo, el esfuerzo eléctrico e, estd relacionado directamente al flujo eléctrico i, Las
relaciones constitutivas similares pueden ser encontradas para los elementos-R en sistemas
mecdnicos de rotacién y los sistemas hidrdulicos.

De forma general, para los elementos-R con relacién constitutiva lineal, la resistencia elemen-

tal generalizada R, estd definida como

e
= —. A.
R 7 (A.14)

En la Figura A.6 se muestra las dos causalidades asociadas con la ecuacién (A.15) (flujo de
entrada/esfuerzo de salida (a) y (b)), y la ecuacién (A.16) (esfuerzo de entrada/flujo de salida

(¢) y (d)). La ecuacién (A.10) se simplifica a

e=Rf, (A.15)
0
f= = (A.16)

La Tabla A.2 presenta los pardmetros y las unidades SI (sistema internacional) para las
resistencias en cada dominio de energia. La tabla A.2 representa los simbolos comunmente
usados para cada pardmetro. Notar que la resistencia hidrdulica lineal ocurre en tuberias con
flujo laminar (sin turbulencia). La resistencia hidrdulica de una tuberfa Ry, se puede obtener
a partir de la ecuacién de perdida de carga [Fox, 2004]. Para flujo laminar en una tuberia
circular \

0 e — e

donde pu, L, y D son las viscosidad cinemdtica, la longitud y el didmetro de la tuberia,

(A.17)

respectivamente.
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Figura A.6: Elementos puerto-1 lineales, representacién de elementos-R, (a) un bond graph con
esfuerzo de entrada, (b) un diagrama a bloques con esfuerzo de entrada; (¢) un bond graph con flujo
de entrada, y (d) un diagrama a bloques con flujo de entrada.

Tabla A.2: Resistencia de los Elemento-R lineales.

H Dominio H Pardametro H Unidades SI H
H Generalizado H R=e/f H adimensional H
H Translacional H b, constante de amortiguamiento H N-s/m H
H Rotacional H 5, constante de amortiguamiento rotacional H N-m-s/rad H
H Eléctrico H R, resistencia H 2 (ohmios) H
H Hidrédulico H Ry, resistencia hidraulica H Pa-s/m? H

FElementos-C. Son elementos bdsicos que almacenan energia potencial. Estos elementos
estdn caracterizados por una relacién constitutiva que relaciona directamente el esfuerzo con

la variable generalizada de desplazamiento,
g=c(e) o e=[dc(q) ", (A.18)

De la ecuacién anterior se puede notar que generalmente el desplazamiento es una funcién no
lineal del esfuerzo, o viceversa, el esfuerzo es una funcién inversa no lineal del desplazamien-
to. La Figura A.7 muestra ejemplos comunes donde se presentan elementos-C de puerto-1
[Kypuros, 2013].

Cada elemento de la Figura A.7 puede ser modelado usando una relacién constitutiva que
relaciona el par de variables generalizadas de esfuerzo y de desplazamiento. Por ejemplo, la

fuerza en el resorte es

F =Fk(y1 —y2) = kAy, (A.19)

donde k es la rigidez del resorte, y Ay es la deflexién del resorte o el desplazamiento relativo

entre los dos extremos del resorte. Una barra de torsién tiene una relacién similar entre el
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Figura A.7: Elementos de puerto-1, ejemplos de elementos-C, (a) un resorte, (b) una barra de torsion,
(¢) un capacitor eléctrico, y (d) un acumulador hidraulico.

par de torsién y el desplazamiento angular,
T =K (01 — 92) = KZA@, (A.20)

El sistema andlogo eléctrico de un resorte es un capacitor. Mientras que normalmente se
caracteriza un resorte en términos de su rigidez, un capacitor es caracterizado en términos

de su capacitancia. El voltaje en el capacitor es
e=— (A.21)

donde C es la capacitancia. En los tres casos, el esfuerzo estd directamente relacionado con el
desplazamiento respectivo. Si vamos més a fondo en las analogias de las relaciones constitu-
tivas entre el resorte y el capacitor, la capacitancia es el andlogo de la elasticidad o el inverso
de la rigidez (i.e. 1/k).

Es importante recordar que los enlaces o bonds en un bond graph estdn asociados con el
esfuerzo y el flujo (no con el desplazamiento). Ademds, cada puerto unido a un bond tiene
una causalidad distinta. Es decir, para cualquier puerto-1, ya sea el esfuerzo o el flujo pueden
ser la entrada, pero no ambos. En un elemento-C de puerto-1, si el esfuerzo es la entrada
como se representa en la Figura A.8 (a) y (b), el desplazamiento ¢ es calculado a partir del

esfuerzo e, y la derivada con respecto al tiempo del desplazamiento es tomada para generar
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Figura A.8: Elementos puerto-1 lineales, representacion de elementos-C, (a) un bond graph en causa-

lidad derivativa, (b) un diagrama a bloques de una causalidad derivativa; (c¢) un bond graph con
causalidad integral, y (d) un diagrama a bloques de una causalidad integral.

el flujo f. Si el elemento es lineal, la capacitancia generalizada C, es definida como

c=1 (A.22)
e
Entonces la relaciéon flujo-esfuerzo es
d dq
_ Y =2 A2

y su formulacién es conocida como causalidad derivativa debido a que es usada una derivada
del tiempo para relacionar el flujo con el esfuerzo.

Por otro lado, si como se representa en la Figura A.8 (c¢) y (d), el flujo es la entrada al
elemento-C de puerto-1, el flujo f es integrado con respecto al tiempo para generar el des-
plazamiento ¢, y el desplazamiento es usado para calcular el esfuerzo e. Si el elemento es

lineal, el desplazamiento es dividido entre la capacitancia C para calcular el esfuerzo,

(A.24)

L1t _ g (A.25)

y como se usa una integral para relacionar el esfuerzo con el flujo en esta formulacién por lo
que es llamada causalidad integral.

Los pardmetros de los elementos-C, asi como los simbolos comunmente usados y sus unidades
SI para varios dominios de energia son dados en la Tabla A.3. Se puede notar que, comin-

mente, para el elemento-C hidrdulico con relacién constitutiva lineal como el acumulador
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Tabla A.3: Elasticidad de los Elementos-C lineales.

H Dominio H Parametro H Unidades SI H
H Generalizado H C=qle H adimensional H
H Translacional H 1/k, elasticidad del resorte H m/N H
H Rotacional H 1/k, elasticidad rotacional H rad/N-m H
H Eléctrico H C, capacitancia H F (faradios) H
H Hidr&ulico H C'y, capacitancia hidrdulica H m?/Pa H

descrito en la Figura A.7 (d). La elasticidad hidrdulica puede ser inmediatamente obtenida

recordando la ecuacién para la presién hidrostdtica en una columna de un fluido

Vv vV A
pgh = pg~ TP g (A.26)
donde V es el volumen de la columna de fluido con un drea constante transversal A y una
densidad del fluido p. Aunque los sistemas que se analizardn no son hidrostéticos. Los caudales

volumétricos asociados tienen variaciones relativamente lentas, asi que basta con suponer

sistemas hidrostaticos.

Elementos-1. Son elementos bédsicos que almacenan energia cinética. Estos elementos estdn
caracterizados mediante la relacién constitutiva que relaciona directamente el momento con
el flujo,

p=21(f) o f=[2(p)]". (A.27)

De la ecuacién anterior se puede notar que, generalmente el momento es una funcién no lineal
del flujo, o viceversa, el flujo es una funcién inversa no lineal del momento. En la Figura A.9
se describen varios elementos-I de puerto-1 comunes [Kypuros, 2013].

Cada uno de los componentes descritos en la Figura A.9 puede ser modelado mediante una
relacién constitutiva lineal relacionando los flujos y los momentos respectivos. EI momento

de un cuerpo rigido es

p=muv= /qu (A28)

donde v es la velocidad, m es la masa del cuerpo rigido, y F’ es la fuerza. El momento angular
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Figura A.9: Elementos de puerto-1, ejemplos de elementos-I, (a) una masa, (b) una inercia rotacional,
(¢) un inductor, y (d) un tapén de fluido.

de una inercia rotacional .J, es

h=Jw= /Tdt, (A.29)

donde w es la velocidad angular de la inercia rotacional J y 7 es el par de torsién. Para
ambos casos, la masa y la inercia rotacional, LLos momentos respectivos son directamente
proporcionales a las velocidades. El equivalente de un momento en circuitos eléctricos es el
enlace de flujo,

A= Li= / edt, (A.30)

donde L es la inductancia, ¢ es la corriente, y e es el voltaje. Si el elemento-I es modelado

mediante una relacién constitutiva lineal, la inercia generalizada I es,

?. (A.31)

Tal como en los elementos-C, los elementos-1 de puerto-1 tienen causalidad integral y causali-

I

dad derivativa. Para cuerpos rigidos, la masa es constante y la ecuacién anterior simplifica a
su forma usada mds comin. Como previamente se revel6, La fuerza F'(t), y el momento p(t),

estén relacionados mediante la integracién ([(-)dt) o la diferenciacién (d/dt):
sz()p:/Fﬁ. (A.32)

Si la fuerza F'(x) es conocida, puede ser integrada [(-)dt, para determinar el momento p(t),
y entonces, el momento puede ser relacionado a la velocidad v(t). De manera inversa, si la
velocidad v(t) es conocida, puede ser relacionada con el momento p(t), y el resultado puede

ser diferenciado d/dt, para determinar la fuerza F(z).
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Figura A.10: Elementos puerto-1 lineales, representacién de elementos-I, (a) un bond graph en causa-
lidad integral, (b) un diagrama a bloques de una causalidad integral; (¢) un bond graph con causalidad
derivativa, y (d) un diagrama a bloques de una causalidad derivativa.

Para un elemento-I lineal en causalidad integral (ver las Figuras A.9 (a) y (b)) el esfuerzo e,
es integrado para determinar el momento p, y el momento es dividido entre la inercia I, para

calcular el flujo,

Jedt _p (A.33)

=7 T

Por otro lado, si el elemento-I tiene causalidad derivativa (Figuras A.10 (c) y (d)), el flujo
f, es multiplicado por la inercia I, para calcular el momento p, y la derivada con respecto al
tiempo del momento es tomada para generar el esfuerzo e,

d dp .

=— = A.34

o =P (A.34)

Los pardmetros, simbolos cominmente usados y las unidades SI de los elementos-I para varios

dominios de energia son dados en la Tabla A.4. Para obtener la inercia de un fluido lineal,

se aplica la segunda ley de Newton a un volumen de control para una obstruccién del fluido

como se ilustra en la Figura A.9 (d). Asumiendo un flujo incompresible y un volumen de

control constante, la sumatoria de fuerzas en el tapén de fluido en una longitud de la tuberia
[, resulta en lo siguiente:

Q dq)

Y F.=PA-PA=mo+0 = APA=(pV) S =)= (A.35)

donde el volumen es V' = [A. La razén de flujo volumétrico, Q = dV/dt, es directamente

proporcional a la velocidad del fluido promedio v, suponiendo un drea transversal constante
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Tabla A.4: Inercia de los Elementos-I lineales.

H Dominio H Parametro H Unidades SI H
H Generalizado H I=p/f H adimensional H
H Translacional H m, masa H kg H
H Rotacional H J, inercia rotacional H kg-m? H
H Eléctrico H L, inductancia H (henrios) H
H Hidréulico H Iy, inercia hidréulica H kg/m? H

A (ie. Q =vAy Q = vA). Para determinar la inercia hidrdulica, se resuelve la relacién para

la diferencial de presién (A.35) y usando la ecuacién (A.33),

pl dQ ol / ol JAPdt  pl
AP ="—— APdt = — APdt = — I, = =—. (A.
T dt AdQ = dt AdQ == Iy 0 1 (A.36)
Por lo tanto, el momento hidrdulico es
- / APdt. (A.37)

Fuentes de esfuerzo y fuentes de flujo. Las fuentes de esfuerzo y las fuentes de flujo
son usadas para la representacién ideal de los elementos tales como las fuentes de voltaje y
las fuentes de corriente, agitadores por vibracién, fuerzas externas, fuentes de presion, etc.
Como su nombre sugiere, una fuente de esfuerzo especifica un esfuerzo que entra al sistema,
y una fuente de flujo especifica un flujo que entra hacia el sistema. En la Figura A.11 se
ilustran varios ejemplos de fuentes de esfuerzo y fuentes de flujo [Kypuros, 2013].

Las fuentes de voltaje y las fuentes de corriente ideales obviamente especifican un esfuerzo y
un flujo hacia el circuito, respectivamente. La fuerza externa es tratada como una fuente de
esfuerzo, y la entrada de velocidad la cual podria venir de un agitador, por ejemplo, podria

ser una fuente de flujo.

Como se ilustra en la Figura A.12, cada tipo de fuente tiene una sola causalidad distinta. Las

fuentes de esfuerzo especifican que sale del elemento fuente un esfuerzo y va hacia adentro
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Figura A.11: Ejemplos de fuentes de esfuerzo y fuentes de flujo, (a) una fuente de voltaje, (b) una
fuente de corriente, (c¢) una fuerza de entrada externa, y (d) una velocidad de entrada externa.
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Figura A.12: Elementos fuente de esfuerzo y fuentes de flujo, (a) un bond graph de una fuente de
esfuerzo, (b) un diagrama a bloques de una fuente de esfuerzo; (c) un bond graph de una fuente de
flujo, y (d) un diagrama a bloques de una fuente de flujo.

del sistema. De manera contraria, las fuentes de flujo especifican que sale del elemento fuente
un flujo y va hacia el elemento conectado o unién.

Un caso especial son las fuentes de esfuerzo y fuentes de flujo moduladas M S, y M Sy, res-
pectivamente, las cuales se diferencian de las S. y Sy en que tienen una entrada moduladora
que definird el valor de esfuerzo o flujo que entregard la fuente al sistema, es decir, el val-
or entregado por la fuente no necesariamente serd constante, algunos ejemplos en sistemas

eléctricos son las fuente dependientes de voltaje y corriente.

Elementos bdsicos puerto-2

Anteriormente se describieron los elementos que almacenan energia, los elementos que disipan
energia y los elementos tipo fuente. Existen también elementos que ni almacenan ni disipan
energia pero si la transmiten desde un elemento o unién hacia otro, mientras que con frecuen-

cia realizan esta accién pasando de un dominio de energia a otro. Existen dos tipos bdsicos de
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Figura A.13: Ejemplos de elementos-TF, (a) un nivelador rigido, (b) un par de engranes, (c) un
transformador eléctrico, y (d) un ariete hidrdulico.

elementos de puerto-2 usados para transmitir energia. Estos son el transformador (-TF-) y
el girador (-GY-). Idealmente, en cada uno de ellos, la potencia se conserva. (i.e. la potencia

de entrada es igual a la potencia de salida) [Kypuros, 2013].

Elementos-TF (transformadores). Son caracterizados por la relacién constitutiva que
relaciona directamente el esfuerzo en el primer puerto ej, con el esfuerzo en el segundo
puerto e, y el flujo en el segundo puerto fa, con el flujo en el primer puerto fi. Las relaciones

constitutivas para el transformador ideal lineal son,
e1=nez y nfi=f, (A.38)

donde n es conocida como el mddulo del transformador e indica la relacién proporcional entre
los esfuerzos y los flujos en cada puerto del elemento. Sin embargo, la relacién constitutiva
generalmente pude ser no lineal.

Algunos ejemplos de transformadores ideales son descritos en la figura A.13. En cada ejemplo,
los esfuerzos en cada lado son proporcionales a los de otro lado, ocurre lo mismo con los flujos.
Tomando el ejemplo del par de engranes (Figura A.13 (b)). El par de torsién de salida 79,
es proporcional al par de torsién de entrada 71, mediante la relacién de engranes. De igual
forma, la velocidad angular en el lado del par de torsién de la entrada wi, es proporcional a la
velocidad angular en el lado del par de torsién de salida ws, mediante la relacién de engranes,
es decir,

T1_ w2

= = A.39
o2y, (439
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donde n es la relacién de engranes Nj/Nj. Esto se puede confirmar utilizando cinematica
bésica y se puede observar que, para un par de engranes ideal, la potencia de entrada en un
lado es la misma que la potencia salida en el otro.

Relaciones similares pueden ser encontradas para el brazo nivelador, el transformador eléctrico
y para el pistén hidrdulico. Si el brazo nivelador (A.13 (a)) es dividido en dos longitudes,
midiendo [; desde el pivote hasta donde se aplica F} y midiendo l» desde el pivote hasta la

aplicacién de F3 la relacién cinemética podria ser

Fr v o
a_tr_2 Ad
F2 U1 ll ( 0)

Estos resultados son partiendo del hecho de que cada punto sobre el nivelador tiene la misma

velocidad angular,

Ll

Para el transformador mostrado en la Figura A.13 (c) la relacién de embobinado o relacién
de nimero de vueltas N1/Na, la relacién de voltaje y corriente es,

e1 2 Np

= —. A .42
€9 il N2 ( )

Para el cilindro hidrdulico (Figura A.13 (d)), la fuerza y la presién asi como la velocidad y el
caudal de flujo volumétrico estdn relacionados mediante el drea transversal del pistén A,

F_Q_4

5= (A.43)

Se debe notar que en los primeros tres ejemplos, se transforma energia en un sélo dominio
de energia, El sistema de engranes, por ejemplo, transforma energia rotacional a energia
rotacional. El cuarto ejemplo, el pistén hidrdulico, transforma energia mecdnica a energia
hidraulica.

El transformador puede tener una de dos posibles causalidades, como se muestra en la Figura
A.14 (a)-(d). La direccién del flujo de potencia (indicada con la punta de la semiflecha) es
omitida del bond graph en las Figuras (a) y (c) solamente para enfatizar la causalidad. Una
vez que el esfuerzo es especificado como entrada a un puerto, el esfuerzo que sale por el otro

puerto es determinado inmediatamente mediante el modulo del transformador n. De este
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Figura A.14: Representacién de elementos-TF, (a) un bond graph de un esfuerzo de entrada-esfuerzo
de salida, (b) un diagrama de un esfuerzo de entrada-esfuerzo de salida; (¢) un bond graph de un
flujo de entrada-flujo de salida, y (d) un diagrama de un flujo de entrada-flujo de salida; (e) un bond
graph de potencia de entrada-potencia de salida, y (f) un bond graph de potencia de salida-potencia
de entrada.

modo, un transformador sélo puede tener un puerto donde el esfuerzo es especificado como
una entrada. Ademds, la direcciéon de flujo de potencia positiva es asumida que va hacia
adentro de un puerto y sale por el otro, como se representa en la Figura A.14 (e) y (f).

Se debe tener cuidado al distinguir la causalidad y la direccién de la potencia. Se debe
recordar que la semiflecha indica la direccién supuesta del flujo de potencia positiva, y la
barra vertical en cada bond indica el puerto donde el esfuerzo es una entrada. La barra no

indica si el esfuerzo es positivo o negativo.

Elementos-GY (giradores). El segundo tipo de elementos-2 es el del girador, al igual que
el transformador, el girador transmite energia. Sin embargo, a diferencia del transformador,
la relacién directa no es entre los esfuerzo o entre los flujos. La relacién directa es entre el
esfuerzo de un lado y el flujo del otro lado. Las relaciones constitutivas para el girador ideal

lineal son

er=rfo y Tf1=e2, (A.44)
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Figura A.15: Representaciéon de elementos-GY, (a) un motor eléctrico ideal y (b) una bomba cen-
trifuga ideal.

donde 7 es conocido como el mddulo del girador e indica la relacién proporcional entre el
esfuerzo de un lado y el flujo del otro lado. Nuevamente, es importante notar que en lugar de
una relacién lineal entre esfuerzos y flujos. En general puede existir una relacién no lineal.

Los ejemplos fisicos de giradores ideales son muy poco comunes. Sin embargo, un girador que
aparece comtinmente en sistemas electromecanicos es el motor ideal descrito en la Figura A.15
(a). En un motor eléctrico ideal, el par de torsién de salida 7, es proporcional a la corriente

de entrada 7, mediante la constante del motor k,,,
T = k. (A.45)

De forma alterna, la velocidad angular w, puede ser especificada como una entrada para

generar el voltaje del motor e como una salida,
e = kpw. (A.46)

Otro ejemplo de girador es una bomba centrifuga ideal, Aqui la diferencial de presién de
salida AP = Pp — P4, es proporcional a la velocidad angular de entrada w, se puede observar
que para ambos ejemplos, el motor ideal y la bomba centrifuga ideal, la relacién entrada-
salida es entre un esfuerzo de un lado y un flujo del otro lado. También, se puede notar que
ambos giradores acoplan dominios de energia diferentes en cada puerto, El motor ideal acopla
rotacién mecédnica con sistemas electrénicos, y la bomba centrifuga acopla rotaciéon mecénica

con sistemas hidrdulicos.
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Figura A.16: Representacion de elementos-GY, (a) un bond graph de flujo de entrada-esfuerzo de
salida, (b) un diagrama de flujo de entrada-esfuerzo de salida; (c¢) un bond graph de un esfuerzo de
entrada-flujo de salida, y (d) un diagrama de un esfuerzo de entrada-flujo de salida; (e) un bond
graph de potencia de entrada-potencia de salida y (f) un bond graph de potencia de salida-potencia
de entrada.

Al igual que el transformador, el girador puede tener una de dos posibles causalidades como
se muestra en la Figura A.16. A diferencia del transformador, ambos esfuerzos o ambos flujos
deben ser especificados como entradas a ambos puertos. Es decir, una vez que el esfuerzo es
especificado como entrada a un puerto, el flujo en el otro puerto es inmediatamente generado
como una salida. De forma inversa, una vez que un flujo es especificado como una entrada a
un puerto, el esfuerzo es inmediatamente generado como una salida en el puerto opuesto.

De igual forma que en las fuentes de esfuerzo y las fuentes de flujo, existen los transformadores
y los giradores modulados MTF y MGY , respectivamente, las cuales se diferencian de las
TF y GY en que tienen una entrada moduladora que modificard el valor del médulo del
transformador o del girador, es decir, el valor en la relacién de transformacién o giro de
variables no necesariamente serd constante, y puede ser modificada por alguna variable del

sistema.
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Figura A.17: (a)-(c) Ejemplos de uniones-0 y (d)-(f) ejemplos de uniones-1.

Elementos de unién

Hasta ahora se han descrito los elementos de carga, disipacién y transmisién de energia.
Ademsds de estos, también fueron presentados los elementos usados para representar fuentes.
Lo que resta es lo que constituye a un bond graph bésico, las uniones. Las uniones son usadas
para interconectar los elementos bésicos que se introdujeron en las secciones anteriores. Ellas
se utilizan para representar la interaccién de las relaciones constitutivas asociadas con los
elementos de puerto-1 y puerto-2. Al igual que con los puertos-2 basicos, las uniones presentan
conservacion de la energia.

Las uniones ocurren de manera natural en los sistemas dindmicos. Estas son caracterizadas por
dos condiciones. Tomando el ejemplo de las uniones ilustrado en la Figura A.17. Examinando
los primeros ejemplos (a) y (b), aparecen dos rasgos en comun:

1. La primera condicion en cada ejemplo es que los componentes unidos tienen un esfuerzo
comun. En el circuito eléctrico, las impedancias generalizadas conectadas en paralelo tienen

la misma caida de voltaje e a través de ellas. Cuando se unen segmentos de tuberias en una
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union, estas comparte una presiéon comin P. Si se tiene un elemento como un amortiguador o
un resorte uniendo dos carritos sin masa, los carritos experimentan una fuerza opuesta igual
F.

2. La sequnda condicidon en cada ejemplo es que estd ocurriendo una sumatoria de flujos.
El nodo en la parte de arriba de la Figura A.17 (a) conecta las tres ramas del circuito, y
como dicta la ley de corrientes de Kirchhoff, la suma de las corrientes en un nodo es cero
(i.e. i1 — i3 — i3 = 0). De manera similar, en un circuito hidraulico, los flujos en una unién
suman cero, Q1 — Q2 — @3 = 0. Finalmente, una diferencial de velocidad aparece entre los
dos carritos sin masa, Av = v1 — vs.

En bond graphs, las uniones que tienen esfuerzo comin y suma de flujos son conocidas como
uniones-0. Un ejemplo de unién-0 es mostrado en la Figura A.18 (a). Las uniones en general,
pueden tener dos a més puertos de conexién. Debido a que existe conservacién de la potencia

en una union, la potencia de entrada es igual a la potencia de salida,
Pent = Psalidas (A.47)
la ecuacién anterior puede ser reescrita como,
Pent — Psalida = 0. (A.48)

Para una unién con j nimero de puertos (donde j = 1,2,3,...,n) la ecuacién anterior se

puede escribir de manera general como

D Fi=) eifi=0, (A.49)
j=1 j=1

(i.e. la suma de la potencia que entra a la unién es cero). Para una unién de esfuerzo comiin,

la primera condicién dicta que
€1 =ey=e3="---=e€. (A.50)

La suma de los flujos para una unién de esfuerzo comuin (unién-0) resulta de sustituir la

ecuacién (A.50) en la ecuacién (A.49),
Sh= S-S =0 = Tp-o A5
j=1 j=1 j=1 j=1
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Figura A.18: (a) bond graph de una unién-0, (b) diagrama de bloques de una unién-0, (¢) bond
graph de una unién-1, (b) diagrama de bloques de una unién-1.

Debido a que el flujo de potencia dentro de una unién-0 se asume positivo, y todos los esfuerzo
de los bonds conectados son iguales, la direccién de la potencia indica si el flujo en cada bond
conectado es positivo o negativo. Por lo tanto, el ejemplo de unién-0 en la Figura A.18 (a)

deberfa tener la siguiente suma de flujos:
fi—fo—f3=0 (A.52)

Ademas, debido a que los esfuerzos de cada bond conectado a una unién-0 son iguales, sélo
un bond conectado puede tener especificado un esfuerzo como una entrada. Regresando al
ejemplo de la Figura A.18 (a), las causalidades en los bond conectados indican que fa y f3
son entradas hacia la unién-0 usadas para calcular f; como una salida. Por eso, la ecuacién

anterior deberia ser reescrita como
fi=fa+ f3. (A.53)

Para dejar bien claro la asignacién de la causalidad, La figura A.18 (a) muestra el diagrama
de bloques correspondiente.

Ahora, para el ejemplo de la unién de las Figura A.17 (d) y (f). Tras una examinacién
detallada, surgen dos rasgos en comtin:

1. En cada ejemplo, la primera condicion es que los elementos interconectados tiene un
flujo coman. Los componentes eléctricos conectados en flujo en serie tiene la misma corriente
i, De igual forma, en un circuito hidraulico si tres elementos, por ejemplo, son conectados “en
serie”, estos tienen el mismo caudal de flujo (). Los elementos de fuerzas multiples conectados

a un carrito sin masa se moverd todos con una misma velocidad v.
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2. Para cada ejemplo, la sequnda condicidn es que existe una suma de esfuerzos. Recor-
dando la ley de voltajes de Kirchhoff que la caida de voltaje dentro de un lazo suman cero,
e1—eo —e3z = 0. Bésicamente ocurre lo mismo en circuitos hidraulicos, AP; — AP, — AP; = 0.
Cuando los resortes o los amortiguadores se unen en un mismo punto a un cuerpo rigido ocurre
una sumatoria de fuerza, F7 + Fy = 0.

En bond graphs, las uniones que tienen flujo comin y suma de esfuerzos se conocen como

uniones-1. Para uniones de flujo comun se tiene,

fi=fo=fs=---=Ff (A.54)

Mediante la sustitucién anterior en la ecuacién (1.49), la suma de esfuerzos para la unién-1

resulta en
n

ZP = Zejfj = fZej =0 = Zej =0. (A55)
j=1 j=1 j=1

j=1
La direcciéon de la potencia para los bonds conectados a una unién-1 indica, relativo a la
union, si el esfuerzo que entra a cada bond conectado es positivo o negativo. Ademds, solo un
bond conectado a una unién-1 puede estas especificado como una entrada. Por consiguiente,
el ejemplo de unién-1 en la Figura A.18 (c) tiene la relacién entrada-salida que resulta de la
suma de los esfuerzos:

e1 = e + es. (A56)

Para aclarar, las direcciones de la potencia en una unidn-0 son usadas para indicar la con-
vencién de signos para la sumatoria de flujos en los bonds conectados, y las direcciones de
potencia en una unidn-1 son usadas para indicar la convencién de signos para la sumatoria de
esfuerzos en los bonds conectados. La Tabla A.5 resume las condiciones primera y segunda,
y la convencién de signos para las uniones tanto -0 como -1.

Las uniones son las representaciones naturales cominmente usadas de algunas leyes fisicas y
formulaciones matemadticas. La mayoria ya han sido mencionadas brevemente. En mecénica
de traslacién, la unién-1 representa la sumatoria de fuerzas que ocurren en movimiento de
masas independientes. Cualquier cosa unida a la masa se moverd con la misma velocidad e

impondrd una fuerza sobre la masa. Asi, una unién-1 en mecdnica de traslacién representa
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Tabla A.5: Resumen de las condiciones de las uniones.

Tipo de Primera Segunda Direccién indicada
Unién Condicién Condicién del bond
Esfuerzo comun, Suma de flujos, Convencién de los
Unién-0 el=ey=¢€3z3=---=¢e > fi=0 signos de los flujos
Flujo comtin, Suma de esfuerzos, Convencién de los
Unién-1 fi=sfo=fa=--=f >ei=0 signos de los esfuerzos

la segunda ley de Newton, o la sumatoria de fuerzas,

Y F=p (A.57)

En sumatoria de fuerzas, si se considera la fuerza de inercia p en la suma, las fuerzas cierta-
mente suman cero:

Y F-p=0. (A.58)
Como se verd mds adelante cuando se analice la causalidad, la primer formulacién separa
las causas (3. F) a partir del efecto (p). De forma similar, en mecanica de rotacién, una
unién-1 representa una sumatoria de momentos angulares. En circuitos eléctrico, una unién-1
representa la ley de voltajes de Kirchhoff, esta ley establece que la suma de las caidas de
voltaje en torno de una malla de lazo cerrada es cero. Al igual que en circuitos eléctricos, las
caidas de presién en torno a un lazo en circuitos hidrdulicos la suma debe ser también cero.
De manera similar, las uniones-0 representan conceptos de ingenierfa comunes. En traslacién,
las uniones-0 representan las velocidades relativas o puntos donde las velocidades son sumadas

para determinar una diferencial de velocidad,

Av = vy — ve. (A.59)

En esta construccion, las causas (v; — vg) son aisladas a partir del efecto (Av). La velocidad

relativa Av, es técnicamente todavia una velocidad. Por lo tanto, si se considera estos en la
sumatoria, la suma de velocidades es exactamente cero.

v1 — vg — Av = 0. (A.60)
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Tabla A.6: Resumen de las condiciones secundarias en las uniones en dominios de energia
especificos.

H Dominio H Unién-1 H Unién-0 H
Segunda ley de Newton Velocidad relativa
Mecénica de Traslacién > F =p Av = v9—11

Sumato.rla de momentos Velocidad angular relativa

Mecénica de Rotacién YT =h Aw = wg—wq

Ley de voltajes de Kirchhoff Ley de corrientes de Kirchhoff
Circuitos Eléctricos >.e;=0 > i;=0

Caida de presién en torno Suma de caudales de flujo
Circuitos Hidrdulicos aunlazo Y AP =0 dentro de una unién ) @Q;=0

Las velocidades angulares relativas o diferenciales aparecen en sistemas rotacionales. Las
uniones-0 en circuitos eléctricos representan la ley de corrientes de Kirchhoff (la sumatoria
de las corrientes que llegan a un nodo). Una unién hidrdulica es el andlogo de un nodo en
un circuito eléctrico. El caudal de flujo volumétrico debe sumar cero en una unién. Por lo
tanto, las condiciones secundarias de la unién representan algunos conceptos de ingenierfa

comuinmente usados. Estas formulaciones y leyes son resumidas en la Tabla A.6.

A.2. La causalidad

Un modelo en bond graph representa la arquitectura de un sistema y la manera en que
la potencia se intercambia entre los diferentes elementos. Lo anterior permite también que
aparezcan explicitamente las relaciones de causa y efecto y la estructura del cédlculo de las

ecuaciones caracteristicas asociadas al modelo [Dauphin-Tanguy, 2000].

A.2.1. El concepto de causalidad

Partiendo de la importante observaciéon de que ningin elemento puede determinar ambas
variables de potencia (esfuerzo y flujo) en el bond conectado a él mismo. Si este elemento de-
termina el valor de una de las variables, la magnitud de la otra variable debe ser determinada

por el resto del sistema. Para cada bond, si la “informacién” acerca del esfuerzo es dictada
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mediante el elemento en un extremo, la “informaciéon” acerca del flujo debe venir desde el
extremo opuesto, y viceversa [Banerjee, 2005].

Para entender este punto, se puede imaginar una fuente de voltaje conectada a una resistencia.
La fuente de voltaje establece la variable de esfuerzo de manera unilateral, pero no puede
determinar la variable de flujo. La corriente que fluye a través del circuito es determinada
por la resistencia. Por lo tanto, un elemento S, entrega la informacién de esfuerzo y recibe
la informacién de flujo, mientras que el elemento-R recibe la informacién del esfuerzo, y
entrega la informacién de flujo. De igual forma, para una fuente de corriente conectada a
una resistencia, el elemento Sy dicta el flujo mientras que el elemento-R dicta el esfuerzo. En
un lenguaje ligeramente diferente, se puede decir que el elemento S, causa la informacién de
esfuerzo y elemento Sy causa la informacién de flujo. El elemento-R causa la informacién de
esfuerzo o la informacién de flujo dependiendo de la informacién que recibe.

Dado que en cada bond la informacién de esfuerzo y la informacién de flujo van en direcciones
opuestas, es suficiente con mostrar la direccién de una de las variables. La convencién general
es poner la traza causal (barra vertical) en el extremo en el cual se entrega la informacién de

flujo [Banerjee, 2005].

A.2.2. Reglas de asignacién de la causalidad

La asignacién de la causalidad no es arbitraria, obedece a las reglas reunidas en la Figura
A.19.

El procedimiento siguiente (conocido dentro de la literatura angléfona bajo la terminologia
SCAP, Sequential Causality Assignment Procedure) detalla las diferentes etapas en la asigna-

ci6n de la causalidad a un modelo en bond graph [Dauphin-Tanguy, 2000].

A.2.3. Procedimiento de Asignacién de la Causalidad

1. Destinar la causalidad obligatoria a las fuentes y a los elementos-R no lineales y ex-
tender las implicaciones causales en el entorno respetando las restricciones de causalidad de

las uniones que se muestran en la Figura A.19.
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Causalidad Necesaria

—GY — G.E —
k
Causalidad Integral

Figura A.19: Consideraciones de causalidad para los elementos en bond graph.

2. Asignar una causalidad integral preferentemente a los elementos-1 y -C y extender las
implicaciones causales respetando las restricciones de causalidad de las uniones.

3. Completar la causalidad sobre los elementos-R lineales respetando las restricciones de
causalidad de las uniones.

4. En caso de conflicto en una unién, buscar el elemento-I o -C que causa el conflicto y
colocarle una causalidad derivativa. Regresar al paso 3.

Un Bond Graph es causalmente correcto, cuando no existe conflicto de causalidades entre
los elementos y las uniones. Se debe observar que la causalidad derivativa de un elemento

almacenador de energfa proporciona propiedades importantes que se explican a continuacién.

A.2.4. La causalidad derivativa en un bond graph

En el procedimiento anterior para asignar la causalidad a los elementos de almacenamiento,
se dice que la causalidad apropiada deber ser mediante una relacién integral. Sin embargo,

en algunas circunstancias esto no puede ser posible y se tiene que forzar y colocar el trazo
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CD St— 1 51

Figura A.20: Ejemplo de causalidad derivativa.

causal en el lado opuesto del bond. Esta causalidad inversa es llamada causalidad derivativa
[Banerjee, 2005].

Con la finalidad de que el concepto de causalidad derivativa quede més claro, se verd bajo
qué circunstancias puede ocurrir este tipo de causalidad. Considerar una fuente de corriente
en serie con un inductor, como se muestra en la Figura A.20.

Es importante notar que en el bond graph se tiene que respetar la regla de asignacién de
causalidad restrictiva de la Figura A.19 y como resultado se tiene una causalidad derivativa
en el elemento-I, mostrado en el circulo. Se sabe que el inductor tiene la propiedad de no
permitir que la corriente que fluye a través de él cambie instantdneamente, y el voltaje
inducido estd dado por,

e
VT

(A.61)
Entonces, si la corriente enviada por la fuente cambia instantdneamente, el voltaje inducido
serfa infinito. Esto quiere decir que, no se deberia conectar una fuente de corriente en serie
con un inductor.

De manera similar, si se conecta una fuente de voltaje en paralelo con un capacitor como se
muestra en la Figura A.21.

En la Figura A.21, nuevamente se tienen que respetar la asignacién de causalidad restrictiva
de la fuente de esfuerzo y de la unién-0. Entonces, el elemento-I presenta una causalidad
integral; el elemento-R puede tener ambas causalidades, pero el elemento-C tiene causalidad
derivativa. La razén es la misma que en el ejemplo anterior, el capacitor no permite al voltaje

de la fuente variar de manera independiente, Si por decir, el voltaje de la fuente entrega una

onda cuadrada, la corriente a través del capacitor serd infinita en la transicién. La conclusién
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€Y (b)

Figura A.21: Circuito RLC en paralelo con causalidad derivativa.

es que un capacitor nunca debers ser conectado en paralelo con una fuente independiente de
voltaje [Banerjee, 2005].

Del circuito de la Figura A.21, se pueden obtener dos posibles bond graphs dependiendo si
al elemento-I se le asigna una causalidad integral, entonces el elemento-C tendra causalidad
derivativa o viceversa, es decir, los elementos almacenadores I y C son linealmente depen-
dientes (ya que la carga del capacitor C dependerd de la energia cinética almacenada en el
inductor I, o viceversa, el enlace de flujo en el inductor I dependerd de la energia potencial
almacenada en el capacitor C) y por lo tanto no es posible asignar causalidad integral a am-
bos. El nimero de elementos almacenadores de energia en un sistema en causalidad integral

es el nimero de ecuaciones linealmente independientes en el mismo.

A.3. Campos Multipuerto

Con los elementos de la metodologia de bond graph que se han visto hasta ahora, se pueden
construir modelos dindmicos para una variedad de sistemas fisicos, es decir, utilizando ele-
mentos de puerto—1: —R, —C, —I, Se, Sf; elementos de puerto—2: TF, y GY; y los puerto—3:
uniones 0 y 1. En esta seccién se introducen los campos, los cuales son generalizaciones de
multipuerto-R, —C, -1

Utilizando campos y estructuras unioén, se pueden estudiar, de manera conveniente, sistemas

que contengan componentes multipuertos complejos usando bond graph, de hecho, los bond
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e] en
QI;C;Q

Figura A.22: Simbolo de un campo—C con n puertos.

graphs con campos y estructura de unién prueban ser el camino més efectivo en el modelado
de sistemas multipuerto complejos, combinando detalles estructurales y una claridad de f4cil

visualizacién [Karnopp, 2012].

A.3.1. Campos de Almacenamiento de Energia

Las generalizaciones de multipuerto de —C y —I, las cuales son llamadas campos—C y campos—I,

respectivamente, las cuales también son conservativas de energia.

A.3.2. Campos—C

El simbolo es simplemente la letra C con tantos bonds como tenga de puertos el campo—C.
Un campo—C de n puertos se muestra en la Figura A.22 [Karnopp, 2012].

La energia E almacenada en el campo—C puede ser expresada como,

E = ]z”: (ei,fi)dt:]ieiqidt,

to =1 to =1

a ., a .
E = /Ze (q) dg; = /Ze (¢)dg = E(q), (A.62)
qo 7’:1 qo Z:1
donde f;dt = dg;.

En la Figura A.23 se muestra un sistema mecénico y otro eléctrico para mostrar el uso de los
campos—C donde las leyes constitutivas de los puertos externos deben ser deducidas desde las

leyes constitutivas de los elementos constituidos en el campo—C.
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Figura A.23: Un Campo-C compuesto por elementos de puertos—1, ~C y uniones, (a) ejemplo mecéni-
co; (b) ejemplo eléctrico.

Consideraciones causales para campos—C

Como en el caso de los elementos de puerto—1, se puede diferenciar entre causalidad derivativa
y causalidad integral para los campos—C multipuerto, pero los campos multipuerto también
admiten la causalidad integral-derivativa mezclada. La forma de causalidad completamente
integral es la que se muestra en la Figura A.24 [Karnopp, 2012].

Las leyes constitutivas pueden ser establecidas por,
ei = [®c, (q1,92,93, - ,Qn)]il donde ¢=1,2,3,---,n. (A.63)

La forma de causalidad completamente derivativa se muestra en la Figura A.25.

Las leyes constitutivas estan en la forma,
gi = ®¢, (e1,e2,€3,--- ,e,) donde i=1,2,3,--- ,n. (A.64)

En algunos sistemas mecédnicos se puede tener un campo—C con causalidad mezclada, es decir,

con bonds en causalidad derivativa e integral quedando de la forma que se representa en la
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g €
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Figura A.24: Un campo—C con n puertos con causalidad completamente integral.

e

e
1 n
1 n
Figura A.25: Un campo—C con n puertos con causalidad completamente derivativa.

Figura A.26.

Entonces las leyes constitutivas son,

€ = (I%'(QLQQ,"' yqjs €415 " 7en) donde Z:LQ?]
qr = ‘I)k((J1>Q2;"‘ana€j+1"'7€n) donde k:J+177n <A65)
q € QJ‘\X\ .
DN o

el en
7 C N

Figura A.26: Un campo—C con n puertos con causalidad mezclada integral-derivativa.
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Figura A.27: Simbolo de un campo-I con n puertos.

A.3.3. Campos—I

Los campos—I son estrictamente andlogos (es decir, no son iguales) a los campos capaci-
tivos. En lugar de leyes constitutivas relacionando esfuerzos a desplazamientos, los elementos
inerciales tienen leyes constitutivas relacionando flujos con momentos de inercia.

Todos los resultados para campos—C se pueden aplicar para los campos—I, si los flujos son
sustituidos por esfuerzos y momentos de inercia son sustituidos por desplazamientos. Por

ejemplo, la energia almacenada en un campo-I de n puertos de la Figura A.27 es,
t n t n
B - / S freadt = / S fibt,
1o i=1 to i=1

E = / > ) di = / S mdp=E ), (A.66)

Para el caso lineal, las matrices de masas y las matrices de inductancias, deben de ser simétri-
cas para satisfacer la conservacién de energia. En la Figura A.28 se muestran tres ejemplos
de los campos-1.

Las leyes constitutivas para los ejemplos de la Figura A.28, son las ecuaciones (A.67), (A.68)

y (A.69), para los ejemplos (a), (b) y (c) respectivamente.

A1 _ Ly Mo 11 ’ (A67)
A2 Mis Lo i2
A1 _ Ly —Myo i1 7 (A.68)
Ao —Mia Lo 12
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Figura A.28: Inductancia mutua en sistemas eléctricos, (a) y (b) campos-I con diferente orientacién

de embobinado; (c) un campo-I con tres puertos.

214



Apéndice A. Modelado de Sistemas en Bond Graph

f.le f.le
e, 3 . e .

e en n
7 R <7 7 R~

(@ (b)

A Li =My —Mi3 11
A2 | = | =Mz Lo M3 ig | - (A.69)
)\3 —M13 M23 LS Z'3

Independientemente de la convencién en la orientacién de embobinado, la matriz de induc-

tancia y su inversa seran simétricas si el campo—I es conservativo de energia.

A.3.4. Campos-R

Las leyes constitutivas que relacionan los esfuerzos y los flujos de los n puertos de un campo-R,
son por medio de funciones estaticas (no relacionan los estados), o algebraicas. Esta definicién
incluye elementos conservativos de potencia tal como uniones 0 y 1, y elementos que contienen
fuentes como los campos—R, pero en la practica la mayoria de los campos—R que son estudia-
dos disipan potencia. La causalidad para los campos—R usualmente es determinada por la
fuente y por los elementos de almacenamiento de energia en el sistema. Dos modelos causales
fundamentales son mostrados en la Figura A.29.

Las leyes constitutivas para la causalidad de resistencia de la Figura A.29 (a) son,
ei = ®g, (f1, f2, f3, -, fn) donde ¢ =1,2,3,--- n. (A.70)
Las leyes constitutivas para la causalidad de conductancia de la Figura A.29 (b) son,
fi = [®Pr, (e1,€2,€3, - ,en)}_1 donde 1=1,2,3,--- ,n. (A.71)
En la Figura A.30 se ilustra un ejemplo para causalidad de resistencia de un campo-R y sus
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Figura A.30: (a) Ejemplo de un campo-R en forma de resistencia; y (b) su representacién reducida.
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2 1 > 1R —2 4R
3
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Figura A.31: (a) Ejemplo de un campo-R en forma de conductancia; y (b) su representacién reducida.

leyes constitutivas son,

€1 R4 R4 0 fl
e2 | =| R« Ry+Rs+ Rs R fa |- (A.72)
€3 0 Rg Rg f3

En la Figura A.31 se ilustra el mismo ejemplo pero ahora con causalidad de conductancia del

un campo-R.
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Sus leyes constitutivas son,

1 1 1 1
h mTE® TR R €1
e e T
fo yem yem Vo ey | - (A73)
1 1 1 1
f3 R R R T Re ) L3

A.4. Ejemplos de Sistemas Simples en Bond Graph

Ya han sido presentados todos los elementos necesarios para construir un bond graph bésico.
Msds adelante se mostrard cémo construir bond graphs para sistemas moderadamente més
complicados y como obtener sisteméticamente, a partir del bond graph resultante, las ecua-
ciones de espacio de estado correspondientes que describen la respuesta dindmica del sistema.
En esta seccién, se presentan uno cuantos ejemplos simples, estos ejemplo se dan con la fi-
nalidad de introducir la aplicacién de los bond graphs en el modelado de sistemas dindmicos
[Kypuros, 2013].

Tomando el primer ejemplo de un sistema de amortiguador-resorte-masa descrito en la Figura
A.32 (a). Es aparente que la masa, el resorte, el amortiguador y la fuerza externa tiene una
cosa en comun. La fuerza externa F', aplicada en el extremo izquierdo del resorte es la misma
fuerza que experimenta la masa y el amortiguador; es decir, tienen la misma fuerza llamada
F. Por consiguiente, puede ser usada una unién de esfuerzo comun para conectar la fuente
de esfuerzo (F'), el elemento-C (el resorte), el elemento-R (el amortiguador), y el elemento-I
(la masa). La Figura A.32 (b) muestra el bond graph y (c) ilustra las relaciones matematicas
y de causalidad representadas mediante el bond graph.

El sistema de amortiguador-resorte-masa de la Figura A.32 (d). En este, el amortiguador, el
resorte, la masa y la fuerza se mueven con la misma velocidad, por lo tanto, tienen un flujo
comtn. La unién-1 en la Figura A.32 (e) indica que los cuatro elementos tienen la misma
velocidad y que alli ocurre una sumatoria de fuerzas. Por lo tanto, la razén de cambio con

respecto al tiempo de la deflexion del resorte x, es

. 1
r=—p, (A.74)
m
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Figura A.32: (a) - (c) Diagrama esquemético, bond graph y diagrama de bloques para un sistema

amortiguador-resorte-masa con esfuerzo comin; (d) - (f) Diagrama esquemadtico, bond graph y dia-

grama de bloques para un sistema amortiguador-resorte-masa con flujo comun.
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y la razén de cambio con respecto al tiempo del momento p, es

: b
p=F—kx— —p. (A.75)
m

El modelo resultante es un conjunto de dos ecuaciones diferenciales de primer orden. Si la

masa se considera constante, reordenando se tiene

p= %(mv) = % (mw) = maz, (A.76)

Las ecuaciones anteriores pueden ser combinadas para obtener una sola ecuacién de segundo

orden para el sistema amortiguador-resorte-masa que resulta mas familiar
mz + bx + kx = F, (A.7T7)

El andlogo en circuitos eléctricos para el sistema amortiguador-resorte-masa es mostrado en
la Figura A.33.

Los elementos del circuito de la Figura A.33 (a) estdn conectados en paralelo y tienen la
misma caida de voltaje, esta caida de voltaje es especificada como voltaje de entrada. Por lo
tanto, el bond graph correspondiente tiene conectados cuatro elementos a una unién-0, una
fuente de esfuerzo (una fuente de voltaje), un elemento-R (una resistencia), un elemento-C (un
capacitor), y un elemento-I (un inductor). La unién-0 representa la sumatoria de corrientes
en el nodo superior debida a la ley de corrientes de Kirchhoff. Se puede notar que el bond
graph resultante y el diagrama a bloques correspondiente son exactamente los mismos que
para el sistema amortiguador-resorte-masa en la Figura A.32 (a).

El circuito de la Figura A.33 (c) tiene cuatro elementos conectados en serie, y por lo tanto
fluye la misma corriente a través de ellos. El circuito es gobernado por la ley de voltajes de
Kirchhoff. Como se describe en la Figura A.32 (d), una unién-1 es usada para indicar que se
tienen una corriente comin,

A, (A.78)

fluye a través de los elementos y representa la suma de las caidas de voltaje en la malla del

circuito,
: 1 R

219



Apéndice A. Modelado de Sistemas en Bond Graph

ol

@ (b)

- 1 11 R:R
[ I '
[:L

(d) (€) (f)

Figura A.33: (a) - (c) Diagrama esquemético, bond graph y diagrama de bloques para un circuito

eléctrico con esfuerzo comin; (d) - (f) Diagrama esquematico, bond graph y diagrama de bloques para
un circuito eléctrico con flujo comun.
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Recordando que A es el momento eléctrico,
A= Li= Lg, (A.80)

las ecuaciones anteriores pueden se recombinadas para obtener una ecuacién diferencial de
segundo orden m&s comun para un circuito RLC en serie,

. . 1
Lq+ Rq + o= (A.81)

El diagrama a bloques en la Figura A.33 (¢) muestra las relaciones matematicas y de causa-
lidad representadas mediante el bond graph in la Figura A.33 (d). Nuevamente, se puede
notar que el bond graph y el diagrama a bloques son los mismos que los mostrados para el
sistema amortiguador-resorte-masa descrito en la Figura A.32 (d). También, se debe notar
que la ecuacién diferencial de segundo orden (A.81) tiene el mismo formato que la ecuacién
diferencial de segundo orden (A.77) analizada para el sistema amortiguador-resorte-masa en

la Figura A.32 (d) [Kypuros, 2013].

A.5. Obtencion de las Ecuaciones de Estado en Bond Graph

Una amplia clase de sistemas dindmicos pueden ser descompuestos en los elementos vistos
en secciones anteriores, elementos almacenadores de energia (elementos-1 y -C), disipadores
de energia (elementos-R), convertidores de energia (transformadores y giradores), fuentes
externas (fuentes de esfuerzo y fuentes de flujo), y relaciones tanto de esfuerzo como de flujo
comun (uniones-0 y -1) [Kypuros, 2013].

En esta seccién se introducen las reglas generales para obtener, a partir de la representacién
en bond graph, las ecuaciones algebraicas y diferenciales que definen un sistema dindmico

utilizando una representacién matemadtica para los cuatro dominios de energfa principales.

A.5.1. Reglas Generales

Existen algunas reglas generales que ya han sido introducidas o dadas de manera implicita

en secciones anteriores, pero en esta seccién se volverdn a exponer de manera explicita para
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Figura A.34: Direcciones de potencia asumidas generalmente para elementos disipadores y elementos
almacenadores de energfa.

un mejor entendimiento. Usualmente, como los describe la Figura A.34 (a), se asume que la
potencia fluye desde el sistema hacia los elementos almacenadores de energia, por consiguiente,
la semiflecha del bond graph casi siempre apunta hacia los elementos-I, -C, -R.

Ademds, como se muestra en la Figura A.34 (b), en las fuentes de esfuerzo y fuentes de flujo
se asume que proporcionan potencia hacia el sistema. Las fuentes de esfuerzo especifican que
un esfuerzo entra al sistema y las fuentes de flujo especifican un flujo que estd entrado al
sistema.

Los elementos de dos puertos tienen una convencién de la potencia que pasa a través de ellos,
donde los bonds conectados apuntan en la misma direccién. Esto es descrito en la Figura
A.34 (c). En los transformadores y en los giradores, un bond debe especificar la potencia que
entra y otro la potencia que sale.

Ocasionalmente, para sintetizar o simplificar un bond graph se utiliza la Figura A.35 Estas
estructuras pueden ser simplificadas répidamente. Si una unién-0 6 -1 tiene solo dos bond, en-

tonces los esfuerzos deben ser iguales y los flujos también. Esto se puede demostrar mateméti-
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Figura A.35: a) unién-0 de dos puertos, (b) unién-1 de dos puertos, (¢) uniones-0 adyacentes y (d)
uniones-1 adyacentes.

camente analizando las uniones de puerto-2. Tomando por ejemplo la unién-0 descrita en la
Figura A.35 (a).

Las relaciones para la unién-0 son

e1 = eg (esfuerzo comiin), (A.82)

f1 — f2 =0 (suma de flujos). (A.83)

De tal manera que, a partir de (A.35) se puede demostrar que f1 = f2, y de este modo no
sélo los esfuerzos son iguales, sino que también los flujos lo son. La unién en si misma es
redundante y puede ser reducida a un bond simple como se describe en la Figura A.35 (a).
Lo mismo ocurre con las uniones-1 de dos puertos. Cuando dos uniones-0 o dos uniones-1
estdn adyacentes una a la otra, las uniones conectadas pueden ser reducidas a una sola como

se muestra en la Figura A.35 (c) y (d).

223



Apéndice A. Modelado de Sistemas en Bond Graph

m Y1)
|

il t)kH]b

[v)
@ (b)

b3

Figura A.36: (a) Sistema amortiguador-resorte-masa y (b) modelo simple de un cuarto de la suspen-
sién de un vehiculo.

A.5.2. Traslacién Mecdanica

Los sistemas mecdnicos que son puramente traslativo se clasifican como sistemas de traslacion
mecdnica. Algunos ejemplos como son un sistema de suspensién y amortiguador-resorte-masa
son descritos en la Figura A.36. Aunque la traslacién ocurre generalmente en tres dimensiones,
los problemas analizados aqui serdn restringidos a un movimiento planar. Sin embargo, los
métodos presentados son aplicables usualmente a movimiento tridimensional [Kypuros, 2013].
Los sistemas amortiguador-resorte-masa son evaluados usando mecédnica newtoniana bdsica.
Antes de introducir las reglas bésicas para la sintesis de un bond graph para sistemas mecéni-
cos de traslacién, se recordaran los elementos béasicos de mecédnica de traslaciéon. Las masas
almacenan energia cinética cuando estdn en movimiento y son consideradas elementos-I. Los
estados integrados asociados con las masas son los momentos de masa y las fuerzas frecuente-
mente son sumadas en una masa. Los resortes son almacenadores de energia potencial, por lo
que son considerados elementos-C. Sus estados integrados asociados son las deflexiones del re-
sorte. La deflexion del resorte estd relacionada mediante una integral de la velocidad relativa
o la velocidad diferencial entre los extremos del resorte. Los amortiguadores o absorbedores de
impacto disipa energfa y son considerados elementos-R. Las palancas y los balancines operan
como transformadores. Las diferenciales de velocidad son representadas mediante uniones-0,
y las uniones-1 son usadas para el modelado de la suma de fuerzas.

Las reglas bésicas para sintetizar bond graphs para sistemas de traslacion mecénica son:
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1. Identificar las velocidades distintas. Para cada velocidad distinta establecer una unién-
1. Las velocidades distintas son con frecuencia asociadas a las masas. Por consiguiente, si una
masa es asociada especificamente con una velocidad distinta debe ser colocado un elemento-I
para representar la masa, la cual debe ser colocado directamente usando una unién-1 median-
te un bond. Ademds, si existe cualquier otro elemento relacionado directamente con una
velocidad especifica, también debe aparecer en la unién-1 asociada.

2. Insertar la generacion de fuerzas con puertos-1 y los convertidores de energia con
puertos-2. Los generadores de fuerza puertos-1 (i.e. amortiguadores y resortes) son colocados
entre los pares apropiados de uniones-1 mediante uniones-0. Recordando que la condicién
secundaria para una unién-0 es una sumatoria de flujos. En sistemas mecanicos, las uniones-0
son usadas para calcular las velocidades diferenciales. Si un resorte o un amortiguador es
sujetado entre dos puntos que se estdn moviendo, este experimentard una diferencial de ve-
locidad entre sus dos extremos. Ademés, los resortes y los amortiguadores generan fuerzas de
igual magnitud pero sentido opuesto en sus extremos. Sus extremos se mueven generalmente
a velocidades diferentes. De este modo, estos elementos son conectados mediante uniones-0
para indicar la fuerza de magnitud comin y las velocidades distintas en cada extremo del
mismo. Los transformadores y los giradores pueden aparecer también entre las velocidades
distintas conectados mediante palancas o poleas.

3. Asignar las direcciones de las potencias. Usando las reglas generales para asignar las
direcciones de las potencias detalladas en la seccién anterior. Los bonds remanentes con una
direccién de potencia no asignada se puede hacer una asignacién de forma arbitraria al igual
que en sistemas dindmicos donde una convencién de signos es elegida y usada de manera
consistente. Sin embargo, algunas reflexiones pueden minimizar la necesidad de trabajo extra
en la obtencién del modelo. Por ejemplo, en el siguiente paso se eliminardn las uniones de
velocidad cero, Esto llevarda de manera inevitable que las uniones tengan sélo dos bonds
conectados, Asi, es conveniente seguir una convencién de potencia de entrada-potencia de
salida tal que la unién pueda ser reducida como se ilustra en la Figura A.35 sin tener que
involucrarse ningin cambio de signo.

4. Eliminar las velocidades cero. Para diferenciar entre las velocidades en cada extremo
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de un resorte o de un amortiguador, las velocidades cero son puntos distintos identificados
de manera explicita y se usa una unién-1 como un “marcador de referencia”. Las uniones-1
de velocidad cero son redundantes. Por lo tanto, las uniones-1 de velocidad cero y sus bonds
conectados son eliminados. Esto ayuda a simplificar el bond graph resultante.

5. Simplificar. Simplificar el bond graph resultante mediante la reduccién de uniones-1
y -0 de puerto-2 como se describe en la Figura A.35 (a) y (b) y reorganizar las uniones
adyacentes que pueden ser reducidas como lo describen las Figura A.35 (¢) y (d).

6. Asignar la causalidad. Asignar las trazas causales (barra vertical en la punta de la
semiflecha) en los bonds para indicar las relaciones entrada-salida en cada puerto. Este paso
sera discutido con mds detalle en una seccién mds adelante. Por ahora se enfocard en sintetizar
y simplificar el bond graph sin causalidad. La asignacién de la causalidad es el tltimo paso
antes de obtener las ecuaciones algebraicas y diferenciales que representan la dindmica del
sistema a partir del bond graph.

Las reglas generales para sistemas mecédnicos de traslacién son mejor ilustradas mediante un
ejemplo.

Ejemplo A.1. Obtener el bond graph para el sistema amortiguador-resorte-masa descrito
en la Figura A.36 (a).

Solucién. El primer paso es identificar las velocidades diferentes. Como se muestra en la
Figura A.37 (b), existen tres velocidades distintas, la velocidad cero del suelo, la velocidad
de la masa que estd mds a la izquierda, y la velocidad de la masa del extremo derecho. Como
se indica en la Figura A.37 (c), hay tres elementos asociados directamente con cada una de
esas velocidades. Una fuente de flujo es usada para identificar la velocidad cero del suelo.
Elementos-1I son colocados directamente fuera de las otras uniones-1 para representar las dos
masas, y una fuente de esfuerzo es colocada fuera de la tercera unién-1 para agregar la fuerza
externa F(t).

El siguiente paso es insertar la generacion de fuerzas con puertos-1 y los convertidores de
energia con puertos-2. Entre el suelo y la primera masa, hay un amortiguador (elemento-R) y
un resorte (elemento-C). Ademds, otro resorte (elemento-C) aparece entre las dos masas. Por

consiguiente, como se muestra en la Figura A.37 (d), un elemento-C es colocado usando una
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Figura A.37: Ejemplo de sistema mecédnico de traslacion.
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unién-0 entre las uniones-1 mds al extremo izquierdo y la de en medio tal como un elemento-
R. El otro elemento-C es colocado entre la unién-1 de en medio y la unién-1 en el extremo
derecho.

En ese punto, se pueden asignar las direcciones de las potencias. Se puede notar que en la
Figura A.37 (d) los bonds son dirigidos generalmente de derecha a izquierda y asi en cada
unién-0 la velocidad relativa es calculada como la velocidad del bond de la derecha menos la
velocidad del bond de la izquierda. Esto podria ser hecho en direccién opuesta para obtener
un bond graph equivalente.

Ahora que el bond graph bésico estd establecido, se puede comenzar con la simplificacién.
Primero, se eliminan las fuentes de velocidad cero involucradas borrando las uniones y los
bonds conectados directamente a esa unién. Una vez realizado esto, el bond graph resultante
simplificado luce como se muestra en la Figura A.37 (e). Este ejemplo ilustra todo el proceso
de modelado, excepto la regla general final (la asignacion de la causalidad). Esta se tocard

mds adelante.

A.5.3. Rotacion Mecanica

Los sistemas mecdnicos de rotacién son andlogos directamente a los sistemas mecdnicos de
traslacién. Esto resulta del hecho de que las ecuaciones de movimiento para rotacién, al igual
que para traslacién, son obtenidas mediante el uso de las leyes de Newton, especialmente de
la segunda ley de Newton. Por lo tanto, no deberfa causar ninguna sorpresa que las reglas
generales para la obtencién del bond graph para mecédnica rotacional son similares para
mecdnica traslacional [Kypuros, 2013].

Antes de comenzar, se revisaran brevemente los elementos en los sistemas de rotacién. Recor-
dando que aunque con frecuencia los rodamientos son disenados para ser muy eficientes, estos
disipan una cantidad nominal de energia y por esto son clasificados como elementos-R. Una
barra de torsién o resorte almacena energia potencial cuando sus extremos tienen un giro
relativo el uno con el otro. Esta energia potencial es liberada cuando el eje se descarga. Por

lo tanto, un resorte de torsién es un elemento-C. Las inercias rotacionales estdn compuestas
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de masas. Como las masas estdn girando, estas se cargan de energfa cinética haciendo de la
inercia un elemento-I. Los pares de engranes y los engranes de cadena operan como trans-
formadores en sistemas rotacionales. Las diferenciales de velocidad angular ocurren en las
uniones-0, y los momentos (pares de torsién) son agregados a las uniones-1.

Al igual que en los sistemas mecédnicos de traslacion, se inicia el proceso de sintesis del bond
graph mediante la identificacién de lugares donde el sistema tiene velocidades distintas. Estas
frecuentemente ocurren donde hay una inercia y/o donde los elementos estdn rigidamente
conectados.

Las reglas béasicas para la obtencién del bond graph para sistemas mecédnicos de rotacién son:
1. Identificar las velocidades angulares distintas. Para cada velocidad angular distinta es-
tablecer una unién-1. Las velocidades distintas son con frecuencia asociadas a las inercias
giratorias. Si una inercia giratoria tiene una velocidad distinta, un elemento-I que representa
esta inercia debe ser colocado directamente afuera de la unién-1. Ademds, si existen mas ele-
mentos directamente relacionados con una velocidad angular especifica, estos también deben
aparecer fuera de la unién-1 asociada.

2. Insertar la generacion de par de torsion con puertos-1 y los convertidores de energia
con puertos-2. Los puertos-1 para representar los pares de torsién o generadores de momento
son colocados entre los pares de uniones-1 apropiados usando uniones-0. De manera similar a
los sistemas mecdnicos de traslacién, los resortes de torsién y algunas veces los rodamientos
generan momentos de magnitud igual en cada extremo de ellos pero aplicados en direcciones
opuestas. Debido a que estos pueden estar conectados entre dos puntos en movimiento, estos
pueden experimentar una diferencial de velocidad angular. Sus extremos generalmente se
mueven a diferentes velocidades. La condicién secundaria en una unién-0 es la suma de las
velocidades angulares o la diferencial de velocidad angular. De este modo, estos elementos
son conectados fuera de las uniones-0 para indicar el par de torsién de magnitud comin y
velocidad angular distinta en cada extremo de los estos elementos. Los transformadores o
pares de engranes también pueden aparecer entre velocidades angulares distintas.

3. Asignar las direcciones de las potencias. Como se vio anteriormente, Usando las re-

glas generales para asignar las direcciones de las potencias. Los bonds remanentes con una
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direccién de potencia no asignada se puede hacer una asignacién de forma arbitraria. Es
conveniente seguir una convencioén de potencia de entrada-potencia de salida para facilitar la
reduccién de uniones redundantes.

4. Eliminar las velocidades cero. Asi como se hizo con los sistemas de traslacién, para
diferenciar entre las velocidades angulares en cada extremo de un resorte de torsién o algin
otro elemento giratorio, las velocidades cero son identificadas como puntos considerados dis-
tintos y se usa una unién-1 como un “marcador de referencia”. Las uniones-1 de velocidad
angular cero son redundantes. Por lo tanto, para ayudar en la simplificacién, se eliminan las
uniones-1 de velocidad angular cero y sus bonds conectados.

5. Stmplificar. Simplificar el bond graph resultante mediante la reduccién de uniones-1 y
-0 de puerto-2, y reorganizar las uniones adyacentes que son del mismo tipo y que pueden ser
condensadas dentro de una sola unioén.

6. Asignar la causalidad. Asignar las trazas causales (barra vertical en la punta de la
semiflecha) en los bonds para indicar las relaciones entrada-salida en cada puerto

Para ilustrar el proceso de sintesis del bond graph en este tipo de sistemas, se examina el
sistema rotacional que se ilustra en la Figura A.38.

Ejemplo A.2. Sintetizar el bond graph para el sistema rotacional dado en la Figura 1.5 (a).
Solucién. Al igual que para los sistemas mecédnicos de traslacién, el primer paso es identificar
las velocidades diferentes. La Figura A.38 (b) muestra que existen tres velocidades angulares
distintas, una en la inercia rotacional, y una en cada rueda dentada. La inercia rotacional es
unida a un extremo del eje junto a un rodamiento. Ademads, cada rueda dentada también estd
unida a un rodamiento adyacente. Ademds, un momento de torsiéon externo 7,,, es aplicado
directamente a la inercia rotacional. Por lo tanto, como se muestra en la Figura A.38 (c),
un elemento-I, un elemento-R y una fuente de esfuerzo son conectadas fuera de la unién-
0 del extremo izquierdo para representar el par de torsién externo, la inercia rotacional y
el rodamiento. Los elementos-R son conectados a la unién-1 restante para representar los
rodamientos adyacentes a cada rueda dentada.

El siguiente paso es insertar la generacidn de par de torsion con puertos-1 y los convertidores

de energia con puertos-2 entre los pares apropiados de uniones-1. El eje, el cual almacena
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Figura A.38: Ejemplo de sistema rotacional simple.

energia potencial, es representado mediante un elemento-C que va conectado usando una
unién cero entre la unién-1 conectada a la inercia rotacional y la primera rueda dentada. El
par de engranes es representado mediante un transformador entre las uniones-1 considerando
la velocidad angular en cada engrane.

Ahora se asignan las direcciones de las potencias. Notar como los bonds de potencia que no
tienen asignacién de direccién se inclinan hacia el flujo desde la fuente hacia afuera de los
rodamientos disipadores de energfa en el extremo derecho. No hay uniones de velocidad cero
explicitas por considerar, asi que se continda con el siguiente paso.

Simplificacion. Este problema tiene solo una unién redundante, la unién-1 conectada al
elemento-R representando el rodamiento a un lado de la rueda dentada superior, el cuédl
puede ser eliminado y asi su extremos son conectados directamente al extremo del transfor-

mador como se muestra en la Figura A.38 (d).
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A.5.4. Circuitos Eléctricos

El proceso para obtener el bond graph de circuitos eléctricos varia de manera significativa
de los sistemas mecdnicos. En sistemas mecdnicos, tanto de rotacién como de traslacién,
primero se identifican las velocidades diferentes y se establece una unién-1 para cada una.
Esto se genera a partir del hecho de que la velocidad comin (un flujo) es compartida en
los puntos donde los elementos mecdnicos estdn unidos rigidamente. En circuitos eléctricos
donde los elementos estédn conectados comparte un mismo voltaje (esfuerzo) més que una
corriente (flujo). Esto implica un cambio fundamental en cémo se sintetiza el bond graph.
Se deben identificar los puntos con esfuerzo comin en lugar de los puntos con flujo comtin
[Kypuros, 2013].

Nuevamente, antes de comenzar, se revisardn brevemente los elementos en los circuitos eléc-
tricos. Las resistencias disipan energfa y son por lo tanto elementos-R. La energia potencial es
almacenada en los capacitores haciendo de ellos elementos-C, mientras que la energia cinética
es almacenada en los inductores los cuales sirven como elementos-I en circuitos eléctricos.
Las fuentes de voltaje ideales y las baterias sirven como fuentes de esfuerzo, mientras que
las fuentes de corriente ideales suministran flujo. Los transformadores eléctricos operan de
manera similar a los pares de engranes en que los voltajes (o esfuerzos) son proporcionales
en ambos lados a las corrientes (o flujos). Las leyes de Kirchhoff son usadas para determinar
las corrientes y los voltajes en un circuito. En circuitos eléctricos, los elementos conectados
en serie comparten una corriente comin (un flujo). Asi que, las uniones-1 son usadas para
representar mallas cerradas donde las corrientes es compartida y los voltajes son sumados
usando la ley de voltajes de Kirchhoff. Cuando la conexién es en paralelo, los elementos del
circuito comparte un voltaje y las corrientes son sumadas en el nodo. Un esfuerzo comin o
unién-0 es usado para representar nodos en circuitos donde es aplicada la ley de corrientes
de Kirchhoff.

La sintesis de un bond graph de circuitos eléctricos difiere de la utilizada para sistemas
mecanicos. Aunque muchos de los pasos permanecen basicamente igual, la obtencién de bond

graphs en circuitos eléctricos comienza por identificar los esfuerzos unicos en lugar de los
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flujos tnicos.

1. Identificar los voltajes distintos. Al igual que en los sistemas mecdnicos donde primero
se identificaban las velocidades distintas (o flujos) y se establecia una unién-1 para cada una,
en circuitos eléctricos se identifican los potenciales de voltaje distintos (o esfuerzos) incluyendo
la tierra y se establece una unién-0 para cada uno. Si hay algin otro elemento relacionado
directamente a cualquier voltaje distinto, se colocan usando una unién-1 directamente en la
unién-0 respectiva.

2. Insertar los elementos del circuito con puertos-1 y los convertidores de energia con
puertos-2. Los elementos del circuito que almacenan y disipan energfa tipicamente generan
caidas de voltaje. Por lo tanto, se colocan con uniones-1 entre los pares apropiados de uniones-
0 representando los voltajes en los extremos de los elementos. Esto aparecen con uniones-
1 porque la condicién secundaria para una unién-1 dicta una sumatoria de esfuerzos. En
circuitos eléctricos, esto se puede hacer mediante un célculo de la caida de voltaje. Ademas,
los puertos-2 convertidores de energia tal como los transformadores pueden causar un cambio
en el voltaje y pueden aparecer entre un par de uniones-0 para representar los distintos
potenciales en cada extremo.

3. Asignar las direcciones de las potencias. Recordando el uso de las reglas generales
para asignar la potencia. A los bonds restantes se les asigna de manera arbitraria, pero es
conveniente seguir una convencién potencia de entrada-potencia de salida para facilitar la
eliminacién de uniones redundantes.

4. Eliminar la tierra explicita. Para facilitar la colocacién apropiada de puertos-1, se
incluyé de manera explicita como un voltaje diferente en el primer paso. En circuitos eléctricos
generalmente se miden los voltajes haciendo referencia a tierra. En este punto se pueden
eliminar las uniones-0 asociadas con la tierra y todos los bonds conectados directamente a
ella.

5. Stmplificar. Simplificar el bond graph resultante mediante la reduccién de uniones-1 y
-0 de puerto-2, y reorganizar las uniones adyacentes que son del mismo tipo y que pueden ser
condensadas dentro de una sola unién.

6. Asignar la causalidad. Asignar las trazas causales (barra vertical en la punta de la
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semiflecha) en los bonds para indicar las relaciones entrada-salida en cada puerto.

Para ilustrar el proceso de sintesis del bond graph en este tipo de sistemas, se examina el
circuito eléctrico que se ilustra en la Figura A.39 (a).

Ejemplo A.3. Obtener el bond graph para el circuito eléctrico ilustrado en la Figura A.39
(a).

Solucién. La primera cosa por hacer es identificar los distintos voltajes (observar la Figura
A.39 (b)). También, en este punto se requiere identificar un elemento asociado directamente
con un voltaje distinto (Ver la Figura A.39 (c)). En este caso existe solamente la tierra
explicita.

Ahora se insertan los elementos de circuito de puerto-1 y -2. Un rasgo caracteristico resulta
cuando se inserta el transformador. Un extremo del transformador est4 entre el inductor y la
tierra, y el otro entre la resistencia y la tierra. Esto es, cada extremo se sitia entre distintos
pares de uniones-0. Como se ilustra en la Figura A.39 (c), las uniones-1 son insertadas entre
cada par de uniones-0, y el transformador conecta las dos con uniones-1.

Entonces, se asignan las direcciones de la potencia. La simplificacion del proceso comienza
por la eliminacidn de la tierra explicita. Siguiendo con la simplificacién, se eliminan los bonds
conectados a ella y los bonds que son posibles reducir usando las reglas generales vistas ante-
riormente. El bond graph resultante simplificado esta dado en la Figura A.39 (d). Los bond
graphs para circuitos eléctricos algunas veces pueden ser obtenidos rapidamente mediante
inspeccién. El circuito estd compuesto de dos lazos o mallas conectadas a un transformador.
El bond graph simplificado esta hecho de dos ramas. La rama de la izquierda es la fuente
de voltaje, el inductor y el lado izquierdo del transformador que comparten un flujo comuin.
El brazo de la derecha es el lado derecho del transformador, la resistencia, y el capacitor en
serie. Los lados derecho e izquierdo aparecen conectados con uniones-1 porque cada rama

comparte una corriente comin. Las dos mallas interactian mediante el transformador.
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Figura A.39: Ejemplo de circuito eléctrico con transformador.
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A.5.5. Circuitos Hidraulicos

Los sistemas mecdnicos tanto de rotacién como de traslacién son representados de forma
consecutiva porque los dos tienen un proceso similar para la obtencién de su representacién
en bond graph. Esto no es ninguna sorpresa ya que ambos son gobernados basicamente por
las mismas reglas (Mecdnica Newtoniana). Aunque parezca mentira, los circuitos hidréulicos
son muy similares a los circuitos eléctricos. Asi las reglas generales para la obtencién de los
bond graphs para circuitos hidraulicos son directamente andlogas a las que se utilizan para
los circuitos eléctricos [Kypuros, 2013].

De igual forma que se hizo en los sistemas anteriores, antes de comenzar, se revisardan breve-
mente los elementos en los circuitos hidrdulicos. Los elementos-R en circuitos hidraulicos
son usados para representar caidas de presiéon que resultan de pérdidas de energia mediante
valvulas o debidas a la agitacion a lo largo de la superficie de las paredes de la tuberia. Los
acumuladores pueden almacenar energia potencial mediante la variacién del peso (o volu-
men) del fluido. Los fluidos tienen densidad y pueden almacenar cantidades considerables de
energfa cinética al fluir a través de las tuberfas. Una bomba de desplazamiento es usada con
frecuencia para suministrar una presién a un circuito hidrdulico y puede ser tratada como una
fuente de presién ideal. Por otro lado, una bomba centrifuga generalmente controla el flujo
a través de un sistema hidrdulico y por lo tanto es tratada como una fuente de flujo ideal.
Las uniones fisicas en un circuito hidraulico donde las tuberias o canales se conectan son
similares a un nodo en un circuito eléctrico donde las ramas de un circuito se conectan. En
estas uniones fisicas, los caudales de flujo se combinan (i.e. resultando una suma de caudales
de flujo) Ademsds, las uniones fisicas son puntos de presién comin. Los elementos de circuitos
hidrdulicos pueden ser conectado “en serie” al igual que los elementos de los circuitos eléc-
tricos. Cuando estédn conectados de esta manera los elementos comparte un caudal de flujo
volumétrico comtn y resulta en una cafda de presién a través del elemento.

Dada la similitud entre los circuitos eléctrico e hidrdulicos, no debe haber sorpresa en que las
reglas generales para la obtencién del bond graph de estos dos sistemas idénticas.

1. Identificar las presiones distintas. En circuitos hidrdulicos se identifican las presiones
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distintas (o esfuerzos) incluyendo la presién atmosférica y establecer un unién-0 por cada
una de ellas. Si hay cualquier otro elemento relacionado directamente con cualquiera de las
presiones distintas, se colocan usando una unién-1 en la respectiva unién-0. Las presiones
diferentes son localizadas entre los elementos hidrdulicos.

2. Insertar los elementos del circuito hidrdulico con puertos-1 y los convertidores de ener-
gia con puertos-2. Los elementos de circuito hidrdulico que almacenan y disipan energfa
tipicamente generan caidas de presién. Por lo tanto, se colocan con uniones-1 entre los pares
apropiados de uniones-0 representando las presiones en los extremos de los elementos. Esto
aparecen con uniones-1 porque la condicién secundaria para una unién-1 dicta una sumatoria
de esfuerzos. En circuitos hidraulicos, esto se puede hacer mediante un cédlculo de la caida
de presién. Ademads, los puertos-2 convertidores de energia pueden causar un cambio en la
presién y pueden aparecer entre un par de uniones-0 para representar los distintos potenciales
en cada extremo.

3. Asignar las direcciones de la potencia. Recordando el uso de las reglas generales para
asignar la potencia. A los bonds restantes se les asigna de manera arbitraria, pero es conve-
niente seguir una convencién potencia de entrada-potencia de salida para facilitar la elimi-
nacién de uniones redundantes.

4. Eliminar la presion atmosférica. Al igual que en los circuitos eléctricos donde tipi-
camente la medicién de voltaje es relativa a tierra, en circuitos hidrdulicos la medicién de
calibracién de presién o diferencial de presion es relativa a la presién atmosférica. Si se usa
tipicamente la calibracién como opuesta a la presién absoluta, se puede eliminar la presién at-
mosférica. En este punto se pueden eliminar las uniones-0 asociadas con la presién atmosférica
y todos los bonds conectados directamente a ella.

5. Simplificar. Simplificar el bond graph resultante mediante la reduccién de uniones-1 y
-0 de puerto-2, y reorganizar las uniones adyacentes que son del mismo tipo y que pueden ser
condensadas dentro de una sola unioén.

6. Asignar la causalidad. Asignar las trazas causales en los bonds para indicar las rela-
ciones causa-efecto en cada puerto. Mds adelante se revisara este paso.

Para ilustrar el proceso de obtencién del bond graph en este tipo de sistemas, se examina el
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Figura A.40: Ejemplo de circuito hidrdulico.

circuito hidrdulico que se ilustra en la Figura A.40.

Ejemplo A.4. Obtener el bond graph para el circuito hidraulico ilustrado en la Figura A.40
(a).

Solucién. El circuito hidraulico estd compuestos de una fuente de flujo, dos acumuladores,
dos vélvulas y una tuberfa. El primer paso es identificar las presiones distintas. En este
problema, existen presiones distintas en los fondos de cada acumulador o tanque, en el extremo
derecho de la tuberfa larga, y en la salida del sistema (Ver la Figura A.40 (b)). Para cada
caso, se establece una uni6n-0. Como se ilustra en la Figura A.40 (c), los acumuladores

estan asociados con dos de las uniones y la presién atmosférica es asociada con una tercera
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unién. De este modo, los elementos-C y una fuente de esfuerzo son colocados en las uniones-0
apropiadas.

En seguida se insertan los elementos de puerto-1 y -2. Hay una valvula entre los dos acu-
muladores o tanques la cual causa una caida de presién. Esto es representado mediante un
elemento-R conectado con una unién-1 entre las dos uniones-0 del extremo izquierdo. En la
tuberia larga fluye una cantidad significativa de fluido con inercia. Por lo tanto, un elemento-I
es colocado con una unién-1 entre la segunda y tercera unién-0 para representar las presiones
en los extremos izquierdo y derecho de la tuberia. Existe otra védlvula entre el final de la
tuberia y la salida del sistema la cual estd expuesta a la presiéon atmosférica. Esta vdlvula es
representada mediante un elemento-R conectado a una unién-1 entre las dos uniones-0 del
extremo derecho.

Ahora, se asignan las direcciones de las potencias. Las direcciones se eligen de manera que
tengan sentido y faciliten mds tarde una simplificaciéon. En el siguiente paso, se elimina la
presion atmosférica lo cual involucra remover la fuente de esfuerzo asociada, las uniones-0
conectadas, y cualquier bond conectado a esa unién-0. Esto permite simplificar el bond graph
mediante la eliminacién de los bonds y la reorganizacién de uniones adyacentes. Finalmente

se llega al bond graph simplificado que se muestra en la Figura A.40 (d).

A.5.6. Sistemas mezclados

Muchos sistemas dindmicos no son puramente de un sélo dominio de energfa, es decir, son
sistemas mezclados con subsistemas que operan en varios dominios de energfa. Los sistemas
pueden ser electromecdnicos, hidromecdnicos, de rotacién y de traslacién, etc. Los sistemas
de energfa mezclados pueden ser descompuestos en subsistemas, cada uno de ellos en un sélo
dominio de energfa. De esta manera, los subsistemas pueden ser manejados usando las reglas
generales detalladas en la seccién anterior para sistemas mecdnicos de rotacién, mecédnicos
de traslacién, circuitos eléctricos, y circuitos hidrdulicos. Los subsistemas estdn acoplados
mediante dispositivos referenciados como transductores, los cuales convierten la energia de un

dominio a otro. Algunos de estos dispositivos son descritos en la Figura A.41. Tipicamente, los
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Figura A.41: Ejemplos de transductores que incluyen (a) un motor ideal, (b) una bomba centrifuga,
y (c) un pifién y cremallera.

transductores son considerados conservativos de energfa y pueden ser representados mediante
transformadores o giradores dependiendo en cémo convierten la energia. Se estudiard un
ejemplo de sistemas mezclados para ilustrar como un transductor puede acoplar dominios de
energia y ¢cémo un sistema puede ser descompuesto en subsistemas que operan en un sélo
dominio de energia [Kypuros, 2013].

Ejemplo A.5. Sintetizar el bond graph para el motor de corriente directa de imén perma-
nente (PMDC) que se muestra en la Figura A.42 (a).

Solucién. Muchos dispositivos electromecdnicos tales como brazos robéticos, turbinas de
viento, y maquinas controladas mediante computacién numérica (CNC) usan motores y/o
servos. Estos dispositivos, aunque se manejan eléctricamente, son usados para sistemas de
posicién y movimiento mecdnico. Un dispositivo usado cominmente en ese tipo de sistemas
es un motor PMDC.

El motor en sf mismo es un sistema electromecénico. El motor estd compuesto de una bobina
giratoria que estd hecha de un enrollado de cobre con resistencia, inductancia y, dependiendo
del tamano del cable enrollado, una cantidad significante de inercia rotacional. Por un lado se
tiene un circuito con una fuente de voltaje, una resistencia, y una inductancia conectados en
serie. El bond graph para la parte del lado eléctrico puede ser obtenido mediante inspeccién.
Este estd compuesto de una fuente de esfuerzo, un elemento-R, un elemento-I, y un bond sin
conexién unido a una unién-1.

Por el otro lado se tiene la inercia rotacional del embobinado, un tren de engranes, y un
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Figura A.42: Modelo de un motor de corriente directa de imén permanente (PMDC).

rodamiento. Los lados eléctrico y mecédnico del sistema se acoplan mediante un “motor ideal”,
el cudl representa el acoplamiento electromecdnico que existe entre los dos lados del sistema.
Este motor ideal relaciona el par de torsién generado del lado mecédnico con la corriente
que fluye a través del lado eléctrico. Ademds, relaciona la fuerza electromotriz (la caida de
voltaje en el lado eléctrico debido a la generacién de par de torsién en el lado mecédnico)
con la velocidad angular de la bobina giratoria. Una constante del motor k,,, es usada para

relacionar los esfuerzos y los flujos en los lados eléctrico y mecénico del sistema,

Tm =knmi(t)=0 y Ep = knpwn. (A.84)
Ademss, el “motor ideal” puede ser representado mediante un elemento girador con un médulo
de k,,.
El lado mecénico del sistema estd caracterizado por dos velocidades angulares distintas (una

en el eje de salida del motor y otra después del tren de engranes). El engrane de salida se

conecta a la flecha mediante un rodamiento. Se establecen dos uniones-1, una por cada veloci-
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dad diferente. En la primera se conecta un elemento-I para representar la inercia rotacional
de la bobina. En la segunda, se conecta un elemento-R para representar el rodamiento. Entre
las dos uniones-1 se inserta un transformador para representar el tren de engranes. El bond
graph resultante se puede simplificar conectando directamente el elemento-R que representa

el rodamiento en el eje de salida del transformador.

A.5.7. Modelos mateméaticos deducidos de un bond graph

El modelo en bond graph de un sistema fisico dindmico se sitia como en intermediario entre
el esquema fisico y los modelos matematicos asociados (ecuacién de estado lineal o no lineal,
matriz de transferencia dentro del caso lineal). La casualidad permite escribir sistemética-
mente y de una forma bien estructurada las relaciones que caracterizan la evolucién dindmica
del sistema y combinar las ecuaciones diferenciales y ecuaciones algebraicas, para realizar la

simulacién dindmica [Dauphin-Tanguy, 2000].

Ecuacién de estado

El modelo de estado resultante de un bond graph tiene una forma perfectamente definida,
puesto que las variables de estado son establecidas de manera sistemética. Existen diferentes
métodos para su construccién: aqui se presenta el método mas directo, que puede ser un
poco més largo para un modelo en bond graph de grandes dimensiones, pero que conduce al

resultado sin dificultad [Dauphin-Tanguy, 2000].

Estructura de unién

La estructura de unién es la que conjunta las uniones-0 y -1, los transformadores, y los
giradores, ademds en la estructura unién no se genera ni se disipa energia, es decir, la potencia
neta que entra a una estructura unién es igual a la que se desvanece a través de los puertos
conectados a ella. Una estructura unién provee las relaciones entre los esfuerzos y los flujos

en sus puertos [Karnopp, 2012].
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Figura A.43: Diagrama a bloques de la estructura de unién de un bond graph.

Vectores clave

En un bond graph en forma convencional es posible clasificar como bonds externos a los
elementos o puertos que conectan a elementos-R, -C, -I, Se y Sf y a los que conectan con
los elementos 0, 1, TF y GY se les llaman bonds internos. Los bonds externos pueden ser
clasificados de acuerdo a su forma de manifestacién de energfa. La Figura A.43 muestra un
diagrama a bloques que describe la estructura unién de un modelo en bond graph.

En la Figura A.43, los vectores clave son formados por las fuentes (S. y S¢), los elementos
almacenadores (I y C), los disipadores (R), los detectores (D) y por ultimo se tiene en la
estructura unién donde intervienen los transformadores, giradores, uniones-0 y uniones-1 (1,
0, TF, GY).

Los vectores clave son los que representan el sistema, estos vectores se muestran en la Figura
A .43, donde u(t) € RP contiene las variables de potencia debidas a las fuentes en la estructura
de unién. Los estados z(t) € R™ y z4(t) € R™ estdn compuestos de variables de energia,
momento generalizado p(t) en elementos almacenadores-1'y desplazamiento generalizado q(t)
en elementos almacenadores-C en causalidad integral y derivativa respectivamente; z(t) € R™
y z4(t) € R™ son variables de co-energia en causalidad integral y derivativa, respectivamente.

Djn(t) € R"y Dyyi(t) € R™ son una mezcla de esfuerzos y flujos que contienen los intercambios
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energéticos entre el campo de disipacién y la estructura de unién, n y m son el nimero de
elementos almacenadores en causalidad integral y derivativa, respectivamente; p es el nimero

de fuentes y r es el nimero de elementos disipadores de energia [Gonzalez, 2004].

Relaciones de campo y ecuaciones de estado

Las relaciones de campo no lineales de la Figura A.43 de los elementos de almacenamiento y

de disipacién son:

z(t) =Pp (x), (A.85)
24 (t) = Pra (2q) (A.86)
Dout (1) = @1 (Din) , (A.87)
donde:
® es una funcién que relaciona cada z; con x; para i =1,...,n.
® ;o4 representa una funcién que relaciona cada zfl con xfi parat=1,...,m.
®;, denota una funcién que relaciona cada D¢, con Dfn parai=1,...,r.

El comportamiento de un elemento especifico estd descrito por una ley fisica que se conoce

como relacién constitutiva. Si las relaciones constitutivas son tipo lineal, se tiene:

z(t)=Fx(t), (A.88)
za (t) = Fazq (1), (A.89)
Dot (t) = LDy, (1), (A.90)

donde:
L, F'y F; son matrices reales de dimensién r X r, n X n 'y m X m, respectivamente.

Las relaciones de la estructura de unién estdn dadas por:

: z (t)
z (t) S11 S12 S13 Sua
Dout (t)
Din (t) = So1 Sz S23 O ® , (A.91)
u
y (1) S31 Sz S33 0
24 (1)
Matriz de Estructura Unién S -
za(t) = —SLz(t) (A.92)
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Los elementos de la matriz de estructura unién S toman valores dentro del conjunto {0, £1,
+ki, £ky} donde k; y kg representan el médulo o relacién del transformador y del girador,
respectivamente. La matriz S estd particionada de acuerdo a la dimensién de sus vectores
clave. Las submatrices S;; tienen las siguientes propiedades:

° Propiedad 1: S11 y S22 son matrices cuadradas anti simétricas.

. Propiedad 2: S1s es la matriz transpuesta negativa de Ss; y viceversa.

Las propiedades 1 y 2 estdn basadas en el principio de conservacién de energia.

Un sistema LTI (Lineal con pardmetros invariantes en el tiempo) MIMO (multiple entrada

muiltiple salida) se representa en variables de estado por:
z(t) = Az (t) + Bu(t), (A.93)

y(t)=Cx(t)+ Dul(t). (A.94)

Relacionando las ecuaciones (A.88) a la (A.90) con (A.93) y (A.94) se obtienen las matrices
que representan este tipo de sistemas y que permiten conocer el modelo matemédtico en

variables de estado utilizando la representacién en bond graph:

A=E"" (511 + S12MSx) F, (A.95)
B =E""(S3+ S12MSa3), (A.96)
C = (831 + S32M S21) F, (A.97)
D = S33 + S35 M Sa3. (A.98)

Las matrices £ y M se encuentran mediante las siguientes expresiones,
E =1+ S14F;'SLF, (A.99)

M = (I —LSy») ' L. (A.100)
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[:m C.K—b
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Figura A.44: (a) Sistema mecdnico, y (b) su bond graph correspondiente.

Ejemplo de la obtencién de un modelo en espacio de estado en bond graph

Usando el sistema mecénico mostrado de la Figura A.44 (a), tomando como salida la velocidad
de la masa m, al modelo en bond graph que se obtuvo se le agrega una numeracién a los
bonds tal como se muestra en la Figura A.44 (b).

Los vectores clave son,

T=| g3 D x = fs | 2= es | ;s Din=-es; Douwt = fa; y = fo; u=er. (A.101)

L0 o0
1
F=10 K, 0 ;L:?. (A.102)
0 0 K,

Como no hay elementos almacenadores en causalidad derivativa

F;=0. (A.103)
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De acuerdo con la ecuacién (A.91) para la matriz de estructura de unién se tiene,

€2 f2
f3 Su Sz Si3 €3
s | = | S2a1 S22 Sos es | s (A.104)
€4 S31 Sz S33 fa
| f2 | | er |

Un analisis del modelo en Bond Graph de la Figura A.44 (b) permite determinar las ecuaciones

que definen a z (t), D;,(t), y y(t). Por lo que la matriz de estructura unién queda,

(o] [0 =1 0 o 1][f]
f3 1 0o o Lo es
5 1=]10 0 0 1 0 es (A.105)
ea 0o X -1 0 o0 fa

2] |1 0O 0 0 O] |e

De la estructura unién, ecuacién (A.105) por comparacién con (A.104) se tiene que,

0 -1 0 0 1
Sui=11 0 0[; S2= —% ; Si3=|0|; Sa= { 0 % -1 }; (A.106)
0O 0 O 1 0
Sao =[0]; S23 =[0]; S31 = [ 100 ]; S3p = [0]; S33 = [0]. (A.107)

Usando las ecuaciones (A.95) a (A.98) para obtener la representacién en espacio de estado.
De las ecuaciones (A.99) y (A.100) como no hay elementos almacenadores en causalidad
derivativa se tiene que,

-1

E=I+SuF,'Sy4F=1 y M= |I-LS»| L=IL, (A.108)
0
0
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Entonces E = E~!' = I. Por lo que para A se tiene,

0 —1 0] 0 L0 o0
1
_ -l R N 1
A EI 1 0 of+]| -1 [f“o ; 1} 0 K, 0 [(A.109)
0 0 0] 1 0 0 K,
0 -K, 0 |
A = % —,fg‘} %b . (A.110)
K, K,
0w =7
B se obtiene mediante,
1 0 1
1
— -1 1 - —
B_EI o|+| -1 [f} o f=1o0 (A.111)
1 0
Ahora para encontrar C se tiene,
L0 o0
1
_ il 1 = 1
c ([100}+[0][fH0n 1]) 0 K, 0 [moo}, (A.112)
0 0 K,
y para D se tiene,
1
D, =10+ ;|01 =0. (A113)

Por lo que la representacién de espacio de estados queda:

e 0 -K, 0 P2 1
fs| = | & —fbg‘} % g |+ |0 |e
i 0 L —% a5 0
P2
=L oo]|el (A.114)
ds

Donde las variables de estado son:

p2 es el momento inercial en la masa m y ey es la fuerza en dicha masa.
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q3 es el desplazamiento del resorte K, y f7 es la velocidad en dicho resorte.
g5 es el desplazamiento del resorte K3 y f5 es la velocidad en dicho resorte.
Ademss e; es la fuerza externa aplicada a la masa m; fs es la velocidad en la masa m la cual

es la variable seleccionada como salida del sistema.
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Apéndice B

Transformacion de Park en Bond

Graph

B.1. Transformacién de Park o dq0

La transformacién de Park o d-q convierte las componentes “abc” del sistema trifdsico a
otro sistema de referencia “dg0”. El objetivo de la transformacién consiste en convertir los
valores trifdsicos “abc”, variables senoidalmente en el tiempo, a valores constantes “dq0”, en
régimen permanente. El vector con las componentes del nuevo sistema de referencia [z,] se
obtiene multiplicando el vector de coordenadas trifdsicas [x] por la matriz de transformacion

[P] [Anderson, 1977], segtin la expresién siguiente:

X0 Lq,
zq | =z =[Plla] =[P] | z |- (B.1)

[P] = 3 | cos (0) cos (0 — %ﬂ') cos (9 + %W) ) (B.2)
sin (f) sin (6 — %TF) sin (6 + %TF)
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Figura B.1: Sistema de referencia trifdsico y la referencia dq0.

En (B.2) 0 es el angulo de la referencia rotativa (ejes d — ¢q) (ver Figura B.1) igual a,
[e.9]
9:/ (w- ) dt + 0o, (B.3)
0

donde: w y 6y son la velocidad angular y el dngulo inicial de la referencia d — ¢ (igual a la
pulsacion del sistema trifasico del lado de alterna del convertidor).
Para corrientes, un sistema trifdsico estd balanceado si i, + 9, + 9. = 0, 79 = 0. La transfor-

macién de Park se expresa en la siguiente ecuacién,

o 5| v V2 V2 la
ia | =\/3 | cos (0) cos(0—2m) cos(0+ 2m) iy | (B.4)
iq sin (0) sin (0 — 27) sin (0 4 2n) ic

La matriz de transformacion [P] es ortonormal, es decir [P]™' = [P]. Por lo que la transfor-

macién inversa de Park es,

ia % cos (6) sin (0) 10

2
i | =\/3 % cos (6 — %ﬂ') sin (6 — %7[') id | > (B.5)
Qe % cos (9 + %W) sin (9 + %W) iq
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q

A A

Fase ¢ iy
A L 1 1 3
v 0 g 7z g
Fsea fyfYy [Pl—>d \Zecos(a) cos(a-3p) cos(@+2p )
% &in(q) sin(@-2p) sn(@+2p)t
&ni a- 3P a+3P);

Fase b [\

Figura B.2: Modelo en bloques de la transformada de Park.
El término % en la transformaciéon determina que sea ortonormal, este tipo de de trans-

formaciones se caracterizan por mantener invariante el producto escalar, como consecuencia
de esto, el valor de la potencia instantdnea se mantiene invariante, independientemente del

dominio donde se calcule “abc” 6 “dq0”.

Potape = Potgq,

. . . T .
Potgpe = valaq + Uply + Vele = Vabelabes (B6)
COMO Vgpe = Pilvdqo € lgpe = Pilidqo, entonces,

Potgpe = (Pilvqu)T (Piliqu)y

_I\T _ .
Potyye = qu(] (P 1) (P 1) Ldq0s
Potaye = vg0PP Viggo,
Potghe = iggidgn = Potago, (B.7)

B.1.1. Modelo en bloques y simulacién de la transformacién de Park

En la Figura B.2 se muestra el modelo a bloques de la transformacién de Park en 20-sim
usando tres senales senoidales desfasadas 120 grados y una ganancia matricial que es la

transformada de Park. En la Figura B.3 se muestra la simulacién de la transformacion.
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_50.04468613064, -7.49400541622e-016

0 i I - O _‘
50.04468613064, -1.06066017178
0 1 1 1 t =
01 ] ] ] 50.04468613064,, -0.6123724356958= q
-0.5 -
-2
0 10 20 30 40 50

tiempo {s}

Figura B.3: Simulacién del modelo en bloques de la transformacién de Park de la Figura B.2.

B.1.2. Modelado en Bond Graph de la transformacién de Park

En la metodologia de Bond Graph se puede realizar la transformaciéon de Park para esfuerzos

(voltajes) o para flujos (corrientes).

Modelado para esfuerzos

En las Figuras B.4 y B.5 se muestran el modelo en bond graph usando fuentes de esfuerzo y
usando fuentes de flujo, respectivamente.

Una tercera forma de obtener la transformacién de Park es usando un sélo transformador
modulado, el cudl tiene como mdédulo de transformacién la transformada de Park. Esto se
muestra en la Figura B.6.

El resultado de la simulacién de los modelos de las Figuras B.4, B.5 y B.6 son idénticos (ver
la Figura B.3), la diferencia radica en lo que se obtiene a la salida, esfuerzos (voltajes) o flujos

(corrientes).
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MTF

Losa- 50)

Fasec MSe 0 AMTF
¢ wf(ﬁ +3p)

N
/!
AN N
/!
N
/!

Fasea@—» MSe 0 IMTF
a \;
3

IMTF
1
\@
iMTF
Jsn(e)
Faseb @—vMSe -0 i MTF
b \ «/jé/\ig(q -2p)

JE ;mﬁ%p)

Figura B.4: Modelado en Bond Graph de la transformacion de Park para esfuerzos.

“ Feosla- 20) :
Fasec MSf + 1t M':F b p /
[ \ 0
Fasea ' I | .
@—VMan k 1t /\ k Ot R
, /!
N\
/!

Faseb@—»MSf: 1t MTF ¢
b \ Ji%p@- 2p)

NECHItE

/z/z/z
A= RPN PN

Figura B.5: Modelado en Bond Graph de la transformacién de Park para flujos.
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Fasea }’\V/\V »MSe 0 R
a \/ P /

d
Faseb A/ »MSe IMTF —————R

b / \ﬁ'
Fase ¢ I\ Ay »MSe iR

0=%v,+ 5V, + %V, =0,

d =2 cos(@)v, ++/2cos(q - 2p )v, ++/2cos(q +2p v,
q=42sin(@)Vv, +/2sn(@- 2p )V, ++/2sin(q +2p V..

Figura B.6: Transformacién de Park en bond graph usando un sélo transformador modulado.
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A QUASI-STEADY STATE MODEL OF A SINGULAR
PERTURBED SYNCHRONOUS MACHINE
MODELLED BY BOND GRAPHS

J. Aaron Padilla’, Gilberto Gonzalez-A®
University of Michoacan, Faculty of Electrical Engineering

Mexico

]_instnamnp’ﬁ'gmail.am'u,: gilmichgafivahoocom.mx

ABSTRACT

The gingular perturbations theory for & class of nonlin-
ear systems with a bond graph approach is proposed.
Also, the state eguation of a class of nonlinear systems
with singular perturbations modelled by bond graphs
iz deseribed. Hence, a new junction structure to get
the guasi-steady state model for a class of nonlinear
systems is proposed. This junction structure has the
fast storage elements in derivative causality and the
slow storage elements in integral causality. The pro-
posed methodology is applied to a synchronous ma-
chine.

KEY WORDS
Bond graph, Singular perturbations, Swvnchronous
machine,

1 Introduction

The synchronous machine has long been the most im-
portant of the electromechanical power conversion de-
vices, playing & key role both in the production of
electricity and in certain special drive applications.

Synchronous generators form the principal source of
electric energy in power systems. Many large loads are
driven by synchronous motors, and synchronous con-
densers are sometimes used as a means of providing
reactive power compensation and controlling voltage.
These devices operate on the same principle and are
collectively referred to as synchronous machines.

Thus, an understanding of their characteristics and
aceurate modelling of their dynamic performance are
of fundamental importance to the study of power sys-
tem stability.

The modelling and analysis of the synchronous ma-
chine has always been a challenge. The problem was
worked on intensely in the 1920s and 1930s, and has
been the subject of several more recent investigations.

Many books and papers have used the traditional
mathematical model of a synchronous machine [1], [2],
[3]. Nevertheless in [4] a synchronous machine model
considering a class of equivalent circuits with sufficient

DO 102306 F 2003 ThE-08 1
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flexibility to permit the introduction of an arbitrary
mumber of damper windings. Also, the singular per-
turbation method is applied to synchronous machine
without damper windings in [5]. The transfer function
block diagram model of a generator has been emploved
to analyze generator dynamic characteristic in 6],

Henee, it is useful to develop mathematical mod-
els of a synchronous machine to explain their electric,
magnetic and mechanical behaviour, These phenom-
enons using a bond graph model of the system can be
analyzed in a direct and graphical way.

The main key points of the bond graph method-
ology are: & model containing the energetic junction
structure, 1.e., the system architecture: different en-
ergy domains are covered and the coupling of subsys-
tems are allowed, the cause to effect relations of each
element are obtained graphically: and the state vari-
ables have a physical meaning [17, 18,19,

A fundamental problem in the theory of sys
tems and control is the mathematical modelling of
a physical system. The realistic representation of
many systems calls for high-order dynamic equations.
The presence of some parasitic parameters, such as
small time constants, resistances, inductances, capac-
itances, moments of inertia, and Reynolds number, is
often the source for the increased order and stiffness
of these systems. The stiffness, attributed to the sim-
ulations cceurrence of slow and fast phenomena, gives
rise to time scales. The systems in which the suppres-
sion of a small parameter is responsible for the degen-
eration (or reduction) of dimension (or order) of the
system are labeled as singularly perturbed systems,
which a special representation of the general elass of
time scale systems [7]. There are several references of
singular perturbations methods, some of them are [8]
and [9]. A common approximation used in the anakv-
sis of power systems is the neglect of the dynamic
saliency in synchronous machines, then singular per-
turbations can be applied to the model [10]. We can
find some papers applying bond graph to singular per-
turbations methods. In [11] describes how the bond
graph model is a helpful tool for system analysis in the
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special case of simplifyiug the modelling of tou time
scale svateme, The fast and slow dynamics of bond
graph mnddels can be estimated by detérmination of
canzal loop gains. In |13] the notion of a reciprocal
gritens which. with singular perturbatione techniques
can obtain mare accuracy on the fast time scale be-
havior of the sretem.

In this paper the moedelling in bond graph of a syn-
chronous wmacline is presented. Tr order tn doter-
mine the guagi-9teady model of the machine a june-
tion structuce of & nee hemd graph is proposed. The
characteristic of this new bond greph is to sssign inte-
gral causality to the slow storage elemencs and deriva-
tive cannalily for fast storags slemencs, The proposed
methodology is applied to the machine model, which
is o cluss of nonlivesr systams

There aré some relerances of sngular perturbations
applied to synchroneus machine, In [13] distosses che
wae of incegral manifolds as a 1@0] for reduced order
mndeling in nonlinear svsteans, Tt is spedfically ad-
dresses ks application Lo renchronous machine mad-
eling, Time-scale decomposition is ueed to syscemat-
tcally produdce improved peiuoed order niodels af in-
terconnected multimachine pover systems in J14.

Also, synchronous machine has een modelled by
bond graphs (15, 16 . Thus, the proposed paper givwes
a relation barween band graph wilh singular perturba-
tion and its application Lo the synehronous machine.

Secuion 2 descriles the singuler pert wrbation maode].
The modelling of & class of nonlinear svatem with twu
tinae Reale in the physical domain s proposed in Sece
tioee 3. I Section 4 & quesi steady state model with
& band graph approach is presented. The proposed
methodolegy is applied to 2 mynchroncws machine in
Section 5. Finadly, Section & gives the conclusions.

2 The Standard
turbation Model

Singular  Per-

The singular pertarbation model of Anite dimensional
drpamic aystems, exiensively scudied in the mathe
matical Gterature by Tikhonow (1934, 1952), Lewin-
son {1950, Vasil'eva {1963], Wasow (1963), O Malley
{1071}, ete. was alse the irst model 1o be used in con-
trod and systems, This medel jo in the expliciy stage
variable form

(] = flz.zaoet).o(lg) = ooy € BY1)
ersft] = gl za.c.t).op () = 35,25 € R™D)
where f and ¢ are assumed 1o ke sufficiently many
vimes continwously differenciable funciions for their

arguments, Tv. &g, ¢, . The scalar vepresciats all che
sroall parameters to be neglectod (&)

s
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In conirol and svstems ihewty, the medal (1) and 12)
is & step wowards reduced order maodel, & onoows =o-
gineering task, The urder reduction i converted into
a perameter perturbation called singular, When we
get ¢ = 0, the dimension of the state space of {1} and
{27 reduces from n + me to 1 because the differential
equarion (31 degenerates ineo rhe glgelraic aquaion

{3}

where the bar s wied w0 indicate that the variables
Lelong oo a systent with ¢ = 0 [8]. Als), in & dotan
of inleret (3] has & 2 | distincl real roots

0 =gz 7.0,

= (i), (=13 k

{1}

This assumption ensures that a wall defined n di-
mensional reduned mpdal will correspond to each root
{4). To ohrain the radured model, we auhstitote (4}

inte {11,
= fELRIELO.0.0). Tl =20 (5]

and keep the same initial condition Tor the state vuri-
able Ty (1} a5 for 11 (). In the sequel, we shall drop
the subseript 1 and rewTite (5} more compactly =s

]
£

= f{Fn.1), Ty ite) = 1° is]

This modet is sonetlmes catled o guasi-steady siate
mode] because rz may rapidly converge to a root of
[5), which is the quasi-stesdy state form of [2].

3 Modelling in Bond Graph of
a Ulass of MNonlinear Systems
with Singular Perturbations

The symbotic form of & bond graph i integral czural-
ity assignment {ECI) of a system is shown in Fig 1.

Sowrce feld
T ]| 4 1M MSp
Fetd M
laLs & L. IMasipmton
Funerion Shrusiurd
vag (6. I, MTF, MGY) Setd
il |z yom
cn [ & | -

¥y X r
Fig. 1. Kev vectors of the BGT
In Fig. ¥, (M5 M5:) (1.C) and [R) dencte the
source, the cnergy storage and the energy dhasipation

fields and {3, 1, TF.T¥) the junetian sirecture with
transformers, MTF, end gyrators, MGT.
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The state 1, [t} € R™ and z2 () € R™ are com-
posed of energy wvarizbles p(t) and g(t) associated
with J and C elements in integral causality for slow
and fast variables, respectively; u(t) € RP denotes
the plant input, 2 {#) € R" and 29 {£) € B™ the co-
energy vector for slow and fast variables. respectively:
snd Dj, (t) € R” and Doy, (t) € K" are a mixture of
e(t) and f{t) showing the energy exchanges between
the dissipation field and the junction structure. The
feedback hetween storage field and juncrion structure
shows that MTF or/#id MGY by using an active
bond are modulated.

The relations of the storage and dissipation fields
are linear, These relations are described by

nit) = Fzi(t) ]
st} = Faralt) {8)
Doue (t) = LD (1) {9}
The relations of the junction structure are,
- 21 L)
ai | L
Lo [1) s (I) Dy (t:] {lu}
D (t) u(t)
where
Si=) Si(r) Siiiz) 5'111 £
S{zy=| S{ilz) SHE(x) Sitx) Si(=)
$i(z) Si(=) Salz) 323 (=) (
11)

The entries of 5§ take values inside the set
{0, £1, :tke, =g} where &y and k, are transformer and
gyrator modules. The state space equations are

21 (1) = An (z) 21 () + Az (2) 22 (1) + By (x}u((ﬂg}
] B
exs (t) = Agy (2) 21 (1) + Agg (x) za (2) + By {z)u(t)
(13)
where
A {z) =[S (2) + S}2 () M (z) S3 (=) Fr (14)
Az () = [SiF (2) + 582 (=) M (2) S5 (=)] P (19)
B (z) = $i3{z) + $13 () M (z) 533 = (18)
Am {z} = F7 {SH (=) + S5 (z) M (=) S ()] iﬁ?)
1
Az (=) = F3 [55F (2) + S (=) M () 53 (2)] fgs
18}
Baiz}=F;' [SHiz)+ Sﬂ {x) M {z) Sz (z)] (19)
heing
Mig)=[I-LSn(z) 'L (20)

In the next section, a new junction structure of a
bond graph te get the quasi-sieady state model of a
system is presented.

4 A Bond Graph to determine the
Quasi-Steady State Model

A gcheme to obtain the guasi-steady state model for
a class of nonlinear systems is shown in Fig. 2.
This junction structure proposes to assigh derivative
causality for the fast storage elements and the slow
storage elements have to mairtain the integral cauvsal-
ity assignment.,

Stow | %,
Storage [*
fietd . u
wn [ D[
Fast Jiinction Stractare o ﬁ:-:\[d 4
fetd | 5 L ®
wy | x -
Xy y Xz
Fig. 2. A junction structure ta get the quasi-steady state

model.

The junction structure of the Fig. 2 is given by

ENO it
nit) |=Hi|2® (21]
-Dm (t] Doue (t)
uf{t)
where
A (z) Hif(x) HP(z) H§(x)
Hiz)= | Hi(zx) Hif(zx) H{(z) H 3(z)
Hyi (2) Hif (=) Hn( ) st (=)
' (22)
The copstituiive relation of the dissipation field is
Db {t) = LoD}, (1) {23)
The second line of (21) gives
=4z (z)ms + Az (x) T + Bafz)u  (24)
where
An (=) = F' [HY (2) + HE (2)Q (2) HH m](n}
25
Aga (2} = Fy} {B{ (=) + H (=) Q (2) Hif ()] Fl)
{26
Ba(x) = Fy ' {HB (=) + Hi} (z) Q (x) Hpa (x)] )
{27
Q) =1 - LaHog (x)] ' L (28)

The reat roots of the form {4) with (24) are defined
by

T2 = 4y (z) 21 (2) + Ba (r)u (29)
From the first line of (21) yields
T1 =-“:!-;Il + Alats + Bru (30)
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where
An = [Hll @)+ B2 Q(e B (=) R (31}
An=HY@) + E Q@ HARE  (32)
B = Hl}(x)+ H (3)Q (=) Hs (x)  (33)
and the quasi-steady state model is given by
1= AnF + Biw {34)

In the next section the proposed methodology i1s
applied to a synchronous machine,

5 A Bond Graph Model of a

Synchronous Machine

Consider the representation of a synchronons machine
of Fig. 3 {2].

Fig. 3. Schematic diagram of & synchronous
machine.

In Fig. 3, we can identify the following elements:

e g, b, c: stator phase windings. So, i,, s, i denote
the stator phase currents: v.. vy, v, denote the
stator phase voltages, rq, vy, . dencte the stator
phase resistances and Lqq, Ly, Lg. denote the
statar phase self inductances.

e I field winding with iy and vg denote the field
current and voltage, respectively: rp denoctes the
field resistance and Ly denotes the field self in-
ductance,

The synchronous generator of Fig. 3, is represented
by six windings are magnetically coupled, The mag-
netic coupling between the windings is & function of
the rotor positiont. The instantanenns terminal volt-
age v of any winding is in the form,

v=x£Trizi (35)
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where A is the flux linkage, r is the winding resistance
and i is the current with positive directions of stator
currents Howing out of the generator terminals.

A preat simplification in the mathematical descrip-
tion of the synchrenous machine is obtaiped from the
Park's transformation. The effect of Park’s transfor-
mation is simply to transform all stator quantities
from phases a, b and ¢ inte new variables the frame
of reference of which moves with the rotor. Thus by
definition [1}

indq = Pigge (36)
where the current vectors are defined as,
. . . . 1T -
WNdy = [ LS ] f3‘}
Tabe = [ fz Gy in ]T (38)

and the Park's transformation is

7 [ 1vE 1/v/2 1/v2
P= é cosf ros(f — 2n/3) cos(f+ 2m/3)
sin f

sin{f - 27/3) sin {8+ 2=/3)

(39)

The angle between the d axiz and the rotor is given
by

8=wgt+d+m/2 (40)

where wg is the rated angular frequency in rad/s and
4 is the synckronous torque angle in electrical radians.
Similarly, to transform the voltages and flux liok-

ag&l

P Vabe
P P\nbc

(41)
(42)

Uty
pr

In according with Fig. 3, we described the bond
graph model of the synchronous machine on d-g axis,
in Fig. 4 that satisfes the previous conditions of this
sertion. This bond graph is different respect ta [15]
on the directions of the bonds 14, 15, 17 and 19, and
we use a voltage source on the exciting winding.

R:Rd MSa:Tm R:Rg
2| L‘“’ !'13

1 11 w 18 W = g3
M&e:Vd ——A1 l——:M‘GY—-:HI—-zMG\‘—.rH ——MSs
“L "
e R:D 29
.

Ii‘ll

MSe: V-2 o11—E ) MaF g

Fig. 4. BGI of the synchronous machine.
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The key vectors of the bond graph in an integral
causality assignment are

v | . €3 fa » -
zz = | ps |ix2=| e [:m=| f5 SITTT
m | en Iy - i e
T = pgiIo=egan = fu "
Jao ] €20 eis . _
. _ fﬂ DTy e 3] Ve £y c": ________________________________________
Dy, = fr 2Dy = e = es
Sz ] £13 €12 -8 T a . ] ”® 2 u
v e}
the constitutive relations of the fields are Fig. 5. Performance of the fast and slow variables.
L = ding{Ras, Ry R, D} (43} The corresponding bond graph to get the quasi-
Le M 0 steady state mode] is shown in Fig, 6. Note that, the
Ft o= M L O (44 fast storage elements have derivative causality and the
a 0 i, slow storage element has integral causality.
1
Ro= 5 (45)
R:Rd MEa:Tm R:Rq
and the junction structore is aT L“‘ Fa:s
1 1] W L1 14 \z
MSaVd ——A1——=MEY—1—MaY—11k—— M&e:)
2 Thal T sy 54
S!lf(z} = a :I:S]ii]‘_‘-f-i:_[sél] 21
12 [
hix)
530 = Oaxat| 53 53} ) =I5 = Son = Dyxs R:Rf —
5 T [
s = —(SE@)TisH =0 (46) T o
MSe:¥T—=—t——:MdF I'Lq
Note that, the submatrices 534, 74, i 1131‘] f 7, 54, Fig. 6. Bond graph to get the quasi-steady state mode)
Szz and Sy are constant matrices, and $)7 (z) and of the machine.
5% {x) are submatrices depending of . From (14) to
.(20} angd {43) to (46) the state variables representation The junction of the proposed bond graph is given
15 b}’
-D Py =Kpn - 2 T
An = i Aule) = [ = =R 731‘] HY = 0:H¥ =003 = (BH) : Han = 0,y
=T N o HY = O3z HY =0Oaxa
suGe) = | T o= | VO] HE = [T O s = - ()T
Patg T
7 H3z) = [pn 0 —ps -1 ]| =-(HY
Bs = LBi=1Is 1z [ ] [f .;_)
where _ Iy 03 T
Hay = [ Oies O ] 1Hyz = 0 {47}
—raltLathi*r;  MLgry—r; LoM ] 1
N = 2 L & .
=ruMLitredd Mirg=relily
a a Frowm (23}, {27}, (29), (43), (44). (45) and {47) the

tal +
In order to verify that the synchronous machine is real roots can be obtained by

a singularly perturbed system, the performance of the _ —BiL

fast and slow variables is shown in Fig. 5, where the P O S T N B

numeric parameters are: J = 2.37N — */m, Rg = P [=7F r P | P+ 4y 2 {48)
014, R, = 0.1, D =3N - s/m, Ly = L.7H, L, = L 2 e13

1645, M = 1.55H, R; = 112, ¢y = —0.105V, g5 =

30V, eyy = 165.27V and ey = 100N. where Ty = &2 and T, = 2.

a2
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From (34), {31), (33), (43), {44), (45) and {47). the
guasi-steady state model is defined by

s = -jﬁ%wﬁe ﬁﬁﬁm-§m+%el-%eu+em
(49)
By solving (48) we have,
7 !
B | =ad(FE) | AL (30)
v %

whare o =

- e et o) =
s -t
[J' + %If‘_,] .
By substituting {30} into (49) the quasi-steady state
madel of the synchronous machine is

Pia

D

- - g g o? ___ 5.
= m}fﬂm &° (g} — Eplsfﬁ {Fg) — TP

o
TRT,

&

7 @ (P18) e12 + €16

Piet (B1s)
Fig. 7 shows the stmulation results of the quasi-
steady model respect to the slow variable of synchro-

nous machine, Note that, the approximate state Pig
is very ¢lose to slow state fig of the machine.

Ny

— o me— TN

e i

Fig. 7. Performance of the gquasi-steady state model and
the slow variable.

It is important to know, that the proposed method-
ology is easy and direct and it can be extended to
ancther class of nonlinear systems.

6 Conclusion

In this paper a tlass of nonlinear systems with singular
perturbations modelled by bond graphs i= presented.
A junction structure to analyze the singularly per-
turbed system is proposed. This junction structure
has the fast storage elements in a derivative causality
assighment and the slow storage elements maintain
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an integral causality assignment, with this the quasi-
steady state model of the system can be vbtained in
a direct way.

The propesed methodology is applied to the syn-
chronous machine, simulation results are given show-
ing the original states performance and comparing
with the quasi-steady state model hehavionr, and
these results are very close, indicating the affective-
ness of the methodology.
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Abstract

A particular class of non-linear singularly perturbed systems by using a
bond graph approach is proposed. The class of non-linear systems is de-
fined by terms of product of state variables and/or state variables to
the power of bigger than one whose bond graph representation is described
by MTF or MGY elements modulated by state variables. The singular per-
tubations applied to the system permit the separation of time scales.

When the assumptions of Tikhonov Theorem are satisfied then a new bond
graph called Singularly Perturbed Non-linear Bond Graph (SPNBG) to deter-
mine the quasi steady state model of the system is presented. The SPNBG
is characterized by having an integral causality assignment for the storage el-
ements that represent the slow dynamics and the storage elements of the fast
dynamics have a derivative causality assignment.

The proposed methodology is applied to the non-linear system formed by the
connection between a synchronous generator and the turbines, i.e. a turbine-
generator. In order to verify the eflectiveness of the paper, simulations results
are shown.

Key Words: Bond graph, singular perturbations, quasi steady state model,
synchronous machine, turbo-generator

1 Introduction

Singularly perturbed systems and, more generally, multi-time scale systems, often oc-
cur naturally due to the presence of small ‘parasitic’ parameters, typically small time

1
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earstanls, masses, ele., those parasilic pavamclors can boe presentod umlliplying Lme:
dorivalives or, in more dispguised form, due Lo e presence of Targe foodback gaios aond
weak coupling. The chiel purpose of Lhe singuka periurbation approach Lo analysis
and design is the alleviation of the high dimensionality and illeonditioning vesulting
from ihe nteraction of slow and fast dynamic modes. This time-scale approach is
asymplolic, by means, exact in the limit as (he ratio £ of 1he speeds of the siow versus
the fast. dynamics tends to zero. When £ is small, approximations are obtained [rom
reduced-order models in separate time scales [1].

A Tundamental problem, in Lhe theory of syslems and control, s Lhe mathematical
moteling of a physical system. The realistic representation of many systems calls b
high-order dypanie eqgualions. The presence of some parasitic paramoiers s oflen Lhe
soree Tor the increased order aicd stiflucss of Uese systems, The stiffness, altribated
to the simultancous oeewrence of slow and fast phenomena, gives vise to time scalos.
The systems, in which the suppression of a small parameter is responsible for the
depencration (or yeduction) of dimcusion for order) ol the systeny, are laboled as
singubarly perturbed systems, which ae a special representation of the general class
of tine scale systems [2].

There are soveral referenees of singnlar perturbations methods, some of them
are given by [3] and [4). A common approximation nsed in the apalysis of powor
syslems is Lhe neglect of the dynamic saliency m synchronows machimes, hen singulac
perlurbation 10 Lhe machine is applied in [3].

The progress in the we of singular perturbation and (wo-time scale et hods of
modeliing and design for control is reviewed in |1]. Ln [6], there ave roviews of somne
reaulls in applving singular perturbation theory o oblain simplified power system
todels for stability analvsis and contral design.

The synchronous machine has long been one of the most important cleetromechan-
ical power conversion devices, playing a key role both in the production of clectricity
and in certain spocial drive applications. "Uhus, an understanding of their charac-
topistics and accurale madelbng of their dynamic perfermanee are of fundamenial
imporlanoe to Lhe study of power systein stability,

There are sone inberesting papors applyimg singular peclurbations mothods o
synclironous machine. For example, in [7] an iterative method to dorive nmii-time-
seale reduced-ovder models of synchrouous machines is proposed. Time-seale decom-
position is used Lo systematically produce imgproved veduced ovder models of inter-
eounccled multimachine power systems in [8) Some results are reviewed Ly (9] in
applying singular perturbation theory Lo abtain simplilicd power system models [or
stability analysis and control design. The topics melude synchronous machine mod-
elling, slow coherency and dynemic equivalence of large power networks, and Lransient
slability analysis using direct methods. [10] liscusses the use ol integral manifolkds as
a Lool [or reduce] order modeling in nonlinear systems, [0 specifically addresses its
application to synchronons machine modeling.

Bond graph works (hrough a graphical approsch of system modelling, Uhe essential
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feature of the bond graph approach is the representation of energetic interactions
between systems and/or system components by a single line. It can represent many
energy types and describes how the power flows through the system [11].

The main key points of the bond graph methodology are: a model containing the
energetic junction structure, 4.¢., the system architecture; different energy domains
are covered and the coupling of subsystems is allowed; the cause to effect relations
of each element are obtained graphically; and the state variables have a physical
meaning [12].

We can find some papers applying bond graph to singular perturbations methods.
[13] describes how the bond graph model is a helpful tool for systems analysis in the
special case of simplifying the modeling of two time scale systems. The fast and slow
dynamics of bond graph models can be estimated by determination of causal loop
gains. In [14] the notion of a reciprocal system which, with singular perturbations
techniques, can obtain more accuracy on the fast time scale behavior of the system
than for classical singular reduction since the dynamics are inverted and the fast
part becomes the slow reciprocal part, which can be separated by singular pertur-
bation techniques. Also, a model reduction procedure that uses information of the
physical-based model reduction methods using bond graphs and power and energy
level information eliminates elements that are considered unnecessary from the phys-
ical domain in [15] is presented. Orbak et al. in [15] proposes a methodology that
exploits the idea of decomposition of physical systems suitable for the identification
of dominant subsystems.

A new idea to manipulate the causality of the storage elements of a bond graph
model to obtain the steady state response of Linear Time Invariant (LTT) systems was
published in [16]. If a bond graph model in which is assigned a derivative causality to
the storage elements, the steady state can be obtained. Also, in [17] the quasi steady
state model of a L'T1 system with singular perturbations by fixing the causality of the
storage field of the corresponding bond graph model is determined.

The reference [15] does not propose how we can do with bond graphs containing
storage elements in derivative causality and the mathematical descriptions of the
reduced models are not established. Hence, in [17] are considered storage elements in
integral and derivative causality assignments for both dynamics.

In this paper, the direct determination of the quasi steady state model for a class
of non-linear singularly perturbed systems is proposed. Firstly, the class of non-linear
systems is defined by terms of product of state variables and/or state vari-
ables to the power of bigger than one. Then, a junction structure of the bond
graph model in an integral causality assignment for this particular class of non-linear
systems is presented. Also, by assigning a derivative causality to the storage elements
of the fast dynamics and maintaining integral causality for the storage elements of
the slow dynamics a new bond graph called Singular Perturbation Non-linear Bond
Graph (SPNBG) is proposed. From the SPNBG the quasi steady state model can be

obtained.
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The veferences [13, 14, 15] consider only storge elements in an integral eausality
assipriment.  The mathematical represcmation of Che reduced wodels are not given
in [15]. A advamage of [17] is 1o know il the quasi steady state model of the
gystoan can be oblaines] by wsing a proposad property. This property indicalos if
{he msirie Az s nonsingular by using a proposocd bond graph lor a LTI singularly
perturbed system defined by ¥ {f} = Az () + Apxs () + Byu{t) and ex2 (£} =
Apx () + Apre (1) + Bau (t).

Henee, the present paper is an extension of the results of [17] for the class of non-
linear sysiems with singular porturbations debmed in this paper. Also, the SPNBG
& obtained in only one suep.

The references [13, 1[4, 13, 17] give hond graph methodologies for LTT systems
and the present article describes a particular class of non-lincar systems in a boned
graph approach and it is an initial step to analyze more goneral nonlinear systenis
with singular pectarbations.  Auother difference of this paper respeet o [17] is Lo
use o realistic application of a turbine-gencralor lor obtaming the quast steady state
model.

Svction 2 deseribes the sisrulae pocturbation moedel. The modelling ol a class of
non=lincar systoim with (wo Gine seale in the physieal domain is projaosed in seclion
3. In section 4, a quasi steady stale model with o bond graph approach is presented.
The synchroncus machine with the shafl syslem is modelled by bond graphs in seclion
a. The guasi steady slale model of the synchronous machine with 1he mechanical
gystemn is presented in section 6. Section ¥ describes the simulating results of the
synchronous machine. Finally, the conclusions are given in section 8.

1.1 Notation
The following notation will be employed in this paper.

L constitutive relation of the
dissipalion field on the BGI

Ag {ry) state matrix of the reduced Ly, constitutlive relations of the
mndel with avgument o sdissipalion Beld on Lhe SPR1G

A(x) state matrix with argunent x

0 I _ Af {2} algebraie loops mairix
B {2) inpul walrix with argument on the HGI
BT boned graph made] with
w perfervedd integral eansaliny
BGI bowd graph model with 2} () algebraic loops matrix

a preferred derivative causalily on the SPNBO

(} (=} approximation nnetion

Bo(x1) input matrix of the reduced
model with atgnment & R {s} real part
B (t) mput vector of the

I Sz} juncticn structure of the 13T
dissipation elements on the BGE (2} ]
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D gt (t) output vector of the SPNBG singular perturbed nonlinear
dissipation elements on the BGI bond graph model
D! (t) input vector of the

# input
dissipation elements on the SPNBG mpu
D!, (t) output vector of the ¥y, Zo state variables
dissipation elements on the SPNBG of the slow and fast dynamics

. ) T, T3 state variables of the slow
¢) slow dynamics function ] ]
f(#) slow dynamics functio and fast dynamics with e =0

Fy constitutive relation of the Ty state variables approximation

slow storage elements of the slow dynamics

I constitutive relation of the 33(1}, :Cg initial conditions of the state
fast storage elements variables of the slow and fast dynamics

21, Z» co-energy vectors
for T, T2
H {z) junction structure of the SPNBG £ parameter perturbation

g (®) fast dynamics function

2 The Standard Singular Perturbation Model

The singular perturbation model of finite dimensional dynamic systems, extensively
studied in the mathematical literature by [18, 19, 20, 21, 22] was also the first model
to be used in control and systems. This model is in the explicit state variable form

r, = f(:B])'IQ)E'J t) y I (tﬁ) = mill T € %ﬂ. (1)

ey = g(1,22,6,1), 22 (bo) = 2] 2 € R™ (2)

where f and g are assumed to be sufficiently many times continuously differentiable
functions for their arguments, x;, z3, €, . The scalar ¢ represents all the small
parameters to be neglected [3, 4].

In control and systems theory, the model (1) and (2) is a step towards reduced
order model, a common engineering task.

The order is converted into a parameter perturbation, called singular. When we
set £ = 0, the dimension of the state space of (1) and (2) reduces from n+ m to n
because the differential equation (2) degenerates into the algebraic equation

0=g(z1,72,0,%) (3)

where the bar is used to indicate that the variables belong to a system with ¢ = 0
[3, 4]. The model (1), (2) is in standard form if and only if the following assumption
concerning {3) is satisfied.

Assumption 1 [3, 4. In a domain of interest (3) has k¥ > 1 distinct roots and
the quasi steady state is

&"_2:@(53_1:5):1':1:2:---:’“ (4)

5
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This assumption ensures that a well defined n dimensional reduced model will
correspond to each root (4). To obtain the reduced model, we substitute (4} into (1).

71 = f (71, ¢: (71,1) ,0,1), T1(te) = 27 (5)
and keep the same initial condition for the state variable F7 (f) as for 2 (f). In the
sequel, we shall drop the subscript ¢ and rewrite (5) more compactly as

Zi=f(F0L), Ti(to) = 2° 6)

This model is sometimes called a quasi-steady-state model, because o may rapidly
converge to a root of (3), which is the quasi-steady-state form of (2).

The discrepancy between the response of the reduced model (6) and that of the
full model (1) and (2) is the fast transient and the stability properties are stated as
two separate assumptions.

Assumption 2 [3, 4]. The equilibrium #3 (7) = 0 of

d@ - —
2 =9 (3:0, o+ Zz (fp) , 0, tg) (7)
-

where o = 49— Tz and 7 = %ﬂ, is asymptotically stable uniformly in z° and ¢, and
23 — 73 (¢) belongs to its domain of attraction, so £ (7} exists for 7 > 0.

If this assumption is satisfied, then

lim 3 (7} =0 (8)

uniformly in :B?, to; that is, z» will come close to its quasi steady state 3 at some
time t; > ¢q. To ensure that x; stays close to Fz, we think as if any instant t € [t;,T]
can be the mitial instant, and make the following assumption about the linearization
of (7).

Assumption 3 [3, 4]. The eigenvalues of a%% evaluated, for £ = 0, along 77, 72,
have real parts smaller than a fixed negative number, ¢.c.

Re,\{g—g}g—cgo ©)

5

Both assumptions describe a strong stability property of the boundary layer sys-
tem (7). If xJ is assumed to be sufficiently close to T3 (fo), then Assumption 3 en-
compasses Assumption 2. We also note from (9) that nonsingularity of gf; implies
that the root T3 is distinct as required by Assumption 1.

Theorem 1 {Tikhonov’s theorem) [3, 4]. If Assumptions 2 and 3 are satisfied,
then the approximation

z, = T +0(e)
I = $_2+fz+0(€)

6
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is valid for all ¢ € [fp. 7). and there exists £) > fg such that
ro =To+ 0 l:E'j
15 valid [or all £ € [#,, T).

Mexl. seclion proposes a class ol non=linear aystem wilh singular peclarbations
mixlelled by bond graphs.

3 Modelling in Bond Graph of a Singularly Per-
turbed System

When two components are conneeted, power interactions arc always preseotod. Duc to
powcr Bewing in either direction, a sign convention for describing the power variables
is necessary. In the bond graph language, the power varables are called effort e ({f)
and Aow f (). The power, P {f), Howing into or out of a port can be expressed as the
product of an cffort and a flow variable. Fig. 1 shows the graphical representation of
a bond [11].

e
(w

Fiz. 1. A hond

Diynamie models for 5 variely of physical systems can be constmoled using L-port.
rewistors — ff, l-porl eapacilors —C7, l-port inertisas —F, ellorl sources A5, —, How
sources A Sp—: the porl elements: iransformers — T F— aud gyrators =AY —;
and Lthe 3-port elements: How junclions 0—junclions and ellorl junctions 1—junclions;
the concepl ol & junclion structure, which iz an assemblage of power conserving
elements, —0—, —1—, =T F—, and —AfFY —, 1= given [11]. Now, a class ol non-
linear systems represented in a Bond Graph in an Tntegral cansalily assignment. [BGT)
whose junclion siructure and key veclors are shown in Fig. 20

Karirer fold
(M5, MS()
l'I u
r I r D '
S | o] Jwnction Stmctare Je—-—] Dissiparion
(0,1, MTF, MGY) Sfield
€y = D (R)
- il

Fig. 2. Bowd graph in an integral eansality assigniment.

T

272



Apéndice C. Publicaciones

In Fig. 2 (M 5., M5}, (C,I) and (R) denote the source, the energy storage and
the energy dissipation fields, (D) the detector and (0,1, AT F, AIGY") the junction
structure with modulated transformers, A/TF, and modulated gyrators A/GY .

The state z; (t) € ®™ and z; (¢} € R™ are composed of energy variables p (¢) and
g (1) associated with J and C elements in integral causality for slow and fast dynamics,
respectively; u () € R? denotes the plant input; z; (t) € R" and z; (t) € R™ co-energy
vectors for slow and fast dynamics, respectively; and Dy, (t) € R" and D, (t) € R"
are a mixture of e {t) and f (¢) showing the energy exchanges between the dissipation
field and the junction structure.

The relations of the storage and dissipation fields are defined in the following
assumption

Assumption 4. The constitutive relations of the fields are linear and decoupled
and these relations are described by

Z1 (t) = F].’El (t) (10)
() = Fr(l) (11)
Dy (1) = LD, (t) (12)

Firstly, /|, and F/, have to be decoupled representing a bond graph
model of a system with singular perturbations. In case of 2, (t) and 2, (¢)
are related, the constitutive relations would be

[2‘1(3)]:[ Fy F12] [371(15)] (13)
g (t) Fgl Fg iy (t)
where Fj; and Fy; would be constitutive relations between z; (t) and 2z, (%),
both dynamics would have another relation through the constitutive rela-
tions and this paper does not consider this relation.

Also, this paper does not consider non-linear constitutive relations and
2 (t)y z2(t) and D, (t) are not functions of z,(¢), z; () and D;, (t). The
implications due to the possibility of considering non-linear constitutive
relations are explained in Appendix A.

Assumption 5. The class of non-linear systems is defined by non-linear terms
of the following form

L. x:‘;."l (£} where i = 1 is the slow dynamics vector and j = 1,.+. ,n,0or i = 2 is
the fast dynamics vector and § =1,--- ,m;and @ =1, 2,3, --- , when z; ; (%)

is a term of

2 (t) = [2a(8) @2() - a0 ]
2(t) = [221(8) 222() - zm(®) ]

2.z, (1) e 27, () where i1, i2; J1, Jo and a1, ap are defined as 4, § and « of 1,

respectively.
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The non-linear terms of the class of non-linear systems of this paper in a bond
graph approach are obtained by the MTF or MGY elements modulated by state
variables.

Assumption 6. All the storage elements accept an integral causality assignment.
This paper does not consider linearly dependent state variables, i.e. storage elements
in a derivative causality assignment.

The relations of the junction structure are defined by

B0 ] [St@ spe) s (sg@ ]| 2
L) | =|SHe sp6) [SH0) si | |20 ag
D (£) Sgi (x) S5i () | Saz (x) | Sas () %

The entries of S take values inside the set {0, 1, k;,k,} where k, and &, are trans-
former and gyrator modules, for the class of non-linear system of this paper, these
modules can be p(t) and/or ¢(t) associated with / and/or C elements in integral
causality, respectively. Also, Si1 (z}, 855 (z) and Sy (z) are square skew-symmetric
matrices; and S}a (z}, S5 (), S3? (z) and S3! (z), S (z}, S¥ (z) are matrices each
other negative transpose, respectively.

The input and output relationships of the junction structure of Fig. 3 permit to
derive (14). From the third line of (14) with (12), we have

Din () = [I = Soa (=) L] [S3 (2} 21 () + S (@) 22 () + Sz () w ()] (15)

the matrix Ss; () is a square skew-symmetric matrix, then other assumption is con-
sidered.

Assumption 7. The term [ — S (2) L will be structurally invertible, but the
numerical state variables  can give some singularities and it is necessary to avoid
this. Also, this paper does not consider magnetic couplings for L matrix.

Note that if the constitutive relation of the dissipation field is a non-
linear function defined by D, (t) = ¢, (D;, (£)) then (15) would be

Dy, (t) = S22 (2) ¢1, (Din () = [S21 () 21 (8) + 831 (@) 22 (8) + Sos (@) w(¥)]  (18)

and this case it is not possible to find a general solution for D;, (¢). Hence,

in this paper a linear constitutive relation defined by (12} is considered.
By substituting (15) into the first and second lines of (14) with {10}, (11) and (12),

the state equation for the class of non-linear systems with singular perturbations in

a bond graph approach is defined by

B0 ][0 me][20] (50w o

274



Apéndice C. Publicaciones

An (z) [Sii (@) + Siz () M (2) S, (2)] P (18)

A (z) = [Sff(w) Siz () M (2) S33 (= )]F2 (19)

hgy (2) = l[s“fi (:c)+s“21 (x)ﬂf(x)s (2)] Fy (20)

A (z) = Fy'[Sh(2) (z) M (2) Sy ()] P (21)

Bi(z) = Si3(x)+ S (x) M () S2s () (22)

By (z) = Fy3'[S(2)+ % (2) M (x) 523 ()] (23)

with

M () = LI = Sa (2) ] (24)

and ¢ = Fy L.

By depending on the causality A{TFE and MGY elements modulated by state
variables or state functions, these variables can be on the numerator or denomina-
tor. Then, the singularities problem due to numerical values can be found into the
submatrices of the junction structure S (x) and/or M ().

It is important to validate Assumption 3 for the particular class of non-linear
systems given in (17), then from (2) and the second line of (17), the non-linear
function of the fast dynamic 1s

g (z) = Ap (2} 21 () + Az (2) 22 () + By (2) u (8) (25)

by applying (9), Assumption 3 has to be satisfied.
The MTFE and M GY elements can be modulated by state variables that represent:

¢ The fast dynamics, then the algebraic equation given by
Az (B2) 71 () + A2z (T2) T2 (§) + B2 (T2) u (t) =0 (26)
has to be solved in terms of (4).
¢ The slow dynamics, then the algebraic equation
Ag (F) 71 (8) + A (#1) T2 (1) + B2 (1) u (8) = 0 (27)
can be solved in terms of (4).

Hence, the algebraic equation (26} or (27) are solved. Thus, the quasi steady state
model of the system can be obtained.

Assumption 8. The Az (21) matrix is nonsigular. This is a critical condition
to analyze a system with singular perturbations.

10
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For the class of non-linear systems considered in this paper and Assumption 5,
{4) can be written by

Tz (t) = — [Azz (TN A (T T (1) — [ (FD)] 7 B2 (F1) 0 (2) (28)

and the quas: steady state model is

() = Ao (F1) F7 () + o (E) u(t) (29)

where
Ao (F) = Ap (T — a2 (F7) [Aae (F0)] 71 A (T7) (30)
Bo(z1} = Biim1) - A7) (A (I'_ﬂ]_l Ba (z7) (31)

The structure of the A2 () matrix defined by the matrices Af {z), 572 (), 55 (1)
and 537 (x) can determine a singularities problem. Hence, it is necessary to be careful
with the structure and the munerical values of the argument ) into Ag {77) and
[A2 (F7)] ™" to avoid singularitics.

In the next section, the junction structure of a bond graph to obtain the quasi
steady state model is proposed.

4 A Quasi Steady State Model in a Bond Graph
Approach

A diecl graphical technigue Lo delermine the rools [rom algebran equation and
a yuasi steady state model is prosented. A schome to analyze the propertios of &
singularly perturbed syslem represented in s bond graph called Sigularly Perlurched

Noa-lnear Bond Graph (SPNBG) s shown i Fig, 5

Nonrce fleid
(M5, MS¢)
ii u
D [ ]
%ﬂﬂ P Tircrion Structure b Lssipafion
. {0, 1, MTF, MGY}I: freld
. n LT D, (R}
i

Fig. 3. Simgularly perturbed non-linear bond graph.
This section proposes to assen denvative cansality to storape elements that rep-

resent the fast dynainies and the storage elements of slow dynainies maintain an
imtegral cansality assignmcnt as it is shown in Fig, 3.

1]
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Fig. 3 shows that the key vectors of the fast storage elements (5:2,2:2) have

been changed respect to Fig. 2 due to the derivative causality assignment for these
elements. Also, the key vectors of the dissipation elements (Df‘n, D*, ) of Fig. 3 can
be different respect to key vectors (Djy,, Dout) of Fig. 2 depending of the causality of
the rest of the elements of the bond graph.

The junction structure and the main results on the following Lemma are presented.

Lemma

Consider a class of non-linear singularly perturbed systems defined by the prod-
uct of state variables and/or state variables to the power of bigger than
one where the constitutive relations of the elements are linear and decoupled, and the
matriz Ass {x) is nonsingular; this system is modelled by bond graphs according to
the scheme of Fig. 3 where the storage elements of the fast dynamics have an inte-
gral causality assignment and the storage elements of the slow dynamics a derivative

causality assignment whose junclion structure is given by,

5 () @) B @A) m@ ][ 2

50 | = | Hie) B2 |H©|Fe) | |20 e
D;, (t) H3l (z) Hi (2) | Hao $)|Hza (z) %tt)
Dh,(®) = LD 33)

Then, e representation of the system for the state variable of the slow dynaemics is
described by,

31 () = A7 (2) 21 (8) + Ao () 3 () + B (2) . (2) (34)
where

A (@) = [410) 1} @) 00 ) ()] 35)

Az (z) = 1t () + Hiz (2) Q (2) Hai () (36)

B (z) = Hllé( )+ Hi (:B)Q(ﬂf) st( ) (37)

for the state variable of the fast dynamics is

72 (t) = Az (2) 71 (8) + Az (2) 32 (£) + Bz (2) u (8) (38)

where
An(e) = F7'[Hf (=) + HE (2)Q (2) HY (2)] A (39)
Ap(z) = gl[Hff (z) + H3 (2) Q (z) Hyj ()] (40)
By(x) = F;'[HE (2)+ Hi (2) Q (2) Has ()] (41)

being
Q(x) = La[I — Ha (x) Ly ™" (42)

12
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Moreover, the quasi steady state from differential equation of the state variables
of the fast dynamics by setting € = 0 are,

Ty (t) = A (21) 51 (£) + B2 (21) u (1) (43)

and the quasi-steady state model is defined by,

F1(t) = Ay (T T (&) + By (@) u () (44)

Proof. Considering Assumptions from 4 to 6 and from the third line of (32) and
using (33) we have,

[ — Has (x) L] Df, () = Ha{ () Fuaa (8) + Hyj (2) %0 () + Hos (@) u (t)  (45)
if Assumption 7 for Hjs (x) is satisfied then

h
D i

() = I = Hzz (2) L] ™" | H3L (@) 21 (6) + HE (@) 32 () + Has () (8)]  (46)
by substituting (10), (46} into the first line of (32) and using (33)

21(t) = {Hi(2)+ Hiz (@) Ly [T - Haz (2) Le] ™" Haf (2)} Py (8) +
{H1 (2) + Hi3 (2) Ln [T — Haz (2) L] ™" Hyt (2)} 22 () +
{H7 (x) + Hig (@) Ly [I — Hap (z) L] ™" Has (2) }u (t) (47)
by using (35) to (37) with (42), we determine (34). From the second line of (32) and
taking (33} and (46)
%) = {HY () + HY () In [ - Hy (2) L] Hyl (2)} 21 (1) +
{H1212 (z) + HZ (z) Ly, (I — Hap (z) Ly ™" HJ? (37)} 2 (t) +
{HE (2) + H3 (2) L [T — Hoz (2) Ln| ™ Has (z)} u (8) (48)

by considering (11}, (39), (40), (41) and (48), we prove (38).
Considering that Assumption 8 and from {38},

. — . —_ -1 —_ 1
B =-|A2@)] A@a®+[42@)] nO-[42@)] B
. (49)
and considering that the matrices Aa; () and Ags () are nonsingular, and comparing

(49) with the second line of (17), the relations between BGI and SPNBG are

@(58) = [An(@)] e (50)

An (z) = —[An ()] A (2) (51)

B:(z) = -[An (@) B2 (2) (52)
13
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from (25), (50), (51) and (52} we have
w2 (£) = Az () 21 (£) + By () u (£) (53)

by solving (53) for the state variables of the slow dynamics, i.e. in some cases (53)

can require algebraic steps for 2, (t), (43) is proved.
In order to explain with more detail, (53} re-writting in an extended form given

by

2,1 (t) [ @u(z) an(@) - da(@) | [ za )
T2 (1) B as1 (z)  ax(x) - az(x) z12(t)
om0 | @) @) - (@) ] | 2
[ bu(@) bule) - by(@ ] [wm()
621:(:17) bgg'(.?:) bgp:(::t’:) sz(t) (54)
i (@) () () | Lw®
where @, (£) = [ 221 (t) 2o2(8) - Zom () | @ () = [ 212 () 22 (®) -~ za(®)]"
and u(t) = [w (t) () -~ w,(t)]. When Az (z) and B;(z) depend of

z; (t), (43) is proved in a direct way. However, in case of (54) depends of
o (t)

T2 (t) i an (xz) a2 (2?2) See @1p (fb“z) T (t)
atz,zf (t) _ an1 (332) ag (932) S agg (332) 271,2_ (t) N
Zam (1) | G (@) B (@) o amlen) | | 2
[ b (22) bia(xa) o by () ][ wi(e)
by F»-"?z) baz F-’L‘z) « by (»’82) Uz (t) (55)
| Bt .(xz) brm2 .(332) o b:;;, .(-'1:2) uy, (t)

(55) describes a general case because we can have m algebraic equations
and assuming that it exists a solution in terms of z; ({) then (43) can be

proved.
By substituting {49) into (34}
2O = T @ -0 [@mE)] @00+ The (o] w

HE W -Ta@ 6] Be@juo (56)
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Synchronous generators form the principal source of electric energy in power sys-
tems. Many large loads are driven by synchronous motors, and synchronous con-
densers are sometimes used as a means of providing reactive power compensation
and controlling voltage. These devices operate on the same principle and are collec-
tively referred to as synchronous machines.

The modelling and analysis of the synchronous machine has always been a chal-
lenge. The problem was worked on intensely in the 1920s and 1930s, and has been
the subject of several more recent investigations.

Many books and papers have used the traditional mathematical model of a syn-
chronous machine [24, 25, 27]. Nevertheless in [28] a synchronous machine model
considering a class of equivalent circuits with sufficient flexibility to permit the in-
troduction of an arbitrary number of damper windings is studied. Also, the singular
perturbations method is applied to synchronous machine without damping windings
in [29]. The transfer function block diagram model of a generator has been employed
to analyze generator dynamic characteristics in [30].

Hence, it is useful to develop mathematical models of a synchronous machine
to explain their electric, magnetic and mechanical behavior. However, these phe-
nomenons using a bond graph model of the system can be analyzed in a direct and
graphical way.

iD 8
U’Q=0 iQ X LQ |$ '\’M ‘Vb
| ¥ v .

Fig. 5. Stator and rotor circuits of a synchronous machine.

In this paper, the following assumptions are made for the development of a math-
ematical and graphical model for a synchronous machine:

S : the stator windings are sinusoidally distributed along the air-gap

S, : the stator slots cause no appreciable variation of the rotor inductances with
rotor position

53 : magnetic hysteresis is negligible

54 : magnetic saturation effects are negligible

Consider the representation of a synchronous generator of Fig. 5. In this Fig. 5,
we can identify the followings elements:

® a,b, ¢ : stator phase windings. So, (i4,%,%.) , (Va, Us, Vo), (Ta, 75, 7e) and (Laa, Ly Leo)
denote the currents, voltages, resistances and self inductances on these wind-
ings, respectively.
16
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o I : field winding with 2y, vp, rp and L denote the current, voltage, resistance
and self inductance on this winding, respectively.

e D : d-axis damping circuit with ip, vp, rp and Lp denote the current, voltage,
resistance and self inductance on this circuit, respectively.

e (Q: g-axis damping circuit with ig, vg, r¢ and Lg denote the current, voltage,
resistance and self inductance on this circuit, respectively.

The synchronous generator of Fig. 5 is represented by six windings that are
magnetically coupled. The magnetic coupling between the windings is a function of
the rotor position. The instantaneous terminal voltage v of any winding is in the
form,

v () = 47 (£) + A (t) (61)

where A (t) is the flux linkage, r is the winding resistance and ¢ (¢) is the current with
positive directions of stator currents flowing out of the generator terminals.

A great simplification in the mathematical description of the synchronous machine
is obtained from the Park s transformation. The effect of Park “s transformation is
simply to transform all stator quantities from phases a, b and ¢ into new variables
the frame of reference of which moves with the rotor. Thus by definition [24]

3-(]dq' = Piabc (62)

where the current vectors are defined as,

3.0 ia
iOdq = | 2 |; tabe= | %
2y 1.
and the Park’s transformation is
2 k. &
2 2 2 2
P= 3 cosf cous ( - %") cos (9 + j?:) (63)

sin # sin( —2?“) sin(|9+ 3)

The angle between the d-axis and the rotor is given by

0 = wat +5+ % (64)

where wg is the rated angular frequency in rad/s and ¢ is the synchronous torque
angle in electrical radians.
Similarly, to transform the voltages and flux linkages,

v(}dq = Pvabc (65)

17
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In according with Fig. 5, we describe the bond graph model (BGI) of the syn-
chronous machine on d-¢ axis, in Fig. 6 that satisfies the conditions S; — Sy of this
section. This bond graph is different respect to [31] on the directions of the bonds 14,
15, 17 and 19, and we use a voltage source on the exciting winding. All the storage
elements have an integral causality assignment, i.e. all the state variables are linearly
independent.

|
23 22 1
[H] T kK 1t 2570' =Gk | Turbins
L A/l’Secticms
|

20 ¢
\_\ IJT!': 1 |
~ 26 |
S -[' 3 !

R:rd S 0—">C:k2 : Rirgq

1 19 12
MSe:vd ———MGY L a1—E MGy B j——mMmSse:vg

p'l‘lT zy‘ \1,3 TD3

11

Rrg L:TJ
[r———————————————- H
4 2
|:Mdnrk—{—1'—fﬂ=rl3 Rirg =2 1185 1:MQq

[} e e o e e —— — — — — — |
r=E==-==== 1
t 1—T—RiF : Damping windings
(
] sr . Fisid winding
I . |

MEs:VF

Fig. 6. Bond graph of a turbo-machine.

In Fig. 6, T, i1s the mechanical torque, T is the moment of inertia, v, is the
damper coeflicient, [ : Alypp and I : Alg, are the magnetic coupling between self
and mutual inductances of the windings on d-axis and on g-axis, respectively. The
turbines sections are described by I : Jpy and C : & of the high pressure turbine and
I: Jro and C : ks of the low pressure turbine.

The key vectors for the storage elements of the slow dynamics are

P1s €18 fis
421 Iz €21
L ]
T1= | pa |;x1=| €3 [;21=] fa
Pao €30 fao
{31 f31 €31

for storage elements of the fast dynamics are

Pa €3 fa
Pa . €4 f1
T2 = 5 12 = € | ;%2 = 5
P1o €10 fm
P1u €11 f11
18



Apéndice C. Publicaciones

and for the rest of the elements

P €2
f? €7 €
fs €g =
Din = fg 2 Dout = ey y U = €19
fia €13 €16
| J20 i | €20 |

the constitutive relations of the fields are

L = diag{ra,vr,7p.70,74: 7y} (67)
1 1 1
P = diagd —=—.,k,—,— .,k 68
1 Q{TJ 1 Jr1 Jra 2} ( )
F2_1 = diag{ﬂfdnp,ﬁqu} (69)
where
Ly Myp Mye
ﬂfdpp == ﬂde LD AIDF (70)
| ﬂfdp ﬂf;_)p Lp
[ L Al
Mg, = @ @ 71
Qq _ﬂqu Lq ( )

The junction structure of the BGI for the turbine-generator is given by

UK

Fa1

] o a 4] a 1 P 0o a9 0o —p 1] 1] [} o 1} -1 0o o 0 04 LR
fa 1] a 1 -1 1] 1] 0o a o 1] 1] 1] [+] 1] 1] 1] 0o 0o 0 o a0
ay o -1 0 L1} 0 V] 0o o o 1] 1] 1] [+] 1] 1] 1] 0o o a 1 fa1
LT 1] 1 [+] a =1 V] 0o o o 1] 1] 1] [H] 1] 1] 1] 0 0 0 D IE
fa -1 1] [+] 1 1] V] 0o o o 1] 1] 1] [+] 1] 1] 1] 0 0o a0 D Ja
s -Hn a [+] a a V] 0o o o 1] -1 1] [+] 1] 1] 1] 1 0 4 D I
LT 1] 1] [+] a a V] LU i ] 1] 1] 1] -1 1] 1] 1] 0 0o a0 o flo
:Ts _ 1] Q 4] a 1] [ +] 0o o o 1] 1] -1 [H] 1] 1] 1] 01 0 o S
o1 B 1] Q 4] a 1] V] 0o o o 1] 1] 1] [+] ~1 1] 1] 0 0o a0 o "
L R Q 0 0 a 0 o 0 0 1] 1] 1] [H] 0 ~1 0 0o 0 1 0 oy
fa [1] Q [\] [1] [1] 1 [ ] [1] [1) [1] [+] [1] 1} [1] 1 0 40 ©0 [
fr 1] Q ] /] 1] +] 1] 1 0 1] 1] 1] 4] 1] 1} 1] 1] 1 0 o 41
fu 1] Q ] 0 o +] 1 0 0 o o o [+] 1] 1} 1] oo 0 o 35
fa 1] Q ] 0 ] +] 6o 0 1 o o o [+] 1] 1] 1] 0 o 0 o Sao
Fiz 1] Q ] 0 0 +] o 0 o 1 1] o [+] 0 1] 1] oo 1 o0 ]

L fon 1 ] ] 0 ] [+] ¢ 0 o0 o 1] o [¢] ] 1] 1] 0o 0 ol 0
£l

L oElE J

(72}

From (17) and the corresponding junction structure (72) of the given bond graph,
the state space equation of the synchronous machine with the shaft system can be
obtained. Also, the quasi steady state model of the complete system in a bond graph
approach is not necessary to determine the state space equation. However, in order
to verify Assumption 3, from (9), (67), (69), (70), (71) and (72); the matrix Az (z)

19
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is given by
g e oo 0 0
@ e dp 0 0
Ap(@)=| & & & o 0
0 o o Creleletradiy LQn.-.qu!SrQ-rq)
Lqﬁ-qu?rq—r-q) —rqLqLlo—rgM?2,
| 0 0 0 % X i
whereay = —rpMypapep—rrMarapir+relaapr; a1a = —reMgparsp—rrMproger
rpLpogr; @13 = —rqlqapir—rpMypQaar+reMapaap; a1 = —rpLpapap—rrMprag
raMgpapr; @ = —rgMyparsp — rrMprogr + rplpagr; ass = —raMypapar —
rpLpogar + rrMprogp; az1 = —rrpLlrapar — rpMpragpep + rabyrapr; az =
—raMapapap—rrLpagr+rpMpragr; ags = —raMyrapar—rp Mppogep+rr Lpogp;

A= —LdLDLF - 2ﬁ'fd_0ﬂfdpﬂ-f_op + Ldﬂff”,‘ + LDAIEJ.' + Lpﬂ)rgb and A = LqLQ - ﬁf{fQ
with apgr = LpMyp — MppMyp; apr = LpLg — ﬁ.f‘?)l‘.; apgp = LpMyp — MprMg;
Qaie = Ldﬁi{d}:‘ - ﬂfdl)ﬁi{dp; Qar = LdLF - ﬂf(?F! Qgp = LdLD - A'Ing‘

Hence, the SPNBG of the system and simulation results are presented in the next
section.

6 A Quasi Steady State Model of the Synchronous
Generator with the Shaft System

So that the quasi steady state model of the system in a bond graph approach can be
determined, the SPNBG is shown in Fig. 7. This approach proposes to assign deriv-
ative causality to storage elements that represent the fast dynamic and the storage
elements of slow dynamic maintain an integral causality assignment. Then, in Fig. 7
we assign derivative causality to storage elements numbered by the bonds 3, 4, 5, 10
and 11. The storage elements with the bonds 21, 23, 30, 31 and 18 have to maintain
an integral causality assignment.

20
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MSe:Tm
16
b mmm— o —m—m— e
1 23 T 22 21
: |:JT1I\—‘1Iﬁ0IﬁC:k1 :Turbino
| 25L | Sactions
] 30 i
l\\ Ed 1 [
S 26[ I
~ |
R:rd Y o ¢k : R:rg
zr === 13
19
MSe:Vd —— i1 MGY 1111 —16 M?r 122 Mse:vg
20 18
ol YN T
2 R:rg 1T
—————————=———=————- 1

| 1—2—R:rF | Damping windings
|
[ 6]( L Field winding
e o - ——— |
MSe:VF

Fig. 7. Singularly perturbed non-linear bond graph of a turbo-machine,
The key vectors of SPNBG for the dissipation field are

€2 [ fz
€7 f'?
} €s Pk fs
Di:; = eq !D(:ut = fg
€13 f13

| f20 i | €20 |

and its constitutive relation is

The junction structure of the SPNBG is defined by

l.'lg
fn
roow 1] 1] 1] Q 1 1] 1] 4] 1] 1] i 0 a0 o —r3 -1]0 D ¢ 04 L
Fat 1] 1] 1 -1 0 1] 1] Q 1] 1] [H] nDa u [H] 1] 0 0 o 0 )
2y 1] -1 0 0 Q 1] Q Q 1] Q [H] 0 0 0 G 0 0O 0 0 1 Fas
. o 1 0 0o -1 4@ 0 [} 0 0 e 0 0 0 o o lo o o o fa
Far -1 1] [+] 1 (4] 1] a (4] (1] [+] [H a 1] 1] [H] 1] [+] 1] (1] [+] fa
T o 0 o o o 0 o o 0 o 1 0 o0 o [ o le o o o Is
In o 0 o 0 o 0 o o 0 o 5 0 L o0 0 o lo o o o fio
I o 0 o0 o0 o 0 o o 0 o 6 1 0 o0 o o lo o o o I
fio | = o 0o 0 o o o o o ¢ o ¢ 0 o 1 o o lo o o o w2
St [+] 1] [+] a [+] a a [ (1] [+] D 0 1] 1] 1 1] [+] 1] (1] [+] oy
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o oo o o
L

(75)

TdD__.L

Map?

From (39), (41), (42), (43), (68), (69), (73) and (74), the quasi steady state
equations given by (43) are;
S . ! 1

p_s T, T T P11 0 000 .'P_ls ? f—id.‘-’ 0

fn fdr)llJpll 0000 g Li—n TF1DF 0

3)_5 - T T;Pn 0000 }E + TuF T §]

@ Td(fT,. ==pz 0 0 0 0 }'E 0 0 ﬁ

i 15 D3 0 600 | LPa i 0 0 'riq
where the time constants of this model are T; = ‘, VI = %‘3;, Te =
Too = 55 T = 575 Trar = 3 and Trpr = 375

If we substltute (68), (6

9), (73) and (74) into (35), (37) with (42), a quasi steady

state model of the synchronous machine with the shaft system is given by (44) which

is

& B (AAeisten) 00 0k
QEI 0 0 ﬁ % 0
P | = 0 ~k 0 0 0
T 0 kk 0 0 —k
o -1 0 0 L o
_E_ N T.J‘ JTZ -
[ Pn 0 2P O
k) €1
0 0 0 O© i
0 0 0 1]]|.°
0 0 o0 0]].”
0 0 0 O 10

P1s

P23
Pao

(76)

In order to have the quasi steady state model of the form (8}, it is necessary to
substitute the remaining fast state variables by taking the first and last lines of (75) ,

and we have

—_— —Pi1 6_1 €5
bz = TdTJplS + Td + TFd[
B e
= TQTJpler T,
by substituting (78) into (77) and solving for p;
75 = [ T,1,17% ] [—melg La, e ]
TI,T3 + 9 | TTT, ~ Tu " Trpr

from (78) and (79) the solution for Py is

T = [ TdTi’pls
"N\ TTT? F s

J [—Plsem 25 + €g ]
T.TT,  Ti Tepr) T,
22
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and substituting (79) and (80} into the first line of (76}, the quasi-steady state model

of the state Pz is described by

. -1 [1[ TTps ] [—p—lsem e1 | e ]2 et
S + 1y + 2

bie = 7, {rd [TquT} +952) |TTT, " Tu " Teor]  rdl2
1 TquT?r ] 2 [—%612 €1 €g :| 2 _ _
— : + =+ +7 + &
Ty [TquT} et | T, Typr| ¢TI0
el {[ TP ] [—ﬁelz e1 | e ] N eﬁ} 3
ra || TaT T2 +0° | | TTiT,  Ta Tepr Ty
€1z Tquch ] [ —%612 €5 :|
2 RN 81
T'q [TquT‘? + pﬁ2 TdT JTq Td TF DF ( )

The next section describes the performance of the state variables of the Turbine-

Generator.

7 Simulations Results

In order to verify the quasi steady state model of the complete system, simulation re-
sults are obtained. Hence, the parameters of the synchronous generator were obtained
from the literature [24], the values are for an actual machine with some quantities,
denoted by an asterisk, being estimated for academic study according to the reference

[24], which are given in Table 1.

Table 1. Parameters of the synchronous generator.

Rated MVA = 160AfV A

L,=6.118x 10°H

Rated voltage = 15kV, Y connected

Lo=1423x 10"°H*

Excitation voltage = 375V

Myp =5.782 x 1073 H*

Stator current = 6158.404

Mpp=5782x 10°H"

Field current = 926 A

My = 2.779 x 10 °H*

Power factor = 0.85

rq = 0.00154202

Frequency = 60H z

rp = 0.371Q

Ly =2189H

rp = 18.421 x 107°Q*

Lp =598 x 1073H*

ro = 18.969 x 107°Q*

L.=63541 x 10 °H

T;=237TN.-m. s

rg=1N-m-s T =1kN -m
Jr=TW . s/kVA C,=1x10"°F
Jro =3W - s/kV A Co=1x107°F

ry = 1542 x 103"

It is assumed that the machine is connected to a bus whose voltage and frequency
remain constant, at the rated values, regardless of the stator current. This is com-
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rmonly referred to as an infinite bus, since its characteristics do nol change regardless
of the power supplied or consumed by any device connected to il.

It is necessary to verify Assumption 3 given in (9} by substituting the parameters
of the system defined by Table 1. we have

0.12361 —0.1363 —9.4643 x 10~* 0 0
0.12962 —0.14275 —9.4528 x 10~* 0 0
ReA{ | 0.22245 0.12643 —0.37192 0 0 (82)
0 0 0 —0.13587 0.07010
0 0 0 —0.30139 0.13536
then the eigenvalues are
A= —1.4901 x 1073 A; = —1.8571 x 1073 A3 = —0.371 (83)

M = —-153725x 1072 A5 = —1.8937 x 1072

and the assumption is satisfied.

It is mstructive to observe the dynamic performance of the currents iy = fs,
i, = fu and ip = fs when the generator is operating under nominal conditions,
which is shown in Fig. 8.

[ —_ =
=19 40
20 kY
=3 ol
= apinaTz? b
EA - 9,134093
.: -5 g o mr—
40 =T A,
=Ta L]
=50 ]
Y -«
A0 R :
[] E) m 15 F_ F-1 3a ‘Hn 5 10 15 F k-1 0
N () e s}
(a) {h
1500
1000 105753
z
z 00
vy
B
0 1 W oem ™ 40 L]

(e}
Fig. 8. Performance of the currents: (a) iy; (b) iy (e) ip

From the literatire [24, 26), the dynamic behavior of the synchronous generator
and their sieady state valnes obtained in this paper can be verified.

The dynamic response of the damping currents, ip = f3 and ig = fip are shown
in Iig. 9.
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Iig. 9. Performance of the currents: (a) ip; (b) 4.

The performance of the damping currents under balanced steady state conditions
are zero, which is shown i Fig. 9. This is to be expected since, under steady state, the
votating magnetic feld, due to the stator currents, is stationary with respect to the
rotor. As the damping windings are closed circuits with no applied voltage, currents
are induced into themn only when the magnetic field, due {o the stator windings, or
the field winding is changing.

Note that the steady state of the field winding eurrent is

‘ Vg 375V
which is verified in Fig. 8.
The plots of the currents represent the state variables for the fast dynanics of the
systemn and they are stable and by simnlation (9) is proved.
Fig. 10 illustrates the dynamic performance of the synchronous machine rotor
where g 1s the exact velocity and 7z is the velocity using the guasi steady model

m {N-m-5}

— Pgtemey

] 12 20 an 40 50
time {3}

Iig. 10. Time responses of p;g and fg.

Fig. 11 shows the oscillations of the angle gg; and g¢9; and their corresponding Fz;
and §g; of the quasi steady state model, respectively. The angle ga; is related to the
connection between low pressure turbine and generator and gs; is the angle due o
the connection of high and low pressure turbines.
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Fig. 11, Time responses of the angles: (a) ¢31 and G31: (b) ¢21 and Ga.

The velocities of the tuwrbine sections are shown in Fig. 12 where the psy and pgp
are the velocities of the low pressure turbine, Also, the velocity of the high pressure
turbine pgz and its quasi steady state model Fas is shown in this figure.

00
- il
i 35
oo SR N
| & 2 | F
-1aon|
1000 2000
[} n L] ® “ L] [} 10 a6 «J ]
b ge) Hrw {8}
() {b)

Fig. 12. Time responses of the velocities: {a) pso and Pgo; (b) paz and Pas.

It is clear that the simulation results describe a good performance of the quasi
steady state model of the synchronous machine with the shafl, system. Moreover,
this quasi steady state model is obtained in a direct way with an algebraic process
by using a bond graph approach.

8 Conclusions

A bond graph model of a class of non-linear systems with singular perturbations
is proposed. This systemn is characterized by having slow and [ast dynamics and
the product of a state variable and state functions define the class of non-linear
systems. An advantage of the singular perturbations methods is to obtain reduced
models, Hence, a new bond graph called singularly perturbed non-linear bond graph
(SPNBGQG) is presented. This SPNBG is delined by storage elements ol the fast dy-
namics with a derivative causality assignment and the slow dynamics represented by
storage elements having an integral causality assignment. Thus, the quasi steady
state model of the system by using SPNBG can be oblained.

The assumptions of Thikonov Theorem have to be verified in order to use the
resnlis of this paper.

It is important to recognize that the mathematical model of the non-lincar singu-
larly perturbed systems or the quasi steady state model can present some singnlarities
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due to numerical values of their parameters, then it is necessary to be careful during
the simulation process in order to avoid these possible problems.

In this paper, an interesting case of study of the class of non-linear systems with
singular perturbations described by the connection of a synchronous generator to
a turbine sections is proposed. The order of the complete system is 10. The corre-
sponding BGI and SPNBG of this system are obtained. Hence, the quasi steady state
model of the turbine-generator is determined by applying the proposed Lemma. The
order of this reduced model is 5 since the slow dynamics has five storage elements.

The dynamic behavior of the state variables of the synchronous generator are
shown and these results can be verified in the literature [24, 26]. Simulations results
of the quasi steady state model are shown and these plots illustrate the effectiveness
of the proposed methodology.

Some future works are described from this article. First, storage elements in a
derivative causality assignment when a predefined integral causality assignment of the
bond graph model can describe a more general result giving a non-linear singularly
perturbed system with a linearly dependent state variables. Also, it is possible to
extend the results of this paper to time functions to modulate A{T F or M/GY elements
describing a more general class of non-linear system. Finally, it is possible to verify
the assumptions of Tikhonov Theorem in a bond graph approach.
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A Non-linear Constitutive Relations

In case that the constitutive relations for storage elements could be non-linear func-
tions defined by

1 (t) = ¢1-"1 (3?1 (t)) (84)
%(t) = ¢p (1)) (85)

then (17) would not be the mathematical representation for this system. Hence, this
paper would have some problems:

¢ The parameter £ would not be defined by the constitutive relation of the fast
storage elements; a different mathematical development of finding a possible
solution is required.

# The state equation with linear constitutive relation of the dissipation field would

be
() | _[An(@) An@) ][ @) B (x)
Ls‘éz(t)]‘[ﬁm(x) a7 B g 10
where
zﬁu (z) = S%% (x) + Stz (z) M (:v)Séll (z) (86)
f}lz (£} = S (2) + S (2) M (z) Syi () (87)
An(2) = i (@) + 8%z (2) M (z) S31 (=) (88)
Ap (z} = S?f ($)+S?21( ) M (I)Sé?(w) (89)
By(z) = Sh(x)+ SH (2) M (z) Sas (z) (90)

It is necessary to verify if it is realized the system can be singularly perturbed,
this problem is not attacked in this paper.

» A contribution of this paper is to obtain A5, () by changing the integral causal-
ity to derivative causality of the storage elements for the fast dynamics main-
taining an integral causality assignment of the storage elements for the slow
dynamics, i.e., SPNBG is obtained. It is necessary to find the possibility for
new results with non-linear constitutive relations for storage elements. For ex-
ample, a C-element in an integral causality assignment is shown in Fig. 13.

el(t) ez(t)
—— c:c1 = C:¢.(x1)
fi(t) 3 £(1)

(a} (b)

Fig, 13. C-elements in integral causality: (a) Linear; (b) Non-linear.
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The constitutive relation of Fig 13{a) is
er(t) = 5o (9)

and for Fig. 13(b) is
s (t) = ¢F1 (@1 (2))

considering the input-output signals of the C-elememt of Fig. 13(a)

ﬁ@=%/ﬁm&

ex{t) = ép ( / f1() dt)

by changing to a derivative causality which is shown in Fig. 14.

and Fig. 13(b)

el(t) e2(t)
H c:C1 —;I C:tn(m)
fi(e) B(t)

(@ (b)

Fig. 14. C-elements in derivative causality: (a) Linear; (b) Non-linear.

The input-output relationships of Fig. 14 are

fi (t) = C1de;—t(t)
and g ,
fa(t) = w

Thus, for non-linear constitutive relations, the inverse of these relations are
required in order to change the causality of the storage elements and it is nec-
essary to find new results by applying a similar methodology proposed in this

paper.
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A Quasi-steady State Model of a Singularly Perturbed Wind Turbine with an
Induction Machine Considering Nonlinear Friction in a Bond Graph Approach

J. Aarén Padilla-G*, Gilberto Gonzilez-A**

*Faculty of Electrical Engineering, University of Michoacdn. Edificio 21 Ciudad Universitaria C.P. 58030 Morelia,
Michoacdn, México. Tel. 01 (443) 322 35 00 Ext. 1115 y 1194 {e-mail:joscaaronp@ gmail.com)
** Faculey of Electrical Engineering, University of Michoacédn, México. (e-mail:gilmichga@yahoo.com)

Abstract: In this paper, the singular perturbations theory for a class of nonlinear systems with a bond graph
approach is proposed. The product of state variables and nonlinear constinitive relations respect to slow
state variables of the dissipation field define the class of nonlinear systems in the physical domain. Hence,
a new junction structure of the bond graph model to obtain the quasi-steady state model of the ¢lass of
nonlinear systems with singular perturbations is presented. This junction structure has fast storage elements
in a derivative causality assignment and the slow storage elements maintain an integral causality
determining a reduced model. The proposed methodology is applied to a wind turbine with an induction
generator considering nonlingar friction and it is shown that this model is internally stable.

Keywords: Bond graph, singular perturbations, wind turbine, nonlinear friction, internal stability.

1, INTRODUCTION

Wind technologies have been developing rapidly over the last
few decades, as it is renewable, cost-effective and also cause
little harm to the nature with respect to other conventional
energy [1]. As a result of this, in the next future, wind turbines
may start to influence the behaviour of electrical power
systems by interacting with conventional generation and loads;
in order to investigate the impact of wind power on power
systems dynamics, adequate models are essential [2].

There is a big amount of papers about modelling, analysis and
control of wind turbings; in [1] a detailed survey of control
methads commonly employed by commercial available small
wind turbines is provided, and two dynamic controllers are
designed and simulated. The dynamic bebaviour of a typical
fixed speed wind turbine connected to the grid is described in

21

A dynamic model of an important contemporary wind turbine
concept named a double fed (wound rotor) induction generator
with a voltage source converter feeding the rotor is presented
in [3], this wind turbine concept is equipped with retor speed,
pitch angle and terminal voltage controllers.

Many books and papers have used traditional mathematical
models of an induction machine, in [4] the most important
steps and concerns in the design of estimation and control
algorithms for induction motors are provided. Also, [5] is a
comprehensive reference source for practicing engineers and
students specializing in electric power engineering and
industrial electronics. It illustrates the state of the art in
induction motors. Beginning with characteristics and basic

dynamic models of induction motors, and progressing to low-
and high- performance drive systems.

In [6] a computer representation of symmetrical machine in the
arbitrary reference frame and its simulation is described. As
well as steady state characteristics and control of the machines
and the transformation of physical variables of AC machines
using reference frame theory are provided in (7).

Hence, it is useful to develop mathematical models of an
induction machine to explain its electric, magnetic and
mechanical behaviour. These phenomena using a bond graph
model of the systems can be analysed in a direct and graphical
way.

The main key points of the bond graph methodology are: a
model containing the energetic junction structure, ie., the
system architecture; different energy domains are covered and
the coupling of subsystems are allowed, the cause and effect
relations of each element are obtained graphically; and the
state variables have a physical meaning [8, 9, 10].

Furthermore a fundamental problem in the theory of systems
and control is the mathematical modelling of a physical
systent. The realistic representation of many systerns calls for
high-order dynamic equations. The presence of some parasitic
parameters such as small time constants, resistances,
inductances, capacitances, moments of inertia, and Reynolds
number, is often the source for the increased order and stiffness
of these systems. The stiffness, attributed to the simulation
occurrence of slow and fast phenomena, gives rise to time
scale. The systems in which the suppression of a small
parameter is respensible for the degeneration (or reduction) of
dimension (or order) of the system are labelled as singularly
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perurbed systems. which are a spocial Represention of the
general class ol lime seale systems 0] There are several
references af singular penerbation nwihods. satte of theam ane
[12] and | 13). We can find some papers applying bond graph
o singular perturbation medhods, In 1141 describes hawe (he
bond groph moded is a helplul tool fer systems anal ysis in the
special case of simplifying the modelling of two time zcake
systems. The last and slow dyoamics of bond gruph mudels
can be caimaled by determinaiion of cavsal loop gains. In [ | 5]
is provided the notion of a reciprocal system with singular
peniurbalion kechniques, which can be oblain mone accuracy
o b Tast time seube bt viour of the sysiem.

There are surme relérences of singular perfurbations aypplicd o
induction maching. In | 16] is developed a bond praph modcl
of an induction machine as well as the graphs of mechanical
components and_ there are complaied some of the missing
lirks inthe development of bond graphs or ¢heclromechanical
muchines. & method w model elocirical mochines, toking inle
acocunt eheciric, magnetic and mechande caupling, a5 well as
simulotion resuls W compare with (inile clement computotion
nesuli. is developed in [17], In [18] a bond graph maode] of
doubly-led induction machine contecied 1o o whold system
with & back-to-hack comvenier and dig-transformsiion is given.
Alse, o dymanic codel of 1he indwe tion mochime thn considers
(he 1hermal behaviour wsing bond praph is developed in [19].
In addition. |20] congiders bond graph madelling of variows
wpes of eleciricul machines and concludes with o simulosion

study of the induction mdHor,

This paper allows Tor extending the resulis given in [21] 12 a
cluss of porlineer syskems. The muincontribution of this paper
is{he modelling in bond graph of a wind turbine with induction
seniotor considéring monlinewr constiiive relutions of the
dissipation clements, that is. nonlinear friclion, which is o class
uf nonlincar sysieme with muolaplicanon of staes. In order
delcrming the quasi-skeady state mode] of the gencratar o
Jueeton struciure of aonew bord praph s proposed, The
charagigristic of this ngw bond graph is 1o assign inkcgral
cansality 10 ihe slaw dorage elemenis and derivalive causalily
for fasi sivmge ¢lements.

Saction 2 describes Lhe sinpular perturbation model. The
modelling of a class of nonlinear sysicms with oo tine scake
inthe physical domioin 15 proposed in Section 3. Tn Section 4 a
quasi-steady state model with @ bond graph approach is
presenwed, The proposed methodology is applied w an
induction maching in Scction 5. Finally, Soction § gives the
Conlusions,

L. 5TANDAR SINGULAR PERTURBATION MODEL

Th singular perturbalion nesde] of findly dimensional dynamic
systems, exiensively studiad in the mabemancal Liwmacurs by
|24, 25, 2h, 27, 4] was also the first moedel o be used in
control amd systems theory,

Thos mendel 13 i the exphcil stare varable from o which the
derivatives of some of the slates are moltiplisd by a small
postlive scalar 2, that is,

.;,[.']=_r{.r...r,.£..-}.a-,{ru]=.ﬁ‘.A-,EEH'. ¢l

299

f-;z{'}=3[-‘|1:3rf~’]--‘zr.tu}=-"'z:'--"z€ﬁq'- {2

where [ apd g oare assunked w be sulficiernly many unmes
conti nueusly differentiable Tunctions for their arguments, 1,
Xz, & & The scalar & represetns alk the small parameiers o be
ncglected |12

In conuro] and systems theory, the moded (1) and {2} are o sep
1pwands pedueed arder model, 2 coniman enginesring lask, The
order reduction i convened oo a paameer permubacion
called singular. When we sct & = [, ihe dimension of (e stabe
space o (1) amd (2 reduces Troan o + i 0 8 becanse the
diffcreniial equation (2) degencrates nte the  algcheaic
QUM in

0=g(%.x.01). ®

where Ihe bar is uwsed o indicatc that the variables belong lo a
syrbem with == 0 114, 15], The mwde] (1), {20 are in siandond
Torm amd only if the following ussermption conesening o i3] is
salisfied.

Assumnplion 1 [12. 13], In 3 domain of inlcrest £3) has & 2 )
diztinct real roon

k=g {na)i=h2ok (dy

This assumpiion cnsurcs thal & well-defined A dimensionol
reduced mgded will comespond Lo each ool (4). To abdain (he
reduced model. we subsiime 4y mee (1

& = fle(maloe] ki) =4, (53

and koep 1he same initia] condition or the sae varmable P50
ay fior xi(f). In the sequel, we shall drop the subscrpt §and
rewrite (51 mone compactly as

5 =f{md Rl = ©

This codel is sumetimes cutled 3 quasi-stoudy stute maodel.
begause xx may rapidly converge 1o 2 ool of {3), which is the
yuasi-sieady siat: form of {2).

The discrpacey berween the responss of tie reduced mrsde]
{6y aned dhat of e full model (1] and {2} is e Fast Iransignl
and the sabilicy  progerics are stued as woo sspuratd
ASSUTIPM innx.

Assumpiion Z |12, 13]. The equilibriven 53(r) = Gal

-~

i -~ "
e gl e ) ™

is asympronically stable wailormly 0 x? and . and &% —
Fzlr) bebongs (o it domain of attraciion. so %7} oxisic for
0 (7 F07) = »; — X3 10 chescribe the behavior of v2 as
a function of r using the so-called oundary layer comection
and = r-afE e deseribe that if 2iends o pero, elends o inlinite
even Tor Mixed ¢ only shiphily lorger than o, while x> and ©
almes; ingantimeously change, b memaing weny near (o iis
initial value xf I this wxsumplion is satisfied, then
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respectively.
Thi: inpu and output relationships of the junction sicture of

Fig. 2 dererminee (14). From the thind and founh Lines of (14D
wah (12Y and (13, we have the Lnear dissipanion veowor,

R (=T ALGY, + BE G, + 20, . (s
where

Tho [t - [ SEL RIM(MSZAE] M0, (s
and the nenlinear dissipation veclar it given by,

DY =M 00 0, + 2 (), + B i+ 27 10, ] am
wherne

M (d=[1-s50a T M =[-SEE0 e 1] 018
and

AN AN RO LR EAG] (19)
O (e}, =Sz ()L (x ) M™ ()

[52 (35 (1485 (. (eh+ 2t ). &
2 (1), =St an
D), =S (5 1)+ SZ 0 o). 22

D2 (1), =83 (X)ET(xIM " ()
[Sh{x) g (1+38 ()= [0}].

Do), = SR ET (e} )55 () £ () e
[S3s)a () STz () + 55 dalr)].

L), =S (T M () Sl haef 34 S5 (). (2%

The matrices 530z}, SE80x), S 0x)and 5530 are square
FRaw-EymmeIrie matrices. then the terms of (186and {133 will
be structurally invertible. but the numerical state variables x
can give some singulanities and i is necessary (0 aveid this.

(23

By subsiituting (133 and (171 into the firt and secand lines of
(1d) with (13 and {13} the stale squation for the class of
nonlinear system with singular pertwrbations in a2 bond graph
appraach is delined by

x{4) Sx) A(x}|| (e x

exlr) ) iuH lixﬂ[;i'; +[2Lﬂ"[']-{2m
The: makris g is
Ade)=[4, () +4,(2), ] F. (27
where

AL =S SUET(OM (D). B

A (), =S8 (%3 )M (e

(S esEETRM etg]. @
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D)= 5]+ SE (X)L {5} {1)53 ().
Fur Lhe mutoix A =2} we huve

A =[ A, + AL, |7

where

A (x), =50 1)+ 33 () LT {x)M" ()T e,
Ax(x), =57 ()7 (%)M {x}e

[52 (a1+ ST () M ()],

[(x) =53 () + 8z (L7 [ ) M™ (1) 5 ().
The voclor Ailx) is

A{x=[R{x),+8(s),].

bring

B ), =5+ 50 [ e LT 6] M [} K x],

E| {-T:I'z - Sll:: '[.T}L'“' {.l’. }H"‘L{J}'

[S84x) +SE(NET (M {rpK{x}].

K{#) =S50+ 50 {a) £ (e ) MY {055 (1)
For the mutrix A7 {1} we have

A= F[ A (5, + A (), ).

where

Ap{x}, = 5 (o) + 87 (LT ()M {c)al=).
Ayl = 5T L™ (5 )M (x)e

[S2(x)+52 ) LT )M " () A()].

Alx) =55 (o) + S [0 L™ (o )M ™ ()85 (x).
The matrix Az v} is given by

Ay ["] = Fz-l ["'"1: I.-t}. +A, {-"}: ]Fz-

where

Ay (1), = 57 L)+ 55 () 2T (o) 4" () T2}
A (), = 52 ()2 g )M (2]

[55 ()4 SE (LT LM ()T}

Y{a)=$ [d+ S5 () £ (VA (1S3 (),
and the vecior Bx(ed is
B.lx)=F,'[8,(s),+8,(x),].
being
B (6}, = 57 [x)+ 35 (LT (x)M " (x])T{x).
B, (x), = 57 (=) L [ ) M (x)e

[530x) + 83 Ceher {ahas™ ()1()].
[{) = Sy {a)+ 8o ()0 [x )M ™ ()55 (5],
With £=F,".

{0

131

{32

{33

(34)

(351

{36}

130

(38)

(3%

40y

(413

42y

(43

144y

{45)

{6}

14Ty

(48)

{4%)

(50}
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wirere
AL, = B )+ HE () EW()0 (6107 (=),
Ak, = Hi (10 (3 ) 0" (e
[ (x4 HE (LW (KD ()],
D () = H () - HZ ()L (3 )2 () (),
Furr the auitriz Ay (X we have
Aalxb=[ A, (0, + A, (), ]
where
Ayx), = HE (x)+ HE [P EW{GO (X7 (),
Aslxh = HELEE (6 )@ x)e
[Hﬁ (M2 LWl (T [.\*]].
[ () =A% (x)+ B () £ (5 )0 {3 { x).
Thee verter B () is
B (0 =[B (0, +&(x), ).
Ding
E L), = B () B (X EW{ O (KT [ 1),
B (x), =H (x) L™ [5) Q™ {xp
[ )+ HE (LW RIK” ()],
K ()= Hu{ )+ B () L% {0 )™ ()15 ().
Faorr the stale variables of the fist dvasnic is
£ (0= {2} {0 Anf s}, (14 B {darls).
For the mateix Ay, (x) we hove
Ay (xy= 17 [A (), + A, 00, ).
where
A (3 = M (014 M (HEW G (2] A ().
Au (), = HI () LR O™ [p
]:.H'_f,' (x]+ 43 [ QW ) (A" {x]:[
A" {x)= Hy [x)+ MR ()™ (X A (=)
Tie mereix Aza (2] s given by
Acln) = R [ Asln) + Aulal, ] A
wirers
Agls), = HE L)+ B W POP ()T (),
Ag [, = A L8 (5 )™ ()
[H (e AL A EWE DT (0]
T (x)= M (<)« HELOLT [5)Q™ (}H{3).

{63

{6d)

{651

{67}

{68}

{69}

(T}

{71

{12

(73

(T}

{15

{1

{77}

{18

{1

R

-

{31

{22)

and the vector By(x) is

B(x)= £ [Blx) +E{), | (83)
being

B{x), =H3{a)+ B2 () LW (1 {x). (24}
B.{c), =H (L7 ()@ [a)e

[HR )+ B EWLAG (0 (). "
I"( )= iy fap+ AR ()L (% )@ () () (26}
whene
@ ()=[/-Ha e T (87}
@ {<)=[ -3 LN 5] (88

W) =1+ @ (MG L (R (AR E T oo

Mereevwor, i occord with Assoeaption 4. the reads of the
et b egetion fromr oifferensial eguonion of e oime
vartables of the dvmimie by setiirg £o Qare,

(0= An L) ()4 B, (a2, (90}
onef Ihe guast steady slale model £5 defired by,

R0)= &, (oY% (4B (o ael). 91}
Proof, Consiclérmy that Assumptions 1, 2 wd 3 are satisfigd,
from the: thind and Fourth lines of (39) and wsing (60) we have

B WL [.ﬂ[ﬂ:mm[rr+u;:‘{.ﬂi,t-}rm:uru{r1]+
. 192)
r:.rl[Hzmr:n{rl+uztx]x=nwf;tx}um].

whire

¥lxh=W (3" ()AL ()" ()} (1), {93}

£ )@ Lol W2 LK, 1) S Cobe ) bk
2[00 Fnde) 4T b ) o)

DB D)0 G A b 3 1) o]

FIn R O A P [ F L M O

where
Z(1) =0% L (A LWL ). (95

by substinuming {10), (92, (94} into the first Line of (5% and
using (&)
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;, {ry= {H',',' [o]+ MU N WA (X3 {x)+
WO [+ B LR W L L (] E )
+HAM D+ W G T (o) +

. 26)
ML R R SR T T B EA Y
) e+ W G Y ()
LB W L (PR s ati)
whene
Wlrh=H (" (£ }0T (1) 97

By using (62} to (230 w3th (87) to (&P). we delormine (61 ),
From the second line of { 59) and eaking ¢60), (92 and (94}

I [J]-= :H._"”Jl:I+HE:I;'L‘W1;'Q"{:]¢" ‘I'+
Ot AL D+ AT W (D0 (e () (1)
BT L+ M3 U e (T (e +
A By T s R T T e [:]u*’{.r;}] .';:{FJ
B L i (W ()@ LK ()4
(I 5 (WL LW ()@ )8 * Lo}
where
B)=HZ ()L™ {5} (x). (94)
by ponsidering {12) (75 to 36k with (%77 1o (59 and {94,
we provie (744 From {74,
b= A 0] Rk 4 (0] = in-

[A2 (0] & (shuin.
and conddering thal the marices Az¥) and Axz{x) arc nen-
singutar, and companing (9 with the second ling of {3), te
reions between BGT and SPNEG are
An(x)=[AulN)] e An{x)==[An(=}] A ().

B =001 o)
By solving (101) for the siote vadables of the show dynamic
with (543, the (90} & proved.

By substituting { [O1) into (61)

{1

{101)

A=A (- A 00T 5 L)

e it (162
Lo ea] rane B o= A [ Lan] Ercpeio

connparing 1023 watk the Gt e ol (26)

Aatsbedatsl[Aud )] £, Blz)=80s)- A LH Axlal]” Bedah.
A I a - Ao ia] A .

by welving (103 or the stabe variables of the slow dynamic
with (56, satislying Assumplion 4, we prose (9178

(103)

The SPNBG represenmaton of the syalem can represent
singularities protlones due 1o nunkerical values of the argument
x iolo the submatrdces Hix), (Nx) andi;;(x} Hence, it is

impartant io know that Tor avoiding stahility and simulaing
problems. Adse, the mutox Axic) bus 1o be gon-singulur in
arder 1o apply the proposed Lemima,

Mext secnion applies the proposed meihodulogy 10 the wind
turbineg, which is a singelarly penurhed system, hecawse thene
is o clear differcnoe between spocd and slow voriahles.

5 AN INDUCTION GENERATOR AND MECHANICAL
MODELS OF WIND TURBINE A ROND GRAPH
APFROACH

In this section. 1he propossd methodology o a siogularly
perturbed nonlincar system is apphed, Tn this iype of systems
{cleciromechanical systems) i clear dislinguish  beiween
sipesd und slow vanubles. The phenomenon of the air foction
to high spesds generane that (he Moid resistance are nonlinear.
In fuid dynamics, drag {sometimes called wir resisfunce, a
type of Iriction, or fluid resisiance, ancther type of (Molion or
NMurd frictond refers W Forces aching apposite o the mlanve
mation of any object moving with respect 0 2 surreunding.
NMuid. This cun exist between 1wo Muid layers {or sufces) or
2 fuid and 2 »0lid surface, Unlike other resiztive forces, such
as dry riglien, which are nearly independent of velority, drag
forces degrend on velocity [30].

S0 Afr resistonce

Thi: physics of air resisiance applics to motion through any sor
of fuid: pus or liguid. Te a ceasvnable sppooximation, Nuid
Tesistenoe s w depend on either the irs power o the spesd
{a linar resistanee) or the seeond power (o quoratic

Tesistenoe) [29). AL small speeds_ fluid resisiance is lincar,

Fo.==inn (Low speeds) (104

where & has the uniiz of Nims) = kgfs. The loree -4 s
sometimes ealled Whe visgous drag. [0 arises mainly from the
cohesion of the loyers of the Muid. For jage speeds, Quid
resistznce 15 bener descry ibed by a quadranc depeixdance on
specd.

F_ =, (Higher specds) (1us)
where the units of ¢ are MM = kgfnn. This term is vsually
culled drg. 1 is reluted to the momentum tmnsfer betoesn the
rrving obgect aned 1he flod through which 0 owavels, In
accardance with Boyle's Law [ram the kinetic theory of gases,
that the pressure was meloed o the momeolutt Lonsfer
berween gas aoms of molecules and e walls of the
syrrounding  confaingr. Im much (he same way (he drag
coelficienl ©cun be reluted toother quantities,

=40 pA. L1456

wheoe Cp s a peonwioic facor depending oo e shape of the
chjeel {coual 1o 142 Tor & spherg), o is the densiey of the Medl,
umd A the cross-sectivnal aren of the vhject. The Facior 112 i
pul in for convenience, In general. both termis (ad others,
propodional t higher powers of 1) may be preseni.

Frpy =t (107)
If v = 1, drvop the seomnd term; igeoee the Ft e il s 1
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From (14} we gel the required submatrices of the juncion
stouc iz 1o obtain Ay which is pdcessary W extablish iidmal
stahility of system, then

Su{=1 SE(x)= 183 te}= 82 e = )=

2 . {116}
ST} = 800 =30 x} = 8 o) = 5L { ) =00,
. Tor Axz (k) we have

_| N e,
f’-::[#'}—ﬂ 0., N ] (7
whers
: LR =LLR LLR=-LLR

A=Lf Ll N= : A5

hAE [f,u: —LLR LR -LLR, ]{ ’

In the secuion T, te intecnal stabilicy of the SEBG subsitunng
ihe meching parameicrs and Aplr) rem (117} inlo (52) i<
viori fiod,

5. A QUASI-STEADYY STATE MODEL OF THE
INDUCTION GENERATOR AN MECHANICAL
MODELS OF WIND TURBINE A BOND GEAFH

APFRCGACH

The powres.ponding boand graph approach to ged the quas steady
stule: is shown in Fig, 8. Mow that, in the 3PNBG (Singualarly
Penurbed Nonlinear Bond Graph) approach proposes that e
gost starege efeseenis have denfviive causafiey vmd ohe stow
storvige elements have fategrad ransalite. Then, Fig. 8 sssigns
derivanive causality 10 storage elements by the bonds 4. 5. 6
a7, The sierage clements with the bends 13, 26, 29, 33 and
35 have 1o muintain on intcgral cowsality assipnmenl. The key
vectons o the bord graph in an ircegral causaliny dssignien
with fast and slow scparated dynamics ane

B el a e, )
o_wlf f f. £
weln e ot L.]r-

and zsbow and fas dynamdics are delined by (111 and (112}
respectively, The nonlincar gonstitulive relations ane defined
By (114), the mutrices F amd Fr are defined inw (1 15), and the
linear consitunve rlatwens of the Nelds are

=Dies (ki) (120

und from {631 the submainoes of the junction of the SEM B is
delimed by

Lol | S S S A i

O ale, e, e, e,

{13

-

Hils)sl ;H:'f[.r]--!.ﬁl'_.‘{x]-[n ::“"I ﬂ}" 1121}
v 1 @ U0
-1 & i 0 q
Ati=|e -1 o8 1 o HLO=-[HEAT] 0
00 -l o1
008 1N
Nl =0 == F5 ey =N s =R (k)=
Hixpn Wil apllte il xim N x)mD, (123)
Hits)==[#a] .
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A1 0 0 D
0000 D : E g e
Hifv=| o o1 o1 1 0| A= L

O 10 -p,
00 9 D D o 00
0o a0 -0 - o

From (753w (860, tEND N2, (1050 ancd ¢4 19) 40 (124) the
neal regis of the algehnic cqualion (21) can be obrained by

m Lp OO QD il
Al _o|-Tr oo DO "'_‘+
Al ™M D DB ’;
i f.po 000 6] (12%)
-F, o FopeTop [
s, 0 0 T_p+T.m e
0 =7, 0 =Lp=-Tpglel
SR Ay B
where
T.=5:T, =T =5T_= (126)

From (&2 de (230 (NG S0 (005 and C1E93 bo (124}, the
quasi-sleady slale model is defincd by

i F_Mﬂ (¥ "i:: M, fx] & E
Y -#.- & . 0 E
P'_,-' .| M (X} _T?I-._ M} _J:I.T M0} E
= ¢ I . R W
1 —
i} 1} M, -1 -, -
=L - Meliflecd g,
L P
000 2fpien
o)
000 0 o
loo o a .
ooo o g
001 0
where
—_— = e N
H..{-fl=#-[’i{m o ]—ﬂu{u——%l*f’::}
Mut'”_ {___'_] Mu:#} : :l::l'
M,,{.r}=—,,'_—[1)u{%_—%]—ﬂh[2—:—%%%’?‘—]. (128

My ()=t (- b =35 - 1),

Ms:{"}:'i’[ﬂu{ ""']"'"‘h]
By solving the first. second anrd fourth line ol ¢125) we have.

Dl E - pavpy

P PrRpTL (12%0



Apéndice C. Publicaciones

E =%'%§]E_Iilrﬂ -
{r-. [L%;.-lﬂ-]+]:f {%ﬂ[ ]_r.'\-l‘

whure

1 2%h;

A et RS A T S AUNT AT
LS AN | TR B A
?-= r—rranh{"?rl‘_.‘ _-Ir.‘l ' "T__l. - T,,_T..f_ufq. E
1]
.u.'=l+l:-‘||’-'-[---—-"r,',l"" ~[28) T, il'_,]_lf\.-[+{r_,1’_, TR
PETRE A N YN Y %
S2TI (4 - £ )-THA
By substiuting (0295 inlo DR and (1275 the quani sy

stotc medel of the tind Lirbine with indictoi fachine b
obrmaad,

PR R L PR N LT PR PR FARTE |

B = g HE (133

Pu m M) = M8 B MR 13

R {134
E=11,,{.~.-}E--!-E:—M,,t.ﬂﬁw,, (134
R

CEALY 10 01 35N repwesent Hlwe ik sloady slale mode] oF shw
dynamics of the wind Lurbine with indoctiom machine.

The aexl secuen describes the perffomawe of hw sRc
vartables ol the wind furbioe comeecied 0 an induston
rachine.

T SIMULATICN RESULTS

In wvacker 1o venly (e quasi steidy miodel of the complew
sysient. simalisticn resudls o obuiney. Henee, the purmeiers
uf the indurlion gemaaior wers ntiained fmom ke e
[, Thes parurekers 200 phren i Tubhe |

Table |, Maresmetess of simnburions for wmdertiun geseratne
el innetnricar kel ef ifve wenef tinlifine .

H, = 0089 A | Mo =T0L05 Ag m*
K =435 102 Hy = D3 K e
B=0%la0l Dy =114 M-n-s,
L=giTIin g 2= 0 N1
L=04713H 1 = (1.3 Neater
i =23 H L= 0.3 Noar-x
=2 puirs of poles | 7Y, =1L N-m-5

| Vo =220 ¥ Kew = L0 N- il
oo = 377 haddy [

Tew 1061 Nonr

I is isomed that the machine is connecies] b o b whine

sailage aod Mmequescy meman coRsiant ab the mied valnes.

This 5 commumly referod br o fiaile bus, s ik
churpetesi=mies o e change repardhe of the power supgHjed
o consutiied by uny devive vonmeened Wi s peocssary e
verily Asshrpion 3 given bn 1533, solving and substinitirg the
puraineiess of the 5 yaem delined above, we liave

[h.ﬂ?l']:l G GTTE 2R zb.ilﬁl]
ROSTE —TIENY Za3sd ARG
fi, 3
kad L NE TR % BT F Y -n.wm:[ s 1136+
e300 Am aedd?2 T.Jn!!':l.l_l

b the ripeovaioes ane &, = — AL25S + § S3IRES A = -
05255 - f 530055: = D255 40 THT Y du = 1RE355-
J 05T, and Asspmplion 3 1s satisfiod, then we con comeludy
thun this simgulurity periumied system Has intermal stability.

. @ iRwsimates the dymamic perfiommnce ef i gemerior
including the geashes, high-spesid shafts and pentrhior rotor
i Lt aichne where 50 b e cicel wipildr moccotuzn
and [y 5 the Logular et wsitg the quas) sieady model
{wve divide itbe angalar momenl By storage element value in
owiler W nhidin e velociry].

-] a1 a3 - % | L L] L L} [L ] [ |4 ]
1w (1)

Fg. % Prefismorce of die gfoay varrabfe (et ond the spuiri-
sy shove ekl (T

iz, 10 by the aneulir momentus of e hob ond te blades
of the wind wurbine, pw ded pros, tospechively, and thedr
comresponding By and My, obtnined wilh the SPNRG,

F

i ]

L

[ |

T

I

] ] -1 .3 Lt [ 8.1 - | [ 5] ai
e [n

i

i -

q

1 b |

i

it

I [ 1) -R] ain e [, o 1
e [rh

Fig, 1. Pesfivpsmaniios of I sl vy oend rRele raposrire
groean steendy aognman: fud feaid Fago o FB) e i Fg.

In Frg. 1] shwowes the oscilbicons of the onple iss died gz, amd
therr ovmmespanading Jz; amd #ig 6l the yunsi stemly stule
inode|, respectively. The sngle g, iz relwnd o de consactiog
betwecn the pencrator and the bty aml g is mlaicd o the
geimecling bebween the bub aod wthe blades of the wind lurhine.

308



Apéndice C. Publicaciones

309



Apéndice C. Publicaciones

Froceedings aff i T304 IASTED Imicrnafional Confrrence
Mlodeilimg, MentlToadon and Comtrod (MIC 2ot e;
Februgry 15 - 16, 2008 Immskruck, Axsirio

STEADY STATE OF A SYNCHRONOUS MACHINE IN
A BOND GRAPGH APPROACH

J. Aarde Padilla!, Gonzdlez-A Gilberto®

ljoscaaroupthnmail com, gilmichzafyahoo. conemx
University of Michoacan, Facnlty of Electrical Engincering
Mexico

Abstract

The cheterminatinn of Ve steady slate of nonlinear sys-
intps catk e polalivelr dillienll, capecially when & oon-
siabered noncinesr =system has many dyimimics. hete
o many ileralive proocss solving Uhis problenm oo-
merically as 1he Newion Rapl=on weetbod, Chis type of
process can bave & heavy woek computaticnally speak-
ing- The utiliestion of the teoad geaph Docligue s with
Lhe paarposes Lo ncduee e ocder of the systeine. The
Grst wtepr is bo oldain o Bood Graph in so islegral
cansality paigmment (B0 then & Kool CGraple in &
derivative cactalily pzignment {13012] can b gol lon.
Tt (he BCaEY will bee Toss ginnplex Iar sedviayg with
any Mecalive process, Aot hodolory sod o oo june-
Lirm struedure to get Lhe alesdy state of A class of non-
linwae syslems are peopessl. This Pimetion strortoee
will Iiave vhie sdomge vlenents in o dedvative cinasality
wxsgmnent, Thee proposed neethedolory 3= apglivd 1o
n svochronens machine,

Keoyworde: Bond graph. Steady stole, Syncheo-
nens machine, Newton-Rapleon iterative method.

1 Iniroduction

Kol grapl proposr & generalized approach 1o .
elling. whicl unilicy plysical systems of all civrgy o=
Tankies, A Tt apfaiench s booabaly e U systcin
in ber of s constiluent porls, willin o defined sys-
tem hownddary (A frame). Thin process reguines the
Twsleder Lo abmirard e pewlel to s sraclane of in-
Lecweling sulnpebels it a0 biecorchiced ombmer antil
ab Lhue Tomoest level, encdn sab cwde] consisis of o stne-
ture of clementany component hehaviors (expresscd ps
comtitnlive relations) [1].

The steady state conditinn of B svatem s when the
systoan I & dymamic eguilibrinm. Another delini
tion of e steady state {alsa callod oquilibeiom state
or slaliviory stade] of o syslem. s it e stale ol
gystem where all Lime derivatives of the stale sarinbles
are sera in the absonee of time sarving distuebanocs.
Tliis obefimilion of Lhe steady stale does ol exclle

MM 1O 2P 200 R3e-02 ¢

LH&
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AlANIDIATY Procesrs alstained by constant souroe [3].

In the linear ense. the former steady state condition
can lw fornwlsted in toems of the system cgurtions

FQ) = Ar )+ Bae) b 208 = D0 T 6] Dsichory
and Byowes iotroclucsd Che stewdy state for noolinesr
systenw, The stendy stave for nootincar systenss with
exogrames inpuly which can bo nnstable b deserilved
in [T].

In [H] examine: the sicadyv-siato analvsis and per-
fennmannanes of s Tselid il 1lapov=pslinoe sall-exeibod e
Fioh gebreiator deive vy regualaoed abwl ubcegilaled Lur-
bine, In (9] deseribeos o nonlinenr cirenil reduction ok
porithm for fincling the steady-slate respanse, In [140]
reviews 1he must importanl sspeeets of 1ine-domain
siradly=state analysix ko wiliear slect vical sysbeins,
A program fer compuling steady-slate ehavior Jor a
non-linear circmit witle jperiodic opnla is desorilsed in
[11]-

A slgorithan s presemed which canbtes one to de-
tersane dbe natuee of the eoeilibrinn Aate of & sysiem
wWitd cotestant inpuls B oadivect msprection of s Tl
gripls represeatution |3 In |3 & single and dire
graplical poocedure 1w oget e stendy stale vadue of
a physical svslem eepresented o Twond geeph 35 pre-
sented Do oncder o pel 1 otyjective oI 9verse 1906
tr% bsoregquiiral, Xeveert ieless, s prodred it desaribaes
tlint # bomd graph inn derivmtive eansedily nssigment
pernits to oldain the inverse mAIricc from 1w corees
aponding boaed prapl jo au integral chisality eeigie
et -

Tlewtedinre, the main oot dlbation of fRia paper is to
odraan Che stoacdy aade Tor ocliess of ot e systens
bl anr o Bl gragrh sl TThis posilt ke i ex ke
sivn of Lhe propesed methedelogy in [3. Tl cluss of
nonli near systenns designed as staves peoduet is need in
this paper. I electrical maschines fied Tonipolal ops,
this cless of woolinewr systems cao be louad,

Svnchronons generators form the principal somiree
of electrde cietgy i prower syslenss, bloay hneger lowds
are driven by synwchronows motors. The medelling aod
analvais al vhe syncranowy maehine has alweys boen
a e [3 0] A et beetionl el for o svne
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S floldl
(S, WL
1
W * ek tin q
.8 x 15, ), HTF, MiF) T (R}

Figure L; Koy veelors of Uw BET

chironcus nwehine of wsing i stability compuiaions
wwel stodemsprns Tormelat ot of 1l wachioe ogialions
i used b [12}. [2] devolops in detwil i matlhomal-
foal toewlel of & synchronons madchine and descriles
the stoadr-state el transicnl performance cheracter-
jaier. Ao, [V senmgarizes some recent results in
Lhe abva of Lle syochrobons ouwchine modeling usiug
ceuivalert ciecnits. Tiwe tranaler function Heck dia-
i mesle] of o getetator Bavad o o standured, widely
wseed and accepbed representation. which inelndes ficld
anel one damper windings flong (he dhaxis and 1wn
damper windings along 1he g-axs is preseated in [L).
In adriitiom, thore are 2one literatwer where the ayne
cliroares nwelaine has been madelbed By Trond grgds
[15. b6

Section P descrilyes e modelling i ol grapl for
a class of noulinear srstems. The steady state for v
rhasa of ionlinear syatems with & kand grarh spproach
i# peesented in section 30 To seoticn 4. rhe projeoscd
el edalogy to & synelieoanns meaeline o apgdiod and
il stmulition results,  Fimully, section 6 gives our
canchisions.

2 Modeling in Bond Graph

Comsieler fhae Fobloaving acliene af & Boad Civapsh el
in am Intepral cansalivy assigament [BOL) for g svstem
whikehe inclinles e key vedtom of g 1

The oot anel fhae sonroes (AP Y ), storags
field {C7 {2}, F (¢)). dizsipatian ficld M (F) and derectors
e alescribed in Fuan L Alse the jpanction sirecinre
[0, L, AFFE MY represenled by 0 andd 1 junetioas,
aiel Lo ooy nael gy ralors i ialed Dy stz e g
abdes [T AICY ) are found.

The energy variables pt] and g (#) amsociated with
Fley o €8 (0 ) elemeats Tnoon Tmtegral caussdity wsign-
ient represent Lhe state veetor r() € X% 2{{) < I
wrrespods Lo Lhe co-cpergy siale variables i aw io-
tegral cawmlily mssipnoments; e () € XY donctes e
svstem inpatsr Sk, (8 2 KT oamed 3 (L) £ X7 des
wAe the cetation beiween Lhe dissipotion Tield wed e
Junetion senetnre. The feedback between Lhe slorage
Tinebed ol Lher junclion structuoe is inbroduosd by AFTF
or/aml MY element s

In this papeer. e elwss of nonliear systetoes s Che
statea product.  Hence, the relations of the srorage
apl dissipation {ielis are Jinear. Flese relaiiony ame
descrilmed ey

)y = Pzl {n
ity = RIL (1) {2

The relations of the junation stmcture are

P 2 (L)
LI R |
[l ] "t )

wlere Ul junelion struclure is given by

oy | FniE) Belz] Sl
5 [J:.:l - [ ";!‘I {.I'} Sﬂ ':.1] S;.ﬁi {I} ] {J:I

The parameters of S{r) are inside rthe sot
(0. £ R Gt 2k, )} whens ke () and &, (e} e
1ransforoeer aied gyralor medules which can be owd-
ulabed by state wariabbes associated with T oandfor
C vlements i oan integral canselity  assigiinoenl,
The power-conseration conditions conaider: S\ (1)
miel Fap [r] ace sepuare sRewsapmmetic madrioes sl
Sy = —q'jl (£).

The state evpeation for this clazs of nenlinear gys-
1eTs B

B = Alz) =)+ A (2] it) {5)
w g
AGe) = E e} S0 0~ Sip (1 A0 L) Fn LY GG
Hir) = K S - g (1A S e ()
being
AMix) = [F=r8a0)" L 5

E{x) = I+500F, S5yt s (9

The RnpoTiant asaniptions for (s pagees ane 1he
following

1. The maleix AT (e) Bas o be wonsingnlar, Aany
svslems represented i ond graples o no1 have
algobraie loops wliore S (2} = 0 anl Muse casos
A [z} will b nonsingular.

=

. Tlee mealrix £ (x) bhas 1o e wodsingular. I
is wry common ihat ihe ecauszal relalicms |-
tween Che sbatage clenaenes fnan imcegyal cansal-
iy wml derivalive cowsality wsigpuwehis. meguecs
Lively have paing. which are constants and those
civses 2 [x) wiall b nonsingulae.

3. The system is stalde in order 1o determine Lhe
steady stale espons,

In the mext section. the stendy siate tespunye for
a ¢l of aunlinesr syslems cepresented by o bopd
graph micdnl iz propeosod.
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3 Steady State of a Class of
Nonlinear Systems Modelled
by Bond Graphs

Tl rempdise of the steady slale s wselul lo Know e
value that reaches each siale vrinble of the system
when e dynamic period bes Goished. “The propers
Liess ol o batad geapal mede] i a derivabive cal=ality
aesigmmeul are deserilusd in the fallewing Leinma.

Lemma. f.cf 2 bord oroph misdel of a cless af non-
Iinear sypatcnrs of sfates produed with o prefored devdies
atrre enusalrly aasimmend of Figo 200 unelian afre-
fure anefviz S {5} i defined by

2t) ] I(t)
[u:’..u.} =) ﬂ;’u&;s} (1)
whic e
o | aiEy ieiz) J]:F[T}1
.;[:}—[ Fols) m(r) dmic) (1
willy
Fouga = Lgpdda(t] (1)

The culries af F(r) dwbe eofucs foside D osef
{000 £ (z). i, (2]} where de (2 and 1 {r} are
Iranafermer and gyralor modeles for e claws of non-
I spaferas of M preper! theae noodudes are ()
and ar q (1} nseciated with fand/or ¢ elemaenta in
derimifie cowsnlify, avspeciaely,

Then a mathematioal madel conaidoring Hie conati
Irfiee e lations gioen by £F) and {12) 7 gioen by

() = A )0+ B () (1)
where
A} = Aole)+ A () Nz da (=) (1)
A7 i) = fulz)+ Jp (@) Niz)Ja () (1F)
bring

Mgy =[F =~ LKz {.1-]]_] Ly (1G]

Mercuver, suppesr ot A'(x) rs fcrhible. e
steady stofc response i defined by

Tam = B. :"GJ THan [IT]
wueng (F) we oblarm
., =Mty (2} i [14]

Proof. In the RO from (he seooned line of [ 18]
e Lnve

19, () = = hda (el ' [ ()P 0= te}ui)] 11

1855

312

o firdd
(MRS ART .

u
£

Jwmctkan Xirxoenre L
4 6. £ IFTF, M)

I

Figure 2 Junclion stemdure ol a BT,

Seorwer
Sl
LLrr

bav snbaest it nanye  29) decloe 1D firsd o of | 109 0ol usine
)

s = bl — Fealer )l A (wya (a1 i
—halel = R te N (e Aaa b w1

aned Ul el {£4) follows, "Ll steaddy stale respeme

Tor (%) is
$ur = —A7 N () e (21}

wlwrr xa, abl 1., aie e stoady state of fe state
wanables ancd the inpul, repeetively; amd considering
A (&) s o nonsingnlat motris, From (13} we ave

30

TP = (A= ) = [AT T B e ) (22
anl the relavicnalips Between the BGE and BCGIY are

A = FAT() (29)
iz} —F A () 5 () (24}

the sboady sialn wsing (213 can bo dotorminnd.

In weneral. A () of (18) can v state vane
ables then i arder Lo solve [1R] 1he Mewton-Hapshon
methond s el 3t lesds o suchoes the Bisection
et ol aiwl Lhee Tl posiiion el hodd of Gieling rools
of a ponlimear efuation f (2} = 1 poquire hracketing
of Lw roct by beo guesses, Such meblesls wre called
bracketing wethock. Fliese methods are aleays con-
verperd siner Lhey are based on reducing the iolerl
belwenn the iwe gucsscz 5o 4k 1o zore 1o on Uie toot
of the eopuation |17], In Xewtoq=Raphson mes e, 1l
rewat 35 1 hmcketed, T Gt ondyr oee initial guess of
Ehoe sl B Terfdd ben et e foralive prooess slarl ol
to el the oot of oo wuetion. The method bwewee
falls in the catepary of open methods, Convergence
Lan sspaemn et lewcds i= bod gntanbesd Bt 3 the mortbasd
clems convergn, il does so el faster 1han Lhe brack-
ebitye et busb,

Tl XNewton-Raph-son metbocl 33 Dewasd on Le pirin-
ciple 1l 30 Vhe bitial goes of the ros of fle) =0
ik ml wy Lo 31 one doews Ve Guegent Lo Ve corve ol
Jlzh the point 2,45 where the langent eroeses 1le
£-nxds ks an inpoovsl cstiowle of te oo, Using e
dlefinition of 1he slape of & faection, at 2 = x;

.r{;':r} -1

Ti = Tist

flz,)=tanf = (23}
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Fivwrs 5t Seloniic diaaram of 5 <vhe hponoss. machlnn,

which givesr
_ Ii'rl}
Find

}}qlmriu:r (I s raller] the Sewap-lianleng i muin
Tor 2olviny, aomlinrar eopatione afl the feme L) - 10
g AtaTERL, Witk na) Iitiad gapens, e, o o fgl Ve
fepd bl Ty, b vt Fopadiod ) (e o
tpeat hia prse mnfil one fimle e swe wirliio
a desitnbde Cidecnoe [17]. Satwml exOrusivn wl (he
Sewton-Hrpalins el fcd Ve sobve s sonbinse ogli-
ton wystem of th- type P Ge) = 0, with & € 2" amd
F={8 Fe-F00 0 e B2 — 3 panials
ik Inadld o sbeccessdon of vectors b Clee uext Sicoathos
Ik

] =1 3

gk bnn k) g (.r”‘l) lj.' (J_ij

* ]
where gt ? = (.-r'. USRI TR STN POl Fiel
e Ut Jionbstals mmltix of P, Vst madrlx 1= bgldjmge

Ly peurind derivalines 117

OF et uhj- '}
L ey

iy | 5

A"} L b
TN

ey,

L mpplviog the Newtoo-Kapshon metlusl (21} =
el B

Io by uext seckiyo, (e el bodolugy Lo ohtais Lbe
steauly state Jor m synelimonmes pinclitne representesd in
Vit ich gringsbs Tt aigaabioend.

4 A Bond Graph Model of a
Synchronous Machine
Climsiiler thie et i of ooy nnsees. pueige
wl Fig. 3 [#.
Tu Fis, o, we s e by (e fallowing abpumels:

189

313

w @ boec olabor phase wimbaws, Suon,o dp s, the
e Ll Aador hwse conrents: Vo, 1 1L denote
Fine staripe plinse voltness, I, 00, 07 dewsie the
aletor plues: resistiarea nnd o, L. Fo, Aeoote
Elwe adanter e seelf Tt i,

+ F: fioll wincing with s nomd 15 elonote- e feld]
enrronl awl vodtage, tspaetively: Bpeodotudes e
Gt resdmtnnee and Ly oalepokes (e Belel welf T
il nine:,

Thee pynclivsacos: peerador wf K. 5 s oepioeseatsl
I Fixt witiltnms. wohbchonee el meed tradly coupbod. The
nvignebic coneoliag Totwerwn Ul sweinnci§uges B o et
of Llie mabr proeci Lo, Pl § et i olinoe tis A eeud nal yoll-
e 0ol any s bs o e fory,

a
r=+¥rit ) |4
whene e bl e TTnknge, v 38 dhee witndiey restsdoiey-
ayd + i5 1w corrept wvith preitive divections of slalor
crrreuls (oo ot of Hie geiembat lermbfonls.

A e sirplificeation i Flee mokemaival deserip-
Viun of Fhe svme hronois toeelioe is o dadied froun e
Park'a nmslornodien, CFhe effest of Park's 1m0
Fovrtnatione 15 1 Vranafocie sl staber oo ities Trolt
PR gt Boagnl F ieda e chFinhios e e of ek
e of which toves w5 T (e fokue, T hizs Ty define
fiem |02

f.||.|'l, = M [4m

winte he ol vwtor abe defin ] s

. T .

oy = [ ooty l i

"
e = [ a a1 i

el the 1P'ark's brons Formgd o s
= 1w 13 L'

n 1|||'Ir;‘3'- oumfl el Bepd] a0 - 2SR (R

mipdt minpid - Jmil) winde - !r.-'!-}

Tl il Bacbvvre= 4l of ascis ndicd 1 Toe Fotore e plven
I

H=wpl+d+m/2 (M1}

wlierm 2y b e mtesl anglar Teegiescy in slfa sl
& = 4 e Ay nelipiane Lyrgue anphe i eled ries | mmdine.

Sliklardy, 1o Urnnsiosa 1he valages aonl fos Tink-
LI

:IJ"HI-'

(ST

(]
R

Uiy =
My =

Do wecwpding walle Fla. 8, o Dol gengals thaosled of e
syeilirumces maching o d-g s is o i Fis, L



Apéndice C. Publicaciones
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