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Resumen

En esta tesis voy a presentar un panorama de la cosmologia estandar del universo, tanto a
nivel del fondo como a nivel de perturbaciones. También voy a explorar algunos modelos alter-
nativos. En particular se estudian modelos en donde la materia oscura se modela como polvo
interactuando con la energia oscura, la cual es modelado como un campo escalar con un po-
tencial de autointeraccion exponencial, se usan las herramientas de los sistemas dindmicos para
estudiar el comportamiento del sistema de ecuaciones que surge de estos modelos y se analizan
los comportamientos de los puntos criticos. También se describen algunas observaciones que
son usadas como pruebas cosmoldgicas y las herramientas estadisticas necesarias para realizar
las inferencias de los parametros del modelo. Ademas, se realiza la inferencia de los parametros
del modelo estdndar usando las observaciones.

Palabras clave— Cosmologia, campo escalar, modelos interactuantes, sistemas dindmicos,
estadistica Bayesiana.



Abstract

In this thesis, I will present an overview of the standard cosmology of the Universe, both at
the background and perturbation levels. I will also explore some alternative models. In particu-
lar, I study models where dark matter is modeled as dust interacting with dark energy, which is
modeled as a scalar field with an exponential self-interaction potential, I use the tools of dyna-
mical systems to study the behavior of the system of equations that arises from these models,
and I analyze the behavior of the critical points. I also describe some observations that are used
as cosmological tests and the statistical tools necessary to make inferences about the model pa-
rameters. In addition, I make inferences about the parameters of the standard model using the
observations.

Palabras clave— Cosmology, scalar field, interacting models, dynamical systems, Bayesian
statistics.



Capitulo 1

Introduccion

El estudio del universo como un todo tiene una larga historia, sin embargo, fue hasta que
se empezaron a obtener datos observacionales de precision para realizar ajustes de los modelos
tedricos, cuando empez6 a considerarse realmente como una rama de las ciencias fisicas. Esta
area del conocimiento es conocida como cosmologia. Actualmente, la cosmologia se ha vuelto
muy amplia y la mayoria de los subtemas involucrados se han vuelto muy especializados, ya que
para plantear un modelo cosmoldgico es necesario tener conocimiento sobre teorias de grave-
dad, en particular, sobre la teoria de la relatividad general (RG) de Einstein, y por el lado de las
observaciones también se han vuelto muy especializados debido a que los datos obtenidos cada
dia van aumentando su precision e involucran varios tipos de experimentos. Una vez plantea-
do el modelo, existen datos observacionales cosmoldgicos que nos permiten confrontarlo para
poner a prueba su viabilidad fisica. Los datos provienen de distintos tipos de observaciones,
entre ellos estan las observaciones de la luminosidad aparente de las supernovas de tipo Ia, los
cronémetros cosmicos, las oscilaciones acusticas baridnicas, entre otras, tal y como veremos a
lo largo de este trabajo. Cabe también mencionar que el enlace entre el modelo y los datos, se
realiza mediante las técnicas de la estadistica Bayesiana. Con este breve resumen, obtenemos
una nocién de la complejidad del estudio de la cosmologia.

Hoy en dia, tenemos un modelo del universo que es el de mayor aceptacion entre la comu-
nidad cientifica; por supuesto, ha alcanzado este estatus debido a que es el que mejor describe
nuestro universo dadas las observaciones, dicho en otras palabras: es el modelo que mejor ajusta
a los datos cosmoldgicos observados. Este modelo es llamado en inglés “Lambda Cold Dark
Matter (ACDM)”. A lo largo del texto vamos a explicar de una manera mas precisa las carac-
teristicas de este modelo, en este momento, basta decir que estd compuesto por los siguientes
tipos de materia-energia: bariones, radiacién, materia oscura y energia oscura como constan-
te cosmoldgica A; en la actualidad, cada una de estas componentes aporta aproximadamente
el 4.9205 %, 0.0090 %, 26.1894 % y el 68.8900 % respectivamente de la composicion total del
universo [1]. Aunque es el modelo que mejor describe nuestro universo, no esta exento de pro-
blemas, tal y como discutiremos a lo largo de esta tesis.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 2

Aqui vamos a estudiar principalmente la energia oscura y, por tal razon, es importante en-
tender como surge esta componente, recordemos del péarrafo anterior que es la componente
dominante en el modelo estdndar del universo. Tempranamente, en el afio de 1917, Einstein
aplic6 la RG para estudiar el universo como un todo y las ecuaciones que resultan de ésta pre-
dicen que el universo es dindmico y desacelerado. El detalle es que en aquella época se pensaba
que la galaxia era todo el universo y, que ademds era estético. Por esta razon Einstein se vio
obligado a introducir una constante (llamada la constante cosmoldgica) en sus ecuaciones de
campo, al realizar esto ahora se puede obtener un universo estatico. Sin embargo, esta constante
después la eliminé por razones de inestabilidad de tal universo, y més tarde, debido a que las
observaciones de esa época, realizadas por E. Hubble, sobre las velocidades de recesion de las
galaxias implicaban un universo dindmico [2].

En el afio de 1998, Adam Riess et. al. [3] y S. Perlmutter et. al. en el afio de 1999 [4], de
estudios independientes publicaron articulos en donde usaron a las supernovas de tipo Ia como
candelas estdndar. El resultado del ajuste Bayesiano de un modelo cosmolégico FLRW! con
datos de la luminosidad aparente de Supernovas tipo Ia da como resultado que, en la actualidad,
el universo se encuentra en una etapa de expansion acelerada, y cuya componente responsable
de tal fendmeno es una clase de energia con presion negativa que ha sido nombrada de manera
convencional como energia oscura. La importancia de este resultado fue de tal grado que los
descubridores de la expansion acelerada de nuestro universo fueron galardonados con el premio
Nobel de fisica del afio 2011.

Entonces, con el objetivo de encontrar la componente responsable de la aceleracion del
universo se han propuesto varios candidatos, el primero es la energia del vacio cudntico (las
fluctuaciones de la energia del estado base de los campos cudnticos), el problema es que las
estimaciones realizadas en el marco de la teoria cuantica de campos no concuerdan con el va-
lor inferido de las observaciones cosmoldgicas, de hecho, la diferencia es de 120 6rdenes de
magnitud [5]. Se ha intentado resolver esta diferencia, pero no se ha llegado a una solucion
satisfactoria. También se ha explorado la posibilidad de que la densidad de la energia oscura no
sea una constante, sino que varie con el tiempo cdsmico, por eso se han propuesto y estudiado
distintas parametrizaciones de la ecuacidn de estado; también se ha propuesto un campo escalar
0 llamado quintaesencia o sus generalizaciones llamadas k-esencia, taquiones, etc. Aunque hay
muchos intentos de explicar el origen de la expansion acelerada, actualmente no hay ninguna
respuesta satisfactoria a este fenomeno.

Cabe mencionar que al igual que la energia oscura, tampoco sabemos cual es la naturaleza
de la materia oscura (en este trabajo vamos a modelarlo siempre como un fluido perfecto sin
presion). El modelo ACDM tiene varios problemas fisicos, uno de estos problemas es el llamado
problema de la coincidencia césmica, el cual consiste en la pregunta de por qué la densidad de la

ISe le llama FLRW a la métrica de un universo espacialmente homogéneo e isotrépico.
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materia oscura y la densidad de la energia oscura son del mismo orden en la actualidad, ya que
en el pasado estas densidades diferian en muchos ordenes de magnitud. Con la idea inicial de
resolver este problema, se ha propuesto que la energia oscura y la materia oscura intercambien
energia-momento entre ellas, estos son los modelos que estudiaremos y discutiremos con mas
detalle en este trabajo. Un aspecto muy importante de la cosmologia, es que se divide principal-
mente en dos partes: la primera consiste en el estudio del universo espacialmente homogéneo
e isotropico en donde la métrica es la de Friedmann-Robertson-Lemaitre-Walker (FRLW) y las
componentes del universo se modelan respetando las simetrias de homogeneidad e isotropia
espacial. Por otra parte, para describir de una mejor manera nuestro universo se aplica la teoria
de perturbaciones, con esto se pueden estudiar aspectos muy importantes tales como el creci-
miento de las estructuras cdsmicas a gran escala, entre otras propiedades. Estos dos aspectos los
estudiaremos en esta tesis, y nuestro proposito es el de proponer algunos modelos cosmoldgicos
nuevos con la finalidad de explorar su viabilidad para modelar nuestro universo.

La tesis esta organizada de la siguiente manera, en el capitulo 2 vamos a describir breve-
mente la teoria de la relatividad general y determinar las ecuaciones importantes a nivel del
fondo cosmoldgico. En el capitulo 3, vamos a estudiar un modelo de energia oscura como un
campo escalar interactuando con la materia oscura, alli estudiaremos la estabilidad de los pun-
tos criticos de las ecuaciones dindmicas del sistema. En el capitulo 4 vamos a describir la teoria
de perturbaciones cosmoldgicas, esto es con el propdsito de derivar las ecuaciones importantes
para nuestro estudio y también para entender el origen de las cantidades que luego vamos a estar
manipulando. El capitulo 5, estd dedicado a la descripcion de las observaciones cosmoldgicas
de nuestro interés y haremos una breve explicacion de la estadistica Bayesiana, la cual es usa-
da para realizar inferencias dado los datos que provienen de las observaciones cosmoldgicas.
En el capitulo 6, volveremos a revisar los modelos interactuantes pero ahora con el propdsito
de escribir completamente las ecuaciones importantes, tanto a nivel del fondo como a nivel de
perturbaciones cosmoldgicas, con la idea de identificar como se modifican las ecuaciones invo-
lucradas cuando existe una interaccion de la forma considerada en esta tesis. Finalmente, en el
ultimo capitulo estdn las conclusiones de este trabajo y los temas futuros a resolver.



Capitulo 2

Cosmologia de Fondo

2.1. Las ecuaciones de campo de Einstein

Las ecuaciones que vamos a estudiar son las ecuaciones de campo de Einstein, estas son las
ecuaciones principales de la teoria de la RG. Debido a que esta teoria es muy amplia para ser
explicada en detalle en esta tesis y, ademads, no es nuestro objetivo estudiarla en si misma, aqui
solo vamos a describir brevemente las ecuaciones que vamos a necesitar para el estudio de la
cosmologia.

En el marco de la teoria de la relatividad general la fuerza gravitacional no existe, lo que
existe es la curvatura del espacio-tiempo! y esta es la responsable de la atraccién gravitacio-
nal que observamos entre dos cuerpos, ya sean particulas masivas o no masivas; en esta teoria
la energia también es afectada por la curvatura del espacio-tiempo. La curvatura del espacio-
tiempo surge debido a la presencia de la masa y la energia, y el movimiento de las particulas de
prueba en el espacio-tiempo sigue una clase especial de trayectoria llamada geodésica®. John
Archibald Wheeler lo expresa de una manera muy bonita como: El espacio-tiempo le dice a la
materia como moverse, mientras la materia le dice al espacio-tiempo como curvarse.

Podemos describir la teoria de una manera formal como sigue: El espacio-tiempo es una
variedad diferencial M de dimension cuatro (4) dotada de una métrica Lorentziana g,y. En las
siguientes referencias podemos encontrar un desarrollo completo de la teoria de la relatividad
general [6], [7], [8]. Las ecuaciones de campo de Einstein se representan mediante un tensor
de rango dos (2) que relaciona la geometria del espacio-tiempo con la distribucién de energia-

"En la teorfa de la relatividad general se entiende al espacio y al tiempo como entidades ligadas, de alli el
nombre espacio-tiempo.

%Esto es valido cuando no existen otras interacciones que afectan a las particulas de prueba, es decir, cuando
solo esta presente la curvatura del espacio-tiempo.
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momento, en componentes esta ecuacion esta dada por la siguiente expresion’

Gy = 811G Ty, 2.1)

donde Gy = R,y — % guwR, es conocido como el tensor de Einstein, R,y es conocido como €l
tensor de Ricci, R es llamado el escalar de Ricci o de curvatura, 7,y es el tensor de energia-
momento el cual indica como estd distribuida la materia en el espacio-tiempo y g,y son las
componentes del tensor métrico, el cual nos permite medir distancias (espaciales y temporales),
areas, volimenes, entre otras cosas en el espacio-tiempo.

El lado derecho de la ecuacion (2.1) invoucra cantidades que describen la curvatura del
espacio-tiempo, las cuales se obtienen a partir del llamado tensor de Riemman RO‘#BV. Escrita en
una carta de coordenadas, el tensor tiene la siguiente forma,

— n n
R% g, = 9Ty, — WIh, + D0l — T, T

B~ Fpul v 2.2)

donde las funciones I, son conocidas como los simbolos de Christoffel y se calculan en una
carta de coordenadas de la siguiente manera,

1
ng = Egaﬁ (avgﬁy + aygvﬁ — aBgﬂv) . (2.3)
El tensor de Ricci se obtiene al contraer dos indices del tensor de Riemann de la siguiente
manera R,y = R% , =R* ¢%B. esto da la expresién
Hov upv

Ry = 0oI%,, — VT, + TV Lo — Tl .- (2.4)

La forma de los simbolos de Christoffel que hemos escrito surge al imponer dos condiciones
sobre la variedad M con métrica g,v, la primera es que la variedad sea libre de torsion, esto
implica que FZ)V = Fz,‘y

igual a cero, es decir:

y la segunda condicion es que la derivada covariante de la métrica es

Vaguw = doguv — T8y — o8, = 0. (2.5)

Por otro lado, la ecuacion VjR,q),y = 0 es conocida como la identidad de Bianchi, donde
los corchetes indican una antisimetrizacion total de los subindices que encierra. Partiendo de
la identidad de Bianchi se puede mostrar que V¥G,y = 0, luego, mediante las ecuaciones de
Einstein (2.1), obtenemos la siguiente ecuacion tensorial llamada ley de conservacion local del
tensor de energia-momento,

VT = 0. (2.6)

3Donde hemos usado la convencién de que la velocidad de la luz es igual a la unidad (c = 1).
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2.2. Ecuaciones principales de Friedmann

Para simplificar el estudio de la cosmologia se asume el principio cosmolégico, este prin-
cipio establece que a grandes distancias de escalas cosmoldgicas el universo es homogéneo e
isotropico. Homogéneo significa que el universo se ve igual en cualquier lugar a un tiempo
dado fijo (invariancia ante el grupo de traslaciones espaciales) e isotropia significa que el uni-
verso se ve igual en cualquier direccion (invariancia ante el grupo de rotaciones espaciales). En
la actualidad, a través de las observaciones cosmoldgicas se ha demostrado que este principio
es vélido a partir de los 100 Mpc [10], [11]*. Dicho en otras palabras, el universo es espacial-
mente homogéneo e isotrépico a partir de los 100 Mpc. La métrica g,y que modela un uni-
verso espacialmente homogéneo e isotropico, es la métrica de Friedmann-Robertson-Lemaitre-
Walker (FRLW), escrita en coordenadas comdviles esféricas, el correspondiente elemento de
linea (ds*> = g,vdx"dx") estd dado por

dr?

2_ 232, 2
ds” = —c“dt ~|—a(t)<l_kr

+ r2d®* + r* sin® ed¢2) : (2.7)
donde a(r) es llamado factor de escala y describe la expansién o la contraccién de la parte
espacial de la métrica, ¢ es el tiempo cosmoldgico y k es la curvatura espacial del universo;
Si k =1 el universo es espacialmente una tres-esfera, si k = 0 el universo es espacialmente
un tres-plano y si k = —1 el universo es espacialmente una tres-hipérbola. Remarcamos que la
ecuacion (2.7) representa tres elementos de linea diferentes y, por tanto, tres métricas distintas,
dependiendo del valor de k. Una derivacion formal de la métrica (2.7) se puede consultar en la
referencia [7]. Es comun denotar a la métrica como g,y y al elemento de linea como ds?.

En la actualidad, sabemos que en nuestro universo existe radiacién, materia bariénica’ y
ademds otras componentes que vamos a discutir con detalle conforme avancemos en esta tesis.
Cada componente se puede modelar como un fluido perfecto, este tipo de fluido es localmente
homogéneo e isotrépico, por lo tanto, se acopla de manera natural con el principio cosmoldgico.
La forma del tensor de energia-momento para el i-€simo fluido perfecto estd dado de la siguiente
manera , o

T = (PG) +P(i))U;5l)Uv(l) + Pi)8uv (2.8)
donde p;) es la densidad, P; es la presion y U,Sl) es la cuadrivelocidad del i-ésimo fluido. Es
conveniente describir los fluidos en el marco de un observador comovil, es decir, un observador
que se mueve junto con el fluido, eso se traduce a que su velocidad espacial es cero, y por
lo tanto, su cuadrivelocidad solo tiene componente temporal Uﬁ’) = ( él),0,0,0). Como U,Sl)
es tipo temporal®, al normalizarlo tenemos g,NU(‘;)U("i) = —1, esto nos permite determinar la

cuadrivelocidad como

Uk = (1,0,0,0). (2.9)

41 Mpc = 10° parsecs ~ 3.99 x 10**m.
3 Aunque los electrones no son bariones, en el contexto cosmologico se incluyen en esta componente.
®Esto significa que la magnitud de la cuadrivelocidad es negativa.
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Por homogeneidad e isotropia la cuadrivelocidad (2.9) es la misma para todos los fluidos’, por
esa razon omitimos el subindice i, a partir de ahora vamos a escribir solamente U* = (1,0,0,0),
ademas mediante la métrica podemos calcular que U, = (—1,0,0,0).

Si tenemos n componentes, cada uno descrito como fluido perfecto, y si ademas estos fluidos
solo interactdan gravitacionalmente entre ellos, el tensor de energia-momento total es la suma
de cada tensor de energia-momento individual, es decir;

= (P(1) +P1)UuUy + Pryguv + (P(2) + P2) ) UuUy + Py gy + -+

w (P + P Unlv + Poygin = Y [(P(i) + P UnUv + Py guov] -
i=1

donde p=Y.;p(;)y P =X, P sonladensidad y la presion total. Usando la métrica FRLW (2.7)
y el tensor de energia-momento (2.10) en las ecuaciones de campo de Einstein (2.1), obtenemos
las siguientes ecuaciones

N
a 8nG k
- = —p——= 2.11
(a) TP (2.11)
a 4G
o= 7= P 2.12

donde a es la velocidad y d es la aceleracion de expansion del universo, la derivada respecto
al tiempo césmico se ha definido como un punto sobre la variable derivada (a = da/dt). Las
ecuaciones (2.11) y (2.12) son conocidas como las ecuaciones de Friedmann. De la ecuacién
(2.12) podemos notar que cuando p >0y P > 0 = d < 0, lo que significa que el universo se
encuentra en una expansion desacelerada. Por otro lado, para que el universo tenga una expan-
sion acelerada es necesario que P < —%p.

Cuando tenemos varios fluidos, de la identidad de Bianchi se muestra que lo que se conserva
localmente es el tensor de energia-momento total
v _ Y L s
vV, T" = V,,(T(l) + T(z) + T(3) ) =0, (2.13)
por ahora supongamos que las componentes del universo interactdan solo gravitacionalmente

entre ellas, eso implica que

VMT(‘I.’)V =0, (2.14)

es decir, cada fluido tiene su propia ecuacion de conservacion local. Para resolver la ecuacién
(2.14) hace falta saber la ecuacion de estado de cada fluido (una ecuacion que relacione P, p y

"Dicho de otra forma, si algun fluido tiene una velocidad distinta a (2.9), entonces el universo no seria isotrépico
en grandes escalas cosmoldgicas.
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otras cantidades termodindmicas), esto se obtiene estudiando el comportamiento termodinamico
de cada fluido. Sin embargo, en cosmologia también es comun suponer una ecuacion de estado

(para cada fluido) de la forma,
215)

donde ; es el parametro de la ecuacion de estado, que bien puede ser una constante o también
puede depender del factor de escala.

Usando la métrica FLRW y la ecuacion de estado (2.15), se puede resolver la ecuacién de
conservacion de energia-momento (2.14) para cada fluido. Cuando v = ¢ obtenemos la siguiente
ecuacion diferencial conocida como la ecuacién de conservacién local de la energia para el i-
ésimo fluido )

. a
_pi_?’;pi(l‘f‘wi) =0, (2.16)

resolviendo la ecuacion anterior con ®; constante, obtenemos la siguiente densidad en funcion

del factor de escala
() =p" [ — 7 2.1
pi0=0! (755 @.17)

aqui se han usado las siguientes definiciones a(fp) = 1y pi(to) = p?, donde 1y es el tiempo
cosmoldgico en la actualidad. Para los casos, cuando v = r,0, ¢, lo que resulta en la ecuacién
(2.14) es la identidad 0 = 0.

En este momento vale la pena remarcar que las ecuaciones (2.11), (2.12) y (2.17) son las
ecuaciones que modelan un universo homogéneo e isotropico. Con estas ecuaciones podemos
estudiar algunos modelos concretos, pero es comun hacer algunas definiciones para que las
ecuaciones puedan ser escritas de manera mas sencilla. Para esto se define la siguiente cantidad
llamada el parametro de Hubble como

H(a) = g 2.18)

Por otro lado, haciendo k = 0 y usando la definicién H = H (a) en la ecuacion (2.11), obtenemos
la llamada densidad critica
_ 3H?
Perit = ?7 (219)
donde k* = 8nG. La siguiente definicién es llamada parametro de densidad para cada fluido
(aunque a veces nos referiremos a ella simplemente como densidad),

(2.20)

La definicion (2.20) nos permite reescribir la ecuacion de Friedmann (2.11) de la siguiente
manera
Qtotal + Qk = 1a (221)
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donde se ha usado la definicién Q; = —k/ a*H?. La ecuacién (2.21) es llamada la restriccién
de Friedmann. Las cantidades que son evaluadas al dia de hoy reciben una notacion especial,
estas tienen un subindice o superindice cero, por ejemplo; o, ag, Hp, o, pg, etc., significa que
las cantidades estdn evaluadas al dfa de hoy. Notemos que la densidad critica p¥ .. tiene un su-
perindice en vez de un subindice debido a que necesitamos un subindice crit para indicar que es
la densidad critica, aplicamos lo mismo para otras cantidades que necesitan un subindice para
ser identificadas.

Ahora bien, usando las definiciones anteriores, la ecuacion de Friedmann (2.11) se puede
reescribir de la siguiente manera

n 0 1 3(1+w;) Qg
H(a) = Hy Z Qf (@) +a2—(t), (2.22)

donde Q? es el pardmetro de densidad del i-ésimo fluido hoy y Qg es el valor del pardmetro de
la densidad de curvatura hoy.

Por otro lado, debido a la expansion del universo, los fotones provenientes de una fuente
lejana localizada en una coordenada comévil sufren un corrimiento al rojo®. Es decir, la luz con
frecuencia w, emitido desde una fuente luminosa, su frecuencia ®, observada a una distancia
lejana por un observador comdévil es menor que su frecuencia emitida. La relacién entre el factor
de escala y el corrimiento al rojo z usando la métrica FRLW esta dada mediante la siguiente
igualdad:

1
l+z=-. (2.23)
a

Entonces podemos escribir la ecuacion (2.22) en funcidn del corrimiento al rojo y queda expre-
sada como

H(z) ZHO\/Z [Q?(l +z)3(”°"’)] +Q0(1 42)2. (2.24)
i—=1

Por otro lado, podemos calcular la edad del universo mediante la siguiente ecuacién

1

ap
l():—/
Hy Jo \/

da

" {Q? <$>(1+3(w)] +92’

observemos que debemos conocer el valor de las densidades del universo en el presente para
obtener dicha edad.

(2.25)

8En realidad, si a() > 0 los fotones sufren un corrimiento al rojo y si a(t) < 0 ocurre un corrimiento al azul,
pero en la actualidad sabemos que a(r) > 0.
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La razon de escribir H en funcion de z, y no de a, se debe a que las observaciones se rea-
lizan a distintos corrimientos al rojo, por lo que los datos estin medidos a diferentes valores
de z. Vale la pena recapitular lo que se ha descrito hasta ahora, la ecuacion (2.24) representa
la dindmica de modelos cosmoldgicos con varios componentes que se comportan como fluidos
perfectos, cada componente con su propia ecuacion de estado en un universo con una métrica
FRLW. Ademas, hemos supuesto que las componentes del universo solo interactian gravita-
cionalmente entre ellas, de alli que cada componente tiene su propia ecuacion de conservacion
local de energia-momento.

Finalmente, presentamos un modelo del universo muy sencillo, pero que sirve para ilustrar
los aspectos que nos interesan. Nuestro ejemplo es un universo que consiste solamente de mate-
ria baridnica Qg = 1. Sabemos que los bariones no tienen presion P, ~ 0, esto quiere decir que
o, = 0y entonces de la ecuacion (2.17) obtenemos la evolucién de la densidad en funcién del
factor de escala dada por

0 1 :
Py =Py (M) : (2.26)

Ademads, suponiendo que el universo es plano € = 0, de la ecuacién (2.25) la edad del universo
queda expresada como

a ~ a 3/2
= i/ _da L/ i2aa = 24 (2.27)
Hy Jo Q01 Hy Jo 3Hy

Entonces la edad actual 7y de este modelo del universo, que estd compuesto solamente de bario-
nes y ademas es espacialmente plano, es la siguiente

2

= 2.28
T (2:28)

Io

recordemos que por convencion ap = 1 y Hy es la constante de Hubble. Usando el valor de
la constante de Hubble como Hy = 70 -km-s~' - Mpc™', 1Mpc = 3.086 x 10"km y 1 afio
=3.154 x 10’ segundos, obtenemos

2
© 3.x70-km-s—!-Mpc!

fo = 9.31Gyr(Giga afios). (2.29)
Vale la pena mencionar que este modelo no puede representar nuestro universo. Una de las
razones es que nuestro universo contiene radiacion. Otra razén muy interesante es que se han
observado estrellas de formacién temprana que se encuentra en los llamados cimulos globula-
res, los cuales se estima que tienen una edad 7,110 globulares ~ 11.5+ 1.3 Giga afios. Esto
significa, en este modelo, que hay estrellas mds antiguas que el propio universo, lo cual no tiene
sentido.
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2.3. Modelo cosmologico ACDM

El modelo que vamos a describir en esta seccion, como hemos mencionado anteriormente,
es el de mayor aceptacion en la actualidad por la comunidad cientifica, ya que es el que mejor
ajusta a los datos cosmoldgicos. En este modelo se asumen cuatro componentes del universo, los
cuales son: materia bariénica, radiacién, constante cosmoldgica y materia oscura fria’(en inglés
Cold Dark Matter (CDM)). Debido a que en la actualidad las componentes que dominan son
la constante cosmoldgica y la materia oscura fria, este modelo es llamado el modelo Lambda
CDM. A continuacién, vamos a describir brevemente cada uno de los componentes de este
modelo.

= [a materia baridnica es la materia que forma los niicleos de los dtomos de la tabla pe-
riddica de elementos, por convencion se incluyen en esta componente a los electrones
(debido a que su masa es despreciable comparada con la masa de los nicles dtomicos) y
demas particulas del modelo estandar de particulas elementales. Esta componente es muy
bien conocida, ya que los planetas, las estrellas, las galaxias, etc., estin compuestas por
bariones. La densidad de esta componente la vamos a denotar como p,. Lo que sabemos
de las observaciones es que esta componente se comporta como polvo, es decir: P, ~ 0,
por lo que ®, = 0, donde P, y ®; son la presion y el pardmetro de la ecuacion de estado
respectivamente.

= La radiacién (fotones y neutrinos) también es una componente de este modelo, al igual
que los demds componentes, es justificada por las observaciones cosmolédgicas hechas
mas recientemente por los experimentos WMAP-2013 [44] y Planck-2015 [45] sobre las
anisotropias de la radiacion cosmica del fondo césmico de microondas. La ecuacion de
estado de la radiacion es P, = %pr, entonces M, = % Otro resultado muy importante de
las observaciones de la radiacién césmica del fondo es que la curvatura del universo es
cercana a cero, por lo que el universo observable es practicamente plano (k = 0). La
densidad de la radiacion p, es la suma de la densidad de los fotones py con la densidad
de los neutrinos py, es decir; p, = py+ Py (se sabe que existen tres tipos de neutrinos).

= Energia oscura, esta componente es postulada en el modelo Lambda CDM como una
constante cosmoldgica A. En la actualidad es la componente dominante y la evidencia de
su existencia surge principalmente de los trabajos de Riess et al. [3] y Perlmutter et al. [4].
La ecuacién de estado para esta componente es PA = —pa, esto significa que mwp = —1.
Esta componente es la responsable de que en la actualidad nuestro universo se encuentre
en una etapa de expansion acelerada.

= Materia oscura fria, esta componente la introdujo por primera vez Fritz Zwicky en el
afio 1933 [9], ya que los resultados de su estudio sobre las velocidades de las estrellas
en galaxias elipticas lo llevé a concluir que existe mds materia que la materia visible.

9Se le llama fria por la propiedad de que no es relativista.
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Observaciones y estudios posteriores respaldan la conclusion de la hipotética existencia
de esta por medio de su interaccién gravitacional. La materia faltante normalmente se
modela como polvo, esto quiere decir que su presion es despreciable P, ~ 0, por lo que
o, = 0. La densidad de esta componente la vamos a denotar como p.. Aunque existen
otros modelos de materia oscura, aqui vamos a modelarla como polvo.

Entonces, las ecuaciones importantes para el modelo ACDM son las siguientes

Ha) — 826 <pA N +pb +pr) 230)
AnG
~ = 3 [PotprtpetPA+3(By Pt Bt PA)l, (2.31)
(2.30) se reescribe como:
HO\/Q +Q0(1+23+Q)(1+2)3 + Q21 +2)*. (2.32)

Vale la pena remarcar que este modelo se ha establecido debido a que distintas observaciones
cosmoldgicas lo favorecen, dicho de otra manera, este modelo es el que mejor ajusta a los
datos observados. Los valores de los pardmetros que se han obtenido al usar distintas pruebas
cosmoldgicas son del orden:

Q% ~0.68, Q2~026, Q)~0.05 Q'~5x107, Hy~67.27-km-s'-Mpc ',
(2.33)
A continuacién, haremos dos comentarios sobre la constante de Hubble Hy. El primero es que
estd parametrizada por otra constante sin dimensiones denotada por /4, por la siguiente relacion

h

Hy=100hkms ~! Mpc—! = .
0 ms pe 0.98 x 1010 afios

(2.34)

El segundo comentario es que los valores que se obtienen de dos estimaciones independien-
tes son distintas. Por una parte, de las observaciones de la radiacion césmica del fondo césmico
de microondas se infiere el valor para la constante Hy = 67.66 & 1.4 - km - s—! -Mpc_1 [1]y
por el otro lado, de las observaciones locales hechas por Riess et al. en 2016, se determind que
Hy=73.24+1.74 - km-s! ~Mpc_1 [33]. Esta discrepancia en el valor que se obtiene de Hy es
conocida como la tension de la constante de Hubble Hj.

2.4. Energia oscura

Como hemos mencionado, el modelo que hemos descrito en la seccion anterior se ha es-
tablecido gracias a las observaciones cosmoldgicas. La radiacion y la materia barionica son
componentes que se conocen bien, es decir, sabemos la naturaleza fisica de estas componentes.
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Sobre la materia oscura nosotros nos limitamos a mencionar que se han propuesto varios can-
didatos, sin embargo, en la actualidad ain no se sabe la naturaleza exacta de esta componente,
por esta razén aqui vamos a describirlo como polvo (fluido con presion cero).

Respecto a la energia oscura, es conveniente empezar a discutirlo revisando el siguiente mo-
delo que fue estudiado por Einstein: suponiendo un universo compuesto solamente de radiacion
y de bariones, las ecuaciones (2.11) y (2.12) indican que este universo se encuentra siempre
en una expansion desacelerada. Sin embargo, Einstein esperaba obtener un universo estitico
debido a que en esa época el modelo del universo més aceptado era este, y ademds se pensaba
que nuestra galaxia era todo el universo. Entonces, para obtener una solucién estética lo que
hizo fue introducir la llamada constante cosmoldgica A en sus ecuaciones de campo, quedando
entonces ahora la siguiente expresion

Gy + Aguy = 8TGT,y. (2.35)

Las equivalentes ecuaciones de Friedmann que se obtienen de (2.35), de un modelo compuesto
de radiacion y bariones, ahora puede dar una solucién estatica; sin embargo, esta solucién no
es estable, tal y como Lemaitre hizo notar a Einstein. Por otro lado, de las observaciones sobre
la recesion de las galaxias, en el afio de 1929 Edwin Hubble concluyé que nuestro universo se
estaba expandiendo [2], esto finalmente llevé a Einstein a eliminar la constante cosmoldgica A
en sus ecuaciones de campo. Pero mucho después, debido al descubrimiento de la expansion
acelerada del universo en 1998, A volvio a la escena, esta vez visto como la energia oscura que
causa la aceleracidn reciente de la expansion de nuestro universo observable. El problema con
este candidato es que el valor de su densidad estimada por la teoria cuantica de campos es 120
6rdenes de magnitud mayor que el valor inferido por observaciones cosmolégicas [5].

Por esta razon, se han propuesto distintos candidatos para modelar la energia oscura. Por
ejemplo, se ha explorado la posibilidad de que ® # —1, también se ha estudiado la posibilidad
de que ® dependa del factor de escala (en la actualidad se han propuesto distintas parametri-
zaciones de ®(a)), ademads se ha explorado la posibilidad de un tipo de gas llamado el gas de
Chaplygin. También se ha propuesto la energia oscura como campos escalares ¢ las cuales pue-
den clasificarse en diferentes clases dependiendo de su naturaleza: quintaesencia, K-esencia,
taquiones, fantasmas, etc. En la referencia [12] se hace una revision sobre estos candidatos.

Aunque existen varios candidatos a energia oscura, en la actualidad no se ha llegado a una
conclusién definitiva, cada candidato tiene sus propios méritos y sus respectivas restricciones
inferidas de observaciones cosmoldgicas. Entonces podemos concluir que:

Asumiendo la teoria de la relatividad general y usando las observaciones cosmologicas,
se infiere que existe una componente del universo con presion negativa. A esta componente
se le ha llamado energia oscura y es la responsable de que, en la actualidad, el universo se
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encuentre en expansion acelerada.

Debido a que la energia oscura se ha detectado solamente a través de su efecto gravitacio-
nal, ahora nosotros hacemos la pregunta sobre su naturaleza, es decir: {Qué es realmente esa
componente?

Antes de estudiar algunos de los candidatos a energia oscura, vale la pena mencionar que
existe otro enfoque para explicar la expansion acelerada reciente del universo. La otra forma de
tratar de dar una explicacién a este problema es, modificando la teoria de gravedad, es decir,
suponer que la relatividad general debe ser modificada. Entre estas modificaciones estin las
teorias f(R) [13], teoria Jordan-Brans-Dicke [14], teoria de Gauss-Bonnet [15], etc. De hecho,
se han realizado investigaciones en estas direcciones que han dado resultados muy interesantes,
entre ellas, algunos modelos de gravedad modificada logran reproducir una expansion acelerada
del universo sin la necesidad de suponer una componente de energia oscura [16]. Sin embargo,
en esta tesis vamos a suponer que la energia oscura existe, por lo que nuestro objetivo es de-
terminar la naturaleza fisica de esta componente, pero esto es una tarea muy dificil, y por eso,
lo que vamos a hacer es estudiar algunos modelos que tienen la posibilidad de representar la
hipotética componente de energia oscura.

2.5. Energia oscura con una ecuacion de estado variable

Como explicamos en la seccién anterior, el pardmetro de la ecuacién de estado w, de la
energia oscura cuando se representa como una constante cosmoldgica es —1 (en unidades don-
de la velocidad de la luz es igual a la unidad). Con el objetivo de determinar la naturaleza fisica
de la energia oscura, también se ha explorado la posibilidad de que la ecuacion de estado se
desvie ligeramente del caso de la constante consmoldgica ®, # —1, en particular que ®, > —1
y ademds que ®, < —1/3 para obtener una expansion aceleracion del universo. Debido a que
vamos a estudiar distintos modelos como posibles candidatos a la energia oscura, de manera
general, vamos a etiquetar las correspondientes cantidades de esta componente con el subindice
X.

Como hemos mencionado, se ha realizado una extensa investigacion suponiendo que el
parametro de la ecuacion de estado de la energia oscura ®, esté en funcion del factor de escala
a (o del corrimiento al rojo z). Resolviendo la ecuacion de conservacion local de la energia para
este caso, obtenemos la densidad en funcion de una integral dada por la siguiente expresion

Q, = Qexp (3 / ) ﬁ—‘fﬁdi) = Q%f(2), (2.36)
0

donde hemos definido

f(z) =exp (3 /0 ) ﬁ—‘fﬁﬁ) : (2.37)
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Para determinar la densidad de la energia oscura debemos conocer la forma funcional de ®,,
pero debido a que no sabemos obtenerlo de primeros principios, se han propuesto distintas
formas de ,(z), estas propuestas son conocidas como parametrizaciones. Por ejemplo, una
de las primeras parametrizaciones propuestas es llamada CPL en honor a los cosmélogos que
la propusieron por primera vez: Chevallier, Polarski y Linder [17], [18]. Esta parametrizacién
tiene la siguiente expresion

ocpL = wo+wa(l —a) =wo+wy (2.38)

=
donde mwy y ®, son pardmetros libres (son constantes). Entonces, la densidad de la energia
oscura de este modelo estd dado por

0 —3(1 ) ,—30,(1—

Qcpp = QL pya3U1F00H00) p=30u(1=a), (2.39)
como se puede ver de (2.39), cuando g = —1 y ®, = 0, la expresion (2.39) se reduce a la
constante cosmoldgica. Notemos que esta parametrizacion ahora depende de dos pardmetros,
los cuales deben ser determinados por las observaciones y, por otro lado, cuando z < 1 la
parametrizacion se reduce a una ecuacion lineal en z.

2.6. Campo escalar ¢ como energia oscura

En esta seccion vamos a estudiar otra forma de modelar la energia oscura, esta vez como
un campo escalar ¢. En la referencia [22] se introduce el campo escalar desde la accién y se
define la respectiva lagrangiana, sin embargo, para nuestro proposito es suficiente partir de las
siguientes definiciones

1,
Py = 07 +V(9), (2.40)

1,
Py = 50°-V(9), (2.41)

donde py es la densidad, Py es la presion. El término %(1)2 es la parte cinética y V(0) es el
potencial de autointeraccion del campo escalar. El potencial debe ser positivo para que sea
fisicamente aceptable (para que py > 0). También podemos definir el correspondiente pardmetro
de ecuacion de estado ¢y del campo escalar como

Py 50*-V(9)
W= 2 = . (2.42)

Po 502+ V(0)
El campo escalar se clasifica en tres tipos, esta clasificacion depende del valor de ®y. Cuando
0y toma valores en el intervalo [—1, —%) se llama quintaesencia, cuando @y < —1 el campo



CAPITULO 2. COSMOLOGIA DE FONDO 16

escalar es llamado fantasma y cuando g puede tomar ambos rangos es llamado quintom.

Suponiendo un modelo del universo compuesto solamente del campo escalar, la ecuacién
de Friedmann tiene la siguiente expresion

’ _ 86 _ 8nG (1.,
) = =" (@ V@), 2.43)
4nG 871G .
2 S (pe+3R) =~ (B V(). (2.44)

notemos que para una expansién acelerada es necesario que ¢p> < V(¢). Por otro lado, de la
ecuacion de conservacion de la energia para el campo escalar obtenemos

O+3HO+ v _ 0, (2.45)
do

esta es la ecuacion de evolucion del campo escalar, una vez que tenemos la expresion para V (¢)
podemos resolver para ¢, aunque no siempre se puede resolver de manera exacta, en la mayoria
de los casos se recurre a una determinaciéon numérica. Para cerrar el sistema de ecuaciones
(2.43), (2.44) y (2.45) hace falta expresar la forma funcional del potencial de autointeraccion
V(9). Se han explorado distintos potenciales de interaccin, una de ellas es el llamado potencial

exponencial el cual estd dado por la siguiente expresion
V(9) = Voexp(—Cxd), (2.46)

donde Vj, C son constantes y Kk = v/87G. En la referencia [24] se estudia un campo escalar con
el potencial exponencial dado por la ecuacion (2.46) desde el punto de vista de los sistemas
dindmicos.

2.7. Resumen

En este capitulo hemos establecido la teoria gravitacional que vamos a usar en este trabajo:
la relatividad general, la métrica que hemos estudiado es la de Friedmann-Robertson-Lemaitre-
Walker (FRLW) dada por la ecuacién (2.7). Las componentes del universo se han modelado
como fluidos perfectos, sin interacciéon entre ellas (salvo la gravitacional) y con ecuaciones
de estado dada por la expresion (2.15). La ecuacidn (2.22) resume estas suposiciones. También,
hemos descrito brevemente la energia oscura como un campo escalar ¢ con un potencial de auto-
interaccion V(0), la idea es estudiar en la siguiente seccion con mas detalle el campo escalar con
el potencial dado por la ecuacion (2.46) y ademds vamos a introducir una interaccion distinta a
la gravitacional entre la materia oscura y la energia oscura, nuestro estudio lo vamos a realizar
desde el punto de vista de los sistemas dindmicos.



Capitulo 3

Materia oscura y energia oscura
interactuantes

En el modelo ACDM, el cual hemos descrito en el capitulo anterior, las densidades evolu-
cionan de manera diferente, ya que cada componente depende del factor de escala como

4 3

- - -3
p}’Na ’ pra 9 cha

Y PA= pf)\ = constante.

Observando la manera en como dependen las componentes con respecto al factor de escala
a, vemos que primeramente (en el universo temprano) domina la radiacidn, pero cuando el fac-
tor de escala aumenta su valor, la densidad de esta componente decae. Luego empieza a dominar
la materia oscura en conjunto con los bariones. Cuando finalmente decaen las densidades de la
materia oscura y de los bariones, termina dominando la constante cosmoldgica hacia el futuro.

La densidad de la materia oscura evoluciona como p. ~ a—>, y entonces cuando a — 0 esta
densidad tiende a infinito, mientras que la densidad de la energia oscura permanece constante
(px = constante), esto significa que las densidades de ambas componentes difieren por muchos
ordenes de magnitud en el pasado y en el futuro, y solo en un breve periodo en la historia de
la evolucion del universo son del mismo orden. Lo curioso es que, en la época que estamos
viviendo, las observaciones indican que las densidades de la materia oscura y de la energia os-
cura son del mismo orden. Por eso tiene sentido plantearnos la siguiente pregunta ¢Por qué en
la actualidad la densidad de la materia oscura y la densidad de la energia oscura son del
mismo orden? Esta pregunta se conoce como el problema de la coincidencia cosmologica.
La observacion la hizo Steinhardt en el 250 aniversario de la universidad de Princeton [19].

El problema de la coincidencia césmica en realidad es un problema de ajuste fino en las

densidades de la materia oscura y la energia oscura en el pasado, para verlo de manera cuantita-
tiva notemos que la razén entre densidad de la energia oscura y la materia oscura esta dada por

17
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Pa _ (2N s (R LY
= (&)= (o) (i) e

suponiendo los siguientes valores aproximados de los parametros de la densidad de la energia
oscura 99\ ~ 0.7 y de la materia oscura Q0 ~ 0.3 (época de la recombinacién cuando z ~ 1100),
la raz6n de las densidades era aproximadamente igual a

la siguiente expresion

N

5 ~1.74%x 1077, (3.2)

z=1100

por otro lado, en la actualidad (z = 0) tenemos que

PA

~ 2.33, (3.3)
Pc

z=0

esto significa que en el pasado la densidad de la energia oscura debi6 de ser despreciable com-
parada con la densidad de la materia oscura. Por eso se dice que es un problema de ajuste fino.
Solo a tiempos tardios (actualmente) las densidades son del mismo orden, en ese sentido se dice
que estamos viviendo una época especial.

Inicialmente, con el objetivo de resolver el problema de la coincidencia cosmoldgica, se
introdujo una interaccidn no-gravitacional entre la materia oscura y la energia oscura. Esto es
debido a que cuando existe una interaccion entre estas dos componentes es posible encontrar
modelos cosmoldgicos en donde existen dos puntos criticos, un punto silla dominado por ma-
teria y un atractor futuro acelerado dominado por energia obscura y, ademas, la razén de sus
densidades es una constante (p,/p. =cte). Entonces, dado un modelo cosmoldgico con esta
caracteristica, el problema de la coincidencia ya no existiria debido a que la razon entre las
densidades, evaluados en los puntos criticos, es una constante. La discrepancia dada por las
expresiones (3.2) y (3.3) se explica por el hecho de que el universo esta obligado a pasar cer-
ca del punto silla y evolucionar hacia el atractor futuro acelerante. Este tipo de puntos criticos
se denomina soluciones escalantes (del término en inglés scaling). Ademads, un modelo cos-
moldgico viable debe satisfacer un universo acelerado a tiempos tardios independientemente de
las densidades iniciales. Entonces, cuando estudiamos esta clase de modelos, lo que nos intere-
sa determinar son las soluciones escalantes, que matemdaticamente estdn expresadas como (en
términos de los pardmetros de las densidades de las componentes que son puntos criticos)

Q
Q_j = constante, (3.4)

y que ademas a tiempos presentes debe satisfacer:

=_0(1) y a>o. (3.5)
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En la actualidad existen varios trabajos en esta direcciéon y lo que se ha visto es que la
interaccion se puede implementar de dos maneras. La primera consiste en modificar la accion
de Einstein-Hilbert, aqui debemos suponer una lagrangiana de interaccién L;,, la cual debe
depender de las respectivas componentes en interaccion, entonces la accion modificada puede
ser escrita como

S:/d4x(Lgrav+Lr+Lb+Lc+Lx+Lint)7 (3.6)

donde Lgyay, Ly, L, Loy Ly son las lagrangianas de la gravedad, de la radiacion, de los bario-
nes, de la materia oscura y de la energia oscura, respectivamente. Al llevar a cabo la variacién
de la accion (3.6) respecto a la métrica gy, obtenemos las ecuaciones de campo de Einstein
modificadas .

Guv = (T + T8 + T + T + T (3.7)

la diferencia con la ecuacién de Einstein usual es que ahora tenemos un tensor de energia-

momento Ty(\’,m) que tiene que ver con la interaccion entre diferentes componentes. Para obtener
una forma explicita de los tensores de energia momento hay que proponer las lagrangianas res-
pectivas, por ejemplo en el trabajo de Brown [20] podemos ver la descripcion de fluidos sin
interaccion desde una formulacion lagrangiana y, el caso con interaccion se realiza en el trabajo

hecho en [21].

Por otro lado, en este trabajo vamos a estudiar modelos interactuantes entre la materia os-
cura y la energia oscura usando la segunda forma de implementar la interaccion. Esta segunda
forma se realiza modificando de la siguiente manera las ecuaciones de conservacion local de las
componentes oscuras

Mo
VTl =0y, (338)

Vyjzl;)v = —0Qy, (3.9

donde Qy es el cuadrivector de interaccion. Notemos que la conservacion local del tensor de
energia-momento total se sigue cumpliendo, ya que V:“T(ltlotal)v = 0. Observamos que en esta
forma de implementar la interaccién, las ecuaciones de campo de Einstein no se modifican en
absoluto. La diferencia principal entre estas dos formas de implementar la interaccion entre las
componentes del universo, es que en la primera manera se realiza desde primeros principios,
lo que significa que necesitamos tener la forma explicita de una lagrangiana de interaccion, en
cambio, en la segunda forma se realiza de manera efectiva en el sentido que debemos proponer
algin caudrivector de interaccidn y esta no necesariamente se obtiene de primeros principios,
esto puede considerarse como una ventaja al momento de proponer algin modelo. Notemos
también que no se puede pasar de una manera a la otra.

Para estudiar modelos interactuantes necesitamos la forma del cuadrivector Qy, sin embar-
g0, como no sabemos obtenerlo a partir de primeros principios, lo que cominmente se hace es
proponer la forma de la interaccidn, algunas propuestas tienen una justificacion fisica mientras
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que otras se proponen por simplicidad matemética. Cada propuesta tiene sus propios méritos,
en la referencia de revision [22] se pueden ver los distintos modelos que se han estudiado.

Para nuestro propdsito, en esta seccion veamos que de las proyecciones de las ecuaciones
(3.8) y (3.9) paralelas a la velocidad del fluido obtenemos las siguientes ecuaciones

UVV#T(’é)V =U"Qy =0, UVV,,T(’;)V =-U'Qy = -0, (3.10)

donde hemos definido UYQ, = Q. Esta proyeccién es la ecuacién de la conservacién de la

energia, eso significa que Q es la funcion que captura el intercambio de la energia entre la

materia oscura y la energia oscura. Por otro lado, al llevar a cabo la proyeccion perpendicular a

la velocidad del fluido mediante el proyector gy = UaUp + gop, de las ecuaciones (3.8) y (3.9)

obtenemos

HVTE = ™0y =0, h™V,Tf = —h* 0y =0, (3.11)

donde h*Qy la ponemos igual a cero, ya que vamos a suponer que no existe intercambio de
momento entre las componentes oscuras, respetando asi la isotropia espacial.

En esta parte vamos a considerar un universo compuesto solamente de materia oscura y
energia oscura, con una interaccion no-gravitacional entre ellas y ademas vamos a considerar,
por simplicidad, que el universo es espacialmente plano k = 0. Recordemos que la materia oscu-
ra la vamos a modelar siempre como un fluido sin presion (polvo), mientras que ahora la energia
oscura la vamos a modelar como un campo escalar con un potencial de autointeraccion expo-
nencial dado por la ecuacién (2.46), entonces las ecuaciones de Friedmann quedan expresadas
como

8nG

HY = 2 (petpy). (3.12)
4G

° - —TET(pC+p¢—i—3P¢). (3.13)

La forma funcional de la interaccién que vamos a estudiar, por simplicidad matemaética, es la
siguiente

0 = —(opc +Ppo); (3.14)

donde a y P son constantes sin dimensiones que en principio puede tener cualquier valor. Esta
forma de interaccion se estudid en los trabajos [28] y [29] pero las ecuaciones derivadas son
incorrectas. El estudio de este modelo, y lo que vamos a describir aqui, lo reportamos en el
articulo [30].

Como hemos explicado previamente, las modificaciones surgen en las ecuaciones (3.8) y (3.9)
proyectadas paralelamente a la velocidad. Entonces, la ecuacion de conservacion local de la
energia de la materia oscura ahora queda expresada de la siguiente forma

pc+3Hp. = -0, (3.15)
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en donde = d/dt. De la ecuacién (3.15) podemos observar que cuando Q > 0 la materia oscura
transfiere energia al campo escalar y si Q < 0 ocurre lo contrario. La correspondiente ecuacion
para la energia oscura queda expresada como

Po+3H(py+Py) = O (3.16)

Usando la definicion de la densidad (ecuacion (2.40)) y la presion (ecuacion (2.41)) del campo
escalar en la ecuacion (3.16) obtenemos

¢+3H¢+dv—(®:g. (3.17)

o ¢
En este punto lo que debemos hacer, dada la forma de la interaccidon Q, es resolver las ecua-
ciones para determinar la manera en que evolucionan las densidades tal y como hicimos en las
secciones anteriores. Sin embargo, lo que vamos a hacer aqui es estudiar las ecuaciones usando
las herramientas de la teoria de los sistemas dindmicos. Para esto, procedemos a escribir las
ecuaciones en términos de las siguientes variables (para el caso sin interaccion este modelo fue
estudiado en la referencia [24])

242 2
2 KO 2 KV(9) _ 1 fov
Xr=m Y= A=— %) (3.18)

Debido a que vamos a usar el potencial exponencial dado por la ecuacién (2.46), de la tercera
ecuacion en (3.18) tenemos que A también es una constante (A = C).

Escribiendo una ecuacion andloga a la (2.43) en términos de los parametros de densidad de
la materia oscura . y de la energia oscura 24 obtenemos

1=Q.+Qp=Q +X*+72 (3.19)

Un aspecto muy importante al estudiar sistemas dindmicos es determinar completamente el
espacio fase de nuestro sistema de ecuaciones [25]. Los rangos fisicamente aceptables de las
variables que estamos usando son: 0 < Q. < 1; usando la restricciéon de Friedmann tenemos
Q. =1-X%*-Y%2>0 y esto implica que 0 < X?+Y? < 1. También, debido a que 0<Qp <1
tenemos |X| < 1. Ademds, como estamos interesados en estudiar modelos cosmoldgicos en
expansion, tenemos que H > 0, esto implica que Y > 0 [24]. Entonces, el espacio fase W de
nuestro sistema estd dado por

W={(X,Y):0<Y<1,0<X>4+Y><1}. (3.20)

Ahora vamos a proceder a derivar el sistema de ecuaciones en términos de las variables X, Y.
Empezamos derivando respecto al tiempo césmico ¢ la definicién para X2 dada en (3.18), lo que
obtenemos es el siguiente resultado

. _ d K2¢2 _ 2 0 H
XX = (W) =2X (5 - ﬁ) : (3.21)
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despejando ¢ de la ecuacién (3.17), luego introduciéndola en la ecuacién (3.21) y después mul-
tiplicando el resultado por 1/H, obtenemos

X x<_3_i.a_V_£._i), (3.22)

H H§od0 H? H?
CcComo
S lLov kv VAL (K2V> (i) (&) _ﬁY_z
H o0 _H<\/6]£1X> CH2VeXx  \3H?2)\\6)\X) 6X
y

o 90 1 ox’?

H: H <6H22X2> ~ 6HX?’
K

la ecuacidn (3.22) puede ser escrita como

X 3. 5 2\ Q0 H
E_—3X+\[2M/ +(6H3)X—X(H2). (3.23)

Igualmente, derivamos respecto al tiempo cosmoldgico la variable Y definida en las ecua-
ciones (3.18), entonces tenemos que

. 2 . 2V H K2 av\ [(do\ 2V H
2YY = —V——— =| — - Y il
3H? 3 w3 \3m2)\ao )\ 3 H3

2 6HX 2’V H H
- %(—M{V)\/_K - 3‘;‘2/E:Y2 [—\/EKXH—Z—]

es decir

Vv [\Exxm (g)] . (3.24)

Vamos a expresar las derivadas con respecto a la variable Ina (aunque por el momento
vamos a mantener los términos H /H? y H/H), entonces tenemos

. dX dX \dina [ dX \ (d) dx ,
X=—=|—-— = —=|d H=H-X 3.25
dt (d(lna)) dt (dlna) a < dlna> ’ (3:25)

donde hemos definido % = X'. Tenemos también la misma relacién para la variable Y (¥ =

Y'H). Reescribiendo las ecuaciones dindmicas (3.23) y (3.24) obtenemos el siguiente sistema

de ecuaciones
3 2\ Q H
X' = -3X \/jxyz — )1 =2-x(= 3.26
+ 2 +(6H3>X (HZ)’ ( )

\/gxu (%)] | (3.27)

Y = v
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Derivando H respecto al tiempo y usando las ecuaciones (3.12) y (3.13) obtenemos lo siguiente

. dH d(a\ d & 3(x° >
H=— = —|(-|=—-—5=—| = 3.28
dt dt (a) a a? 2(3)(Pc+¢), (3.28)
ahora multiplicando la ecuacién (3.28) por 1/H?, obtenemos
H 3 (K*pe  K20% 3 )
— = =4 ) =—Z(Q.+2X 3.2
H? 2(3H2+3H2 2( e +2X7), (3:29)

donde hemos usado Q. = k?p./3H? y X? = x*$? /3H?; ademds usando la restriccién de Fried-
mann (ecuacién (3.19)) en (3.29) finalmente obtenemos la siguiente expresion

) (3.30)

Por otro lado, el término de interaccidén Q puede ser escrito de una forma més conveniente,
para ver esto necesitamos llevar a cabo las siguientes manipulaciones algebraicas

Ppc+3Hp, = —Q0=0p.+ BpQ) = pc(l - OL) - Bp¢ = —-3Hp,, (3.31)
Po+3HG* = Q= —ap.—Bpo= Po(1+P)+ap. = —3H}, (3.32)

multiplicando por a la ecuacién (3.31) y multiplicando por (1 — o) la ecuacion (3.32) obtene-
mos

QC(X(I—(X)—OCqu, = —3Hop, (3.33)
peo(l—a)+(1+B)(1—)po = —3HH(1—a), (3.34)

ahora restando (3.33) de la ecuacion (3.34) y despejando pg tenemos

(3.35)

opc — (1 — a)d)z}
l—a+f '

pq):?)H{

Ahora, multiplicando la ecuacién (3.31) por (1 +B) y la ecuacion (3.32) por B, tenemos:

Pe(1—0)(1+B)—(1+B)Bpy = —3H(1+B)pe, (3.36)
peaf+ (1+PB)Bpy = —3HB, (3.37)

luego sumando las ecuaciones (3.36) y (3.37) y despejando p,, obtenemos

(3.38)

(1+B)pc+B¢2]
l—a+p |’

pe=—3H {
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Entonces podemos sustituir las ecuaciones (3.35) y (3.38) en la funcion de interaccion que
estamos estudiando, lo que nos da la siguiente expresion

op. + Bé?

o (3.39)

0= —ap.—PBpy =3H

Lo interesante de esta manipulacion algebraica es que se ha demostrado que una funcién de
interaccion que es proporcional a la derivada temporal de la densidad de las componentes, es
equivalente a un término que es proporcional a la densidad de la materia mas un término que
es proporcional a la energia cinética del campo escalar. Vale la pena hacer notar que esto no se
habia mencionado en trabajos previos.

Por otro lado, observemos que en la ecuacion (3.26) aparece un término proporcional a la
interaccion, el cual puede ser escrito de la siguiente forma

0 3 I_XZ_Y2+ By
6H3X  2(1—oa+PB) X 1—o+p

(3.40)

También, notemos que la ecuacién para Y’ (ec. (3.27)) es independiente de la interaccién Q.
Entonces, usando la ecuacion (3.40) en (3.26), finalmente tenemos el par de ecuaciones de
nuestro sistema dinamico

, 3(1— 3 3
X = —ﬁpﬂ@u%(i)x[wﬂ—yﬂ

3 o (1-X%-Y?)
+( ) 0o ip) ¥ : (3.41)

Y = -y [\[xx ( > (1+x%— Yz)], (3.42)

recordemos que o, B y A son constantes y ademads el espacio fase del sistema dindmico estd
dado por el semidisco dado por la restriccién (3.20). Analizando nuestro modelo, notemos de
las ecuaciones dindmicas que cuando o # 0 y en el limite cuando X — 0, Y — Y, con Y # +1,
el ultimo término de la ecuacion (3.41) diverge y, por lo tanto, la ecuacion dindmica no satisface
el teorema fundamental de la existencia y unicidad de soluciones para el sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias no lineales, ya que la ecuacién no es continuamente diferenciable en
esos puntos, tal y como se explica en la pagina 74 de la referencia [26]. De hecho, cuando
Y — Yy con Yy # +1, tenemos los siguientes limites

dY 0" siﬁ>0,

lim — = (3.43)

0~ si =ty <O,
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0~ si ﬁ >0,
lim & = (3.44)

0% si =2 <0,

esto muestra que la linea X = 0 es una separatriz en el espacio fase compacto (3.20), esto es,
la regién cuando X > 0 estd completamente desconectada causalmente de la regiéon X < 0. En
la vecindad de X = O existen dos trayectorias diferentes con las mismas condiciones iniciales
o condiciones finales: en el caso ot/(1 — o+ ) > 0, el punto X = 0,Y =Y (con Yy # £1) es
una condicion inicial para dos trayectorias diferentes que empiezan en ese punto (como ejem-
plo, mostramos los paneles inferiores derechos de las Figuras 3.4 y 3.6); por el contrario, en el
caso cuando o/(1 —a+B) < 0, el punto X =0,Y =¥, (con ¥y # £1) es el punto final de dos
trayectorias distintas (como ejemplo, mostramos los paneles superiores derechos de las Figuras
34y3.6).

Como hemos mencionado anteriormente, el término de interaccién (3.39) fue estudiado en
las referencias [28] y [29] donde las ecuaciones que se obtuvieron son incorrectas, lo que sig-
nifica que los puntos criticos encontrados no son los correctos y, por lo tanto, el subsecuente
andlisis de estabilidad de tales puntos es incorrecto. En las ecuaciones (9) de la referencia [28] y
en la ecuacion (18) de la referencia [29] no aparece el término que es inversamente proporcional
a X. Por otro lado, el caso cuando 3 = 0, bajo la transformacién % — o, reproduce el modelo
IT analizado en [31] y por ese motivo no serd estudiado en esta tesis.

Una cantidad muy importante es el pardmetro de desaceleracion ¢, que en términos de las
variables X e Y queda expresado como

ad H 1 3 2 o2
="~ "m 2+(2>( ) (3.45)
y también definimos un parametro de la ecuacion de estado efectiva como

_Ptot _ Pm+P¢
" Pror PmtPo

=X2-Y> (3.46)

3.1. Analisis dinamico, puntos criticos y estabilidad del siste-
ma

Lo que hemos hecho en la seccién anterior es escribir las ecuaciones dindmicas (3.41) y
(3.42) usando las variables definidas en (3.18), esto con el objetivo de hacer un andlisis usando
las herramientas de la teoria de sistemas dindmicos para ecuaciones diferenciales ordinarias. A
grandes rasgos, un sistema dinamico puede ser pensado como un sistema abstracto que
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consiste en un espacio fase y una regla matematica que describe la evolucion de un punto
en el espacio fase [27].

Denotando con la letra griega £ C R" el espacio fase del sistema (X es un subconjunto
abierto), sea X = (xy,...,x,) un punto en el espacio fase ¥, entonces la forma general de un
sistema dindmico es escrito como

x = f(x), (3.47)

donde f(x) = (f1(x), ..., fu(x)) es una funcién vectorial tal que f: £ — R" y el punto sobre X sig-
nifica la derivada respecto de algin pardmetro temporal adecuado para el sistema. Si f(x9) = 0,
X¢ es llamado un punto critico del sistema. Para determinar la estabilidad de los puntos criticos
debemos desarrollar linealmente la funcién f(x) alrededor de tales puntos criticos xg. Entonces,
expandiendo la i-ésima componente del sistema de ecuaciones, el lado derecho de la ecuacién
(3.47) queda expresado como

o9 =sits0 + 3 (31

por lo que expandiendo a primer orden la i-ésima componente de la ecuacién dindmica (3.47)

Sxj+- (3.48)

X0

obtenemos
n .
S=3) J;'| -8, (3.49)
Jj=1 X0
en donde hemos definido
ofi 9h ... 9
ox] X X1
. f; % gﬁ gﬁ
J=UJN=[(2)=]| % In 3.50
) (3)61) A 550
ax; dx,  Ox

Los eigenvalores de la matriz J nos permiten saber la estabilidad del sistema siempre y cuando
la parte real sea distinta de cero. Para un sistema de dos dimensiones, el siguiente teorema
(descrito en la referencia [26]) describe las propiedades de la estabilidad.

Teorema 3.1.1 Sea & =detJ|x, y T = traza de J|x, evaluados en el punto critico Xg y considere
el sistema linealizado dado por la ecuacion

8% = Jlx, - OX. (3.51)

a) Si 8 < 0, entonces en el punto critico Xy es un punto silla.

b)Sid>0y 12 — 48 > 0 entonces el sistema dindmico linealizado es estable si T < 0 e inestable
si T > 0 en el punto critico Xy.

¢)Si &> 0,12 —48 < 0y1+#0 entonces es estable si T < 0 e inestable si T > 0.

d) Si 8 > 0yt = 0 entonces el punto critico es un centro.

En el caso (b), T2 > 4|8| > 0; es decir, T # 0.
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Cuadro 3.1: Puntos criticos del sistema dinamico.

Punto X Y
A \/ [(1—B>+\/A<a7ﬁ>} 0
+ 2(1+p—a)

(1-B)++/A(0,B)

A- _\/{ 2(14p—a) } 0
(1-B)—+/A(0.,B)

B+ \/ [W} 0
(1-B)—+/A(o,B)

B- _\/l 2(14+p—a) } 0

c B+ (14B—)A2) /T A) 1 \/ 32 4 20+VI@BL) | 3(6-120+68+/ (o)
+ 6 -

2v/6M(1+B—a) (1—04B)2A2 (T—o+B)
c (3+(14+B—0)A2)— /T(0t,B,1) 6—120+6B++/T(oBA)  3( _3+\/W)—k2
- 2V6M(1+B—a) 2\f (1—a+P) (1—a+ P22

Ahora que hemos descrito las herramientas de los sistemas dindmicos para un sistema de
dos dimensiones, podemos empezar a estudiar el modelo de interaccion dado por las ecuaciones
(3.41)y (3.42). Con x = (x1,x2) = (X,Y) y £ = (f1, f>) tenemos las siguientes ecuaciones,

AXY) = —HXJF\@M%(%)HHX?—YZ]

3 o (1-X>-Y?)
() x 22

L(X,Y) = Y [\[kx ( ) 14Xx% - YZ)], (3.53)

y ademas tenemos la siguiente matriz J

=)= (2 - (a;% ) G54

ox; 0xy

Para calcular los puntos criticos de nuestro sistema debemos resolver las ecuaciones f(xg) =
(f1(X0,Y0), f2(Xo,Y0)) = 0. Los puntos criticos obtenidos se muestran en el Cuadro 3.1, donde
hemos definido las funciones

Ala,B) = (1—B)> —4a(1 —a+P), (3.55)
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Cuadro 3.2: Puntos criticos del sistema dindmico para o0 = 0.

[
Punto X Y Q. Q o
o 0 0 1 0 no esta definido
1-p 2 1-p 2B
D+ 7B 0 B p B
1-p 2p 1-p 2B
D- V1B 0 +B B =
E BHUBRAVIT 1 [3GVT) |y (646B-VIT) 5o ROB)(142B)-VI1=3  3+(HBAHVTT (14BN VT -3
+ 2V/oM(1+B) 23\ 1+p)22 (1+B) 202(1+p)? 22(1+B)? 6
E BBV 1 [3G-VD) |y (6+6BHVT) pn  MRUHB(42B) V-3 3B VT (14BN VT 3
- 2V6A(1+B) 23\ (1+p)%A2 (1+B) 202 (1+B)? 202 (1+B)? 6
_ 292132
[(o,B,A) = (1—a+B) A [A°—6(1+2B)]+09. (3.56)

Recordemos que nuestro objetivo es calcular la estabilidad de los puntos criticos del sistema,
para eso vamos a proceder a determinar las regiones de existencia de los puntos criticos teniendo
en cuenta el espacio fase dado por (3.20). Para cada uno de los puntos A, A_, By y B_ es
sencillo determinar sus respectivas regiones de existencia; sin embargo, para los puntos C; y
C_ es complicado, ya que dependen de A, pero notemos que la componente X de estos puntos
criticos tiene la siguiente simetria X (o3, —A) = —X(a,B,A), aprovechando esta propiedad
vamos a determinar la region de existencia solamente para A > 0 (para los puntos criticos C;
y C_). Para simplificar un poco mads la tarea vamos a estudiar solo los casos especiales que a
continuacidn se describen.

3.2. Escenario oo =0

Para este caso la interaccion se reduce a

_ pa 3HB .,
0=—Ppo =175 B (3.57)
mientras que las funciones A y I' toman la forma
A(0,B) = (1-P), (3.58)
[ =T(0,B8,1) = (1+B)*A* —6A% (1 +B)(142B) +9. (3.59)

En este escenario encontramos los cinco puntos criticos que se muestran en el Cuadro 3.2. Los
puntos Ay,A_,By y B_ reportados en el Cuadro 3.1, se reducen a los puntos O,D y D_ que
se reportan en el Cuadro 3.2.

La condicion de existencia, estabilidad, aceleracion y @,y son reportados en el Cuadro 3.3.
La region de existencia del punto critico E; es la region 1 reportada en el apéndice A, la cual
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se muestra en la Figura 3.1a. La region de existencia del punto critico E_ es la region 2 que se
reporta en el apéndice A, esta region no estd acotada en A por eso solo reportamos la region que
se muestra en la Figura 3.1b. Notemos que salvo el punto critico O, todos los puntos criticos
son de tipo escala (scaling solutions).

06 N SR — : 10/
|
24! = | 8/ |
,- IE®
2.2} _,-'. 7 ! I':_ I
| al iy
20 | 4(:'0@/0@0@
[ | )
| e
18/ | i ' i
e o 0L — | _
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
B B
(a) (b)

Figura 3.1: En la figura (a) se muestra la region de existencia del punto critico E;, aqui en
toda la region E es punto silla no acelerado. La figura (b) muestra una parte de la regién de
existencia del punto critico E_, en ii contiene puntos estables, iii son puntos inestables, iv son
espirales estables, v espirales inestables y puntos centro en la linea negra. La linea punteada en
la figura (b) divide la region acelerada de la region no acelerada.

En el Cuadro 3.3, vemos que existe aceleracion (¢ < 0) solo para el punto critico E_, en la
Figura 3.1b se muestra como queda dividida la regién acelerada y la desacelerada mediante la
linea punteada. Con el propésito de ilustrar un par de casos concretos, mostramos la Figura 3.2.
A continuacién vamos a discutir brevemente la estabilidad y algunas propiedades de los puntos
criticos.

(i) Punto O: En esta solucion la materia oscura domina con la condicién de que § # —1
y es independiente de la forma del potencial de autointeraccion. Aqui la ecuacion de estado
efectiva es cero (0. sy = 0), por lo tanto, este punto es desacelerado, de hecho g =1 /2. Cuando
—1 < B < 1 se comporta como punto silla y punto inestable en cualquier otro caso. Para el caso
cuando no existe interaccidn, este punto se comporta siempre como punto silla.

(ii) Punto D : Existe una solucion escala para todos los valores del parametro A y para
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Cuadro 3.3: Significado fisico de los puntos criticos del sistema auténomo del caso o = 0.

Punto  Existencia Estabilidad g<0 Weff
0] Paratodo Ay Silla paratodoAy —1 < B < 1 No 0
toda B con B # —1 Inestable paratodoAy (B> 10PB < —1) q:%
D, Para todo A y Silla para A > , / 1—6[32 yO<B<l No %
0<B<1 Inestable para A < ﬁy0§B<l
D_ Para todo A y Silla para A < — # yo<B<l No %
0<B<1 Inestable para A > — SWYOSB<1
Ey Region 1 Silla en toda la regién i en la Figura 3.1a  No %
del apéndice A
2 2
E.  Regi6n?2 Estable: drea ii de la Figura 3.1b ~1<B<0 %W
del apéndice A Inestable: area iii en la Figura 3.1b y
Espiral estable: drea iv en la Figura 3.1b 0 <A < %

Espiral inestable: drea v en la Figura 3.1b
Centro: Curva negra en la Figura 3.1b

0 <P < 1. El caso especial B = 0 denota un universo dominado por la energia cinética del cam-
po escalar (Q,, =0, X =1 e Y = 0). El limite cuando 3 — 1 corresponde a un punto donde la
materia domina (£, — 1, X — 0 e Y = 0). El parametro de la ecuacion de estado efectiva @, s

nunca es negativo, de hecho estd en el rango (0, 1], por lo tanto, este punto en ningtin momento

es acelerado. Cuando A < , /I_L[52 la solucién es un atractor en el pasado y para A > I—LBZ

se comporta como punto silla y entonces en ningiin momento se comporta como atractor en el
futuro.

(iii) Punto D_: La solucién existe para todo A, pero se requiere que 0 < § < 1. En el limite
cuando B — 1, la materia oscura domina (,, — 1, X — 0 e Y = 0). El parametro de la ecua-

cion de estado efectiva es siempre positivo 0y = 1,[[; € (0,1], y por lo tanto, la solucién es

1+p
desacelerada. Este punto se comporta como silla cuando A < — ﬁ y es inestable cuando

7»>—\/%.

(iv) Punto E: La solucion existe en la region 1 reportada en el apéndice A y siempre se
comporta como punto silla. Por lo tanto, no puede ser atractor a tiempos tardios. Para f = 0 la
. . . 2 .
densidad de materia es cero €, = 0 mientras X = % eY =1/1— %, en este caso domina el

campo escalar. Cuando p = % yA=4/ 24—7 el universo tiene las siguientes componentes Q,,, = %,
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Figura 3.2: Espacio fase del sistema dindmico (3.41) y (3.42) para el caso o = 0. En la Figura
(a) se muestra el caso, cuando § = 0.01 y A = 1, los puntos D, y D_ corresponden a puntos
inestables, el punto O es silla y el punto E_ describe una solucion estable acelerada, por lo
tanto, puede ser de interés cosmoldgico. En la Figura (b) se muestra el caso cuando B = 0.05
y A = 2.3, los puntos D y D_ son puntos inestables, el punto O también es silla, el punto E
(ausente en el caso anterior) es silla y el punto E_ es una solucidén estable no acelerada y, por
lo tanto, no es de interés, ya que las observaciones indican que debe existir una solucién futura
estable acelerada. Para ilustrar, también se muestran algunas trayectorias (lineas de distintos
colores) en las Figuras (a) y (b).

X = % e Y = 0. En general, Q,,, X e Y nunca se desvanecen simultdneamente, y la energia
cinética del campo escalar nunca llega a dominar.

(v) Punto E_: La solucién existe para la region 2 reportada en el apéndice A. Este punto

puede ser estable, inestable, espiral inestable y punto centro. Esta solucion es acelerada cuando
A< % y —1 < B <0y, por lo tanto, podria ser el estado tardio de nuestro universo. Como
un ejemplo, cuando B = —% y A = 1 tenemos las siguientes cantidades X ~ 0.187, Y ~ 0.939,
Q,, =~ 0.082 y g = —0.270. En los modelos no interactuantes este punto es estable o espiral

estable.
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Cuadro 3.4: Puntos criticos del sistema dindmico del caso oo = = .

Qi
Punto X Y Q. Qo o
7 1-{+ C2 60+1 0 140—/C=60+1 1= /C—60+1  14{—/0—60+1
+ 2 2 1-L/C 60+ 1
- BT BB 1 /BT /B et
- 2 2 1=/ —60+1
BV LT 10 P 1 /E et
Gy — 2 0 2 2 1-0—/C—6C+1
6 - f[mevEe) /O -G /P6 1+l /Bl
- 2 2 1-{—V/Q-6C+1
H B+ \/6 I (142002 =3—yT5  3+(1-20M+yT;  (1-202)02—3— T,
+ 276\ 42 202 222 6+2(C—1)C02
H (3+A2)— T, \/61 9) k2+\ﬁ+3 VI (120N -3+yT,  3+(1-200M I (1202341,
- 26\ 42 2A2 2A2 6+2(C—1)0A2

3.3. Escenario o =[3

Para este caso la interaccion es

Q = —L(pe+po) = 3HL(pc +07), (3.60)

donde { = a = B. Los puntos criticos son reportados en el Cuadro 3.4, las funciones A y I’
quedan expresadas como

A(L,Q) =L —6L+1,
[ =T 50 =0 —602(1+28) +9.

La existencia, estabilidad, aceleracion (¢ < 0) y ,ss son reportados en el Cuadro 3.5. Las
regiones de existencia de los puntos criticos Hy y H_ son llamadas region 3 y region 4 respecti-
vamente en el apéndice A. La region de existencia del punto critico H, se muestra en la Figura
3.3a. La region de existencia para el punto critico H_ no estd acotada en A, por esta razén solo
mostramos la estabilidad en la region que se muestra en la Figura 3.3b. Para este caso todos los
puntos criticos son de tipo escalante.

En el Cuadro 3.5 se han definido las funciones wy(C) y w2 ({) como

1204338023/ (—1+0)?(1 - 6L+ (?)
wi(€) = i ,

120+3-302+3/(—1+0)2(1 - 6L+ 2)
(€)= I

w2
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Cuadro 3.5: Significado fisico de los puntos criticos para el sistema auténomo del caso o = =

C.

Punto Existencia Estabilidad qg<0 W ff

Fr 0<{<3-2v2 Sillaparad>6y({=0 No (=O+yei-etrt
Sillapara A > wi({) y0 < { <3 —2v2
Inestable para A < v/6y { =0
Inestable para A < wi({) y0 < { <3 —2v2

F. 0<{<3-2v2 Sillah< 6y{=0 No (=010 4
Sillaparad < —w1({) y0 < { <3 —-2v2
Inestable para A > —/6y { =0
Inestable para A > —w({) y0 < { <3 -2v2

G, 0<{<3-2y2 SillaparatodoAy{=0 No (=9-vI-br-4
Sillapara A < wp({) y0 < { <3 —2v2
Estable para A > wo({) y0 < { <3 —-2v2

G. 0<{<3-2y2 Sillaparatodady (=0 No (1=0)=/[1-0P 4
Silla para { > —w2({) y0 < { <3 —-2V2
Estable para A < —w2({) y0 < { <3 —-2v2

H, Regién 3 Sillaparav/3 <A <V6y{=0 No %

del apéndice A Silla en la regién 3 con { # 0
H_ Regién 4 Estable: parte ii en la Figura 3.3a %
del apéndice A Inestable: parte iii en la Figura 3.3a

Espiral Estable: parte iv en la Figura 3.3a Regién Ry

Espiral inestable: parte v de la Figura 3.3a
Centro: Curva negra en la Figura 3.3a
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Figura 3.3: Figura (a) es la regién de la existencia de solucién de H, para el caso oo = =,
en toda esta region se tienen puntos silla. La Figura (b) muestra una parte de la regién de
existencia del punto critico H_ cuando oo = B = {. La region ii contiene puntos estables, iii
puntos inestables, iv puntos espirales estables, v puntos espirales inestables y la linea negra
contiene puntos centro. La curva negra discontinua divide el universo en una parte acelerada y
en otra desacelerada.

y la regiéon Ry_ como:

2 1 1
= ——y—=<{< — <. :
Ry <k< 1+3Z;y 3<§_O>U(7L>Oy 1<C< 3) (3.61)

A continuacién vamos a describir brevemente la estabilidad de los puntos criticos del sis-
tema dindmico cuando o = 3 y ademds en la Figura 3.4 podemos ver un par de escenarios
ilustrativos.

(i) Punto F, : Existe para toda A y 0 < { < 3 —2+/2. Cuando { = 0 (sin interacci6n) el uni-
verso es dominado por la energia cinética del campo escalar (2, =0, X =1 e Y = 0), por otro
lado, cuando { — 3 — 2+/2 tenemos las siguientes componentes &, — 0.58, X — 0.64 e Y = 0.
Paratodo Ay { =0 o para X > wi({) y 0 < { < 3 —2+/2 este es un punto silla. Para A < /6 y
{=0o0paral < wi({)y0<{<3—3y2este es un punto inestable. Podemos determinar que
0.7 € (0.41,1], de aqui que no existe aceleracion.

(i) Punto F_: Esta solucién corresponde a un universo desacelerado y existe solo para
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0<f<3-— 2\/5. Para el escenario no acoplado ({ = 0), el universo es dominado por la energia
cinética del campo escalar Q,, =0, X = —1 e ¥ = 0. En el limite cuando { — 3 —2+/2 los
parametros cosmoldgicos tienden a los siguientes valores €, — 0.58, X — —0.64e Y =0.

(iii) Punto G : Existe para toda A y 0 < { < 3 —2+/2. Cuando no existe interaccién { = 0
tenemos Q,, = 1, X =0, Y = 0, esto corresponde a un universo dominado por la materia. En
el limite cuando { — 3 — 2\/5 las componentes tienden a los valores ,, — 0.58, X — 0.64 e
Y =0, vemos que para este punto critico el campo escalar nunca domina completamente. Es
posible determinar el rango del pardmetro de la ecuacién de estado efectiva y estd dado por
0.7 € [0,0.41), también vemos que para este punto no existe aceleracion. Este punto es si-
lla para todo Ay { =0 o para A < w»({) y 0 < { < 3 —2+/2. El punto critico es estable para
A>wa(0)y0<{<3-2V2.

(iv) Punto G_: Esta solucién existe para todo A y 0 < { < 3 —2+/2. El caso cuando { # 0
corresponde a una solucién de escala, mientras { = 0 es una solucién donde la materia domina
(Qn=1,X=0eY =0). Enel limite cuando { — 3 — 21/2 los pardmetros cosmoldgicos tienden
a los siguientes valores Q,, — 0.58, X — —0.64 ¢ Y = 0, de aqui vemos que el campo escalar
nunca llega a dominar completamente. El parametro de la ecuacion de estado efectivo m, 7 es
localizado en el intervalo [0,0.41) y, por lo tanto, la solucién nunca es acelerada.

(v) Punto H. : Existe para la region 3 reportada en el apéndice A y es mostrado en la Figu-
ra 3.3a. Este punto es silla en toda la regién. El caso particular cuando A = /6 y { = 0 tiene
las componentes Q,, =0, X =1e Y =0, por lo tanto es dominado por la energia cinética del
campo escalar. Cuando A = /3 y { = 0 los valores de los componentes son Q,, =0, X = % e
Y = %, entonces el campo escalar es el que domina, y cuando A = /6 y { = 0.1 los valores de
los componentes son Q,, ~ 0.23, X ~ 0.68 e Y ~ 0.01. En toda la region no existe aceleracion.

(vi) Punto H_: Existe para la region 4 reportada en el apéndice A, esta region no estd acotada
en A, por esa razén estudiamos solo la regién que se muestra en la Figura 3.3b. Observamos que
este punto puede ser silla, estable, inestable, espiral estable, espiral inestable y centro, depen-
diendo de los valores de A y {. La curva negra punteada divide la region en una parte acelerada y
otra desacelerada. ParaA =4y { = —0.4 tenemos Q,, ~0.49, X =~ 0.16,Y ~ 0.68, W rr~—0.44
y g ~ —0.16, este punto corresponde a una espiral inestable acelerada. Para A =4, { = —0.2
tenemos £, ~ 0.88, X =Y ~0.23, Q,rr =0y g = 0.5, este punto es una espiral desacelerada.
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Figura 3.4: Espacio fase del sistema auténomo de ecuaciones diferenciales ordinarias (3.41)
y (3.42) para el caso oo = 3 = { y la eleccion especifica (f = —0.01,A = 2) (panel superior)
y (B =—0.5,A =2.5) (panel inferior). La linea discontinua en X = 0 denota la separatriz que
existe cuando Y # 1y divide las regiones donde el término cinético del campo escalar es positivo
o negativo. Cuando { < 0 las trayectorias terminan en la separatriz y cuando { > 0 salen de la
separatriz. Debido a problemas numéricos al momento de crear la figura, uno puede observar
que algunas trayectorias pueden cruzar la separatriz, pero esto no es cierto, ya que al hacer
una figura mas fina (Figuras (b)) podemos ver que las trayectorias terminan o comienzan en la
separatriz. En el primer escenario, los puntos F_ y F son inestables, G y G_ corresponden a
puntos silla, el punto H describe una solucion estable acelerada, el cual puede ser de interés
cosmoldgico. Para el segundo escenario, los puntos F, F_, G y G_ desaparecen, el punto H
describe un punto silla y H_ es una espiral estable. Este escenario es desacelerado.
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Cuadro 3.6: Puntos criticos del sistema dindmico del caso oo = —f =n.
Qu
Punto X Y Qn Qy [N
/ / |:I+n+\/W] 0 1= —/O2—2n+1  I4n+y/Im2—2n+1  1-n—y/9m2—2n+1
+ 2(1-2n) 2(1-2n) 2(1-2n) m
/ {HTH\/‘MLZTIH} 0 1-5n—O2—2+1  1in+y/O2-—2n+1  1-m—/on2—2n+1
- 2(1-2n) 2(1-21) 2(1-21) 2n
7 {H—n—\/‘m] 0 1-50+/92-2n+1 14—/ —2n+1  [—n+/I2—2n+1
+ 2(1-2n) 2(1-2n) 2(1-2n) 2n
J {1+H*M} 0 1-5n+y/9m2—2n+1  14n—/2—2n+1  1-n+/9n2—2n+1
- - 2(1-2n) 2(1-2n) 2(1-2n) m
K 34+(1-2m)A2+ T3 3(3+v13) 6-18n—vI5 A2 (1-2n)°A2=3—yT53  3+(1-2n)°A>+VI53  (1+2(n—1)n)A>—3—yT3
+ 24/6M(1-21) 12A2(1-2n)?2 12(1-2n) 12 2(1-2n)2A2 2(1-2n)22 6+2(M—1)nAz
K 34+(1-2mA2— T3 \/ 3(3—yT3) n 6-18n+vI5 A2 (1-2n)*A%-3+VT3  (1-2n)*A%+3—vI3  (1+2n(n—1))A*—3+T3
- 2v/61(1—21) 1222(1-2n)2 12(1-2I'3) 12 2(1-2n)22 2(1-2n)22 6+2(n—1)nA2
3.4. Escenario o= —f
Para este caso la interaccion toma la siguiente forma
) ) 3Hn 9
Q =n(=pe+Po) = 75 (Pe—97), (3.62)
1—-2n
donde oo = —3 =M. Los puntos criticos para este escenario son reportados en el Cuadro 3.6,
donde se han definido las funciones Ay I' como
2
A(m,—m) =M~ - +1, (3.63)
_ 294212
[3=I(M,—M,A) = (1 -2n)"A°(A“—6) +09. (3.64)

La existencia, estabilidad, aceleracion (g < 0) y el pardmetro de la ecuacion de estado efectiva
.7 son reportados en el Cuadro 3.7. La region de existencia del punto critico K es reportado
como la region 5 del apéndice A y la region de existencia del punto K_ es la regién 6 del
apéndice A. Todos los puntos criticos son de tipo escalante.

Hemos definido las funciones fi, f> y f3 para el Cuadro 3.7, las cuales estan dadas por las
siguientes expresiones

3+ 12n-27m2+3,M
34 12n-2Mm2-3V3
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Figura 3.5: La Figura (a) muestra una parte de la region de existencia del punto critico K. En
la region etiquetada por i el punto critico es silla y en la region iii es inestable. La linea punteada
negra divide la region acelerada y desacelerada, de alli observamos que K puede ser acelerado,
pero inestable. La Figura (b) es solo una parte de la region de existencia del punto critico K_.
En la region etiquetada por i el punto critico es silla, en ii es estable, en iii es inestable, en iv
es espiral estable, en v es espiral inestable y en la linea negra es centro. Las dos linea negra
punteadas divide la regién en partes acelerada y desacelerada.



CAPITULO 3. MATERIA OSCURA Y ENERGIA OSCURA INTERACTUANTES 39
Cuadro 3.7: Significado fisico de los puntos criticos del sistema auténomo del caso oo = — =1.
Punto  Existencia Estabilidad g<0 Ocff
I, n<o Sillaparad > +/6yn =0 No %
Silla para A > fo(M)yn <0
Inestable para A < V6 ymn =0
Inestable para A < fo(m) yn <0
I_ n<o0 Sillaparad < —v/6yn =0 No Lt V191122n 2+
Sillaparal < —fa(n) yn <0
Inestable para A > —/6yn =0
Inestable paraA > —f2(n) yn <0
Ji n>0 Silla para todoAyn =0 No - — 11221] ]
conn;«é% Sillapara?»<f1(n)y0<n§§
Silla para A < fo(M) y % < T] <3
Sillapara X > fo(n) yn > §
Estable paraA > fi(n) y0 <n < %
Estable para A > fo(ny % <n< %
Inestable para A < fo() y N > %
J_ n>0 Silla paratodo Ay n =0 No - ”1 n;n 1
conn;«é% Silla para A > —fi(n )y0<n§%
Silla para A > — f>(1) y 1 3 <T’| <3 1
Sillapara L < —f>(M) yn > %
Estable para A < —fi(n) y0<n < %
Estable paraA < —f>(N) y % <n< %
Inestable para A > —f>(1) yn > %
Ky Regién 5 Silla para f3(n) <A < fa(n) yn <0, Ver Figura 3.5a. 7‘2_3_2?10:22;]?”‘/1?3
del apéndice A (region i en la Figura 3.5a)
Inestable para f3(n) <Aymn>1,
(regidn iii en la Figura 3.5a)
K. Region6 Silla: regién i en la Figura 3.5b Ver Figura 3.5b =210 01/s
del apéndice A Estable: region ii en la Figura 3.5b

Inestable: region iii en la Figura 3.5b
Espiral estable: region iv en la Figura 3.5b
Espiral Inestable: region v en la Figura 3.5b
Centro: curva negra en la Figura 3.5b
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3—12n+ 1202464/ —M+51n%—8n3 +4n*
fs(n)=\/ N+ 12102 +6+/-—n+ 512 — 813 +4n (3.67)

1 —4n +4n? ’
y la funcién & = 1 — 81 + 3012 — 7213 + 81n*, donde (1 —27) # 0.

Ahora los puntos criticos del sistema dindmico para el caso oo = —3 y su estabilidad son
discutidos brevemente, ademas se muestra un par de escenarios ilustrativos en la Figura 3.6.

(i) Punto 7, : Existe para | < 0, dependiendo del valor de A este punto es silla o inestable.
Para el caso especial N = 0 el universo es dominado por la energia cinética del campo escalar
(X =1,Q, =0eY =0). Cuando 1 tiene un valor muy negativo tenemos que X — 0.70,Y =0
y Q,, — 0.5. Este punto critico en ningiin momento es acelerado.

(ii) Punto /_: Existe para 1 < 0, dependiendo del valor de A este punto es silla o inestable.
Para el caso especial N = 0 el universo es dominado por la energia cinética del campo escalar
(X =—-1,Q, =0e Y =0). Cuando 1 tiene un valor muy negativo tenemos que X — —0.70,
Y =0y Q, — 0.5. Este punto critico en ningun momento es acelerado.

(iii) Punto J,: Existe param > 0 (n # %) y para todo los valores de A. Este punto puede
ser silla, estable o inestable, dependiendo del valor de los parametros 1 y A. Para el caso sin
interaccién 1 = 0 la materia oscura domina (X =0, Q,, = 1 e Y =0). Cuando la 1| toma valores
positivos grandes tenemos X — 0.70,Y =0y Q,, — % No existe aceleracion para este punto.

(iv) Punto J_: Existe paran > 0 (n # %) y para todo los valores de A. Este punto puede ser
silla, estable o inestable, dependiendo del valor de los pardmetros M y A. Para el caso sin inter-
accién 1 = 0 la materia domina (X =0, Q,, = 1 y Y = 0). Cuando la 1 toma valores positivos
grandes tenemos X — —0.70,Y =0y Q,, — % No existe aceleracion para este punto.

(v) Punto K. : Existe para la region 5 reportada en el apéndice A. Una parte de esta region
se muestra en la Figura 3.5a. Para f3(1) < A < f2(n) y n < 0 este punto es silla. Para A > f(n)
y M > 1 este punto es inestable, Notemos que existe una regién donde este punto critico es ace-
lerada tal y como podemos ver en la Figura 3.5a.

(vi) Punto K_: Existe para la region 6 reportada en el apéndice A y solo mostramos una
region representativa en la Figura 3.5b. De la Figura 3.5b podemos observar el punto critico
puede ser silla, estable, inestable, espiral estable, espiral inestable y centro, dependiendo del
valor de los parametros 1 y A. La linea punteada divide la region acelerada de la desacelerada.
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Figura 3.6: Espacio fase del sistema de las ecuaciones diferenciales ordinarias (3.41) y (3.42)
para el caso cuando oo = —B =1 y la seleccién particular (f = 2,A = 2.5) -panel superior- y
(B =0.25,A = 1.75) -panel inferior-. La linea vertical discontinua (de color gris) corresponde
a la separatriz en X = 0 el cual existe para Y # 1. Notemos que las trayectorias terminan en
la separatriz cuando 1 /(1 —21n) < 0 o parten de aqui si /(1 —2n) > 0. El comportamiento
de las trayectorias alrededor de la separatriz se muestra en el lado derecho. En el escenario de
arriba, el punto 7 y el punto /_ corresponde a nodos inestables y el punto K_ es un punto silla.
Este punto critico no es relevante para los modelos cosmoldgicos, ya que no existe una solucion
estable. En el caso que se muestra en la parte inferior de esta figura, el punto J y el punto J_ se
comporta como silla y el punto K_ corresponde a una solucion estable acelerada el cual puede
ser el estado tardio del universo.
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3.5. Conclusiones

En este trabajo hemos realizado un andlisis dindmico de un espacio-tiempo homogéneo e
isétropo con curvatura cero (k = 0) para un modelo de interaccion no gravitacional entre la ma-
teria oscura y un campo escalar quintaesencia con un potencial de autointeraccion exponencial.
Hemos estudiado una funcion de interaccion que es de interés cosmoldgico, dado de la siguiente
forma Q = —(op;, + BpPy) y como casos particulares estudiamos los escenarios cuando o = 0,
o =Py o= —P, separadamente, con el fin de simplificar el anélisis. Encontramos que la inter-

opm+Bo?
1+p—o

no se habia hecho notar antes. Para describir la evolucion cosmoldgica hemos calculado varias
observables tal como el pardmetro de la ecuacion de estado efectiva, las densidades adimensio-
nales de la materia oscura y de la energia oscura, asi como el pardmetro de aceleracion. Para
cada caso, hemos encontrado las regiones de existencia de los puntos criticos, los cuales pueden
ser relevantes en las distintas épocas de expansion del universo, tal como la solucién domina-
da por materia rigida (en inglés: stiff matter universe) y la solucion dominada por el campo
escalar. Por otro lado, es necesario mencionar que algunos aspectos relevantes han pasado por
alto en los trabajos previos [28, 29, 31]: cuando « es distinta de cero, existe una separatriz en
el espacio fase. Esto modifica completamente la estructura de espacio fase, ya que la divide
en dos regiones, las cuales quedan causalmente desconectadas de acuerdo al signo del término
de la energia cinética del campo escalar. De hecho, en el punto X = 0 e ¥y # +1 el sistema
no es continuamente diferenciable y, por lo tanto, el sistema de ecuaciones cosmoldgicas no
satisfacen el teorema fundamental de existencia y unicidad para las ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineales. En consecuencia, existen dos trayectorias diferentes con las mismas con-
diciones iniciales o finales. Esto representa uno de los principales resultados del nuestro trabajo.

accion puede ser escrita como Q = 3H [ ] , esta observacion es muy importante, ya que

En el caso donde la interaccion no gravitacional estd ausente oo = 3 = 0, recobramos los
resultados correspondientes. Sin embargo, cuando la transferencia de energia entre las compo-
nentes oscuras estd presente, encontramos que algunos puntos criticos pueden existir o pueden
desaparecer por completo dependiendo del valor de los pardmetros del modelo. Hemos encon-
trado que excepto para la solucidon donde la materia domina, el resto de los puntos criticos son
soluciones de tipo escala (scaling solutions), existen situaciones en donde ni la energia oscura
ni la materia oscura domina. Esto representa una modificacién respecto a los modelos no inter-
actuantes analizados en [32], en donde los autores describen el espacio fase del universo con
cuatro puntos criticos: (i) la solucién dominada por la materia (siempre un punto silla), (ii) el
escenario dominado por la energia cinética descrito por una ecuacion de estado dura del fluido
puede ser silla o inestable, (iii) la solucion dominada por la energia cinética del campo esca-
lar representando un punto silla o un punto estable y (iv) la solucién escalada que siempre es
nodo estable o espiral estable. Los puntos criticos E_, H_ y K— pueden representar el estado
del universo tardio ya existen regiones en donde el campo escalar es el dominante y ademaés el
universo es acelerado.
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Finalizamos esta parte del trabajo mencionando que, la existencia de una interaccion no gra-
vitacional modifica enormemente la estabilidad de las soluciones a nivel del fondo cosmoldgico
comparado con el caso sin interaccion. También, podria darse el caso de que la interaccién pu-
diera dejar algunas sefiales en observables relacionados con perturbaciones cosmoldgicas como
las fluctuaciones de la densidad y el espectro de potencia. Por lo anterior, es interesante estudiar
este modelo de interaccion confrontandolo con las observaciones cosmoldgicas.



Capitulo 4

Teoria de perturbaciones cosmologicas

Asumiendo el principio cosmoldgico, en los capitulos anteriores hemos estudiado algunos
modelos del universo homogéneo e isétropo. Para estos modelos la métrica esta dada por la
ecuacion (2.7) y el tensor de energia-momento puede ser el de un fluido perfecto dado por la
ecuacion (2.8) o el correspondiente tensor de energia-momento para el campo escalar ¢. Como
hemos visto, al desarrollar las ecuaciones de campo de Einstein se obtienen las ecuaciones de
Friedmann. Una vez especificada la forma funcional de la ecuacién de estado, es posible en-
contrar, a partir de la ecuacion de conservacion local de la energia, la densidad en funcion del
factor de escala o del corrimiento al rojo z para cada fluido. También, a partir de la definicion
del parametro de Hubble, podemos determinar la edad del universo, entre otras cantidades de
interés en el estudio de la cosmologia.

Este breve resumen es para remarcar lo que hemos estudiado hasta este momento y recordar
algunos resultados. Ahora bien, aunque a gran escala nuestro universo es espacialmente ho-
mogéneo e istropo, a escalas pequefias observamos que estas caracteristicas no se cumplen, ya
que existen supercimulos de galaxias, cimulos de galaxias, galaxias e incluso a mds pequenas
escalas existen estrellas, planetas, asteroides, etc. Ante estos hechos es natural preguntarnos
(,como surgieron los supercimulos, las galaxias, las estrellas, los planetas, etc.? En otras pala-
bras, ;como surgieron las estructuras que observamos actualmente en el universo? Lo que esta
claro, es que en un universo completamente homogéneo e is6tropo no se pueden generar estas
estructuras. En el marco de la teoria de la RG, la manera de resolver el problema de la formacion
de las estructuras, consiste en determinar la métrica y el tensor de energia-momento adecuados
para describir nuestro universo con las caracteristicas que observamos tanto a escalas grandes
como a escalas pequefas. No obstante, esta manera es muy complicada, ya que atin para casos
sencillos (con muchas simetrias), debido a la naturaleza de las ecuaciones de Einstein, es muy
dificil resolverlas. Sin embargo, existe una manera alternativa que nos permite estudiar y mo-
delar de una forma exitosa nuestro universo, esta consiste en realizar pequefas perturbaciones
a la métrica FLRW, es decir, se introducen pequefias inhomogeneidades en el universo. Esta
forma de modelar nuestro universo estd justificada por los datos que se obtienen de la radiacion

44
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del fondo césmico de microondas (CMB por sus siglas en inglés)! obtenido de los experimen-
tos llevados a cabo por distintos programas tales como COBE [43], WMAP [44] y Planck [1]
los cuales han determinado que existen pequeias inhomogeneidades en la temperatura de la
radiacién del fondo césmico de microondas. Por ejemplo, la Figura 4.1 es el resultado del expe-
rimento Planck llevado a cabo por la Agencia Espacial Europea (ESA por sus siglas en inglés),
aqui se muestra la temperatura proveniente en todas las direcciones del universo observado por
satélites que estan orbitando la Tierra. En la Figura 4.1, la diferencia de temperatura que existe
realmente es muy pequefia, las regiones de color rojo se encuentran a una temperatura de 300
uK y las regiones de color azul tienen una temperatura de -300 uK respecto al valor promedio
observado de la temperatura, el cual estd ubicado aproximadamente en el valor de 2.7 K.

Figura 4.1: Anisotropia de la temperatura de la radiacion del fondo c6smico de microondas del
experimento Planck 2015 (SMICA Feb 2015) [45].

B 2 .

-300 K 300

A primera vista, de las pequefias diferencias de la temperatura observadas por los experi-
mentos antes mencionados, no queda claro cémo es que estas pueden usarse como justificacion
para aplicar teoria de perturbaciones al estudio del universo, sin embargo, como explicaremos
en el capitulo 5, en la seccidn de observaciones, los electrones, los protones y la radiacion for-
maron un plasma comiun en el pasado, pero luego los electrones y los protones se desacoplaron
de la radiacion para formar los primeros 4tomos en el universo. Después del desacoplamiento, la
radiacion no interactio mds con el resto de las componentes, esto significa que las observacio-
nes actuales realizadas sobre la radiacion del fondo césmico de microondas son una manera de
ver el estado que tenia esta componente (y el resto) al momento cuando ocurrié la formacién de
los atomos primordiales. Entonces, si los datos que se observan en la actualidad indican la exis-
tencia de pequefias perturbaciones en la temperatura de la radiacidn, significa que al momento
de la formacién de los primeros dtomos estaban presente esas pequefas perturbaciones, pero
como compartian un plasma comun con el resto de las componentes, esto implica también que

'Vamos a usar la abreviacién Cosmic Microwave Backgound (CMB) ya que de esta manera es més fécil en-
contrar las referencias.
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en el pasado el resto de componentes tenia pequefias perturbaciones en sus densidades. Asi es
como justificamos la aplicacion de la teoria de perturbaciones para estudiar cosmologia. De he-
cho, realizar pequefias perturbaciones a la métrica FLRW ha resultado ser muy util y fructifero,
por esta razon la mayor parte de los estudios en la actualidad se basa en esta técnica, la cual es
conocida como teoria de perturbaciones cosmologicas. En este capitulo vamos a estudiar la
teoria de perturbaciones cosmoldgicas, para esto vamos a perturbar las ecuaciones de campo de
Einstein y las ecuaciones de la conservacion local del tensor de energia-momento. Notemos que
aunque los datos del CMB indican la existencia de pequefas perturbaciones en la temperatura,
no sabemos cudl es el origen de estas inhomogeneidades, de hecho los modelos inflacionarios
son propuestas para explicar su origen [46].

4.1. Formulacion matematica

El objetivo de esta seccion es establecer las ecuaciones importantes para el desarrollo del
trabajo, en la actualidad existen muchos libros que tratan la teoria de perturbaciones aplicadas a
cosmologia, en esta tesis vamos a seguir principalmente el libro Cosmology escrito por Steven
Weinberg [47], aqui las ecuaciones de Einstein estdn escritas de la siguiente forma®

R[JV — STCG S’uv, (4.1)

donde se ha definido {
S,uv = T,uv - Eg,uvgaBToch (42)

y R,y es el tensor de Ricci el cual estd dado por la ecuacion (2.4).

Para estudiar pequefias perturbaciones lo que se hace es escribir la métrica g,y de la siguiente
manera

8uv = 8uv + h,uw 4.3)

donde g,y es la métrica que va a ser perturbada (en nuestro caso es la métrica FLRW), a la
cual nos referiremos como la métrica de fondo (de aqui en adelante las cantidades que tengan
una barra encima, representan cantidades que pertenecen al fondo, por ejemplo, p y P son la
densidad y la presion en el fondo cosmolégico) y /i,y son las pequefias perturbaciones (|/,v| <<
|8,v|) de la métrica de fondo gy, las cuales dependen de las coordenadas ¥ = (¢,x). Debido a
que estamos estudiando pequefias perturbaciones, entonces basta mantener a primer orden las
ecuaciones que son perturbadas. La métrica de fondo en coordenadas cartesianas y sin curvatura
(k = 0) tiene las siguientes componentes

_ - 2
gu=—1 'y gij=29;ja (1) (4.4)
%En realidad, la ecuacién de Einstein que usa Weinberg [47] tiene un signo negativo del lado del tensor de
energfa-momento (R,y = —8nGT,y), sin embargo, el tensor de Riemann estd definido con un signo negativo res-

pecto a como lo manejamos en esta tesis.
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Antes de empezar con la derivacion de las ecuaciones que son de nuestro interés, vale la
pena dar un breve resumen de lo que vamos a hacer. La técnica es que debemos introducir la
expansion de la métrica (4.3) en los simbolos de Christoffel dado por la ecuacion (2.3) man-
teniendo solamente los términos lineales en Ay, lo que resulta es una ecuacion de la forma
['%, = Ity +8,; luego sustituimos Iy, = ', + 8L, en el tensor de Ricci dado por la ecua-
cién (2.4), el resultado también tiene la siguiente forma R,y = R,y + OR,y, s decir; sustituyen-
do la métrica perturbada en los simbolos de Christoffel obtenemos las perturbaciones de estos
simbolos, del tensor de Ricci, del tensor de Riemman, etc. Como hemos mencionado, fﬁ‘v y RHV
involucran solo cantidades del fondo cosmolégico, a diferencia de SFg\, y OR,y que representan
la perturbacién a primer orden de los simbolos de Christoffel y del tensor de Ricci, respectiva-
mente. Por otro lado, el tensor de energia-momento también puede ser expresado de la siguiente
forma T,y = T,y + 8T, lo cual implica que S,y = S,y + 8S,,v. Remarcamos que las cantidades
SF"‘W, OR,v son linealmente proporcionales a la perturbacién /,y de la métrica y sus derivadas
de primero y segundo orden, en cambio, SSHV como veremos mas adelante, contiene términos
lineales en Ay, pero también contiene términos de la perturbacion de cantidades de la materia
tal como la presion (dp), densidad (5p), etc.

Las ecuaciones de Einstein perturbadas a primer orden quedan expresadas de la siguiente
forma

donde R,y = 8nGS,, son las ecuaciones de Einstein que corresponden al fondo (lo que hemos
estado estudiando en capitulos anteriores), por lo que la parte perturbada a primer orden esté
dada por la siguiente expresion

SRy = 8TG S,y (4.6)

Ahora si, después de este preliminar procedemos a realizar los cdlculos para obtener las
expresiones que contienen las perturbaciones. Empezamos sustituyendo la métrica de nuestro
universo g,y = guv + My y su inversa g*v = g*¥ 4 #*V en los simbolos de Christoffel F“W defi-
nidos en la ecuacion (2.3), y lo que obtenemos es lo siguiente

[ = (@A) (B0l + o) +3u(Bup o) — 3p(Eo )]
= 8@yt oy — ) + 58 Ol + Dy — )
5B @yt Dy — Apr) = Ty + 1%,
donde hemos identificado los simbolos de Christoffel que corresponden al fondo, dado por

_ 1_ _ _ _
Tk = 58P (9vgp + uup — Op), 47
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y agrupando los términos que corresponden a las perturbacion, se determina que la parte lineal
de los simbolos tiene la siguiente expresion

1 1
6]"0‘#\/ = Ego‘ﬁ (a\’hﬁ,u + ayhvﬁ — aﬁh‘u\;) + Ehaﬁ (avgﬁy + Bpgfvﬁ — aﬁg,,v). 4.8)

Para ir desarrollando las ecuaciones de nuestro interés, determinamos que los simbolos de
Christoffel de fondo distintos de cero (dada la métrica de fondo por la ecuacién (4.4)) son los
siguientes
a

a
Ademds, la siguiente relacion entre A,y y 7"V resulta de mucha utilidad
Y = —g" g P g, (4.10)

esta relacion se obtiene a partir de 3, = gaBgBV = (§op + haﬁ)(gﬁv + hBY). Usando la relacién
(4.10) en la ecuacién (4.8) obtenemos

1 _
8Tk = 58°% (Ovhgy+ uhyp — Ophu) — 3%Phpal . @.11)

Abhora, calculando las distintas componentes de SFgV, obtenemos

1

', = 5 (—2adhid jx + Oxhij + 0 jhix — dih i) , (4.12)
8, = ziaz(—2gh,~j+h,~j+aih,~,—aihj,), (4.13)
&y = %(2aa8,-,~h,,—aihj,—a,-hﬂ+h,-j), sr;:—%ht,, (4.14)
oIt = %(2h,~,—aihﬁ), 8F§,:ghi,—%aihﬁ. (4.15)

Notemos que dada la métrica de fondo g,y y la perturbacion s,y podemos calcular la parte
perturbada de los simbolos de Christoffel.

Por otro lado, con el objetivo de encontrar la forma explicita de 6R,y sustituimos 1“2‘\, =
[, + 85y, en la ecuacion (2.4), lo que nos da es la siguiente ecuacién

Ry = 9da(Tpy +00,) —oy([g, +0Ig,)

+ (%, +8r%,) (fgﬁ + Srgﬁ) - <‘ ot SFZ‘B> (1‘“50c + 81"50()
= 0ol% -3¢, +T%1P 5
+6F2Vfgﬁ - ngSF\B,a —Tp 8o = Ry +8Ryy,

— T T + 00 (3T, ) — 3y (8T°%,) + T%4,81
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donde hemos identificado el tensor de Ricci que corresponde al fondo

Ry = 3a0%, — T, + T4 P

o be — T, (4.16)

luego los términos que son de orden lineal los identificamos como el orden lineal del tensor de
Ricci, y podemos ver que tienen la siguiente expresion

SRy = 0 (8TC,) — y(8T°E,) + L%, 80 b + ST Th — %8I0, — T8, (4.17)

vl VT o

En coordenadas (¢, x') las componentes 8R;;, SR;; y SR jk del tensor de Ricci estdn dadas por las
siguientes expresiones

1 RY 1_.
ORy = _ﬁvzhll - %htt + ;aihiz
1 [. 2a. at
B [hii - Zhii +2 (67 - 5) hii} ; (4.18)
a 1 >
8le - —Eajh[[ - ﬁ (V hjl - aja,h,,)
a 2d° 1. [1
+ (;—i—?) hjt—iat [; (ajhkk—akhkj)} , 4.19)
1 1 . 1
8Rjk = Eajakh,, + (2d2 + ac'i) Sjkh[[ + Eaaé}jkhn — 2_612 (Vzl’ljk
1.. a . .
—a,-ajh,-k — aiakh,-j -+ ajakhii) + Ehjk — E (hjk — Sjkhii)
a? a 1, . .
—; (Sjkhii — Zl’ljk) — ;ajkai/’li, — 5 (aj/’lkt + akhj,) (4.20)
a
4 (0jhie + Okhjr)

donde OR;; = ORj;, a =da/dt y V2 es el laplaciano en coordenadas cartesianas.

Es de mucha ayuda notar la forma en como se transforman las perturbaciones de la métrica
hyy ante una rotacion espacial. Sea x'* = x'* (x#) una rotacién espacial general, entonces hyy se

transforma como
ox® oxP

debido a que estamos haciendo solamente una rotacién espacial, tenemos que t =¢' y x'/ = A’ X
donde x' y x' son coordenadas espaciales que no dependendet ot'y A’ ; €s la matriz de rotacion.
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La componente temporal-temporal de &,y se transforma de la siguiente manera

1 1
x Yx ax/O ax/O XXl x/O X/O xVx
0 0

ax? ox! ox' ox/
+2 (8)6_’0) 0 hyo,i + (m> =0 Ryiyi 4.22)
= hx()x(] - hl‘l‘7

esto significa que la componente /;; se transforma como un escalar, siguiendo el libro de refe-
rencia [47] elegimos este escalar como

hy = —E(t,x"). (4.23)

Exactamente de la misma manera que la componente anterior, podemos mostrar que las com-
ponentes temporal-espacial /0, y espacial-espacial h,i ; se transforman como

ox/
hl{’x’i = (ﬁ) htxfa (4.24)

ox\ (axP
oy = (%) (%) B (4.25)

Esto significa que h,,i se transforma como las componentes de un vector covariante y h,i,; se
transforma como las componentes de un tensor covariante de orden dos. Ahora bien, con la
ayuda del teorema de Helmholtz (los detalles de esta descomposicién estdn en [47]) las per-
turbaciones pueden ser descompuestas en su parte escalar, vectorial y tensorial, asi podemos
expresar las perturbaciones de la siguiente manera:

hy = —E,
hy = a|:(a—F.)-|—Gl}, (4.26)
ox'!
’B dC; dC;j

o= 42 I M
M= e [A81J+axiaxj+8xf o

+Dij|
donde E, F,A, B son escalares, G;,C; son cantidades vectoriales y D;; es un tensor de rango dos,
con las siguientes restricciones

8l-C,- = 8,-G,~ = 0, 8iD,~j =0 y D,'l' =0. (427)

La importancia de ver la forma en como se transforman las perturbaciones de la métrica hy
ante una rotacion espacial, es que podemos descomponerlas en una parte escalar, en otra vecto-
rial y en una parte tensorial. Como veremos mas adelante, esto es una gran ventaja al momento
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de resolver las ecuaciones que surgen al perturbar las ecuaciones de campo de Einstein y las
ecuaciones de conservacion local del tensor de energia-momento.

Ahora vamos a calcular los términos 6S,,y, para esto sustituyendo las cantidades 7,y = T,N +
0T, 8uv = 8uv +huv y 8" = gV + 1"V en la ecuacién (4.2), y recordando que solo vamos a
mantener las ecuaciones a orden lineal, obtenemos lo siguiente

- 1 -
Sﬂv = Tuv + STuv - 5 (guv + hyv) (gocB + haﬁ) (TocB + STOCB)
- 1

= T 588" Top (4.28)
L. s0B 5 1,0BT OB T

+3T 5 [gwg STog + Zuh ™ Top + Mg Taﬁ] (4.29)

- S,LN ‘l‘ SS’U\), (4.30)

donde hemos identificando la cantidad que corresponde al fondo cosmoldgico

_ _ 1 -
Siv = Tov = 588 Top. (4.31)

y las cantidades que involucran perturbaciones lineales estan dadas por

1 _ -
8y = 8Ty — 5 | Giv8*P8Tag + G Top + huvg“BTaB} . (4.32)

Aqui vamos a suponer que las componentes del universo a nivel del fondo se pueden modelar

como fluidos perfectos. Entonces, el tensor de energia-momento de fondo de un fluido perfecto,

3

T,v, su traza estd dada como T = g“f‘TaB =3P-p=—1¢ (“

d2 .
ct5), luego sustituyendo esta

expresion en la ecuacion (4.32), tenemos que

.. .0

OSuy = 8Ty — %gﬂv (g“BESTocB +h“BTaB) + % (g + %) By (4.33)

Observemos que si conocemos T,N, 8uv» hyv, necesitamos también conocer la cantidad ST,N para

calcular 6S,,y. Notemos que al igual que las cantidades /,y, la componente 87¢ se transforma

como un escalar, 67p; se transforma como un vector y 87;; se transforma como un tensor an-

te una rotacion espacial. Esto significa que el tensor de energia-momento también puede ser

descompuesto en una parte escalar, una parte vectorial y una parte tensorial. Siguiendo la lite-

ratura [47] podemos escribir las siguientes descomposiciones de la peturbacion del tensor de
energia-momento en la forma,

8Ty = —phy+0p,
8Ty = Phy— (p+P)(d:;0u+du)), (4.34)
8T, = Phij+a2 (SijSP—FaiajTCS—}—aﬂt‘;—}—ajﬂ}}—i—ﬂg;) ,
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donde 8U; = (9;0u+ du}) es la descomposicién de la parte espacial de la perturbacién de ve-
locidad en un gradiente del escalar du (Illamado potencial escalar de la velocidad) y una parte
vectorial du! con divergencia igual a cero. La densidad de fondo p, la presién de fondo Py la
cantidad ©* llamada estrés anisotrpico son cantidades escalares (al igual que du). En cambio,
du},m! son cantidades vectoriales y m;; son las componentes de un tensor de rango dos. Las
perturbaciones vectoriales y tensoriales deben satisfacer las siguientes restricciones

o =9;8uj =0, om;=0 y m; =0. (4.35)

La descomposicion de la parte perturbada del tensor de energia-momento estd construida de
tal forma que se reduce a la perturbacion del tensor de energia-momento de un fluido perfecto
cuando los términos disipativos 7*, ¥ y 7t/ son cero.

Con la idea de simplificar las ecuaciones (4.33), necesitamos calcular en componentes el
tensor linealizado ST’;, para esto primero veamos que

T, = &%y = (8" + 1) (Tay +Toy)
%oy + (§"*8Toy + W Toy) = T, + 8T,

donde

T'L\l/ = g/«l(XTOW y ST% = (g'UOCSToLV +hﬂaTa\;)- (436)

Escrita en componentes, la parte perturbada del tensor de energia-momento, estd dada por las
siguientes expresiones

STIJ = SUSP + aiajns + ain}}' + ajn;} + niTj?

8T, = a *(p+P)(adiF +aG; —0;5u— dul),

8T, = (p+P)(didu+duy), (4.37)
8TX = 38P—8p+Vr',

81", = —dp.

Usando las ecuaciones que aparecen en (4.37), podemos expresar las componentes de la ecua-
cioén (4.33) de la siguiente manera

1 3 [(d a®
8y = 8T+ ESTﬁ +o5 <3 + ;) Bt (4.38)
3 [(d a?

2 .0
a A 3 (d a
5Sjk = 5Tjk — EﬁijT s G (5 + a—z) hjk. (4.40)
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En este momento tenemos todos los términos que necesitamos para escribir las componentes
temporal-temporal (8tG 0S;; = 6R;;), temporal-espacial (8°G 8S;; = OR; ;) y espacial-espacial
(8GOS jx = OR ji) de las ecuaciones de Einstein linealizadas, lo que resulta son las siguientes
expresiones

8nG <8Tﬁ —+ EST 7\.) = —ﬁv h” — Zl’l[t —+ ;al’hit (441)

1 [, 2a, a?d a a?
THp [hii—;hii+2 (a_z_;) hii] -3 (54‘67) hy,

a 1
875G6Tﬂ - —;a]]’lﬂ 2 2 (Vz jt — a ah,t)
i a® 1
— (2; + ;) /’lj; — Eat [; (ajhkk — akhkj)] , (4.42)
a’ N 1 o 1 .. 1
810G ( 8Tj — =877 | = Eajakthr(za + ad) 8 jxhi + 5aa8chy — 5 (V2hj
1. a .

—0,0; hlk —0; akhlj +9; akh”) + 2hjk 2 (hjk 8jkhii>

a? a 1, . .
—a—25 ikchii — 55 kOihir — 5 (0jhke + Ok (4.43)

a a®

Introduciendo las descomposiciones de la métrica y el tensor de energia-momento (ecuacio-
nes (4.26), (4.34) y (4.37)) en la ecuacion (4.41), obtenemos

| 3. 1 3.
AnG(3p+38P V) = ——VPE-CE "V V2F + 24
242 2a a 2
3. 3d. 1
+—“A — —“E +5VB+S VZB (4.44)

donde hemos usado la ecuacién de Friedmann 3H? = 8nGPp y hj; = a2(3A + 0,0;B) el cual se
obtiene de la definicion de 4;; . En este momento es donde notamos que la descomposicion ha
dado una ventaja considerable, ya que esta ecuacién involucra solamente cantidades escalares,
y esta es una de las ecuaciones que necesitamos resolver.

Usando la descomposicion de la métrica /1, en la expresién para 67};, obtenemos

8T = Pa(d;F +G;)— (p+P)(d;0u+dul)
1

i a®
_ _%(zﬁa) a(d;F +G;)— (p+P)(3,;0u+8ul), (4.45)
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= i . . .
en donde hemos usado la ecuaciéon P = — % (2% + %) que se obtiene a partir de las ecuaciones

de Friedmann (2.11) y (2.12). Sustituyendo la descomposicion de la métrica (4.26) y la ecuacion
(4.45) en la componente ¢ j de la ecuacion de Einstein (4.42), obtenemos

STG(p + P)2,8u-+ 8TG(p + ) = ~“0,E +9,A + %VZG - %akakc‘j, (4.46)

esta ecuacién (4.46) tiene la forma 0, f +v; = 0, donde f es un escalar y v; es un vector con
divergencia igual a cero (d;v; = 0). Esto significa que tenemos dos ecuaciones, una parte escalar
y otra parte vectorial. La parte escalar queda expresada como

8nGa(p+P)o;du = —ad;E +adjA, (4.47)

y la parte vectorial estd dada por la siguiente expresion

_ 1 .
8RG(p+ P)adu}; = VG, - gvzcj. (4.48)

De igual manera, al sustituir las correspondientes cantidades en la componente ij de la
ecuacién de Einstein OR; i =38nG 0S; j obtenemos una ecuacion que tiene la forma

LS,'J' + aiajM+ aiNj +0;; =0, (4.49)

donde L y M son escalares, N; es una parte vectorial y O;; la parte tensorial. El término que
involucra §;; es una ecuacion escalar y tiene la siguiente expresion

—4nGa® [bp 8P V] = Jadk + (2 +ad) E 4+ VA~ a’A
—3adA — %adeB +aV?F, (4.50)
el segundo término, que tiene la forma 0;0 /M, nos da otra ecuacién escalar
00 [16nGa’*n* +E +A — a*B — 3adB + 2aF +44F| =0, (4.51)
la parte vectorial (d;N;) de la componente ij de la ecuacion de Einstein es la siguiente
% (16nGa*n) — a*C; — 3aaC; +aG ; +24G;) = 0, (4.52)
finalmente la parte tensorial O;; estd dada por la siguiente expresion
—16nGa’n}; = V>D;j — a*D;; — 3aaD;. (4.53)

Mis adelante vamos a discutir los resultados y el significado de las ecuaciones que hemos
obtenido, ya que primero vamos a perturbar la ecuacion de conservacion del tensor de energia-
momento. Recordemos que esta ecuacion estd dada por la siguiente expresion

A A
VuTh, = 9T\ + T Th — T T =0,
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realizando la perturbacion (manteniendo los términos solo hasta el orden lineal) tenemos,
7 3 7\ Ay (M A\ (F
Ou(TH, +8T%)) + (T + 8L ) (T, +8T%) — (T, + 8L, ) (T, +8T7 ) = (4.54)
A T A A AT A A T
T, +0u(8T*,) + 10, T, + I, 8T", + 81, T, — T3, T, — T}, 87", — 80, T =0,
identificando la ecuacidn de conservacion que corresponde al fondo cosmolégico
0T, + D0, T T T =0, (4.55)

nos queda el término que involucra solo la parte de la perturbacion lineal dada por la siguiente
expresion
T A =L A A
u(8T*,) + 17, 8T", + 80, T, — T}, 8T, — 87, T, =0. (4.56)

Como hemos mencionado en varias ocasiones, por las simetrias del fondo cosmolégico, el ten-
sor de energia-momento del fondo 7,y tiene la forma de un fluido perfecto dado por

De la ecuacién de conservacion de energia de fondo obtenemos la siguiente expresion
. a
—p—3;(p+P) =0. (4.58)

Esta ecuacion ya la habiamos calculado antes, pero esta vez estamos manteniendo los signos
negativos para nuestros propdsitos futuros.

Abhora volviendo a la ecuacion (4.56), cuando v = 0 obtenemos la siguiente expresion (usan-
do el tensor de energia-momento de un fluido perfecto en el fondo cosmolégico)

. . . ) = P . .
GIST’, + aiSTlt + 336Ttt — gﬁT’i — (pz_gz ) (hﬁ — 23/’11',') =0, (4.59)

usando una vez mas las cantidades dadas por la ecuacién (4.37) y h;;, obtenemos la siguiente
expresion

3a 1 _ ' _ _
8p+;a(8p+6P) +§([5 +P)dy (34 +V2B) +V? Ens — g(ﬁ +P)+ ;(ﬁ +P)} =0. (4.60)

Por otro lado, para la parte perturbada de la ecuacién de conservacion local del momento
(cuando v = j en (4.56)), usando las correspondientes expresiones para ng y 81“2&,, obtenemos

atSth + a,-STij + ZZSth — aaSTf; —(p+P) (%ajh,, — ghj,> =0, 4.61)
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y luego utilizando las ecuaciones que aparecen en (4.37), y las descomposiciones de iy y hj,
obtenemos dos ecuaciones independientes, una que involucra solo cantidades escalares, dada
por la siguiente expresion

3a

_ _ 1 _
d; |8P+V21t° + 9o ((p + P)du) + —(P+P)Bu+5(p+PE| =0, (4.62)

y otra que involucra solo cantidades vectoriales, la cual estd dada por
5 a._ =
VAR -+ 0 [(p+ P)3uy] +3- (p+ P)3uy = 0. (4.63)

Vale la pena el siguiente resumen para esta seccion, aqui hemos obtenido en total seis ecua-
ciones escalares, las cuatro que se obtienen de las ecuaciones de campo de Einstein (4.44),
(4.47), (4.50), (4.51) y las dos que se obtienen de la ecuacion de conservacion (4.60), (4.62).
También hemos obtenido tres ecuaciones que involucran solamente cantidades vectoriales, las
cuales estan dadas por (4.48), (4.52) y (4.63). Finalmente, tenemos una sola expresion que in-
volucra cantidades tensoriales, la ecuacion (4.53). Las cantidades también son conocidas como
modos, por eso a veces se hace referencia a modos escalares, modos vectoriales y modos ten-
soriales. En este trabajo vamos a discutir y estudiar con mayor detalle los modos escalares. Los
modos vectoriales a nivel cosmoldgico no juegan un papel importante, ya que decaen rapida-
mente. Los modos tensoriales representan ondas gravitacionales cosmoldgicas que no han sido
todavia detectadas hasta el dia de hoy, por lo que las dejamos para futuros estudios.

4.2. Transformada de Fourier

A partir de este momento solo vamos a estudiar las ecuaciones que involucran cantidades
escalares. Para estos modos es conveniente aplicar la transformada de Fourier espacial (TF),
como veremos, esto nos da otra ventaja al momento de resolver las ecuaciones. Esto significa
que vamos a expandir las cantidades escalares (A, B, E, F,3p, 0P, etc) como una suma de ondas
planas. Entonces, para ilustrar la técnica sea s(f,X) cualquiera de las cantidades escalares de
nuestro interés, su transformada de Fourier la escribimos de la siguiente manera

s(1,%) = / 5t ) e i, (4.64)

notemos que la tilde indica que la cantidad s esta en funcion del tiempo cdsmico y de k, donde k
es el vector de onda. En este momento conviene tomar una sola ecuacion de las que hemos ob-
tenido para ejemplificar la aplicacién de la transformada de Fourier; consideremos la ecuacién
(4.44), que surge de la componente temporal-temporal de la ecuacion de Einstein, la cual esta
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dada por la siguiente expresion

1 3. 1_,. a 3.
—4nG(8p +38P+V°W) = — 5 VE - 2—“E -V ﬁsz +54
a a a

3, 3. 1
+—“A . —“E+ 2V23+ dyap,

Para aplicar la transformada primero calculemos el término V27*, lo que nos da
VIR'(6X) = 90 (1,%) = 0, / (1, k) = / (k) k) (2, B)eF ik
- / CR (e, (4.65)

donde k es el nimero de onda (una cantidad comdévil). Entonces aplicando la TF en todas las
cantidades que aparecen es nuestra ecuacion de ejemplo, obtenemos
k? 3az kK*x ak® . 3=

_ ~ B 127s\] k% 3, _ L g a2
4nG/[(8p+36P kK w)| e d k /LGZE 2Bt F T F+2A

3d . 3¢ k? 'k2
+ “A——“E—iB——“ B exp™ &3k,
a

lo que nos da una ecuacién de la forma [[F]exp® d3k = 0, y esto significa que F = 0, por lo
tanto tenemos la siguiente ecuacion (ahora escrita en el espacio de Fourier)

2 . 2 . 2
—ARG(8p +38P — I*R’) = zk—E - zaE + k—F + iF + %A

3a: 3 k2 k2 :
A Mg Ky g (4.66)
a a 2 a
en este momento, sin perdida de generalidad, podemos quitar las tildes (§ — s), ya que estas

sirven solo para etiquetar que las cantidades dependen de X o k, entonces finalmente tenemos

k? 3a. kK. ak> 3.
—4 P—k’n') = —E——E+—F+—F+-4
nG(dp +306P —k°m*) 2L~ 5, +a +a2 +5
3a. 3d._. k., ak®.
i Mg T Tp (4.67)
a a 2 a

Observemos que cuando aplicamos la transformada de Fourier en nuestras ecuaciones, en los
términos donde aparece un Laplaciano V? basta con sustituirlo por —k? para pasar al espacio
de Fourier. Entonces, aplicando la transformada de Fourier a todas las ecuaciones escalares,
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obtenemos las siguientes relaciones

1 3a. 1,. a 3.
—4 P— k) = —k’E— —E+-K°F+—k*F+ZA
nG(dp +306P —k°1*) 2a2k 7 +ak +a2k +5
13 3 Lpp dpp (4.68)
a a 2 a
8nGa(p+P)du = —dE +adA, (4.69)
1. 1 1.
—4nGa* [8p — dP+ k7' = SadE + (24* + ad) E — 51<2A —~ EazA
.1 .
—3adA + 5aasz — ak’F, (4.70)
16nGa*n’ = a’B+3aaB —2aF —4dF —E —A, 4.71)
_ 34 _ 1 _
SP—K*n = —3o[(p+P)du] — ;“(p +P)du—5(p+PE, (472)
34 1 _
8+ f(sp +3P) = —3(p+P)% (34— K’B)
1 ou F _
2 Fns + (—;’ - —) P +P)] . 4.73)
a a a

En resumen, en esta seccion solo hemos escrito en el espacio de Fourier las ecuaciones escalares.
Notemos que nuestras ecuaciones evolucionan dependiendo del nimero de onda &, donde esta
cantidad es inversamente proporcional a la distancia. Cuando & es grande, corresponde a escalas
pequeias y cuando k es pequefio corresponde a escalas grades.

4.3. Seleccion de norma

Debido a que la teoria de la relatividad general es una teoria covariante, cuando aplica-
mos perturbaciones, la relacion entre la métrica de fondo g,y y la métrica g,y del sistema que
estamos estudiando no es tnica. De hecho, existe otra métrica g,y = &, + f,v (estamos mante-
niendo fija la métrica de fondo) la cual esta relacionada con la métrica g,y mediante la siguiente
transformacion de coordenadas

=t +€H, (4.74)

donde € es un vector del mismo orden que las perturbaciones de las cantidades que hemos es-
tudiado. Dicho de otro modo, podemos tener otra métrica g,y que también se aleja ligeramente
de la métrica de fondo g,v. La transformacion de coordenadas (4.74) recibe el nombre de trans-
formacion de norma. Lo que nos interesa aqui es que este tipo de transformaciones nos permite
elegir un sistema de referencia particular y luego mediante las transformaciones de norma po-
demos realizar un cambio a otras coordenadas (otra norma). Esto es de mucha ayuda, ya que
podemos elegir alguna norma en donde las ecuaciones sean un poco mas simples y luego pasar
a otras normas si es necesario.
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En esta seccidon vamos a determinar la manera en como se transforman las ecuaciones per-
turbadas ante una transformacion de norma, para esto veamos las siguientes relaciones utiles.
La expansion de €”(x) alrededor de las coordenadas £, esta dada por

oeH oeH (X)

£ (x) = (1) + 5 (1% — 1) = (%) —

e e* =¢"(%), 4.75)

esto significa que €“(x) = €”(X) cuando la expansion se mantiene a primer orden. La derivada
en dos coordenadas distintas relacionadas mediante la transformacion (4.74) se escribe de la
siguiente manera

9 90 [0 o ] d (5, 09 0 (0% 0
o OxkOT [376“ e )} ox (8”+axﬂ) o5 _832#+(8x#> xa (479

Ahora veamos como se transforma un escalar ante una transformacion de norma, sabemos
que §(X) = s(x). Luego, expandiendo s(x) alrededor de X obtenemos la siguiente relacion util

_ 0s(x)

oxH

_ 93(x)

oxH

§(%) = s(x) =s(¥—¢) = s(%)

ef(x) = s(%)

e (x). (4.77)

La altima igualdad de la ecuacion (4.77) se obtiene al mantener a orden lineal, donde hemos
escrito el escalar como s(x) = §(x) + ds(x). Por otro lado, sea § el escalar s escrito en otra norma
(otra coordenada), entonces la expansion a orden lineal queda expresado como § = 5§+ 35, luego
usando las expresiones s y § evaluadas en la coordenada X, podemos obtener las siguientes
relaciones

§(%) = [s(X) — 3s(X)] + 85(%) = 85(X) = §(X) — s(%) + ds(X), (4.78)

usando (4.77) en (4.78), obtenemos la siguiente ecuacion que relaciona las perturbaciones de
un campo escalar ante una transformacién de norma

85(%) = 8(%) — € (%) (35 () ) . 4.79)

oxH

Ahora veamos como se relacionan las perturbaciones de las componentes de un cuadrivector
ante el cambio de norma (4.74), partiendo de la regla de transformacién de un vector tenemos
la siguiente relacion

50 = (55 )= 5= str—e)

oK

(4.80)
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Por otro lado, las componentes del vector escrito en dos normas estdn dadas por s, = 5, + s, y
§, = §,+ 85, evaluando en las coordenadas & y manipulando algebraicamente tenemos

54(%) = 5,(%) + 85,(F) = [54(%) — 85,(%)] +85,(F) = [ 85,(%) = 54(%) + 85, (F) — s4(%). | (4.81)

Ahora, sustituyendo la ecuacion (4.80) en (4.81) obtenemos la manera en como se relacionan las
componentes de un vector ante una transformacién de norma, la cual estd dada por la siguiente
expresion

. o OS5y o . 0 _

85, (%) = 0s,(X) — 30 € (%) — S (%). (4.82)

Por ultimo, veamos como se transforma un tensor de rango dos ante una transformacion

de norma, recordando que nuestro objetivo es determinar la manera en como se relaciona a las

perturbaciones en distintas normas. Tal y como lo hemos hecho en los dos casos anteriores,

ahora partiendo de la regla de transformacion de un tensor de rango dos y, luego realizando la
expansion hasta primer orden, obtenemos lo siguiente

s ox® oxP oe* oeP .
Sv(®) = Wﬁsaﬁ(x) = [Sﬁ - a—~} [5\9 - @] Sap(£—€)

oeh oe¥* . _ds B
= (8‘2‘55 — 5‘2‘@ — 53@) (Soc[i(x) — &P (%) a;:; )

OS5y 0P oe%

- ,uB(X)ﬁ —S_ow(x)w- (4.83)

= suw(®) —€P(X)

Ahora bien, este tensor escrito en dos normas distintas, tienen la siguiente expresion s,y =
Suv 4 0Suy Y Sy = Sy + 854y, una vez mas evaluando en las coordenadas X tenemos la siguiente
relacién

Suv(®) = Sy (®) + 85 (%) =[50 (%) — By (£)] + 850 (),
Usando la ecuacion (4.83) en la ecuacion (4.84), obtenemos la expresion que relaciona en dos

normas distintas, las perturbaciones de un tensor de rango dos, la cual estd dada por la siguiente
expresion

Iwl®) 0P 0ee(n)

oS e s (P g

85,10 () = S5,y () — &P () (4.85)

En resumen, lo que hemos calculado son las ecuaciones que relacionan las perturbaciones en
dos normas distintas tanto para escalares, vectores y tensores, las respectivas relaciones estan
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dados por las ecuaciones (4.79), (4.82) y (4.85).

Para poder realizar los cilculos que siguen recordemos que x = (1,x') y € = (&) = (&%, ¢),
con la ayuda de la métrica FRLW podemos determinar que € = (£9,€&;) = (—€°,a’¢’). Por otro
lado, también necesitamos descomponer la parte espacial del vector €, en una parte escalar y
otra vectorial con el objetivo de extraer todas las cantidades escalares, entonces, realizamos la
siguiente descomposicion

€; = d;€’ + €] con la restriccion d;€; = 0, (4.86)

donde €’ es la parte escalar y €} es la parte vectorial con divergencia cero del vector g;, tal y como
lo hicimos con las perturbaciones A,y y 67,y. Ahora veamos como queda la transformacion de
las cantidades escalares que son de nuestro interés; por ejemplo la densidad p es un escalar, por
lo que las perturbaciones de la densidad en dos normas distintas se relacionan de acuerdo a la
ecuacion (4.79) (realizando también la transformacién ¥ — x), entonces tenemos

< ap(x)
8p(x) = 8p(x) — &~ 7=,

(4.87)

la densidad de fondo solo depende del tiempo c6smico. Ademads, siguiendo la literatura principal
[47] usamos la definicién Adp = 8p(x) — dp(x) y como € = —gg, para obtener el siguiente
resultado

Adp(x) = gop(t), (4.88)

exactamente de la misma manera llegamos a una ecuacion similar para la presion
ASP(x) = goP(1). (4.89)

Ahora veamos la transformacién de norma de la perturbacién de la velocidad, debido a que
es un vector, la regla de transformacion esta dada por la ecuacién (4.82), usando también la
definicién A8U,(x) = 8U,(x) — 8U,(x), tenemos el siguiente resultado

e (x) -

0y (x) = 0e¥(x) - B 00 (x) _ dgo(x)
oxt Y

5 O (x) = = . (4.90)

ABU(x) = = oxH oxH

donde hemos empleado la velocidad de fondo Uy = (Up,0,0,0) = (—1,0,0,0) y € = —eg,.
Abhora, calculando la componente AdUj y ademds usando dUy = hoo/2, entonces tenemos
o ljlo() (x) hoo E(x) E (x) 88() (x)

A8Uy = 8U,(x) — 8U,(x) = ST = + = = —¢&o, (4.91)

luego utilizando la siguiente definicién AE (x) = E(x) — E(x), finalmente tenemos

AE(x) = 2¢. (4.92)
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Exactamente de la misma forma, la parte espacial de la perturbacién de la velocidad AdU;(x)
implica la siguiente ecuacion

0 . _
(ﬁ [8di(x) — du(x) + So(x)]> + 617} (x) — du; (x) = 0, (4.93)
donde hemos usado la descomposicién de la parte espacial de la velocidad dU; = 9;0u + u!,
entonces de (4.93) obtenemos las siguientes ecuaciones

Adu(x) = —go(x) 'y Adu; =0, (4.94)

donde du es un escalar. Observemos que Adu! = 0, esto indica que esta componente de la velo-
cidad no sufre ningiin cambio ante una transformacién de norma, en este caso se dice que esta
cantidad es invariante de norma. Aunque hemos realizado ejemplos sobre la transformacion de
norma para escalares y el vector 8U,,, para los casos del tensor métrico y el tensor de energia-
momento (ecuacion (4.82)) no vamos a mostrar los detalles de los célculos, ya que son similares.

De la perturbacion de la métrica obtenemos las siguientes ecuaciones ante una transforma-
cion de norma

M) = e,

AB() = ~5E(),

AC(H) = —el().

AE(x) = 2&(x), (4.95)
ADij(x) = 0,

AF(x) = —- (eo(x)-l—és(x)—%es(x)),

3G = 1 (el + 2o

Notemos que la cantidad AE(x) ya la habiamos determinado antes, aqui hemos definido tam-

bién la cantidad AA(x) = A(x) —A(x) (y de igual manera para las demas cantidades).

De las perturbaciones del tensor de energia-momento ante una transformacién de norma de
la componente A8Tyo(x) y usando A3p(x) = pe(x) se determina la relacion AE (x) = 2€y(x),
la cual ya habiamos obtenido. Partiendo de AdTjy, obtenemos las mismas ecuaciones que ya
hemos encontrado para AF' y AG; que aparecen en las ecuaciones (4.95). Finalmente, de la
correspondiente transformacién de norma para la perturbacién del tensor 67;; obtenemos

0i0, AT + 0;AT + 9 ATt} + An]; = 0, (4.96)
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de aqui determinamos que
AT =0, Am}=0y An);=0, (4.97)

esto significa que estas cantidades son invariantes ante una transformacion de norma.

4.4. Ecuaciones escalares en normas particulares

La eleccion de norma depende del problema especifico que estemos estudiando, basicamen-
te escribir las ecuaciones en una norma dada se hace para poder simplificarlas o también se
elige alguna norma en especifico para que se puedan aplicar de manera eficiente los métodos
numéricos necesarios para resolver el sistema de ecuaciones. En esta secciéon vamos a estudiar
dos normas que son ampliamente usadas y cada una tiene sus propias ventajas.

Norma newtoniana

Recordando que la cantidad € proviene de la ecuacion (4.86), se elige la funcion €° de
tal manera que B = 0 y también €y de tal manera que F = 0, esta eleccion conjunta recibe
el nombre de norma newtoniana. Entonces, siguiendo el libro de referencia [47] definimos
E=2®yA=-2Y. Por lo tanto, las componentes de la métrica quedan expresadas como

gn=—1-2®, g =0, g;=a’§;(1-2¥), (4.98)
entonces, las ecuaciones escalares estdn dadas de la siguiente manera

—4nGa* (3p — P +k°1') = aad+ (4d° +2ad) @+ K'Y +a* ¥ + 6aa¥,  (4.99)

—8nGa’n’ = &Y, (4.100)
4nGa(p+P)du = —ad—a?, (4.101)
4G (8p +38P — k') = —ik2q>+3—q>+3c1>+6—aly+6—ac1> (4.102)
SP—1eT = —3l(p+ )5u1—3—(p P)su—(p+P)®, (4.103)

Su _
8p+ (8p+8P) = kz[ (p+P)+ ]+3(p+P)\P, (4.104)

recordando que las primeras cuatro ecuaciones provienen de las ecuaciones de campo de Eins-
tein y las ultimas dos surgen de las ecuaciones de conservacion del tensor de energia-momento.

Norma sincrona

Para esta norma se elige € de tal forma que E = 0 y también €° para que F = 0. Con esta
eleccién las componentes de la métrica quedan expresadas de la siguiente forma
0’B

PR (4.105)

gu=-1, g+=0 'y 81’jza2 (1+A)8ij+
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Entonces, las ecuaciones que involucran solamente cantidades escalares escritas en esta norma
quedan expresadas de la siguiente manera

1 1. 1 .

—4nGa* [8p — 8P+ k*w*] = —Esz — 5a2A — 3adA + Eaasz,
(4.106)
—16nGa*n’ = A—a’B—3aaB, (4.107)
8nGa(p+P)du = dA, (4.108)
—4nG (3p +38P — k1) = §A+§aA——sz—c—lsz, (4.109)

272 2 a
PP = —ao[(p+ﬁ)6u]—3;1(p+ﬁ)5u, (4.110)
3a 8 _ g 1 _

6p+§(6p+6p)—a—;‘kz(p+P)—gk2ns = S(p+P)d [3A—B]. @.111)

Como hemos mencionado, la elecciéon de una norma depende del problema que se esté estu-
diando, existen casos en donde es preferible una norma en particular. Por ejemplo, compu-
tacionalmente conviene realizar calculos numéricos en la norma sincrona, pero luego es mejor
interpretar los resultados en la norma newtoniana, de alli la utilidad de cambiar de una norma a
otra. El paso de una norma a otra se realiza mediante las ecuaciones (4.95). Por otro lado, vale
la pena mencionar que existen otras normas ademads de las dos que hemos descrito aqui, incluso
existe una formulacién de las ecuaciones en términos de cantidades que son invariantes ante
una transformacion de norma, esta formulacion fue realizada por J. Bardeen [60].

4.5. La ecuacion de Boltzmann

Para la materia oscura y la energia oscura, lo que hemos realizado hasta este momento es
suficiente en el sentido de que hemos usado un tensor de energia-momento el cual depende
de cantidades macroscépicas como la presion P, la densidad p, la velocidad du;, el estrés an-
isotrépico T, etc. Sin embargo, los fotones, los bariones y los neutrinos se describen de una
forma més completa desde la mecanica estadistica. Es decir, es mejor estudiar las ecuaciones
dindmicas desde la ecuacion de Boltzmann. Para esto, es necesario describir estas tres compo-
nentes mencionadas desde un punto de vista microscépico.

Esta descripcion se realiza mediante una funcién de distribucion f la cual depende de la
posicién de cada particula x = (x°,x'), del momento p = (p°, p) y del tiempo ¢. Una vez es-
pecificada la funcion de distribucion es posible calcular las cantidades macroscopicas como la
densidad p(x,?), la presion P(x,t), etc. La evolucién de la funcién de distribucién en el espacio
fase estd dada por la ecuacion de Boltzmann

af _

7 =C|f], (4.112)
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donde C[f] es el término de colisién. Aunque no vamos a modificar las componentes que vamos
a describir en las siguientes subsecciones, es importante describirlos debido a que al realizar
un estudio del universo con todos sus ingredientes, aparecen las respectivas cantidades que
describen a cada una de las componentes. Por esta razon, es necesario entender de donde surgen
y el significado fisico de las cantidades involucradas. En las siguientes secciones vamos a seguir
la referencia [50] para realizar las descripciones.

4.5.1. La ecuacion de Boltzmann para fotones

Para derivar las ecuaciones de nuestro interés, vamos a usar solamente la norma newtoniana
y las coordenadas de tiempo coésmico. Siguiendo [50], la métrica tiene la siguiente expresion

ds* = —(14+2¥)dr* 4 a*8;j(1 +2®)dx'dx’. (4.113)

Expandiendo hasta primer orden el lado izquierdo de la ecuacién de Boltzmann (4.112), para
particulas relativistas (fotones y neutrinos) encontramos la siguiente igualdad

df _ of  of P by Ls0¥| of
dt ~ ot oxia H+q)+apaxi pap’

(4.114)
donde p; es el momento fisico, p es la magnitud de la parte espacial del cuadrimomento y f
es la funcion de distribucion de las particulas relativistas. La funcion de distribucion para los
fotones en el fondo cosmoldgico es la funcion de distribucion de Bose-Einstein, con la idea
de estudiar pequenas perturbaciones se modifica la funcién de distribucion de los fotones de la
siguiente manera

s = ool s 1] e

donde O(x,p,#) =0T (x,P,t)/T (¢) es la perturbacién de la temperatura. Expandiendo la funcién
de distribucion (4.115) hasta primer orden, obtenemos la siguiente ecuacion

_ Y
Fxopt) = F(po1) —p%@)(x,p,z), (4.116)
donde ) » .
7= [exp <7) _ 1} : 4.117)

es la funcién de distribucion de Bose-Einstein en el fondo cosmolégico. Entonces, la parte no
perturbada de la ecuacion de Boltzmann esta dada por
df|  _of . of

= gpl —o, (4.118)
dt Fondo ot op
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como se puede revisar de los detalles en la referencia [50], de la ecuacidn de fondo obtenemos la
relacion T o 1 /a. Por otra parte, la ecuacién que corresponde a la perturbacién a primer orden
queda expresada como

P oo pov

af = 8f O+ — +CI>+—— . 4.119)
dt orden lineal ap a l a ox'

Larazon de igualar la ecuacion (4.118) a cero, es debido a que a nivel del fondo cosmolégico
el término de interaccidn es cero, ya que los fotones estan en equilibrio térmico. En cambio, en la
parte que corresponde a la perturbacion a primer orden, esta presente un término de interaccion
debido a la dispersion Compton que existe entre los fotones y los electrones. Esta interaccion
estd dada por la siguiente expresion (los detalles del cdlculo estén en el libro de referencia [50])

0
Clf(p)] = —PﬁneGT [©0—O(p) +p-w), (4.120)

donde u, es la velocidad de los bariones, o7 es la seccion transversal de Thomson y @g(x,?) es
llamado monopolo y estd dado mediante la siguiente integral

1
— [ aQ'e(p 4.121
) 4n/d (B, x,1), (4.121)

Q' es el dngulo sélido. Entonces, la ecuacion de Boltzmann a orden lineal, con el término de
interaccion dado por la ecuacion (4.120), queda expresada como

90 oY
®+£—+<I>+——ZneGT[®0—®+l3'llb]~ (4.122)
a ox! a oxt

En coordenadas del tiempo conforme m, el cual se relaciona con el tiempo césmico como adn =
dt, la ecuacion (4.122) se escribe del modo siguiente

00 0¥
O +p' S+ P+ o =noral@—O+pw), (4.123)

donde d/dn =’'. Ahora usando las siguientes definiciones

K-p Mo
u=~P v o= [V annora, (4.124)
k n

donde k es la magnitud del vector de onda, u describe la componente del vector de onda de la

direccion de propagacion de los fotones y T es el camino Optico. Finalmente tenemos la siguiente
expresion

O + iku® +¥' + iku¥ =7 [@g + O + uuy) (4.125)

donde hemos usado la cantidad u, = %ub (k,m). En resumen, la ecuacién (4.125) corresponde a

la ecuacion de Boltzmann a orden lineal para fotones escrita en la norma newtoniana utilizando
el tiempo conforme 1 en el espacio de Fourier.
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4.5.2. Ecuacion de Boltzmann para bariones

El lado derecho de la ecuacién de Boltzmann (4.112) para los bariones® est4 dado por

df _9f  pPidf Iy g E 9% 9F

dt of  E aox ap 8 Pap (4.126)

donde E es la energia. Para este caso no hay necesidad de asumir una forma especifica de la
funcién de distribucion (debido a que esta componente es no relativista), lo que se hace es
una integracion de la ecuacion (4.126) para calcular los momentos. Para llevar a cabo las in-
tegraciones necesitamos el término de interaccion. Aqui existen dos interacciones que afectan
a los bariones, la primera es la dispersion de Coulomb e~ + N <> ¢~ + N y la segunda es la
dispersion Compton e~ + 7 <+ e~ + 7. Para estas dispersiones se preserva el nimero de electro-
nes y protones. Para calcular el momento cero de la ecuacion (4.126), vamos a multiplicar por
(d*p/(21)*)pp/ /E la ecuacién, luego integrando e identificando la densidad y la velocidad de
los bariones como

1 dBp p P
ny = / Shh oy w= [ R (4.127)
)? up ) (2m)*""EE(p)’
se obtiene la siguiente ecuacion
on, 19(npu )
—_—+- 3[H + ®PJny, =0, 4.128
a a aw oHTEm (129

luego haciendo la siguiente perturbacion ny(x,1) = 71, (¢)[1 + 85 (X,7)], e identificando la ecua-
cién que corresponde al fondo cosmolégico, obtenemos
Bnb
la cual implica que 71, o< a—>. Por el otro lado, identificando la ecuacién que corresponde a la
parte perturbada obtenemos
95, 10u
9,  19u,
of  aox

donde hemos usado el espectro de la densidad de los bariones 3, = dp;/Pp-

(4.130)

Ahora necesitamos una ecuacion para la velocidad de los bariones. Esto se puede obtener
calculando el primer momento de la ecuacién, entonces multiplicando (4.126) por (d*p/(27)*) pp/,
ecuacion (4.126), integrando y ademas usando la aproximacion my, = m, +m, ~ m,,, obtenemos
la siguiente ecuacion

(npu))
T

3Llamamos bariones a los protones y electrones.

\P .
mphtp OF _ Fi(x,1), (4.131)

+ 4Hmpnbui + o
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donde F ¢y €s el término de colision, el cual surge de la transferencia de momento debido a la
dispersion Compton entre los electrones y los fotones. Como estamos interesados en la pertur-
bacion a orden lineal, debemos realizar n, — i, para obtener la ecuacion deseada ya que aqui
la velocidad u{? es a primer orden. Usando la ecuacion que corresponde al fondo cosmoldgico
o:iip +3Hi, = 0, obtenemos la siguiente expresion para la velocidad

=2+ Hu) + = = _ng( 1). (4.132)

El término de interaccion, tal y como se muestran los detalles en la referencia [50], tiene la
siguiente expresion
1icF"( 1) = 04‘3 ®+1 (4.133)
—kiF, (X, —n,Or— | 1 , .
Py ST, U3
entonces finalmente podemos escribir la ecuacion para la velocidad de los bariones en el espacio

de Fourier como .

ub+—ub+zk‘I’—T’3gY (301 +up), (4.134)

b

donde ahora hemos expresado la ecuacion en coordenadas del tiempo conforme 1. Aqui ® (k,M)
es el primer momento (llamado dipolo) de la perturbacion ® dado por la siguiente expresion

L(k1) = z/ (k) (4.135)

4.5.3. La ecuacion de Boltzmann para neutrinos

Los neutrinos son particulas relativistas que tienen la siguiente funcion de distrubucion

e I @150

donde A es la perturbacién de la temperatura para los neutrinos. Expandiendo la funcién de
distribuciéon y manteniendo hasta el orden lineal tenemos

dl -
ﬂ@mﬂ=®—%@ﬁm7ﬂﬂ@% (4.137)

donde fy(p) = [e?/T(@ + 1] es la funcién de distribucién del fondo llamado Fermi-Dirac. En la
época de nuestro interés los neutrinos no interactiian con las demds componentes del universo
(solamente a través de la interaccion gravitacional), esto significa que el término de colision es
cero. Entonces la ecuacion de Boltzmann queda expresado como

dfv _ofau P P ofy
dt ~ o Ey(p)a oxi

dfv

ap =0. (4.138)

o B ]
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Usando la ecuacion (4.137) en la ecuacion (4.138), se obtiene la siguiente ecuacion lineal

B ai\é _ Ey(p)

Hp o —® —iku

AN (k, p,u,m) + ikuELf?\[ y, (4.139)

(p)
donde hemos pasado al tiempo conforme y ademds hemos escrito la ecuacion en el espacio de
Fourier.

4.6. Resumen

En este capitulo hemos perturbado las ecuaciones de Einstein manteniendo los términos so-
lamente hasta el orden lineal y lo hemos hecho en coordenadas del tiempo césmico ¢ y en las
coordenadas cartesianas x'. Se realizé una descomposicién de las ecuaciones que corresponden
a las perturbaciones a primer orden en su parte escalar, vectorial y tensorial, la ventaja de tal
descomposicion es que cada modo evoluciona de manera independiente, esto nos permite estu-
diar solamente las cantidades escalares (los modos de nuestro interés) sin afectar a los vectores
y tensores. Luego hemos visto la libertad de norma que surge de la invarianza de las ecuaciones
de la teoria de la relatividad general, como ejemplo, hemos escrito las ecuaciones en dos nor-
mas distintas en el espacio de Fourier. Finalmente, se ha descrito de manera breve la ecuaciéon
de Boltzmann, y la hemos aplicado a la radiacion, a los bariones y a los neutrinos para obtener
sus respectivas ecuaciones de evolucion, las cuales deben ser resueltos de manera simultanea
con las que hemos obtenido a partir de las ecuaciones de Einstein.



Capitulo 5

Observaciones cosmologicas

En general, los modelos cosmoldgicos se encuentran en funcién de ciertos pardmetros que
requieren ser determinados para ver su viabilidad fisica. Por ejemplo, para la ecuacion (2.32)
del modelo ACDM los parametros, correspondientes a la cosmologia de fondo, que deben ser
determinados son las densidades de los bariones Qg, la materia oscura Q?, la radiacién Q‘r), la
constante cosmoldgica 99\ y la constante de Hubble Hy (recordemos que todos estos parametros
estan evaluados al dia de hoy). En este capitulo vamos a describir el método para determinar
el valor de los parametros de los modelos cosmoldgicos usando las distintas observaciones
cosmoldgicas. Primero vamos a explicar las herramientas estadisticas que son necesarias para
confrontar los modelos con los datos y luego vamos a describir las observaciones que son de
nuestro interés.

5.1. Teorema de Bayes, método de Monte Carlo de las cade-
nas de Markov y seleccion de modelos

La técnica que se utiliza para determinar los parametros libres de un modelo, una vez que
tenemos datos observacionales, es mediante una inferencia Bayesiana. Esta técnica se basa prin-
cipalmente en el teorema de Bayes el cual estd dado por la siguiente ecuacién
_p6,y[M)  p(BIHM)-p(y|6, M) 5.1)

p(y|M) pOIM)
donde y = (y1,y2,...,¥») son los datos observados, 6 = (01,0,,...,6,,) son los pardimetros que
necesitamos inferir y M es el modelo. Cada término de la ecuacién (5.1) debe ser descrito
individualmente debido a la importancia que tiene.

p(8[y, M)

= p(0|M) se llama probabilidad previa (prior), esta representa nuestro conocimiento de
los parametros (si es que lo tenemos) antes de usar los datos observados y.

70
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» p(y|M) es llamada evidencia y es la probabilidad de que los datos sean ciertos dado el
modelo M.

= p(y|0,M) es conocida como la funcion de probabilidad (likelihood), este factor indica
la probabilidad de que los datos sean ciertos asumiendo que los pardmetros y el modelo
M sean ciertos.

= A p(6]y, M) se le llama probabilidad posterior y es lo que nos interesa determinar ya
que este término indica la probabilidad de que los pardmetros sean ciertos dado que los
datos son verdaderos y también asumiendo que el modelo M es correcto.

Entonces, para realizar la inferencia Bayesiana debemos especificar las formas funcionales
de la probabilidad previa, la funcion de probabilidad y la evidencia. Cuando el propdsito es
realizar una inferencia, el término llamado evidencia puede ser ignorado, ya que este solo de-
pende de los datos y del modelo (no depende de los pardmetros), por lo cual en este contexto
su rol es el de un factor de normalizacion. Por otro lado, la probabilidad previa tiende a ser
irrelevante conforme los datos aumentan. Ahora, es claro que el teorema de Bayes nos permite
enlazar nuestros modelos con las observaciones. Como el objetivo es determinar los valores de
los parametros mds probables (dados los datos y el modelo) entonces, lo que debemos realizar
es maximizar la probabilidad posterior.

Esta probabilidad posterior generalmente depende de varios parametros (01,63, ...,6,,), sin
embargo, también nos interesa la probabilidad posterior solamente de algunos pardmetros o de
un solo parametro. Por ejemplo, consideremos un modelo con dos parametros libres (01,6,)
cuya probabilidad posterior es la siguiente funcién f

f=/1(01,02]y,M), (5.2)

ahora, si queremos determinar la probabilidad posterior del parametro 0, entonces lo que de-
bemos realizar es una integracion sobre 0, es decir

f(61) Z/f(el,ﬂzly, M)d8,. (5.3)

El proceso de integrar sobre algiin parametro se conoce como marginalizacion y se recurre a él
basicamente por dos razones: la primera es lo que hemos explicado, que queremos determinar
la funcion de probabilidad del parametro de nuestro interés, y la segunda razén es que en
ciertos modelos especificos surgen parametros en los que, en principio, no estamos interesados
debido a que no son relevantes para nuestro estudio. Estos pardmetros son conocidos en inglés
como parametros “nuisance” y los llamaremos parametros no importantes o parametros que
no son de interés.

Por otro lado, no solo estamos interesados en determinar los valores de los pardmetros que
implican el mayor valor de la probabilidad posterior, también necesitamos determinar la forma
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o el comportamiento de la distribucion posterior en la vecindad del médximo de probabilidad.
Independientemente de la forma funcional de la probabilidad posterior, esta puede ser en algin
sentido estrecha o extendida en el espacio de los parametros. En el caso de una distribucion
estrecha, existe mayor confianza de los pardmetros inferidos, ya que la probabilidad de que
él pardmetro inferido sea cierto en un intervalo dado (al rededor del pardmetro inferido) sera
mayor respecto al caso de una distribucion de probabilidad posterior extendida. En el caso de
la cosmologia cominmente son usados los intervalos de confianza, los cuales estdn expresados
en sigmas, por ejemplo, en el caso de una distribucion de probabilidad posterior gaussiana, 10,
20 y 30 equivalen respectivamente al 68.27 %, 95.45 % y al 99.73 % de probabilidad de que los
parémetros sean ciertos. Con la idea de explicar mejor los intervalos de confianza, supongamos
que la funcion de probabilidad posterior estd dada como

F(81,820y,M) = A-exp! %1~ (5.4)

Realizando una malla en el espacio (81,0;) y evaluando la funcién en cada punto encontramos
la forma de la probabilidad posterior tal y como se muestra en la Figura 5.1a (hemos fijado
A =1). Los intervalos de confianza etiquetados como G, G, y 63, estdn dados por las circunfe-
rencias en el plano 01 - 0; tal y como podemos observar en la Figura 5.1b.

Ahora bien, en un modelo cosmoldgico normalmente tenemos mas de dos pardmetros li-
bres; aunque en principio podemos realizar una malla de varias dimensiones en el espacio de
los pardmetros y evaluar la probabilidad posterior en todos sus puntos, en la prictica esta no
es la mejor opcidn, ya que hacerlo de esta manera consume mucho tiempo de computo. Para
tener una idea, basta analizar un modelo con 4 parametros libres, haciendo una malla con 100
puntos para cada pardmetro, obtenemos un total de 10® puntos. Eso quiere decir que debemos
evaluar 108 veces las cantidades que determinan la probabilidad posterior, el detalle es que una
malla debe ser muy finita para obtener resultados aceptables. Ademds, hay que tener en cuen-
ta que al realizar una inferencia se usan distintos tipos de datos, aumentando asi el tiempo de
computo. Debido a esta complejidad, se recurre al método computacional de Monte Carlo, €l
cual consiste en un algoritmo que hace un muestreo aleatorio en el espacio de los parametros.
Una subclase de estos métodos son las Cadenas de Markov de Monte Carlo (MCMC), €l cual
consta de realizar un muestreo de manera aleatoria y tiene la principal caracteristica de que el
siguiente paso del muestreo (aleatorio) lo hace de forma tal que solo dependa del paso anterior.
La secuencia de pasos que tiene como objetivo investigar la forma de la funcién de probabilidad
es lo que se llama Cadenas de Markov.

Existe varios algoritmos MCMC, el mds usado es el algoritmo Metropolis-Hasting y es el
que vamos a describir a continuacién. Siguiendo principalmente la referencia [40] (un trabajo
reciente sobre este tema lo encontramos en [39]). Este algoritmo bdsicamente funciona de la
siguiente manera:

= Para empezar se propone un punto en el espacio de los pardmetros 8() = (Ggl), ...,6(’))
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Figura 5.1: En la Figura (a) se muestra la grafica de la probabilidad posterior con dos pardmetros
libres realizados a partir de una malla. En la Figura (b) se muestra los intervalos de confianza de
la probabilidad posterior f(0;,0;|y, M) =2- exp(l_e%_eg) a 1o, que corresponde a 68.27 % de
probabilidad, 26 que corresponde a 95.45 % de probabilidad y 36 que corresponde a 99.73 %
de probabilidad.
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(estamos suponiendo que tenemos m parametros), el cual es aceptado automaticamente
siempre y cuando esté dentro del rango de la probabilidad previa.
= Luego se hace un salto a otro punto candidato 9lc) = (Ogc), ...,95,?), este salto se logra
usando una distribucién de probabilidad auxiliar q(e(c) ] i)). Para satisfacer las propie-
dades de una Cadena de Markov, la probabilidad auxiliar solo debe depender del punto
anterior y del punto candidato. La probabilidad auxiliar es la que se encarga de generar la
direccién y longitud del salto.

= Una vez hecho el salto a 8¢, se decide si se acepta para pertenecer a la Cadena de Markov
o se rechaza, y esta es la parte principal del algoritmo Metropolis-Hastings. La manera
en que se decide si se acepta o no el punto, es mediante la siguiente probabilidad de
aceptacion

(5.5)

o6 09) — min {pw@ [ M)p(y |64, 3)q(81) | 6)) 1} |

p(80) | M) p(y |81, M)q(8() | )

Lo que significa la ecuacion (5.5) es la probabilidad de que ocurra 8(©) dado que ocurrid
0(). Ahora, si o = 1 el candidato 6¢) es aceptado con la mayor probabilidad (100 %),
notemos que con este criterio podemos obtener los pardmetros de mayor probabilidad.
Por otro lado, si o0 < 1 también es aceptado, pero para este caso es necesario otro criterio
(ya que en caso contrario se aceptaria cualquier valor de 6(c)). Como la idea es no aceptar
todos los candidatos, lo que se realiza es generar un nimero aleatorio en el rango 0 < u <'1
y entonces aceptar o rechazar el punto 0(©) de acuerdo al siguiente criterio: se acepta si
0. > u 'y se rechaza si o < u. Notemos que la importancia de la probabilidad de aceptacion
es el de explorar el espacio de parametros alrededor del méximo; si solo se aceptaran los
parametros que implican mayor valor de la funcion de probabilidad, entonces una vez que
se alcanza el mdximo se terminaria el proceso y en ese caso no podriamos determinar los
intervalos de confianza.

En la Figura 5.2 se muestra la manera en como funciona el algoritmo MCMC. Existen cédi-
gos que son libres en donde se encuentran implementados estos algoritmos, y en este trabajo
vamos a usar el cddigo Monte Python el cual describiremos més adelante.

Volviendo al teorema de Bayes, con la idea de ser més precisos respecto a los términos que
en él aparecen, vamos a estudiar el caso cuando la probabilidad previa es constante en algtin
rango y la funcién de probabilidad es modelada mediante una gausiana para cada dato. Supon-
gamos que tenemos n datos independientes, entonces la probabilidad posterior es proporcional
al producto de las funciones de probabilidad de cada dato, entonces, finalmente tenemos la
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Figura 5.2: Ejemplo de un ajuste tipico usando MCMC. En la figura (a) se muestra las Cadenas
de Markov de cada parametro en un ajuste con 5 parametros libres y 10000 pasos. En la figura
(b) se muestra los intervalos de confianza obtenidos de las Cadenas de Markov, mostrando los
parametros que mejor ajustan a los datos y la probabilidad posterior de cada pardmetro.
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siguiente expresion

p6ly,M) o T[]

1
1l N 0F-0)°
= — — |exp|—) —5—], (5.7
V2n (H Gi) P [ ; 207
donde y: = y'(z,0) es el i-ésimo dato predicho teéricamente, y¢ es el i-ésimo dato observado y
Gl~2 es la desviacion estandar del dato observado. Luego, definiendo las siguientes cantidades

- Y = — | .
5 o v2m \ i i

tenemos que la probabilidad posterior adquiere la siguiente forma

(5.6)

XZ
p(8ly, M) o< Bexp (—3) . (5.9)

Debido a que estamos interesados en encontrar la méxima probabilidad de que los pardmetros
0 sean ciertos dado los datos y y dada la teoria M, eso significa que debemos de minimizar la
funcién 2.

Por otro lado, es comiin tener varios modelos confrontdndolos de manera independiente a
los mismos datos observados. Usando las herramientas de la estadistica Bayesiana es posible
determinar el modelo que mejor ajusta a los datos observados. Por ejemplo, si tenemos dos
modelos M; y M;, para compararlos se define la cantidad llamada factor de Bayes B;;, la cual
tiene la siguiente expresion

pi(y|M:)
Bij=——F——-%, 5.10
17 pi0190) 10
donde
pis1%6) = [ p(510. %) p(8]34)de. 511

Si p; > pj = Bjj > 1, debido a que estamos buscando el modelo con mayor probabilidad,
concluimos que el modelo 9; es el que mejor ajusta a los datos observados. Bajo este criterio de
seleccién de modelos estamos suponiendo que M; y M; tienen el mismo nimero de pardmetros
libres, mientras que cuando los modelos tienen diferente numero de parametros libres el criterio
cambia. En esta seccidn nos limitamos a describir el teorema de Bayes; mds adelante, después
de describir los datos observados, vamos a volver a estudiar el teorema para realizar los ajustes.

Un estudio mas completo sobre estadistica Bayesiana se puede consultar de manera intro-
ductoria en el libro de S. Sivia [37], un libro mas avanzado en la referencia [38] y en el trabajo
[35] se describen de manera resumida los métodos estadisticos para determinar los pardme-
tros y la seleccion de modelos en cosmologia. En las siguientes secciones, vamos a proceder a
describir las distintas observaciones cosmoldgicas que son de nuestro interés.
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5.2. Supernovas de tipo Ia (SNe Ia)

Las supernovas de tipo Ia (SNe Ia) son explosiones muy energéticas que ocurren en el uni-
verso, tan energética que su luminosidad es comparable al de una galaxia entera. La fuente de
estas explosiones se piensa que es la etapa final de una cierta clase de estrellas, y la utilidad en
cosmologia es su intensa luminosidad, ya que es posible observarlas (con la ayuda de telesco-
pios muy potentes) a grandes distancias, distancias del orden de los megapérsecs (Mpc). Otro
aspecto interesante y crucial para que puedan ser usados como pruebas cosmoldgicas, es que,
aunque sus luminosidades varian de una supernova a otra, estas pueden ser estandarizadas. Esto
significa que, después de ser estandarizadas, se pueden considerar que tienen casi la misma lu-
minosidad, por esto se dice que son candelas estandar. Por lo tanto, si conocemos la luminosidad
absoluta de una SNe Ia y si luego observamos su luminosidad aparente a una cierta distancia,
entonces, es posible determinar la distancia a la que se encuentra respecto al observador, de aqui
su utilidad en cosmologia. De hecho, fue mediante los datos de las SNe Ia realizados por dos
experimentos independientes [3] y [4], que se evidencid por primera vez que la expansion del
universo actualmente se encuentra en una etapa acelerada.

La cantidad importante correspondiente a estas observaciones es la llamada distancia mo-
dular g, la cual es definida como la magnitud aparente m menos la magnitud absoluta M de la
supernova, esta cantidad tiene la siguiente expresion

dr(z)
eo =1 25, 5.12
Mz og (1Mpc> + ( )

donde dJ, es la distancia de luminosidad de la Supernova Iay 1 Mpc es un megapérsec. Partiendo
de la métrica de Friedmann, con k = 0 se encuentra que
2 dzZ
dr(z) = (14 2)H —_— 5.13
LD =+ | s (5.13)
observemos que la distancia modular depende del modelo debido a que en la distancia de lumi-
nosidad aparece el parametro de Hubble H (Z).

Del lado de las observaciones (siguiendo el trabajo de Betoule et. al. [34]) se asume que las
SNe Ia con idéntico color, forma y galaxia en donde se hospedan tienen en promedio la misma
luminosidad intrinseca para todos los corrimientos al rojo, tal y como se explica en el articulo de
referencia [34]; esta hipotesis es cuantificada por un modelo lineal, dando la siguiente distancia
modular estandarizada:

‘uobs:mﬁ—(MB—OCXXI—l—ﬁXC), (5.14)

donde mj; es el pico de la magnitud observada en la banda-B en el marco de referencia en reposo,
X es el tiempo del estiramiento de la curva de luz, C es el color del maximo brillo, Mg, ay B3,
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son en nuestro caso, parametros no importantes (nuisance parameters). La ecuacion (5.14) es la
manera en como se estandarizan las SNe Ia para que puedan ser usadas como candelas estandar,
los pardmetros X y C capturan las variaciones que existen entre las SNe Ia. El pardmetro Mp
depende de las propiedades de la galaxia que hospeda a la SNe Ia de la siguiente manera

M} si Megerar < 101°M,
Mp =
M)_};‘}'AM si Mestelar > 1010M®a

donde M, ., €s la masa estelar de la galaxia que hospeda a la SNe Ia, M, es la masa del Sol
y Ay es un pardmetro que no es de nuestro interés.

Abhora volviendo al tema de los ajustes, lo que se necesita minimizar es la siguiente funcién
X%Ne = (/_Jobs - /_Jteo(za QC? -Qxa ~‘~))TC§]\}e(ﬁobs _l_lteo(za -Q'Ca -Qx, ))7 (5-15)

donde ng\}e es la inversa de la matriz de covarianza, la barra que aparece sobre los términos es
para indicar que son vectores y T indica la transpuesta. Hemos escrito fiyeo = fireo (2,2, Qs --.)
para indicar que depende de los parametros del modelo cosmoldgico.

5.3. Cronometros cosmicos

En el trabajo de Raul Jiménez y Abraham Loeb citado en la referencia [49], proponen por
primera vez un método para determinar los pardmetros cosmolégicos a partir de la medicion de
la diferencia de edad Ar entre dos galaxias pasivas!, las cuales se formaron al mismo tiempo
pero estdn separadas por un corrimiento al rojo Az. Tal como argumentan los autores, estas
observaciones ofrecen un mejor método para estudiar la evolucion de la energia oscura, ya
que este tiene mayor sensibilidad ante las pequefias variaciones del pardmetro de la ecuacion
de estado de la energia oscura m,(z). La cantidad medida se relaciona de manera directa al
pardmetro de Hubble del modo siguiente

L d:
(1+z)dr

Otra ventaja de estas observaciones es que son independientes del modelo cosmolégico. Los

datos de los crondmetros cosmicos que vamos a usar en este trabajo se muestran en el Cuadro

5.1 (esta es la Tabla 1 del trabajo de Sunny Vagnozzi, Abraham Loeb y Michele Moresco [61]).
La correspondiente x> para los cronémetros césmicos estd dada por la siguiente funcién

) v (HobS(Zi)_Hteo(Zi,Qc,Qx,...))z
XCC - Z 62 .
i=1

cc,i

H(z)=— (5.16)

(5.17)

Las galaxias pasivas, son las que evolucionan muy lentamente comparadas con el tiempo de evolucién del
universo.
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Cuadro 5.1: Datos de cronémetros csmicos tomados del trabajo de Sunny Vagnozzi, Abraham
Loeb y Michele Moresco [61].

Z H(z)(km s~'Mpc™') Referencia.
0.09 69 £+ 12 [62]

0.17 83 +£8

0.27 77+ 14

0.4 95 + 17

09 117 £ 23 [63]

1.3 168 + 17

143 177418

153 140+ 14

175 202 +40

048 97 +62 [64]
0.88 90+ 40

0.1791 75 +4

0.1993 75+5

0.3519 83+ 14

0.5929 104 + 13 [65]
0.6797 92+38

0.7812 105+ 12

0.8754 125+ 17

1.037 154420

007 69+196

0.12  68.6+262 [66]
0.2 729 +29.6

028  88.8+366

1363 160+ 33.6 [67]
1.965 186.5 +50.4

03802 83+ 135

0.4004 77 +10.2

0.4247 87.1+ 112 [68]
0.4497 92.8 + 12.9

0.4783 80.9+9.0

047  89.0+23.0 [69]
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5.4. Oscilacion acustica barionica

En el pasado, los electrones, protones® y fotones formaban un plasma comiin debido al
efecto de la interaccion Compton (la materia oscura y los neutrinos se supone que no inter-
actdan en este plasma, salvo gravitacionalmente). Debido a que en el universo temprano habian
pequeiias perturbaciones en la densidad y en la velocidad tanto de la materia oscura y de la ma-
teria baridnica, entonces estas implicaron la existencia de pequefios potenciales gravitacionales.
El efecto de estos potenciales gravitacionales es aumentar la densidad de las componentes del
universo, sin embargo, al aumentar la densidad de la radiacién, también aumenta su presion,
produciendo un efecto contrario a los potenciales gravitacionales. Es asi que existié una com-
petencia entre la gravedad y la presion de la radiacion, la cual genera un frente de onda esférica
que se propaga a la velocidad del sonido en el plasma fotén-barién, esto es lo que se conoce
como oscilacidn acustica baridnica (por sus siglas en inglés BAO).

Por otro lado, mientras se expandia el universo, la energia de las componentes sufria una
disminucién. Luego llegé un momento en que la energia de las componentes ya no podia man-
tener el plasma y, asi, los fotones dejaron de interactuar con los bariones, y es en ese instante
cuando los bariones pudieron combinarse para formar los primeros dtomos del universo, esta
época en la historia de la evolucién del universo es conocida como recombinaciéon. En la época
de la recombinacion la presion de la radiacion deja de afectar a los bariones, por lo que la onda
deja de propagarse. A la distancia maxima que habia viajado la onda al momento del desaco-
plamiento se le llama horizonte de sonido y es denotado como 7(z4rqe), €Sta es una distancia
comovil. Ahora bien, el efecto de la onda sobre los bariones es una sobredensidad en un cas-
cardn esférico a una distancia ry (deg)- Entonces, podemos medir la densidad de los bariones
a un corrimiento al rojo particular para buscar las sobredensidades con el fin de determinar el
horizonte de sonido. Una vez que tenemos este valor entonces podemos observar como evo-
luciona, ya que es afectado por la expansion del universo y, como sabemos, la expansion del
universo es afectada por sus componentes.

La medicion del horizonte de sonido fue hecha por primera vez por Eisentein en el afio
2005 [51] mediante una técnica estadistica llamada funcién de correlacion de dos puntos en la
distribucion de galaxias rojas luminosas a gran escala, el resultado que encontré es un pico (una
sobredensidad) a una distancia de 1002~ 'Mpc en la actualidad (z = 0). Después, se realizaron
otros experimentos para determinar el tamafo del horizonte de sonido, por ejemplo, los experi-
mentos SDSS IIT [52] y BOOS-WiggleZ [53], obtuvieron casi los mismos resultados. Por otro
lado, como hemos mencionado, la radiacion y los bariones estaban acoplados antes de la época
de la recombinacidn, asi que el efecto de la onda acustica también afecta a los fotones. Este
efecto se ha observado mediante los datos de la radiacion del fondo césmico de microondas tal
y como muestran los resultados mads recientes del experimento Planck 2018 [1], el valor obteni-
do del horizonte de sonido al final de la época de arrastre de los bariones, en este experimento

2Recordemos que aqui llamamos bariones a los electrones y los protones.
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€s rqrag = 147.05 Mpc.

La expresion matemadtica del horizonte de sonido 7, estd dada por
c [* dz

V3 et H(z)\/1+(30)/4Q9)(1+2)!

rs(Zdrag) = , (5.18)

donde z4,4¢ €s €l corrimiento al rojo al momento del desacoplamiento de los fotones. Debido a
que la oscilacion acustica baridnica es un fendémeno tridimensional y, como hemos mencionado
lo que uno espera es una mayor distribucion de galaxias a la distancia r¢(z). Entonces eso signi-
fica que podemos realizar observaciones a lo largo del eje de vision y también transversalmente
(tangencial) a la linea de vision. Esperamos encontrar una escala preferencial en la distribucion
de las galaxias en la direccion radial con una diferencia de corrimientos al rojo Az la cual lleva
informaci6n del pardmetro de Hubble H(z) (efecto radial) y también de la distancia diametral
angular debido al efecto tangencial. Entonces para esta prueba es necesario obtener la distancia
del didmetro angular dy, la cual estd definida como
Ax
dy = A0’ (5.19)
donde AB es el 4ngulo que subtiende un objeto de una longitud (a un tiempo dado) Ax ortogonal
al angulo de vision. Después de realizar los cdlculos para un universo plano (k = 0), la distancia
diametral angular estd dada por

de— Hy 2 dzZ
AT (42 o HE)

Notemos que la distancia diametral angular esta relacionada con la distancia de luminosidad de
la siguiente manera

(5.20)

dr,
dy = ———. 5.21
En este trabajo vamos a usar los mismos datos que se usan en el articulo [54], los cuales se
muestran en la Tabla 5.2, donde la cantidad d,(z) estd definida como
rs (deg)

d.(z) = D) (5.22)

y Dy es conocida como distancia de dilacion, cuya definicion estd dada por

0= (cz<1 Zz(zdﬂz))” " [% ( /05_@2] " (5.23)

Los datos que provienen del experimento WiggleZ estin correlacionados y por esa razon no
aparecen los respectivos errores en la Tabla 5.2, en su lugar tenemos es una matriz de covarianza
cuya inversa estd dada por

Dy

~—~
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Cuadro 5.2: Datos de BAO que vamos a usar, estos provienen de distintos experimentos los
cuales estan citados en la tabla.

Experimento d;(z) Referencia
6dFGS 0.106 0.3360£0.0150 [55]
MGS 0.15  0.2239+0.0084 [56]
BOSSLOWZ 032 0.1181+£0.0024 [57]
SDSS(R) 0.35 0.1126+0.0024 [58]
BOSS CMASS 0.57  0.0726 £ 0.0007 [57]
WiggleZ 0.44  0.073 [59]
WiggleZ 0.6  0.0726 [59]
WiggleZ 073 0.0592 [59]

1040.3 —805.5 336.8
CV_VIZ —807 37203 —15519 ). (5.24)
336.8 —1551.9 2914.9

Para realizar el ajuste de algin modelo cosmoldgico usando los datos de la Tabla 5.2 realiza-
mos lo siguiente: para el primer dato tenemos asociada la siguiente funcién que necesitamos
minimizar X123 A0 1
| , (di(z)—0.3360)>
XBAO,1 = 0.01502 5

(5.25)

de igual manera para los siguientes 4 datos tenemos sus respectivas Xz, ;» 10s cuales se suman
para realizar el ajuste para todos los datos al mismo tiempo. Por otro lado, para el experimento
WiggleZ la correspondiente Xé A0 W esta dada por:

X%?AO,W =d.(2)7'Cy ' d(2), (5.26)

donde d.(z) = (0.073,0.0726,0.0592). Entonces, la x3,, total que corresponde a los datos de
las oscilaciones acusticas baridnicas estd dada por

5
Nbao = ZXIzsAO,i + X%}AO,W' (5.27)
1

5.5. Radiacion del fondo cosmico de microondas

En esta seccidon vamos a describir de manera muy breve lo que corresponde a los datos de
la radiacion del fondo césmico de microondas (por sus siglas en inglés CMB). Primeramente
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recordemos que la cantidad @ (k,m, i) es la perturbacion de la temperatura de los fotones escrita
en el espacio de Fourier, notemos que esta funcion depende del nimero de onda k, del tiempo
conforme 1M y también de la cantidad u la cual describe la direccion de propagacion de los foto-
nes. Recordemos también del capitulo 4 que la ecuacidn para la perturbacion de la temperatura
estd dada por

Q' + iku® +¥' + iky¥ =7 [@g + O + uuy) (5.28)

donde ¥ es el potencial gravitacional, i, es la velocidad de los bariones y ®¢ es el monopolo
de temperatura. En general, los momentos multipolares de la perturbacion de la temperatura
O, (k,m) estan dados por la siguiente definicién

1 ldu
(=02

Debido a que antes de la época de la recombinacion la radiacién formaba un plasma comin
con los electrones y los protones, el comportamiento de la radiacion en esa época estaba deter-
minado principalmente por el monopolo ®g(k,m) y el dipolo ®;(k,m). Las expresiones de las
correspondientes ecuaciones de evolucién para estos momentos se obtienen usando las ecua-
ciones (5.28) y (5.29). Después de la recombinacion, los fotones dejaron de interactuar con los
bariones y, por lo tanto, viajan libremente. Esto implica que, en la actualidad, el momento mul-
tipolar de los fotones, estd en funcién del monopolo ®g y del dipolo ®;. Como se puede ver de
los detalles y la aproximacién (semianalitica) en el libro de referencia [50], la expresion para el
momento multipolar en la actualidad estd dado por

©:(k,no) =~ [Bo(k,M«) + ¥ (k)] i k(Mo — )]

+301 (k,M+) (Ji—1 k(Mo —M4)]) — (I + 1)% (5.30)

. /O " e [W (k) — @/ (k)] Ji k(o — )]

0;(k,m) = H00, (k). (5.29)

donde 1, es el instante en donde la funcién llamada de visibilidad g(n) = —7'(n)e*™ tiene
su pico, j; son las funciones esféricas de Bessel, ¥ y @ son las perturbaciones de la métrica lla-
madas potenciales gravitacionales. Lo que nos interesa en este momento es solamente tener una
expresion de los momentos multipolares para relacionarlos con las observaciones, sin embargo,
recordemos que los momentos multipolares ®; se calculan de manera numérica. La integral que
aparece en la ecuacion (5.30) es conocida como el término Sachs-Wolfe integrado.
Recordemos que nuestro objetivo es describir las observaciones que corresponden a la radiacién
del fondo césmico de microondas, entonces el motivo de escribir la ecuacién (5.30) es debido a
que esta cantidad es la que se relaciona con las observaciones del CMB.

Continuando con nuestro objetivo, es necesario expandir la perturbacion de la temperatura
en funcion de los armonicos esféricos, es decir

oo [
(xN8) =Y Y am(x,n)Ym(h), (5.31)

I=1m=-—1
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donde f es la direccion de la llegada de los fotones, los coeficientes a;,, contienen toda la
informacion sobre el campo de temperatura, son variables aleatorias y se considera que son
estadisticamente independientes. Esto quiere decir que sus valores promedios son cero ( <
a;, >=0) y la varianza estd dada por la siguiente expresion

CIT =< |aj|* > . (5.32)

La varianza CITT puede ser expresada en funcion de la perturbacion de la temperatura de la
radiacion ©;(k, 1) mediante la siguiente integral

2 [}
It = E/ dk 12|10, (k,m) P2, (5.33)
0

donde ©®;(k,m) son los momentos multipolares. Como podemos observar los arménicos esféri-
cos son los que realmente se relacionan con la perturbacion de la temperatura de los fotones.
Los datos que relacionan la perturbacion de la temperatura de la radiacion son un poco mas
complejos que el resto de las observaciones, por esa razén solo estamos realizando una muy
breve descripcion acerca de esta prueba cosmoldgica. En la Figura 5.3 se muestran los datos
que se usan para realizar los ajustes, estos son llamados espectro de potencias de la temperatura
del CMB vy la curva es la prediccidn tedrica del modelo A CDM. Notemos que en la Figura 5.3
se ha definido la siguiente cantidad D!," = I(1+1)C] T /2x.

Figura 5.3: Esta figura es tomada de la colaboracion Planck 2018 [1], los puntos son los datos
observados del experimento con sus respectivos errores y la curva es la prediccion del modelo
cosmolégico A CDM del espectro de potencia de la radiaciéon césmica de microondas.
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Finalmente, para esta seccion es necesario realizar el siguiente comentario, debido a que
también existen perturbaciones a la polarizacion de los fotones (tema que hemos omitido), hay
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que sefalar que estos efectos son capturados por las observaciones, por lo que también tenemos
datos de la varianza de la temperatura con la polarizacion CITE y la varianza de la polarizacion
CIEE ; estas varianzas estdn relacionadas con la polarizacién de los fotones del llamado modo E.
En la Figura 5.4 se muestra la forma analitica de estas cantidades (Figura 10.9 de la referencia
[50D.

Figura 5.4: En esta figura se muestra el espectro de potencia angular de la temperatura y de la
polarizacion del modo E (esta es la Figura 10.9 de la referencia [50]).
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5.6. Ajuste del modelo estandar ACDM con datos observa-
cionales cosmoloégicos

En esta seccién vamos a realizar una inferencia para el modelo ACDM, aunque para este
modelo ya se ha realizado en varios trabajos por distintos experimentos tales como WMAP
[44], Planck [1], etc. Aqui vamos a realizar este ajuste con la finalidad de comprobar que el
codigo que estamos usando estd funcionando de la manera correcta.

Para el modelo ACDM tenemos los siguientes parametros libres: el pardmetro de la densi-
dad de los bariones (multiplicada por la constante /%) Qghz, el pardmetro de la densidad de la
materia oscura Qghz, la escala acustica angular 1000y, el camino 6ptico T, la amplitud de la
fluctuacion In(101°A;) y el indice espectral n,. Entonces, en este modelo existen 6 pardmetros
que son de nuestro interés y, por lo tanto, esperamos obtener los valores de mayor probabilidad
mediante la inferencia estadistica Bayesiana. Tal y como hemos mencionado, dependiendo de
los datos que estemos usando existen pardmetros que no son de nuestro interés (nuisance para-
meters). Con la idea de reproducir los resultados del experimento Planck, vamos a realizar un
ajuste usando los mismos datos que se mencionan en la Tabla 2, columna 6 del trabajo [1]. En



CAPITULO 5. OBSERVACIONES COSMOLOGICAS 86

Cuadro 5.3: En esta tabla se muestran los valores mas probables de los 6 parametros del modelo
ACDM a un nivel de confianza de 10, en la primera fila estin los resultados de la inferencia que
hemos realizado y en la segunda fila estdn los resultados de Planck 2018.

Qn? QOn? 1000,c T In(10'04,) ng

-+0.00017 +0.00202 -+0.00042 -+0.00728 0.0143 +0.0055
0'022270.000205 0'1270.00]98 1'0470.000462 0‘0526700081 3’040.0168 0’96570.00554

0.022374+0.00015  0.1200£0.0012  1.040924+0.00031  0.0544£0.0073  3.044£0.014  0.9649 £0.0042

ese trabajo se usan de manera simultdnea los datos llamados 7T, TE, EE correspondientes a
las cantidades CITT, CZTE , CZEE respectivamente.

Para realizar la inferencia vamos a usar dos programas (codigos libres): el primero es lla-
mado class que viene del nombre The Cosmic Linear Anisotropy Solving System® [70], aqui
es donde se encuentran implementadas todas las ecuaciones, tanto a nivel del fondo y a nivel
de las perturbaciones. El segundo programa es llamado montepython®, en este programa estin
implementadas las herramientas estadisticas, aqui es donde se encuentran los datos de las ob-
servaciones, los “priors”, métodos MCMC, etc. Los resultados de la inferencia se muestran en
la primera fila del Cuadro 5.3 mientras que en la segunda fila son los resultados del experimento
Planck [1].

De los resultados que hemos obtenido del ajuste, encontramos que los valores de los pardme-
tros son casi iguales a los inferidos por Planck 2018, las pequefias diferencias estin practicamen-
te en los errores. Entonces lo que debemos hacer para mejorar nuestro resultado, es incrementar
los pasos de las cadenas para explorar mejor el espacio de los parametros, pero debido a que pa-
ra esto se necesita mucho tiempo de computo, preferimos realizar un ajuste de manera completa
(con mas pasos) para el modelo de nuestro interés. En la Figura 5.5 mostramos los intervalos de
confianza que hemos obtenido de los pardmetros que son de nuestro interés. Los pardmetros que
no son de nuestro interés los hemos omitido, esto es con la idea de apreciar mejor los contornos
de los parametros que nos interesan.

5.7. Conclusion

La inferencia es la determinacion de los parametros libres de algiin modelo usando los datos
observados. Hemos explicado que el teorema de Bayes es lo que nos permite realizar la inferen-
cia, aunque debido a que normalmente el niimero de pardmetros libres es mayor a dos y ademads

3P4gina para decargar el programa: https:/lesgourg.github.io/class__ public/class.html
“P4gina para descargar el programa: https://github.com/baudren/montepython_public
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Figura 5.5: Intervalos de confianza del ajuste realizado del modelo ACDM.
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debido a la complejidad del problema, para mayor eficiencia es necesario recurrir a técnicas
computacionales sofisticadas, tales como las Cadenas de Markov de Monte Carlo (MCMC).
Por otro lado, hemos descrito varios tipos de observaciones cosmoldgicas, y hemos dado cuenta
de que cada tipo de observacion es todo un campo de estudio, sin embargo, podemos usar los
datos que reportan los distintos experimentos, los cuales ya estdn en su forma adecuada para
realizar las inferencias de los parametros libres de los modelos cosmoldgicos. El pequeio ejer-
cicio que realizamos es para calibrar nuestras herramientas, con la finalidad de realizar el ajuste
de modelos de interaccion.



Capitulo 6

Teoria de perturbaciones de modelos
interactuantes

6.1. Ecuaciones perturbadas a orden lineal de modelos inter-
actuantes entre sectores oscuros

En el capitulo 3 discutimos un modelo del universo compuesto de materia oscura y energia
oscura, en donde la materia oscura se model6 como polvo y la energia oscura como un campo
escalar con potencial exponencial, las cuales intercambian energia entre ellas, es decir, existe
una interaccion distinta a la gravitacional entre estas dos componentes. Recordemos también
que nuestro estudio se realizé solamente a nivel del fondo cosmoldgico, aplicando las herra-
mientas de la teoria de los sistemas dindmicos para estudiar el comportamiento del modelo. En
esta ultima parte del trabajo vamos a discutir con mds detalle los modelos interactuantes tanto
a nivel del fondo como a nivel de las perturbaciones cosmolégicas. Tal y como se hizo en el
capitulo 3, la interaccidn solo sera entre la materia oscura y la energia oscura, esta interaccion
se implementa modificando las ecuaciones de la conservacion local de la energia-momento de
estas componentes. Para proceder con nuestro estudio, vamos a partir de las siguientes ecuacio-
nes @)

VTl =2, ©1)
donde A = c¢ para la materia oscura, A = x para la energia oscura y Q\(,A) es el término de inter-
accion (cuadrivector de la transferencia de energia-momento). Para que se siga cumpliendo la
ecuacion de conservacion local del tensor de energia-momento total! la siguiente igualdad debe
ser impuesta

Vil = Va (Tl + T, ) =01 = 01 =0, 6.2)

'Por el momento vamos a ignorar los tensores de energia-momento de los bariones y la radiacién.

89
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observemos que tenemos la siguiente restriccion

0 +0o% —o. 6.3)

Abhora, realizando perturbaciones de la ecuacion (6.1) (usando Q,, = Q,, +00,,), podemos iden-
tificar la siguiente ecuacion que corresponde al fondo cosmoldgico

3, "

(A>v+foT(> ~1, T — oW, (6.4)

y para el orden lineal determinamos que tiene la siguiente expresion

Iy <6T“ ) + fof’T&)v + SFZxT(ﬁ)v — %874,

(A b — T, =80l 6.5)

Las dos ecuaciones anteriores son las que vamos a estudiar en este ultimo capitulo, aunque
vamos a cambiar a otra notacion mas adelante, vamos a empezar con las manipulaciones alge-
braicas usando las coordenadas del tiempo cosmoldgico ¢ y coordenadas espaciales cartesianas.
Las siguientes cantidades serdn utiles en las siguientes secciones. Primeramente recordemos
que la métrica estd dada por

8uv = g_,uv + h,uw (6.6)

donde A,y es la parte perturbada de la métrica definida en (4.26). Las componentes de la métrica
y de los simbolos de Christoffel distintos de cero de la métrica de fondo son los siguientes

go=-1, 2i=0, gj=a; 0; =Th="8} 'y Y, = aad;;. (6.7)

6.2. Las ecuaciones a nivel del fondo cosmologico

A nivel del fondo vamos a modelar la materia oscura y la energia oscura como fluidos con
sus respectivas ecuaciones de estado. De la ecuacion (6.4) cuando v = 0 obtenemos la ecuacion
de conservacion de la energia modificada (ahora no se conserva para cada componente) dada de
la siguiente forma

—3,pa—3H (pa+P1) = 0% = 0, (6.8)

donde hemos definido Q_,(A) = Q4. Usando la ecuacién de estado dada por Py = 0P, la ecua-
cidén (6.8) puede ser escrita de la siguiente manera

i} _ o i} _
—9:pa—3Hpa (1 ot 3H()A) — —3,pa— 3Hpa (1 + mf;‘ff) ~0, 6.9)
donde
O = 04+ 2 (6.10)

3Hp,'
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m‘:ff es conocido como el pardmetro de la ecuacion de estado efectivo o también se le llama
indistintamente, pardmetro de la ecuacion de estado. Aqui vamos a modelar la materia oscura
como polvo P. ~ 0 y la energfa oscura como un fluido con una ecuacién de estado ®, que
depende del factor de escala, entonces las respectivas ecuaciones de cada componente estin
dadas por las siguientes expresiones

i} _ 0
9P+ 3Hpe 1+ ) =0, donde at = TR (6.11)
0:px+3Hp,; |1+, ,r) =0, donde @, = L_ 6.12
Px Px W, rr | =0, donde W, = O — 3Hp,’ (6.12)
en las ecuaciones anteriores hemos usado las definiciones Q¢ = —Q* = Q. De (6.11) y (6.12)

observamos que cuando Q > 0 la densidad de la materia oscura decae en la densidad de la
energia oscura, y la época de igualdad entre la materia oscura y la radiacion ocurre a tiempos
mas tempranos que en el caso sin interaccion. También la energia oscura afecta con mayor
aceleracion que en el caso sin interaccion, de hecho, aunque ®, es ligeramente mayor que —1
la interaccién hace que se comporte como energia oscura tipo fantasma (@) < —D. Cuando
0 < 0 la densidad de la energia oscura decae en la densidad de la materia oscura, la época de la
igualdad entre la energia oscura y la materia oscura ocurre después (comparado con el caso sin
interaccion), y la energia oscura tiene un efecto menos acelerante.

Como habiamos mencionado anteriormente, la forma funcional del término de interaccion
hay que proponerla, ya que no podemos obtenerla de primeros principios. A primera vista, cuan-
do estudiamos modelos que corresponden solamente al fondo cosmolégico, podemos proponer
cualquier funcion siempre y cuando se satisfaga la ecuacion de conservacion de la energia total,
y justamente eso se ha realizado en varios trabajos, se han propuesto distintas formas funcio-
nales de interaccién Q. La Tabla 14 del trabajo de Sebastian et. al. [22] retine algunas formas
de la interaccién Q (en funcién de las densidades de energia de la materia oscura y la energia
oscura) para el caso que estamos describiendo, es decir, modelos de materia oscura y energia
oscura como fluidos interactuantes.

Entonces, una vez que tenemos la forma funcional de la interaccién Q las ecuaciones del
fondo quedan determinadas, ya sea para realizar estudios usando las herramientas de los siste-
mas dinamicos o bién realizar los ajustes de los modelos para determinar los pardmetros libres
y mediante una técnica llamada seleccion de modelos se determina cudl de los modelos es el
que mejor ajusta a las observaciones. Sin embargo, como mencionan en [71] a nivel de pertur-
baciones surgen dos aspectos importantes que deben ser estudiados con cuidado.

El primer aspecto es que debemos tener una forma covariante de la interaccion Qy, tal que se
reduzca al intercambio de energia Q en el fondo y no exista intercambio de momento entre la
materia oscura y la energia oscura. De aqui que un detalle sobre los trabajos previos realizados,
es que dada la interaccién Q de fondo no siempre es fécil determinar cuél es la correspondiente
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forma covariante, y por esa razén no se pueden calcular las cantidades perturbadas [71].

El segundo aspecto es que se debe estudiar la estabilidad de las cantidades perturbadas, en nues-
tro caso debemos de estudiar la estabilidad de la densidad de la energia oscura. Por otro lado,
para que el modelo sea estable, la velocidad del sonido debe ser mayor a cero (c2, > 0). Esto
significa que se pueden descartar algunas formas de interaccién simplemente revisando si pro-
ducen perturbaciones inestables.

6.3. Perturbaciones lineales de las ecuaciones de los modelos
interactuantes

En esta parte vamos a estudiar las ecuaciones lineales que surgen de los modelos interac-
tuantes que estamos estudiando, para esto, notemos que en el libro de texto [47] se escriben las
ecuaciones en funcion del tiempo césmico ¢, pero ahora vamos a usar el tiempo conforme 7.
Antes, aclaramos que uno de los detalles o complejidades al momento de comparar ecuaciones
cuando estamos estudiando teoria de perturbaciones en cosmologia, es que algunos autores usan
coordenadas de tiempo cosmico, otros usan coordenadas de tiempo conforme T, otros expresan
las ecuaciones usando la variable “temporal” N = Ina, y entonces hay que realizar las corres-
pondientes transformaciones para poder comparar las ecuaciones de interés. También puede
suceder que la descomposicion de la métrica se realice de manera distinta y la definicién de la
descomposicion del tensor de energia-momento sea diferente a como lo venimos manejando.
Una vez dicho esto, ahora vamos a seguir la notacion del articulo de Chung Pei Ma y Edmund
Bertschinger [72], en concreto, vamos a estudiar las ecuaciones perturbadas a primer orden en
la norma sincrona, y ademdas vamos a usar el tiempo conforme 7T el cual se relaciona con el
tiempo coésmico mediante la siguiente ecuacion

1
dt = —dt. (6.13)
a
Recordemos que la manera en como estamos introduciendo la interaccion no modifica las

ecuaciones de Einstein. De la referencia [72], la métrica perturbada a primer orden en la norma
sincrona estd dada por la siguiente ecuacion

ds* = a*(v) [—dr* + (8;; + hij)dx'dx’] (6.14)

donde h;; = £8;h+ hi; = 18ijh+ (0:0; — 18;jV*)u, u es una funcién escalar y k = kk. En el
espacio de Fourier la cantidad h;; se escribe de la siguiente manera

8,']')6T](l_c,l‘) . (6.15)
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Usando las siguientes definiciones

_ A 1 .
(p + ) lkjST(tot)]’ (p +P)G = _(kikj B gsij)zl(tot) y Zl(tot) = T(lot) Sl (tot)k’
(6.16)
de las ecuaciones de Einstein perturbadas a primer orden en la norma sincrona y en el espacio
de Fourier obtenemos las siguientes ecuaciones escalares

1
k2n—§%h’ — 4nGaSTY, (6.17)
v’ = 4nGa*(p+P)e, (6.18)
/
h”+2%h/—2k2n —  —8nGa*ST", (6.19)
/
W60 +2% (W +6n) -2k = —24nGd*(p + P)o, (6.20)
a
donde
d o _ _ - _ _
- = ZT“ , P+P)O=Y(pi+P)0; y (p+P)o=Y (pi+F)oi. (621

i i

Las ecuaciones de Friedmann para un universo plano escritas en coordenadas del tiempo
conforme, tienen las siguientes expresiones

8na’G _
H? = 3 Por (6.22)
4na G
-7'[/ = 3 (ptot +Ptot) (623)

donde

Para deducir las ecuaciones de nuestro interés, vamos a matener la etiqueta A en ellas. En-
tonces las ecuaciones que corresponden al fondo cosmolégico para el fluido A expresado en
términos del tiempo conforme T quedan expresads como

o

Py +3H(1+ 0 )pa=0 donde mAff:coﬁ%, (6.24)

yoM =09 = oW =g

Ahora veamos las ecuaciones perturbadas a primer orden. Escribiendo en componentes la
ecuacion (6.5), primeramente veamos cuando vV = 7. Recordando que el lado izquierdo de es-
ta ecuacion ya lo habiamos calculado en el capitulo 4, de hecho este término estd dado por
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la ecuacion (4.59); ahora la diferencia en nuestras ecuaciones es que tenemos un término de
interaccién en el lado derecho

0,8T(y), +0:8T ), + 335T(tA)z - ZST(lA)i - (pA2:2PA> (hii - 2ghii> — 30\ (6.25)
Aqui tenemos que considerar el siguiente detalle, notemos que las componentes ij de la
métrica dada por la ecuacion (6.14) tiene la siguiente forma g;; = g;; + a*h; ;i (por el momento
vamos a diferenciar esta métrica con la ~ ), pero la ecuacion (6.25) proviene de la métrica dada
en el capitulo 5, la cual esta dada por g;; = g;; + h;;, al comparar ambas métricas observamos
que h;; = a*h;;. Entonces el siguiente término se reduce a la relacién

hii — 291’155 = azhij, (6.26)
a
por lo que la ecuacion (6.25) en términos de la métrica dada por (6.14) queda expresada como
~ a g Pa+Py) z (A)
98T (y), + 0BT (y), +3 8T(y), — 8Ty, — (T) hii = 80, (6.27)

La ecuacion anterior estd escrita en coordenadas del tiempo cdésmico ¢; debido a que ahora
estamos usando el tiempo conforme 7T, de las reglas de la transformacion de tensores y vectores,

. . . . . : T s
tenemos las siguientes relaciones para realizar el cambio al tiempo conforme ST( A = ST( A

ST(’A) .= a_IST(’A)T y 5Qt(A) = a_ISQgA). Con esto la ecuacion (6.27) escrita en coordenadas de
tiempo conforme y quitando la tilde sobre 4;; queda expresada como

a a i a/ i 0 p A
(o) g (o) 2%t o 5P, a0 o

Ahora, escribiendo la ecuacién (6.28) en el espacio de Fourier (usando las cantidades definidas
en [72]) necesitamos realizar las siguientes transformaciones

_ 0 . .
hi(%%) = (k%) == [BT(’A)T()E, r)] = kST, (K, 7), (6.29)

8Ty = —8pa, 8Ty = —Pa(l+0a)vay, T[4, =38Ps y ik'via); =64,  (6.30)

y lo que obtenemos es la siguiente ecuacion

/ (A)
Oy _ 807 (14 w,) (eA +1h’) 394 395PA (Sﬁ> , (63D
Pa Pa 2 Pa Pa \Opa

remarcamos que las cantidades que aparecen en (6.31) ahora estdn en funcion de las coordena-
das (7,k).
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Continuando con la derivacion de las ecuaciones que nos interesan, necesitamos escribirlas
en términos de la funcién llamada contraste de densidad 4 el cual esta definido como

8p A
Pa

oy = (6.32)

Notemos que la derivada del contraste de densidad esta expresada por la siguiente relacion

/
o4 (E’ﬂ) 4 5,P4 (6.33)
Pa PA pa’

luego, usando la siguiente ecuacién que corresponde al fondo cosmoldgico

o, oW

— —3H(1+ o 6.34
5 5 ( A), (6.34)

la derivada del contraste de densidad queda expresada como

‘(A)

8/
A PA PA

= 4 3HI, +3HI 4. (6.35)

Ahora sustituyendo la relacién (6.31) en la igualdad (6.35) obtenemos la siguiente ecuacion
para el fluido A

soW 1 5Py
§=—%" _(1+q (e +—h/>—35{8 ( )
4 Pa ( 4) | O 2 4 dpa

0r

Pa

(6.36)

Aun necesitamos manipular un poco nuestra ecuacion para expresarla en la forma deseada,
veamos que la velocidad del sonido para el fluido A (con una ecuacion de estado barotrépica)
en el marco de referencia en reposo (rf) se define como

oP.
2y = (8—A> (6.37)
pA rf
también se define la velocidad del sonido adiabatica como
P’ 0
2 =P, SaPa (6.38)
PA PA

Es posible expresar la perturbacion de la presion 0P en términos de las velocidades c?A y

, 0
8Px = c3a8pa— (54 —cia) Ph 3 (639)
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luego, usando la ecuacion (6.24) en la ecuacion (6.39), tenemos

5(A4) /

Q7’04 HOPA @/, 04
1 _Aa

BpA 'k2 +3 8p k2 ( SA O‘)A) ( +0‘)A) + 8Ak2 )

ademds, introduciendo la ecuacién (6.40) en (6.36) finalmente llegamos a la siguiente ecuacion
para el contraste de densidad del fluido A

5(4) (A)
r _Q‘c 30y HOy , » B B B l ,
6A = Pa [ Q_ﬁ(cA) +3 2 (CSA (DA) oA (1 -|—O)A) 04 + 2h

—35‘[(C?A—O)l) {51-}-35‘[(1-1-0)1)22} 3H®

Sp, O + (c24 — a) (6.40)

/eA

W5 (6.41)

La ecuacion (6.41) es una de las ecuaciones que aparecen en los trabajos previos en donde in-
troducen una interaccion tal y como lo estamos haciendo.

Ahora, para encontrar la ecuacion para la velocidad debemos hacer v = j en (6.5). Entonces
partiendo de la ecuacién (4.61) pero ahora con el término de interaccién tenemos

; a o o= (1 a A
atST(’A) j+8i8T(A) j+258T(i4) j—aaST(’A)l — (Pa+Pa) (Ea,-h,, —ahj,> — Q§, ) (6.42)

Escribiendo la relaciéon (6.42) en coordenadas de tiempo conforme y ademds, debido a que en
la norma sincrona las componentes de la métrica h¢; y hqj son cero, la ecuacion se reduce a la
siguiente expresion

/
4“—8T(g).+aT8T( L+ 8Ty = 80 (6.43)

luego, usando las cantidades ST(T) = pa(l+ O)A)V(A)j y ai(ST(’A)I.) = ikJ-ST(’A)J. (en este
momento estamos pasando al espacio de Fourier) lo que resulta es '

/

4% (Pa(1+0a)vay) + 3 (Pa(l +@a)via),) +ikidT) ; = 50 (6.44)

siguiendo con nuestra manipulacién, multiplicamos por ik/ la ecuacion (6.44), y ademas usando
las cantidades k;k/ ST(’A)]. = k?8Py —k>(ps +Py)o4 y como 0, = ik/ V(4); Obtenemos

2isnA)
Py, o , k>8P, 5 ik'8Q;
4= Py Ay 20 L Poy=— (6.45)
14+ my A pA(l-l—O)A) 4 pA(l-i-(DA)
por el momento vamos a mantener la expresién ik/ 5Q§-A) y mas adelante vamos a discutir este
término. Usando ?)IZ‘ = (81) A) OpyH =% " en la ecuacién (6.45), tenemos

i3\ o K28, (OP
o = %% g, Pag,  _©h g A < A) 126y, (6.46)

Pa(l+ ) Pa 1+o4 " 1+ \pa
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luego usando (6.40) y (6.24) en la igualdad (6.46), finalmente obtenemos la ecuacion deseada

0, = ikjSQg'A) 0 2 040 B8, (A 04)06,
= — HOs(1 —3c,) + — =
Pa(l+my) Pa (1+wa) Pa(l+my)

Las ecuaciones que nos interesan son la (6.41) y la (6.47). Ambas ecuaciones vemos que

—k’G4. (6.47)

. . . ~(A A
estan expresadas, entre otras cantidades, en funcion de Qg ) y SQg ); recordemos que estas can-
tidades corresponden al cuadrivector de interaccion.

Por otro lado, recordemos también que las ecuaciones (6.4) y (6.5) se encontraron al escribir
la interaccion como Q’E’ 4= Q_"g A) + SQ"Z A)° Sin embargo, siguiendo [71], un cuadrivector general

Q" se puede escribir como una parte paralela y otra parte perpendicular a la velocidad total u*,
quedando expresado como

— u H
Q‘('A) = Qpu +F(A), (6.48)
donde Q4 = Q4 + 80, u¥ = a~'(1,0'v) (en la norma sincrona) y u'F, = 0. Observemos que
Q4 es la transferencia de la energia y F(’:\) es la transferencia de momento. La parte de la trans-
ferencia del momento podemos expresarla como F&) =a'(0,9'f4), donde f4 es llamado el

potencial de transferencia del momento. Por lo tanto, la descomposicién de la interaccion que-
da expresada como

Oy = (0a+80a)u +a ' (0,0'fa), (6.49)

en componentes tenemos las siguientes cantidades
Qfyy=a '0a+a 1804, (6.50)
Q{A) —=a '/ (vOa+ fa). (6.51)

. . (A . .
Podemos obtener las componentes covariantes de la interaccion Qf, )a partir de la definicion de

Q’(J 4) COmo

01" = Q) = (@ +hu)(Qly) +3CLy) = GOy + 8ndQYy) Tl (652

en componentes obtenemos las siguientes ecuaciones

O = —a(0a+803), O =ad;(fa+v0a). (6.53)
Notemos que de las ecuaciones (6.53) obtenemos las siguientes cantidades: QﬁA) = —aQy,

SQgA) =—ad04, 0j =0y 8Q5~A) = QE-A) = ad;(fa+vQa), las cuales estan en funcién de las
coordenadas (T,x'), sin embargo necesitamos escribirlos en el espacio de Fourier. La compo-
nente con la que hay que tener cuidado es con la parte espacial de la interaccion Q(].A), ya que

debemos notar que SQE-A) (k,t) = ik;(fa +vQa)a, luego multiplicando por ik’ obtenemos

ikj8Q§.A) = iklikja(fa + Qav) = —ak*(fa+ Qav) = —ak® f4 — ak*Qav, (6.54)
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tal y como se realiza en [73]. Suponiendo que la transferencia del potencial del momento es cero
en el marco en reposo de la materia oscura, tenemos la siguiente relacion K> fa= QA(G —0.).
Por otro lado, en la norma sincrona el volumen escalar de expansion del fluido total estd dado
por © = —k”v, entonces tenemos la ecuacién

ik/80%) = —a 04 (8 —6.) + a8 = a46.. (6.55)

Introduciendo la descomposicion de la interaccion que estamos usando en las ecuaciones
(6.41) y (6.47) finalmente obtenemos las siguientes ecuaciones que son de nuestro interés

§, = —“5/* {85:‘ }ZSA(ciA—o)A)—SA]—(lnL(oA) <9A+%h')
—3H(c2 4 —wy) [8A+3}[(1+0)A)22] 3H® gig, (6.56)
y
, ’ cia ’ aQs [0c—(c2,+1)64 )
O = —HOA(1=3c]4) + 17K+ [ Tt — ko4, (6.57)

Como es de esperarse, cuando hacemos cero todos los términos de interaccion recuperamos las
correspondientes ecuaciones que aparencen en la referencia [72].

Por lo tanto, el conjunto de ecuaciones que describe el modelo que estamos estudiando esta
dado por las siguientes cuatro ecuaciones

W 0,
ro_ L 2 /
8, = —(1+wy) (ex+2) 3H (2 — ) [8x+3}[(1+mx)k2} —3Hw sz
aQ [80 0,
5 {E—SX—FB}[(CEX—O)X)ﬁ], (6.58)
2 _
0 = —H(1-3c2)0+ k26 a0 {9 (Hcsx)e], (6.59)
1+ Px 14+ o,
SQ
3 = —(ec+—>+“Q<6 - ) 6.60
2)  Pe 0 (60
0. = —o.. (6.61)

donde el subindice c etiqueta las ecuaciones para la materia oscura y x para la energia oscura,
este conjunto de ecuaciones son exactamente las mismas que aparecen en el trabajo realizado
en la referencia [73].
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Al igual que los modelos cosmoldgicos sin interaccion, los modelos interactuantes pueden
producir perturbaciones inestables. La cantidad d llamada factor doom es la que determina la
estabilidad de los modelos interactuantes. Este factor estd definido como

—aQ

si d < 0 el modelo es estable [74].

Este es el dltimo capitulo de la tesis, hemos descrito con mas detalle las ecuaciones de los
modelos interactuantes tanto a nivel del fondo como a nivel de perturbaciones a primer orden. A
estas alturas, podemos proponer algin modelo de energia oscura (modelado como un fluido) y
un término de interaccion, el cual debe ser un cuadrivector, y estudiar las consecuencias fisicas.
Sin embargo, estos estudios lo vamos a realizar en trabajos posteriores.



Capitulo 7

Conclusion

Aunque hemos escrito las conclusiones al final de cada capitulo, todavia hace falta hacer al-
gunos comentarios finales. La cosmologia se encuentra en una época avanzada en el sentido de
que ahora tenemos un modelo que concuerda muy bien con los datos observados. Los distintos
experimento que realizan las observaciones son todo un campo de estudio especializado. Tam-
bién, hemos visto que el modelo estdndar llamado ACDM tiene varios problemas, entre ellos
estan la naturaleza de la materia oscura y la energia oscura, el problema de la coincidencia, el
problema de la tension de la constante de Hubble Hj, etc. Estos problemas implican dos as-
pectos interesantes: el primero es que es desalentador no tener un modelo definitivo de nuestro
universo, pero por el otro lado, estos problemas mantienen a la cosmologia como un campo de
estudio activo.

Esta rama de la fisica llamada cosmologia se divide en dos categorias, la primera es el
estudio del universo homogéneo e isotropico descrito por la métrica (FRLW). Sus distintas
componentes son modeladas por tensores de energia-momento que estin de acuerdo con las
simetrias de homogeneidad e isotropia espacial. A nivel del fondo cosmolégico, las ecuaciones
de Friedmann describen la evolucion de las densidades del universo y a partir de estas se pue-
de calcular la edad del universo. Como hemos visto en el capitulo 3, mediante la teoria de los
sistemas dindmicos podemos obtener informacion muy valiosa de los modelos cosmoldgicos.
El comportamiento de los puntos criticos permite descartar los modelos que no cumplen con
las condiciones que deben satisfacer para ser viables para nuestro universo. En nuestro estu-
dio del modelo propuesto, hemos introducido una interaccién no gravitacional entre la materia
oscura y un campo escalar quintaesencia con un potencial de autointeraccién exponencial. La
interaccién que hemos estudiado estd dada por la funcion Q = —(ap,, + BpPe), la cual hemos

opm+Bo?
1—a+p

encontramos en nuestro estudio es que el modelo tiene una separatriz cunando X =0e Y # 1,
esto desconecta causalmente al espacio de pardmetros en dos regiones. L.os puntos criticos que
hemos obtenido se pueden comportar como puntos sillas, inestables, estables, espirales inesta-
bles, espirales estables y centros, esto depende del valor especifico de los pardmetros ot y 3. Un

mostrado que es equivalente a la interaccion Q = 3H [ } Uno de los resultados que
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aspecto muy importante es que la mayoria de los puntos criticos son de tipo escalantes (scaling
critical points), ya que, como hemos explicado anteriormente, esta es una de las condiciones de
la propuesta para resolver el problema de la coincidencia cosmoldgica mediante la introduccion
de una interaccion distinta a la gravitacional entre el sector oscuro. También hemos encontrado
que el modelo estudiado tiene los puntos criticos necesarios para ser considerado viable para
nuestro universo, ya que tenemos puntos criticos en el pasado que se comportan como puntos
silla dominados por materia y puntos criticos estables en el futuro dominados por energia oscura
y, que ademads son acelerados. Aclaramos que con este método no podemos determinar el valor
exacto de los pardmetros del modelo, lo que tenemos es el comportamiento del sistema para un
rango de valores de los pardmetros, pero, podemos usar los datos del fondo cosmolégico para
realizar una inferencia Bayesiana y determinar los paramétros libres que tienen mayor probabi-
lidad de ser ciertos.

El segundo aspecto en el estudio de la cosmologia es la aplicacién de la teoria de per-
turbaciones. Actualmente, se han llevado a cabo amplias investigaciones realizando pequeas
perturbaciones a la métrica de fondo, con lo cual se han podido entender muchos aspectos de
nuestro universo, tales como el crecimiento de las estructuras, la radiacion césmica del fondo de
microondas, etc. Una propiedad muy interesante cuando se estudia la teoria de perturbaciones
es que, debido a la covarianza de las ecuaciones de Einstein, tenemos las llamadas transforma-
ciones de norma, que como hemos mencionado, al principio es un poco confuso tratar estos
aspectos, pero que al final simplifican las ecuaciones, ya que podemos escribirlas en alguna
norma en donde sean mds simples o mds faciles de manipular.

En el capitulo previo a esta conclusion general, hemos determinado las correspondientes
ecuaciones tanto a nivel del fondo como a nivel de las perturbaciones lineales para modelos en
donde existe una interaccion, ademads de la gravitacional, entre la materia oscura y la energia
oscura, ambas componentes consideradas como fluidos. Hemos mencionado que a nivel del
fondo se han propuesto varias formas funcionales de la interaccién Q sin ocuparse de la forma
covariante, en donde han realizado estudios usando las herramientas de la teoria de sistemas
dindmicos con el objetivo de conocer el comportamiento de los puntos criticos de los mode-
los [22] tal y como lo hicimos en el capitulo 3. Pero también existen trabajos en donde han
realizado inferencias Bayesianas usando distintas observaciones cosmoldgicas para determinar
los parametros que mejor ajustan a los modelos cosmoldgicos estudiados [75], [76], [77], [78],
etc. Por otro lado, hemos visto que cuando se estudian las ecuaciones perturbadas, alli apare-
ce un detalle importante sobre la forma funcional de la interaccién, ya que debe satisfacer la
condicién de que a nivel del fondo no debe existir intercambio de momento. Finalmente, con
las herramientas de la inferencia Bayesiana (tema del capitulo 5) y las ecuaciones que hemos
descrito en el capitulo 6, ahora podemos plantear una forma covariante de la interaccion QF(,A) y
luego confrontarla con los datos observados, por supuesto, antes debemos de revisar que pase
la prueba de estabilidad (calcular el factor "doom” para el modelo estudiado). Por lo tanto, este
trabajo establece las bases para realizar trabajos posteriores sobre el estudio de nuevos modelos
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y la realizacion de las correspondientes inferencias cosmoldgicas Bayesianas.



Apéndice A
Regiones de existencia

En este apéndice reportamos las regiones de existencia de los puntos criticos de distintos
casos de nuestro estudio de modelos interactuantes en el capitulo 3, aqui el simbolo [ denota
la unién y () denota la interseccién de conjuntos:

Region 1
1 6
<0§|3<§ HS1(B)<7MS\/1_—I32>U
(0=p<3 N A=),
Regién 2
(-1<B<o N r>0)U
(o<[3§% N AZMB))U
1 6
(§<B<1 172 1_52)7
donde

S

\/3+9B+6[32+ B(1+B)?
1= .

1+ (A1
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Regioén 3:
9 —6A% + A4
V3<A<ve N 0<g< =% A

12A2
(\/5<k< V3+2v3 N

6— \/ 54+45x2— 1205 1 A6 9— 6x2+x4>

_C T
fiseneiins 0 -7
Region 4:
(0<r<v3 ) —1<t=0)|
(k:\/g N —1<Z;<O)U
V3<A</342vV3 () —1< 2= ?;‘;jﬁ)
U<k>\/3+2\/§ N

6— A2 N V—54 14502 — 12x4+x6)

_ <
I<b=—3 3x

9 —6A% + 2%
(\/_<x<\/3+2fﬂc 127; )
Region 5:

(n=0 N Am) <A< )
U(n>1 N 2> f3(n )

donde

3—12n+12n2 464/ —M+512 —8n3 +-4n*
f3(n)=\/ N+ 1207 +6y/-n +5n? - $nt 't (A2)

1 —4n +4n?2

34121 —27m2 —3V8
fz(n>=\/ o (A3)
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y 8 =1-8n+30n%—72n°+8In*, ademis (1 —21n) #0.

Region 6:

(n<o N a>pm)UMm=0 N r=rm)
U[ﬂzo N (0<k<\/§ U x>\f3)}

n>1 [ Am<r<pm)U
n>1 ) A=pm). (A4)

(
(
((nl N f<k<\/\f7+1>
(



Apéndice B
Datos de Planck

Bésicamente, hemos descargado dos archivos del experimento Planck en el siguiente enlace
http://pla.esac.esa.int/pla/#cosmology, estos archivos son COM _likelihood _Data_baseline.R3.00.tar.gz
y COM _Likelihood Code —v3.0_R3.01.tar.gz. El primer archivo son los “likelihoods” que va-
mos a usar y el segundo es el cddigo de Planck el cual nos perminte usar los “’likelihood” debido
a que estdn escritos en .clik

Al descomprimir los archivos obtenemos carpetas de nombre code y baseline, lo mejor es
ponerlos ambos en una carpeta (en mi caso la carpeta se llama planck). Ahora bien, hay que ins-
tallar el c6digo de planck. Para esto, desde la términal nos dirigimos a planck/code/plc_3.0/plc-
3.01 !, luego tecleamos ./waf configure y a continuacién nos va a indicar si tenemos instala-
dos los programas necesarios, si es el caso pocedemos a la installacién tecleando ./waf ins-
tall 2, luego cargamos la fuente de los “likelihoods”, desde donde estamos tecleando source
bin/clik_profile.sh y listo! En caso contrario, hay que instalar los programas que no tenemos y
repertir el proceso desde ./waf configure

Luego debemos asegurarnos que tenemos el camino correcto:
path[’clik’] = root+’/planck/code/plc_3.0/plc-3.01/° en el archivo default.conf de montepyt-
hon3, ademas poner al final de .bashrc la linea:
source /home/patro/MontePyClass/planck/code/plc_3.0/plc-3.01/bin/clik_profile.sh
Finalmente, para probar si todo estd en orden, nos dirigimos a nuestro programa montepython3
y corremos base2018TTTEEE.param de la siguiente manera:
python montepython/MontePython.py -p input/base2018TTTEEE.param -o chains/PlanckPatrol
-N 100

"En mi caso el camino completo es: /home/patro/MontePyClass/planck/code/plc/_3.0/plc-3.01
2Hay que instalar waf descargando en https://waf.io y también debemos tener instalado cfitsio.
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