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Resumen

En este trabajo se presenta una triangulación de la categoŕıa homotópica
de los A∞-módulos. Esto se logra mediante una equivalencia de categoŕıas
que va de los A∞-módulos a los comódulos inducidos diferenciales sobre la
coálgebra tensorial asociada a A[1]. El procedimiento para llegar a dicha
equivalencia es constructivo y aqúı mostramos paso a paso como hacerlo.

El funtor que testifica la equivalencia resulta respetar las definiciones de
homotoṕıa en ambas categoŕıas. Aśı, como la subcategoŕıa de comódulos in-
ducidos módulo homotoṕıa, denotada como TA[1]-Ind, resulta triangulada,
podemos pasar la triangulación a los A∞-módulos módulo homotoṕıa. Parte
del estudio en esta tesis incluye el mostrar como es que TA[1]-Ind es trian-
gulada, aśı como dar los preliminares necesarios para entrar en contexto y
familiarizarse con los objetos tratados.

Palabras clave: A∞-módulos, homotoṕıa, triangulación, TA[1]-comódulos,
inducidos.
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Abstract

In this work, we present a triangulation for the homotopy category of
the A∞-modules. We achieve that commitment through an equivalence of
categories that goes from A∞-modules to the differential induced comodules
over the tensor coalgebra associate to A[1]. The procedure to get to said
equivalence is a constructive one. Here, we are going to show how to get it
step by step.

The functor that testifies the above equivalence respects the definitions of
homotopy in both categories. So, since the subcategory of induced comodules
modulus homotopy, which is denoted by TA[1]-Ind, is triangulated, we can
pass that triangulation to the A∞-modules modulus homotopy. Part of our
study in this thesis involves showing how TA[1]-Ind is triangulated, as well as
introducing preliminary notions to understand the context and get familiar
with the objects we will be using.
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Introducción

La noción de A∞-álgebras fue introducida por primera vez por J. Stasheff,
ésta surge como una herramienta para el estudio de ciertos espacios topológi-
cos llamados “group-like”. Con el paso del tiempo el estudio de estas álgebras
fue avanzando y, como ocurre en matemáticas, esta noción fue abstraida en
una definición más general, surgiendo además, la idea de A∞-módulos. En
el año de 1999, durante una serie de conferencias, Bernhard Keller mostró
su investigación en torno a estos objetos. En su trabajo [4], Keller muestra
cómo dar una triangulación para la categoŕıa derivada de los A∞-módulos.
Nuestro objetivo principal en esta tesis es mostrar de manera detallada cómo
se llega a dicha triangulación.

En el caṕıtulo 1 introducimos la definición de A∞-módulos y mostramos
cómo es que A-Mod∞ es una categoŕıa. El caṕıtulo 2 está dedicado a estu-
diar los C-comódulos diferenciales. Mediante una construcción conocida se
triangula la categoŕıa de estos comódulos diferenciales módulo los morfismos
que se factorizan a través de proyectivos. Todas las definiciones necesarias
para entender esta triangulación se dan a lo largo del caṕıtulo. Por último,
en este caṕıtulo se muestra que la subcategoŕıa de comódulos inducidos es
una subcategoŕıa triangulada. Finalmente, a lo largo de los caṕıtulos 3 y
4 llegamos a uno de los resultados primordiales de esta tesis, mostrar una
equivalencia entre los comódulos inducidos sobre la coálgebra tensorial TA[1]
y los A∞-módulos. Esta equivalencia es la clave para probar que en efecto
la categoŕıa homotópica de los A∞-módulos (que en este caso resulta ser la
misma que la categoŕıa derivada [4, pag. 16]) es triangulada, llegando aśı a
nuestro objetivo.

Cabe mencionar que esta tesis está basada en [2] y surge como resultado
del seminario llevado a cabo por el profesor Raymundo Bautista y el profe-
sor Leonardo Salmerón durante el semestre Enero-Junio del año 2018 en el
Centro de Ciencias Matemáticas de la UNAM.
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Caṕıtulo 1

A∞-álgebras

En este caṕıtulo introduciremos la noción de A∞-álgebra A y la categoŕıa
A-Mod∞, nos enfocaremos en conocerla a grandes rasgos y familiarizarnos
con los términos que estaremos manejando.

1.1. Álgebras y módulos

Para fines prácticos, a partir de aqúı K denotará un campo.

Definición 1.1. Un espacio vectorial A sobre K, dotado de dos funciones
lineales

% : A⊗ A→ A y ∆ : K → A

se llama álgebra si cumple:

La regla de asociatividad % ◦ (% ⊗ idA) = % ◦ (idA ⊗ %). Es decir, el
siguiente diagrama conmuta

A⊗ A⊗ A
%⊗idA

��

idA⊗% // A⊗ A
%

��
A⊗ A %

// A.

La propiedad de la unidad % ◦ (∆⊗ idA) = µl y % ◦ (idA ⊗∆) = µr. En
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otras palabras, este diagrama conmuta

K ⊗ A∆⊗idA//

µl
%%

A⊗ A
%

��

A⊗KidA⊗∆oo

µr
yy

A .

Aqúı, µl y µr son las funciones multiplicar que se tienen de la estructura
de espacio vectorial.

A la función % se le conoce como multiplicación, y a ∆ como unidad.

Un espacio vectorial V se dice graduado si V =
⊕

i∈Z Vi, donde los Vi’s
son subespacios vectoriales. Y si una función lineal f : V → W es tal que
V y W son espacios graduados y f(Vi) ⊆ Wi+n para toda i ∈ Z, entonces
diremos que f es homogénea de grado n y lo denotaremos como |f | = n.
Además, un elemento v ∈ V se llamará elemento homogéneo si existe i
tal que v ∈ Vi; a dicha i se le conoce como grado de v y se le suele denotar
como |v|.

Observación 1.2. Si f : U → V y g : V → W son funciones homogéneas
entre espacios graduados, entonces gf es homogénea tal que |gf | = |g|+ |f |.

Observación 1.3. Resaltemos cuatro ejemplos importantes de espacios gra-
duados que estaremos utilizando a lo largo de esta tesis:

1. K siempre puede graduarse como K =
⊕

i∈ZKi, con K0 = K y Ki = 0
para el resto de las i’s (de hecho cualquier espacio vectorial se puede
graduar de esta manera).

2. Sean V y W espacios graduados, entonces

V ⊕W =
⊕
i∈Z

Vi ⊕Wi

es espacio graduado.

3. Sean V y W espacios graduados, entonces

V ⊗W =
⊕
i∈Z

⊕
l,m∈Z
l+m=i

Vl ⊗Wm

es una graduación para el producto tensorial.
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4. Sea {Wn}n≥0 una familia de espacios graduados, entonces el espacio
W =

⊕
n≥0Wn puede graduarse de la siguiente manera:

Para cada m ∈ Z definimos

(W )m :=
⊕
n≥0

(Wn)m.

Aśı, W =
⊕

m∈Z(W )m.

Sean V, V ′,W,W ′ espacios graduados. Al hablar del producto tensorial
f ⊗ g de dos funciones lineales homogéneas f : V → V ′ y g : W → W ′, para
elementos homogéneos v ∈ V y w ∈ W se considerará la evaluación de la
siguiente manera

(f ⊗ g)(v ⊗ w) := (−1)|g||v|f(v)⊗ g(w).

Es decir, es la evaluación del producto tensorial usual, salvo por un signo
que depende de los grados de g y v. Esta definición se extiende a cualquier
elemento. Aśı, f ⊗ g es homogénea de grado |f |+ |g|.

Observación 1.4. Si f : V → V ′, F : V ′ → V ′′, g : W → W ′ y G : W ′ →
W ′′ son funciones lineales homogéneas entre espacios graduados, entonces

(F ⊗G)(f ⊗ g) = (−1)|G||f |Ff ⊗Gg.

Definición 1.5. Sea A un espacio vectorial graduado. Consideremos a K y
al producto tensorial A⊗A graduados como en la Observación 1.3. Diremos
que A es un álgebra graduada si A es un álgebra y las funciones % y ∆ son
homogéneas de grado 0.

Definición 1.6. Sea A un álgebra graduada. A una función lineal homogénea

δ : A→ A

se le llamará diferencial si tiene las propiedades:

|δ| = 1;

δ2 = 0; y

3



Cumple la regla de Leibniz

δ ◦ % = % ◦ (δ ⊗ idA + idA ⊗ δ).

A un álgebra graduada dotada de una diferencial se le conoce como álge-
bra diferencial graduada.

Ahora estamos en condiciones de conocer los módulos sobre un álgebra.

Definición 1.7. Un K-espacio vectorial M es un A-módulo izquierdo si
existe una función lineal

%M : A⊗M →M

con las siguientes dos propiedades:

La regla de asociatividad %M ◦ (idA ⊗ %M) = %M ◦ (%⊗ idM). Es decir,
se tiene el diagrama conmutativo

A⊗ A⊗M
%⊗idM

��

idA⊗%M // A⊗M
%M
��

A⊗M %M
//M.

La propiedad de la unidad %M(∆ ⊗ idM) = µM . En otras palabras, el
siguiente triángulo conmuta

M

K ⊗M

µM

55

∆⊗idM
// C ⊗M.

%M

OO

Donde de nueva cuenta, µM es la función multiplicar dada por la estruc-
tura de K-espacio vectorial de M . En caso que se sobreentienda de qué
M estamos hablando, simplemente denotaremos la función multiplicar
como µ.

A la función %M se le llama multiplicación de M .

Cabe remarcar que un módulo M depende de su multiplicación, aśı, un
espacio vectorial M puede tener dos estructuras de módulo distintas si se
consideran dos multiplicaciones distintas.
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Definición 1.8. Un módulo M es un módulo graduado si es un espacio
vectorial graduado y su multiplicación asociada es homogénea de grado 0.
Resaltemos que el producto tensorial en la multiplicación se está considerando
graduado como en la Observación 1.3.

Definición 1.9. Sea M un módulo graduado sobre un álgebra diferencial
graduada A. A una función lineal homogénea

δM : M →M

se le llamará diferencial asociada a M si tiene las propiedades:

|δM | = 1;

δ2
M = 0; y

Cumple la regla de Leibniz

δM ◦ %M = %M ◦ (δ ⊗ idM + idA ⊗ δM).

Y nos referiremos a dicho módulo dotado de una diferencial como módulo
diferencial graduado o simplemente como módulo diferencial.

Un morfismo entre módulos f : M → N es una función lineal que
cumple la igualdad f ◦ %M = % ◦ (idA ⊗ f). Es decir, el siguiente diagrama
conmuta:

A⊗M
%M
��

idA⊗f // A⊗N
%N
��

M
f

// N.

Más aún, si los módulos son graduados y f es homogénea de grado 0,
entonces diremos que f es un morfismo de módulos graduados. Aunado
a esto, si M y N son módulos diferenciales y f cumple la relación

fδM = δNf,

entonces la función recibe el nombre de morfismo de módulos diferenciales
graduados o simplemente morfismo de módulos diferenciales.

En el siguiente caṕıtulo hablaremos de coálgebras y comódulos, los cuales
son la noción dual de las álgebras y los módulos; parte de lo que se muestra en
ese caṕıtulo es que se tiene una categoŕıa de comódulos y ésta es abeliana. De
una manera similar se puede probar que la categoŕıa de módulos diferenciales
sobre un álgebra diferencial es abeliana.
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1.2. A∞-álgebras y A∞-módulos

Definición 1.10. Diremos que un espacio vectorial A graduado dotado de
una familia de aplicaciones lineales

m = {mn : A⊗n → A}n∈N

es una A∞-álgebra si para cada n la función mn es homogénea de grado
2− n y se cumple que:∑

r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

(−1)r+stmr+1+t ◦ (id⊗rA ⊗ms ⊗ id⊗tA ) = 0. (1.1)

En esta expresión se abusa un poco de la notación, pero en el caso de que
r = 0 ó t = 0 la identidad cuyo exponente es r o t simplemente se omite.

Analicemos que pasa con la ecuación anterior en los casos n = 1 y n = 2.
Para el caso n = 1 tenemos que |m1| = 1 y la ecuación 1.1 queda como

m2
1 = 0. Para el caso n = 2 se tiene que |m2| = 0 y la relación 1.1 es

m1m2 −m2(m1 ⊗ idA)−m2(idA ⊗m1) = 0;

es decir,
m1m2 = m2(m1 ⊗ idA + idA ⊗m1).

Notemos que estas propiedades son muy parecidas a la propiedades que tiene
una diferencial.

Observación 1.11. Sea (A, %,∆, δ) un álgebra diferencial graduada. Si de-
finimos la familia de morfismos m = {mn : A⊗n → A}n∈N como m1 := δ,
m2 := %, y mn := 0 para toda n ≥ 3, entonces A resulta ser una A∞-álgebra.
En efecto, de lo observado anteriormente se tiene la relación 1.1 para n = 1, 2.
Si n = 3 la relación 1.1 ya reducida queda como

m2(m2 ⊗ idA)−m2(idA ⊗m2)

y ésta es cero justo por propiedad de la asociatividad. En el caso de que n ≥ 4,
se tiene que mr+1+t 6= 0 si y sólo si r + t ≤ 1, pero esto ocurre cuando s = n
ó s = n − 1, por lo tanto cada sumando mr+1+t(id

⊗r
A ⊗ms ⊗ id⊗tA ) = 0 y la

relación 1.1 se cumple. Además, por como fue tomada m, se tiene trivialmente
que el grado de cada mn es 2− n.
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Definición 1.12. Sea A una A∞-álgebra. Un espacio vectorial graduado M
dotado de una familia de aplicaciones lineales homogéneas

mM = {mM
n : A⊗(n−1) ⊗M →M}n∈N

es un A∞-módulo izquierdo si para cada n ∈ N se cumple que |mM
n | = 2−n

y la suma de las expresiones:

R(M)+
n :=

∑
r+s+t=n
t,s≥1; r≥0

(−1)r+stmM
r+1+t(id

⊗r
A ⊗ms ⊗ id⊗(t−1)

A ⊗ idM)

y

R(M)0
n :=

∑
r+s=n
s≥1; r≥0

(−1)rmM
r+1(id⊗rA ⊗m

M
s )

es igual a cero, es decir: R(M)n := R(M)+
n +R(M)0

n = 0.

Al analizar el primer caso para n tenemos que |mM
1 | = 1 y que (mM

1 )2 = 0.
Ahora, analizando n = 2 se tiene la propiedad

mM
1 m2 = mM

2 (m1 ⊗ idM + idA ⊗mM
1 )

y que el grado de mM
2 es 0.

Observación 1.13. Consideremos un álgebra diferencial graduada dotada
de morfismos como en la Observación 1.11. Entonces un A-módulo M resulta
ser un A∞-módulo si se le asocia la familia de morfismos mM

1 := δM , mM
2 :=

%M y mn := 0 para n ≥ 3. En efecto, por lo observado arriba y por ser mM
1

una diferencial, se tiene R(M)1 = 0 y R(M)2 = 0. Además, cuando n = 3
tenemos que

R(M)3 = mM
2 (m2 ⊗ idM)−mM

2 (idA ⊗mM
2 )

y ésta en efecto es cero por la regla de asociatividad que cumple %M . Para
n ≥ 4, al hacer un análisis similar al de la Observación 1.11 resulta que
mM
r+1+t(id

⊗r
A ⊗ms ⊗ id⊗(t−1)

A ⊗ idM) = 0 y mM
r+1(id⊗rA ⊗mM

s ) = 0, con lo cual
R(M)n = 0.

Que el grado de cada mM
n sea 2− n se sigue de como fueron definidas las

funciones.
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Definición 1.14. Definimos f : M → N un morfismo entre dos A∞-
módulos M y N como una familia de funciones lineales homogéneas

f = {fn : A⊗(n−1) ⊗M → N}n∈N

tales que para toda n se tiene que |fn| = 1− n y

R(f)+
n +R(f)0

n = R(f)−n (1.2)

donde:

R(f)+
n :=

∑
r+s+t=n
s,t≥1; r≥0

(−1)r+stfr+1+t(id
⊗r
A ⊗ms ⊗ id⊗(t−1)

A ⊗ idM),

R(f)0
n :=

∑
r+s=n
s≥1; r≥0

(−1)rfr+1(id⊗rA ⊗m
M
s )

y

R(f)−n :=
∑
s+t=n
s≥0;t≥1

mN
s+1(id⊗sA ⊗ ft).

Para el caso en que n = 1 notemos que R(f)+
1 = 0 pues es la suma vaćıa,

R(f)0
1 = f1m

M
1 y R(f)−1 = mN

1 f1. Por lo tanto f1m
M
1 = mN

1 f1.

Observación 1.15. Sean M y N dos A-módulos diferenciales sobre un álge-
bra diferencial A, y f : M → N un morfismo de A-módulos diferenciales. Si
consideramos a A, M y N como en las observaciones anteriores, entonces la
familia de funciones lineales f1 := f y fn := 0 para cada n ≥ 2 es un morfismo
de A∞-módulos. La igualdad 1.2 para el caso n = 1 se sigue de que f conmuta
con las diferenciales. Cuando n = 2, 1.2 queda como f1m

M
2 = mN

2 (idA ⊗ f),
la cual es cierta ya que f es morfismo de A-módulos. Finalmente para el caso
n ≥ 3 se tiene que R(f)+

n = 0 pues fr+1+t = 0 para cada sumando de esta
relación; fr+1 6= 0 si y sólo si r = 0 y s = n, por lo tanto fr+1(id⊗rA mM

s ) = 0
para cada sumando de R(f)0

n, aśı R(f)0
n = 0. De la misma manera ft 6= 0

si y sólo si t = 1 y s = n − 1, por tanto cada sumando mN
s+1(id⊗tA ⊗ ft) de

R(f)−n es cero. Gracias a todo esto se cumple 1.2.

Teorema 1.16. Sea (A,m) una A∞-álgebra. La colección de los A∞-módu-
los junto con los morfismos de A∞-módulos forman una categoŕıa. A dicha
categoŕıa la denotamos como A-Mod∞.
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Demostración. Sean f : M → N y g : N → L dos morfismos, definimos la
composición g ◦ f como la familia de funciones lineales

(g ◦ f)n :=
∑
s+t=n
s≥0; t≥1

gs+1(id⊗sA ⊗ ft).

Lo primero que hay que notar es que g ◦ f es un morfismo, es claro que para
cada n el morfismo (g ◦ f)n es de grado 1− n puesto que

|gs+1(id⊗sA ⊗ ft)| = 1− (s+ 1) + 1− t = 1− (s+ t) = 1− n,

dejaremos la prueba de que la composición cumple 1.2 para el Caṕıtulo 3.
Ahora, para cada A∞-módulo M definimos 1M := {idM , 0, 0, 0, ...}. Afir-

mamos que éste es el morfismo identidad. Primero que nada tenemos que ver
que realmente es un morfismo; claramente |(1M)n| = 1−n. Además notemos
que en R(1M)+

n cada sumando es cero puesto que (1M)r+1+t = 0. También,

para cada n, R(1M)0
n = mM

n y R(1M)−n = mM
n (id

⊗(n−1)
A ⊗ idM) = mM

n , por lo
tanto R(1M)+

n +R(1M)0
n = R(1M)−n .

Ahora, sea f : M → N un morfismo, se tiene que

(1N ◦ f)n = idN ◦ fn = fn

y
(f ◦ 1M)n = fn−1+1(id

⊗(n−1)
A ⊗ idM) = fn.

Veamos la asociatividad. Sea h : L → E otro morfismo. Por una parte,
tenemos que (h ◦ (g ◦ f))n es igual a∑

s+t=n
s≥0; t≥1

hs+1(id⊗sA ⊗ (g ◦ f)t)

=
∑
s+t=n
s≥0; t≥1

hs+1

id⊗sA ⊗ ∑
l+k=t
l≥0; k≥1

gl+1(id⊗lA ⊗ fk)


=

∑
s+t=n
s≥0; t≥1

∑
l+k=t
l≥0; k≥1

hs+1(id⊗sA ⊗ gl+1(id⊗lA ⊗ fk))

=
∑

s+l+k=n
s,l≥0; k≥1

hs+1(id⊗sA ⊗ gl+1(id⊗lA ⊗ fk)),
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mientras que, por otro lado, ((h ◦ g) ◦ f)n es igual a∑
s+t=n
s≥0; t≥1

(h ◦ g)s+1(id⊗sA ⊗ ft)

=
∑
s+t=n
s≥0; t≥1

 ∑
i+j=s+1
i≥0; j≥1

hi+1(id⊗iA ⊗ gj)

 (id⊗sA ⊗ ft)

=
∑
s+t=n
s≥0; t≥1

∑
i+j=s+1
i≥0; j≥1

hi+1(id⊗iA ⊗ gj(id
⊗s−i
A ⊗ ft))

=
∑

i+j+t−1=n
t,j≥1; i≥0

hi+1(id⊗iA ⊗ gj(id
⊗j−1
A ⊗ ft)).

Haciendo el cambio de variables s′ = i, l′ = j − 1 y k′ = t en esta última
sumatoria, se tiene que lo anterior es igual a∑

s′+l′+k′=n
s′,l′≥0; k′≥1

hs′+1(id⊗s
′

A ⊗ gl′+1(id⊗l
′

A ⊗ fk′)).

Por lo tanto, h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f .
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Caṕıtulo 2

Comódulos diferenciales
graduados

A lo largo de este caṕıtulo se presenta un estudio de la categoŕıa de
comódulos sobre una coálgebra diferencial. El objetivo es conocer varias pro-
piedades de la categoŕıa y mostrar que tiene una estructura exacta no trivial
que la convierte en una categoŕıa especial de Frobenius. Veremos que la ca-
tegoŕıa estable de cualquier categoŕıa especial de Frobenius es triangular.
Finalmente, se muestra una subcategoŕıa triangulada cuyos objetos son co-
nocidos como comódulos inducidos.

2.1. Coálgebras y comódulos.

Definición 2.1. Un espacio vectorial C sobre K, dotado de dos funciones
lineales

ρ : C → C ⊗ C y ε : C → K

se llama coálgebra si se cumple:

La regla de coasociatividad (ρ ⊗ idC) ◦ ρ = (idC ⊗ ρ) ◦ ρ. Es decir, el
siguiente diagrama conmuta

C

ρ

��

ρ // C ⊗ C
ρ⊗idC
��

C ⊗ C
idC⊗ρ

// C ⊗ C ⊗ C.
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La propiedad de la counidad (ε⊗ idC)ρ = γl y (idC⊗ε)ρ = γr. En otras
palabras, este diagrama conmuta

K ⊗ C C ⊗ C idC⊗ε//ε⊗idCoo C ⊗K

C

ρ

OO

γr

99

γl

ee

.

Aqúı, γl y γr son las funciones que a cada c ∈ C les asigna el valor
γl(c) = 1⊗ c y γr(c) = c⊗ 1.

A la función ρ se le conoce como comultiplicación, y a ε como couni-
dad.

Definición 2.2. Sea C un espacio vectorial graduado. Consideremos a K y
al producto tensorial C⊗C graduados como en la Observación 1.3. Diremos
que C es una coálgebra graduada si C es una coálgebra y las funciones ρ
y ε son homogéneas de grado 0.

Definición 2.3. Sea C una coálgebra graduada. A una función lineal ho-
mogénea

d : C → C

se le llamará codiferencial si tiene las propiedades:

|d| = 1;

d2 = 0; y

d cumple la regla de Leibniz

ρ ◦ d = (d⊗ idC + idC ⊗ d) ◦ ρ.

A una coálgebra graduada dotada de una codiferencial se le conoce como
coálgebra diferencial graduada o simplemente como coálgebra diferencial.

Proposición 2.4. Si d es una codiferencial de una coálgebra graduada
(C, ρ, ε), entonces εd = 0.

12



Demostración. Basta probarlo para los elementos homogéneos. Consideremos
c un elemento de grado l. Podemos escribir a ρ(c) como ρ(c) =

∑
i ci⊗ c′i con

los ci’s y los c′i’s elementos homogéneos. Notemos que µl : K ⊗ C → C, la
función multiplicar que tiene C por ser espacio vectorial, es la inversa de γl.
Entonces µl(ε⊗ idC)ρ = µlγl = idC y, por lo tanto,

c = µl(ε⊗ idC)ρ(c) = µl(ε⊗ idC)

(∑
i

ci ⊗ c′i

)
=
∑
i

ε(ci)c
′
i.

Análogamente, utilizando el otro lado del diagrama de la counidad, se tiene
que

c =
∑
i

ciε(c
′
i).

Ahora, por una parte, tenemos que

µl(ε⊗ idC)ρd(c) = d(c) = d

(∑
i

ε(ci)c
′
i

)
=
∑
i

ε(ci)d(c′i).

Pero, por otro lado,

µl(ε⊗ idC)ρd(c) = µl(ε⊗ idC)(d⊗ idC + idC ⊗ d)ρ(c)

= µl(ε⊗ idC)(d⊗ idC + idC ⊗ d)

(∑
i

ci ⊗ c′i

)

= µl(ε⊗ idC)

(∑
i

d(ci)⊗ c′i +
∑
i

(−1)|ci|ci ⊗ d(c′i)

)
=

∑
i

ε(d(ci))c
′
i +
∑
i

(−1)|ci|ε(ci)d(c′i).

Por lo tanto,∑
i

ε(ci)d(c′i) =
∑
i

ε(d(ci))c
′
i +
∑
i

(−1)|ci|ε(ci)d(c′i).

Notemos que para cada ci de grado distinto de 0 se tiene que ε(ci) = 0,
puesto que ε es homogéneo de grado 0 yK está centrado en 0. Aśı, si definimos
J como el conjunto de i’s tales que ci es de grado 0, entonces la igualdad
anterior se reduce a∑

i∈J

ε(ci)d(c′i) =
∑
i

ε(d(ci))c
′
i +
∑
i∈J

ε(ci)d(c′i).
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De donde se concluye que ∑
i

ε(d(ci))c
′
i = 0.

Para terminar, de lo anterior y la linealidad de ε y d se sigue lo siguiente:

εd(c) = εd

(∑
i

ciε(c
′
i)

)
= ε

(∑
i

d(ci)ε(c
′
i)

)

=
∑
i

ε(d(ci))ε(c
′
i) = ε

(∑
i

ε(d(ci))c
′
i

)
= ε(0) = 0.

Tras estas definiciones estamos en condiciones de conocer los comódulos
sobre una coálgebra.

Definición 2.5. Un K-espacio vectorial M es un C-comódulo izquierdo
si existe una función lineal

ρM : M → C ⊗M

con las siguientes dos propiedades:

La regla de coasociatividad (idC⊗ρM)◦ρM = (ρ⊗ idM)◦ρM . Es decir,
se tiene el diagrama conmutativo

M

ρM
��

ρM // C ⊗M
ρ⊗idM
��

C ⊗M
idC⊗ρM

// C ⊗ C ⊗M.

La propiedad de la counidad (ε⊗ idM) ◦ ρM = γM . En otras palabras,
el siguiente diagrama conmuta

K ⊗M C ⊗Mε⊗idMoo

M.

ρM

OO

γM

ii

Donde de nueva cuenta, γM es la función que en cada elemento m ∈M
se define como γM(m) = 1⊗m. Simplemente denotaremos a la función
como γ en caso de que se sobreentienda de cual M estamos hablando.
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A la función ρM se le llama comultiplicación de M .

Definición 2.6. Un comódulo M es un comódulo graduado si es un espa-
cio vectorial graduado y su comultiplicación asociada es homogénea de grado
0. Nuevamente, el producto tensorial de la comultiplicación se considera gra-
duado como en la Observación 1.3.

Definición 2.7. Sea M un comódulo graduado sobre una coálgebra diferen-
cial graduada C. A una función lineal homogénea

dM : M →M

se le llamará codiferencial asociada a M si tiene las propiedades:

|dM | = 1;

d2
M = 0; y

Cumple la regla de Leibniz

ρM ◦ dM = (d⊗ idM + idC ⊗ dM) ◦ ρM .

A un comódulo graduado dotado de una codiferencial se le conoce como
comódulo diferencial graduado o simplemente como comódulo diferencial.

Un morfismo entre comódulos f : M → N es una función lineal que
conmuta con las comultiplicaciones, es decir, se cumple la igualdad

ρN ◦ f = (idC ⊗ f)ρM

o, equivalentemente, el siguiente diagrama conmuta:

M
f //

ρM
��

N

ρN
��

C ⊗M
idC⊗f

// C ⊗N.

Si los comódulos son graduados y f es homogénea de grado 0, entonces
diremos que f es un morfismo de comódulos graduados. Aunado a esto,
si M y N son comódulos diferenciales y f cumple la relación

fdM = dNf,

entonces la función recibe el nombre de morfismo de comódulos diferenciales
graduados o simplemente morfismo de comódulos diferenciales.
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Proposición 2.8. Sea C una coálgebra diferencial graduada. Entonces la
clase de todos los C-comódulos diferenciales graduados junto con los mor-
fismos de comódulos diferenciales, es una categoŕıa. A dicha categoŕıa la
denotaremos como C-CoDf

Demostración. Primero, notemos que para cualquier comódulo M , idM es de
grado cero y

ρM idM = idC⊗MρM = (idC ⊗ idM)ρM .

Ahora, si f : M → N y g : N → R son dos morfismos, entonces

ρR ◦ (g ◦ f) = ρR ◦ g ◦ f
= (idC ⊗ g) ◦ ρN ◦ f
= (idC ⊗ g) ◦ (idC ⊗ f) ◦ ρM
= (−1)|g||idC |(idC ⊗ gf)ρM

= (idC ⊗ gf)ρM .

Finalmente, la asociatividad de la composición se tiene gracias a que la
composición de funciones lineales es asociativa.

Proposición 2.9. En C-CoDf se tienen las siguientes dos propiedades:

1. Sean f : M → N una función lineal homogénea de grado 0, g ∈
HomC-CoDf(M,L) y h ∈ HomC-CoDf(N,L) tales que h es monomorfismo
y hf = g, entonces f ∈ HomC-CoDf(M,N).

2. Sean f : N → M una función lineal homogénea de grado 0, g ∈
HomC-CoDf(L,M) y h ∈ HomC-CoDf(L,N) tales que h es epimorfismo y
fh = g, entonces f ∈ HomC-CoDf(N,M).

Demostración. Para la primera parte, se cumplen las igualdades

hfdM = gdM = dLg = dLhf = hdNf,

y por ser h monomorfismo se tiene que fdM = dNf . De igual manera, por
ser h mono, tenemos que idC ⊗ h es mono, por lo que de la siguiente cadena
de igualdades:

(idC ⊗ h)ρNf = ρLhf = ρLg

= (idC ⊗ g)ρM

= (idC ⊗ hf)ρM

= (idC ⊗ h)(idC ⊗ f)ρM ,
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se conluye que ρNf = (idC ⊗ f)ρM .
El argumento para la segunda parte es dual.

Proposición 2.10. Sean U , V y W espacios vectoriales graduados. Entonces
(U ⊗ V )⊕ (U ⊗W ) es isomorfo a U ⊗ (V ⊕W ) como espacios graduados.

Demostración. El isomorfismo que funciona es

ΘU
V,W = (ΘU

V ,Θ
U
W ) : (U ⊗ V )⊕ (U ⊗W )→ U ⊗ (V ⊕W ),

donde para toda u ∈ U , v ∈ V y w ∈ W , las valuaciones en las funciones
ΘU
V y ΘU

W están determinadas por ΘU
V (u ⊗ v) = u ⊗ (v, 0) y ΘU

W (u ⊗ w) =
u⊗ (0, w).

Observación 2.11. Gracias al isomorfismo anterior podemos identificar a
los espacios (U ⊗ V )⊕ (U ⊗W ) y U ⊗ (V ⊕W ) y pensar en ellos de manera
indistinta. Aśı, un elemento u ⊗ v de U ⊗ V puede pensarse en (U ⊗ V ) ⊕
(U ⊗W ) de manera natural ó en U ⊗ (V ⊕W ) mediante la identificación
ΘU
V (u⊗ v). De igual manera se procede con los elementos de U ⊗W .

Teorema 2.12. C-CoDf es una categoŕıa abeliana.

Demostración. Veamos que HomC-CoDf(M,N) es un grupo abeliano. La ope-
ración que consideraremos es la suma de funciones usual. Debido a que esta
operación es la misma que para funciones lineales, la composición de morfis-
mos es bilineal con respecto a la suma. Lo primero que hay que notar es que
si f : M → N y g : M → N son morfismos, entonces

ρN(f + g) = ρNf + ρNg

= (idC ⊗ f)ρM + (idC ⊗ g)ρM

= ((idC ⊗ f) + (idC ⊗ g))ρM

= (idC ⊗ (f + g))ρM

y
dN(f + g) = dNf + dNg = fdM + gdM = (f + g)dM .

Además, si m es un elemento homogéneo en Mi, entonces

(f + g)(m) = f(m) + g(m)

está en Ni por ser un subespacio. Por lo tanto f + g es morfismo.
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Notemos que el elemento neutro es la función cero; es claro que ésta es
un morfismo, ya que es una función homogénea de grado 0, conmuta con
las codiferenciales y cumple el diagrama conmutativo de la comultiplicación.
También, se tiene que | − f | = |f | = 0 ya que los Ni’s son subespacios,

(−f)dN = −fdN = −dMf = dM(−f)

y
ρN(−f) = −ρNf = −(idC ⊗ f)ρM = (idC ⊗ (−f))ρN .

Ahora veamos que hay productos y coproductos finitos. Sean M y N ob-
jetos de la categoŕıa. Consideremos el producto usual de espacios vectoriales
M ⊕N y consideremos las funciones lineales

ρM⊕N : M ⊕N → (C ⊗M)⊕ (C ⊗N) y dM⊕N : M ⊕N →M ⊕N,
definidas como

ρM⊕N :=

(
ρM 0
0 ρN

)
y dM⊕N :=

(
dM 0
0 dN

)
.

Por como están definidas estas aplicaciones tenemos que ambas son ho-
mogéneas de grado 0 y 1 respectivamente.

La conmutatividad de los diagramas:

M ⊕N ρM⊕N //

ρM⊕N

��

(C ⊗M)⊕ (C ⊗N)(
ρ⊗ idM 0

0 ρ⊗ idN

)
��

(C ⊗M)⊕ (C ⊗N)(
idC ⊗ ρM 0

0 idC ⊗ ρN

)// (C ⊗ C ⊗M)⊕ (C ⊗ C ⊗N)

y

(K ⊗M)⊕ (K ⊗N) (C ⊗M)⊕ (C ⊗N)

(
ε⊗ idM 0

0 ε⊗ idN

)
oo

M ⊕N

ρM⊕N

OO

(
γM 0
0 γN

)
kk

es clara, ya que tanto ρM como ρN son comultiplicaciones.
Continuemos con dM⊕N . Por como fue definida resulta que d2

M⊕N = 1.
Además, de los términos((

d⊗ idM 0
0 d⊗ idN

)
+

(
idC ⊗ dM 0

0 idC ⊗ dN

))(
ρM 0
0 ρN

)
=

(
(d⊗ idM + idC ⊗ dM )ρM 0

0 (d⊗ idN + idC ⊗ dN )ρN

)
18



y (
ρM 0
0 ρN

)(
dM 0
0 dN

)
=

(
ρMdM 0

0 ρNdN

)
se tiene que dM⊕N cumple la regla de Leibniz, por consiguiente es una co-
diferencial y aśı M ⊕ N está en la categoŕıa. Notemos que las proyecciones
e inyecciones canónicas πM , πN , σM y σN son morfismos en C-CoDf. Esto se
comprueba de manera rutinaria checando la conmutatividad de los siguientes
diagramas:

M ⊕N

ρM⊕N=

 ρM 0
0 ρN


��

πM=(idM ,0) //M

ρM

��
(C ⊗M)⊕ (C ⊗N)

(idC⊗idM ,0)
// C ⊗M,

M ⊕N

dM⊕N=

 dM 0
0 dN


��

πM=(idM ,0) //M

dM

��
M ⊕N πM

//M

y

M

ρM

��

σM=

 idM
0


//M ⊕N

ρM⊕N=

 ρM 0
0 ρN


��

C ⊗M idC ⊗ idM
0


// (C ⊗M)⊕ (C ⊗N),

M

dM

��

σM=

 idM
0


//M ⊕N

dM⊕N=

 dM 0
0 dN


��

M σM
//M ⊕N.

La conmutatividad de los diagramas para N se tiene de manera análoga.
También observemos que las cuatro funciones son de grado 0 debido a la
forma en que se gradúa la suma (ver Observación 1.3). Ahora, como éstas
cumplen que

σMπM + σNπN = idM⊕N

y que πMσM = idM , πNσN = idN y πMσN = 0, πNσM = 0, tenemos que
M ⊕N es tanto el producto como el coproducto de M y N .

Como siguiente paso, probaremos que si f : M → N es un morfismo,
entonces la inclusión lineal if : Ker(f) ↪→ M es el núcleo de f . Primero que
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nada, se puede graduar el subespacio Kerf de manera natural como sigue:

Kerf =
⊕
i∈Z

(Kerf ∩Mi).

Con esa graduación, if resulta homogénea de grado 0. Para continuar,
una propiedad que utilizaremos sin demostrar es que

idC ⊗ if : C ⊗Ker(f)→ C ⊗M

es núcleo (en la categoŕıa de espacios vectoriales) de idC ⊗ f .
Notemos que (idC ⊗ f)ρM if = ρNfif = 0. Por ende, existe una única

aplicación lineal ρKer(f) : Ker(f)→ C ⊗Ker(f) tal que

(idC ⊗ if )ρKer(f) = ρM if . (2.1)

Cabe hacer notar que ρKer(f) resulta ser la restricción de ρM y aśı ρKer(f)

es homogénea de grado 0. Más aún,

(idC ⊗ idC ⊗ if )(idC ⊗ ρKer(f))ρKer(f) = (idC ⊗ (idC ⊗ if )ρKer(f))ρKer(f)

= (idC ⊗ ρM if )ρKer(f)

= (idC ⊗ ρM )(idC ⊗ if )ρKer(f)

= (idC ⊗ ρM )ρM if

= (ρ⊗ idM )ρM if

= (ρ⊗ idM )(idC ⊗ if )ρKer(f)

= (ρ⊗ if )ρKer(f)

= (idC ⊗ idC ⊗ if )(ρ⊗ idKer(f))ρKer(f)

y, como idC ⊗ idC ⊗ if , es inyectiva concluimos que

(idC ⊗ ρKer(f))ρKer(f) = (ρ⊗ idKer(f))ρKer(f).

De una manera similar, se calcula que:

(idK ⊗ if )(ε⊗ idKer(f))ρKer(f) = (ε⊗ idM)(idC ⊗ if )ρKer(f)

= (ε⊗ idM)ρM if

= γM if = (idK ⊗ if )γKer(f).

En conclusión, tenemos (ε⊗idKer(f))ρKer(f) = γKer(f). Con esto hemos probado
que ρKer(f) es comultiplicación.
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Pasemos a definir la codiferencial. De la propiedad del núcleo tenemos
una función lineal dKer(f) : Ker(f)→ Ker(f) que proviene de la identidad

fdM if = dNfif = 0.

Esta función es tal que
dM if = ifdKer(f). (2.2)

Ésta es la restricción de dM y es una aplicación homogénea de grado 1 con
la caracteŕıstica que d2

Ker(f) = 0; esto es porque

ifd
2
Ker(f) = dM ifdKer(f) = d2

M if = 0.

Las siguientes identidades

(idC ⊗ if )ρKer(f)dKer(f) = ρM ifdKer(f)

= ρMdM if

= (d⊗ idM + idC ⊗ dM)ρM if

= (d⊗ idM + idC ⊗ dM)(idC ⊗ if )ρKer(f)

= (d⊗ if + idC ⊗ dM if )ρKer(f)

= (idC ⊗ if )(d⊗ idKer(f) + idC ⊗ dKer(f))ρKer(f)

nos llevan a concluir que dKer(F ) cumple la regla de Leibniz y aśı dKer(f) es
una codiferencial y Ker(f) es un comódulo diferencial. Más aún, gracias a
2.1 y 2.2, if es un morfismo de comódulos diferenciales.

Sea t : L → M morfismo en C-CoDf tal que ft = 0, entonces existe una
función lineal a : L → Ker(f) tal que ifa = t. Por la Proposición 2.9, a es
un morfismo de comódulos diferenciales, por lo tanto if es núcleo de f .

De manera dual, si consideramos la proyección natural ηf : N → Coker(f)
y graduamos Coker(f) =

⊕
i∈Z η(Ni), éste resulta el conúcleo de f en la ca-

tegoŕıa C-CoDf con comultiplicación la aplicación resultante de la propiedad
universal del conúcleo que hace conmutar el diagrama:

M

ρM

��

f // N

ρN

��

ηf // Coker(f)

ρCok(f)

��
C ⊗M

idC⊗f
// C ⊗N

idC⊗ηf
// C ⊗ Coker(f)
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y codiferencial la función lineal que se obtiene del diagrama:

M

dM
��

f // N

dN
��

ηf // Coker(f)

dCok(f)
��

M
f
// N ηf

// C ⊗ Coker(f).

Finalmente, en la categoŕıa de espacios vectoriales, tenemos que

Coker(if ) ∼= Ker(ηf )

mediante un isomorfismo que está dado por las propiedades de núcleos y
conúcleos, que, por lo todo lo anterior, también resulta ser morfismo en C-
CoDf.

Toda categoŕıa abeliana tiene de manera natural sucesiones exactas cortas
que son de la forma

M
f // N

g // L

donde f es núcleo de g y g es conúcleo de f . Pero, en el caso particular
de C-CoDf nos interesará estudiar otro tipo de estructura exacta para la
categoŕıa.

Observación 2.13. Si nos olvidamos de pedir la codiferencial tanto a las
coálgebras como a los comódulos, tenemos otra categoŕıa llamada la cate-
goŕıa de comódulos graduados. Ésta en efecto es una categoŕıa y más aún,
es abeliana, ya que la demostración de la Proposición 2.8 y la del Teorema
2.12 funcionan si nos olvidamos de las codiferenciales. A esta categoŕıa la
denotamos como C-CoGr.

2.2. Estructura exacta.

Definición 2.14. Sea E una clase de parejas de morfismos en una categoŕıa
aditiva. Diremos que E es una estructura exacta si tiene las siguientes
propiedades:

E0: Si (f, g) está en E , entonces el dominio de g es igual al codominio de f .
Al morfismo f lo llamaremos E-inflación y al morfismo g E-deflación
o simplemente inflación y deflación si la clase E se sobreentiende.
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E1: Para cualquier pareja (f, g) en E , f es núcleo de g y g es conúcleo de f .

E2: E es cerrado bajo isomorfismos, es decir si (f, g) está en E y se tiene
otra pareja (φ, ψ) con isomorfismos que hacen conmutar el diagrama:

M

∼=

f // N

∼=

g // L

∼=

M ′
φ
// N ′

ψ
// L′

entonces (φ, ψ) también está en E .

E3: Para todo objeto M , idM es inflación y deflación.

E4: Sean f : M → N inflación y g : N → L deflación

(a) Si h : Z → L es morfismo, entonces existe pullback

U
G //

H
��

Z

h
��

N g
// L

tal que G es una deflación.

(b) Si h : M → X es morfismo, entonces existe pushout

M
f //

h
��

X

H
��

N
F
// V

tal que F es una inflación.

E5: Composición de inflaciones (deflaciones) es inflación (deflación).

E6: (a) Si f ′f es inflación, entonces f es inflación.

(b) Si gg′ es deflación, entonces g es deflación.

Nos referiremos como categoŕıa exacta a una categoŕıa dotada de una
estructura exacta, y a las parejas (f, g) en E como pares exactos.
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Consideremos E la clase de parejas de morfismos (f, g) en C-CoDf tales
que

M
f // N

g // L

es una sucesión exacta en C-CoDf y se escinde en C-CoGr. Nuestra labor en
esta sección será mostrar que (C-CoDf, E) es una categoŕıa exacta. Para ello
haremos uso de los siguientes lemas sin demostrarlos.

Lema 2.15. En cualquier categoŕıa, si la composición de dos morfismos fs
es monomorfismo, entonces s es monomorfismo. De igual forma, si rg es
epimorfismo, entonces r es epimorfismo.

Lema 2.16. En una categoŕıa abeliana, para cualquier pareja de morfismos
[g : M → L, f : N → L] existe su pullback y para cualquier pareja de
morfismos [f : E →M, g : E → N ] existe su pushout. (Ver [3, Th 20.1.]).

Lema 2.17. Sea C una categoŕıa abeliana y f y g morfismos.

1. Si
E G //

F
��

N

f
��

M g
// L

es un pullback y g es epimorfismo, entonces G es epimorfismo.

2. Si
E

g //

f
��

N

F
��

M
G
// L

es un pushout y f es monomorfismo, entonces F es monomorfismo.

(Ver [3, Pr. 20.2.]).

Lema 2.18. Sea C una categoŕıa abeliana y M
f // N

g // L una sucesión
exacta. Son equivalentes las siguiente propiedades:

La sucesión se divide.

La sucesión se divide por la derecha.

24



La sucesión se divide por la izquierda.

(Ver [1, L. 1.18.])

Lema 2.19. Sea C una categoŕıa abeliana y M
f // N

g // L una sucesión.
Se tienen estas dos propiedades:

1. Si f es núcleo de g y g es epimorfismo, entonces la sucesión anterior es
exacta.

2. Si g es conúcleo de f y f es monomorfismo, entonces la sucesión anterior
es exacta.

(Ver [1, Pr. 1.17.]).

Proposición 2.20. Sea C una categoŕıa abeliana y M
f // N

g // L una
sucesión exacta. Se tiene que:

1. Si h : M → X es un morfismo y consideramos el pushout [H,F ] de
[h, f ], entonces, existe t : Y → L tal que

M

h
��

f // N

H
��

g // L

X
F
// Y

t
// L

conmuta y la segunda fila es exacta.

2. Si h : Z → L es un morfismo y consideramos el pullback [G,H] de
[g, h], entonces, existe t : M → Y tal que

M t // Y

H
��

G // Z

h
��

M
f
// N g

// L

conmuta y la primera fila es exacta.
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Demostración. Parte 1. Notemos que gf = 0 = 0h. Como [H,F ] es pushout,
existe t : Y → L tal que g = tH y 0 = tF . Veamos que t es conúcleo de F .
Sea ν : Y → Z un morfismo tal que νF = 0, tenemos que

νHf = νFh = 0h = 0.

Por ser g conúcleo de f existe un morfismo λ : L→ Z tal que νH = λg.
Ahora, notemos que (λg)f = 0 = 0h. Por lo tanto, como [H,F ] es pus-

hout,
νF = 0, νH = λg

y
(λt)F = 0, (λt)H = λg,

se sigue que ν = λt. La unicidad de λ es consecuencia inmediata de la uni-
cidad dada por el conúcleo de f . Por último, por el Lema 2.17, F es mono-

morfismo y por Lema 2.19 se concluye que X
F // Y

t // L es exacta.
La parte 2 de la proposición es dual.

Teorema 2.21. (C-CoDf, E) es una categoŕıa exacta.

Demostración. Por definición se cumplen E0 y E1.
Sea (f, g) una pareja en E y (φ, ψ) una pareja isomorfa a (f, g), es decir

M

∼=

f // N

∼=

g // L

∼=

M ′
φ
// N ′

ψ
// L′

conmuta. Por exactitud de (f, g) tenemos que (φ, ψ) también es exacta.
Además, como (f, g) se divide en C-CoGr, existen f ′ y g′ en C-CoGr ta-
les que f ′f = idM y gg′ = idL. Aśı, las funciones φ′ y ψ′ dadas por los
diagramas

M

∼=

N

∼=
f ′
oo

M ′ N ′
φ′
oo

y N

∼=

L

∼=
g′
oo

N ′ L′
ψ′
oo

nos dan la inversa izquierda de φ y la inversa derecha de ψ. Por lo tanto,
(φ, ψ) está en E y se cumple E2.
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E3 también es inmediato ya que

M
idM //M // 0

es una sucesión exacta que se escinde por la izquierda en C-CoGr. De igual
manera

0 //M
idM //M

es exacta y se escinde por la derecha en C-CoGr.
Para mostrar E4(b) consideremos f , g, f ′ y g′ como antes. Sea h : M → X

morfismo y [H,F ] pushout de [h, f ], por la Proposición 2.20 tenemos que
existe t : X → Y tal que

M

h
��

f // N

H
��

g // L

X
F
// Y

t
// L

conmuta y el segundo renglón es exacto. Notemos que (tH)g′ = gg′ = idL y
por Lema 2.18 el segundo renglón se divide en C-CoGr. Dualmente se tiene
el resultado para pullbacks.

Ahora mostremos E5. Sea X
s //M

t // Y otro elemento de E . En-
tonces fs es monomorfismo y por Lema 2.19

X
fs // N

ηfs // Coker(fs)

es exacta. Más aún, (s′f ′)fs = s′idMs = s′s = idX , donde s′ es la inver-
sa izquierda de s como comódulos graduados. Aśı, fs resulta inflación. De
manera análoga se tiene la parte dual.

Por último, si fs es inflación, entonces gracias al Lema 2.15 s es mono-
morfismo y aśı

X
s //M

ηs // Coker(s)

es sucesión exacta. Esta sucesión se divide ya que fs tiene inverso izquierdo
r en C-CoGr, es decir r(fs) = 0; asociando rfs como (rf)s concluimos que
s tiene inverso izquierdo y con ello se tiene E6 (a). E6 (b) se argumenta de
manera similar.
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Definición 2.22. Diremos que un objeto P en una categoŕıa exacta (C, E)
es un E-proyectivo (o simplemente, proyectivo cuando se sobreentienda la

E), si, para cualquier sucesión E-exacta M
f // N

g // L , la sucesión de
grupos abelianos

HomC(P,M)
f∗ // HomC(P,N)

g∗ // HomC(P,L)

es exacta corta. Un objeto I se llamará E-inyectivo (o simplemente, inyec-
tivo si se sobreentiende la E), si

HomC(L, I)
g∗ // HomC(N, I)

f∗ // HomC(M, I)

es exacta corta.

2.3. La categoŕıa de Frobenius.

El siguiente paso en el estudio de la estructura de (C-CoDf, E), es, partien-
do de una construcción conocida, triangular un cociente de dicha categoŕıa.
En esta sección nos ocuparemos de estudiar cómo se llega a tal triangulación.

Definición 2.23. Sea C una categoŕıa aditiva, junto con un automorfismo
T : C → C. Diremos que (C, T ) es una categoŕıa triangulada con triangu-
lación T si T es una clase de ternas de morfismos (f, g, h) que son sucesiones
de la forma

M
f // N

g // L
h // T (M)

y cumple los siguientes axiomas:

T1 Para todo objeto M en C, M idM //M 0 // 0 0 // T (M) está en T .

T2 Para todo morfismo f , existen g y h tal que (f, g, h) está en T .

T3 Si (f, g, h) está en T y otra terna (f ′, g′, h′) es isomorfa a la primera, es
decir existen isomorfismos ϕ1, ϕ2 y ϕ3 que hacen conmutar el diagrama

M

ϕ1

��

f // N

ϕ2

��

g // L

ϕ3

��

h // T (M)

T (ϕ1)
��

M ′
f ′
// N ′

g′
// L′

h′
// T (M ′),

28



entonces (f ′, g′, h′) está en T . En este caso se dice que T es cerrada
bajo isomorfismos.

T4 (f, g, h) está en T si y sólo si (g, h,−T (f)) está en T

T5 Si (f, g, h) y (f ′, g′, h′) están en T y φ1 : M → M ′ y φ2 : N → N ′ son
morfismos tales que φ2f = f ′φ1, entonces existe φ3 : L→ L′ tal que el
siguiente diagrama conmuta:

M

φ1
��

f // N

φ2
��

g // L

φ3
��

h // T (M)

T (φ1)

��
M ′

f ′
// N ′

g′
// L′

h′
// T (M ′).

T6 Sean

M
f // N i // L′ i′ // T (M) ,

N
g // L

j //M ′ j′ // T (N) , y

M
gf // L k // N ′ k′ // T (M)

elementos de T . Entonces existen morfismos a : L′ → N ′ y b : N ′ →M ′

tales que

L′ a // N ′ b //M ′ T (i)j′ // T (L′)

está en T y el siguiente diagrama conmuta:

T−1(N ′)

T−1(b)
��

T−1(k′) //M

f

��

M

gf

��
T−1(M ′)

T−1(j′)
// N

i
��

g
// L

k
��

j //M ′ j′ // T (N)

T (i)

��
L′

i′

��

a
// N ′

k′

��

b
//M ′

T (i)j′
// T (L′)

T (M) T (M).
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A los elementos de T se les conoce como triángulos y a las ternas φ1, φ2

y φ3 que hacen conmutar el diagrama de T5 se les conoce como morfismos
de triángulos.

Definición 2.24. Sea C una categoŕıa aditiva. Diremos que los idempo-
tentes se diven en C si para todo objeto X ∈ C y todo e ∈ HomC(X,X)
con la propiedad de que e2 = e, existen morfismos f : X → Y y g : Y → X
tales que e = gf y idY = fg.

Lema 2.25. Si C es una categoŕıa abeliana, entonces C es una categoŕıa
aditiva donde los idempotentes se dividen.

Demostración. Sea e ∈HomC(X,X) un idempotente, es decir, e2 = e. Consi-
deremos Y := Im(e) (la cual existe pues C es abeliana), f : X → Y como el
morfismo e restringiendo el codominio a Y y g : Y → X como la inclusión
de Y a X (de nuevo, estos morfismos existen pues C es abeliana). Es claro
que gf = e. Más aún, fg = idY , pues e es idempotente.

Definición 2.26. Una categoŕıa aditiva con idempotentes que se dividen y
con estructura exacta (C, E) se llamará categoŕıa de Frobenius si tiene las
propiedades:

F1 (C, E) tiene suficientes proyectivos, es decir, para cualquier objeto M en
C existe una E-deflación g : P →M con P un E-proyectivo.

F2 (C, E) tiene suficientes inyectivos, es decir, para cualquier objeto M en
C existe una E-inflación f : M → I con I un E-inyectivo.

F3 La clase de los E-inyectivos es igual a la clase de los E-proyectivos.

Si aparte de eso se tiene un automorfismo T : C → C, un funtor J : C → C
y dos trasformaciones naturales α : idC → J y β : J → T tales que:

EF1 T preserva E-sucesiones.

EF2 Para todo objeto M , el objeto J(M) es E-proyectivo.

EF3 Para todo objeto M , la siguiente sucesión está en E

M
αM // J(M)

βM // T (M) ,

entonces diremos que (C, E) es una categoŕıa especial de Frobenius.
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Para una categoŕıa especial de Frobenius C existe una construcción co-
nocida en el área, que nos permite pasar a otra categoŕıa llamada categoŕıa
estable, la cual es denotada como C. Antes de definirla revisemos las siguien-
tes dos proposiciones.

Proposición 2.27. Si P1 y P2 son E-proyectivos, entonces P1 ⊕ P2 es E-
proyectivo.

Demostración. Sea M
f // N

g // L una E-sucesión. Es sabido que en una
categoŕıa abeliana

HomC(P1 ⊕ P2, U) ∼= HomC(P1, U)⊕ HomC(P2, U)

con isomorfismo que manda un morfismo u en (uσ1, uσ2), donde las σ’s son
las respectivas inclusiones de P1 y P2 en P1 ⊕ P2. Ahora, observemos que
tenemos un diagrama conmutativo

HomC(P1 ⊕ P2,M)

∼=

��

f∗ // HomC(P1 ⊕ P2, N)

∼=

��

g∗ // HomC(P1 ⊕ P2, L)

∼=

��
HomC(P1,M)⊕HomC(P2,M)(

f∗ 0
0 f∗

)// HomC(P1, N)⊕HomC(P2, N)(
g∗ 0
0 g∗

)// HomC(P1, L)⊕HomC(P2, L).

Ya que P1 y P2 son proyectivos el segundo renglón es exacto y por ende el
primer renglón también lo es.

Proposición 2.28. Sea (C, E) una categoŕıa exacta y sean M y N objetos
en C. El conjunto P(M,N) de morfismos que se factorizan a través de un
E-proyectivo es un subgrupo de HomC(M,N).

Demostración. Sean f y g morfismos en P(M,N). Tenemos que ambos se
factorizan por E-proyectivos P1 y P2 respectivamente, es decir, hay morfismos
a : M → P1, b : P1 → N , c : M → P2 y d : P2 → N tales que los siguientes
diagramas conmutan:

M

a   

f // N

P1

b

>> y M

c   

g // N

P2

d

>>

.
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De la proposición anterior se sigue que P1 ⊕ P2 es E-proyectivo, además
el siguiente diagrama

M

(
a
c

)
$$

f+g // N

P1 ⊕ P2

(b,d)

::

es un diagrama conmutativo, por tanto f + g está en P(M,N). Observemos
también que −f = (−a)b y por ende −f está en P(M,N).

Definición 2.29. Sea (C, E) una categoŕıa exacta. Definimos la categoŕıa
estable C como la categoŕıa cuyos objetos son los mismos que los de C y los
morfismos son

HomC(M,N) := HomC(M,N)/P(M,N).

Notemos que si f : M → N es un morfismo en P(M,N) y g : N → L es
cualquier otro morfismo, entonces gf ∈ P(M,L). En efecto, f se factoriza
a través de un proyectivo, es decir, existen f1 : M → P y f2 : P → N
morfismos tales que P es E-proyectivo y f = f2f1. Por lo tanto gf = (gf2)f1

es una factorización que testifica que gf está en P(M,L). De igual manera
se tiene que si h : U →M es cualquier morfismo, entonces fh ∈P(U,N).

Lo anterior nos dice que P es un ideal y por ende la composición en el
cociente está bien definida.

Lema 2.30. Para una categoŕıa especial de Frobenius (C, E , T, J, α, β), con-
sideremos sucesiones de la forma

M
f // N

g // L
h // T (M)

tal que (f, g) ∈ E y existe morfismo l : N → J(M) que hace conmutar el
diagrama

M
f // N

l
��

g // L

h
��

M αM
// J(M)

βM
// T (M).

A estas sucesiones consideradas módulo P se les conoce como triángulos
canónicos de C.
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Consideremos T como la clase de las sucesiones en C

M
f // N

g // L h // T (M)

que son isomorfas a triángulos canónicos en C (isomorfos como en T3 de la
Definición 2.23) y consideremos T : C → C el automorfismo inducido por T
en el cociente. Entonces, (C, T ) es una categoŕıa triangulada con triangulación
T .

Como se menciona al inicio de la sección, éste es un resultado conocido.
Una prueba puede encontrarse en [1, Ch. 4].

Observación 2.31. Dado cualquier espacio vectorial graduado M , podemos
definir un nuevo espacio graduado M [1] =

⊕
i∈ZM [1]i con M [1]i = Mi+1.

También tenemos una aplicación lineal σM : M → M [1] de grado -1 tal
que σM(m) = m. Con esto, dados una coálgebra diferencial (C, ρ, d) y un
comódulo (M,ρM , dM) podemos definir un nuevo comódulo M [1] con comul-
tiplicación

ρM [1] = (idC ⊗ σM)ρMσ
−1
M

y codiferencial
dM [1] = −σMdMσ−1

M .

En efecto,
|ρM [1]| = |idC |+ |σM |+ |ρM |+ |σ−1

M | = 0.

Además, tenemos las siguientes cadenas de igualdades:

(idC ⊗ idC ⊗ σ−1
M )(ρ⊗ idM [1])ρM [1] = (ρ⊗ idM)(idC ⊗ σ−1

M )ρM [1]

= (ρ⊗ idM)ρMσ
−1
M

= (idC ⊗ ρM)ρMσ
−1
M

= (idC ⊗ ρM)(idC ⊗ σ−1
M )ρM [1]

= (idC ⊗ idC ⊗ σ−1
M )(idC ⊗ ρM [1])ρM [1]

y

(idK ⊗ σ−1
M )(ε⊗ idM [1])ρM [1] = (ε⊗ idM)(idC ⊗ σ−1

M )ρM [1]

= (ε⊗ idM)ρMσ
−1
M

= γMσ
−1
M

= (idK ⊗ σ−1
M )γM [1],

33



de donde se sigue que ρM [1] es comultiplicación.
Ahora, |dM [1]| = |σM |+ |dM |+ |σ−1

M | = 1.
El cuadrado d2

M [1] = (−σMdMσ−1
M )(−σMdMσ−1

M ) = σMd
2
Mσ
−1
M = 0 y final-

mente

ρM [1]dM [1] = ((idC ⊗ σM)ρMσ
−1
M )(−σMdMσ−1

M )

= −(idC ⊗ σM)ρMdMσ
−1
M

= −(idC ⊗ σM)(idC ⊗ dM + d⊗ idM)ρMσ
−1
M

= −(idC ⊗ σMdM − d⊗ σM)ρMσ
−1
M

= (idC ⊗ dM [1]σM + d⊗ σM)ρMσ
−1
M

= (idC ⊗ dM [1] + d⊗ idM [1])(idC ⊗ σM)ρMσ
−1
M

= (idC ⊗ dM [1] + d⊗ idM [1])ρM [1],

con lo que dM [1] es una codiferencial.

Dado un morfismo f : M → N , podemos definir otro morfismo f [1] :
M [1] → N [1] como f [1] := σNfσ

−1
M . Éste efectivamente es homogéneo de

grado 0 y conmuta con las comultiplicaciones y las codiferenciales; esto se ve
de las siguientes igualdades:

ρN [1]f [1]σM = ρN [1]σNf

= (idC ⊗ σN)ρNf

= (idC ⊗ σN)(idC ⊗ f)ρM

= (idC ⊗ f [1])(idC ⊗ σM)ρM

= (idC ⊗ f [1])ρM [1]σM

y

dN [1]f [1]σM = dN [1]σNf

= −σNdNf
= −σNfdM
= −f [1]σMdM

= f [1]dM [1]σM .

Enseguida, definamos el funtor translación T : C-CoDf→ C-CoDf tal
que a cada objeto (M,ρM , dM) lo manda en T (M,ρM , dM) = (M [1], ρM [1], dM [1]).
Este es un funtor puesto que

T (idM) = σM idMσ
−1
M = σMσ

−1
M = idM [1]
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y, para cualesquiera dos morfismos f : M → N y g : N → L, se tiene que

T (g)T (f) = σLgσ
−1
N σNfσ

−1
M = σLgfσ

−1
M = T (gf).

Este funtor resulta automorfismo con inversa

T−1(M,ρM , dM) = (M [−1], (idC ⊗ σ−1
M [−1])ρMσM [−1],−σ−1

M [−1]dMσM [−1]),

donde M [−1] = M como espacio vectorial, pero con graduación M [−1]i =
Mi−1.

Por comodidad, al aplicar el funtor omitiremos las comultiplicaciones y las
codiferenciales, es decir, solo escribiremos T (M) en lugar de T (M,ρM , dM).

Observación 2.32. Es momento de construir otro comódulo. Partiendo de
un comódulo (M,ρM , dM), definimos:

El espacio graduado J(M) = M ⊕M [1],

la función lineal ρJ(M) :=

(
ρM 0

(d⊗ σM)ρM ρM [1]

)
y

la función lineal dJ(M) :=

(
0 σ−1

M

0 0

)
.

Al igual que en el Teorema 2.12, podemos pensar a ρJ(M) como una co-
multiplicación. En efecto,(

ρ⊗ idM 0
0 ρ⊗ idM [1]

)(
ρM 0

(d⊗ σM)ρM ρM [1]

)
=

(
(ρ⊗ idM)ρM 0

(ρ⊗ idM [1])(d⊗ σM)ρM (ρ⊗ idM [1])ρM [1]

)
y (

idC ⊗ ρM 0
idC ⊗ (d⊗ σM )ρM idC ⊗ ρM [1]

)(
ρM 0

(d⊗ σM )ρM ρM [1]

)
=

(
(idC ⊗ ρM )ρM 0

[idC ⊗ (d⊗ σM )ρM ] ρM + (idC ⊗ ρM [1])(d⊗ σM )ρM (idC ⊗ ρM [1])ρM [1]

)
.

Como ρM y ρM [1] son comultiplicaciones, entonces las diagonales coinciden.
Para ver que las entradas (2,1) de las matrices coinciden, observemos las
siguientes tres igualdades:

(ρ⊗ idM [1])(d⊗ σM)ρM = (ρd⊗ σM)ρM = −(idC ⊗ idC ⊗ σM)(ρd⊗ idM)ρM ,
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[idC ⊗ (d⊗ σM)ρM ]ρM

= −[idC ⊗ (idC ⊗ σM)(d⊗ idM)ρM ]ρM

= −(idC ⊗ idC ⊗ σM)(idC ⊗ (d⊗ idM)ρM)ρM

= −(idC ⊗ idC ⊗ σM)(idC ⊗ d⊗ idM)(idC ⊗ ρM)ρM

= −(idC ⊗ idC ⊗ σM)(idC ⊗ d⊗ idM)(ρ⊗ idM)ρM

= −(idC ⊗ idC ⊗ σM)((idC ⊗ d)ρ⊗ idM)ρM

y, de una manera similar,

(idC ⊗ ρM [1])(d⊗ σM)ρM

= (d⊗ ρM [1]σM)ρM

= (d⊗ (idC ⊗ σM)ρM)ρM

= (d⊗ idC ⊗ σM)(idC ⊗ ρM)ρM

= −(idC ⊗ idC ⊗ σM)(d⊗ idC ⊗ idM)(idC ⊗ ρM)ρM

= −(idC ⊗ idC ⊗ σM)(d⊗ idC ⊗ idM)(ρ⊗ idM)ρM

= −(idC ⊗ idC ⊗ σM)((d⊗ idC)ρ⊗ idM)ρM .

Sustituyendo cada igualdad en la parte correspondiente de cada matriz, te-
nemos que ambas entradas de la segunda fila, primera columna, son iguales.

La propiedad relacionada con la counidad se obtiene de la siguiente ma-
nera: (

ε⊗ idM 0
0 ε⊗ idM [1]

)(
ρM 0

(d⊗ σM)ρM ρM [1]

)
=

(
(ε⊗ idM)ρM 0

(ε⊗ idM [1])(d⊗ σM)ρM (ε⊗ idM [1])ρM [1]

)
=

(
γM 0

(εd⊗ σM)ρM γM [1]

)
=

(
γM 0
0 γM [1]

)
,

donde la última igualdad se debe a la Proposición 2.4.
Por último, por como está definida dJ(M), se tiene que |dJ(M)| = 1 y
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d2
J(M) = 0. Para ver la regla de Leibniz basta notar que

ρJ(M)dJ(M) =

(
0 ρMσ

−1
M

0 (d⊗ σM)ρMσ
−1
M

)
=

(
0 ρMσ

−1
M

0 (d⊗ idM [1])(idC ⊗ σM)ρMσ
−1
M

)
=

(
0 ρMσ

−1
M

0 (d⊗ idM [1])ρM [1]

)
y que

(idC ⊗ dJ(M) + d⊗ idJ(M))ρJ(M)

=

(
d⊗ idM idC ⊗ σ−1

M

0 d⊗ idM [1]

)(
ρM 0

(d⊗ σM)ρM ρM [1]

)
=

(
(d⊗ idM)ρM + (idC ⊗ σ−1

M )(d⊗ σM)ρM (idC ⊗ σ−1
M )ρM [1]

(d2 ⊗ σM)ρM (d⊗ idM [1])ρM [1]

)
=

(
(d⊗ idM)ρM − (d⊗ idM)ρM ρMσ

−1
M

0 (d⊗ idM [1])ρM [1]

)
=

(
0 ρMσ

−1
M

0 (d⊗ idM [1])ρM [1]

)
.

Con esto tenemos que (J(M), ρJ(M), dJ(M)) es un comódulo diferencial.

Resulta que J : C-CoDf → C-CoDf también es un funtor si para cada
morfismo f : M → N definimos

J(f) :=

(
f 0
0 f [1]

)
.

La conmutatividad del diagrama

M ⊕M [1](
0 σ−1

M
0 0

)
��

(
f 0
0 f [1]

)
// N ⊕N [1](

0 σ−1
N

0 0

)
��

M ⊕M [1](
f 0
0 f [1]

)// N ⊕N [1]
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es clara. Hay que verificar que el diagrama

M ⊕M [1](
ρM 0

(d⊗ σM )ρM ρM [1]

)
��

(
f 0
0 f [1]

)
// N ⊕N [1](

ρN 0
(d⊗ σN )ρN ρN [1]

)
��

(C ⊗M)⊕ (C ⊗M [1])(
idC ⊗ f 0

0 idC ⊗ f [1]

)// (C ⊗N)⊕ (C ⊗N [1])

conmuta. La única dificultad es checar que al multiplicar ambos caminos las
entradas de la segunda fila, primera columna, coinciden. Eso se obtiene ya
que

(d⊗ σN)ρNf = (d⊗ σN)(idC ⊗ f)ρM

= (d⊗ σNf)ρM

= (d⊗ f [1]σM)ρM

= (idC ⊗ f [1])(d⊗ σM)ρM .

Finalmente,

J(idM) =

(
idM 0

0 idM [1]

)
=

(
idM 0

0 idM [1]

)
y, para cualesquiera dos morfismos f : M → N y g : N → L, se tiene

J(g)J(f) =

(
g 0
0 g[1]

)(
f 0
0 f [1]

)
=

(
gf 0
0 g[1]f [1]

)
=

(
gf 0
0 (gf)[1]

)
= J(gf).

Proposición 2.33. Sean X y M dos comódulos diferenciales. Existen dos
isomorfismos naturales en ambas variables:

αX,M : HomC-CoDf(X, J(M))→ HomC-CoGr(X,M)

tal que αX,M(f) = πMf , con πM la proyección de J(M) a M , y

βX,M : HomC-CoDf(J(M), X)→ HomC-CoGr(M [1], X)

tal que βX,M(f) = fλM [1], con λM [1] la inclusión de M [1] a J(M).
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Demostración. Sea f ∈ HomC-CoDf(X, J(M)), escribamos a f de la forma

f =

(
f1

f2

)
con f1 : X → M y f2 : X → M [1] morfismos. Como f conmuta con las
codiferenciales, tenemos que(

f1dX
f2dX

)
=

(
f1

f2

)
dX =

(
0 σ−1

M

0 0

)(
f1

f2

)
=

(
σ−1
M f2

0

)
,

por lo tanto f1dX = σ−1
M f2. La segunda igualdad f2dX = 0 es redundante

puesto que ya se tiene como consecuencia de la primera igualdad. Esto prueba
la inyectividad de αX,M puesto que si dos funciones f y f ′ son tales que
f1 = f ′1, entonces f2 = f ′2. Para ver la suprayectividad basta verificar que si
f1 es un morfismo en HomC-CoGr(X,M), entonces

f =

(
f1

σMf1dX

)
está en HomC-CoDf(X, J(M)). Claramente f es homogénea de grado 0 puesto
que tanto f1 como σMf1dX lo son. Además, f conmuta con las codiferenciales
pues (

f1

σMf1dX

)
dX =

(
f1dX

σMf1d
2
X

)
=

(
f1dX

0

)
=

(
σ−1
M (σMf1dX)

0

)
=

(
0 σ−1

M

0 0

)(
f1

σMf1dX

)
.

Finalmente,(
ρM 0

(d⊗ σM )ρM ρM [1]

)(
f1

σMf1dX

)
=

(
ρMf1

(d⊗ σM )ρMf1 + ρM [1]σMf1dX

)
.
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Al manipular la segunda entrada de la segunda parte de la igualdad tenemos

(d⊗ σM )ρMf1 + ρM [1]σMf1dX

= (d⊗ σM )(idC ⊗ f1)ρX + (idC ⊗ σM )ρMf1dX

= (d⊗ σM )(idC ⊗ f1)ρX + (idC ⊗ σM )(idC ⊗ f1)ρXdX

= (d⊗ σM )(idC ⊗ f1)ρX + (idC ⊗ σM )(idC ⊗ f1)(d⊗ idX + idC ⊗ dX)ρX

= (idC ⊗ σMf1)(idC ⊗ dX)ρX

= (idC ⊗ (σMf1dX))ρX ,

aśı (
ρM 0

(d⊗ σM)ρM ρM [1]

)(
f1

σMf1dX

)
=

(
(idC ⊗ f1)ρX

(idC ⊗ (σMf1dX))ρX

)
y se tiene la conmutatividad con las comultiplicaciones.

La naturalidad en M es inmediata ya que si g : M → N es un morfismo,
entonces

αX,NJ(g)∗(f) = gf1 = g∗αX,M(f).

Chequemos la naturalidad en X. Sea h : Y → X morfismo, entonces tenemos
que

αY,Mh
∗(f) = αY,M(fh) = f1h = h∗αX,M(f).

En el caso de βX,M , si f = (f1, f2) ∈ HomC-CoDf(J(M), X), la igualdad
clave para checar el isomorfismo es dXf2 = f1σ

−1
M , la cual se obtiene por

la conmutatividad con las codiferenciales. De aqúı, se procede de manera
análoga y se obtiene lo deseado.

Observación 2.34. Esta proposición nos permite tener las siguientes dos
transformaciones naturales: α : idC-CoDf → J definida como

αM = α−1
M,M(idM) =

(
idM
σMdM

)
y β : J → T definida como

βM = β−1
M,M(idM [1]) = (dM [1]σM , idM [1]) = (−σMdM , idM [1]).

Teorema 2.35. La categoŕıa (C-CoDf, E , T, J, α, β) es una categoŕıa especial
de Frobenius.
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Demostración. Primero veamos que

M
αM // J(M)

βM // T (M)

es una E-sucesión. Consideremos las aplicaciones homogéneas de grado 0

(idM , 0) : J(M)→M y

(
0

idM [1]

)
: T (M)→ J(M).

Ambas aplicaciones son morfismos de comódulos graduados ya que los si-
guientes diagramas conmutan:

J(M)(
ρM 0

(d⊗ σM )ρM ρM [1]

)
��

(idM ,0) //M

ρM

��
(C ⊗M)⊕ (C ⊗M [1])

(idC⊗idM ,0)
// C ⊗M

y

T (M)

ρM [1]

��

(
0

idM [1]

)
// J(M)(

ρM 0
(d⊗ σM )ρM ρM [1]

)
��

C ⊗ T (M) (
0

idC ⊗ idM [1]

) // (C ⊗M)⊕ (C ⊗M [1]).

Además se tienen las propiedades

(idM , 0)

(
idM
σMdM

)
= idM y (−σMdM , idM [1])

(
0

idM [1]

)
= idM [1],

por lo tanto αM es monomorfismo y βM es epimorfismo, ambos en C-CoGr,
lo cual implica que también lo son en C-CoDf. Ésto también muestra que la
sucesión se divide en C-CoGr.

Veamos ahora que αM es núcleo de βM . Sea h : X → J(M) tal que
βMh = 0. Por la Proposición 2.33 tenemos que h es de la forma

h =

(
h1

σMh1dX

)
,

con h1 : X →M en C-CoGr, pero

0 = βMh = −σMdMh1 + σMh1dX ;
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como σM es biyectiva, tenemos entonces que dMh1 = h1dX , es decir, h1 es de
comódulos diferenciales. Por último,

αMh1 =

(
h1

σMdMh1

)
=

(
h1

σMh1dX

)
= h.

Después tenemos que ver que βM es conúcleo de αM . Para ello conside-
remos un morfismo h : J(M) → Y tal que hαM = 0. De nueva cuenta, por
la Proposicion 2.33 h debe ser de la forma

h = (dY h2σM , h2),

pero
0 = hαM = dY h2σM + h2σMdM ,

de donde se sigue que −dY h2σM = h2σMdM = −h2dM [1]σM y por tanto
dY h2 = h2dM [1]. Finalmente, observemos que se da la identidad

h2βM = (−h2σMdM , h2) = (h2dM [1]σM , h2) = (dY h2σM , h2) = h.

Como siguiente paso, probemos que T preserva E-sucesiones. Sea

M
f // N

g // L

una E-sucesión, por demostrar

M [1]
f [1] // N [1]

g[1] // L[1]

es una E-sucesión. Por como están definidas f [1] y g[1] tenemos que la primera
es monomorfismo y la segunda es epimorfismo. Ahora, consideremos h : X →
N [1] tal que g[1]h = 0, entonces σLgσ

−1
N h = 0 y por lo tanto g(σ−1

N h) = 0.
Como f es núcleo de g, existe γ : X →M tal que fγ = σ−1

N h, aśı

σ−1
N f [1]σMγ = σ−1

N h

con lo cual, debido a que σN es biyectiva, se sigue que

f [1](σMγ) = h.

Análogamente, consideremos t : N [1] → Y tal que tf [1] = 0, entonces
tσNfσ

−1
M = 0 y por lo tanto (tσN)f = 0. Como g es conúcleo de f , exis-

te λ : L→ Y tal que λg = tσN , aśı

λσ−1
L g[1]σN = tσN
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lo cual implica que
(λσ−1

L )g[1] = t.

La sucesión se escinde gracias al Lema 2.18, ya que si consideramos f ′ el
morfismo tal que f ′f = idM , entonces tenemos que

f ′[1]f [1] = σMf
′σ−1
N σNfσ

−1
M = σMf

′fσ−1
M = σMσ

−1
M = idM [1].

Para continuar, mostraremos que si X es un objeto en C-CoDf, entonces
J(X) es proyectivo. Por la Proposición 2.33 tenemos que los diagramas

HomC-CoDf(J(X),M)

βX,M
��

f∗ // HomC-CoDf(J(X), N)

βX,N
��

g∗ // HomC-CoDf(J(X), L)

βX,L
��

HomC-CoGr(X[1],M)
f∗
// HomC-CoGr(X[1], N) g∗

// HomC-CoGr(X[1], L)

y

HomC-CoDf(L, J(X))

αX,L

��

g∗ // HomC-CoDf(N, J(X))

αX,N

��

f∗ // HomC-CoDf(M,J(X))

αX,M

��
HomC-CoGr(L,X)

g∗
// HomC-CoGr(N,X)

f∗
// HomC-CoGr(M,X)

son conmutativos.
En ambos diagramas el segundo renglón es exacto ya que

M
f // N

g // L

se divide en C-CoGr. Por lo tanto los renglones de la primera fila en cada
diagrama son exactos, con lo que se sigue que J(X) es tanto E-proyectivo
como E-inyectivo. Estos J(X) también nos brindan suficientes E-proyectivos
y suficientes E-inyectivos, cuyas deflaciones e inflaciones son

J(X[−1])
βX[−1] // X[−1][1] = X y X

αX // J(X)

respectivamente.

Sea I un comódulo E-inyectivo, como I
αI // J(I)

βI // T (I) es una E-
sucesión, tenemos que la sucesión

HomC-CoDf(T (I), I)
β∗I // HomC-CoDf(J(I), I)

α∗I // HomC-CoDf(I, I)
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es exacta, por lo tanto α∗I es suprayectiva y existe un morfismo ϕ : J(I)→ I
tal que ϕαI = idI . Esto implica que la sucesión

I
αI // J(I)

βI // T (I)

se divide en C-CoDf. Con esto I es sumando directo de J(I) que es E-
proyectivo, por lo tanto I también es E-proyectivo.

Para finalizar la prueba consideremos P un E-proyectivo. Como

P [−1]
αP [−1]// J(P [−1])

βP [−1] // P

es E-sucesión, entonces la sucesión

HomC-CoDf(P, P [−1])
(αP [−1])∗// HomC-CoDf(P, J(P [−1]))

(βP [−1])∗// HomC-CoDf(P, P )

es exacta, por lo tanto (βP [−1])∗ es suprayectiva y existe una ψ : P →
J(P [−1]) tal que βP [−1]ψ = idP . Con lo cual, la sucesión

P [−1]
αP [−1]// J(P [−1])

βP [−1] // P

se divide y por ende P es sumando directo de J(P [−1]) que es E-inyectivo,
por lo tanto P también es E-inyectivo.

Todo esto nos da las condiciones que debe tener una categoŕıa especial
de Frobenius.

Debido al Lema, 2.30 la categoŕıa estable C-CoDf es triangulada.

2.4. Comódulos inducidos.

Definición 2.36. SeaA una subcategoŕıa plena de una categoŕıa triangulada
C. Diremos que A es subcategoŕıa triangulada de C si:

1. A tiene al objeto cero.

2. Para todo objeto A en A, T (A) y T−1(A) están en A.

3. Si A y B están en A, entonces A⊕B también está en A.
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4. Para todo morfismo f : A→ B en A, existe triángulo

A
f // B

g // C h // T (A)

tal que C está en A.

Observación 2.37. Si A es una subcategoŕıa triangulada de (C, T , T ), en-
tonces A es triangulada con triángulos los triángulos de C que yacen en A.
En efecto, el axioma T1 se tiene por las condiciones (1) y (2); T2 es justo la
condición (4); T3 y T5 se heredan de C; T4 se sigue de la condición (2); y el
axioma T6 se sigue de que la subcategoŕıa es plena (ver [1, Ch. 4.]).

Denotemos como K-Gr la categoŕıa de espacios vectoriales graduados
sobre K cuyos morfismos son las funciones lineales homogéneas de grado
cero. Dada una coálgebra (C, ρ, ε), tenemos el siguiente funtor

IndC : K-Gr→ C-CoGr

tal que a cada espacio M lo manda a IndC(M) = (C ⊗M,ρ ⊗ idM). Como
al tensorear a la derecha por la identidad de M se preservan los diagramas
de la definición de coálgebras, tenemos que ρ⊗ idM es una comultiplicación.
Ahora, si f es un morfismo, definimos IndC(f) = idC⊗f . Es claro que éste es
un morfismo en C-CoGr, además, idC⊗ idM = idC⊗M y (idC⊗ g)(idC⊗f) =
idC⊗gf. Algunas veces sólo escribiremos Ind en caso de que se sobreentienda
a que coálgebra C nos estamos refiriendo.

Proposición 2.38. Sea (C, ρ, ε) una coálgebra graduada. Consideremos T :
C-CoDf→ C-CoDf el funtor translación. Notemos que también se puede pen-
sar en el funtor translación T : K-Gr→ K-Gr en K-Gr y T : C-CoGr→
C-CoGr en C-CoGr. Nuestra afirmación es que se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:

K-Gr Ind //

T
��

C-CoGr

T
��

K-Gr
Ind
// C-CoGr.
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Demostración. Sea M un espacio vectorial graduado. Nuestra primera afir-
mación es que (C ⊗M)[1] = C ⊗M [1]. En efecto, para cada z ∈ Z se tiene

((C ⊗M)[1])z =
⊕

i+j′=z+1

Ci ⊗Mj′

=
⊕
i+j=z

Ci ⊗Mj+1

=
⊕
i+j=z

Ci ⊗M [1]j = (C ⊗M [1])z.

Notemos que de lo anterior se sigue que σC⊗M = idC ⊗ σM y σ−1
C⊗M =

idC ⊗ σ−1
M . Por lo tanto,

(idC ⊗ σC⊗M)(ρ⊗ idM)σ−1
C⊗M = (idC ⊗ idC ⊗ σM)(ρ⊗ idM)(idC ⊗ σ−1

M )

= (idC ⊗ idC ⊗ σM)(ρ⊗ σ−1
M )

= ρ⊗ σMσ−1
M = ρ⊗ idM [1].

De esto se concluye que

T (Ind(M)) = T (C ⊗M,ρ⊗ idM)

= ((C ⊗M)[1], (idC ⊗ σC⊗M)(ρ⊗ idM)σ−1
C⊗M)

= (C ⊗M [1], ρ⊗ idM [1]) = Ind(T (M)).

Por último, sea f ∈ HomK-Gr(M,N), entonces

T (Ind(f)) = σC⊗N(idC ⊗ f)σ−1
C⊗M

= (idC ⊗ σN)(idC ⊗ f)(idC ⊗ σ−1
M )

= (idC ⊗ σNfσ−1
M ) = idC ⊗ T (f) = Ind(T (f)).

Observación 2.39. Tenemos el funtor olvidadizo U : C-CoDf → C-CoGr
que simplemente a cada objeto (M,ρM , dM) lo manda en U(M,ρM , dM) =
(M,ρM) y a cada morfismo f lo deja fijo, es decir, U(f) = f .

Definición 2.40. A un comódulo (M,ρM , dM) de la categoŕıa C-CoDf tal
que U(M,ρM , dM) es isomorfo a uno de la forma Ind(N) lo llamaremos
comódulo inducido. A la subcategoŕıa plena de C-CoDf cuyos objetos son
los comódulos inducidos se le denotará como C-Ind. Y denotaremos como
C-Ind a la subcategoŕıa plena de C-CoDf cuyos objetos son inducidos.
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Observación 2.41. La categoŕıa C-Ind es el cociente de la categoŕıa C-Ind
módulo el ideal formado por los morfismos que se factorizan a tráves de un
E-proyectivo de C-CoDf.

Proposición 2.42. Sea (C, ρ) una coálgebra graduada y sean M y N objetos
en K-Gr, entonces

IndC(M ⊕N) = IndC(M)⊕ IndC(N).

Demostración. Sabemos que IndC(M ⊕ N) = (C ⊗ (M ⊕ N), ρ ⊗ idM⊕N);
mediante la identificación que se hizo en 2.11, tenemos que

(C ⊗ (M ⊕N), ρ⊗ idM⊕N)

= ((C ⊗M)⊕ (C ⊗N),

(
ρ⊗ idM 0

0 ρ⊗ idN

)
)

= (C ⊗M,ρ⊗ idM)⊕ (C ⊗N, ρ⊗ idN)

= IndC(M)⊕ IndC(N).

Proposición 2.43. Sea (C, ρ, d) una coálgebra diferencial, sean (M,ρM , dM)
un objeto en C-CoDf y (N, ρN) un objeto en C-CoGr. Si φ : U(M,ρM , dM)→
(N, ρN) es un isomorfismo en C-CoGr, entonces (N, ρN , φdMφ

−1) está en C-
CoDf y φ resulta ser un isomorfismo en

HomC-CoDf((M,ρM , dM), (N, ρN , φdMφ
−1)).

Demostración. Primero veamos que φdMφ
−1 es una diferencial. Ya se tiene

que es homogénea, pues tanto φ como dM lo son. Además, |φdMφ−1| = |φ|+
|dM |+ |φ−1| = 1.

Ahora, tenemos que el cuadrado es igual a cero siguiendo las siguientes
igualdades

(φdMφ
−1)2 = φdMφ

−1φdMφ
−1 = φdMdMφ

−1 = φd2
Mφ
−1 = 0.
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Finalmente, veamos que cumple la regla de Leibniz

ρNφdMφ
−1 = (idC ⊗ φ)ρMdMφ

−1

= (idC ⊗ φ)(d⊗ idM + idC ⊗ dM)ρMφ
−1

= (d⊗ φ+ idC ⊗ φdM)ρMφ
−1

= (d⊗ φ+ idC ⊗ φdM)(idC ⊗ φ−1)ρN

= (d⊗ idN + idC ⊗ φdMφ−1)ρN .

Por último, ya se tiene que φ es isomorfismo de comódulos graduados.
Hay que verificar que conmuta con las diferenciales, pero esto es claro puesto
que

(φdMφ
−1)φ = φdMφ

−1φ = φdM .

De igual manera

φ−1(φdMφ
−1) = φ−1φdMφ

−1 = dMφ
−1,

es decir, φ−1 conmuta con las diferenciales. Por lo tanto, tanto φ como φ−1

están en C-CoDf y aśı φ es un isomorfismo en

HomC-CoDf((M,ρM , dM), (N, ρN , φdMφ
−1)).

El objetivo de esta sección es demostrar que C-Ind es una categoŕıa trian-
gulada. Para ello nos haremos valer del siguiente lema:

Lema 2.44. Sea C una categoŕıa abeliana y sean f : M → N y g : M → L
morfismos. La siguientes afirmaciones son equivalentes:

El diagrama

M

g
��

f // N

G
��

L
F
// X

es un pushout.

L⊕N (F,−G) // X es conúcleo de M

(
g
f

)
// L⊕N .
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Teorema 2.45. C-Ind es una subcategoŕıa triangulada de C-CoDf.

Demostración. Lo primero a observar es que (C ⊗ 0, ρ ⊗ id0) = (0, 0), por
ende (0, 0) está en C-Ind, lo que nos da 1 de 2.36.

Probemos la condición 2 de 2.36. Sea (M,ρM , dM) en C-Ind. Sabemos
que existe N tal que

U(M,ρM , dM) ∼=φ (C ⊗N, ρ⊗ idN) = Ind(N),

de donde se sigue que (M,ρM , dM) ∼= (Ind(N), φMdMφ
−1). Entonces,

UT (M,ρM , dM) ∼= UT (Ind(N), φdMφ
−1) = T (Ind(N)).

Ahora, de la Proposición 2.38 tenemos que T (Ind(N)) = Ind(T (N)), por
lo tanto T (M,ρM , dM) es inducido. De manera análoga, T−1(M,ρM , dM) es
inducido.

A continuación veamos 3 de 2.36. Sea (M1, ρM1 , dM1) otro objeto en C-Ind.
Veamos que la suma directa (M ⊕M1, ρM ⊕ ρM1 , dM ⊕ dM1) es un inducido.
Sabemos que existe N1 tal que

U(M1, ρM1 , dM1)
∼= (C ⊗N1, ρ⊗ idN1) = Ind(N1).

Por lo tanto

U(M ⊕M1, ρM ⊕ ρM1 , dM ⊕ dM1)
∼= Ind(N)⊕ Ind(N1),

aśı, de la Proposición 2.42 se concluye que la suma de inducidos es un indu-
cido.

Por último probaremos 4 de 2.36. Sean M y M1 como antes y sea f :
M →M1 un morfismo en C-Ind, consideremos la sucesión

M
αM // J(M)

βM // T (M) (2.3)

que está en C-CoDf. De 2.20 sabemos que existe el pushout [λ, F ] de [αM , f ]
que nos da el diagrama conmutativo en C-CoDf:

M

f

��

αM // J(M)

F

��

βM // T (M)

M1 λ
// X γ

// T (M).
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Ahora, del cuadrado derecho del diagrama se tiene que γF = βM . Por lo
tanto, tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo:

M

(
f
αM

)
//M1 ⊕ J(M)

(0,idJ(M))

��

(λ,−F ) // X

−γ
��

M αM
// J(M)

βM
// T (M).

De la conmutatividad del cuadrado izquierdo y por 2.15 se tiene que

(
f
αM

)
es monomorfismo. Ahora, por 2.44 y 2.19, la primera fila es exacta en C-
CoDf. Ésta se divide en C-CoGr porque es pullback del segundo renglón que
se divide en C-CoGr. Por lo tanto

M

(
f
αM

)
//M1 ⊕ J(M)

(λ,−F ) // X

es E-exacta y aśı

M

(
f
αM

)
//M1 ⊕ J(M)

(λ,−F ) // X
−γ // T (M)

es un triángulo canónico módulo P.
Observemos que el diagrama

M
f //M1(

idM1

0

)
��

λ // X
−γ // T (M)

M (
f
αM

) //M1 ⊕ J(M)
(λ,−F )

// X −γ
// T (M)

conmuta módulo P . Más aún,(
idM1 0

0 idJ(M)

)
−
(
idM1 0

0 0

)
=

(
0 0
0 idJ(M)

)
=

(
0

idJ(M)

)
(0, idJ(M))

es decir, (
idM1 0

0 idJ(M)

)
y

(
idM1 0

0 0

)
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son equivalentes módulo P . Ahora, la clase

(
idM1

0

)
es un isomorfismo en

C-CoDf, puesto que

(idM1 , 0)

(
idM1

0

)
= idM1

y (
idM1

0

)
(idM1 , 0) ∼

(
idM1 0

0 idJ(M)

)
= idM1⊕J(M).

Lo que todo esto nos dice es que, módulo P, se tiene un triángulo

M
f //M1

λ // X
−γ // T (M)

en C-CoDf.
El siguiente paso es notar que X es inducido, para ello, primero veamos

que J(M) lo es. En efecto, sabemos que la sucesión 2.3 se escinde en C-CoGr,
por lo tanto UJ(M) ∼=C-CoGr U(M)⊕U(T (M)) = U(M ⊕T (M)), pero tanto
M como T (M) son inducidos y suma directa de inducidos es inducido. De la
demostración de 2.35, se sigue que expĺıcitamente el isomorfismo es

ν :=

(
idM 0
−σMdM idM [1]

)
: UJ(M)→ U(M)⊕ UT (M).

Usando este isomorfismo, tenemos el diagrama conmutativo en C-CoGr

U(M)

(
f
αM

)
// U(M1)⊕ U(J(M))(
idM1 0

0 ν

)
��

(λ,−F ) // U(X)

U(M) (
f

ναM

) // U(M1)⊕ U(M ⊕ T (M))
(λ,−Fν−1)

// U(X),

con el morfismo vertical un isomorfismo. Como 2.3 (la primera fila) es E-
exacta, entonces ésta es exacta y se escinde en C-CoGr, por lo tanto la
segunda fila también es exacta y se escinde en C-CoGr. Pero esta última se
puede escribir como

U(M)

 f
idM

0


// U(M1)⊕ U(M)⊕ UT (M)

(λ,−Fν−1)// U(X) .
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Ahora, notemos que bajo una permutación, se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:

U(M)

 f
idM

0


// U(M1)⊕ U(M)⊕ UT (M)

(λ,−Fν−1) // 0 idM 0
idM1 0 0

0 0 idM [1]


��

U(X)

U(M)  idM
f
0


// U(M)⊕ U(M1)⊕ UT (M) ω

// U(X)

,

donde ω es la composición de (λ,−Fν−1) con la inversa de la permutación.
De nueva cuenta, la sucesión del segundo renglón es exacta y se escinde en
C-CoGr.

Finalmente, notemos que el diagrama

U(M)

 idM
f
0


// U(M)⊕ U(M1)⊕ UT (M) ω // idM 0 0

−f idM1 0
0 0 idM [1]


��

U(X)

U(M)  idM
0
0


// U(M)⊕ U(M1)⊕ UT (M)

ω′
// U(X)

conmuta, el morfismo intermedio es un isomorfismo pues es una matriz trian-
gular con identidades en la diagonal. El morfismo ω′ es la composición de ω
con la inversa del isomorfismo intermedio. Aśı, el último renglón es exacto y
se escinde en C-CoGr.

Con esto concluimos que

U(X) ∼=C-CoGr U(M1)⊕ U(T (M)),

es decir, X es inducido.

Corolario 2.46. C-Ind es una categoŕıa triangulada.

Demostración. Es un caso particular de la Observación 2.37.
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Proposición 2.47. Sea (C, ρ, ε, d) una coálgebra diferencial, y sea M un
espacio vectorial graduado. Entonces, d⊗idM es una codiferencial de Ind(M).

Demostración. Tenemos que |d⊗ idM | = |d|+ |idM | = 1. También,

(d⊗ idM)2 = (d⊗ idM)(d⊗ idM) = (d2 ⊗ idM) = 0.

Por último,

(ρ⊗ idM )(d⊗ idM ) = ρd⊗ idM
= ((d⊗ idC + idC ⊗ d)ρ)⊗ idM
= ((d⊗ idC)ρ+ (idC ⊗ d)ρ)⊗ idM
= (d⊗ idC)ρ⊗ idM + (idC ⊗ d)ρ⊗ idM
= (d⊗ idC ⊗ idM )(ρ⊗ idM ) + (idC ⊗ d⊗ idM )(ρ⊗ idM )

= ((d⊗ idC ⊗ idM ) + (idC ⊗ d⊗ idM ))(ρ⊗ idM ).
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Caṕıtulo 3

A∞-módulos y TA[1]-comódulos

En este caṕıtulo introduciremos la coálgebra tensorial de un espacio vec-
torial graduado y hablaremos de coderivaciones y f -coderivaciones. Presenta-
remos un funtor fiel y pleno entre la categoŕıa de A∞-módulos sobre una A∞-
álgebra A y los comódulos diferenciales sobre la coálgebra tensorial TA[1].

3.1. Coálgebra tensorial

Definición 3.1. Sea V =
⊕

i∈Z Vi un espacio vectorial graduado. Definamos
el espacio vectorial

TV :=
⊕
n≥1

V ⊗i,

que graduamos considerando, para cada n ∈ Z, el subespacio vectorial

(TV )n := 〈v1 ⊗ . . .⊗ vm | ∀i ∈ [1,m] vi es homogénea y
m∑
i=1

|vi| = n〉.

Notemos que éste es un caso particular de 1.3 4. Estamos interesados en defi-
nir una función que involucra a TV ⊗TV . Para hacer más clara la notación,
si estamos hablando de un elemento generador de V ⊗n lo denotaremos como
v1| . . . |vn y si nos estamos refiriendo a un elemento de TV ⊗ TV usaremos
la notación usual v ⊗ w.

Ahora definamos la aplicación lineal τ : TV → TV ⊗ TV como sigue:
τ(v) = 0 si v ∈ V y para un elemento v1| . . . |vn ∈ V ⊗n la evaluación será

τ(v1| . . . |vn) =
∑

16r<n

(v1| . . . |vr)⊗ (vr+1| . . . |vn).

54



Observación 3.2. Notemos que τ es homogénea debido a como fue definida.
Además, si v ∈ TV es un elemento homogéneo de la forma v = v1| . . . |vm,
entonces para cada 1 6 r < m se tiene que

|(v1| . . . |vr)⊗ (vr+1| . . . |vm)| = |(v1| . . . |vr)|+ |(vr+1| . . . |vm)|

=
r∑
i=1

|vi|+
m∑

i=r+1

|vi| =
m∑
i=1

|vi| = |v|.

Por lo tanto |τ(v)| = |v|, es decir, τ es de grado 0.

En seguida consideremos TV := K ⊕ TV . A este espacio lo pensamos
graduado utilizando la Observación 1.3. Ahora, definamos la función lineal
τ : TV → TV ⊗ TV tal que

τ(x) =

{
1⊗ x+ x⊗ 1 + τ(x) si x ∈ TV ;

1⊗ x = x⊗ 1 si x ∈ K.

En la siguiente proposición se probará que TV , junto con τ y la proyección
canónica πK : TV → K, es una coálgebra graduada. A esta coálgebra se le
conoce como la coálgebra tensorial de V .

Proposición 3.3. Sea V un espacio vectorial graduado. Entonces (TV, τ, πK)
es una coálgebra graduada.

Demostración. Sea x un elemento homogéneo, entonces x es de la forma
x = k + t con k ∈ K y t ∈ TV homogéneos del mismo grado. Si k 6= 0,
entonces |x| y |t| son de grado 0 y τ(x) = 1⊗ k+ 1⊗ t+ t⊗ 1 + τ(t). Nótese
que 1⊗k, 1⊗ t, t⊗1 son de grado 0 y ya sabemos que |τ(t)| = 0, por lo tanto
|τ(x)| = 0. Si k = 0, entonces x = t, aśı τ(x) = 1⊗ t+ 1⊗ t+ τ(t). Además,
|1 ⊗ t| = |t ⊗ 1| = |t| y |τ(t)| = |t|, por lo tanto |τ(x)| = |t| = |x|. Aśı, τ
es homogénea de grado 0. Finalmente, que πK sea homogénea de grado 0 se
sigue de que πK(x) = k, ya que si k 6= 0 entonces |x| = 0 y si k = 0 entonces
πK(x) = 0 ∈ K.

Veamos ahora que (τ ⊗ idTV )τ = (idTV ⊗ τ)τ . Es suficiente probarlo
para elementos de K y para elementos homogéneos de TV de la forma t =
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t1| . . . |tm. Para t se tiene que

(τ ⊗ idTV )τ(t)

= (τ ⊗ idTV )(1⊗ t+ t⊗ 1 + τ(t))

= τ(1)⊗ t+ τ(t)⊗ 1 + (τ ⊗ idTV )τ(t)

= 1⊗ 1⊗ t+ 1⊗ t⊗ 1 + t⊗ 1⊗ 1 +

τ(t)⊗ 1 +
∑

16r<m

τ(t1|...|tr)⊗ (tr+1|...|tm),

pero τ(t)⊗ 1 +
∑

16r<m τ(t1| . . . |tr)⊗ (tr+1| . . . |tm) es igual a∑
16r<m

(t1|...|tr)⊗ (tr+1|...|tm)⊗ 1 +
∑

16r<m

1⊗ (t1|...|tr)⊗ (tr+1|...|tm) +∑
16r<m

(t1|...|tr)⊗ 1⊗ (tr+1|...|tm) +
∑

16s<r<m

(t1|...|ts)⊗ (ts+1|...|tr)⊗ (tr+1|...|tm).

Por otro lado,

(idTV ⊗ τ)τ(t)

= (idTV ⊗ τ)(1⊗ t+ t⊗ 1 + τ(t))

= 1⊗ τ(t) + t⊗ τ(1) + (idTV ⊗ τ)τ(t)

= 1⊗ 1⊗ t+ 1⊗ t⊗ 1 + 1⊗ τ(t) + t⊗ 1⊗ 1 +∑
16r<m

(t1|...|tr)⊗ τ(tr+1|...|tm).

Notemos que 1⊗ τ(t) +
∑

16r<m(t1| . . . |tr)⊗ τ(tr+1| . . . |tm) es igual a∑
16r<m

1⊗ (t1|...|tr)⊗ (tr+1|...|tm) +
∑

16r<m

(t1|...|tr)⊗ 1⊗ (tr+1|...|tm) +∑
16r<m

(t1|...|tr)⊗ (tr+1|...|tm)⊗ 1 +
∑

16r<s<m

(t1|...|tr)⊗ (tr+1|...|ts)⊗ (rs+1|...|tm).

De lo anterior se tiene que (τ ⊗ idTV )τ(t) = (idTV ⊗ τ)τ(t). Ahora, sea
k ∈ K, se tiene que

(τ ⊗ idTV )τ(k) = (τ ⊗ idTV )(1⊗ k) = τ(1)⊗ k = 1⊗ 1⊗ k

y
(idTV ⊗ τ)τ(k) = (idTV ⊗ τ)(1⊗ k) = 1⊗ τ(k) = 1⊗ 1⊗ k.
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Finalmente, tomando t y k como antes, observemos que la relación de la
counidad se sigue de las siguientes igualdades:

Para t, se tiene

(πK ⊗ idTV )τ(t) = (πK ⊗ idTV )(1⊗ t+ t⊗ 1 + τ(t))

= πK(1)⊗ t+ πK(t)⊗ 1 + (πK ⊗ idTV )τ(t)

= 1⊗ t+ 0⊗ 1 + 0

= 1⊗ t = γ(t)

y

(idTV ⊗ πK)τ(t) = (idTV ⊗ πK)(1⊗ t+ t⊗ 1 + τ(t))

= 1⊗ πK(t) + t⊗ πK(1) + (idTV ⊗ πK)τ(t)

= 1⊗ 0 + t⊗ 1 + 0

= t⊗ 1 = γ(t).

Para k, se tiene

(πK ⊗ idTV )τ(k) = (πK ⊗ idTV )(1⊗ k) = πK(1)⊗ k = 1⊗ k = γ(k)

y

(idTV ⊗ πK)τ(k) = (idTV ⊗ πK)(1⊗ k) = 1⊗ πK(k) = 1⊗ k = k ⊗ 1 = γ(k).

Definición 3.4. Sea C un espacio vectorial graduado. Una coálgebra gra-
duada no unitaria es una pareja (C, ρ) donde ρ : C → C⊗C es una función
lineal homogénea de grado 0 que cumple la regla de coasociatividad (ver 2.1).

Proposición 3.5. Sea V un espacio graduado, entonces (TV, τ) es una
coálgebra graduada no unitaria.

Demostración. Sólo hace falta probar la regla de coasociatividad. Basta pro-
barla para elementos homogéneos de la forma v = v1| . . . |vm. Por un lado,
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tenemos

(idT (V ) ⊗ τ)τ(v) = (idT (V ) ⊗ τ)(
∑

1≤r<m

(v1|...|vr)⊗ (vr+1|...|vm))

=
∑

1≤r<m

(v1|...|vr)⊗ τ(vr+1|...|vm)

=
∑

1≤r<m

(v1|...|vr)⊗ (
∑

r+1≤s<m

(vr+1|...|vs)⊗ (vs+1|...|vm))

=
∑

1≤r<s<m

(v1|...|vr)⊗ (vr+1|...|vs)⊗ (vs+1|...|vm).

Por otra parte,

(τ ⊗ idTV )τ(v) = (τ ⊗ idTV )(
∑

1≤s<m

(v1|...|vs)⊗ (vs+1|...|vm))

=
∑

1≤s<m

τ(v1|...|vs)⊗ (vs+1|...|vm)

=
∑

1≤s<m

∑
1≤r<s

(v1|...|vr)⊗ (vr+1|...|vs)⊗ (vs+1|...|vm)

=
∑

1≤r<s<m

(v1|...|vr)⊗ (vr+1|...|vs)⊗ (vs+1|...|vm).

Por lo tanto, (idTV ⊗ τ)τ = (τ ⊗ idTV )τ

Definición 3.6. Sea (C, ρ) una coálgebra graduada no unitaria, definimos
las comultiplicaciones iteradas de la siguiente manera:

ρ0 := idC para n = 0 y

ρn := (idC ⊗ ρn−1)ρ : C → C⊗(n+1) para n ≥ 1.

Observemos que ρ1 = ρ y que, para toda n ∈ N, el grado de ρn es cero.

Definición 3.7. Sea (C, ρ) una coálgebra graduada no unitaria y V un espa-
cio vectorial graduado. A una función lineal homogénea p : C → V de grado
0 se le llama cogenerador de V asociado a C si para toda c 6= 0 en C
existe n ≥ 0 tal que

p⊗(n+1)ρn(c) 6= 0 está en V ⊗(n+1).
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Proposición 3.8. Sea V un espacio vectorial graduado y sea (TV, τ) como
antes, consideremos la proyección canónica p : TV → V , entonces:

1. Para toda s ≥ 2 y todo elemento de la forma v1| . . . |vn, se tiene la
identidad

τ s−1(v1|...|vn) =
∑

1≤i1<...<is−1<is=n

(v1|...|vi1)⊗ ...⊗ (vis−1+1|...|vn).

2. p es cogenerador.

Demostración. Para el inciso 1 hagamos inducción sobre s. Para s = 2 te-
nemos que τ 1 = τ , por lo que la identidad se cumple. Supongamos que la
igualdad se cumple para cierto s, queremos probar que se cumple para s+ 1.
Esto se muestra con las siguientes igualdades:

τ (s+1)−1(v1|...|vn) = (idC ⊗ τ s−1)τ(v1|...|vn)

=(idC ⊗ τ s−1)

( ∑
1≤i1<n

(v1|...|vi1)⊗ (vi1+1|...|vn)

)
=
∑

1≤i1<n

(v1|...|vi1)⊗ τ s−1(vi1+1|...|vn)

=
∑

1≤i1<n

(v1|...|vi1)⊗

 ∑
i1+1≤i2<...<is<is+1=n

(vi1+1|...|vi2)⊗ ...⊗ (vis+1|...|vn)


=
∑

1≤i1<n

∑
i1+1≤i2<...<is<is+1=n

(v1|...|vi1)⊗ ...⊗ (vis+1|...|vn)

=
∑

1≤i1<i2<...<is<is+1=n

(v1|...|vi1)⊗ ...⊗ (vis+1|...|vn).

Prosigamos con el inciso 2. Primero notemos que si v1| . . . |vn 6= 0 es un
elemento en V ⊗n, entonces

p⊗nτn−1(v1|...|vn) = p⊗n(v1 ⊗ ...⊗ vn) = v1 ⊗ ...⊗ vn.

Ahora, sea t 6= 0 ∈ TV , consideremos una expresión reducida t =
∑l

i=1 v
i
1|...|vini ,

es decir, una expresión sin sumandos nulos. Enseguida consideremos n =
min{ni}i∈[l]. Observemos que si ni > n entonces p⊗nτn−1(vi1|...|vini) = 0, en
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efecto, esto se debe a que cada sumando de τn−1(vi1|...|vini) es de la forma
w1 ⊗ w2 ⊗ . . .⊗ wn y como ni > n entonces existe wr tal que p(wr) = 0.

Por lo tanto,

p⊗nτn−1(t) =
∑
{i|ni=n}

vi1 ⊗ ...⊗ vini 6= 0 ∈ V ⊗n.

3.2. Coderivaciones

Definición 3.9. Sea (C, ρ) una coálgebra graduada no unitaria, diremos que
una aplicación lineal d : C → C es una coderivación de grado n si d es
homogénea de grado n y cumple la regla de Leibniz:

ρd = (d⊗ idC + idC ⊗ d)ρ.

Proposición 3.10. Si d : C → C es una coderivación de grado 1 entonces
d2 es una coderivación de grado 2.

Demostración. Probemos la regla de Leibniz:

ρd2 = (d⊗ idC + idC ⊗ d)ρd

= (d⊗ idC + idC ⊗ d)(d⊗ idC + idC ⊗ d)ρ

= (d2 ⊗ idC + d⊗ d− d⊗ d+ idC ⊗ d2)ρ

= (d2 ⊗ idC + idC ⊗ d2)ρ.

Proposición 3.11. Si d, d′ : C → C son coderivaciones del mismo grado,
entonces d− d′ es coderivación.

Demostración. Tenemos lo siguiente:

ρ(d− d′) = ρd− ρd′

= (d⊗ idC + idC ⊗ d)ρ− (d′ ⊗ idC + idC ⊗ d′)ρ
= (d⊗ idC − d′ ⊗ idC + idC ⊗ d− idC ⊗ d′)ρ
= ((d− d′)⊗ idC + idC ⊗ (d− d′))ρ.
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Proposición 3.12. Si d : C → C es coderivación, entonces para toda n ≥ 0
se tiene que

ρnd =

(
n∑
i=0

id⊗iC ⊗ d⊗ id
⊗(n−i)
C

)
ρn.

Demostración. Haremos inducción sobre n. Para n = 0 la igualdad es inme-
diata

ρ0d = idCd = d = didC = dρ0.

Para n = 1 la igualdad se tiene ya que ρ1 = ρ y d es coderivación. Supongamos
que la igualdad es cierta para n, y veamos que también lo es para n + 1.
Utilizando la hipótesis de inducción tenemos que

ρn+1d = (idC ⊗ ρn)ρd = (idC ⊗ ρn)(d⊗ idC + idC ⊗ d)ρ

=(d⊗ ρn + idC ⊗ ρnd)ρ = [d⊗ ρn + idC ⊗ (
n∑
i=0

id⊗iC ⊗ d⊗ id
⊗(n−i)
C )ρn]ρ

=[(d⊗ idC⊗(n+1))(idC ⊗ ρn) +
n∑
i=0

idC ⊗ (id⊗iC ⊗ d⊗ id
⊗(n−i)
C )ρn]ρ

=[(d⊗ idC⊗(n+1))(idC ⊗ ρn) +
n∑
i=0

(idC ⊗ id⊗iC ⊗ d⊗ id
⊗(n−i)
C )(idC ⊗ ρn)]ρ

=[(d⊗ idC⊗(n+1))(idC ⊗ ρn) + (
n∑
i=0

id
⊗(i+1)
C ⊗ d⊗ id⊗(n−i)

C )(idC ⊗ ρn)]ρ

=(
n+1∑
i=0

id⊗iC ⊗ d⊗ id
⊗(n+1−i)
C )(idC ⊗ ρn)ρ

=(
n+1∑
i=0

id⊗iC ⊗ d⊗ id
⊗(n+1−i)
C )ρn+1.

Proposición 3.13. Sean d1, d2 : C → C dos coderivaciones y p : C → V un
cogenerador. Si pd1 = pd2, entonces d1 = d2.

Demostración. La igualdad pd1 = pd2 es equivalente a que p(d1 − d2) = 0.
Probaremos que si d es una coderivación tal que pd = 0 entonces d = 0, y
aśı, como d1− d2 es coderivación se tendrá que d1− d2 = 0, es decir, d1 = d2.
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Procedamos por contradicción. Supongamos que d 6= 0, entonces existe
c ∈ C tal que d(c) 6= 0. Como p es cogenerador, existe n ≥ 0 tal que
p⊗(n+1)ρnd(c) 6= 0. Ahora, de la proposición anterior se sigue que

p⊗(n+1)ρnd(c) = p⊗(n+1)(
n∑
i=0

id⊗iC ⊗ d⊗ id
⊗(n−i)
C )ρn(c)

=

(
n∑
i=0

p⊗i ⊗ pd⊗ p⊗(n−i)

)
ρn(c) = 0

puesto que pd = 0; lo cual es una contradicción. Por lo tanto, d = 0.

Notación : Sean W =
⊕

n≥0Wn y X espacios vectoriales y g : W → X
una función lineal. Para cada n ≥ 0, denotaremos como gn : Wn → X a la
composición gin, donde in : Wn → W es la inclusión canónica. En particular,
si se tiene una función f : TV → W , denotaremos como fn a la composición
fαn donde αn : V ⊗n → TV es la inclusión canónica.

Proposición 3.14. Sea V un espacio vectorial graduado. Consideremos la
coálgebra graduada no unitaria (TV, τ). Sea f : TV → V una función lineal
homogénea. Entonces existe coderivación bf : TV → TV de grado |f | tal que
pbf = f , donde p : TV → V es la proyección.

Demostración. Definamos, para cada n ≥ 1, la función bnf : V ⊗n → TV como

bnf :=
∑

r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

id⊗rV ⊗ fs ⊗ id
⊗t
V .

Recordemos que id⊗0
V es simplemente un abuso de notación y que estamos

pensando que cuando esto ocurre, este tensor se omite. Es claro que cada
bnf es homogénea de grado |f |. Ahora, gracias a la propiedad universal de la

suma directa, tenemos la existencia de bf : TV → TV tal que bfαn = bnf para
toda n. Ya que cada bnf es de grado |f |, tenemos que bf también lo es.

Ahora, queremos ver que τbf = (idTV ⊗ bf + bf ⊗ idTV )τ . Es suficiente
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probarlo para elementos homogéneos v1| . . . |vn ∈ V ⊗n. Tenemos que

τbf (v1|...|vn) = τbnf (v1|...|vn)

= τ(
∑

1≤s<n
f(v1|...|vs)|vs+1|...|vn +

∑
1≤r<n

(−1)|f |(|v1|+...+|vr|)v1|...|vr|f(vr+1|...|vn) +

∑
1≤r<s<n

(−1)|f |(|v1|+...+|vr|)v1|...|vr|f(vr+1|...|vs)|vs+1|...|vn + f(v1|...|vn))

=
∑

1≤s<t<n
(f(v1|...|vs)|vs+1|...|vt)⊗ (vt+1|...|vn) +

∑
1≤s<n

f(v1|...|vs)⊗ (vs+1|...|vn) +

∑
1≤t<r<n

(−1)|f |(|v1|+...+|vr|)(v1|...|vt)⊗ (vt+1|...|vr|f(vr+1|...|vn)) +

∑
1≤r<n

(−1)|f |(|v1|+...+|vr|)(v1|...|vr)⊗ f(vr+1|...|vn) +

∑
1≤t<r<s<n

(−1)|f |(|v1|+...|vr|)(v1|...|vt)⊗ (vt+1|...|vr|f(vr+1|...|vs)|vs+1|...|vn) +

∑
1≤r<s<n

(−1)|f |(|v1|+...+|vr|)(v1|...|vr)⊗ (f(vr+1|...|vs)|vs+1|...|vn) +

∑
1≤r<s<n

(−1)|f |(|v1|+...+|vr|)(v1|...|vr|f(vr+1|...|vs))⊗ (vs+1|...|vn) +

∑
1≤r<s<l<n

(−1)|f |(|v1|+...+|vr|)(v1|...|vr|f(vr+1|...|vs)|vs+1|...|vl)⊗ (vl+1|...|vn).

Comparando esto con las igualdades

(idTV ⊗ bf )τ(v1|...|vn) = (idTV ⊗ bf )(
∑

1≤r<n

(v1|...|vr)⊗ (vr+1|...|vn))

=
∑

1≤r<n

(−1)|v1|+...+|vr|(v1|...|vr)⊗ bf (vr+1|...|vn)

=
∑

1≤r<s<n

(−1)|f |(|v1|+...+|vr|)(v1|...|vr)⊗ (f(vr+1|...|vs)|vs+1|...|vn) +∑
1≤r<r′<n

(−1)|f |(|v1|+...+|vr′ |)(v1|...|vr)⊗ (vr+1|...|vr′ |f(vr′+1|...|vn)) +∑
1≤r<r′<s′<n

(−1)|f |(|v1|+...+|vr′ |)(v1|...|vr)⊗ (vr+1|...|vr′ |f(vr′+1|...|vs′)|vs′+1|...|vn) +∑
1≤r<n

(−1)|f |(|v1|+...+|vr|)(v1|...|vr)⊗ f(vr+1|...|vn)
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y

(bf ⊗ idTV )τ(v1|...|vn) = (bf ⊗ idTV )

( ∑
1≤r<n

(v1|...|vr)⊗ (vr+1|...|vn)

)
=
∑

1≤r<n

bf (v1|...|vr)⊗ (vr+1|...|vn)

=
∑

1≤s′<r<n

(f(v1|...|vs′)|vs′+1|...|vr)⊗ (vr+1|...|vn) +∑
1≤r′<r<n

(−1)|f |(|v1|+...+|vr′ |)(v1|...|vr′|f(vr′+1|...|vr))⊗ (vr+1|...|vn) +∑
1≤r′<s′<r<n

(−1)|f |(|v1|+...+|vr′ |)(v1|...|vr′|f(vr′+1|...|vs′)|vs′+1|...|vr)⊗ (vr+1|...|vn) +∑
1≤r<n

f(v1|...|vr)⊗ (vr+1|...|vn),

se tiene lo deseado.
Finalmente,

pbf (v1|...|vn) = p(
∑

r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

id⊗rV ⊗ fs ⊗ id
⊗t
V )(v1|...|vn) = fn(v1|...|vn) = f(v1|...|vn).

Proposición 3.15. Sean f : TV → V y bf : TV → TV la coderivación de
la proposición anterior, entonces b2

f = 0 si y sólo si para toda n ∈ N∑
r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

fr+1+t(id
⊗r
V ⊗ fs ⊗ id

⊗t
V ) = 0.

Demostración. Supongamos b2
f = 0, entonces fbf = pb2

f = 0. Evaluemos en
un elemento homogéneo v1| . . . |vn la composición anterior

0 = fbf (v1|...|vn) = fbnf (v1|...|vn)

= f(
∑

r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

id⊗rV ⊗ fs ⊗ id
⊗t
V )(v1|...|vn)

=
∑

r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

f(id⊗rV ⊗ fs ⊗ id
⊗t
V )(v1|...|vn)

=
∑

r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

fr+1+t(id
⊗r
V ⊗ fs ⊗ id

⊗t
V )(v1|...|vn).
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Inversamente, si ∑
r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

fr+1+t(id
⊗r
V ⊗ fs ⊗ id

⊗t
V ) = 0,

entonces 0 = fbf = pb2
f . Dee la Proposición 3.8 sabemos que p es un cogene-

rador y, por la Proposición 3.13, concluimos que b2
f = 0.

Proposición 3.16. Sea d : TV → TV una coderivación de (TV, τ). Entonces
existe una única coderivación d : TV → TV tal que dα0 = 0 y πdα = d,
donde π : TV → TV es la proyección canónica y α : TV → TV y α0 : K →
TV son las inclusiones canónicas. Más aún, si d

2
= 0, entonces d2 = 0.

Demostración. Consideremos la función c0 : K → TV que manda a todo
elemento de K en el elemento 0 de TV y consideremos la función αd : TV →
TV . Por la propiedad universal del coproducto tenemos que existe una única
d : TV → TV tal que dα0 = c0(K) = 0 y dα = αd, equivalentemente
πdα = παd = d.

Supongamos que d
2

= 0. De lo anterior tenemos que d = αdπ, entonces

d2 = (αdπ)2 = αdπαdπ = αd
2
π = 0.

Por último, notemos lo siguiente, sean k ∈ K y t ∈ TV entonces

τd(k + t) = ταdπ(k + t) = ταd(t)

= 1⊗ αd(t) + αd(t)⊗ 1 + τd(t)

= 1⊗ d(t) + d(t)⊗ 1 + (idTV ⊗ d+ d⊗ idTV )τ(t)

= 1⊗ d(t) + d(t)⊗ 1 + (idTV ⊗ d+ d⊗ idTV )τ(t)

= (idTV ⊗ d+ d⊗ idTV )(1⊗ t+ t⊗ 1 + τ(t));

como d(k) = 0, se concluye que

τd(k + t) = (idTV ⊗ d+ d⊗ idTV )(1⊗ k + 1⊗ t+ t⊗ 1 + τ(t))

= (idTV ⊗ d+ d⊗ idTV )τ(k + t).
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Observación 3.17. Sea m = {mn : A⊗n → A}n∈N una familia de funciones
homogéneas tales que |mn| = 2−n, para cada n. Consideremos las funciones
definidas por los diagramas:

A⊗n

σ⊗n

��

mn // A

σ
��

A[1]⊗n
m′n

// A[1],

es decir, para cada n tenemos m′n := σmn(σ⊗n)−1, donde σ es la función
homogénea de grado −1 tal que, para a ∈ A, σ(a) = a. Notemos que cada m′n
es de grado 1 y además por la propiedad universal del coproducto tenemos
la existencia de una aplicación m′ : TA[1] → A[1] homogénea de grado 1
tal que m′αn = m′n. Gracias a la Proposición 3.14, existe una coderivación
bm′ : TA[1]→ TA[1] de grado 1 que está determinada por las funciones

bnm′ =
∑

r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

id⊗rA[1] ⊗m
′
s ⊗ id⊗tA[1].

Corolario 3.18. Sea bm′ la función anterior, entonces bm′ es una codiferencial
si y sólo si (A,m) es una A∞-álgebra.

Demostración. Sabemos que (bm′)
2 = 0 si y sólo si para toda n∑

r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

m′r+1+t(id
⊗r
A[1] ⊗m

′
s ⊗ id⊗tA[1]) = 0.
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Pero esto ocurre si y sólo si

0 = σ−1

 ∑
r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

m′r+1+t(id
⊗r
A[1] ⊗m

′
s ⊗ id⊗tA[1])

σ⊗n

=
∑

r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

σ−1m′r+1+t(id
⊗r
A[1] ⊗m

′
s ⊗ id⊗tA[1])σ

⊗n

=
∑

r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

(−1)−rmr+1+t(σ
⊗(r+1+t))−1(σ⊗r ⊗m′sσ⊗s ⊗ σ⊗t)

=
∑

r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

(−1)rmr+1+t(σ
⊗(r+1+t))−1(σ⊗r ⊗ σms ⊗ σ⊗t)

=
∑

r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

(−1)r+(−t)(2−s)mr+1+t(σ
⊗(r+1+t))−1(σ⊗r ⊗ σ ⊗ σ⊗t)(id⊗rA ⊗ms ⊗ id⊗tA )

=
∑

r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

(−1)r+stmr+1+t(id
⊗r
A ⊗ms ⊗ id⊗tA ).

Observación 3.19. De la Proposición 3.16 se tiene una codiferencial

dm : TA[1]→ TA[1]

dada por la fórmula dm = αbm′π.

Definición 3.20. Sea (C, ρ, ε, d) una coálgebra diferencial, sean (M,ρM) y
(N, ρN) comódulos graduados y sea f : M → N un morfismo de comódulos
graduados. Diremos que una función homogénea d1 : M → N es una f-
coderivación si ρNd1 = (idC ⊗ d1 + d⊗ f)ρM .

Las idM -coderivaciones son las coderivaciones. Si dM es una codiferencial
de M , entonces dM es una coderivación.

Observación 3.21. Sean M y N comódulos diferenciales graduados sobre
(C, ρ, ε, d) y sea f : M → N morfismo de comódulos graduados. Notemos
que

ρNdNf = (idC ⊗ dN + d⊗ idN)ρNf

= (idC ⊗ dN + d⊗ idN)(idC ⊗ f)ρM

= (idC ⊗ dNf + d⊗ f)ρM
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y

ρNfdM = (idC ⊗ f)ρMdM

= (idC ⊗ f)(idC ⊗ dM + d⊗ idM)ρM

= (idC ⊗ fdM + d⊗ f)ρM ,

es decir, dNf y fdM son f -coderivaciones de grado 1.

Proposición 3.22. Sean M y N comódulos graduados sobre (C, ρ, ε, d)
y sea f : M → N morfismo de comódulos graduados. Si d1 y d2 son f -
coderivaciones del mismo grado, entonces d1 − d2 es una función homogénea
de grado |d1| que cumple la regla de coasociatividad.

Demostración. Sólo hace falta checar la coasociatividad:

ρN(d1 − d2) = ρNd1 − ρNd2

= (idC ⊗ d1 + d⊗ f)ρM − (idC ⊗ d2 + d⊗ f)ρM

= (idC ⊗ d1 − idC ⊗ d2)ρM

= (idC ⊗ (d1 − d2))ρM .

3.3. El funtor de A-Mod∞ a TA[1]-CoDf

Proposición 3.23. Sean V espacio vectorial graduado y {Wn}n≥0 una fa-
milia de espacios vectoriales graduados. Entonces, se tiene que

(
⊕
n≥0

Wn)⊗ V ∼=
⊕
n>0

Wn ⊗ V

como espacios vectoriales graduados, donde las graduaciones de los productos
tensoriales y las sumas se consideran como en 1.3.

Demostración. Para dar el isomorfismo usaremos la propiedad universal del
producto tensorial. Consideremos la función

f : (
⊕
n≥0

Wn)× V →
⊕
n≥0

Wn ⊗ V
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tal que f(
∑
wn, v) =

∑
wn⊗v. Es claro que ésta es una funciónK-balanceada

por lo tanto existe una función lineal

f̂ : (
⊕
n≥0

Wn)⊗ V →
⊕
n≥0

Wn ⊗ V

que proviene de f , es decir f̂((
∑
wn)⊗v) =

∑
wn⊗v. Por como está definida

f̂ , se sigue que ésta es homogénea de grado 0.
Ahora, para cada m ≥ 0 tenemos la función

gm : Wm × V → (
⊕
n≥0

Wn)⊗ V

definida como gm(wm, v) = wm ⊗ v. De nueva cuenta, gm es una función
K-balanceada y, por lo tanto, existe una función lineal

ĝm : Wm ⊗ V → (
⊕
n≥0

Wn)⊗ V.

Estas ĝm’s inducen una función lineal

ĝ :
⊕
n≥0

Wn ⊗ V → (
⊕
n≥0

Wn)⊗ V

tal que ĝ(
∑
wn ⊗ v) = (

∑
wn)⊗ v. Cada ĝm es homogénea de grado 0, esto

implica que ĝ también lo es.
Lo siguiente es darse cuenta que f̂ y ĝ son inversas una de la otra. En

efecto
f̂ ĝ(
∑

wn ⊗ v) = f̂((
∑

wn)⊗ v) =
∑

wn ⊗ v
y

ĝf̂((
∑

wn)⊗ v) = ĝ(
∑

wn ⊗ v) = (
∑

wn)⊗ v.

Lo anterior nos dice que (
⊕

n≥0Wn)⊗ V es la suma directa de la familia
{Wn ⊗ V }n≥0.

Corolario 3.24. Sean M y A espacios vectoriales graduados, entonces

TA[1]⊗M [1] ∼=
⊕
n≥0

A[1]⊗n ⊗M [1]

como espacios vectoriales graduados (con las graduaciones usuales).
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Demostración. Es un caso particular del teorema anterior.

Definición 3.25. Sean M y N espacios vectoriales graduados y sea n ∈ Z.
Denotaremos como Homn

K-Gr(M,N) al conjunto de funciones lineales ho-
mogéneas de grado n. Más aún, si M y N son comódulos graduados sobre
una coálgebra C, denotaremos como Homn

C-CoGr(M,N) al conjunto de fun-
ciones lineales homogéneas de grado n de M a N que cumplen la regla de
coasociatividad.

Proposición 3.26. Sean (C, ρ, ε) una coálgebra graduada, M y N espacios
graduados y n ∈ Z, entonces se tiene un isomorfismo

Φ : Homn
C-CoGr(Ind(M), Ind(N))→ Homn

K-Gr(C ⊗M,N)

definido como Φ(u) = µN(ε⊗ idN)u, donde µN : K ⊗N → N es el morfismo
multiplicación que tiene N por ser espacio vectorial.

Demostración. Notemos que en efecto Φ(u) es de espacios graduados pues
µN , (ε⊗ idN) y u lo son. Además |Φ(u)| = |µN |+ |ε|+ |idN |+ |u| = n. Ahora,
sea f ∈ Homn

K-Gr(C ⊗M,N), definamos la inversa como

Ψ(f) := (idC ⊗ f)(ρ⊗ idM).

Lo primero que hay que probar es que en efecto Ψ(f) está en

Homn
C-CoGr(Ind(M), Ind(N)).

Esto se tiene ya que |Ψ(f)| = |idC | + |f | + |ρ| + |idM | = n. La regla de
coasociatividad se tiene de la siguiente cadena de igualdades:

(ρ⊗ idN)Ψ(f) = (ρ⊗ idN)(idC ⊗ f)(ρ⊗ idM)

= (ρ⊗ f)(ρ⊗ idM)

= (idC ⊗ idC ⊗ f)(ρ⊗ idC ⊗ idM)(ρ⊗ idM)

= (idC ⊗ idC ⊗ f)((ρ⊗ idC)ρ⊗ idM)

= (idC ⊗ idC ⊗ f)((idC ⊗ ρ)ρ⊗ idM)

= (idC ⊗ idC ⊗ f)(idC ⊗ ρ⊗ idM)(ρ⊗ idM)

= (idC ⊗ (idC ⊗ f)(ρ⊗ idM))(ρ⊗ idM)

= (idC ⊗Ψ(f))(ρ⊗ idM).
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Ahora veamos que Φ y Ψ son inversas una de la otra. Primero, tenemos
que

ΨΦ(u) = Ψ(µN(ε⊗ idN)u)

= (idC ⊗ [µN(ε⊗ idN)u])(ρ⊗ idM)

= (idC ⊗ [µN(ε⊗ idN)])(idC ⊗ u)(ρ⊗ idM)

= (idC ⊗ [µN(ε⊗ idN)])(ρ⊗ idN)u

= (idC ⊗ µN)(idC ⊗ ε⊗ idN)(ρ⊗ idN)u.

Observemos que, para todo elemento de la forma c⊗ k ⊗ n, se tiene que

(idC ⊗ µN)(c⊗ k ⊗ n) = c⊗ kn = ck ⊗ n = (µr ⊗ idN)(c⊗ k ⊗ n).

Por lo tanto, (idC ⊗µN) = (µr ⊗ idN); y recordemos que µr(idC ⊗ ε)ρ = idC .
Aśı, de nuestro cálculo previo de ΨΦ(u), obtenemos

ΨΦ(u) = (µr ⊗ idN)(idC ⊗ ε⊗ idN)(ρ⊗ idN)u = (idC ⊗ idN)u = u.

Se tiene que

ΦΨ(f) = Φ((idC ⊗ f)(ρ⊗ idM))

= µN(ε⊗ idN)(idC ⊗ f)(ρ⊗ idM)

= µN(ε⊗ f)(ρ⊗ idM)

= µN(idK ⊗ f)(ε⊗ idC ⊗ idM)(ρ⊗ idM).

Además, para todo elemento de la forma k ⊗ c⊗m, tenemos:

µN(idK ⊗ f)(k ⊗ c⊗m) = µN(k ⊗ f(c⊗m)) =

kf(c⊗m) = f(kc⊗m) = fµC⊗M(k ⊗ c⊗m).

Por ende, µN(idK ⊗ f) = fµC⊗M . Entonces,

ΦΨ(f) = fµC⊗M(ε⊗ idC ⊗ idM)(ρ⊗ idM)

= fµC⊗M(γl ⊗ idM)

= fµC⊗MγC⊗M = f.
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Notación : Con el propósito de simplificar la notación, más adelante de-
notaremos como qN a la función µN(ε⊗idN) y, en caso de que se sobreentienda
de cual N se está hablando, simplemente la denotaremos como q.

Corolario 3.27. Sea (C, ρ, ε, d) una coálgebra diferencial y sea M un espacio
vectorial graduado. Consideremos Coder1

C(Ind(M)) el conjunto de coderiva-
ciones de Ind(M) de grado 1. Se tiene una biyección

ξ : Hom1
C-CoGr(Ind(M), Ind(M))→ Coder1

C(Ind(M))

dado por ξ(u) = d⊗ idM + u.

Demostración. Veamos que si u es morfismo de grado 1, entonces ξ(u) es
coderivación de grado 1. Es claro que |ξ(u)| = 1, solamente resta probar la
regla de Leibniz

(ρ⊗ idM)(d⊗ idM + u)

= (ρd⊗ idM) + (ρ⊗ idM)u

= (d⊗ idC + idC ⊗ d)ρ⊗ idM + (idC ⊗ u)(ρ⊗ idM)

= (d⊗ idC ⊗ idM + idC ⊗ d⊗ idM)(ρ⊗ idM) + (idC ⊗ u)(ρ⊗ idM)

= (d⊗ idC ⊗ idM + idC ⊗ d⊗ idM + idC ⊗ u)(ρ⊗ idM)

= (d⊗ idC ⊗ idM + idC ⊗ (d⊗ idM + u))(ρ⊗ idM).

Ahora, sea dInd(M) una coderivación de grado 1, definimos

ξ−1(dInd(M)) = dInd(M) − d⊗ idM .

La Proposición 2.47 muestra que d ⊗ idM es una codiferencial y de la Pro-
posición 3.22 se tiene que dInd(M) − d⊗ idM es coasociativa y homogénea de
grado 1. Es claro que ξ y ξ−1 son inversas una de la otra.

Corolario 3.28. Sea (C, ρ, ε, d) una coálgebra diferencial y sea M un espacio
vectorial graduado. La función

χ : Hom1
K-Gr(C ⊗M,M)→ Coder1

C(Ind(M))

dada por χ(f) = d⊗ idM + Ψ(f) es una biyección.

Demostración. Se sigue del corolario anterior y de la Proposición 3.26.
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Proposición 3.29. Sean (C, ρ, ε, d) una coálgebra diferencial, (M,ρM) un
comódulo graduado sobre C y dM una coderivación de grado 1. Entonces
d2
M ∈Hom2

C-CoGr(M,M).

Demostración. Es debido a las siguientes igualdades

ρMd
2
M = (d⊗ idM + idC ⊗ dM)ρMdM

= (d⊗ idM + idC ⊗ dM)(d⊗ idM + idC ⊗ dM)ρM

= (d2 ⊗ idM + d⊗ dM − d⊗ dM + idC ⊗ d2
M)ρM

= (idC ⊗ d2
M)ρM .

Observación 3.30. Sean V y M espacios graduados, (TV, τ, πK) la coálge-
bra tensorial asociada a V , y f : TV → V y g : TV ⊗M →M dos funciones
homogéneas de grado 1. Consideremos bf como en 3.14 y df : TV → TV la
coderivación asociada a bf que se obtiene gracias a la Proposición 3.16. El
Corolario 3.28 nos da una coderivación χ(g) de grado 1; notemos que, por
3.26 y 2.4, se tiene

µM (πK⊗idM )χ(g) = µM (πK⊗idM )(df⊗idM +Ψ(g)) = µM (πKdf⊗idM )+g = g.

Calculemos de manera expĺıcita quién es χ(g). Tenemos que ésta está de-
terminada por las funciones χ(g)n := χ(g)(αn ⊗ idM), donde las funciones
αn ⊗ idM : V ⊗n ⊗M → TV ⊗M y α0 ⊗ idM : K ⊗M → TV ⊗M son las
inclusiones.

Expĺıcitamente, si n ≥ 1,

(df ⊗ idM)(αn ⊗ idM) =
∑

r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

id⊗rV ⊗ fs ⊗ id
⊗t
V ⊗ idM
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y, para v = v1| . . . |vn y m homogéneos, se tiene que

Ψ(g)n(v ⊗m) = (idTV ⊗ g)(τ ⊗ idM )(v ⊗m)

= (idTV ⊗ g)(1⊗ v ⊗m+ v ⊗ 1⊗m+ τ(v)⊗m)

= 1⊗ g(v ⊗m) + v ⊗ g(1⊗m) + (idTV ⊗ g)(
∑

1≤r<n
(v1|...|vr)⊗ (vr+1|...|vn)⊗m)

= 1⊗ g(v ⊗m) + v ⊗ g(1⊗m) +
∑

1≤r<n
(−1)|v1|+...+|vr|(v1|...|vr)⊗ g(vr+1|...|vn ⊗m)

= γg(v ⊗m) + v ⊗ gγ(m) +
∑

1≤r<n
(id⊗rV ⊗ g(id⊗n−rV ⊗ idM ))(v ⊗m)

=

γgn + id⊗nV ⊗ g0γ +
∑

1≤r<n
id⊗rV ⊗ gn−r

 (v ⊗m).

Aśı, para n ≥ 1,

χ(g)n =
∑

r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

id⊗rV ⊗fs⊗ id
⊗t
V ⊗ idM +

∑
1≤r<n

id⊗rV ⊗gn−r + id⊗nV ⊗g0γ+γgn.

Si n = 0, entonces

χ(g)0 = (b0
f ⊗ idM) + Ψ(g)0 = Ψ(g)0.

Por lo tanto, la evaluación para k ⊗m, con k ∈ K y m ∈M , es:

Ψ(g)0(k ⊗m) = (idTV ⊗ g)(τ ⊗ idM)(k ⊗m)

= (idTV ⊗ g)(1⊗ k ⊗m) = 1⊗ g(k ⊗m) = γg0(k ⊗m),

con lo que
χ(g)0 = γg0.

Proposición 3.31. Sean V un espacio graduado, (TV, τ, πK) su coálgebra
tensorial asociada, y f : TV → V y g : TV ⊗ M → M dos funciones
homogéneas de grado 1. Entonces χ(g)2 = 0 si y sólo si g0γg0 = 0 y para
toda n ≥ 1 se tiene que

H(g)n1 +H(g)n2 + gn(id⊗nV ⊗ g0γ) + g0γgn = 0,
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donde
H(g)n1 :=

∑
r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

gr+1+t(id
⊗r
V ⊗ fs ⊗ id

⊗t
V ⊗ idM)

y

H(g)n2 :=
∑

1≤r<n

gr(id
⊗r
V ⊗ gn−r).

Demostración. De 3.29 sabemos que χ(g)2 es una función lineal homogénea
de grado 2. Aśı, del isomorfismo en 3.26, tenemos que, χ(g)2 = 0 si y sólo si
Φ(χ(g)2) = 0. Notemos que

Φ(χ(g)2) = µM (πK ⊗ idM )χ(g)2

= µM (πK ⊗ idM )(df ⊗ idM + Ψ(g))χ(g)

= [µM (πK ⊗ idM )(df ⊗ idM ) + µM (πK ⊗ idM )Ψ(g)]χ(g)

= [µM (πKdf ⊗ idM ) + g]χ(g) = gχ(g).

Pero, gχ(g) = 0 si y sólo si g0γg0 = 0 y, para n ≥ 1,

H(g)n1 +H(g)n2 + gn(id⊗nV ⊗ g0γ) + g0γgn = 0.

Observación 3.32. Sea (A,m) una A∞-álgebra y sea M un espacio vecto-
rial graduado junto con una familia de funciones lineales homogéneas mM =
{mM

n : A⊗(n−1) ⊗M → M}n∈N donde cada mM
n es de grado 2 − n. Defini-

mos, para cada n ≥ 2, las funciones homogéneas m′Mn usando los siguientes
diagramas conmutativos:

A⊗(n−1) ⊗M

σ⊗(n−1)⊗σM
��

mMn //M

σM
��

A[1]⊗(n−1) ⊗M [1]
m′Mn−1

//M [1],

es decir, m′Mn−1 := σMm
M
n (σ⊗(n−1) ⊗ σM)−1. Para n = 1, la función m′M0 está

dada por el diagrama conmutativo

M
mM1 //

γσM
��

M

σM
��

K ⊗M [1]
m′M0

//M [1],
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es decir, m′M0 := σMm
M
1 σ
−1
M µ.

Notemos que cada m′Mn es de grado 1 y, de la propiedad universal del
coproducto, tenemos una función m′M : TA[1] ⊗M [1] → M [1] de grado 1,
tal que para toda n ≥ 0 se tiene que m′Mαn = m′Mn . De 3.28 tenemos que
χ(m′M) = (dm ⊗ idM [1]) + Ψ(m′M) es una coderivación.

Proposición 3.33. Sea (A,m) una A∞-álgebra y sea M un espacio vecto-
rial graduado junto con una familia de funciones lineales homogéneas mM =
{mM

n : A⊗(n−1) ⊗ M → M}n∈N donde cada mM
n es de grado 2 − n. Con-

sideremos m′M como en la observación anterior, entonces (M,mM) es un
A∞-módulo si y sólo si (IndTA[1](M [1]), χ(m′M)) es un TA[1]-comódulo dife-
rencial.

Demostración. De la Proposición 3.31 tenemos que χ(m′M)2 = 0 si y sólo si
m′M0 γm′M0 = 0 y, para toda n ≥ 1,

H(m′M)n1 +H(m′M)n2 +m′Mn (id⊗nA[1] ⊗m
′M
0 γ) +m′M0 γm′Mn = 0.

La condición m′M0 γm′M0 = 0 ocurre si y sólo si σ−1
M m′M0 γm′M0 γσM = 0, pero

σ−1
M m′M0 γm′M0 γσM = mM

1 σ
−1
M µγσMm

M
1 = mM

1 σ
−1
M σMm

M
1 = mM

1 m
M
1 = (mM

1 )2

es decir m′M0 γm′M0 = 0 si y sólo si (mM
1 )2 = 0.

Ahora, observemos que para cada n ≥ 1,

H(m′M)n1 +H(m′M)n2 +m′Mn (id⊗nA[1] ⊗m
′M
0 γ) +m′M0 γm′Mn = 0

si y sólo si

σ−1
M (H(m′M)n1 +H(m′M)n2 +m′Mn (id⊗nA[1]⊗m

′M
0 γ) +m′M0 γm′Mn )(σ⊗n⊗σM) = 0

si y sólo si

σ−1
M H(m′M)n1 (σ⊗n ⊗ σM) + σ−1

M H(m′M)n2 (σ⊗n ⊗ σM)

+ σ−1
M m′Mn (id⊗nA[1] ⊗m

′M
0 γ)(σ⊗n ⊗ σM) + σ−1

M m′M0 γm′Mn (σ⊗n ⊗ σM) = 0.
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Analicemos cada sumando de esta última igualdad. Primero notemos que

σ−1M H(m′M )n1 (σ⊗n ⊗ σM )

=
∑

r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

σ−1M m′Mr+1+t(id
⊗r
A[1] ⊗m

′
s ⊗ id⊗tA[1] ⊗ idM )(σ⊗n ⊗ σM )

=
∑

r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

(−1)−rmM
r+1+t+1(σ⊗(r+1+t) ⊗ σM )−1(σ⊗r ⊗m′sσ⊗s ⊗ σ⊗t ⊗ σM )

=
∑

r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

(−1)rmM
r+1+t+1(σ⊗(r+1+t) ⊗ σM )−1(σ⊗r ⊗ σms ⊗ σ⊗t ⊗ σM )

=
∑

r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

(−1)lmM
r+1+t+1(σ⊗(r+1+t) ⊗ σM )−1(σ⊗(r+1+t) ⊗ σM )(id⊗rA ⊗ms ⊗ id⊗tA ⊗ idM )

=
∑

r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

(−1)r+(t+1)smM
r+1+t+1(id⊗rA ⊗ms ⊗ id⊗tA ⊗ idM )

=
∑

r+s+t′=n+1
s,t′≥1; r≥0

(−1)r+t′smM
r+1+t′(id

⊗r
A ⊗ms ⊗ id⊗(t

′−1)
A ⊗ idM )

donde l = r + (−t− 1)(2− s).
Ahora,

σ−1
M H(m′M)n2 (σ⊗n ⊗ σM)

=
∑

1≤r<n

σ−1
M m′Mr (id⊗rA[1] ⊗m

′M
n−r)(σ

⊗n ⊗ σM)

=
∑

1≤r<n

(−1)−rmM
r+1(σ⊗r ⊗ σM)−1(σ⊗r ⊗m′Mn−r(σ⊗(n−r) ⊗ σM))

=
∑

1≤r<n

(−1)rmM
r+1(σ⊗r ⊗ σM)−1(σ⊗r ⊗ σMmM

n−r+1)

=
∑

1≤r<n

(−1)rmM
r+1(σ⊗r ⊗ σM)−1(σ⊗r ⊗ σM)(id⊗rA ⊗m

M
n−r+1)

=
∑

1≤r<n

(−1)rmM
r+1(id⊗rA ⊗m

M
n−r+1)

=
∑

r+s=n+1
s≥2; r≥1

(−1)rmM
r+1(id⊗rA ⊗m

M
s ).

77



También notemos que

σ−1
M m′Mn (id⊗nA[1] ⊗m

′M
0 γ)(σ⊗n ⊗ σM)

= (−1)−nmM
n+1(σ⊗n ⊗ σM)−1(σ⊗n ⊗m′M0 γσM)

= (−1)nmM
n+1(σ⊗n ⊗ σM)−1(σ⊗n ⊗ σMmM

1 )

= (−1)nmM
n+1(σ⊗n ⊗ σM)−1(σ⊗n ⊗ σM)(id⊗nA ⊗m

M
1 )

= (−1)nmM
n+1(id⊗nA ⊗m

M
1 ).

Finalmente,

σ−1
M m′M0 γm′Mn (σ⊗n ⊗ σM) = mM

1 σ
−1
M µγm′Mn (σ⊗n ⊗ σM)

= mM
1 σ
−1
M µγσMm

M
n+1 = mM

1 σ
−1
M σMm

M
n+1 = mM

1 m
M
n+1.

Con esto se concluye que, para toda n ≥ 1,

H(m′M)n1 +H(m′M)n2 +m′Mn (id⊗nA[1] ⊗m
′M
0 γ) +m′M0 γm′Mn = 0

si y sólo si, para toda n ≥ 1,∑
r+s+t′=n+1
s,t′≥1; r≥0

(−1)r+t
′smM

r+1+t′(id
⊗r
A ⊗ms ⊗ id⊗(t′−1)

A ⊗ idM) +

∑
r+s=n+1
s≥2; r≥1

(−1)rmM
r+1(id⊗rA ⊗m

M
s ) + (−1)nmM

n+1(id⊗nA ⊗m
M
1 ) +mM

1 m
M
n+1

=
∑

r+s+t′=n+1
s,t′≥1; r≥0

(−1)r+t
′smM

r+1+t′(id
⊗r
A ⊗ms ⊗ id⊗(t′−1)

A ⊗ idM) +

∑
r+s=n
s≥1; r≥0

(−1)rmM
r+1(id⊗rA ⊗m

M
s ) = 0

es decir, si y sólo si, para cada n′ = n+ 1 ≥ 2, R(M)+
n′ +R(M)0

n′ = 0.

Observación 3.34. Sean A, M y N espacios vectoriales graduados y sea
f = {fn : A⊗(n−1) ⊗ M → N}n∈N una familia de funciones lineales ho-
mogéneas tales que |fn| = 1− n para cada n. Podemos construir una nueva
familia mediante los siguientes diagramas:
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Para cada n ≥ 1,

A⊗n ⊗M
σ⊗n⊗σM

��

fn+1 // N

σN
��

A[1]⊗n ⊗M [1]
f̂n

// N [1],

es decir, definimos f̂n := σNfn+1(σ⊗nA ⊗ σM)−1.

Para n = 0,

M
f1 //

γσM
��

N

σN
��

K ⊗M [1]
f̂0

// N [1],

es decir, f̂0 := σNf1σ
−1
M µ

M [1]
l .

Notemos que cada f̂n es de grado 0 y de la propiedad universal del co-
producto y la Proposición 3.23 tenemos que la familia de las f̂n’s inducen un
morfismo

f̂ : TA[1]⊗M [1]→ N [1]

en K-Gr. Finalmente, aplicando el isomorfismo Ψ de 3.26 tenemos un mor-
fismo

Ψ(f̂) : TA[1]⊗M [1]→ TA[1]⊗N [1]

en TA[1]-CoGr, tal que qΨ(f̂) = f̂ .
Recordemos que en la Observación 3.30 calculamos una expresión de χ

al ser evaluada en una función homogénea g : TV ⊗M → M de grado 1,
donde V y M son espacios vectoriales graduados. En particular, se calculó
el valor expĺıcito de Ψ(g). Notemos que, el cálculo para Ψ(g) se puede hacer
para funciones homogéneas de cualquier grado. Con ello se tiene que, para
cada n ≥ 1,

Ψ(f̂)n =
∑
s+t=n
s,t≥1

id⊗sA[1] ⊗ f̂t + id⊗nA[1] ⊗ f̂0γ + γf̂n,

y Ψ(f̂)0 = γf̂0 para n = 0.
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Corolario 3.35. Sean A, M y N espacios graduados y sea F(M,N) el
conjunto de familias

f = {fn : A⊗(n−1) ⊗M → N}n∈N
tales que para cada n se tiene que fn es lineal homogénea de grado 1 − n.
Entonces la función que manda a f en f̂ es un isomorfismo que va de F(M,N)
a HomK-Gr(TA[1]⊗M [1], N [1]).

Demostración. Hay que dar la inversa. Sea F : TA[1] ⊗M [1] → N [1] ho-
mogénea de grado 0, definimos para cada n ≥ 2 la función

gn := σ−1
N Fn−1(σ⊗(n−1) ⊗ σM) : A⊗(n−1) ⊗M → N,

y g1 := σ−1
N F0γσM , para n = 1. Es claro que la función que manda a F en

{gn}n∈N es la inversa deseada.

Proposición 3.36. Sean A una A∞-álgebra, M y N A∞-módulos y sea f =
{fn : A⊗(n−1) ⊗M → N}n∈N una familia de funciones lineales homogéneas
tales que |fn| = 1 − n para cada n. Considere el morfismo f̂ como antes.
Entonces, la función Ψ(f̂) conmuta con las diferenciales si y sólo si para toda
n ≥ 0

7∑
i=4

D(i)
n −

3∑
i=1

D(i)
n = 0

donde

D(1)
n :=

∑
s+t=n
s,t≥1

m′Ns (id⊗sA[1] ⊗ f̂t),

D(2)
n := m′N0 γf̂n,

D
(3)
0 := 0 y D(3)

n := m′Nn (id⊗nA[1] ⊗ f̂0γ) para n ≥ 1,

D(4)
n :=

∑
r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

f̂r+1+t(id
⊗r
A[1] ⊗m

′
s ⊗ id⊗tA[1] ⊗ idM [1]),

D(5)
n :=

∑
r+s=n
s,r≥1

f̂r(id
⊗r
A[1] ⊗m

′M
s ),

D
(6)
0 := 0 y D(6)

n := f̂n(id⊗nA[1] ⊗m
′M
0 γ) para n ≥ 1, y

D(7)
n := f̂0γm

′M
n .
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Demostración. Sabemos que m′M = qM [1]χ(m′M) y f̂ = qN [1]Ψ(f̂). Por la

Observación 3.21, χ(m′N)Ψ(f̂) y Ψ(f̂)χ(m′M) son Ψ(f̂)-coderivaciones, por
lo tanto, de la Proposición 3.22 se sigue que Ψ(f̂)χ(m′M) − χ(m′N)Ψ(f̂) es
un morfismo de TA[1]-comódulos graduados. Aśı, por 3.26,

Ψ(f̂)χ(m′M)− χ(m′N)Ψ(f̂) = 0

⇔ qN [1]Ψ(f̂)χ(m′M)− qN [1]χ(m′N)Ψ(f̂) = 0

⇔ f̂χ(m′M)−m′NΨ(f̂) = 0

⇔ f̂χ(m′M)n −m′NΨ(f̂)n = 0, para cada n ≥ 0.

Si n = 0 se tiene que D
(1)
0 = D

(3)
0 = D

(4)
0 = D

(5)
0 = D

(6)
0 = 0, además

f̂χ(m′M)0−m′NΨ(f̂)0 = f̂γm′M0 −m′Nγf̂0 = f̂0γm
′M
0 −m′N0 γf̂0 = D

(7)
0 −D

(2)
0 .

Consideremos ahora el caso n ≥ 1.
Analizando primero a m′NΨ(f̂)n tenemos que :

m′NΨ(f̂)n = m′N(
∑
s+t=n
s,t≥1

id⊗sA[1] ⊗ f̂t + id⊗nA[1] ⊗ f̂0γ + γf̂n)

=
∑
s+t=n
s,t≥1

m′N(id⊗sA[1] ⊗ f̂t) +m′N(id⊗nA[1] ⊗ f̂0γ) +m′Nγf̂n

= D(1)
n +D(2)

n +D(3)
n .

Enseguida, por 3.30, se tiene que f̂χ(m′M)n es igual a:

f̂(
∑

r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

id⊗rA[1]⊗m
′
s⊗ id⊗tA[1]⊗ idM [1] +

∑
r+s=n
r,s≥1

id⊗rA[1]⊗m
′M
s + id⊗nA[1]⊗m

′M
0 γ+γm′Mn )

=
∑

r+s+t=n
s≥1; r,t≥0

f̂(id⊗rA[1] ⊗m
′
s ⊗ id⊗tA[1] ⊗ idM [1])

+
∑
r+s=n
r,s≥1

f̂(id⊗rA[1] ⊗m
′M
s ) + f̂(id⊗nA[1] ⊗m

′M
0 γ) + f̂γm′Mn

= D(4)
n +D(5)

n +D(6)
n +D(7)

n .

De las igualdades anteriores se concluye el resultado.
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Observación 3.37. Sea A una A∞-álgebra y sea f : M → N un morfismo de
A∞-módulos. Entonces, usando la notación de la Definición 1.14, para cada
cada n ≥ 1 se tienen las igualdades R(f)+

n = Z
(4)
n , R(f)0

n = Z
(5)
n +Z

(6)
n +Z

(7)
n

y R(f)−n = Z
(1)
n + Z

(2)
n + Z

(3)
n , donde

Z(1)
n :=

∑
s+t=n
s≥1, t≥2

mN
s+1(id⊗sA ⊗ ft),

Z(2)
n := mN

1 fn,

Z
(3)
1 := 0 y Z(3)

n := mN
n (id

⊗(n−1)
A ⊗ f1) para n ≥ 2,

Z(4)
n :=

∑
r+s+t=n
s,t≥1; r≥0

(−1)r+stfr+1+t(id
⊗r
A ⊗ms ⊗ id⊗(t−1)

A ⊗ idM),

Z(5)
n :=

∑
r+s=n
s≥2; r≥1

(−1)rfr+1(id⊗rA ⊗m
M
s ),

Z
(6)
1 := 0 y Z(6)

n := (−1)n−1fn(id
⊗(n−1)
A ⊗mM

1 ) para n ≥ 2, y

Z(7)
n := f1m

M
n .

Teorema 3.38. Sea (A,m) una A∞-álgebra, sean (M,mM) y (N,mN) A∞-
módulos y sea f = {fn : A⊗(n−1) ⊗M → N}n∈N una familia de funciones
lineales graduadas de grado 1 − n cada una. Consideremos f̂ como en 3.34,
entonces

Ψ(f̂) : (IndTA[1](M [1]), χ(m′M))→ (IndTA[1](N [1]), χ(m′N))

está en TA[1]-CoDf si y sólo si f : (M,mM)→ (N,mN) está en A-Mod∞.

Demostración. De 3.36 sabemos que Ψ(f̂)χ(m′M) = χ(m′N)Ψ(f̂) si y sólo

si para cada n ≥ 0 se cumple
∑7

i=4D
(i)
n −

∑3
i=1D

(i)
n = 0. Veamos que esto

sucede si y sólo si para cada n ≥ 1 se tiene la igualdad

R(f)+
n +R(f)0

n −R(f)−n =
7∑
i=4

Z(i)
n −

3∑
i=1

Z(i)
n = 0.

Cuando n = 0, que
∑7

i=4D
(i)
0 −

∑3
i=1D

(i)
0 sea igual a cero es equivalente

a que
∑7

i=4 σ
−1
N D

(i)
0 γσM −

∑3
i=1 σ

−1
N D

(i)
0 γσM sea cero. Notemos que D

(1)
0 =
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D
(4)
0 = D

(5)
0 = 0 puesto que son la suma vaćıa, y por definición D

(3)
0 = D

(6)
0 =

0. De igual manera, Z
(1)
1 = Z

(3)
1 = Z

(4)
1 = Z

(5)
1 = Z

(6)
1 = 0. Nuestra primera

afirmación es que σ−1
N D

(i)
0 γσM = Z

(i)
1 ; sólo hace falta verificarlo para i = 2, 7.

En efecto:

σ−1
N D

(2)
0 γσM = σ−1

N m′N0 γf̂0γσM = mN
1 σ
−1
N µγf̂0γσM

= mN
1 σ
−1
N f̂0γσM = mN

1 σ
−1
N σNf1 = mN

1 f1 = Z
(2)
1

y

σ−1
N D

(7)
0 γσM = σ−1

N f̂0γm
′M
0 γσM = f1σ

−1
M µγm′M0 γσM

= f1σ
−1
M m′M0 γσM = f1σ

−1
M σMm

M
1 = f1m

M
1 = Z

(7)
1 .

La segunda afirmación es que para toda n ≥ 1 y para cada i se tiene la
igualdad σ−1

N D
(i)
n (σ⊗n ⊗ σM) = Z

(i)
n+1. Esto se obtiene como sigue:

Si i = 1,

σ−1
N D(1)

n (σ⊗n ⊗ σM)

=
∑
s+t=n
s,t≥1

σ−1
N m′Ns (id⊗sA[1] ⊗ f̂t)(σ

⊗n ⊗ σM)

=
∑
s+t=n
s,t≥1

mN
s+1(σ⊗s ⊗ σN)−1(σ⊗s ⊗ f̂t(σ⊗t ⊗ σM))

=
∑
s+t=n
s,t≥1

mN
s+1(σ⊗s ⊗ σN)−1(σ⊗s ⊗ σNft+1)

=
∑
s+t=n
s,t≥1

mN
s+1(σ⊗s ⊗ σN)−1(σ⊗s ⊗ σN)(id⊗sA ⊗ ft+1)

=
∑

s+t′=n+1
s≥1; t′≥2

mN
s+1(id⊗sA ⊗ ft′) = Z

(1)
n+1.

Si i = 2,

σ−1
N D(2)

n (σ⊗n ⊗ σM)

= σ−1
N m′N0 γf̂n(σ⊗n ⊗ σM)

= mN
1 σ
−1
N µγf̂n(σ⊗n ⊗ σM)

= mN
1 σ
−1
N f̂n(σ⊗n ⊗ σM)

= mN
1 fn+1 = Z

(2)
n+1.

83



Si i = 3,

σ−1
N D(3)

n (σ⊗n ⊗ σM)

= σ−1
N m′Nn (id⊗nA[1] ⊗ f̂0γ)(σ⊗n ⊗ σM)

= mN
n+1(σ⊗n ⊗ σN)−1(σ⊗n ⊗ f̂0γσM)

= mN
n+1(σ⊗n ⊗ σN)−1(σ⊗n ⊗ σNf1)

= mN
n+1(σ⊗n ⊗ σN)−1(σ⊗n ⊗ σN)(id⊗nA ⊗ f1)

= mN
n+1(id⊗nA ⊗ f1) = Z

(3)
n+1.

Si i = 4,

σ−1N D(4)
n (σ⊗n ⊗ σM )

=
∑

r+s+t=n
s≥1, r,t≥0

σ−1N f̂r+1+t(id
⊗r
A[1] ⊗m

′
s ⊗ id⊗tA[1] ⊗ idM [1])(σ

⊗n ⊗ σM )

=
∑

r+s+t=n
s≥1, r,t≥0

(−1)−rfr+1+t+1(σ⊗(r+1+t) ⊗ σM )−1(σ⊗r ⊗m′sσ⊗s ⊗ σ⊗t ⊗ σM )

=
∑

r+s+t=n
s≥1, r,t≥0

(−1)rfr+1+t+1(σ⊗(r+1+t) ⊗ σM )−1(σ⊗r ⊗ σms ⊗ σ⊗t ⊗ σM )

=
∑

r+s+t=n
s≥1, r,t≥0

(−1)lfr+1+t+1(σ⊗(r+1+t) ⊗ σM )−1(σ⊗(r+1+t) ⊗ σM )(id⊗rA ⊗ms ⊗ id⊗tA ⊗ idM )

=
∑

r+s+t=n
s≥1, r,t≥0

(−1)r+s(t+1)fr+1+t+1(id⊗rA ⊗ms ⊗ id⊗tA ⊗ idM )

=
∑

r+s+t′=n+1
s,t′≥1, r≥0

(−1)r+st′fr+1+t′(id
⊗r
A ⊗ms ⊗ id⊗(t

′−1)
A ⊗ idM ) = Z

(4)
n+1,

donde l = r + (−t− 1)(2− s).
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Si i = 5,

σ−1
N D(5)

n (σ⊗n ⊗ σM)

=
∑
r+s=n
r,s≥1

σ−1
N f̂r(id

⊗r
A[1] ⊗m

′M
s )(σ⊗n ⊗ σM)

=
∑
r+s=n
r,s≥1

(−1)−rfr+1(σ⊗r ⊗ σM)−1(σ⊗r ⊗m′Ms (σ⊗s ⊗ σM))

=
∑
r+s=n
r,s≥1

(−1)rfr+1(σ⊗r ⊗ σM)−1(σ⊗r ⊗ σMmM
s+1)

=
∑
r+s=n
r,s≥1

(−1)rfr+1(σ⊗r ⊗ σM)−1(σ⊗r ⊗ σM)(id⊗rA ⊗m
M
s+1)

=
∑

r+s′=n+1
s′≥2; r≥1

(−1)rfr+1(id⊗rA ⊗m
M
s′ ) = Z

(5)
n+1.

Si i = 6,

σ−1
N D(6)

n (σ⊗n ⊗ σM)

= σ−1
N f̂n(id⊗nA[1] ⊗m

′M
0 γ)(σ⊗n ⊗ σM)

= (−1)−nfn+1(σ⊗n ⊗ σM)−1(σ⊗n ⊗m′M0 γσM)

= (−1)nfn+1(σ⊗n ⊗ σM)−1(σ⊗n ⊗ σMmM
1 )

= (−1)nfn+1(σ⊗n ⊗ σM)−1(σ⊗n ⊗ σM)(id⊗nA ⊗m
M
1 )

= (−1)nfn+1(id⊗nA ⊗m
M
1 ) = Z

(6)
n+1.

Si i = 7,

σ−1
N D(7)

n (σ⊗n ⊗ σM)

= σ−1
N f̂0γm

′M
n (σ⊗n ⊗ σM)

= f1σ
−1
M µγm′Mn (σ⊗n ⊗ σM)

= f1σ
−1
M m′Mn (σ⊗n ⊗ σM)

= f1m
M
n+1 = Z

(7)
n+1.

De esto se concluye lo deseado.
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Proposición 3.39. Sea (A,m) una A∞-álgebra. Sean (M,mM), (N,mN)
y (L,mL) A∞-módulos y f = {fn : A⊗(n−1) ⊗ M → N}n∈N y g = {gn :
A⊗(n−1) ⊗ N → L}n∈N morfismos de A∞-módulos. Entonces g ◦ f , la com-
posición definida en la demostración del Teorema 1.16, es un morfismo de
A∞-módulos.

Demostración. Del Teorema 3.38 sabemos que tanto Ψ(ĝ) como Ψ(f̂) son
morfismos de TA[1]-comódulos diferenciales, por lo tanto Ψ(ĝ)Ψ(f̂) también

lo es. La demostración consiste en probar que Ψ(ĝ ◦ f) = Ψ(ĝ)Ψ(f̂) y aśı, de
nueva cuenta por 3.38, se concluye que g ◦ f es morfismo de A∞-módulos.

Notemos que es suficiente mostrar que, para cada n ≥ 0, se tiene que

Ψ(ĝ ◦ f)n = Ψ(ĝ)Ψ(f̂)n
Primero veamos expĺıcitamente quién es Ψ(ĝ)Ψ(f̂)n.
Para n = 0,

Ψ(ĝ)Ψ(f̂)0 = Ψ(ĝ)γf̂0 = γĝ0γf̂0.

Para n ≥ 1,

Ψ(ĝ)Ψ(f̂)n

=Ψ(ĝ)(
∑
u+v=n
u,v≥1

id⊗uA[1] ⊗ f̂v + id⊗nA[1] ⊗ f̂0γ + γf̂n)

=
∑
u+v=n
u,v≥1

Ψ(ĝ)(id⊗uA[1] ⊗ f̂v) + Ψ(ĝ)(id⊗nA[1] ⊗ f̂0γ) + Ψ(ĝ)γf̂n.

Desarrollando cada sumando se tiene:∑
u+v=n
u,v≥1

Ψ(ĝ)(id⊗uA[1] ⊗ f̂v)

=
∑

u+v=n
u,v≥1

(
∑
r+s=u
r,s≥1

id⊗rA[1] ⊗ ĝs + id⊗uA[1] ⊗ ĝ0γ + γĝu)(id⊗uA[1] ⊗ f̂v)

=
∑

r+s+v=n
r,s,v≥1

id⊗rA[1] ⊗ ĝs(id
⊗s
A[1] ⊗ f̂v) +

∑
u+v=n
u,v≥1

id⊗uA[1] ⊗ ĝ0γf̂v +
∑

u+v=n
u,v≥1

γĝu(id⊗uA[1] ⊗ f̂v),
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Ψ(ĝ)(id⊗nA[1] ⊗ f̂0γ)

=(
∑
r+s=n
r,s≥1

id⊗rA[1] ⊗ ĝs + id⊗nA[1] ⊗ ĝ0γ + γĝn)(id⊗nA[1] ⊗ f̂0γ)

=
∑
r+s=n
r,s≥1

(id⊗rA[1] ⊗ ĝs)(id
⊗n
A[1] ⊗ f̂0γ) + (id⊗nA[1] ⊗ ĝ0γf̂0γ) + γĝn(id⊗nA[1] ⊗ f̂0γ),

y

Ψ(ĝ)(γf̂n) = γĝ0γf̂n.

Como siguiente paso, calculemos qΨ(ĝ)Ψ(f̂)n.
Cuando n = 0, se tiene que

qΨ(ĝ)Ψ(f̂)0 = ĝΨ(f̂)0 = ĝγf̂0 = ĝ0γf̂0.

Cuando n ≥ 1, la igualdad es la siguiente:

qΨ(ĝ)Ψ(f̂)n = ĝΨ(f̂)n

=ĝ(
∑
u+v=n
u,v≥1

id⊗uA[1] ⊗ f̂v + id⊗nA[1] ⊗ f̂0γ + γf̂n)

=
∑
u+v=n
u,v≥1

ĝu(id
⊗u
A[1] ⊗ f̂v) + ĝn(id⊗nA[1] ⊗ f̂0γ) + ĝ0γf̂n.

Consideremos las siguientes definiciones:

X(1)
n :=

∑
u+v=n
u,v≥1

ĝu(id
⊗u
A[1] ⊗ f̂v) para n ≥ 0;

X
(2)
0 := 0 y X(2)

n := ĝn(id⊗nA[1] ⊗ f̂0γ) para n ≥ 1; y

X(3)
n := ĝ0γf̂n para n ≥ 0.

Con ésto, qΨ(ĝ)Ψ(f̂)n = X
(1)
n +X

(2)
n +X

(3)
n , para n ≥ 0.
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El tercer paso es ver quién es (g ◦ f)n. Si n = 1 entonces (g ◦ f)1 = g1f1.
Si n ≥ 2 entonces

(g ◦ f)n =
∑
s+t=n
s≥0; t≥1

gs+1(id⊗sA ⊗ ft)

=
∑
s+t=n
s≥1; t≥2

gs+1(id⊗sA ⊗ ft) + gn(id
⊗(n−1)
A ⊗ f1) + g1fn.

Definamos:

Y (1)
n :=

∑
s+t=n
s≥1; t≥2

gs+1(id⊗sA ⊗ ft) para cada n ≥ 1;

Y
(2)

1 := 0 y Y (2)
n := gn(id

⊗(n−1)
A ⊗ f1) para cada n ≥ 2; y

Y (3)
n := g1fn para cada n ≥ 1.

Aśı, (g ◦ f)n = Y
(1)
n + Y

(2)
n + Y

(3)
n , para n ≥ 1.

El último paso es probar que σ−1
L X

(i)
0 γσM = Y

(i)
1 y que, para toda n ≥ 1,

σ−1
L X

(i)
n (σ⊗n ⊗ σM) = Y

(i)
n+1.

En efecto cuando i = 1, 2 se tiene σ−1
L X

(i)
0 γσM = σ−1

L 0γσM = 0 = Y
(i)

1 . Si
i = 3,

σ−1
L X

(3)
0 γσM =σ−1

L ĝ0γf̂0γσM = g1σ
−1
N µγf̂0γσM

= g1σ
−1
N f̂0γσM =g1σ

−1
N σNf1 = g1f1 = Y

(3)
1 .
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Si n ≥ 1 e i = 1,

σ−1
L X(1)

n (σ⊗n ⊗ σM) =
∑
u+v=n
u,v≥1

σ−1
L ĝu(id

⊗u
A[1] ⊗ f̂v)(σ

⊗n ⊗ σM)

=
∑
u+v=n
u,v≥1

gu+1(σ⊗u ⊗ σN)−1(σ⊗u ⊗ f̂v(σ⊗v ⊗ σM))

=
∑
u+v=n
u,v≥1

gu+1(σ⊗u ⊗ σN)−1(σ⊗u ⊗ σNfv+1)

=
∑
u+v=n
u,v≥1

gu+1(σ⊗u ⊗ σN)−1(σ⊗u ⊗ σN)(id⊗uA ⊗ fv+1)

=
∑

u+v′=n+1
u≥1; v′≥2

gu+1(id⊗uA ⊗ fv′) = Y
(1)
n+1.

Si n ≥ 1 e i = 2,

σ−1
L X(2)

n (σ⊗n ⊗ σM) =σ−1
L ĝn(id⊗nA[1] ⊗ f̂0γ)(σ⊗n ⊗ σM)

=gn+1(σ⊗n ⊗ σN)−1(σ⊗n ⊗ f̂0γσM)

=gn+1(σ⊗n ⊗ σN)−1(σ⊗n ⊗ σNf1)

=gn+1(σ⊗n ⊗ σN)−1(σ⊗n ⊗ σN)(id⊗nA ⊗ f1)

=gn+1(id⊗nA ⊗ f1) = Y
(2)
n+1.

Si n ≥ 1 e i = 3,

σ−1
L X(3)

n (σ⊗n ⊗ σM) =σ−1
L ĝ0γf̂n(σ⊗n ⊗ σM)

=g1σ
−1
N µγf̂n(σ⊗n ⊗ σM)

=g1σ
−1
N f̂n(σ⊗n ⊗ σM)

=g1fn+1 = Y
(3)
n+1.

Por lo tanto σ−1
L qΨ(ĝ)Ψ(f̂)n(σ⊗n ⊗ σM) = (g ◦ f)n+1 para toda n ≥ 1.

Del Corolario 3.35 se sigue que qΨ(ĝ)Ψ(f̂) = ĝ ◦ f , es decir, Ψ(ĝ)Ψ(f̂) =

Ψ(ĝ ◦ f), como se queŕıa.

Teorema 3.40. Sea A una A∞-álgebra, entonces se tiene un funtor aditivo,
fiel y pleno

F : A-Mod∞ → TA[1]-CoDf
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definido como F (M,mM) = (IndTA[1](M [1]), χ(m′M)) en objetos y como

F (f) = Ψ(f̂) en morfismos.

Demostración. En 3.33 vimos que F está bien definido en objetos y en 3.38
vimos que está bien definido en morfismos. Además, de la proposición anterior
se tiene que F preserva la composición. Veamos que F manda identidades en
identidades.

Sea 1M la identidad de (M,mM) (ver Teorema 1.16), por construcción

tenemos que (1̂M)0 = σMσ
−1
M µM [1] = µM [1] y (1̂M)n = 0 cuando n ≥ 1. Por lo

tanto, de la Observación 3.34

Ψ(1̂M)0 = γM [1](1̂M)0 = γM [1]µM [1] = idK ⊗ idM [1]

y

Ψ(1̂M)n = id⊗nA[1]⊗(1̂M)0γM [1] = id⊗nA[1]⊗µM [1]γM [1] = id⊗nA[1]⊗idM [1] para n ≥ 1.

Concluyendo aśı que F (1M) = Ψ(1̂M) = idTA[1] ⊗ idM [1] = 1F (M).
El Corolario 3.35, la Proposición 3.26 y el Teorema 3.38 nos dan que el

funtor F es fiel y pleno.
Por último, si f1 y f2 son morfismos en HomA-Mod∞(M,N), se tiene que

F (f1 + f2) = Ψ(f̂1 + f2) = Ψ(f̂1 + f̂2) = Ψ(f̂1) + Ψ(f̂2) = F (f1) + F (f2).

Por lo tanto F es aditivo.
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Caṕıtulo 4

Homotoṕıa

En este último caṕıtulo hablaremos de la noción de homotoṕıa en la cate-
goŕıa C-CoDf y como ésta está relacionada con la categoŕıa estable. También
introduciremos la noción de homotoṕıa en la categoŕıa A-Mod∞. Éstas dos
nociones son preservadas por el funtor F lo cual nos lleva al resultado final
de esta tesis, triangular la categoŕıa de los A∞-módulos módulo homotoṕıa.

4.1. Equivalencia entre A-Mod∞ y TA[1]-Ind

Corolario 4.1. Sea A una A∞-álgebra. Se tiene un funtor fiel, pleno y denso

F ′ : A-Mod∞ → TA[1]-Ind

que hace conmutar el diagrama

A-Mod∞

F ''

F ′ // TA[1]-Ind

I
��

TA[1]-CoDf

donde I : TA[1]-Ind→ TA[1]-CoDf es el funtor inclusión.

Demostración. Notemos que para cada objeto (M,mM) esn A-Mod∞, el ob-
jeto

F (M,mM) = (TA[1]⊗M [1], τ ⊗ idM [1], χ(m′M))

es un TA[1]-comódulo inducido. Aśı, si se define F ′ exactamente como F se
tiene el diagrama anterior. Sólo hace falta verificar que el funtor es denso.
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Consideremos (TA[1]⊗M, τ ⊗ idM , dM) un comódulo inducido, entonces,
por 3.28 existe m′M [−1] ∈ HomK-Gr(TA[1]⊗M,M) tal que χ(m′M [−1]) = dM .
Ahora, definamos

mM [−1] := {σ−1
M [−1]m

′M [−1]
0 γσM [−1]} ∪ {σ−1

M [−1]m
′M [−1]
n (σ⊗n ⊗ σM [−1])}n∈N.

Ya que d2
M = 0, de 3.33 se sigue que (M [−1],mM [−1]) ∈ A-Mod∞. Más aún,

F (M [−1],mM [−1]) = (TA[1]⊗M, τ ⊗ idM , dM).

Por comodidad, hablaremos de manera indistinta de los funtores F ′ y F ,
es decir, a ambos los denotaremos como F .

Definición 4.2. Sean (A,m) una A∞-álgebra, (M,mM) y (N,mN) dos A∞-
módulos y f : M → N un morfismo de A∞-módulos. Definimos las familias
mM [1] := {mM [1]

n }n∈N y f [1] := {f [1]n}n∈N donde para cada n, m
M [1]
n y f

M [1]
n

están dados por los diagramas:

A⊗(n−1) ⊗M (−1)nmMn //

id
⊗(n−1)
A ⊗σM

��

M

σM

��
A⊗(n−1) ⊗M [1]

m
M [1]
n

//M [1]

y

A⊗(n−1) ⊗M (−1)n−1fn //

id
⊗(n−1)
A ⊗σM

��

N

σN
��

A⊗(n−1) ⊗M [1]
f [1]n

// N [1].

Proposición 4.3. Sea (A,m) una A∞-álgebra. Se tiene un autofuntor T :
A-Mod∞ → A-Mod∞ definido como T (M,mM) = (M [1],mM [1]) en objetos
y T (f) = f [1] en morfismos. A este funtor se le conoce como el funtor
traslación.

Demostración. Primero veamos que está bien definido. Si (M,mM) es un

A∞-módulo, por definición tenemos que |mM [1]
n | = |σM |+ |mM

n |+ |(id
⊗(n−1)
A ⊗
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σM)−1| = |mM
n | = 2− n para toda n ∈ N. Además, notemos que

R(M [1])+n

=
∑

r+s+t=n
s,t≥1; r≥0

(−1)r+stm
M [1]
r+1+t(id

⊗r
A ⊗ms ⊗ id⊗(t−1)A ⊗ idM [1])

=
∑

r+s+t=n
s,t≥1; r≥0

(−1)r+st+r+1+tσMm
M
r+1+t(id

⊗(r+t)
A ⊗ σ−1M )(id⊗rA ⊗ms ⊗ id⊗(t−1)A ⊗ idM [1])

=
∑

r+s+t=n
s,t≥1; r≥0

(−1)r+st+r+1+t+s−2σMm
M
r+1+t(id

⊗r
A ⊗ms ⊗ id⊗(t−1)A ⊗ σ−1M )

=
∑

r+s+t=n
s,t≥1; r≥0

(−1)r+st+n+1σMm
M
r+1+t(id

⊗r
A ⊗ms ⊗ id⊗(t−1)A ⊗ idM )(id

⊗(n−1)
A ⊗ σ−1M )

= (−1)n+1σM

 ∑
r+s+t=n
s,t≥1; r≥0

(−1)r+stmM
r+1+t(id

⊗r
A ⊗ms ⊗ id⊗(t−1)A ⊗ idM )

 (id
⊗(n−1)
A ⊗ σ−1M )

= (−1)n+1σMR(M)+n (id
⊗(n−1)
A ⊗ σ−1M )

y

R(M [1])0
n =

∑
r+s=n
s≥1; r≥0

(−1)rm
M [1]
r+1 (id⊗rA ⊗m

M [1]
s )

=
∑
r+s=n
s≥1; r≥0

(−1)r+r+1σMm
M
r+1(id⊗rA ⊗ σ

−1
M )(id⊗rA ⊗m

M [1]
s )

=
∑
r+s=n
s≥1; r≥0

(−1)r+r+1σMm
M
r+1(id⊗rA ⊗ σ

−1
M mM [1]

s )

=
∑
r+s=n
s≥1; r≥0

(−1)r+r+1+sσMm
M
r+1(id⊗rA ⊗m

M
s (id

⊗(s−1)
A ⊗ σ−1

M ))

=
∑
r+s=n
s≥1; r≥0

(−1)r+n+1σMm
M
r+1(id⊗rA ⊗m

M
s )(id

⊗(n−1)
A ⊗ σM−1)

= (−1)n+1σM

 ∑
r+s=n
s≥1; r≥0

(−1)rmM
r+1(id⊗rA ⊗m

M
s )

 (id
⊗(n−1)
A ⊗ σ−1

M )

= (−1)n+1σMR(M)0
n(id

⊗(n−1)
A ⊗ σ−1

M ).
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Por lo tanto

R(M [1])+
n +R(M [1])0

n

= (−1)n+1σMR(M)+
n (id

⊗(n−1)
A ⊗ σ−1

M ) + (−1)n+1σMR(M)0
n(id

⊗(n−1)
A ⊗ σ−1

M )

= (−1)n+1σM (R(M)+
n +R(M)0

n)(id
⊗(n−1)
A ⊗ σ−1

M ) = 0.

Aśı, T está bien definido en objetos.
Consideremos ahora un morfismo f : M → N . Por definición, para toda

n ∈ N, se tiene que |f [1]n| = |σN |+ |fn|+ |(id⊗(n−1)
A ⊗ σM)−1| = |fn| = 1−n.

Más aún,

R(f [1])+
n

=
∑

r+s+t=n
s,t≥1; r≥0

(−1)r+stf [1]r+1+t(id
⊗r
A ⊗ms ⊗ id⊗(t−1)

A ⊗ idM [1])

=
∑

r+s+t=n
s,t≥1; r≥0

(−1)r+st+r+tσNfr+1+t(id
⊗(r+t)
A ⊗ σ−1

M )(id⊗rA ⊗ms ⊗ id⊗(t−1)
A ⊗ idM [1])

=
∑

r+s+t=n
s,t≥1; r≥0

(−1)r+st+r+t+s−2σNfr+1+t(id
⊗r
A ⊗ms ⊗ id⊗(t−1)

A ⊗ σ−1
M )

=
∑

r+s+t=n
s,t≥1; r≥0

(−1)r+st+nσNfr+1+t(id
⊗r
A ⊗ms ⊗ id⊗(t−1)

A ⊗ idM )(id
⊗(n−1)
A ⊗ σ−1

M )

= (−1)nσNR(f)+
n (id

⊗(n−1)
A ⊗ σ−1

M ),
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R(f [1])0
n =

∑
r+s=n
s≥1; r≥0

(−1)rf [1]r+1(id⊗rA ⊗m
M [1]
s )

=
∑
r+s=n
s≥1; r≥0

(−1)r+rσNfr+1(id⊗rA ⊗ σ
−1
M )(id⊗rA ⊗m

M [1]
s )

=
∑
r+s=n
s≥1; r≥0

(−1)r+rσNfr+1(id⊗rA ⊗ σ
−1
M mM [1]

s )

=
∑
r+s=n
s≥1; r≥0

(−1)r+r+sσNfr+1(id⊗rA ⊗m
M
s (id

⊗(s−1)
A ⊗ σ−1

M ))

=
∑
r+s=n
s≥1; r≥0

(−1)r+nσNfr+1(id⊗rA ⊗m
M
s )(id

⊗(n−1)
A ⊗ σ−1

M )

= (−1)nσNR(f)0
n(id

⊗(n−1)
A ⊗ σ−1

M )

y

R(f [1])−n =
∑
s+t=n
s≥0; t≥1

m
N [1]
s+1 (id⊗sA ⊗ f [1]t)

=
∑
s+t=n
s≥0; t≥1

(−1)s+1σNm
N
s+1(id⊗sA ⊗ σ

−1
N )(id⊗sA ⊗ f [1]t)

=
∑
s+t=n
s≥0; t≥1

(−1)s+1σNm
N
s+1(id⊗sA ⊗ σ

−1
N f [1]t)

=
∑
s+t=n
s≥0; t≥1

(−1)s+1+t−1σNm
N
s+1(id⊗sA ⊗ ft(id

⊗(t−1)
A ⊗ σ−1

M ))

=
∑
s+t=n
s≥0; t≥1

(−1)nσNm
N
s+1(id⊗sA ⊗ ft)(id

⊗(n−1)
A ⊗ σ−1

M )

= (−1)nσNR(f)−n (id
⊗(n−1)
A ⊗ σ−1

M ).

Por lo tanto,

R(f [1])+
n +R(f [1])0

n +R(f [1])−n

= (−1)nσN(R(f)+
n +R(f)0

n +R(f)−n )(id
⊗(n−1)
A ⊗ σ−1

M ) = 0.
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Finalmente, sean f : M → N y g : N → L dos morfismos en A-Mod∞.
Para toda n ∈ N se tiene que

(g[1] ◦ f [1])n =
∑
s+t=n
s≥0; t≥1

g[1]s+1(id⊗sA ⊗ f [1]t)

=
∑
s+t=n
s≥0; t≥1

(−1)sσLgs+1(id⊗sA ⊗ σ
−1
N )(id⊗sA ⊗ f [1]t)

=
∑
s+t=n
s≥0; t≥1

(−1)sσLgs+1(id⊗sA ⊗ σ
−1
N f [1]t)

=
∑
s+t=n
s≥0; t≥1

(−1)s+t−1σLgs+1(id⊗sA ⊗ ft(id
⊗(t−1)
A ⊗ σ−1

M ))

=
∑
s+t=n
s≥0; t≥1

(−1)n−1σLgs+1(id⊗sA ⊗ ft)(id
⊗(n−1)
A ⊗ σ−1

M )

= (−1)n−1σL(g ◦ f)n(id
⊗(n−1)
A ⊗ σ−1

M )

= (g ◦ f)[1]n.

Por lo tanto T preserva composiciones.
Claramente T manda identidades en identidades.

Lema 4.4. Sean A y M espacios vectoriales graduados. Entonces, para cada
n ≥ 0, se tiene la igualdad

(σ⊗nA ⊗ σM)−1 = (−1)
(n+1)n

2 (σ−1
A )⊗n ⊗ σ−1

M .

Demostración. Haremos inducción sobre n. El caso n = 0 es claro. Cuando
n = 1 tenemos que

(−1)(σA ⊗ σM)(σ−1
A ⊗ σ

−1
M ) = (−1)(−1)(idA[1] ⊗ idM [1]) = idA[1]⊗M [1]

y
(−1)(σ−1

A ⊗ σ
−1
M )(σA ⊗ σM) = (−1)(−1)(idA ⊗ idM) = idA⊗M .

Ahora, supongamos que la identidad es válida para cierta n, queremos
probar que también es cierta para n+ 1. Hay que verificar que

(−1)
(n+2)(n+1)

2 (σ−1
A )⊗(n+1) ⊗ σ−1

M
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es el inverso de σ
⊗(n+1)
A ⊗ σM . En efecto, componiendo por el lado derecho

tenemos que

(−1)
(n+2)(n+1)

2 (σ
⊗(n+1)
A ⊗ σM)((σ−1

A )⊗(n+1) ⊗ σ−1
M )

= (−1)
(n+1)n

2 (−1)
2(n+1)

2 (σA ⊗ σ⊗nA ⊗ σM)(σ−1
A ⊗ (σ−1

A )⊗n ⊗ σ−1
M )

= (−1)
(n+1)n

2 (−1)
2(n+1)

2 (−1)−n−1(idA[1] ⊗
[
σ⊗nA ⊗ σM

] [
(σ−1

A )⊗n ⊗ σ−1
M

]
)

= (−1)
(n+1)n

2 (idA[1] ⊗
[
σ⊗nA ⊗ σM

] [
(σ−1

A )⊗n ⊗ σ−1
M

]
)

= idA[1] ⊗ id⊗nA[1] ⊗ idM [1].

Y componiendo por el lado izquierdo

(−1)
(n+2)(n+1)

2 ((σ−1
A )⊗(n+1) ⊗ σ−1

M )(σ
⊗(n+1)
A ⊗ σM)

= (−1)
(n+1)n

2 (−1)
2(n+1)

2 (σ−1
A ⊗ (σ−1

A )⊗n ⊗ σ−1
M )(σA ⊗ σ⊗nA ⊗ σM)

= (−1)
(n+1)n

2 (idA ⊗
[
(σ−1

A )⊗n ⊗ σ−1
M

] [
σ⊗nA ⊗ σM

]
)

= idA ⊗ id⊗nA ⊗ idM .

Lema 4.5. Sean (A,m) unaA∞-álgebra y (M,mM) unA∞-módulo. Recorde-
mos la definición de las funciones homogéneas m′M [1] : TA[1]⊗M [2]→M [2]
y m′M : TA[1] ⊗M [1] → M [1] vista en 3.32. Entonces, se tiene la igualdad
de funciones

m′M [1] = −m′M [1].

Demostración. Hay que probar que para toda n ≥ 0 se cumple que m
′M [1]
n =

−m′M [1]n. Primero, es inmediato que m′M [1]n = m′Mn [1]. Ahora, para n = 0,
tenemos los diagramas conmutativos

M
σM //

−mM1
��

M [1]
γσM [1] //

m
M [1]
1

��

K ⊗M [2]

m
′M [1]
0

��
M σM

//M [1] σM [1]

//M [2]

y M
γσM //

mM1
��

K ⊗M [1]
idK⊗σM [1] //

m′M0
��

K ⊗M [2]

m′M0 [1]
��

M σM
//M [1] σM [1]

//M [2].

Por lo tanto,

m
′M [1]
0 = −σM [1]σMm

M
1 σ
−1
M σ−1

M [1]µ

= −σM [1]σMm
M
1 σ
−1
M µ(idK ⊗ σ−1

M [1])

= −σM [1]m
′M
0 (idK ⊗ σ−1

M [1]) = −m′M0 [1].
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Para n ≥ 1 se tiene la conmutatividad de los diagramas

A⊗n ⊗M
id⊗nA ⊗σM //

(−1)n+1mMn+1

��

A⊗n ⊗M [1]
σ⊗n⊗σM [1] //

m
M [1]
n+1

��

A[1]⊗n ⊗M [2]

m
′M [1]
n

��
M σM

//M [1] σM [1]

//M [2]

y

A⊗n ⊗M σ⊗n⊗σM //

mMn+1

��

A[1]⊗n ⊗M [1]
id⊗n
A[1]
⊗σM [1]

//

m′Mn
��

A[1]⊗n ⊗M [2]

m′Mn [1]
��

M σM
//M [1] σM [1]

//M [2].

Por lo tanto ,

m′M [1]
n = (−1)n+1σM [1]σMm

M
n+1(id⊗nA ⊗ σM)−1(σ⊗n ⊗ σM [1])

−1

= (−1)n+1(−1)
(n+1)n

2 σM [1]σMm
M
n+1(id⊗nA ⊗ σ

−1
M )((σ−1)⊗n ⊗ σ−1

M [1])

= (−1)n+1(−1)
(n+1)n

2 (−1)−nσM [1]σMm
M
n+1((σ−1)⊗n ⊗ σ−1

M σ−1
M [1])

= (−1)(−1)
(n+1)n

2 σM [1]σMm
M
n+1((σ−1)⊗n ⊗ σ−1

M )(id⊗nA[1] ⊗ σ
−1
M [1])

= −σM [1]σMm
M
n+1(σ⊗n ⊗ σM)−1(id⊗nA[1] ⊗ σM [1])

−1 = −m′Mn [1].

Lema 4.6. Sean (A,m) una A∞-álgebra, (M,mM) y (N,mN) A∞-módulos
y sea f : M → N un morfismo en A-Mod∞. Entonces, se tiene la igualdad
de funciones

f̂ [1] = f̂ [1].

Demostración. Es suficiente demostrar que para n ≥ 0 se cumple que f̂ [1]n =

f̂ [1]n. Notemos que f̂ [1]n = f̂n[1]. Enseguida veamos que la igualdad deseada
se cumple para n = 0. De la conmutatividad de los diagramas

M
σM //

f1
��

M [1]
γσM [1] //

f [1]1
��

K ⊗M [2]

f̂ [1]0
��

N σN
// N [1] σN [1]

// N [2]

y M
γσM //

f1
��

K ⊗M [1]
idK⊗σM [1] //

f̂0
��

K ⊗M [2]

f̂ [1]0
��

N σN
// N [1] σN [1]

// N [2]
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se sigue que

f̂ [1]0 = σN [1]σNf1σ
−1
M σ−1

M [1]µ

= σN [1]σNf1σ
−1
M µ(idK ⊗ σ−1

M [1])

= σN [1]f̂0(idK ⊗ σ−1
M [1]) = f̂0[1].

Ahora, para n ≥ 1, tenemos la conmutatividad de los diagramas

A⊗n ⊗M
id⊗nA ⊗σM //

(−1)nfn+1

��

A⊗n ⊗M [1]
σ⊗n⊗σM [1]//

f [1]n+1

��

A[1]⊗n ⊗M [2]

f̂ [1]n
��

N σN
// N [1] σN [1]

// N [2]

y

A⊗n ⊗M σ⊗n⊗σM //

fn+1

��

A[1]⊗n ⊗M [1]
id⊗n
A[1]
⊗σM [1]

//

f̂n
��

A[1]⊗n ⊗M [2]

f̂ [1]n
��

N σN
// N [1] σN [1]

// N [2].

De donde se concluye que

f̂ [1]n = (−1)nσN [1]σNfn+1(id⊗nA ⊗ σM)−1(σ⊗n ⊗ σM [1])
−1

= (−1)n(−1)
(n+1)n

2 σN [1]σNfn+1(id⊗nA ⊗ σ
−1
M )((σ−1)⊗n ⊗ σ−1

M [1])

= (−1)n(−1)
(n+1)n

2 (−1)nσN [1]σNfn+1((σ−1)⊗n ⊗ σ−1
M σ−1

M [1])

= (−1)
(n+1)n

2 σN [1]σNfn+1((σ−1)⊗n ⊗ σ−1
M )(id⊗nA[1] ⊗ σ

−1
M [1])

= σN [1]σNfn+1(σ⊗n ⊗ σM)−1(id⊗nA[1] ⊗ σM [1])
−1 = f̂ [1]n.

Proposición 4.7. Sea (A,m) una A∞-álgebra y sean T : A-Mod∞ →
A-Mod∞ y T : TA[1]-Ind → TA[1]-Ind los funtores traslación. Entonces
el siguiente diagrama es un diagrama conmutativo:

A-Mod∞
F //

T

��

TA[1]-Ind

T
��

A-Mod∞ F
// TA[1]-Ind.
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Antes de iniciar la prueba, fijemos C = TA[1] para hacer más sencilla la
notación.

Demostración. Consideremos (M,mM) ∈ A-Mod∞ y notemos que

−σC⊗M [1]χ(m′M)σ−1
C⊗M [1]

= −(idC ⊗ σM [1])χ(m′M)(idC ⊗ σ−1
M [1])

= −(idC ⊗ σM [1])
[
(dm ⊗ idM [1]) + Ψ(m′M)

]
(idC ⊗ σ−1

M [1])

= (dm ⊗ idM [2])− (idC ⊗ σM [1])Ψ(m′M)(idC ⊗ σ−1
M [1])

= (dm ⊗ idM [2])− (idC ⊗ σM [1])(idC ⊗m′M)(τ ⊗ idM [1])(idC ⊗ σ−1
M [1])

= (dm ⊗ idM [2])− (idC ⊗ σM [1]m
′M)(τ ⊗ σ−1

M [1])

= (dm ⊗ idM [2])− (idC ⊗ σM [1]m
′M)(idC ⊗ idC ⊗ σ−1

M [1])(τ ⊗ idM [2])

= (dm ⊗ idM [2])− (idC ⊗ σM [1]m
′M(idC ⊗ σ−1

M [1]))(τ ⊗ idM [2])

= (dm ⊗ idM [2]) + (idC ⊗−m′M [1])(τ ⊗ idM [2])

= (dm ⊗ idM [2]) + (idC ⊗m′M [1])(τ ⊗ idM [2]) = χ(m′M [1]).

De esto se sigue que

TF (M,mM) = T (Ind(M [1]), χ(m′M))

= (T (Ind(M [1])),−σC⊗M [1]χ(m′M)σ−1
C⊗M [1])

= (Ind(T (M [1])), χ(m′M [1]))

= (Ind(M [2]), χ(m′M [1]))

= F (M [1],mM [1]) = FT (M,mM).

Ahora consideremos f : M → N en A-Mod∞. Las siguientes igualdades
concluyen la demostración:

TF (f) = T (Ψ(f̂)) = Ψ(f̂)[1] = σC⊗N [1](idC ⊗ f̂)(τ ⊗ idM [1])σ
−1
C⊗M [1]

= (idC ⊗ σN [1])(idC ⊗ f̂)(τ ⊗ idM [1])(idC ⊗ σ−1
M [1])

= (idC ⊗ σN [1]f̂)(τ ⊗ σ−1
M [1])

= (idC ⊗ σN [1]f̂)(idC ⊗ idC ⊗ σ−1
M [1])(τ ⊗ idM [2])

= (idC ⊗ σN [1]f̂(idC ⊗ σ−1
M [1]))(τ ⊗ idM [2])

= (idC ⊗ f̂ [1])(τ ⊗ idM [2])

= (idC ⊗ f̂ [1])(τ ⊗ idM [2]) = Ψ(f̂ [1]) = F (f [1]) = FT (f).
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4.2. Homotoṕıa

Definición 4.8. Sean (M,ρM , dM) y (N, ρN , dN) comódulos diferenciales so-
bre una coálgebra (C, ρ, ε, d) y sea λ ∈ Hom−1

C-CoGr(M,N). Definimos la fun-
ción λ• := dNλ+ λdM .

Proposición 4.9. Sean (M,ρM , dM) y (N, ρN , dN) comódulos diferenciales
sobre una coálgebra (C, ρ, ε, d) y sea λ ∈ Hom−1

C-CoGr(M,N). Entonces,

λ• ∈ HomC-CoDf(M,N).

Demostración. Claramente |λ•| = 0. Veamos que λ• conmuta con las comul-
tiplicaciones:

ρNλ
• = ρN(dNλ+ λdM) = ρNdNλ+ ρNλdM

= (d⊗ idN + idC ⊗ dN)ρNλ+ (idC ⊗ λ)ρMdM

= (d⊗ idN + idC ⊗ dN)(idC ⊗ λ)ρM + (idC ⊗ λ)(d⊗ idM + idC ⊗ dM)ρM

= (d⊗ λ+ idC ⊗ dNλ)ρM + (−(d⊗ λ) + idC ⊗ λdM)ρM

= (idC ⊗ (dNλ+ λdM))ρM = (idC ⊗ λ•)ρM .

Ahora veamos que λ• conmuta con las codiferenciales:

dNλ
• = dN(dNλ+ λdM) = dNλdM = (dNλ+ λdM)dM = λ•dM .

Definición 4.10. Sean (M,ρM , dM) y (N, ρN , dN) comódulos diferenciales
sobre una coálgebra (C, ρ, ε, d) y sea f ∈ HomC-CoDf(M,N). Diremos que f
es homotópicamente nulo si existe λ ∈ Hom−1

C-CoDf(M,N) tal que f = λ•.
Diremos que dos morfismos de comódulos diferenciales g : M → N y h :

M → N son homotópicamente equivalentes si g−h es homotópicamente
nulo. Notemos que la relación de homotoṕıa es una relación de equivalencia.
A la clase de f la denotaremos como [f ].
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Proposición 4.11. Sean (M,ρM , dM) y (N, ρN , dN) comódulos diferenciales
sobre una coálgebra (C, ρ, ε, d) y sea f ∈ HomC-CoDf(M,N). Consideremos
la estructura exacta E de C-CoDf dada en la Sección 2.2. Entonces, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) f es homotópicamente nulo.

(b) f se factoriza en C-CoDf a través de αM : M → J(M).

(c) f se factoriza en C-CoDf a través de un E-proyectivo.

Demostración. (a)⇒(b). Sabemos que existe λ de grado -1 tal que f = dNλ+
λdM de donde se sigue que el diagrama

M
αM=

(
idM
σMdM

)
//

f
��

J(M) = M ⊕M [1]

(dNλ,λσ
−1
M )ttN

es conmutativo con (dNλ, λσ
−1
M ) morfismo en C-CoDf.

(b)⇒(a). Por hipótesis existe h : J(M) → N tal que f = hαM , recorde-
mos que h = (dNh2σM , h2) (ver Proposición 2.33), por lo tanto

f = (dNh2σM , h2)

(
idM
σMdM

)
= dNh2σM + h2σMdM .

(b)⇒(c). Es inmediato pues J(M) es E-proyectivo.
(c)⇒(b). Tenemos que f = hg donde g : M → P y h : P → N son

morfismos y P es E-proyectivo, por lo tanto P también es E-inyectivo. Como
αM es E-inflación entonces existe t : J(M) → P tal que g = tαM , aśı,
f = htαM .

Gracias a este resultado la categoŕıa C-CoDf también se puede pensar
como la categoŕıa C-CoDf módulo homotoṕıa.

Definición 4.12. Sea (A,m) una A∞-álgebra y sean (M,mM) y (N,mN)
dos A∞-módulos. Diremos que una familia de funciones homogéneas f =
{fn : A⊗(n−1)⊗M → N}n∈N es un premorfismo de grado t si para cada n
se tiene que |fn| = 1− n+ t. Al conjunto de todos los premorfismos de M a
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N de grado t lo denotaremos como PHomt
A(M,N); notemos que éste es un

espacio vectorial con las operaciones entrada a entrada. Definamos

PHom∗A(M,N) :=
⊕
t∈Z

PHomt
A(M,N).

Observación 4.13. Consideremos un premorfismo f como antes. Podemos
proceder con una construcción análoga a la de la Observación 3.34, con lo cual
tenemos una función lineal homogénea f̂ : Ind(M [1])→ N [1] de grado t. Esta
función nos da una función homogénea Ψ(f̂) : Ind(M [1]) → Ind(N [1]) de
grado t. Procediendo como en 1.16 y en 3.39 se prueba que la clase de los A∞-
módulos junto con los premorfismos es una categoŕıa (con una composición de
morfismos parecida a la de A-Mod∞ salvo por un signo) a la cual denotaremos
como A-PMod∗∞. Más aún, el funtor del Teorema 3.40 se puede extender a
un funtor fiel y pleno

F : A-PMod∗∞ → TA[1]-CoGr∗

donde TA[1]-CoGr∗ es la categoŕıa cuyos objetos son los TA[1]-comódulos
graduados y para cada par de objetos (M,ρM) y (N, ρN) los morfismos están
dados por

Hom∗TA[1]-CoGr(M,N) :=
⊕
t∈Z

Homt
TA[1]-CoGr(M,N).

Notemos que, si M y N son A∞-módulos, entonces F (PHom0
A(M,N)) =

HomTA[1]-CoGr(F (M), F (N)).

Definición 4.14. Sean (A,m) una A∞-álgebra, (M,mM) y (N,mN) dos
A∞-módulos y h ∈ PHom−1

A (M,N). Definimos el premorfismo de grado 0

h• := {H(h)(1)
n +H(h)(2)

n +H(h)(3)
n }n∈N : M → N

donde

H(h)(1)
n :=

∑
s+t=n
s≥0; t≥1

(−1)smN
1+s(id

⊗s
A ⊗ ht),

H(h)(2)
n :=

∑
r+s=n
r≥0;s≥1

(−1)rhr+1(id⊗rA ⊗m
M
s ) y

H(h)(3)
n :=

∑
r+s+t=n
s,t≥1; r≥0

(−1)r+sthr+1+t(id
⊗r
A ⊗ms ⊗ id⊗(t−1)

A ⊗ idM).

para cada n ∈ N.
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Definición 4.15. Sean (A,m) una A∞-álgebra, (M,mM) y (N,mN) dos A∞-
módulos y f ∈ HomA-Mod∞(M,N). Diremos que f es homotópicamente
nulo si existe una familia h ∈ PHom−1

A (M,N) tal que f = h•. A h se le
conoce como una 0-homotoṕıa para f .

Diremos que dos morfismos f y g son homotópicamente equivalentes
si f − g es homotópicamente nulo. Y si h es una 0-homotoṕıa para f − g,
entonces diremos que h es una homotoṕıa de f a g.

Definición 4.16. Sean A una A∞-álgebra y h : M → N un premorfismo de
A∞-módulos de grado -1. Para este premorfismo y para cada n ≥ 1, definimos
Z

(2)
n , Z

(4)
n , Z

(5)
n , Z

(6)
n y Z

(7)
n de manera análoga a como se definen en 3.37 y

definimos

Z(1)
n :=

∑
s+t=n
s≥1; t≥2

(−1)smN
s+1(id⊗sA ⊗ ht) para cada n ≥ 1 , y

Z
(3)
1 := 0 y Z(3)

n := (−1)n−1mN
n (id

⊗(n−1)
A ⊗ h1) para n ≥ 2.

Observación 4.17. Sean (A,m) una A∞-álgebra, (M,mM) y (N,mN) dos
A∞-módulos y f ∈ HomA-Mod∞(M,N) un morfismo homotópicamente nulo

con 0-homotoṕıa h. Usando las definiciones anteriores tenemos que H(h)
(1)
n =

Z
(1)
n +Z

(2)
n +Z

(3)
n , H(h)

(2)
n = Z

(5)
n +Z

(6)
n +Z

(7)
n y H(h)

(3)
n = Z

(4)
n , para n ≥ 1.

Proposición 4.18. Sean (A,m) una A∞-álgebra, (M,mM) y (N,mN) dos
A∞-módulo y h ∈ PHom−1

A (M,N) un premorfismo, entonces

h• ∈ HomA-Mod∞(M,N).

Demostración. De 4.9 sabemos que F (h)• es morfismo de comódulos dife-
renciales. La prueba consiste en demostrar que F (h•) = F (h)•, aśı, ya que

F (h•) = Ψ(ĥ•), del Teorema 3.38 se concluye que h• está en HomA-Mod∞(M,N).
Recordemos la Proposición 3.36. Ésta se puede generalizar a premorfismos

de grado -1. Con ello, tomando el caso particular del premorfismo h, de la
demostración de esa misma proposición se sigue que m′NΨ(ĥ)n = D

(1)
n +

D
(2)
n + D

(3)
n y que ĥχ(m′N)n = D

(4)
n + D

(5)
n + D

(6)
n + D

(7)
n . De igual manera,

las igualdades σ−1
N D

(i)
0 γσM = Z

(i)
1 y σ−1

N D
(i)
n (σ⊗n ⊗ σM) = Z

(i)
n+1 probadas
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en 3.38 son válidas para el caso del premorfismo h si usamos las Z
(i)
n ’s de la

Definición 4.16.
De todo esto, para cada n ≥ 0, se deducen las igualdades

q(F (h)•)n = q(Ψ(ĥ)•)n = q(χ(m′N)Ψ(ĥ) + Ψ(ĥ)χ(m′M))n

= qχ(m′N)Ψ(ĥ)n + qΨ(ĥ)χ(m′M)n

= m′NΨ(ĥ)n + ĥχ(m′M)n =
7∑
i=1

D(i)
n .

Por lo tanto, para toda n ≥ 1,

σ−1
N q(Ψ(ĥ)•)n(σ⊗n⊗σM) =

7∑
i=1

Z
(i)
n+1 = H(h)

(1)
n+1+H(h)

(2)
n+1+H(h)

(3)
n+1 = (h•)n+1

y para n = 0

σ−1
N q(Ψ(ĥ)•)0γσM = H(h)

(1)
1 +H(h)

(2)
1 +H(h)

(3)
1 = (h•)1.

Del Corolario 3.35 se sigue que qΨ(ĥ)• = ĥ•, es decir, Ψ(ĥ)• = Ψ(ĥ•).

4.3. Triangulación de A-Mod∞

Proposición 4.19. Sea (A,m) una A∞-álgebra y sea F el funtor de 3.40.
Se tienen las siguientes dos afirmaciones:

(a) Sea f : M → N un morfismo en A-Mod∞, entonces f es homotópica-
mente nulo si y sólo si F (f) es homotópicamente nulo.

(b) El funtor F preserva y refleja equivalencia homotópica.

Demostración. Inciso (a). Consideremos f : M → N un morfismo en A-
Mod∞ homotópicamente nulo con 0-homotoṕıa h, es decir, f = h•. En la
demostración de 4.18 se probó que F (h•) = F (h)•, por lo tanto F (f) =
F (h)•, es decir, F (f) es homotópicamente nulo. Ahora, supongamos que
F (f) : Ind(M [1])→ Ind(N [1]) es homotópicamente nulo, por lo tanto existe
λ ∈ Hom−1

TA[1]-CoGr(Ind(M [1]), Ind(N [1])) tal que F (f) = λ•. Como F (pen-

sado como en 4.13) es pleno, existe g ∈ PHom−1
A (M,N) tal que F (g) = λ.
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Con ello se sigue que F (g)• = F (f). De nueva cuenta, de 4.18 sabemos que
F (g)• = F (g•), como F es fiel concluimos que f = g•.

Inciso (b). Consideremos f1 : M → N y f2 : M → N dos morfismos en
A-Mod∞. Tenemos que f1 y f2 son homotópicamente equivalentes si y sólo si
f1 − f2 es homotópicamente nulo si y sólo si F (f1 − f2) es homotópicamente
nulo. Como F es aditivo, tenemos que, F (f1 − f2) = F (f1) − F (f2). Por lo
tanto f1 y f2 son homotópicamente equivalentes si y sólo si F (f1) − F (f2)
es homotópicamente nulo, lo cual pasa si y solamente si F (f1) y F (f2) son
homotópicamente equivalentes.

Observación 4.20. Notemos que, gracias al inciso (b) de la proposición,
anterior tenemos que la relación de homotoṕıa nos da un ideal en la categoŕıa
A-Mod∞. En efecto, esto se sigue del hecho de que la relación de homotoṕıa
en TA[1]-CoDf es un ideal y que F : A-Mod∞ → TA[1]-CoDf es un funtor
fiel y pleno.

Definición 4.21. Denotaremos como A-Mod∞ al cociente de la categoŕıa A-
Mod∞ módulo homotoṕıa. Y si f es un morfismo en A-Mod∞ denotaremos
como [f ] a la clase de homotoṕıa de dicho morfismo.

Teorema 4.22. Para (A,m) una A∞-álgebra se tienen las siguientes afirma-
ciones:

(a) El autofuntor T : A-Mod∞ → A-Mod∞ preserva homotoṕıas. Por lo
tanto se tiene un autofuntor T : A-Mod∞ → A-Mod∞ inducido por T
que hace conmutar el diagrama:

A-Mod∞
T //

P
��

A-Mod∞

P
��

A-Mod∞ T
// A-Mod∞,

donde P es el funtor de paso al cociente.

(b) Existe un funtor fiel, pleno y denso F : A-Mod∞ → TA[1]-Ind que hace
conmutar el diagrama:

A-Mod∞
F //

P
��

TA[1]-Ind

P
��

A-Mod∞ F
// TA[1]-Ind,
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donde los P ’s son los funtores de paso al cociente.

Demostración. Inciso (a). Consideremos un morfismo f : M → N ∈ A-Mod∞
homotópicamente nulo, queremos ver que T (f) también lo es. De la Proposi-
ción 4.7 sabemos que FT (f) = TF (f), pero F preserva homotoṕıas al igual
que T : TA[1]-Ind → TA[1]-Ind, por lo tanto FT (f) es homotópicamente
nulo. Del inciso (a) de La Proposición 4.19 se sigue que T (f) es homotópi-
camente nulo.

Esto nos da de manera natural un autofuntor T : A-Mod∞ → A-Mod∞
definido como T (M,mM) = T (M,mM) en objetos y, para cada clase [f ] ∈
A-Mod∞, como T ([f ]) = [T (f)]. Dado que T preserva homotoṕıas, el funtor
T está bien definido. Más aún, si [g] es otra clase que se puede componer con
[f ] se sigue que

T ([g][f ]) = T ([gf ]) = [T (gf)] = [T (g)(f)] = [T (g)][T (f)] = T ([g])T ([f ]).

Por último para el morfismo identidad 1M se tiene que

T ([1M ]) = [T (1M)] = [1T (M)] = 1T (M).

Insiso (b). De manera análoga, dado que F preserva homotoṕıas, el funtor
F : A-Mod∞ → TA[1]-Ind definido como F (M,m) = F (M,m) en objetos y
F ([f ]) = [F (f)] en morfismos está bien definido, abre composiciones y manda
identidades en identidades. F es denso ya que se define como F en objetos y
F es denso.

Para verificar que F es fiel consideremos dos clases de morfismos [f ]
y [g] tales que F ([f ]) = F ([g]), es decir, [F (f)] = [F (g)]. Por lo tanto
F (f) − F (g) = F (f − g) es homotópicamente nulo, aśı por 4.19, f − g es
homotópicamente nulo, con lo que [f ] = [g].

Por último, sea [a] ∈ HomTA[1]-Ind(Ind(M), Ind(N)), sabemos que existe
f ∈ HomA-Mod∞(M [−1], N [−1]) tal que F (f) = a. Por lo tanto F ([f ]) =
[F (f)] = [a]. Con esto se tiene que F es pleno.

Proposición 4.23. Sean D una categoŕıa triangulada con autofuntor T :
D → D, F : C → D un funtor fiel, pleno y denso y T : C → C un autofuntor
de C que hace conmutar el diagrama:

C
T
��

F // D
T
��

C
F
// D.
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Entonces, la categoŕıa C es triangulada, donde una sucesión en C

M
f // N

g // L
h // T (M)

es un triángulo si y sólo si

F (M)
F (f) // F (N)

F (g) // F (L)
F (h) // TF (M)

es un triángulo en D.

Demostración. Primero, como D es aditiva, entonces, por la equivalencia
dada por F se tiene que C también es aditiva.

Veamos que la clase de los triángulos en C cumple los 6 axiomas:
T1. Sea idM el morfismo identidad de un objeto M en C. Sabemos que

F (M)
idF (M) // F (M) 0 // 0 0 // TF (M)

es un triángulo en D, por lo tanto

M
idM //M

0 // 0 0 // T (M)

es triángulo en C.
T2. Sea f : M → N morfismo de C. Tenemos que para F (f) existen g′ y

h′ tales que

F (M)
F (f) // F (N)

g′ // L h′ // TF (M)

es triángulo en D. Por la densidad de F tenemos que existe L′ ∈ C y un
isomorfismo r : L → F (L′) en D. Aśı, por el axioma T3 tenemos que el
segundo renglón del diagrama

F (M)
F (f) // F (N)

g′ // L

r

��

h′ // TF (M)

F (M)
F (f)

// F (N)
rg′
// F (L′)

h′r−1
// TF (M)

es un triángulo en D. Como el funtor F es fiel, existen g y h tales que
F (g) = rg′ y F (h) = h′r−1. Concluyendo que,

M
f // N

g // L′
h // T (M)
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es un triángulo en C.
T3. Consideremos un diagrama conmutativo en C

M
f //

a

��

N

b

��

g // L

c

��

h // T (M)

T (a)

��
M ′ f ′ // N ′

g′ // L′
h′ // T (M ′)

tal que a, b y c son isomorfismos y el primer renglón es un triángulo. Queremos
ver que el segundo renglón también es un triángulo. Primero notemos que
como F es funtor y FT = TF , entonces al aplicar F al diagrama anterior
tenemos un diagrama conmutativo

F (M)
F (f) //

F (a)
��

F (N)

F (b)
��

F (g) // F (L)

F (c)
��

F (h) // TF (M)

TF (a)
��

F (M ′)
F (f ′) // F (N ′)

F (g′) // F (L′)
F (h′) // TF (M ′)

en D. Como F manda isomorfismos en isomorfismos, entonces F (a), F (b) y
F (c) son isos y, por el axioma T3, el segundo renglón es un triángulo en D.
Por lo tanto

M ′ f ′ // N ′
g′ // L′

h′ // T (M ′)

es un triángulo en C.
T4. Por definición, tenemos que

M
f // N

g // L
h // T (M)

es un triángulo en C si y sólo si

F (M)
F (f) // F (N)

F (g) // F (L)
F (h) // TF (M)

es un triángulo en D, pero esto pasa si y sólo si

F (N)
F (g) // F (L)

F (h) // TF (M)
−TF (f) // TF (N)

es un triángulo en D. Éste último es igual a

F (N)
F (g) // F (L)

F (h) // FT (M)
−FT (f) // TF (N),
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pero, esta sucesión es un triángulo si y sólo si

N
g // L

h // T (M)
−T (f) // T (N)

es un triángulo en C.
T5. Consideremos en C el diagrama

M

φ1
��

f // N

φ2
��

g // L
h // T (M)

T (φ1)

��
M ′

f ′
// N ′

g′
// L′

h′
// T (M ′)

tal que f ′φ1 = φ2f y ambos renglones son triángulos en C. De nueva cuenta,
la funtorialidad de F , el axioma T5 y el hecho de que F conmuta con T , nos
dan un morfismo φ′3 y el siguiente diagrama conmutativo en D

F (M)

F (φ1)

��

F (f) // F (N)

F (φ2)

��

F (g) // F (L)

φ′3
��

F (h) // FT (M)

FT (φ1)

��
F (M ′)

F (f ′)
// F (N ′)

F (g′)
// F (L′)

F (h′)
// FT (M ′).

Por lo tanto, existe φ3 tal que F (φ3) = φ′3 y, como F refleja cuadros conmu-
tativos, se tiene que el diagrama

M

φ1
��

f // N

φ2
��

g // L

φ3
��

h // T (M)

T (φ1)
��

M ′
f ′
// N ′

g′
// L′

h′
// T (M ′)

es un diagrama conmutativo en C.
T6. Sean

M
f // N i // L′ i′ // T (M) ,

N
g // L

j //M ′ j′ // T (N) , y

M
gf // L k // N ′ k′ // T (M)
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triángulos en C. Entonces

F (M)
F (f) // F (N)

F (i) // F (L′)
F (i′) // TF (M) ,

F (N)
F (g) // F (L)

F (j) // F (M ′)
F (j′) // TF (N) , y

F (M)
F (gf) // F (L)

F (k) // F (N ′)
F (k′) // TF (M)

son triángulos en D. Por lo tanto existen morfismos a : F (L′) → F (N ′) y
b : F (N ′)→ F (M ′) en D tales que

F (L′) a // F (N ′) b // F (M ′)
TF (i)F (j′) // TF (L′)

es un triángulo en D y el siguiente diagrama conmuta:

T−1F (N ′)

T−1(b)
��

T−1F (k′) // F (M)

F (f)

��

F (M)

F (gf)

��
T−1F (M ′)

T−1F (j′)
// F (N)

F (i)

��

F (g)
// F (L)

F (k)

��

F (j) // F (M ′)
F (j′) // TF (N)

TF (i)

��
F (L′)

F (i′)
��

a
// F (N ′)

F (k′)
��

b
// F (M ′)

TF (i)F (j′)
// TF (L′)

TF (M) TF (M).

En lo que sigue, para cada X, Y ∈ C y h ∈ HomD(F (X), F (Y )), denota-
remos por F−1(h) al unico morfismo en HomC(X, Y ) tal que F (F−1(h)) = h.

Ahora, dado que TF (i)F (j′) = FT (i)F (j′), se sigue que

L′
F−1(a) // N ′

F−1(b) //M ′ T (i)j′ // T (L′)

es un triángulo en C.
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Usando que TF = FT y que F es fiel, tenemos que

T−1(N ′)

T−1F−1(b)
��

T−1(k′) //M

f

��

M

gf

��
T−1(M ′)

T−1(j′)
// N

i
��

g
// L

k
��

j //M ′ j′ // T (N)

T (i)

��
L′

i′

��

F−1(a)
// N ′

k′

��

F−1(b)
//M ′

T (i)j′
// T (L′)

T (M) T (M)

es un diagrama conmutativo en C.

Definición 4.24. Sea A una A∞-álgebra y sea f = {fn}n∈N : M → N un
mofismo en la categoŕıa A-Mod∞. Diremos que f es un morfismo estricto
si para toda n ≥ 2 se tiene que fn = 0.

Observación 4.25. Sean M y N dos A∞-módulos sobre una A∞-álgebra A.
Notemos que si f : M → N es un morfismo estricto en A-Mod∞, entonces
para toda n ≥ 1 se tiene la igualdad

f1m
M
n = mN

n (id
⊗(n−1)
A ⊗ f1).

Más aún, todo morfismo f1 : M → N en K-Gr que cumpla las igualdades
anteriores determina un morfismo estricto f : M → N en A-Mod∞.

Definición 4.26. Sean M , N y L A∞-módulos sobre una A∞-álgebra A y
sean f : M → N y g : N → L morfismos estrictos en A-Mod∞. Diremos que
la sucesión

M
f // N

g // L

es exacta si

M
f1 // N

g1 // L

es exacta y se divide en K-Gr.
En general, si f : M → N y g : N → L son dos morfismos cualesquiera

en A-Mod∞, diremos que

M
f // N

g // L
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es una sucesión exacta si existen morfismos estrictos f ′ : M ′ → N ′ y g′ :
M ′ → N ′, e isomorfismos φ1 : M → M ′, φ2 : N → N ′ y φ3 : L → L′ tales
que

M
f //

φ1
��

N
g //

φ2
��

L

φ3
��

M ′
f ′
// N ′

g′
// L′

es un diagrama conmutativo y el segundo renglón es exacto. A la clase de
sucesiones exactas la denotaremos como E∞.

Proposición 4.27. Sean A una A∞-álgebra, M y N dos A∞-módulos y
F : A-Mod∞ → TA[1]-CoDf el funtor de 3.40. Consideremos un morfismo f :
M → N ∈ A-Mod∞. Entonces, f es estricto si y sólo si F (f) = idTA[1]⊗f1[1].

Demostración. Sea f : M → N cualquier morfismo en A-Mod∞. Por defini-
ción, F (f) = Ψ(f̂). Además,

idTA[1] ⊗ f1[1] = IndTA[1](f1[1]) ∈ HomTA[1]-CoGr(Ind(M [1]), Ind(N [1])).

Notemos que Ψ(f̂) = idTA[1]⊗f1[1] es equivalente a que ΦΨ(f̂) = Φ(idTA[1]⊗
f1[1]). Pero, ΦΨ(f̂) = f̂ y

Φ(idTA[1] ⊗ f1[1]) = q(idTA[1] ⊗ f1[1])

= µ(πK ⊗ idN [1])(idTA[1] ⊗ f1[1])

= µ(πK ⊗ f1[1]).

Por lo tanto, F (f) = idTA[1] ⊗ f1[1] si y sólo si f̂ = µ(πK ⊗ f1[1]). Esta

última igualdad es equivalente a que para toda n ≥ 0 se cumpla que f̂n =
µ(πK ⊗ f1[1])n.

Calculando los términos de la parte derecha de esa igualdad, para n ≥ 1,
tenemos que

µ(πK ⊗ f1[1])n = µ(πK ⊗ f1[1])(αn ⊗ idM [1]) = µ(πKαn ⊗ f1[1]) = 0.

Con esto se concluye que F (f) = idTA[1] ⊗ f1[1] si y sólo si f̂n = 0 para
toda n ≥ 1. Esto último es equivalente a que el morfismo f sea estricto.
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Proposición 4.28. Sea A una A∞-álgebra y sean f : M → N y g : N →
L dos morfismos en A-Mod∞. Consideremos el funtor F : A-Mod∞ →
TA[1]-CoDf de 3.40. Entonces, M

f // N
g // L está en E∞ si y sólo si

F (M)
F (f) // F (N)

F (g) // F (L) está en E (ver Sección 2.2 ).

Demostración. Supongamos que M
f // N

g // L está en E∞, por lo tanto,
existen morfismos estrictos f ′ : M ′ → N ′ y g′ : N ′ → L′ e isomorfismos
φ1 : M →M ′, φ2 : N → N ′ y φ3 : L→ L′ tales que

M
f //

φ1
��

N
g //

φ2
��

L

φ3
��

M ′
f ′
// N ′

g′
// L′

(4.1)

es un diagrma conmutativo en A-Mod∞ y el segundo renglón está en E∞.

Con esto, por definición, se tiene una sucesión M ′ f ′1 // N ′
g′1 // L′ que es

exacta y se divide en K-Gr. Por consiguiente, se tiene una sucesión

M ′[1]
f ′1[1]

// N ′[1]
g′1[1]

// L′[1]

que es exacta y se divide en K-Gr. Aplicando el funtor IndTA[1] tenemos la
sucesión

Ind(M ′[1])
Ind(f ′1[1])

// Ind(N ′[1])
Ind(g′1[1])

// Ind(L′[1])

que es exacta y se escinde en TA[1]-CoGr.
Ahora, al aplicar el funtor F al diagrama (4.1) tenemos el diagrama con-

mutativo en TA[1]-CoDf

F (M)
F (f) //

F (φ1)
��

F (N)
F (g) //

F (φ2)
��

F (L)

F (φ3)
��

F (M ′)
F (f ′)

// F (N ′)
F (g′)

// F (L′).

De la Proposición 4.27 sabemos que F (f ′) = Ind(f ′1[1]) y F (g′) = Ind(g′1[1]).
Por lo tanto, el segundo renglón está en E , concluyendo que

F (M)
F (f) // F (N)

F (g) // F (L)
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también está en E .
Para la segunda parte, supongamos que F (M)

F (f) // F (N)
F (g) // F (L)

está en E . Por definición,

UF (M)
F (f) // UF (N)

F (g) // UF (L)

se divide en TA[1]-CoGr. Aśı, de las propiedades de la suma directa y del
funtor Ind, se tiene un isomorfismo λ : UF (N) → Ind(M [1] ⊕ L[1]) y el
diagrama conmutativo en TA[1]-CoDf

UF (M)
F (f) // UF (N)

λ
��

F (g) // UF (L)

Ind(M [1])
i
// Ind(M [1]⊕ L[1]) p

// Ind(L[1])

(4.2)

con el segundo renglón la sucesión trivial, es decir, i y p son la inclusión y
la proyección canónicas, respectivamente. Notemos que i = idTA[1] ⊗ j[1] y
p = idTA[1] ⊗ q[1], donde, j : M → M ⊕ L y q : M ⊕ L→ L son la inclusión
y la proyección naturales. Con esto se conluye que, al aplicarle los funtores
T : K-Gr→ K-Gr y Ind : K-Gr→ TA[1]-CoGr a la sucesión trivial

M
j //M ⊕ L q // L ,

obtenemos el último renglón del diagrama (4.2).
Consideremos el objeto (Ind(M [1] ⊕ L[1]), λχ(m′N)λ−1) de TA[1]-CoDf.

De la demostración del Corolario 4.1 sabemos que existe N ′ ∈ A-Mod∞ tal
que

F (N ′) = (Ind(M [1]⊕ L[1]), λχ(m′N)λ−1).

Por la Proposición 2.43 tenemos que λ : F (N) → F (N ′) es un isomorfismo
en TA[1]-CoDf, por lo tanto existe h : N → N ′ ∈ A-Mod∞ tal que F (h) = λ.
Además, como F es pleno, existen morfismos ι : M → N y ρ : N → L en
A-Mod∞ tales que F (ι) = i y F (ρ) = p. De la Proposición 4.27, se sigue que
ι y ρ son estrictos.

De todo esto, a partir del diagrama (4.2) se consigue el diagrama conmu-
tativo

M
f // N

g //

h
��

L

M ι
// N ′ ρ

// L,
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donde h es un isomorfismo y el segundo renglón está en E∞. Aśı, la sucesión

M
f // N

g // L está en E∞.

Proposición 4.29. Sean C y D dos categoŕıas y sea F : C → D un funtor
fiel, pleno y denso. Consideremos dos autofuntores T : D → D y T : C → C
tales que FT = TF . Supongamos que existen un funtor J : D → D y dos
transformaciones naturales αD : idD → J y βD : J → T . Entonces:

1. Existe funtor J : C → C tal que el siguiente diagrama conmuta hasta
isomorfismo:

C F //

J
��

D
J
��

C
F
// D,

es decir, existe un isomorfismo natural ϕ : FJ → JF .

2. Existen transformaciones naturales αC : idC → J y βC : J → T tales
que, para cada objeto C en C, F (αC) = ϕ−1

C αF (C) y F (βC) = βF (C)ϕC .

Demostración. 1. Sea C un objeto de C. Como F es denso, existe un objeto
C ′ en C junto con un isomorfismo ϕC : F (C ′) → JF (C) en D. Para cada
objeto C en C, definimos J(C) = C ′ y, para cada morfismo f : C → E en C,
definimos J(f) = F−1(ϕ−1

E JF (f)ϕC).
Afirmamos que J : C → C es un funtor. En efecto, si idC es la identidad

del objeto C en C, entonces:

J(idC) = F−1(ϕ−1
C JF (idC)ϕC)

= F−1(ϕ−1
C idJF (C)ϕC)

= F−1(ϕ−1
C ϕC)

= F−1(idF (C′)) = idC′ = idJ(C).

Ahora, si f : C → E y g : E → L son morfismos en C, entonces:

J(gf) = F−1(ϕ−1
L JF (gf)ϕC)

= F−1(ϕ−1
L JF (g)JF (f)ϕC)

= F−1(ϕ−1
L JF (g)ϕEϕ

−1
E JF (f)ϕC)

= F−1(ϕ−1
L JF (g)ϕE)F−1(ϕ−1

E JF (f)ϕC)

= J(g)J(f).
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Por como está definido J : C → C, se tiene el diagrama conmutativo de la
proposición, con ϕ : FJ → JF el isomorfismo natural.

2. Veamos que αC : idC → J es transformación natural. Considere-
mos f como antes. Sabemos que JF (f)αF (C) = αF (E)F (f), por lo tanto,
ϕ−1
E JF (f)αF (C) = ϕ−1

E αF (E)F (f). Con ello tenemos que

ϕ−1
E JF (f)ϕCϕ

−1
C αF (C) = ϕ−1

E αF (E)F (f),

es decir,
FJ(f)F (αC) = F (αE)F (f).

Aśı, J(f)αC = αEf.
Veamos que βC : J → T es transformación natural. Consideremos f como

antes. Sabemos que TF (f)βF (C) = βF (E)JF (f), pero FT (f) = TF (f), por
lo tanto, FT (f)βF (C)ϕC = βF (E)JF (f)ϕC . Con ello tenemos que

FT (f)βF (C)ϕC = βF (E)ϕEϕ
−1
E JF (f)ϕC ,

es decir,
FT (f)F (βC) = F (βE)FJ(f).

Aśı, T (f)βC = βEJ(f).

Corolario 4.30. Sean A una A∞-álgebra y T : A-Mod∞ → A-Mod∞ el
autofuntor traslación. Existe un funtor J : A-Mod∞ → A-Mod∞ tal que

A-Mod∞
F //

J
��

TA[1]-Ind

J
��

A-Mod∞ F
// TA[1]-Ind

conmuta hasta isomorfismo, donde J : TA[1]-Ind → TA[1]-Ind es la restric-
ción del funtor visto en la Observación 2.32 (recordemos que en la prueba
del Teorema 2.45 vimos que si M es inducido, entonces, J(M) lo es). Existen
transformaciones naturales α : idA-Mod∞ → J y β : J → T tales que, para

todo objeto M ∈ A-Mod∞, la sucesión M
αM // J(M)

βM // T (M) está en
E∞.

Demostración. De la Proposición 4.29, usando el autofuntor T de 4.7 y las
transformaciones naturales α : idTA[1]-CoDf → J y β : J → T de la Observa-
ción 2.34, tenemos la existencia de J : A-Mod∞ → A-Mod∞ y de las trans-
formaciones α : idA-Mod∞ → J y β : J → T (para los funtores de A-Mod∞),
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junto con un isomorfismo natural ϕ : FJ → JF , tal que, F (αM) = ϕ−1
M αF (M)

y F (βM) = βF (M)ϕM para todo objeto M ∈ A-Mod∞.
Sólo falta ver que para todo objeto M ∈ A-Mod∞, la sucesión

M
αM // J(M)

βM // T (M)

está en E∞. Notemos que se tiene el diagrama conmutativo en TA[1]-CoDf

F (M)
F (αM )// FJ(M)

F (βM )//

ϕM
��

FT (M)

F (M) αF (M)

// JF (M)
βF (M)

// TF (M).

Del Teorema 2.35, sabemos que el segundo renglón está en E , por lo tanto,
el primer renglón también está en E . De la Proposición 4.28 se obtiene lo
deseado.

Definición 4.31. Sean A una A∞-álgebra y T : A-Mod∞ → A-Mod∞ el
funtor traslación. En la categoŕıa A-Mod∞ consideremos sucesiones de la
forma

M
f // N

g // L
h // T (M)

tales que M
f // N

g // L está en E∞ y existe morfismo l : N → J(M)
que hace conmutar el diagrama

M
f // N

g //

l
��

L

h
��

M αM
// J(M)

βM
// T (M).

A estas sucesiones módulo homotoṕıa se les conoce como triángulos canóni-
cos de A-Mod∞.

Consideremos T∞ como la clase de las sucesiones en A-Mod∞

M
[f ] // N

[g] // L
[h] // T (M)

que son isomorfas a triángulos canónicos en A-Mod∞, es decir, existe un

triángulo canónico M ′ f ′ // N ′
g′ // L′

h′ // T (M ′) y existen isomorfismos
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[φ1] : M → M ′, [φ2] : N → N ′ y [φ3] : L → L′ en A-Mod∞ que hacen
conmutar el diagrama

M
[f ] //

[φ1]

��

N
[g] //

[φ2]

��

L
[h] //

[φ3]

��

T (M)

[T (φ1)]

��
M ′

[f ′]
// N ′

[g′]
// L′

[h′]
// T (M ′).

A los elementos de T∞ se les conoce como triángulos de A-Mod∞.

Teorema 4.32. Sea A una A∞-álgebra y sea T : A-Mod∞ → A-Mod∞
el autofuntor del Teorema 4.22. Entonces, (A-Mod∞, T ) es una categoŕıa
triangulada con triangulación T∞. (Ver [4, pag. 18])

Demostración. En el siguiente diagrama se tiene la conmutatividad del cua-
dro grande y de los 4 cuadros exteriores:

A-Mod∞
F //

T

��

P &&

TA[1]-Ind

T

��

Pww
A-Mod∞

F //

T

��

TA[1]-Ind

T

��
A-Mod∞ F

// TA[1]-Ind

A-Mod∞ F
//

P
88

TA[1]-Ind.

P
gg

Por lo tanto se tiene la conmutatividad del diagrama:

A-Mod∞

T

��

F // TA[1]-Ind

T

��
A-Mod∞ F

// TA[1]-Ind.

Utilizando el funtor F : A-Mod∞ → TA[1]-Ind, el funtor T y el Corolario
2.46, de la Proposición 4.23, se sigue que A-Mod∞ es triangulada.
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Veamos que los triángulos en T∞ son precisamente los que aparecen en
4.23. Consideremos una sucesión en A-Mod∞

M
[f ] // N

[g] // L
[h] // T (M)

y supongamos que esta sucesión es isomorfa a una de la forma

M ′ [f ′] // N ′
[g′] // L′

[h′] // T (M ′) ,

con isomorfismos [φ1], [φ2], [φ3], en otras palabras, el siguiente diagrama
conmuta

M
[f ] //

[φ1]

��

N
[g] //

[φ2]

��

L
[h] //

[φ3]

��

T (M)

[T (φ1)]=T ([φ1])

��
M ′

[f ′]
// N ′

[g′]
// L′

[h′]
// T (M ′).

(4.3)

Aplicando F , usando el hecho de que en objetos F es igual F y, utilizando
que TF = FT , tenemos el diagrama conmutativo

F (M)
F ([f ]) //

F ([φ1])
��

F (N)
F ([g]) //

F ([φ2])
��

F (L)
F ([h]) //

F ([φ3])
��

TF (M)

FT ([φ1])=TF ([φ1])
��

F (M ′)
F ([f ′])

// F (N ′)
F ([g′])

// F (L′)
F ([h′])

// TF (M ′),

(4.4)

con F [φ1], F [φ2] y F [φ3] isomorfismos. Como F es fiel y pleno, la existencia
de los isomorfismos [φ1], [φ2] y [φ3] que hacen conmutar (4.3) es equivalente
a la existencia de los isomorfismos F [φ1], F [φ2] y F [φ3] que hacen conmutar
(4.4).

Ahora, supongamos que existe un morfismo l : N ′ → J(M ′) en A-Mod∞
que hace conmutar el diagrama

M ′ f ′ // N ′
g′ //

l
��

L′

h′

��
M ′

αM′
// J(M ′)

βM′
// T (M ′).

(4.5)
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Aplicando el funtor F y recordando la definición de α y β (en A-Mod∞)
tenemos que

F (M ′)
F (f ′) // F (N ′)

F (g′) //

F (l)

��

F (L′)

F (h′)
��

F (M ′)
F (αM′ )

// FJ(M ′)
F (βM′ )

//

ϕM′

��

FT (M ′)

F (M ′) αF (M′)
// JF (M ′)

βF (M′)

// TF (M ′).

conmuta (en TA[1]-CoDf). Luego, se tiene el diagrama conmutativo

F (M ′)
F (f ′) // F (N ′)

F (g′) //

L:=ϕM′F (l)

��

F (L′)

F (h′)
��

F (M ′) αF (M′)
// JF (M ′)

βF (M′)

// TF (M ′).

(4.6)

Observemos que, como F es fiel y pleno, la existencia del morfismo l que
hace conmutar (4.5) es equivalente a la existencia del morfismo L que hace
conmutar (4.6).

Por último, de lo anterior y de la Proposición 4.28, se sigue que

M ′ [f ′] // N ′
[g′] // L′

[h′] // T (M ′)

es un triángulo canónico de A-Mod∞ si y sólo si

F (M ′)
F ([f ′]) // F (N ′)

F ([g′]) // F (L′)
F ([h′]) // TF (M ′)

es un triángulo canónico de TA[1]-Ind. Aśı,

M
[f ] // N

[g] // L
[h] // T (M) está en T∞

si y sólo si

F (M)
F ([f ]) // F (N)

F ([g]) // F (L)
F ([h]) // T (M) está en T .
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C-CoGr, 22
C-Ind, 46
C-Ind, 46
K-Gr, 45
A-PMod∗∞, 103
TA[1]-CoDf∗, 103
de Frobenius, 30
especial de Frobenius, 30
estable C, 32

C-CoDf, 44
exacta (C, E), 23

(C-CoDf, E), 24,26

triangulada (C, T, T ), 28

clase de homotoṕıa [f ], 101,106

coálgebra

(C, ρ, ε), 11

diferencial (C, ρ, ε, d), 12

graduada (C, ρ, ε), 12

graduada no unitaria, 57

(TV, τ), 54,57

tensorial de V (TV, τ, πK), 55

coderivación de grado n, 60

Coder1
C(Ind(M)), 72

df , 73

codiferencial

d, 12

dM⊕N , 18

dM [1], 33

d⊗ idM , 53

dm, 67

asociada a M dM , 15

cogenerador de V asociado a C p, 58

p, 59

comódulo

diferencial, 15

graduado, 15

inducido, 46

composición (g ◦ f)n, 9

comultiplicación

ρ 12,

ρM⊕N , 18

ρKer(f), 20
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ρCok(f), 21

ρM [1], 33

τ , 55

de M ρM , 15

comultiplicaciones iteradas ρn, 58

conúcleo ηf ,CoKer(f), 21

counidad ε, 12

D

D
(i)
n , 80

deflación, 22

diferencial

δ, 3

asociada a M δM , 5

E

E-deflación, 22

E-inflación, 22

E-inyectivo, 28

E-proyectivo, 28

elemento homogéneo, 2

espacio vectorial graduado, 2

M [1], 33

estructura exacta E , 22

F

f -coderivación, 67

F(M,N), 80

función

γl,γr, 12

γM ,γ, 14

σM , 33

f [1], 34

gn,fn, 62

bf ,bnf , 62

m′n,m′, 66

σ, 66

qN ,q, 72

χ(g)n, 73

m′Mn ,m′M , 75,76
f̂ ,f̂n,f̂0, 79
Ψ(f̂)n, 79

m
M [1]
n ,f [1]n, 92

λ•, 101
homogénea de grado n, |f |, 2
multiplicar

µl,µr, 2
µM ,µ, 4

funtor
IndC : K-Gr→ C-CoGr, 45
J : C-CoDf→ C-CoDf, 35
F : A-Mod∞ → TA[1]-CoDf, 89
F ′, F : A-Mod∞ → TA[1]-Ind, 91
F : A-PMod∗∞ → TA[1]-CoDf∗, 103
F : A-Mod∞ → TA[1]-Ind, 107
J : A-Mod∞ → A-Mod∞, 117
de paso al cociente P , 106,107
olvidadizo U , 46
traslación

T : C-CoDf→ C-CoDf, 34
T : K-Gr→ K-Gr, 45
T : C-CoGr→ C-CoGr, 45
T : A-Mod∞ → A-Mod∞, 92
T : TA[1]-Ind→ TA[1]-Ind, 99
T : A-Mod∞ → A-Mod∞, 106

G
grado de v, |v|, 2

H
H(g)n1 ,H(g)n2 , 75

H(h)
(1)
n ,H(h)

(2)
n ,H(h)

(3)
n , 103

0-homotoṕıa, 104
homotópicamente

nulo, 101,104
equivalentes, 101,104
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I

idempotente, 30

identidad 1M , 9

incluisión canónica in,αn,α0,α 62,65

inflación, 22

isomorfismo

ΘU
V,W ,ΘU

W ,ΘU
V , 17

αX,M , βX,M , 38

Φ,Ψ, 70

de triángulos, T3 28

L

los idempotentes se dividen en C, 30

M

m = {mn}n∈N, 6

mM = {mM
n }n∈N, 7

mM [1] = {mM
n }n∈N, 92

módulo

diferencial graduado, 5

graduado 5

morfismo

P(M,N), 31

Homn
K-Gr(M,N), 70

Homn
C-CoGr(M,N), 70

Hom∗TA[1]-CoGr(M,N), 103

f [1], 92

de

comódulos

diferenciales, 15

graduados, 15

módulos

diferenciales, 5

graduados, 5

triángulos

entre

A∞-módulos, 8

comódulos, 15

módulos, 5

estricto, 112
multiplicación

%, 2
de M %M , 4

N
núcleo if ,Ker(f), 19,20

P
premorfismo de grado t, 102

PHomt
A(M,N), 103

PHom∗A(M,N), 103
h•, 103

producto tensorial f ⊗ g, 3
propiedad

de la counidad, 12,14
de la unidad, 1,4

proyección canónica πK ,π, 55,65

R
R(M)n,R(M)+

n ,R(M)0
n, 7

R(f)+
n ,R(f)0

n,R(f)−n , 8
regla de

asociatividad, 1,4
coasociatividad, 11,14
Leibniz, 4,5,12,15

S
subcategoŕıa triangulada, 44
sucesión exacta E∞, 112,113
suficientes

inyectivos, F1 30
proyectivos, F2 30
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T
transformación natural α,β, 40,117
triangulación T ,T∞ 28,118
triángulo, 30

de A-Mod∞, 119
canónico, 32

de A-Mod∞, 118

U
unidad ∆, 2

X

X
(1)
n ,X

(1)
n ,X

(1)
n , 87

Y

Y
(1)
n ,Y

(1)
n ,Y

(1)
n , 88

Z

Zin, 82,104
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