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Resumen

En este trabajo se presenta una triangulacion de la categoria homotdpica
de los A,-modulos. Esto se logra mediante una equivalencia de categorias
que va de los A,-médulos a los comédulos inducidos diferenciales sobre la
coalgebra tensorial asociada a A[l]. El procedimiento para llegar a dicha
equivalencia es constructivo y aqui mostramos paso a paso como hacerlo.

El funtor que testifica la equivalencia resulta respetar las definiciones de
homotopia en ambas categorias. Asi, como la subcategoria de comdédulos in-
ducidos médulo homotopia, denotada como T'A[1]-Ind, resulta triangulada,
podemos pasar la triangulacién a los A,.-mddulos médulo homotopia. Parte
del estudio en esta tesis incluye el mostrar como es que T'A[1]-Ind es trian-
gulada, asi como dar los preliminares necesarios para entrar en contexto y
familiarizarse con los objetos tratados.

Palabras clave: A,.-médulos, homotopia, triangulacién, T'A[1]-comédulos,
inducidos.
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Abstract

In this work, we present a triangulation for the homotopy category of
the As-modules. We achieve that commitment through an equivalence of
categories that goes from A.,-modules to the differential induced comodules
over the tensor coalgebra associate to A[l]. The procedure to get to said
equivalence is a constructive one. Here, we are going to show how to get it
step by step.

The functor that testifies the above equivalence respects the definitions of
homotopy in both categories. So, since the subcategory of induced comodules
modulus homotopy, which is denoted by T'A[1]-Ind, is triangulated, we can
pass that triangulation to the A.,-modules modulus homotopy. Part of our
study in this thesis involves showing how T'A[1]-Ind is triangulated, as well as
introducing preliminary notions to understand the context and get familiar
with the objects we will be using.
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Introduccion

La nocién de A.-dlgebras fue introducida por primera vez por J. Stasheft,
ésta surge como una herramienta para el estudio de ciertos espacios topolégi-
cos llamados “group-like”. Con el paso del tiempo el estudio de estas algebras
fue avanzando y, como ocurre en matematicas, esta nocion fue abstraida en
una definicién mads general, surgiendo ademas, la idea de A, .-mddulos. En
el ano de 1999, durante una serie de conferencias, Bernhard Keller mostré
su investigacién en torno a estos objetos. En su trabajo [4], Keller muestra
cémo dar una triangulacién para la categoria derivada de los A,-moddulos.
Nuestro objetivo principal en esta tesis es mostrar de manera detallada como
se llega a dicha triangulacion.

En el capitulo 1 introducimos la definiciéon de A -mddulos y mostramos
cémo es que A-Mod,, es una categoria. El capitulo 2 estda dedicado a estu-
diar los C-comédulos diferenciales. Mediante una construccién conocida se
triangula la categoria de estos comddulos diferenciales médulo los morfismos
que se factorizan a través de proyectivos. Todas las definiciones necesarias
para entender esta triangulacion se dan a lo largo del capitulo. Por ltimo,
en este capitulo se muestra que la subcategoria de comoddulos inducidos es
una subcategoria triangulada. Finalmente, a lo largo de los capitulos 3 y
4 llegamos a uno de los resultados primordiales de esta tesis, mostrar una
equivalencia entre los comddulos inducidos sobre la codlgebra tensorial T'A[1]
y los As-médulos. Esta equivalencia es la clave para probar que en efecto
la categoria homotépica de los A,-médulos (que en este caso resulta ser la
misma que la categoria derivada [4, pag. 16]) es triangulada, llegando asi a
nuestro objetivo.

Cabe mencionar que esta tesis estd basada en [2] y surge como resultado
del seminario llevado a cabo por el profesor Raymundo Bautista y el profe-
sor Leonardo Salmerén durante el semestre Enero-Junio del ano 2018 en el
Centro de Ciencias Matematicas de la UNAM.
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Capitulo 1
Aso-algebras

En este capitulo introduciremos la nocion de A,.-algebra A y la categoria
A-Mod,,, nos enfocaremos en conocerla a grandes rasgos y familiarizarnos
con los términos que estaremos manejando.

1.1. Algebras y moddulos

Para fines practicos, a partir de aqui K denotara un campo.

Definicién 1.1. Un espacio vectorial A sobre K, dotado de dos funciones

lineales
0:ARA—-A v A:K— A

se llama algebra si cumple:

» La regla de asociatividad g o (p ® ids) = po (ida ® 0). Es decir, el
siguiente diagrama conmuta

AQAQAMEe A g A

o®id A l lﬁ’
A.

A® A

» La propiedad de la unidad po (A ®ida) =y y 0o (ida ® A) = p,.. En



otras palabras, este diagrama conmuta

K®AA®idAA®AidA®AA®K

Sl

A

Aqui, p; y p, son las funciones multiplicar que se tienen de la estructura
de espacio vectorial.

A la funcién p se le conoce como multiplicacion, y a A como unidad.

Un espacio vectorial V' se dice graduado si V' = @,_, Vi, donde los V;’s
son subespacios vectoriales. Y si una funcién lineal f : V' — W es tal que
V' y W son espacios graduados y f(V;) € W, para toda i € Z, entonces
diremos que f es homogénea de grado n y lo denotaremos como |f| = n.
Ademas, un elemento v € V se llamara elemento homogéneo si existe 7
tal que v € V}; a dicha 7 se le conoce como grado de v y se le suele denotar
como |v].

Observacion 1.2. Si f : U - V y g : V — W son funciones homogéneas
entre espacios graduados, entonces gf es homogénea tal que |gf| = |g| + | f|-

Observacion 1.3. Resaltemos cuatro ejemplos importantes de espacios gra-
duados que estaremos utilizando a lo largo de esta tesis:

1. K siempre puede graduarse como K = @,_, K;, con Ky = Ky K; =0
para el resto de las i’s (de hecho cualquier espacio vectorial se puede
graduar de esta manera).

2. Sean V' y W espacios graduados, entonces
VoW = @ Vie W,
i€z
es espacio graduado.

3. Sean V' y W espacios graduados, entonces

i€Z I,m€EeZ
l+m=1

es una graduacién para el producto tensorial.



4. Sea {W,},>0 una familia de espacios graduados, entonces el espacio
W = @nzo W, puede graduarse de la siguiente manera:

Para cada m € Z definimos

Asi, W =@D,,cs (W ).

Sean V., V', W, W’ espacios graduados. Al hablar del producto tensorial
f ® g de dos funciones lineales homogéneas f:V — V' y g: W — W’ para
elementos homogéneos v € V y w € W se considerarad la evaluaciéon de la
siguiente manera

(f@gwew) = (=) fw) ® g(w).

Es decir, es la evaluacion del producto tensorial usual, salvo por un signo
que depende de los grados de g y v. Esta definicién se extiende a cualquier
elemento. Asi, f ® g es homogénea de grado |f| + |g].

Observacién 1.4. Si f:V =V F. V' V" g W W yG: W —
W" son funciones lineales homogéneas entre espacios graduados, entonces

(FeG)(feog) =(-DWVFfeday.

Definicién 1.5. Sea A un espacio vectorial graduado. Consideremos a K y
al producto tensorial A ® A graduados como en la Observacion 1.3. Diremos
que A es un algebra graduada si A es un algebra y las funciones p y A son
homogéneas de grado 0.

Definicién 1.6. Sea A un algebra graduada. A una funcién lineal homogénea
0:A— A
se le llamara diferencial si tiene las propiedades:
= 0l =1;

= 02=0;y



= Cumple la regla de Leibniz
doo=00(0R®ids+ids® ).
A un algebra graduada dotada de una diferencial se le conoce como alge-
bra diferencial graduada.
Ahora estamos en condiciones de conocer los médulos sobre un algebra.

Definicién 1.7. Un K-espacio vectorial M es un A-médulo izquierdo si
existe una funcion lineal

con las siguientes dos propiedades:

» La regla de asociatividad gy o (ida ® opr) = oam © (0 ® idyy). Es decir,
se tiene el diagrama conmutativo

A® A® M-M%M Ao M

o®id g L l@M

A M M.

oM

» La propiedad de la unidad gy (A ® idys) = par. En otras palabras, el
siguiente triangulo conmuta

M
13y, ]
oM
KoM -—C® M.

ARidpg

Donde de nueva cuenta, s es la funcién multiplicar dada por la estruc-
tura de K-espacio vectorial de M. En caso que se sobreentienda de qué
M estamos hablando, simplemente denotaremos la funcién multiplicar
como fi.

A la funcién gy se le llama multiplicacién de M.

Cabe remarcar que un modulo M depende de su multiplicacién, asi, un
espacio vectorial M puede tener dos estructuras de modulo distintas si se
consideran dos multiplicaciones distintas.
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Definicién 1.8. Un médulo M es un médulo graduado si es un espacio
vectorial graduado y su multiplicacion asociada es homogénea de grado 0.
Resaltemos que el producto tensorial en la multiplicacién se esta considerando
graduado como en la Observacion 1.3.

Definicién 1.9. Sea M un moddulo graduado sobre un algebra diferencial
graduada A. A una funcion lineal homogénea

op : M — M

se le llamara diferencial asociada a M si tiene las propiedades:

= |om| =1

= 0y =0y

= Cumple la regla de Leibniz

dnroon = on o (0 ®idyy +ida ® Opp).

Y nos referiremos a dicho médulo dotado de una diferencial como médulo
diferencial graduado o simplemente como médulo diferencial.

Un morfismo entre médulos f : M — N es una funcién lineal que
cumple la igualdad f o gy = po (ida ® f). Es decir, el siguiente diagrama
conmuta:

Ao M-8 Ao N
Q]Wl/ l/QN
M N.

Maés aun, si los médulos son graduados y f es homogénea de grado 0,
entonces diremos que f es un morfismo de médulos graduados. Aunado
a esto, si M y N son médulos diferenciales y f cumple la relacién

féM:(sta

entonces la funcion recibe el nombre de morfismo de médulos diferenciales
graduados o simplemente morfismo de mdédulos diferenciales.

En el siguiente capitulo hablaremos de codlgebras y comoédulos, los cuales
son la nocion dual de las algebras y los modulos; parte de lo que se muestra en
ese capitulo es que se tiene una categoria de comodulos y ésta es abeliana. De
una manera similar se puede probar que la categoria de modulos diferenciales
sobre un algebra diferencial es abeliana.



1.2. A, -algebras y A,.-moddulos

Definicién 1.10. Diremos que un espacio vectorial A graduado dotado de
una familia de aplicaciones lineales

m = {m, : A®" — A},en

es una A,-algebra si para cada n la funcién m,, es homogénea de grado
2 —n y se cumple que:

> (1) tm g 0 (id] ® my @ id3') = 0. (1.1)
r+s+t=n
s>1; r,t>0
En esta expresién se abusa un poco de la notacion, pero en el caso de que
r=006t=0 laidentidad cuyo exponente es r o t simplemente se omite.

Analicemos que pasa con la ecuacién anterior en los casos n =1y n = 2.
Para el caso n = 1 tenemos que |m;| = 1 y la ecuacién 1.1 queda como
m? = 0. Para el caso n = 2 se tiene que |my| = 0 y la relacién 1.1 es

mimg — ma(my ® ida) — mo(idg @ my) = 0;

es decir,
mqime = mg(ml X ZdA + ZdA X m1>.

Notemos que estas propiedades son muy parecidas a la propiedades que tiene
una diferencial.

Observacién 1.11. Sea (A, 0, A, ) un algebra diferencial graduada. Si de-
finimos la familia de morfismos m = {m,, : A®" — A}, ey como my = §,
me 1= 0,y my, := 0 para toda n > 3, entonces A resulta ser una A.-algebra.
En efecto, de lo observado anteriormente se tiene la relacién 1.1 paran = 1, 2.
Sin = 3 la relacién 1.1 ya reducida queda como

ma(me ® ids) — mo(idg ® moy)

y ésta es cero justo por propiedad de la asociatividad. En el caso de que n > 4,
se tiene que m,;144 # 0 si y sélo si r 4+t < 1, pero esto ocurre cuando s =n
6 s =mn—1, por lo tanto cada sumando m,1,+(id5" ® m, ®id5") = 0y la
relacion 1.1 se cumple. Ademads, por como fue tomada m, se tiene trivialmente
que el grado de cada m,, es 2 — n.



Definicién 1.12. Sea A una A..-algebra. Un espacio vectorial graduado M
dotado de una familia de aplicaciones lineales homogéneas

mM = {mM . APV @ M — M},en

es un A,-médulo izquierdo si para cadan € N se cumple que |m| =2—-n
y la suma de las expresiones:

ROM)Y = > (—1)™* M, (id] @m, @ idy" ) @ idy)

ROMY, = 3 (—1)ym(id§ © m)

r+s=n
s>1; r>0

es igual a cero, es decir: R(M),, := R(M)} + R(M)2 = 0.

Al analizar el primer caso para n tenemos que |mM| = 1y que (m)? = 0.
Ahora, analizando n = 2 se tiene la propiedad

mYmy = md (my @ idy +idg @ mM)

y que el grado de m}! es 0.

Observacién 1.13. Consideremos un algebra diferencial graduada dotada
de morfismos como en la Observacion 1.11. Entonces un A-médulo M resulta

ser un A,-médulo si se le asocia la familia de morfismos mi! := &y, my! :=

onm Y my =0 para n > 3. En efecto, por lo observado arriba y por ser m!
una diferencial, se tiene R(M); = 0y R(M), = 0. Ademds, cuando n = 3

tenemos que
R(M)s; = mM(ms @ idys) — md (idy @ md)

y ésta en efecto es cero por la regla de asociatividad que cumple g),;. Para
n > 4, al hacer un andlisis similar al de la Observacion 1.11 resulta que
mM | (idST @m, @id5 Y @idy) = 0y mM, (idS” @ mM) = 0, con lo cual
R(M), =0.

Que el grado de cada m
funciones.

M

. sea 2 —n se sigue de como fueron definidas las



Definicién 1.14. Definimos f : M — N un morfismo entre dos A..-
médulos M y N como una familia de funciones lineales homogéneas

f={fa: A2V @M = N}nen

tales que para toda n se tiene que |f,|=1—ny

R(f) +R(f)n = R(f), (1.2)
donde:
R(f), = Z (=)™ fr1a(idg @ m, @ idy ™Y @ idy),
r4+s+t=n
s,t>1; r>0
R(f)y =Y (=) fraa(id§ @ m)")
2o
y
R(f), = Z mé\ﬁrl(idfs ® fi)-
ssgz)t,tzznl

Para el caso en que n = 1 notemos que R(f)] = 0 pues es la suma vacfa,
R(f)? = fimM y R(f)] = m¥ f1. Por lo tanto fym = mi f,.

Observacién 1.15. Sean M y N dos A-moédulos diferenciales sobre un élge-
bra diferencial A, y f: M — N un morfismo de A-médulos diferenciales. Si
consideramos a A, M y N como en las observaciones anteriores, entonces la
familia de funciones lineales f; := fy f, := 0 para cadan > 2 es un morfismo
de A,-méddulos. La igualdad 1.2 para el caso n = 1 se sigue de que f conmuta
con las diferenciales. Cuando n = 2, 1.2 queda como fimb! = ml (ida ® f),
la cual es cierta ya que f es morfismo de A-moédulos. Finalmente para el caso
n > 3 se tiene que R(f)}F = 0 pues f.11+ = 0 para cada sumando de esta
relacién; f.o1 # 0 siy sélosir =0y s=mn, por lo tanto f.1(id3 mM) =0
para cada sumando de R(f)?, asi R(f)? = 0. De la misma manera f; # 0
siysélosit =1y s=n—1, por tanto cada sumando m2,,(id%' ® f;) de

R(f),, es cero. Gracias a todo esto se cumple 1.2.

Teorema 1.16. Sea (A, m) una A,-dlgebra. La coleccién de los Ay-mddu-
los junto con los morfismos de A,-mdédulos forman una categoria. A dicha
categoria la denotamos como A-Mod,.
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Demostracion. Sean f: M — N y g: N — L dos morfismos, definimos la
composicién g o f como la familia de funciones lineales

(gof)n = Z gs—&-l(id%S@ft)'

s+t=n
s>0; t>1

Lo primero que hay que notar es que g o f es un morfismo, es claro que para
cada n el morfismo (g o f), es de grado 1 — n puesto que

|gs1(id° @ f)|=1—(s+1)+1—t=1—(s+t)=1—mn,

dejaremos la prueba de que la composicion cumple 1.2 para el Capitulo 3.

Ahora, para cada A,-médulo M definimos 1, := {idy,0,0,0,...}. Afir-
mamos que éste es el morfismo identidad. Primero que nada tenemos que ver
que realmente es un morfismo; claramente |(157),| = 1 —n. Ademés notemos
que en R(1y);} cada sumando es cero puesto que (1p7)y414¢ = 0. También,
para cada n, R(15/)% =mM y R(1y), = my(idf(n_l) ®idy) = mM, por lo
tanto R(1y)} + R(1x)2 = R(1y),, -

Ahora, sea f: M — N un morfismo, se tiene que

(1Nof)n:idNofn:fn

(f o 1M)n = fnflJrl(idf(nil) ® 'ldM) = fn

Veamos la asociatividad. Sea h : L — FE otro morfismo. Por una parte,
tenemos que (ho(go f)), es igual a

Y hen(id @ (g0 f),)

s+t=n
§>0; t>1

= Y hea [P ® > gua(idy @ fr)

s+t=n I+k=t
5>0; t>1 1>0; k>1

. . 1Rs S ()

— E E hs+1(ZdA ®gl+1<ld,4 ®fk))
st+t=n I|+k=

t
520; t211>0; k>1

= Z hsi1(id5 @ g1 (idS @ fr)),

s+l+k=n
$,0>0; k>1



mientras que, por otro lado, ((hog)o f), esigual a

S (hog)elids @ )

s+t=n
s>0;t>1

= 2 | X maladeg) | Gae )
s+t=n i+j=s+1
s20;t>1 \i>0; j>1

= Y Y haldf @ g (i @ f)
s+t=n i+j=s+1
s>0; t>1 §>0; j>1

= Y (i @gd ! @ ).

i+jt+t—1=n
t,j>1;120

Haciendo el cambio de variables s’ = i, I’ = j — 1 y k' = t en esta ltima
sumatoria, se tiene que lo anterior es igual a

. ®S, . ®l’
E hs/+1<ZdA ® gl’+1(7/dA ® fk/))
s'+1'+k'=n
s 1'>0; K'>1

Por lo tanto, ho (go f) = (hog)o f. O
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Capitulo 2

Comodulos diferenciales
graduados

A lo largo de este capitulo se presenta un estudio de la categoria de
comodulos sobre una codlgebra diferencial. El objetivo es conocer varias pro-
piedades de la categoria y mostrar que tiene una estructura exacta no trivial
que la convierte en una categoria especial de Frobenius. Veremos que la ca-
tegoria estable de cualquier categoria especial de Frobenius es triangular.
Finalmente, se muestra una subcategoria triangulada cuyos objetos son co-
nocidos como comédulos inducidos.

2.1. Coalgebras y comddulos.

Definicién 2.1. Un espacio vectorial C' sobre K, dotado de dos funciones

lineales
p:C—=-CxC vy e:C—=K

se llama coalgebra si se cumple:

» La regla de coasociatividad (p ® id¢) o p = (ide ® p) o p. Es decir, el
siguiente diagrama conmuta

C P CeC
pL Lp@idc
CROC——FrCRCRC.

11



» La propiedad de la counidad (e®idc)p = vy (ide ®€)p = 7. En otras
palabras, este diagrama conmuta

K®Oe®idc O®Cidc®eC®K

S A

C

Aqui, v ¥y 7 son las funciones que a cada ¢ € C les asigna el valor
Y(e) =1®@cy y(c) =c® 1.

A la funcién p se le conoce como comultiplicacion, y a ¢ como couni-

dad.

Definicién 2.2. Sea C' un espacio vectorial graduado. Consideremos a K y
al producto tensorial C' ® C graduados como en la Observacion 1.3. Diremos
que C' es una coalgebra graduada si C' es una coalgebra y las funciones p
y € son homogéneas de grado 0.

Definicién 2.3. Sea C' una codlgebra graduada. A una funcién lineal ho-
mogénea
d:C—C

se le llamara codiferencial si tiene las propiedades:
= [dl =1
= =0y
= d cumple la regla de Leibniz

pOd:(d®idc+idc®d)op.

A una codlgebra graduada dotada de una codiferencial se le conoce como
coalgebra diferencial graduada o simplemente como coalgebra diferencial.

Proposiciéon 2.4. Si d es una codiferencial de una codlgebra graduada
(C, p,€), entonces ed = 0.

12



Demostracion. Basta probarlo para los elementos homogéneos. Consideremos
c un elemento de grado {. Podemos escribir a p(c) como p(c) =) . ¢; ® ¢} con
los ¢;’s y los ¢’s elementos homogéneos. Notemos que y; : K @ C — C| la
funciéon multiplicar que tiene C' por ser espacio vectorial, es la inversa de 7;.
Entonces (e ® ide)p = iy, = ide y, por lo tanto,

c=e®ido)p(c) = w(e ®ide) (ZCZ(XJC) = Ze(ci)c;.

Anélogamente, utilizando el otro lado del diagrama de la counidad, se tiene

que
c= Z cie(ch)
Ahora, por una parte, tenemos qzue
pu(e ® idc)pd(c) = d(c) =d (Z E(Cz‘)d) =Y ele)d()).
Pero, por otro lado, |

w(e®ido)pd(c) = w(e®ide)(d®ide + ide ® d)p(c)

= w(e®ide)(d®ide + ide @ d) (Z ¢ ® cé)

= w(e®ide) (chl ® d, +Z Dleile; @ d(e ))
= Z (¢i) C+Z Dleile(e;)a(d).

Por lo tanto,
> ele)d(d) = Z (e))cs + Z 1)lle(e;)d(c)).
Notemos que para cada ¢; de grado distinto de 0 se tiene que €(¢;) = 0,
puesto que € es homogéneo de grado 0 y K esta centrado en 0. Asi, si definimos

J como el conjunto de ¢’s tales que ¢; es de grado 0, entonces la igualdad
anterior se reduce a

Ze(ci)d(c) Z (¢:))c, +Z e(c;)d

ied e
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De donde se concluye que
> eld(ei))c; = 0.

Para terminar, de lo anterior y la linealidad de € y d se sigue lo siguiente:

ed(c) = ed (Z cm(cé)) = (Z d(ci)e(c’i))
= ) e(d(c))e(c)) =€ (Z e(d(ci))cg) — () = 0.

7

Tras estas definiciones estamos en condiciones de conocer los comdédulos
sobre una coalgebra.

Definicién 2.5. Un K-espacio vectorial M es un C-comdédulo izquierdo
si existe una funcién lineal

pvy:M—CeM
con las siguientes dos propiedades:

» La regla de coasociatividad (idc ® par) o par = (p®idys) o par. Es decir,
se tiene el diagrama conmutativo

M al CoM
PML Lp@idM
CeM , CC® M.

idc®pm

» La propiedad de la counidad (e ® idy) o par = var. En otras palabras,
el siguiente diagrama conmuta

K& M- oM

M
Y™ T

M.

Donde de nueva cuenta, v, es la funciéon que en cada elemento m € M
se define como ~;/(m) = 1 ®@m. Simplemente denotaremos a la funcién
como 7 en caso de que se sobreentienda de cual M estamos hablando.
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A la funcién pys se le llama comultiplicacion de M.

Definicién 2.6. Un comédulo M es un comédulo graduado si es un espa-
cio vectorial graduado y su comultiplicacién asociada es homogénea de grado
0. Nuevamente, el producto tensorial de la comultiplicacion se considera gra-
duado como en la Observacion 1.3.

Definicién 2.7. Sea M un comédulo graduado sobre una codlgebra diferen-
cial graduada C'. A una funcién lineal homogénea

dy M — M
se le llamara codiferencial asociada a M si tiene las propiedades:
= |du| = 1;
= di =0y
= Cumple la regla de Leibniz
pr o dy = (d®idy + ide @ dpr) © pas-

A un comédulo graduado dotado de una codiferencial se le conoce como
comédulo diferencial graduado o simplemente como comédulo diferencial.

Un morfismo entre comoédulos f : M — N es una funcion lineal que
conmuta con las comultiplicaciones, es decir, se cumple la igualdad

pn o f = (ide® f)pm
o0, equivalentemente, el siguiente diagrama conmuta:

f

M N
PMl LPN

Si los comdédulos son graduados y f es homogénea de grado 0, entonces
diremos que f es un morfismo de comédulos graduados. Aunado a esto,
si M y N son comoddulos diferenciales y f cumple la relacion

fdy =dnf,

entonces la funcién recibe el nombre de morfismo de comddulos diferenciales
graduados o simplemente morfismo de comdédulos diferenciales.
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Proposicién 2.8. Sea C' una coalgebra diferencial graduada. Entonces la
clase de todos los C-comédulos diferenciales graduados junto con los mor-
fismos de comdédulos diferenciales, es una categoria. A dicha categoria la
denotaremos como C-CoDf

Demostracion. Primero, notemos que para cualquier comoédulo M, id,, es de
grado cero y

pMidM = idC@MﬂM = (ch & ZdM)pM

Ahora, si f: M — Ny g: N — R son dos morfismos, entonces

pro(gof) = progof
= (ide®g)opnof
= (idc ®g) o (idc® f)o pu
(—D)Wlel(ide © g f)pm

= (ide @ gf)pu-
Finalmente, la asociatividad de la composicion se tiene gracias a que la
composicion de funciones lineales es asociativa. O

Proposiciéon 2.9. En C-CoDf se tienen las siguientes dos propiedades:

1. Sean f : M — N una funcién lineal homogénea de grado 0, g €
Home.copr(M, L) y h € Home.cope(N, L) tales que h es monomorfismo
y hf = g, entonces f € Home.cops(M, N).

2. Sean f : N — M una funcién lineal homogénea de grado 0, g €
Home cops(L, M) v h € Home.cops(L, N) tales que h es epimorfismo y
fh =g, entonces f € Home.cope(N, M).

Demostracion. Para la primera parte, se cumplen las igualdades
hfdy = gdy = dpg = dphf = hdyf,

y por ser h monomorfismo se tiene que fdy; = dyf. De igual manera, por
ser h mono, tenemos que idc ® h es mono, por lo que de la siguiente cadena
de igualdades:

(ide @ h)pnf = prhf = pLg
= (ide ® g)pum
(ide @ hf)pum
= (idc ® h)(idc ® f)pu,
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se conluye que pyf = (ide @ f)pu-
El argumento para la segunda parte es dual. O

Proposicién 2.10. Sean U, V' y W espacios vectoriales graduados. Entonces
(UV)® (U W) esisomorfo a U® (V & W) como espacios graduados.

Demostracion. El isomorfismo que funciona es
@g}w = Vel UesV)e(UeW)=Ue (VaWw),

donde para toda u € U, v € V y w € W, las valuaciones en las funciones
Of y 0O}, estén determinadas por OY(u ® v) = u ® (v,0) y O, (u @ w) =
u® (0,w). O

Observacién 2.11. Gracias al isomorfismo anterior podemos identificar a
los espacios (U® V)@ (U@ W)y U® (V@& W)y pensar en ellos de manera
indistinta. Asi, un elemento u ® v de U ® V' puede pensarse en (U @ V) &
(U ® W) de manera natural 6 en U @ (V & W) mediante la identificacion
OV (u ® v). De igual manera se procede con los elementos de U @ W.

Teorema 2.12. C'-CoDf es una categoria abeliana.

Demostracion. Veamos que Home_copg(M, N) es un grupo abeliano. La ope-
racién que consideraremos es la suma de funciones usual. Debido a que esta
operacién es la misma que para funciones lineales, la composicién de morfis-
mos es bilineal con respecto a la suma. Lo primero que hay que notar es que
sif:M — Nyg:M— N son morfismos, entonces

pn(f+9) = pnf+png

(ide ® f)pum + (ide ® g)pur
= ((tdc ® f) + (idc ® g))pm
= (ide® (f+9))pm

dn(f+9) =dnf+dng = fdu + gdy = (f + g)dar.

Ademas, si m es un elemento homogéneo en M;, entonces

(f +9)(m) = f(m) + g(m)

estd en N; por ser un subespacio. Por lo tanto f 4+ ¢ es morfismo.

17



Notemos que el elemento neutro es la funcion cero; es claro que ésta es
un morfismo, ya que es una funcién homogénea de grado 0, conmuta con
las codiferenciales y cumple el diagrama conmutativo de la comultiplicacién.
También, se tiene que | — f| = |f| = 0 ya que los N;’s son subespacios,

(=f)dy = —fdy = —dy f = du(—f)

pn(—=f) = —pnf=—(ide @ f)pm = (ide @ (—f))pn.

Ahora veamos que hay productos y coproductos finitos. Sean M y N ob-
jetos de la categoria. Consideremos el producto usual de espacios vectoriales
M @& N y consideremos las funciones lineales

puan - MBEN - (CQM)®P(CRN) vy dyan : MSN — M & N,

definidas como

(P 0 d _(dy O
PMoN = 0 pu y MON ‘= 0 dy /-

Por como estan definidas estas aplicaciones tenemos que ambas son ho-
mogéneas de grado 0 y 1 respectivamente.
La conmutatividad de los diagramas:

Ma& N e (CoM)& (C®N)
| [ )
(C@M)@((J@N)(idc@m - )(C®C®M)®(C®C®N)
0 ido ® PN

e®idpy 0
0 €e®idy

(KoM)® (K®N)

(CoM)® (C®N)

TPM@N
(%
M& N
es clara, ya que tanto py; como py son comultiplicaciones.
Continuemos con dysqy. Por como fue definida resulta que d?w@ N = L
Ademas, de los términos

d®idps 0 n ido ® dyy 0 om0
0 d® idy 0 ido ® dy 0 pN

_ (d®idyr +ide @ dar) par 0
0 (d®idy + idc @ dy)pN
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(8 ) ) =0 )
0 pn 0 dy 0 pNdN

se tiene que dyeny cumple la regla de Leibniz, por consiguiente es una co-
diferencial y asi M @ N estd en la categoria. Notemos que las proyecciones
e inyecciones canonicas my;, Ty, 0y v on son morfismos en C-CoDf. Esto se
comprueba de manera rutinaria checando la conmutatividad de los siguientes
diagramas:

M @ N 7T]\4=(id]\4,0) M M @ N Tl']\4=(’id1\/1,0)
| |
(v O [ du O
pM@N—< 0 pn ) P d]W{BN( 0 dy ) dpr
\
- Me N M
(CeoM)® (C®N) TER— C® M, <3) -
y
S tdpr o idy
M= 0 M= 0
M Mo N M M e N
| |
0 d 0
PM PMeBN( p(])\/[ oN ) dyr dM@N:< (])\/[ dN )
v v
CoM————=(C®M)®(C®N), M——F——=M®N.

ido ® idyy
0

La conmutatividad de los diagramas para N se tiene de manera andloga.
También observemos que las cuatro funciones son de grado 0 debido a la
forma en que se gradida la suma (ver Observacion 1.3). Ahora, como éstas
cumplen que

OMTN + ONTN :idMEBN
y que myon = idy, oy = idy ¥ Tyony = 0, myoy = 0, tenemos que
M @& N es tanto el producto como el coproducto de M y N.

Como siguiente paso, probaremos que si f : M — N es un morfismo,
entonces la inclusién lineal i : Ker(f) < M es el niicleo de f. Primero que
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nada, se puede graduar el subespacio Kerf de manera natural como sigue:

Kerf = @(Kerf N M;).

€L

Con esa graduacién, iy resulta homogénea de grado 0. Para continuar,
una propiedad que utilizaremos sin demostrar es que

id(;®z’f:C’®Ker(f)—>C®M

es nicleo (en la categoria de espacios vectoriales) de idc ® f.
Notemos que (idc ® f)pmis = pnfiy = 0. Por ende, existe una unica
aplicacién lineal pge(s) : Ker(f) — C ® Ker(f) tal que

(ide & if)prer(s) = Poriy- (2.1)

Cabe hacer notar que pger(y) resulta ser la restriccion de pys y ast pxer(y)
es homogénea de grado 0. Més atn,

(ide ®@ido ®if)(idc ® pKer(f)) PKer(f) (ide @ (ide @ i) pKer(f)) PRer(f)
(idc ® prif) Per(f)
(idc ® par)(idc @ if) pren(f)
(idc @ par)paiy
= (p®@idar)pariy
(p @ idpr)(idc @ if)pKer(s)
(P ®if) pKer(f)
(ide ® idc ®if)(p ® idKer(f)) PRer(f)

y, como idc ® idc & iy, es inyectiva concluimos que

(ZdC & pKer(f))pKer(f) = (,0 & idKer(f))pKer(f)~
De una manera similar, se calcula que:
(idg ®@ip)(€ @ idke(s))Prer(s) = (€@ idpr)(ide @ if)prer(s)

(e @ idar)pariy
= iy = (idg @ if)VKer(f)-

En conclusién, tenemos (e®idker(f))Prer(f) = Vker(f)- Con esto hemos probado
que pger(f) € comultiplicacion.
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Pasemos a definir la codiferencial. De la propiedad del nticleo tenemos
una funcién lineal die(y) : Ker(f) — Ker(f) que proviene de la identidad

fdyip = dy fip = 0.

Esta funcién es tal que
dprip = i pdiens)- (2.2)

Esta es la restriccién de dy y es una aplicacién homogénea de grado 1 con
la caracteristica que dKer ) = 0; esto es porque

Zdeer( dMideer(f) = d%\/l’lf =0.
Las siguientes identidades

(tdc @ ig)prer(pydre(sy = Pumirdies)
= pudyiy
= (d®idy +ide ® dag)pariy
(d®@idy +ide @ dar)(ide @ if) prer(r)
= (d®iy +ide ® darig) prer(s)
= (idc & if)(d &® idKer +ide ® dKer )pKer( )

nos llevan a concluir que dger(r) cumple la regla de Leibniz y asi dier(s) €s
una codiferencial y Ker(f) es un comddulo diferencial. Mds ain, gracias a
2.1y 2.2, iy es un morfismo de comédulos diferenciales.

Sea t : L — M morfismo en C-CoDf tal que ft = 0, entonces existe una
funcién lineal a : L — Ker(f) tal que ifa = t. Por la Proposicion 2.9, a es
un morfismo de comddulos diferenciales, por lo tanto iy es ntcleo de f.

De manera dual, si consideramos la proyeccién natural 7y : N — Coker(f)
y graduamos Coker(f) = @, 1(N;), éste resulta el conticleo de f en la ca-
tegoria C-CoDf con comultiplicaciéon la aplicaciéon resultante de la propiedad
universal del conicleo que hace conmutar el diagrama:

nf

M ! N Coker(f)

|
PM[ le | PCok(f)
\

COM——CRN C' ® Coker(f)

ldc ®f idc ®’I7f
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y codiferencial la funcion lineal que se obtiene del diagrama:

Y Ay Coker(f)
|
dML \dN ldcok(f)
Y
M—f>NTf>C’® Coker(f).

Finalmente, en la categoria de espacios vectoriales, tenemos que
Coker(is) = Ker(ny)

mediante un isomorfismo que estd dado por las propiedades de nicleos y
conticleos, que, por lo todo lo anterior, también resulta ser morfismo en C-

Toda categoria abeliana tiene de manera natural sucesiones exactas cortas
que son de la forma

M-L-N-2.p
donde f es nucleo de g y g es conticleo de f. Pero, en el caso particular

de C-CoDf nos interesara estudiar otro tipo de estructura exacta para la
categoria.

Observacion 2.13. Si nos olvidamos de pedir la codiferencial tanto a las
codlgebras como a los comddulos, tenemos otra categoria llamada la cate-
goria de comodulos graduados. Esta en efecto es una categoria y mas aun,
es abeliana, ya que la demostracion de la Proposicion 2.8 y la del Teorema
2.12 funcionan si nos olvidamos de las codiferenciales. A esta categoria la
denotamos como C-CoGr.

2.2. Estructura exacta.

Definicién 2.14. Sea £ una clase de parejas de morfismos en una categoria
aditiva. Diremos que £ es una estructura exacta si tiene las siguientes
propiedades:

EO0: Si (f,g) estd en &, entonces el dominio de g es igual al codominio de f.
Al morfismo f lo llamaremos £-inflacion y al morfismo g £-deflacion
o simplemente inflaciéon y deflacién si la clase £ se sobreentiende.
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E1: Para cualquier pareja (f, g) en £, f es nucleo de g y g es contcleo de f.

E2: £ es cerrado bajo isomorfismos, es decir si (f,g) estd en € y se tiene
otra pareja (¢, 1) con isomorfismos que hacen conmutar el diagrama:

f g

M——N ——

L L
1

M’—>]\|f/—>

¢ ()

~

£ —le—t~

entonces (¢,1) también estd en £.
E3: Para todo objeto M, idy; es inflacién y deflacion.
E4: Sean f: M — N inflacién y g : N — L deflacién
(a) Si h:Z — L es morfismo, entonces existe pullback
U-—5-7
H h

tal que G es una deflacién.

(b) Si h: M — X es morfismo, entonces existe pushout

M-t x

hl H
N—=V
tal que F' es una inflacién.

E5: Composicién de inflaciones (deflaciones) es inflacion (deflacién).

E6: (a) Si f'f es inflacién, entonces f es inflacion.

(b) Si gg’ es deflacién, entonces g es deflacion.

Nos referiremos como categoria exacta a una categoria dotada de una
estructura exacta, y a las parejas (f,g) en £ como pares exactos.
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Consideremos & la clase de parejas de morfismos (f, g) en C-CoDf tales
que

M-LoN-2.p
es una sucesion exacta en C-CoDf y se escinde en C-CoGr. Nuestra labor en

esta seccién serda mostrar que (C-CoDf, E) es una categoria exacta. Para ello
haremos uso de los siguientes lemas sin demostrarlos.

Lema 2.15. En cualquier categoria, si la composicién de dos morfismos fs
es monomorfismo, entonces s es monomorfismo. De igual forma, si rg es
epimorfismo, entonces r es epimorfismo.

Lema 2.16. En una categoria abeliana, para cualquier pareja de morfismos
lg: M — L, f : N — L] existe su pullback y para cualquier pareja de
morfismos [f : E — M, g : E — N]| existe su pushout. (Ver [3, Th 20.1.]).

Lema 2.17. Sea C una categoria abeliana y f y g morfismos.

1. Si
E—S-N
F f
es un pullback y ¢ es epimorfismo, entonces G es epimorfismo.
2. Si
E—2-N
f F

|

es un pushout y f es monomorfismo, entonces F' es monomorfismo.

(Ver [3, Pr. 20.2.]).

Lema 2.18. Sea C una categoria abeliana y M N %~ [ una sucesién
exacta. Son equivalentes las siguiente propiedades:

s La sucesion se divide.

= La sucesion se divide por la derecha.
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» La sucesion se divide por la izquierda.

(Ver [1, L. 1.18])

Lema 2.19. Sea C una categoria abelianay M N2 [ unasucesion.
Se tienen estas dos propiedades:

1. Si f es nicleo de g y g es epimorfismo, entonces la sucesion anterior es
exacta.

2. Si g es contcleo de fy f es monomorfismo, entonces la sucesion anterior
es exacta.

(Ver [1, Pr. 1.17.]).

Proposicién 2.20. Sea C una categoria abeliana y M-t N-"2-L una
sucesion exacta. Se tiene que:

1. Si h: M — X es un morfismo y consideramos el pushout [H, F'] de
[h, f], entonces, existe ¢t : Y — L tal que

f

M-L1sN_2.p

conmuta y la segunda fila es exacta.

2. Si h: Z — L es un morfismo y consideramos el pullback [G, H] de
lg, h], entonces, existe t : M — Y tal que

Mty _Y. 7

R

conmuta y la primera fila es exacta.
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Demostracion. Parte 1. Notemos que gf = 0 = 0h. Como [H, F] es pushout,
existe t : Y — L tal que g =tH y 0 = tF. Veamos que t es conticleo de F'.
Sea v : Y — Z un morfismo tal que vF = 0, tenemos que

vHf =vFh=0h=0.

Por ser g contcleo de f existe un morfismo A\ : L — Z tal que vH = Ag.
Ahora, notemos que (Ag)f = 0 = 0h. Por lo tanto, como [H, F| es pus-
hout,
vF =0, vH=M\g

(M)F =0, (A)H = g,

se sigue que v = At. La unicidad de A es consecuencia inmediata de la uni-
cidad dada por el contcleo de f. Por tltimo, por el Lema 2.17, F' es mono-

morfismo y por Lema 2.19 se concluye que X Loy Lo I es exacta.
La parte 2 de la proposicién es dual. O

Teorema 2.21. (C-CoDf, £) es una categoria exacta.

Demostracion. Por definiciéon se cumplen EO y E1.
Sea (f,g) una pareja en £ y (¢, 1) una pareja isomorfa a (f, g), es decir

f g
—_— —_—

~

< =
2 —k—=
& —l— t~

/%

¢ %
conmuta. Por exactitud de (f,g) tenemos que (¢,1) también es exacta.
Ademas, como (f,g) se divide en C-CoGr, existen f' y ¢’ en C-CoGr ta-
les que f'f = idy y g9 = idr. Asi, las funciones ¢ y v’ dadas por los
diagramas

I g’
M/ -b/ N/ N/ -b/ L/
¢ Y

nos dan la inversa izquierda de ¢ y la inversa derecha de 1. Por lo tanto,
(¢,1) estd en € y se cumple E2.
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E3 también es inmediato ya que

es una sucesion exacta que se escinde por la izquierda en C-CoGr. De igual
manera A
00— M DL 6
es exacta y se escinde por la derecha en C-CoGr.
Para mostrar E4(b) consideremos f, g, f’ v ¢’ como antes. Sea h : M — X
morfismo y [H, F| pushout de [h, f], por la Proposicion 2.20 tenemos que
existe t : X — Y tal que

M-t -N_9.

>

H

conmuta y el segundo rengléon es exacto. Notemos que (tH)g = g¢’ =idp y
por Lema 2.18 el segundo renglén se divide en C-CoGr. Dualmente se tiene
el resultado para pullbacks.

Ahora mostremos E5. Sea X —>= M —-~Y otro elemento de &£. En-
tonces fs es monomorfismo y por Lema 2.19

x LN Coker(fs)

es exacta. Mds aun, (s'f")fs = sidys = s's = idx, donde s es la inver-
sa izquierda de s como comédulos graduados. Asi, fs resulta inflacion. De
manera analoga se tiene la parte dual.

Por tltimo, si fs es inflacién, entonces gracias al Lema 2.15 s es mono-
morfismo y asi

X —> M -~ Coker(s)

es sucesion exacta. Esta sucesion se divide ya que fs tiene inverso izquierdo
r en C-CoGr, es decir r(fs) = 0; asociando rfs como (rf)s concluimos que
s tiene inverso izquierdo y con ello se tiene E6 (a). E6 (b) se argumenta de
manera similar. ]
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Definicién 2.22. Diremos que un objeto P en una categoria exacta (C, &)
es un E-proyectivo (o simplemente, proyectivo cuando se sobreentienda la

. . ., f g .z
£), si, para cualquier sucesién E-exacta M —— N —— L, la sucesién de
grupos abelianos

Home (P, M) —~ Home(P, N) %~ Home(P, L)

es exacta corta. Un objeto I se llamard £-inyectivo (o simplemente, inyec-
tivo si se sobreentiende la &), si

Home(L, T) —~~ Home (N, ) —L Home (M, I)

es exacta corta.

2.3. La categoria de Frobenius.

El siguiente paso en el estudio de la estructura de (C-CoDf, £), es, partien-
do de una construccién conocida, triangular un cociente de dicha categoria.
En esta seccién nos ocuparemos de estudiar como se llega a tal triangulacion.

Definicién 2.23. Sea C una categoria aditiva, junto con un automorfismo
T :C — C. Diremos que (C,T) es una categoria triangulada con triangu-
lacién 7 si T es una clase de ternas de morfismos (f, g, h) que son sucesiones

de la forma
f

M N2 Ll 7(M)

y cumple los siguientes axiomas:

idpg

T1 Para todo objeto M en C, M M—>0-—L-T(M) estden T.
T2 Para todo morfismo f, existen g y h tal que (f,g,h) estd en T.

T3 Si (f,g,h) estd en T y otra terna (f', ¢', h') es isomorfa a la primera, es
decir existen isomorfismos 1, @9 y 3 que hacen conmutar el diagrama

M-t oN—p o)

b e

M — >N —> L —=T(M),

f/ g/ h/
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entonces (f', g, ') estd en T. En este caso se dice que T es cerrada
bajo isomorfismos.

T4 (f,g,h) estd en T siy sélosi (g, h, =T(f)) estd en T

T5 Si (f,g,h)y (f',¢',h) esténen Ty ¢y : M — My ¢o: N — N’ son
morfismos tales que ¢of = f'¢1, entonces existe ¢3 : L — L' tal que el
siguiente diagrama conmuta:

T6 Sean

M- kN E ()

elementos de 7. Entonces existen morfismosa : L' — Ny b: N' — M’
tales que

L/ a N/ b M/ T(l).j/ T(L/)

estd en T y el siguiente diagrama conmuta:

—1 /
TNy ——
T_l(b)j f af
T (M L—2 (N
( ) Tfl(j/) g ( )
eee o N' - === M'——T(L
i 14
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A los elementos de T se les conoce como tridngulos y a las ternas ¢1, ¢
y ¢3 que hacen conmutar el diagrama de T5 se les conoce como morfismos
de triangulos.

Definicién 2.24. Sea C una categoria aditiva. Diremos que los idempo-
tentes se diven en C si para todo objeto X € C y todo e € Home (X, X)
con la propiedad de que e? = e, existen morfismos f: X - Y yg:Y — X

tales que e = gf y idy = fg.

Lema 2.25. Si C es una categoria abeliana, entonces C es una categoria
aditiva donde los idempotentes se dividen.

Demostracién. Sea e €Home(X, X) un idempotente, es decir, e? = e. Consi-
deremos Y := Im(e) (la cual existe pues C es abeliana), f : X — Y como el
morfismo e restringiendo el codominio a Y y g : ¥ — X como la inclusion
de Y a X (de nuevo, estos morfismos existen pues C es abeliana). Es claro
que gf = e. Mas aun, fg = idy, pues e es idempotente. O]

Definicién 2.26. Una categoria aditiva con idempotentes que se dividen y
con estructura exacta (C,£) se llamara categoria de Frobenius si tiene las
propiedades:

F1 (C, &) tiene suficientes proyectivos, es decir, para cualquier objeto M en
C existe una &-deflaciéon g : P — M con P un &-proyectivo.

F2 (C, &) tiene suficientes inyectivos, es decir, para cualquier objeto M en
C existe una &-inflacién f: M — [ con I un E-inyectivo.

F3 La clase de los E-inyectivos es igual a la clase de los £-proyectivos.

Si aparte de eso se tiene un automorfismo 7" : C — C, un funtor J : C — C
y dos trasformaciones naturales a : ide — J y B : J — T tales que:

EF1 T preserva E-sucesiones.
EF2 Para todo objeto M, el objeto J(M) es E-proyectivo.
EF3 Para todo objeto M, la siguiente sucesion esta en &
MM g 2T
entonces diremos que (C,£) es una categoria especial de Frobenius.
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Para una categoria especial de Frobenius C existe una construccién co-
nocida en el area, que nos permite pasar a otra categoria llamada categoria
estable, la cual es denotada como C. Antes de definirla revisemos las siguien-
tes dos proposiciones.

Proposiciéon 2.27. Si P, y P, son E-proyectivos, entonces P, & P, es &-
proyectivo.

Demostracion. Sea M TN una E-sucesion. Es sabido que en una
categoria abeliana

HOIIlc(Pl D P, U) = HOITlc(Pl, U) S% HOIIlc(PQ, U)

con isomorfismo que manda un morfismo u en (uoy, uosy), donde las ¢’s son
las respectivas inclusiones de P, y P, en P; & P,. Ahora, observemos que
tenemos un diagrama conmutativo

Homc(Pl EBP27M) f% HOInc(Pl (&3} PQ,N) 9% Homc(Pl @P27L)
L L )
! | !

HomC(Pl,M)EBHomC(Pg,M)f—O>HomC(P1,N)@Homc(Pg,N)—gHomC(Pl,L)@HomC(PQ,L).
* gx
(5 %) (%5 o)

Ya que P; vy P, son proyectivos el segundo renglén es exacto y por ende el
primer renglén también lo es. O

Proposicién 2.28. Sea (C,€) una categoria exacta y sean M y N objetos
en C. El conjunto Z(M, N) de morfismos que se factorizan a través de un
E-proyectivo es un subgrupo de Home (M, N).

Demostracion. Sean f y g morfismos en (M, N). Tenemos que ambos se
factorizan por £-proyectivos P; y P, respectivamente, es decir, hay morfismos
a: M — P,b:P,—N,c: M — P,yd: P, — N tales que los siguientes
diagramas conmutan:

M

N y M—f% N

oA N4

P P
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De la proposicion anterior se sigue que P; @ P, es E-proyectivo, ademas
el siguiente diagrama

(k (b.d)

PaoPh

es un diagrama conmutativo, por tanto f + g esta en & (M, N). Observemos
también que —f = (—a)b y por ende —f estd en (M, N). O

Definicién 2.29. Sea (C, ) una categoria exacta. Definimos la categoria
estable C como la categoria cuyos objetos son los mismos que los de C y los
morfismos son

Hom¢ (M, N) := Home(M, N)/ P (M, N).

Notemos que si f : M — N es un morfismo en Z(M,N)y g: N — L es
cualquier otro morfismo, entonces gf € (M, L). En efecto, f se factoriza
a través de un proyectivo, es decir, existen f; : M — Py fo : P - N
morfismos tales que P es E-proyectivoy f = faf1. Por lo tanto gf = (gf2) f1
es una factorizaciéon que testifica que gf estd en (M, L). De igual manera
se tiene que si h : U — M es cualquier morfismo, entonces fh € Z(U, N).

Lo anterior nos dice que & es un ideal y por ende la composicion en el
cociente esta bien definida.

Lema 2.30. Para una categoria especial de Frobenius (C, &, T, J, a, 3), con-
sideremos sucesiones de la forma

M f

N2> ->T(M)

tal que (f,g) € £ y existe morfismo [ : N — J(M) que hace conmutar el
diagrama

M N L
H Il jh
\

A estas sucesiones consideradas médulo & se les conoce como triangulos
canoénicos de C.
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Consideremos 7 como la clase de las sucesiones en C

M-LoN

que son isomorfas a tridngulos canénicos en C (isomorfos como en T3 de la
Definicion 2.23) y consideremos T : C — C el automorfismo inducido por T
en el cociente. Entonces, (C,T") es una categoria triangulada con triangulacién

T.

Como se menciona al inicio de la seccion, éste es un resultado conocido.
Una prueba puede encontrarse en [1, Ch. 4].

Observacién 2.31. Dado cualquier espacio vectorial graduado M, podemos
definir un nuevo espacio graduado M[1] = @,., M[1]; con M[1]; = M.
También tenemos una aplicacién lineal o), : M — M][1] de grado -1 tal
que opr(m) = m. Con esto, dados una coalgebra diferencial (C,p,d) y un
comédulo (M, par, dar) podemos definir un nuevo comédulo M 1] con comul-
tiplicacion
pupy = (ide @ o) prioy)
y codiferencial
dM[l] = —O'MdMO']T/ll.
En efecto,
Ioai] = lide] + loa| + lout] + o3 ] = 0.

Ademas, tenemos las siguientes cadenas de igualdades:

(ide ® ide ® o3} )(p @ idppy) parpy p @ idar)(ide ® o3 ) )
p @ idar) prroy)

(
(
= (ide ® pmr) MUMl
(
(

ide @ pu)(ide @ oy )PM[l]
ide ®ide ® oy ) (ide ® PMI])PM]

(Z'dK(XJU]T;)(G@Z'dM[l])pMD] = (€®idM)(idc®J]T/[l)pM[1]
= (e®idy)pmoy)

’YMUXZ
= (idg ® o3 )ymp),
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de donde se sigue que pysq;) es comultiplicacion.
Ahora, |dypj| = |om] + |da| + \0_1 =
El cuadrado d3, My = = (—opdyoy))(— aMdMa]Tj) = oyd3 03 =0y final-
mente
pumduny = ((ide ® oa)paoy ) (—omduoy)
= —(ide® aM)pMdMa;/Il
= —(ide ®@ o) (ide @ dyr + d @ idyr) prroy)
= —(ide @ opdy — d @ o) prroy)
= (ide @ dypjon +d® oM)PMT N,
= (idc & dM[l] +d® idM[l])(ZdC X UM),OMO'M
= (ide ® dypy + d @ idypy) pamy s

con lo que dy) es una codiferencial.

Dado un morfismo f : M — N podemos definir otro morfismo f 1] :
M[1] — N[1] como f[1] := oy foy;. Este efectivamente es homogéneo de
grado 0 y conmuta con las Comultlpllca01ones y las codiferenciales; esto se ve
de las siguientes igualdades:

pN[l]f[l]UM = pyponf
= (idc®on)pnf
(ide ® on)(idc @ f)pm
= (ide ® f[1])(idc @ on)pm
(ide @ f[1]) papom

dN[1]f[1]UM = dN[1}UNf
= —ondyf
= —onfdyu
= —flllomdm
= fllldmpmom.
Enseguida, definamos el funtor translacién 7' : C-CoDf — C-CoDf tal

que a cada objeto (M, par, dar) lo manda en T'(M, par, dar) = (M[1], parpys dapy)-
Este es un funtor puesto que

T(ZdM) = O'MZ.dMU]T/[l = UMO']T/[l = ZdM[l]
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y, para cualesquiera dos morfismos f: M — Ny g: N — L, se tiene que

T(9)T(f) = orgon'onfoy =orgfort =T(af).

Este funtor resulta automorfismo con inversa
Tﬁl(M7 PM, dM) = (M[_l]a (ZdC ® 01\741[_1})/)MUM[—1]7 _0_1\741[_1] dMO-M[—l})y

donde M[—1] = M como espacio vectorial, pero con graduaciéon M[—1]; =
Mi—l-

Por comodidad, al aplicar el funtor omitiremos las comultiplicaciones y las
codiferenciales, es decir, solo escribiremos T'(M) en lugar de T (M, pas, dar).

Observacién 2.32. Es momento de construir otro comoédulo. Partiendo de
un comédulo (M, par, day), definimos:

» El espacio graduado J(M) = M & M[1],

la funcién lineal = PMm 0

~1
= la funcion lineal d ;) 1= ( 8 084 ) .

Al igual que en el Teorema 2.12, podemos pensar a pj(pr) COmMo una co-
multiplicacion. En efecto,

() i )
0 p ® idpp (d®@owm)pm PMI1]

_ ( ( (p @ idar)put 0 )

p ® idypy)(d @ oar)pm (P @ idymy) pan

( idc ® pu 0 ) ( pM 0 )
idc @ (d®on)pm  ide @ pap (d®@on)pm Py

_ ( (ide ® par)pmr 0 )
lide ® (d® on)pu] pu + (ide @ py)([d @ onm)pn (ide @ parpy) ey )

Como pas y pupy son comultiplicaciones, entonces las diagonales coinciden.
Para ver que las entradas (2,1) de las matrices coinciden, observemos las
siguientes tres igualdades:

(p @ idyp)(d @ on)pu = (pd @ o) pyr = —(ide @ ide ® o) (pd @ ida) par,
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lide @ (d ® on)pulpm
= —lide ® (ide @ ou)(d @ idar) pulpm
—(ide ®ide @ op)(ide @ (d @ idy) par) pu
—(ide ® ide ® o) (ide @ d ® idy ) (ide & par)pu
—(tde ®ide @ opr)(ide @ d ® idy)(p @ idy) par
—(ide ® ide @ oar)((ide @ d)p @ idar) par

y, de una manera similar,

(ch & P 1])(d &® JM)p
= (d® pupom)pum
(
(

d® (ide ® or)pum)pPu

d®ide ® o) (ide @ par)pur

—(ide ® ide ® op)(d @ ide & idy) (ide @ par) P
= —(ide ®ide @ op)(d @ ide @ idy)(p @ idy) par
= —(idc ® idc ® JM)((d ® ido)p ® idM)pM

Sustituyendo cada igualdad en la parte correspondiente de cada matriz, te-
nemos que ambas entradas de la segunda fila, primera columna, son iguales.
La propiedad relacionada con la counidad se obtiene de la siguiente ma-

nera:
€ ® idys 0 PM 0
€ER sz 1] (d® on)pm Pm

([
= (tcommdiConn ot )
(

(e® ldM[u Wd@on)pyr (€ ®idamy) pup)

0
€d®UM )PM Y] )

( 0 VMM)

donde la ultima igualdad se debe a la Proposicion 2.4.
Por tltimo, por como estd definida djr), se tiene que |dyan| = 1y
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dg( ay = 0. Para ver la regla de Leibniz basta notar que

B 0 PMON,
paondany = (0 (d @ on)proy;

( PMOTay )
0 (d®idyp)(ide ® ou)proys

_ 0 PMOTY
0 (d@idmp)pmp
v que

(ide @ dyary + d @ id o) pron

_ (d@idM idc®0;4l>( M 0 )
0 d®idM[1] (d®0'M)PM PM]

_ ( (d @ idyr)pa + (ide @ 03 )(d @ oar)pur (ide @ o3y ) oy )
(d*> @ onr)pum (d ® id ) Py

_ ( (d @ idy)py — (d @ idar) pu PrON )
0 (d ® id ) Py

(0wl )
0 (d®idup)pmm )
Con esto tenemos que (J(M), psry, dsry) es un comédulo diferencial.

Resulta que J : C-CoDf — (C-CoDf también es un funtor si para cada
morfismo f : M — N definimos

0= (4 )

La conmutatividad del diagrama

foo0
M@MMQL@2N®NM
(5% )
M & M1 N & N[1]

(3 i)
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es clara. Hay que verificar que el diagrama

(3 i)

M@ M[1] N @ N[1]

(st o) (wsbim o )
(d®om)pm P (d®oN)PN  PN[1

(O@M)@(C@M[l]z P 5 )(C®N)@(C®N[1D
0 ide ® f[1]

conmuta. La tnica dificultad es checar que al multiplicar ambos caminos las
entradas de la segunda fila, primera columna, coinciden. Eso se obtiene ya
que

(d®on)pnf d®on)(ide ® f)pm

(

= (d®onf)pm
(d® fllom)pu
(ide @ f[1])(d @ on)pur.

Finalmente,

o (idy 0 ~(idy 0
J(ida) = ( 0 idyll] ) - ( 0 idup )

y, para cualesquiera dos morfismos f: M — Ny g: N — L, se tiene

J@ﬂﬁ:=<gg&)(£f&)
= (%gﬁ%M)

= (Y ) =76

Proposicién 2.33. Sean X y M dos comédulos diferenciales. Existen dos
isomorfismos naturales en ambas variables:

ax v : Home cops(X, J(M)) — Home oo (X, M)
tal que ax a(f) = T f, con my la proyeccion de J(M) a M,y
Bx.m : Home.copt(J (M), X) — Home coar (M[1], X)
tal que Bx m(f) = fAmp), con Ayqy la inclusion de M([1] a J(M).
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Demostracion. Sea f € Home.cope(X, J(M)), escribamos a f de la forma

_( h
f_<ﬁ
con fj : X - My fo: X — M[1] morfismos. Como f conmuta con las
codiferenciales, tenemos que

fidx \ _ (K dx — 0 o fi) _ o f2

deX f2 0 0 f2 0 !
por lo tanto fidy = 0541 f2. La segunda igualdad fodx = 0 es redundante
puesto que ya se tiene como consecuencia de la primera igualdad. Esto prueba
la inyectividad de ax s puesto que si dos funciones f y f’ son tales que

fi = fi, entonces fo = fi. Para ver la suprayectividad basta verificar que si
f1 es un morfismo en Home_cocr (X, M), entonces

_ hi
/= ( om frdx )

estd en Home.cope( X, J(M)). Claramente f es homogénea de grado 0 puesto
que tanto f; como o, fidx lo son. Ademas, f conmuta con las codiferenciales

pues
( fi )d _ < Jrdx )
o frdx X UMf1d§(
_ <f1dX>
(0' UMfldX)
- (0% ) (it )
UMfldX
Finalmente,

P 0 bil _ pm f1
(d@om)pm pup om frdx (d®or)pm fr + pupyom frdx
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Al manipular la segunda entrada de la segunda parte de la igualdad tenemos

(d®on)pmfi+ parpyom frdx

(d®@on)(ide ® f1)px + (idc @ onr)pa frdx

(d®on)(ide ® f1)px + (idc ® onr)(ide ® f1)pxdx

= (d®on)(ide ® fi)px + (ide @ onr)(ide @ f1)(d®idx + ide ® dx)px
(
(

ide ® oy f1)(ide ® dx)px
idc ® (om frdx))px,

asi

( M 0 ) ( fi ) _ ( (ide ® f1)px )
(d®own)py pupy onfrdx (ide ® (o frdx))px

y se tiene la conmutatividad con las comultiplicaciones.
La naturalidad en M es inmediata ya que si g : M — N es un morfismo,
entonces

axnJ(9)«(f) = gfi = geax u(f).
Chequemos la naturalidad en X. Sea h : Y — X morfismo, entonces tenemos
que
ayuh*(f) = ayu(fh) = fih = R ax m(f).

En el caso de Bx., si f = (f1, f2) € Homecops(J(M), X), la igualdad
clave para checar el isomorfismo es dxf, = fi0;,, la cual se obtiene por
la conmutatividad con las codiferenciales. De aqui, se procede de manera
analoga y se obtiene lo deseado. O]

Observacién 2.34. Esta proposiciéon nos permite tener las siguientes dos
transformaciones naturales: « : idc.cops — J definida como

1. 1d
oot~ )

y 08 :J — T definida como

Bt = Bagaridnpy) = (daymon, idarg) = (—oadar, idpp).

Teorema 2.35. La categoria (C-CoDf, &, T, J, «, ) es una categoria especial
de Frobenius.
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Demostracion. Primero veamos que

M -2Mo 7(M) -2 70
es una &-sucesion. Consideremos las aplicaciones homogéneas de grado 0

0

(idps,0) s J(M) — My ( >JU@%AM)

Ambas aplicaciones son morfismos de comoddulos graduados ya que los si-
guientes diagramas conmutan:

(idas,0)

J(M) M
v 0
( (d@z'M)P]V[ PMI1] )l L/’M
(CeoM)es (CeM[]1]) Gdosidm0y & @ M
y
(oo )
idprp)
T(M) J(M)

M 0
PIM[I]j L( (d@ﬁM)P]\/[ PMI1) )
C@T(M) ———=(C®M)®(Co M.
( idc ®idp )

Ademas se tienen las propiedades

. d . . 0 )
(idar,0) ( o ) =idy Yy (—omduy,idypy) ( id ) = id ),
M)

omdy

por lo tanto a;; es monomorfismo y By, es epimorfismo, ambos en C-CoGr,
lo cual implica que también lo son en C-CoDf. Esto también muestra que la
sucesion se divide en C-CoGr.

Veamos ahora que «ay; es nicleo de By. Sea h : X — J(M) tal que
Barh = 0. Por la Proposicion 2.33 tenemos que h es de la forma

_ ha
h= ( O'MhldX ) ’

con hy : X = M en C-CoGr, pero

0 = Byh = —opdyhy + ophidy;
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como o) es biyectiva, tenemos entonces que dy hy = hidyx, es decir, hy es de
comodulos diferenciales. Por tltimo,

_ ha _ h _
aMhl o ( UMthl ) o ( UMhldX > =

Después tenemos que ver que [y, es conucleo de a;,. Para ello conside-
remos un morfismo h : J(M) — Y tal que hay = 0. De nueva cuenta, por
la Proposicion 2.33 h debe ser de la forma

h = (dthUM, hg),

pero
0= haM = dyth'M + hQO'MdM,

de donde se sigue que —dyhgoy = haoydy = —hodypon y por tanto
dyhy = hadyp). Finalmente, observemos que se da la identidad

haoBy = (_hQUMdMa h2) = (thMmUM, h2) = (dythM, h2) = h.
Como siguiente paso, probemos que 1" preserva £-sucesiones. Sea
M-toN_2op

una £-sucesion, por demostrar

es una &-sucesion. Por como estan definidas f[1] y g[1] tenemos que la primera
es monomorfismo y la segunda es epimorfismo. Ahora, consideremos h : X —
N[1] tal que g[1]h = 0, entonces orgoy'h = 0 y por lo tanto g(oy'h) = 0.
Como f es niicleo de g, existe v : X — M tal que fy = ox'h, asf

on' flllowy =oy'h

con lo cual, debido a que oy es biyectiva, se sigue que

fl(omy) = h.

Andalogamente, consideremos t : N[1] — Y tal que tf[l] = 0, entonces
tonfoy; = 0y por lo tanto (toy)f = 0. Como g es conticleo de f, exis-
te \: L = Y tal que A\g = toy, asi

o tg[lloy =toy
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lo cual implica que

(Ao h)gll] =t.
La sucesion se escinde gracias al Lema 2.18, ya que si consideramos f’ el
morfismo tal que f'f = id);, entonces tenemos que

P =omfloy'onfoy =ouf for =omoy) = id )

Para continuar, mostraremos que si X es un objeto en C-CoDf, entonces
J(X) es proyectivo. Por la Proposicion 2.33 tenemos que los diagramas

Homecone(J(X), M) LI Home.cont(J(X), N) === Home con(J (X), L)

ﬁX,Ml ﬂX,NL /BX,Ll/

Home.coae(X[1], M) — Home coar(X[1], N) —— Home coar (X [1], L)

y

Homecont(L, J(X)) —= Home-cope(N, J(X)) —L> Home.copt(M, J(X))

ax,LL O‘X,Nj OéX,ML

Home cocr (L, X) Homecocr (N, X) 7 Home.cocr (M, X)

*

son conmutativos.
En ambos diagramas el segundo renglén es exacto ya que

M-loN_9.p

se divide en C-CoGr. Por lo tanto los renglones de la primera fila en cada
diagrama son exactos, con lo que se sigue que J(X) es tanto E-proyectivo
como E-inyectivo. Estos J(X) también nos brindan suficientes E-proyectivos
y suficientes £-inyectivos, cuyas deflaciones e inflaciones son

JX[-1) 2L X =Xy X - g(x)

respectivamente.
Br

oy

T(I) es una &-

Sea I un comddulo E-inyectivo, como [ J(I)

sucesion, tenemos que la sucesién

/B* a*
Home.cope(T (1), I) —— Home.copt(J (1), I) — Home.copt(1, )
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es exacta, por lo tanto « es suprayectiva y existe un morfismo ¢ : J(I) — I
tal que pa; = id;. Esto implica que la sucesion

se divide en C-CoDf. Con esto I es sumando directo de J(I) que es &-
proyectivo, por lo tanto I también es £-proyectivo.
Para finalizar la prueba consideremos P un &-proyectivo. Como

api-1] /3P[71]

Pl-1]—J(P[-1]) —P
es £-sucesion, entonces la sucesion

(aP[—l])* (5P[-1])*

Home.copt( P, P[—1]) Homc.copt(P, J(P[—1]))

Homc-cop(P, P)

es exacta, por lo tanto (Sp_1)). es suprayectiva y existe una ¢ : P —
J(P[—1]) tal que Bpj_11¢) = idp. Con lo cual, la sucesién

Bpi-1)
—_

—J(P[-1]) P

se divide y por ende P es sumando directo de J(P[—1]) que es E-inyectivo,
por lo tanto P también es £-inyectivo.

Todo esto nos da las condiciones que debe tener una categoria especial
de Frobenius. O

Debido al Lema, 2.30 la categoria estable C-CoDf es triangulada.

2.4. Comoddulos inducidos.

Definicién 2.36. Sea A una subcategoria plena de una categoria triangulada
C. Diremos que A es subcategoria triangulada de C si:

1. A tiene al objeto cero.
2. Para todo objeto A en A, T(A) y T7'(A) estén en A.

3. Si Ay B estan en A, entonces A & B también esta en A.
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4. Para todo morfismo f: A — B en A, existe triangulo

A-l.p oo oA

tal que C' esta en A.

Observacién 2.37. Si A es una subcategoria triangulada de (C,7T,T), en-
tonces A es triangulada con tridngulos los tridngulos de C que yacen en A.
En efecto, el axioma T1 se tiene por las condiciones (1) y (2); T2 es justo la
condicién (4); T3 y T5 se heredan de C; T4 se sigue de la condicién (2); y el
axioma T6 se sigue de que la subcategoria es plena (ver [1, Ch. 4.]).

Denotemos como K-Gr la categoria de espacios vectoriales graduados
sobre K cuyos morfismos son las funciones lineales homogéneas de grado
cero. Dada una codlgebra (C, p, €), tenemos el siguiente funtor

Ind¢ : K-Gr — C-CoGr

tal que a cada espacio M lo manda a Indg(M) = (C @ M, p ® idys). Como
al tensorear a la derecha por la identidad de M se preservan los diagramas
de la definicién de codlgebras, tenemos que p ® idy; es una comultiplicacion.
Ahora, si f es un morfismo, definimos Ind¢(f) = idc® f. Es claro que éste es
un morfismo en C-CoGr, ademas, idc ®idy = idegy v (ide ® g)(ide ® f) =
1dc® g f. Algunas veces sélo escribiremos Ind en caso de que se sobreentienda
a que coalgebra C' nos estamos refiriendo.

Proposicién 2.38. Sea (C, p, €) una codlgebra graduada. Consideremos 7T :
C-CoDf — C-CoDf el funtor translacién. Notemos que también se puede pen-
sar en el funtor translacién 7' : K-Gr — K-Gr en K-Gry T : C-CoGr —
C-CoGr en C-CoGr. Nuestra afirmacién es que se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:

K-Gr % C-CoGr

Tl LT

K—GI‘ Td) C—COGI‘.
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Demostracion. Sea M un espacio vectorial graduado. Nuestra primera afir-
macién es que (C' @ M)[1] = C ® M[1]. En efecto, para cada z € Z se tiene

(Comu). = @ comy

i+j =z+1

= @ C; @ M

i+j==z

Notemos que de lo anterior se sigue que oogy = ide Q oy Y 05;9 M=
ide ® o). Por lo tanto,

(ide ® ocom)(p @ ida)ocgy = (ide ®ide ® oa)(p @ idy)(ide ® oy
(ldc@ldc@O’M)(p@Uj\_/[l)
= p®0’MO'K/[1:,0®Z'dM[1].

De esto se concluye que

T(d(M)) = T(C @ M, p® idy)
= (C@ M)[1], (ide ® ocom)(p @ ida)ocen)
(C® M[1], p® idyp)) = Ind(T(M)).

Por tltimo, sea f € Homg. g, (M, N), entonces

T(Ind(f)) = ocen(idc @ f)ocen
(ide @ on)(ide @ f)(ide @ o3)')
= (idc ®onfoy)) =ide @ T(f) = Ind(T(f)).

]

Observacién 2.39. Tenemos el funtor olvidadizo U : C-CoDf — C-CoGr
que simplemente a cada objeto (M, pyr,dy) lo manda en U(M, ppr,dpy) =
(M, pp) v a cada morfismo f lo deja fijo, es decir, U(f) = f.

Definicién 2.40. A un comdédulo (M, par,dyr) de la categoria C-CoDf tal
que U(M, ppr,dyy) es isomorfo a uno de la forma Ind(N) lo llamaremos
comoédulo inducido. A la subcategoria plena de C'-CoDf cuyos objetos son
los comoédulos inducidos se le denotarda como C-Ind. Y denotaremos como
C-Ind a la subcategoria plena de C'-CoDf cuyos objetos son inducidos.
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Observacion 2.41. La categoria C-Ind es el cociente de la categoria C-Ind
modulo el ideal formado por los morfismos que se factorizan a traves de un
E-proyectivo de C-CoDf.

Proposicién 2.42. Sea (C, p) una codlgebra graduada y sean M y N objetos
en K-Gr, entonces

Inde(M & N) = Inde(M) & Inde(N).

Demostracion. Sabemos que Indg(M @& N) = (C® (M @ N),p ® idyan);
mediante la identificacién que se hizo en 2.11, tenemos que

(C®(M®N),pQidysn)

_ p®idM 0

- (comecom, (P 0 )
(COM,pRidy)® (CRN,pRidy)

= Tnde(M) & Inda(N).

]

Proposicién 2.43. Sea (C, p, d) una codlgebra diferencial, sean (M, pys, ds)
un objeto en C-CoDf y (N, py) un objeto en C-CoGr. Si ¢ : U(M, par, dar) —
(N, pn) es un isomorfismo en C-CoGr, entonces (N, py, ¢dard™!) estd en C-
CoDf y ¢ resulta ser un isomorfismo en

Home.copt((M, par, dar), (N, pi, ddard™)).

Demostracion. Primero veamos que ¢dar¢~! es una diferencial. Ya se tiene
que es homogénea, pues tanto ¢ como dyy lo son. Ademds, |¢dy¢t| = |d| +
|dar| +|¢7H] = 1.

Ahora, tenemos que el cuadrado es igual a cero siguiendo las siguientes
igualdades

(6drrd™")? = ddard ™ ¢drd ™" = ddadrd™" = pdi 67! = 0.
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Finalmente, veamos que cumple la regla de Leibniz

pnddyg™" = (ide @ ) pudyd
(ide ® ¢)(d ® idy + ide @ dar) prrd ™"
= (d® ¢+ ide ® ¢dr)pared™"
(d® ¢ +ide @ pdar)(ide @ ¢~ )py
(d®idy +ide ® ¢dyrd™ ) pw.

Por dltimo, ya se tiene que ¢ es isomorfismo de comoédulos graduados.
Hay que verificar que conmuta con las diferenciales, pero esto es claro puesto
que

(¢pdrrd™")p = ddpd™' ¢ = ¢ds.
De igual manera

¢ (pdud™") = ¢ pdye ™ = duo !,

es decir, ¢! conmuta con las diferenciales. Por lo tanto, tanto ¢ como ¢~*
estan en C-CoDf y asi ¢ es un isomorfismo en

Home.copt((M, par, dar), (N, p, ddard™)).
Il

El objetivo de esta seccién es demostrar que C-Ind es una categoria trian-
gulada. Para ello nos haremos valer del siguiente lema:

Lema 2.44. Sea C una categoria abeliana y sean f: M — Ny g: M — L
morfismos. La siguientes afirmaciones son equivalentes:

= El diagrama

M-LoN
g G
es un pushout.
rm) (%)
s LAHN—5X esconicleode M —% LA N .
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Teorema 2.45. C-Ind es una subcategoria triangulada de C-CoDf.

Demostracion. Lo primero a observar es que (C' ® 0, p ® idy) = (0,0), por
ende (0,0) estd en C-Ind, lo que nos da 1 de 2.36.

Probemos la condicién 2 de 2.36. Sea (M, par, dyr) en C-Ind. Sabemos
que existe N tal que

U(MavadM> g¢ (C® N7p®ZdN) = IHd(N),
de donde se sigue que (M, par, dyr) = (Ind(N), ¢ardard™"). Entonces,
UT (M, pyr,dyr) = UT(Ind(N), ¢dpr¢™ ") = T(Ind(N)).

Ahora, de la Proposicion 2.38 tenemos que T(Ind(N)) = Ind(7T'(N)), por
lo tanto T'(M, pyr, dyr) es inducido. De manera analoga, T—Y(M, pyr, dyr) es
inducido.

A continuacion veamos 3 de 2.36. Sea (M7, par, , dar, ) otro objeto en C-Ind.
Veamos que la suma directa (M & My, par ® pur,, dys @ day, ) es un inducido.
Sabemos que existe N7 tal que

U(Ml,pM17dM1) = (C® N17p®ile) = Ind(Nl)
Por lo tanto
U(M DS My, pamr © pary, dar dMl) = Ind(N) D Ind(Nl),

asi, de la Proposicion 2.42 se concluye que la suma de inducidos es un indu-
cido.

Por dltimo probaremos 4 de 2.36. Sean M y M; como antes y sea f :
M — Mj un morfismo en C-Ind, consideremos la sucesion

M M (M) 22 T(M) (2.3)

que estd en C-CoDf. De 2.20 sabemos que existe el pushout [\, F] de [ayy, f]
que nos da el diagrama conmutativo en C-CoDf:

M =28 (M) -2 7 (M)
|
My ——X— (M).
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Ahora, del cuadrado derecho del diagrama se tiene que vF = ). Por lo
tanto, tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo:

(e )

M M@ ) — 0 L x
H (OvidJ(M))L —7]
M —— o J (M) ————=T(M).

De la conmutatividad del cuadrado izquierdo y por 2.15 se tiene que ( af )
M

es monomorfismo. Ahora, por 2.44 y 2.19, la primera fila es exacta en C-
CoDf. Esta se divide en C-CoGr porque es pullback del segundo renglén que
se divide en C'-CoGr. Por lo tanto

(an )

()‘7_F)

M M, & J(M) X
es £-exacta y asi
( Q{M ) (A—F) e
M——M & J(M) ’ X T(M)

es un triangulo canénico médulo .
Observemos que el diagrama

M ! M, A X . 7(M)
id

|l |

M My & J(M) ——= X —=—=T(M)

()

conmuta modulo P. Mas ain,

(z‘dm 0 )_(im 0):(0 0 >:( 0 )(Oid )

es decir,
idjw1 0 ZdMl 0
0 idyu 0 0

<
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ida,

0

son equivalentes médulo P. Ahora, la clase ( ) es un isomorfismo en

C-CoDf, puesto que
(idas, 0) ( an ) — ida,

idas, \ . idy, 0 .
( 0 ) (ZdMl,O) ~ ( O idJ(M) > = ZdMI@J(M).

Lo que todo esto nos dice es que, médulo &2, se tiene un tridngulo

!

M M, 2= X =T (M)
en C-CoDf.

El siguiente paso es notar que X es inducido, para ello, primero veamos
que J(M) lo es. En efecto, sabemos que la sucesion 2.3 se escinde en C-CoGr,
por lo tanto UJ(M) Z¢.coce UM )DU(T(M)) = U(M &T(M)), pero tanto
M como T'(M) son inducidos y suma directa de inducidos es inducido. De la
demostracion de 2.35, se sigue que explicitamente el isomorfismo es

1dpy 0
= . UJM) - UM)pUT(M).
vim (i ) sUa0n) s U & UT(M)

Usando este isomorfismo, tenemos el diagrama conmutativo en C-CoGr

(e )

(/\»7F)

U(M) U(Mﬂ@U(J(M)) U(X)
| (o) H
U(a) UML) & UM & T(M)) ——— U(X),

(W)

con el morfismo vertical un isomorfismo. Como 2.3 (la primera fila) es &-
exacta, entonces ésta es exacta y se escinde en C-CoGr, por lo tanto la
segunda fila también es exacta y se escinde en C-CoGr. Pero esta tltima se
puede escribir como

)
idpg

0 _Fy1
U(M) S,

UM)eUM)eUT(M)

U(X).
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Ahora, notemos que bajo una permutacion, se tiene el siguiente diagrama

conmutativo:
f
idas
0

(\,—Fv~1

U(M) UM,) & UM) e UT(M) "L U(X),
| (%) |
U(M) U(M) & U(M,) & UT(M) —— (X)

idnr

f

0
donde w es la composicién de (A, —Fv~1) con la inversa de la permutacién.
De nueva cuenta, la sucesion del segundo renglon es exacta y se escinde en

C-CoGr.

Finalmente, notemos que el diagrama

(1)

—— S UM)aUM)UT(M) ——

U(M)
idy 0 0 )
~f iday, O
( 0 0 idapy
U(M)

U(X)
( o ) U(M)® U(My) & UT(M) ——— U(X)

conmuta, el morfismo intermedio es un isomorfismo pues es una matriz trian-
gular con identidades en la diagonal. El morfismo w’ es la composicién de w
con la inversa del isomorfismo intermedio. Asi, el ultimo renglén es exacto y
se escinde en C-CoGr.

Con esto concluimos que

U(X) =c-cocr U(My) ® U(T(M)),
es decir, X es inducido. O
Corolario 2.46. C-Ind es una categoria triangulada.

Demostracion. Es un caso particular de la Observacion 2.37. O
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Proposicién 2.47. Sea (C, p,€,d) una codlgebra diferencial, y sea M un
espacio vectorial graduado. Entonces, d®idy, es una codiferencial de Ind(M).

Demostracion. Tenemos que |d ® idy| = |d| + |idp| = 1. También,
(d®idy)?* = (d®idy)(d ®idy) = (d® ® idy) = 0.
Por tltimo,

(p@idpy)(d®@idy) = pd®idy

(d®ide +ide ® d)p) ® idp
(d®ide)p + (ide @ d)p) @ idyy
(d®ide)p @ idy + (tde @ d)p @ idy
(

(

d®idc @idy)(p @idy) + (ide @ d @ idp)(p ® ida)
(d®ide ®idyr) + (ide @ d @ idyr))(p @ iday).
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Capitulo 3

Aso-modulos y T'A[l]-comédulos

En este capitulo introduciremos la codlgebra tensorial de un espacio vec-
torial graduado y hablaremos de coderivaciones y f-coderivaciones. Presenta-
remos un funtor fiel y pleno entre la categoria de A,,-moddulos sobre una A-
algebra A y los comédulos diferenciales sobre la codlgebra tensorial T A[1].

3.1. Coalgebra tensorial

Definicién 3.1. Sea V =
el espacio vectorial

sz Vi un espacio vectorial graduado. Definamos

TV = @ Ve

n>1
que graduamos considerando, para cada n € Z, el subespacio vectorial
m
(TV)y = (11 ®...®v, | Vi€ [1,m] v; es homogénea y Z |v;| = n).
i=1
Notemos que éste es un caso particular de 1.3 4. Estamos interesados en defi-
nir una funcién que involucra a TV ® T'V. Para hacer mas clara la notacion,
si estamos hablando de un elemento generador de V" lo denotaremos como
vi|...|v, y si nos estamos refiriendo a un elemento de TV ® TV usaremos
la notacién usual v ® w.
Ahora definamos la aplicacién lineal 7 : TV — TV ® TV como sigue:

7(v) =0siv €V y para un elemento vy ...|v, € V" la evaluacién serd
Tl o) = > (o] o) @ (v ] o).
1<r<n
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Observacién 3.2. Notemos que T es homogénea debido a como fue definida.
Ademis, si v € TV es un elemento homogéneo de la forma v = vy]... v,
entonces para cada 1 < r < m se tiene que

(010 © @l o) = 101 ] o)+ [l o)
=D ul+ Y ul = Y fwl =1l
i=1 i=r+1 i=1
Por lo tanto |7(v)| = |v|, es decir, T es de grado 0.
En seguida consideremos TV := K @ TV. A este espacio lo pensamos

graduado utilizando la Observacion 1.3. Ahora, definamos la funcién lineal
T7: TV =TV @ TV tal que
() l@r+z@1+7(z) sizeTV;
T(x) =
l®r=2®1 six e K.
En la siguiente proposicion se probara que TV, junto con 7 y la proyeccién

canonica 7 : TV — K, es una coalgebra graduada. A esta codlgebra se le
conoce como la codlgebra tensorial de V.

Proposicién 3.3. Sea V' un espacio vectorial graduado. Entonces (T'V, 7, 7))
es una coalgebra graduada.

Demostracion. Sea x un elemento homogéneo, entonces x es de la forma
r=k+tconk € Kyt e TV homogéneos del mismo grado. Si k& # 0,
entonces |z| y |t| son de grado 0y 7(z) =1 ®k+1®@t+t®1+7(t). Notese
que 1®k, 1®t,t®1 son de grado 0y ya sabemos que [7(t)| = 0, por lo tanto
|7(x)] =0.Si k=0, entonces x =t, asi 7(z) = 1@t + 1@t +7(t). Ademas,
Nt =txl =ty |[T(t)] = |t|, por lo tanto |7(x)| = [t| = |z|. Asi, T
es homogénea de grado 0. Finalmente, que 7y sea homogénea de grado 0 se
sigue de que g (z) = k, ya que si k # 0 entonces |z| = 0 y si k = 0 entonces
mi(r) =0 € K.

Veamos ahora que (7 ® idry )7 = (idry ® 7)7. Es suficiente probarlo
para elementos de K y para elementos homogéneos de TV de la forma t =
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t1] ... |t,. Para t se tiene que

(T ® idpy)7(1)
= (T®idry)(1@t+t®1+7(1))
= 7(1)@t+7() @1+ (1 ®idyy)7T(t)
= 191t+1t1+telel+
TR+ Y w(ta]fty) @ (trsa].Ntm),
1<r<m

pero T(t) @ 1+ > ., T(ta] ... [t,) @ (trga] - - - [tm) es igual a

S (talt) @ (bl ) @1+ D 1@ (t]olte) @ (Erga]ltm) +

1<r<m 1<r<m
D7 (]t @10 (bt oltm) + Y (talonlts) @ (bagalltr) @ (rgal | bm)-
1<r<m 1<s<r<m

Por otro lado,

(idpy @ 7)7(t)
= (ldpy @T)1®@t+tR14+7(t))
= 1o7t)+t@7(1)+ (idry @ 7)7(1)
= 11t+1t1+17H) +t®1®1+

> (] ot) ® Tt Jtm)-

1<r<m

Notemos que 1 @ 7(t) + D1, (t1] - [tr) @ T(t1a| . . . [t) es igual a

> 1@ (ta]olty) @ (trga]oftm) + D (E1]oltr) @ 1@ (brga|ftm) +

1<r<m 1I<r<m
7 (tallt) @ (bepalocltm) @1+ D (talonlte) ® (brga]ofts) @ (Pagalo[tm).
1<r<m 1I<r<s<m

De lo anterior se tiene que (7 ® idry)7(t) = (idry ® 7)7(t). Ahora, sea
k € K, se tiene que

(T®@idpy)r(k) = (T@idry) (1@ k) =7(1) @k =1Q1® k

(idpy @ T)7(k) = (idpy @ T)(1 @ k) =1@7(k) = 1@ 10 k.
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Finalmente, tomando ¢ y k como antes, observemos que la relacion de la
counidad se sigue de las siguientes igualdades:

Para t, se tiene

(T ®idry)T(t) = (T Qidry)(1@t+t®1+7(1))
= 1xk(1)@t+7mk(t) @1+ (7 ® idry )7 (1)
= 1®t+0x1+0
= 1®t=~(t)

(idpy @ m)T(t) = (idpy @ )1 @t +t®1+7(t))

1@ 7x(t) +t @ mr(1) + (idpy @ 7x)T(E)
= 1®0+t®1+0

= t®1="~(t).

Para k, se tiene
(7 @ idpy)T(k) = (1 @idpy ) (1@ k) = 1 (1) @ k = 1@ k = (k)
y
(idry @ mx)7(k) = (idry @ 1) (1@ k) = 1@ 7k (k) = 1@k =k ®1=(k).
O

Definicién 3.4. Sea C' un espacio vectorial graduado. Una coalgebra gra-
duada no unitaria es una pareja (C, p) donde p : C' — C®C' es una funcién
lineal homogénea de grado 0 que cumple la regla de coasociatividad (ver 2.1).

Proposicién 3.5. Sea V un espacio graduado, entonces (TV,7) es una
codlgebra graduada no unitaria.

Demostracion. Solo hace falta probar la regla de coasociatividad. Basta pro-
barla para elementos homogéneos de la forma v = v1|...|v,. Por un lado,
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tenemos

(idgry @TIT(0) = (idgpy @T)( D (vi]for) @ (rsa-fom))

1<r<m
= > (o] ]v) @F(vrpa .. om)
1<r<m
= Y @)@ Y WealJvs) ® (Ve l-fom))
1<r<m r+1<s<m
= D (il fon) ® (Wl Jvs) @ (Ve vm).
1<r<s<m

Por otra parte,

(T @idp)T(0) = F@idpy)( Y (v1]]vs) ® (ssal-fvm))

1<s<m

= Z T(v1]...|vs) @ (Vss1]...|Um)

1<s<m

— Z Z(v1|...\vr)®(vr+1|...]vs)®(v8+1\...|vm)

1<s<m 1<r<s

= Z (Ul|...’1)r)®(UT+1|---|U3>®(Us+1’--~|vm>-

1<r<s<m
Por lo tanto, (idp, @ )T = (T ® idpy )T =

Definicién 3.6. Sea (C, p) una coalgebra graduada no unitaria, definimos
las comultiplicaciones iteradas de la siguiente manera:

P’ :=idc para n=0y
Pt = (ide @ p"Hp: C — C®"HYD para n > 1.
Observemos que p' = p y que, para toda n € N, el grado de p" es cero.

Definicién 3.7. Sea (C, p) una codlgebra graduada no unitaria y V' un espa-
cio vectorial graduado. A una funcién lineal homogénea p : C' — V de grado
0 se le llama cogenerador de V asociado a C si para toda ¢ # 0 en C'
existe n > 0 tal que

pErtpn(e) £ 0 estd en VEMHD,
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Proposicién 3.8. Sea V' un espacio vectorial graduado y sea (T'V,7T) como
antes, consideremos la proyeccién candnica p : TV — V', entonces:

1. Para toda s > 2 y todo elemento de la forma wi|...|v,, se tiene la
identidad
7 vy |vn) = > (1] |v3,) @ . @ (Viy g1 || Vn)-

1<i1<...<ig—1<ts=n

2. P es cogenerador.

Demostracion. Para el inciso 1 hagamos induccién sobre s. Para s = 2 te-
nemos que 70 = 7, por lo que la identidad se cumple. Supongamos que la
igualdad se cumple para cierto s, queremos probar que se cumple para s+ 1.
Esto se muestra con las siguientes igualdades:

?(S+1)_1(vl|...|vn) = (ide ® ?5_1)?(vl|...|vn)

=(ide @7 ) | D (vifvi) ® (Vi1 on)

1<ii<n

= Y (il o) @7 (i fvn)

1<ii<n

=3 @ldu) e S Gurhelv) © o ® @l o)

1<i1<n 11+1<i9<...<i5<ts41="

= > > (0]-]v5,) @ oo @ (Viss1]---|n)
1<i1<n i1 +1<i2 <. <15 <is41=N

= Z (Ul‘...yvil)@)...@(’Uis+1‘...”0n).

1< <9< .<is<ig41=n

Prosigamos con el inciso 2. Primero notemos que si vq]...|v, # 0 es un
elemento en V®", entonces

PN (1] un) = P01 ® . @ Un) = 01 @ @ U

— . ., . 1 .
Ahora, seat # 0 € T'V, consideremos una expresién reducidat =) ._; v}]...|v
es decir, una expresion sin sumandos nulos. Enseguida consideremos n =

min{n; };cp). Observemos que si n; > n entonces p*"7" ! (v]...|v}, ) = 0, en

A
n;?
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efecto, esto se debe a que cada sumando de 7"~ '(v}]...[v}, ) es de la forma
W) @ wy @ ... ®w, y como n; > n entonces existe w, tal que p(w,) = 0.
Por lo tanto,

]_)®”?”_1(t) = Z Ui R...&Q U;i 7§ 0e Ve
{ilni=n}

3.2. Coderivaciones

Definicién 3.9. Sea (C, p) una codlgebra graduada no unitaria, diremos que
una aplicacion lineal d : C' — C es una coderivacion de grado n si d es
homogénea de grado n y cumple la regla de Leibniz:

pd = (d®ide +idec ® d)p.

Proposicién 3.10. Si d : C' — C' es una coderivacién de grado 1 entonces
d? es una coderivacién de grado 2.

Demostracion. Probemos la regla de Leibniz:

pd? (d®idc +ide ® d)pd
(d®ide +ide @ d)(d®ide +ide @ d)p
= (*Qidec+d®d—d®d+idc®d*)p
(

d* ®idc +idc @ d*)p.
O

Proposicién 3.11. Si d,d : C' — C son coderivaciones del mismo grado,
entonces d — d’ es coderivacion.

Demostracion. Tenemos lo siguiente:
pd=d) = pd—pd
= (d®idec+idec ®@d)p— (d @ide +ide @ d)p
= (d@idc—dl®idc+idc®d—idc®d/)p
(d—d)®@idc +idc® (d—d))p.
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Proposiciéon 3.12. Si d : C' — C es coderivacion, entonces para toda n > 0

se tiene que
phd = (Z idg' ©de m?”‘“) P
i=0
Demostracion. Haremos induccion sobre n. Para n = 0 la igualdad es inme-
diata
p’d = ided = d = dide = dp°.

Paran = 1laigualdad se tiene ya que p' = py d es coderivacién. Supongamos
que la igualdad es cierta para n, y veamos que también lo es para n + 1.
Utilizando la hipdtesis de induccion tenemos que

p"d = (ide ® p™)pd = (ide @ p™)(d ® ide + ide @ d)p

=(d® p" +ide @ p"d)p = [d @ p" +ide ® (Y idE ® d®idg"")p"]p
=0

=[(d @ idgowmsn)(ide @ p") + Y ide @ (idg @ d @ idg" ) p"]p

1=0

~[(d ® idgown)ide © o) + 3 (ide ® idE' ® d @ id2" ) (ide ® p")]p
=0

=[(d @ idgown)(ide ® p") + (Y id"™ @ d @ idg™ ") (ide @ p")]p

=0
n+1 '
= idy @ d@id ") (ide @ p")p
=0
n+1 '
=) idg @ d@idg ") pn
=0

O

Proposicién 3.13. Sean dy,d; : C — C dos coderivaciones y p: C' — V un
cogenerador. Si pd; = pdsy, entonces d; = ds.

Demostracion. La igualdad pd; = pdsy es equivalente a que p(d; — dy) = 0.
Probaremos que si d es una coderivacién tal que pd = 0 entonces d = 0, y
asi, como dy — ds es coderivacion se tendra que dy — dy = 0, es decir, d; = ds.
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Procedamos por contradiccién. Supongamos que d # 0, entonces existe
¢ € C tal que d(c) # 0. Como p es cogenerador, existe n > 0 tal que
p2nt1) p"d(c) # 0. Ahora, de la proposicién anterior se sigue que

P () = pPr(YidE @ d @ idS ") (o)
1=0

= (Zp@ @ pd ®p®<n-i>> p(e) = 0

i=0
puesto que pd = 0; lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, d = 0. O

Notacion: Sean W = ®n20 W, v X espacios vectorialesy g : W — X
una funcién lineal. Para cada n > 0, denotaremos como g, : W, — X a la
composicion gi,, donde i, : W,, — W es la inclusién canénica. En particular,
si se tiene una funcién f : TV — W, denotaremos como f, a la composicién
fa, donde oy, : V" — TV es la inclusién canénica.

Proposicién 3.14. Sea V' un espacio vectorial graduado. Consideremos la
codlgebra graduada no unitaria (T'V,7). Sea f : TV — V una funcién lineal
homogénea. Entonces existe coderivacién by : TV — TV de grado | f] tal que
pby = f, donde p : TV — V es la proyeccién.

Demostracion. Definamos, para cada n > 1, la funcién b} : Ver 5 TV como

no.__ - QT K (%4
by = E wdy" @ fs @dy.
r+s+t=n
s>1; r,t>0

Recordemos que id{‘?o es simplemente un abuso de notaciéon y que estamos
pensando que cuando esto ocurre, este tensor se omite. Es claro que cada
b} es homogénea de grado |f|. Ahora, gracias a la propiedad universal de la
suma directa, tenemos la existencia de by : TV = TV tal que b ra, = b para

toda n. Ya que cada b} es de grado |f|, tenemos que by también lo es.
Ahora, queremos ver que 7by = (idp, ® by + by ® idg,,)7. Es suficiente
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probarlo para elementos homogéneos vq] ... |v, € V®". Tenemos que

Tby(v1l...lvn) = T} (v1|...|vn)
= ?( Z f(vl""lvs)lvs—kl""‘vn + Z (_1>|f|(‘vl|+m+|vrl)vl|""Ur‘f(vr+1’~--‘vn> +

1<s<n 1<r<n

> (=)l Dy ol £ @ |- o) Vs | fon + F(01]. o))
1<r<s<n

= > (foilfvs) sl o) @ (e lfvn) + D f01]]vs) @ (vsga]oJon) +

1<s<t<n 1<s<n

> (Wit D | o) @ (Vg for ] f(0rga - Jva)) +

1<t<r<n

S ()M (| Jo,) © f(vpia - fom) +

1<r<n

> (el | o) @ (Ve o Jop] £ (0rga |- 0s) [0sg1] - |vm) +
1<t<r<s<n

Y (WD o) © (f (04 |cfos) s - Joa) +

1<r<s<n

> ()VIerb oD o | o f (01 [05)) @ (V1] fon) +
1<r<s<n

ST (VI (o o F Ot o) [t or) @ (01 e on).

1<r<s<l<n

Comparando esto con las igualdades

(idgy @ by)T(va...|vn) = (idpy @ p)( D (Wa]-ofor) @ (v fvn))

1<r<n
= S (0P ] o) © by (v - o)
1<r<n
=S (D (] ) © (F (o) ) +
1<r<s<n
Z (_1)|f|(|v1|+m+|vr/‘)(U1|"-|UT) @ (Vg |-V | f (| |on)) +
1<r<r/<n

> (=)D (o) @ (Vpgafow (O |- 0w 0w Jon) +

1<r<ri<s’'<n

S (=Mt D (| o,) © F (ol ]va)

1<r<n
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(by ® idy V(v |va) = (b ® i) ( S (o) @ <vr+1|...rvn>)

1<r<n

— Z br(v1]...]vr) ® (Vpgr]...|vn)

1<r<n

= Z (f(vi]...]vg) |vssal..|vr) @ (Vpgr].. |vn) +

1<s'<r<n

Z (_1)‘f|(‘vll+"'+|vﬂl)(Ul|~-~|UT’|f(U7”+1|"-|UT)) ® (Vpga]--Jvn) +

1<r’'<r<n

> (=)WMD (o | £ (O] |00) [Vt |- [vr) @ (O] Jvn) +

1<r'<s’'<r<n

S F0ileofo) ® (Ural-fun),

1<r<n

se tiene lo deseado.

Finalmente,
pbr(vi|...lvn) = D( Z idY @ fo @ ide") (1. |vn) = fu(vi].vn) = f(v1]...]vn).
S

]

Proposicién 3.15. Sean f: TV =V y by : TV — TV la coderivacién de
la, proposicién anterior, entonces b2 = 0 si y sélo si para toda n € N

S fnlidy @ f@idd) = 0.

r+s+t=n
s>1; r,t>0

Demostracion. Supongamos bfe = 0, entonces fb; = ﬁb? = (. Evaluemos en
un elemento homogéneo vy ... |v, la composicién anterior

0= fos(vi]...|on) = fO}(v1]..|0n)
— f(zgﬁt@) idy @ fo @idS) (v1]...|vn)
= Z;gﬁtf;% fUdY @ fs @idy")(vi]...|vn)
— Z;‘;ﬁtf;% fro11((d" @ fs @ id3") (v1]...|vn).
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Inversamente, si

Z fro10(idy ® fs @ idy) =0,

r+s+t=n
s>1; r,t>0

entonces 0 = fby = ﬁb?. Dee la Proposicion 3.8 sabemos que p es un cogene-
rador y, por la Proposicion 3.13, concluimos que bff =0. O

Proposicién 3.16. Sead : TV — TV una coderivacién de (TV,7). Entonces
existe una unica coderivacién d : TV — TV tal que day = 0 y wda = d,
donde 7 : TV — TV es la proyeccién canénicay a: TV = TV y o : K —
TV son las inclusiones canénicas. Mas atn, si = 0, entonces d? = 0.

Demostracion. Consideremos la funcion ¢y : K — TV que manda a todo
elemento de K en el elemento 0 de TV y consideremos la funcién ad : TV —
TV. Por la propiedad universal del coproducto tenemos que existe una tnica
d: TV — TV tal que doy = co(K) = 0 y da = ad, equivalentemente
nda = Tod = d.

Supongamos que d> = 0. De lo anterior tenemos que d = adm, entonces
d* = (adr)? = adradr = ad T = 0.
Por ltimo, notemos lo siguiente, sean k € K y t € TV entonces
rd(k+t) = tadn(k+t) = rad(t)
1®ad(t) + ad(t) @ 1+ 7d(t)
1@d(t) +dt) @1+ (idgy @ d+d® idzy,)7(t)

?
1@d(t) +dt) @1+ (idry @ d+d® idry)7(t)
= (idpy @ d+d@idpy)(1 @t +t@ 1+ 7(1));

como d(k) = 0, se concluye que

rdk+1t) = (idpy @d+d@idm)1Qk+1Qt+t®1+7(t))
= (idpy ® d+d @ idpy)T(k +1).
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Observacién 3.17. Sea m = {m,, : A" — A}, cy una familia de funciones
homogéneas tales que |m,| = 2 —n, para cada n. Consideremos las funciones
definidas por los diagramas:

A®r A
o‘®"l Lo
AfEr ——Af],
es decir, para cada n tenemos m/, := om,(c®")"!, donde o es la funcién

homogénea de grado —1 tal que, paraa € A, o(a) = a. Notemos que cada m’,,
es de grado 1 y ademés por la propiedad universal del coproducto tenemos
la existencia de una aplicacién m’ : TA[1] — A[1] homogénea de grado 1
tal que m'a,, = m!l . Gracias a la Proposicion 3.14, existe una coderivacién
by : TA[1] — TA[1] de grado 1 que esté determinada por las funciones

b= Y idy @ ml @idy).

r+s+t=n
s>1; r,t>0

Corolario 3.18. Sea b,/ la funcién anterior, entonces b,,, es una codiferencial
si y sélo si (A, m) es una A,.-dlgebra.

Demostracién. Sabemos que (b,)* = 0 si y sélo si para toda n

> ml 1dS, @ ml ©idS)) = 0.

r4+s+t=n
s>1; r,t>0
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Pero esto ocurre si y sélo si

0 = ot Z m;+1+t(id§{1]®m;®id§fl]) 0"

r+s+t=n
s>1; r,t>0

= Z U_lm/r+1+t(id§[rﬂ ©m © idig[tll)aégn

r4+s+t=n
s>1; r,t>0

= X (D)) o e @ o)

r4+s+t=n
s>1; r,t>0

= > (Dm0 T (0% @ omy @ 0®)

r+s+t=n
s>1; r,t>0

= Z (—1)T+(_t)(2_s)mr+1+t(U®(T+1+t))_1(0’®T Qo ® U®t)(id§T ®m, ® ngt)
r+s+t=n
s>1; r,t>0

= Y (C)m g (idY ©my ©idS).

r4+s+t=n
s>1; rt>0

Observaciéon 3.19. De la Proposicion 3.16 se tiene una codiferencial
dy, : TA[l] - TA[1]
dada por la férmula d,,, = ab,, 7.

Definicién 3.20. Sea (C, p, €, d) una coalgebra diferencial, sean (M, par) v
(N, pn) comédulos graduados y sea f: M — N un morfismo de comédulos
graduados. Diremos que una funcion homogénea d; : M — N es una f-
coderivacidn si pyd; = (ide @ dy +d @ f)pu.

Las id,r-coderivaciones son las coderivaciones. Si dj; es una codiferencial
de M, entonces dj; es una coderivacion.

Observaciéon 3.21. Sean M y N comédulos diferenciales graduados sobre
(C,p,e,d) y sea f: M — N morfismo de comddulos graduados. Notemos
que

deNf = (ch@dN—i-d@ZdN)pr
(ide @ dy + d @ idy)(idc @ f)pur
= (idc@dnf+d® f)pm
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pnfdy = (ide ® f)pmdu
= (idc ® f)(ide @ dpr + d @ idar) pus
= (ide® fdy +d® f)pu,

es decir, dy f v fdy son f-coderivaciones de grado 1.

Proposicién 3.22. Sean M y N comédulos graduados sobre (C,p,¢€,d)
y sea f : M — N morfismo de comodulos graduados. Si dy y do son f-
coderivaciones del mismo grado, entonces d; — ds es una funciéon homogénea
de grado |d;| que cumple la regla de coasociatividad.

Demostracion. Solo hace falta checar la coasociatividad:

pn(di —dz2) = pndi — pnda
= (ide®di +dQ fpy — (ide @dy +d R f)pum
= (tde @ dy —ide ® da)pu
= (idc@ (d1 —dg))pM.

3.3. El funtor de A-Mod,, a T A[1]-CoDf

Proposicién 3.23. Sean V' espacio vectorial graduado y {W,,},>0 una fa-
milia de espacios vectoriales graduados. Entonces, se tiene que

EPpw.)ev=Pw, oV

n>0 n=0

como espacios vectoriales graduados, donde las graduaciones de los productos
tensoriales y las sumas se consideran como en 1.3.

Demostracion. Para dar el isomorfismo usaremos la propiedad universal del
producto tensorial. Consideremos la funcién

f(@w)xv-Pw,ev

n>0 n>0
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tal que f(>_ wp,v) = > w,®v. Es claro que ésta es una funcién K-balanceada
por lo tanto existe una funcién lineal

f@w)ev-Pw.ov

n>0 n>0

que proviene de f, es decir f((3 w,)®v) = 3w, ®v. Por como esta definida
f, se sigue que ésta es homogénea de grado 0.
Ahora, para cada m > 0 tenemos la funcién

G W x V= (W) @V

n>0

definida como g, (W, v) = w,, ® v. De nueva cuenta, g, es una funcién
K-balanceada y, por lo tanto, existe una funcion lineal

gm W@V = (W) eV

n>0

Estas g,,’s inducen una funcién lineal

PPV (@Pw.)eV

n>0 n>0

tal que g(>_w, ®v) = (D> w,) ®v. Cada g, es homogénea de grado 0, esto
implica que g también lo es. R
Lo siguiente es darse cuenta que f y ¢ son inversas una de la otra. En

efecto
Fod S wa@v) = F(Q wn) @) =Y w, @0

(O wa) @) =33 we@v) = (Y wa) @ v.
O

Lo anterior nos dice que (€D, 5, Wn) ® V' es la suma directa de la familia

{W,, &V} iso.

Corolario 3.24. Sean M y A espacios vectoriales graduados, entonces

TA[ @ M[1] = P A[1]*" @ M[1]

n>0

como espacios vectoriales graduados (con las graduaciones usuales).
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Demostracion. Es un caso particular del teorema anterior. O

Definicién 3.25. Sean M y N espacios vectoriales graduados y sea n € Z.
Denotaremos como Hom}, (M, N) al conjunto de funciones lineales ho-
mogéneas de grado n. Mas ain, si M y N son comddulos graduados sobre
una codlgebra C, denotaremos como Homg, (M, N) al conjunto de fun-
ciones lineales homogéneas de grado n de M a N que cumplen la regla de
coasociatividad.

Proposicién 3.26. Sean (C, p, €) una coélgebra graduada, M y N espacios
graduados y n € Z, entonces se tiene un isomorfismo

¢ : Homg ¢, (Ind(M), Ind(N)) — Hom ,(C' ® M, N)

definido como ®(u) = pyn(e @ idy)u, donde py : K @ N — N es el morfismo
multiplicacion que tiene N por ser espacio vectorial.

Demostracion. Notemos que en efecto ®(u) es de espacios graduados pues
pn, (e®idy) y ulo son. Ademés |P(u)| = |un|+ |e| + |idn |+ |u] = n. Ahora,
sea f € Hom}y ,(C ® M, N), definamos la inversa como

U(f) = (ide ® f)(p @ idy).

Lo primero que hay que probar es que en efecto ¥(f) estd en
Homg: ¢y, (Ind(M ), Ind(N)).

Esto se tiene ya que |U(f)| = |ide| + |f| + |p| + |idy| = n. La regla de
coasociatividad se tiene de la siguiente cadena de igualdades:

(p@idn)¥(f) = (p@idy)(ide ® f)(p ®idnr)

(p@ f)(p@idy)
(ide ®@ide @ f)(p ®ide @ idy)(p @ idyy)
(ide ®ide @ [)((p ® idc)p @ idar)

= (lde®ide @ f)((ide ® p)p @ idy)
(ide ® ide @ f)(ide ® p @ idy)(p @ idyy)
(ide @ (ide @ [)(p @ idar))(p @ idar)
(

ide @ V(f))(p @ idy).
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Ahora veamos que ® y ¥ son inversas una de la otra. Primero, tenemos
que

Ud(u) = U(uny(e®idy)u)

(ide @ [pn(e ®idy)u])(p @ idyy)

(ide @ [N (e @ idy)]) (ide @ u)(p @ idyy)
= (ide @ [un(e ®idy)])(p @ idn)u

(tde @ pn)(ide ® € @ idy)(p @ idy)u.

Observemos que, para todo elemento de la forma ¢ ® k ® n, se tiene que
(tde @ un)(c®@k®@n)=ckn=ck®n=(u, Qidy)(c®@k Qn).

Por lo tanto, (ide ® un) = (4, ® idy); y recordemos que p,(ide ® €)p = ide.
Asi, de nuestro célculo previo de W®(u), obtenemos

U (u) = (p, ®idy)(ide ® e ® idy)(p ® idy)u = (ide ® idy)u = u.
Se tiene que

QU(f) = @((ide ® f)(p @ idu))
= pn(e®idy)(ide ® f)(p ® idy)
= pn(e® f)(p ®idy)
= un(idx ® f)(€ @ ide @ ida)(p @ idyy).

Ademads, para todo elemento de la forma k ® ¢ ® m, tenemos:

pn(idx ® f)(k@c®@m) = pn(k @ flc@m)) =
kf(c®@m) = f(ke®@m) = froeu(k®c@m).

Por ende, uy(idx ® f) = fucen. Entonces,

PU(f) = fucom(e®ide @idy)(p @ idy)
= frcem(n ®idy)
= fucemycom = [
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Notacion: Con el propédsito de simplificar la notaciéon, mas adelante de-
notaremos como gy a la funcién py(e®idy) y, en caso de que se sobreentienda
de cual N se esta hablando, simplemente la denotaremos como q.

Corolario 3.27. Sea (C, p, €, d) una coédlgebra diferencial y sea M un espacio
vectorial graduado. Consideremos Coderg,(Ind(M)) el conjunto de coderiva-
ciones de Ind(M) de grado 1. Se tiene una biyeccién

¢ : Homg,_ oy, (Ind(M), Ind(M)) — Coderg,(Ind(M))
dado por {(u) = d ® idy + u.

Demostracion. Veamos que si u es morfismo de grado 1, entonces &(u) es
coderivacién de grado 1. Es claro que |{(u)| = 1, solamente resta probar la
regla de Leibniz

p R idy)(d® idy + u)

pd @ idy) + (p ® idyr)u

d®ide +ide ® d)p ® idy + (ide @ u)(p ® idyy)

d®ide @ idy +ide ® d ®idy)(p @ idyr) + (ide @ u)(p @ idyy)
d®ide ®idy + ide ® d @ idy + ide @ u)(p ® idar)

(
(
(
(
(
(d®ide ®idy + ide @ (d @ idpy + u))(p & iday).

Ahora, sea diq(p) una coderivacion de grado 1, definimos

& N dmaon) = dmaqny — d @ idyy.

La Proposicion 2.47 muestra que d ® idy; es una codiferencial y de la Pro-
posicion 3.22 se tiene que diqn) — d @ tdys es coasociativa y homogénea de
grado 1. Es claro que £ y €71 son inversas una de la otra. O

Corolario 3.28. Sea (C, p, €, d) una codlgebra diferencial y sea M un espacio
vectorial graduado. La funcion

x : Hom} . (C ® M, M) — Coderg,(Ind(M))
dada por x(f) = d®idy + V(f) es una biyeccion.

Demostracion. Se sigue del corolario anterior y de la Proposicién 3.26. [
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Proposicién 3.29. Sean (C, p,€,d) una codlgebra diferencial, (M, py) un
comédulo graduado sobre C'y dj; una coderivacion de grado 1. Entonces
d%\/l EHOm%—COGI‘<M7 M)

Demostracion. Es debido a las siguientes igualdades

d & ZdM + idc (9 dM)PMdM

pMd?M = (
(d@ZdM+ch®dM)(d®ZdM+ZdC®dM)pM
(
(

d* ®@idy +d®dy — d®dy +ide @ day)pu
ido ® diy)pu-

O

Observacién 3.30. Sean V' y M espacios graduados, (TV, 7, 7x) la codlge-
bra tensorial asociadaa V,y f: TV -V y ¢g: TV ® M — M dos funciones
homogéneas de grado 1. Consideremos by como en 3.14 y df : TV — TV la
coderivacion asociada a by que se obtiene gracias a la Proposicion 3.16. El
Corolario 3.28 nos da una coderivacién y(g) de grado 1; notemos que, por
3.26 y 2.4, se tiene

par (T @idar)x(g) = pv (i @idy)(dy Qidyr+Y(g)) = pm(mrdy@idy) +9 = g-

Calculemos de manera explicita quién es x(g). Tenemos que ésta esta de-
terminada por las funciones x(g)n := x(9)(a, ® idyr), donde las funciones
ap Qidy :VEQM - TVOMy ag®idy : K@ M — TV ® M son las
inclusiones.

Explicitamente, sin > 1,

(dy @idy)(an @idy) = Y idy" @ f, @ id§ @ idy

r4+s+t=n
s>1; r,t>0
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y, para v = v1] ... |v, y m homogéneos, se tiene que

U(g)n(v®@m) = (idry @ g)(T @ idar) (v @ m)
= (idry ® 9)(1®@vem+v®@1@m+7(v) ®m)
—1@gwem)+veg(lem)+ (idrv @g)( Y (v1].]or) @ (vrga]...]va) @ m)

1<r<n
=le@gvem)+tvaglem)+ Y (=Dl v @ g(vral...[on @ m)
1<r<n
= yglv@m)+v@gyim)+ > (idy @ glidy™ ™" @ ida))(v & m)
1<r<n

= |ygn +id" @ goy+ Y idY @ gnr| (0@ M),
1<r<n

Asi, paran > 1,

X(@n= D idY @[ @idY @idy+ Y idY @ gy +id" @ goy + V-
T;_f'+t1£:>% 1<r<n

Si n = 0, entonces
X(9)o = (0} ®idar) + ¥ (g)o = ¥(g)o.
Por lo tanto, la evaluacién para k@ m, con k € K ym € M, es:

U(g)o(k@m) = (idry ® g)(T ® idp)(k ® m)
= (idry @ ) (1@ k@m) = 1®g(k®m) =gk ®m),

con lo que
xX(9)o = 79-

Proposicién 3.31. Sean V un espacio graduado, (T'V, 7,7k ) su coalgebra
tensorial asociada, y f : TV — V y g : TV ® M — M dos funciones
homogéneas de grado 1. Entonces x(g)? = 0 si y sélo si gyygo = 0 y para
toda n > 1 se tiene que

H(g)t + H(g)5 + gn(idy"™ @ goy) + govgn = 0,
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donde

H(gp =Y grnalidy ® f, @id @ idyy)

r+s+t=n
s>1; r,t>0

H(g)s = Y go(idy" & gny).

1<r<n

Demostracién. De 3.29 sabemos que x(g)? es una funcién lineal homogénea
de grado 2. Asi, del isomorfismo en 3.26, tenemos que, x(g)* = 0 si y sélo si
®(x(g9)%) = 0. Notemos que

O(x(9)*) = pum(rr ®idy)x(g)?
= pu(mr ®idy)(dy @ ida + ¥(g))x(9)
= [par(mr ®idar)(df @ idar) + par(mre © idar)(g)] x(9)
= [pm(mrds @idyr) + 9] x(9) = 9x(9)-
Pero, gx(g) = 0 si y sélo si goygo =0y, paran > 1,

H(g)t + H(g)3 + gn(idy" ® go) + goYgn = 0.
O
Observacion 3.32. Sea (A, m) una A, -dlgebra y sea M un espacio vecto-
rial graduado junto con una familia de funciones lineales homogéneas m™ =
{mM . A=Y @ M — M},en donde cada mM es de grado 2 — n. Defini-

mos, para cada n > 2, las funciones homogéneas m/ usando los siguientes
diagramas conmutativos:

M
my

A®(n—1) ® M

0—®("1>®ng LO’M

AP @ M1] M{1],

1M

Mp—_1

es decir, m™ | := opmM(c®"D @ gy,) 7L Para n = 1, la funcién miM esta
dada por el diagrama conmutativo

M

'YUI\/I\j jf’M

K @ M[1] —= M1],

/
my
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es decir, mM = oymMoy} .

Notemos que cada m/M es de grado 1y, de la propiedad universal del
coproducto, tenemos una funcién m™ : TA[1] ® M[1] — M][1] de grado 1,
tal que para toda n > 0 se tiene que m™a,, = mM. De 3.28 tenemos que
x(m™) = (d, @ idppy) + ¥ (m™) es una coderivacién.

Proposicién 3.33. Sea (A, m) una A -dlgebra y sea M un espacio vecto-

rial graduado junto con una familia de funciones lineales homogéneas m™ =

{mM . A=) @ M — M}y donde cada m* es de grado 2 — n. Con-
sideremos m™ como en la observacién anterior, entonces (M, m™) es un
Ao-médulo si y s6lo si (Indpap(M[1]), x(m™)) es un T A[1]-comddulo dife-
rencial.

Demostracién. De la Proposicién 3.31 tenemos que x(m/™)? = 0 si y sélo si

mMymM = 0 y, para toda n > 1,

H(m™)Y + H(m"™)5 + my (id3) @ mg*y) + mgymi = 0.
La condicién mMym{M = 0 ocurre si y sélo si oy, mMymMyoy = 0, pero
o my ymg your = myt oy pyoymy’ = mioytoymy’ = my'mi’ = (my")?

es decir mMymM = 0 si y sélo si (mM)? = 0.
Ahora, observemos que para cada n > 1
) b

H(m"™ )7 + H(m"™)5 + my" (i) @ mg"y) + mgym =0
si y solo si
o (H(m™)} + H(m™)y +mp" (id5 @ mg”y) +mgymy) (0" @ oar) = 0
si y solo si

oyt Hm™ i (o®" @ o) + oy Hm™)5(0%" @ o)

+ oymy (3 @ mg ) (0" @ ow) + oyimg ymy (0" @ o) = 0.
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Analicemos cada sumando de esta ultima igualdad. Primero notemos que
o3 H ™ (0™ @ o)

= > oumNiGdi) @ml @idil) ®idy) (0" ® o)

r4+s+t=n
s>1; r,t>0

= Z (D)7 mM 4 (02T @ o) T (0T @ mlo® @ 0¥t @ ow)

r4+s+t=n
s>1; r,t>0

= Y UMM (0BT @ o) (0 @ om, © 0% @ o)

r+s+t=n
s>1;r,t>0

= Y UMM 0P @ oa) T (0T @ o) (1Y @ my @ idS' @ ida)

r+s+t=n
s>1;r,t>0

t+1 M . . t .
= E (1) (@dS @ m ©idS! @ ida)
r+s+t=n
s>1; r,t>0

= Y (M dS @m idSY Y @idar)

r4s+t’'=n+1
s,t'>1; >0

donde l =7+ (=t —1)(2 —s).
Ahora,

o H(m™)3(0%" @ o)
= Z JJ\_/Ilm;M(id%” @m™ )(o®" @ o)
1<r<n

= Y (UM @ o) (¥ @i (67 @ o))

1<r<n

= Z (_1>Tm%r1<‘7®r ®om) (0% ® O-Mmﬁ{r+1>

1<r<n

= 3 ()M (0% ® oa) 0% @ ou)(id ©mlL, )

= Z (_1)rm7]~\il<id§r ® mﬁ/[—r-}-l)

1<r<n

= Y ()mM(df @mlh).

r4+s=n-+1
s>2;r>1
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También notemos que

ot mi (id5 © miy) (0" @ ou)

= (=1)"my, (0" @ ou) T (0" @ mg o)
(=1)"mpl (0%" @ ou) " (0" @ omy’)
= (=1)"m (0" @ an)H(
(=1)"m

o®" @ o) (idG" @ miT)

n, M (:39n M
—1)"m,3, (id3" @ my")
Finalmente,
-1 /M M _®n _ M _—1 M _®n
ot (0 @ o) = mi ot (0 @ o)
oM _—1 Mo M, _—1 M M, M
=My Oy KYOMMyp gy = My Opp OM Mg = Ty My g

Con esto se concluye que, para toda n > 1,

H(m™)! + H(m™)y + mifw(z'dfﬁ} @ my'y) + mMym!M =0

si y solo si, para toda n > 1,

> Y m d ©m @ idy T @idy) +

r+s+t'=n+1
s,t'>1;r>0

Y (FUml Y @ my) + (=1 myl (1] @ m)") + my g

r4+s=n-+1
s>2;r>1

= Y (S @ m, @idy Y @ddy) +

r+s+t'=n+1
s,t/>1;r>0

S (1mi @ ml) =0
s;,sfgo

es decir, si y sélo si, para cadan’ =n+1>2, R(M)!, + R(M)?, =0. O

Observacién 3.34. Sean A, M y N espacios vectoriales graduados y sea
f={f.: A"V @ M — N}y una familia de funciones lineales ho-
mogéneas tales que |f,| = 1 —n para cada n. Podemos construir una nueva
familia mediante los siguientes diagramas:
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Para cadan > 1,
Aen g I N

J®”®0M\j jUN

AN ® M1] —— N[1],

n

es decir, definimos fn = onfor1(0F" @ o)t

Paran =0,
M L
WUMl ON
K ® MI[1] A N[1],

.2 —1 M1
es decir, fy:= UNf1UM1Ml a1,

Notemos que cada f, es de grado 0 y de la propiedad universal del co-
producto y la Proposicion 3.23 tenemos que la familia de las f,,’s inducen un
morfismo

f:TA[] ® M[1] = N[1]

en K-Gr. Finalmente, aplicando el isomorfismo ¥ de 3.26 tenemos un mor-
fismo

U(f): TA[1] ® M[1] = TA[1] @ N[1]

A

en TA[1]-CoGr, tal que qU(f) = f.

Recordemos que en la Observacion 3.30 calculamos una expresién de x
al ser evaluada en una funcién homogénea g : TV ® M — M de grado 1,
donde V' y M son espacios vectoriales graduados. En particular, se calculd
el valor explicito de W(g). Notemos que, el cédlculo para W(g) se puede hacer
para funciones homogéneas de cualquier grado. Con ello se tiene que, para
cadan > 1,

s+t=n
s, t>1

y ¥(f)o = 7fo paran = 0.
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Corolario 3.35. Sean A, M y N espacios graduados y sea F(M,N) el
conjunto de familias

f={fa: A2V &M - N}nen

tales que para cada n se tiene que f, es lineal homogénea de grado 1 — n.
Entonces la funcién que manda a f en f es un isomorfismo que va de F(M, N)
a Hompg o (T'A[1] ® M[1], N[1]).

Demostracion. Hay que dar la inversa. Sea I’ : TA[1] ® M[1] — N][1] ho-
mogénea de grado 0, definimos para cada n > 2 la funcién

Gn = JK,IFn_l(J‘@(”_l) Qoy) : A2V @ M — N,

Yy g1 = U]?leo’yUM, para n = 1. Es claro que la funcién que manda a F' en
{gn}nen es la inversa deseada. O

Proposicién 3.36. Sean A una A-algebra, M y N A, -moédulos y sea f =
{fn: A2~V @ M — N},en una familia de funciones lineales homogéneas
tales que |f,| = 1 — n para cada n. Considere el morfismo f como antes.
Entonces, la funcién W( f ) conmuta con las diferenciales si y sélo si para toda
n>0

M-
2
M-

DY =0
i=4 i=1
donde
DY) = Z m N (id55, © fo),
s+t=
st>1
Dg) - mo 7fn>
Dé?’) =0y DB = (zdfﬁ ® foy) para n > 1,
DY = Z Jroveelids; dypy ® m, © id%] ® idu),
r+s+t=n
s>1; r,t>0
DY = 3 oty @),
st

Déﬁ) =0y DO .= f, (zd®"] ®@mg'y) para n>1, y
D = frym
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f

Demostracién. Sabemos que m™ = qpx(m/ AA qN 1]\Il(f) Por la

M)y
Observacion 3.21, x(m™)U(f) y U(f)x(m™) son \If(f) coderivaciones, por
lo tanto, de la Proposzczon 3.22 se sigue que W(f)x(m™) — x(m™)U(f) es
un morfismo de T'A[1]-comédulos graduados. Asi, por 3.26,

W(FPem™) = (™) (=0
< gvm¥( ) (m’ )—CJN[l X(m™)¥(f) =0
& fxm™) —m™Nu(f) =0
& fx(m™), —mNU(f), =0, para cada n > 0.

Sin = 0 se tiene que D((]l) = D(()3) = D(()4) = D(()S) = D(()6) = 0, ademas

Ixm™)g=m™NW(f)o = fymd —m'yfo = foym —mN~fo = DS = D?.

Consideremos ahora el caso n > 1.
Analizando primero a mV¥(f),, tenemos que :

mNU(f), = mW(z:ms]®ﬁ+ugﬁ®ﬁw+yﬁ)

s+t=
st>1

= > m™dghy ® i) +mN(id3h © for) +mV g

1
— pW 4 D@ 4 DS’)-
Enseguida, por 3.30, se tiene que fx(m’M)n es igual a:

f(Zr;Lert n zd 3 @y ®zd® | @idnp +Zr+s nzd T ®m’M+sz[1]®m6Mv+”ym )

= Y fudfemieidi) @ idyp)
r+s+t=n
s>1; rt>0

+ Z f zd%ﬁ ® m/M) ~|—f(zd,A[1] @ mgM~y) + fym™M

r+s=n
r,s>1

= DW4+ DB 4+ pl 4 pM)

De las igualdades anteriores se concluye el resultado. O

81



Observaciéon 3.37. Sea A una A.-dlgebray sea f : M — N un morfismo de
As-médulos. Entonces, usando la notacién de la Definicion 1.14, para cada
cada n > 1 se tienen las igualdades R(f)} = Z\", R(f)? = z{? + z{¥ 4+ Z{"
v R(f)y = 2" + 28 + 2, donde

Z0 =y mi,(dy @ fi),

s+t=n
s>1, 12
Z7(12) = mjlvfna
ng) =0y Z¥ .= mflv(id(f(n_l) ® f1) para n > 2,
20 S (P i @m0 5 )
r+s+t=n
s,t>1; r>0
ZP = " (=) fra(idF @ mb'),
S5
Zfﬁ) =0y ZO = (=1)" 1 f, (i d®n 1)®m1 ) para n>2 y
Zr(f) = flmqjy

Teorema 3.38. Sea (A, m) una A-algebra, sean (M, m™) y (N,m") A,-
moédulos y sea f = {f, : A2V @ M — N},eny una familia de funciones
lineales graduadas de grado 1 — n cada una. Consideremos f como en 3.34,
entonces

U(f) : (Indpap (ML), x(m™)) = (Indgap (N[1]), x(m"™))
estd en T A[1]-CoDf si y sélo si f: (M, m™) — (N,m") estd en A-Mod,

Demostracion. De 3.36 sabemos que \I/(f) (m™) = x(m™)¥(f) siy sélo

si para cada n > 0 se cumple 2324 DY Zl 1 DY = 0. Veamos que esto
sucede si y solo si para cada n > 1 se tiene la igualdad

R(f)f + R(f)5 — R(f), = Z AS Z ASE

Cuando n = 0, que Z:: 4 D(()i) — Zf’zl D[(f) sea igual a cero es equivalente

aque Yo, a;le((f)vaM -3 a;le((f)vaM sea cero. Notemos que D(()l) =
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D(()4) = D((]5) = 0 puesto que son la suma vacia, y por definicion D(()?’) = D(()6) =
0. De igual manera, Zfl) = ng) = Z£4) = Z1(5) = Zf6) = (0. Nuestra primera

)

afirmacion es que 0;,1 D(()i YoN = Zfi); solo hace falta verificarlo para i = 2, 7.

En efecto:
o' Doy = oxtmi¥ Y foron = mYoxt uy fovou
= mjlvaj_vlfo'yaM = mYoy'onfi=m) fi = Z§2)
y
O'RZID(()?)’}/O'M = O&Ifo’ymBMVUM = flUJQlleE)MVUM
= fioyymityon = fioyoum) = fimd = Z£7).

La segunda afirmacién es que para toda n > 1y para cada i se tiene la
igualdad JJQIDELZ )(a®” ®oy) = ZT(LZH. Esto se obtiene como sigue:
Sii=1,
o' DM (0% @ opr)
= Y ot dsy @ f) 0™ @ o)

s+t=n
s,t>1

= Y mlL (0™ @on) (0% ® fi(o® @ ou))

s+t=n
s,t>1

= Z mY (0% ®on) (0% @ oy fie1)

s+t=n
s,t>1

= Z mi (0% @ on) (0% @ on)(idF° © fii)

s+t=n
s,t>1

s 1
= Z my, (13 © fu) = Z7(1J21-
s+t'=n+1
s>1: 1/>2
Sii=2,
ag,lD,(f)(a@" ® o)
= U;/lmgNan(Um ® o)
my ot 1y fu(0®" @ o)
= mYoy' ful0®" @ o)

2
= My fo1 = Zr(z-gl'
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Sii=3,

o DP (6% @ oyy)
= oy'my (i @ for) (0" @ ou)
my1 (0" @ on) T (0" @ foyou)
mn+1(‘7 Qon)” 1( ®n®0Nf1)
= m) (0" @ o) (0" @ on)(id]" © f1)
My ( )=

’f?,V-‘rl Zd@n ® fi Zn+1

Sij = 4,

ox' D (0% @ our)

N on s idS]) @ ml, @ idSh) @ ida) (0% © our)

r+s+t=n
s>1, r,t>0

Z (=) frre1 (02T @ 00 TH 0P @ Mo ® @ 0¥ @ o)

r+s+t=n
s>1, r,t>0

Z (=) frg14t41 (@20 @ 00 ) 710 @ oy © 0% @ o)

r+s+t=n
s>1, rt>0

Z (=D frs14041(0®TTH) @ 00) T (0PI @ 00p) (idT @ s @ idS! @ idag)

r+s+t=n
s>1, r,t>0

ST f 0 (dS @ my ©idS © ida)

r+s+t=n
s>1, r,t>0

Y D fra (1dS @ my @ id5 T @ida) = 28,

r4st+t'=n+1
s,t'>1,r>0

donde I =r+ (=t —1)(2 — s).
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Sii=5
o' D (0% @ opr)

= > onhidg @ mM) (e @ o)

r4+s=n
r,s>1
= > (1) a0 @on) (0 @ mM (0 @ ou))
T
= > (U fropa (0 @ o) (0™ @ oumll,)
rxsszzln
= S (U (0™ ®ou) (0% © ou) (idY @ mlly)
risszzln
= Y U falidy @mi) = 20,
r+s’'=n+1
§'>2 r>1
Sii =6,
on' DI (0" @ o)
= valfn(idfﬁ] ®mg"y)(0®" @ op)
= (=) " far1 (6" @ oar) T (0% @ mgMyour)
= (=1)"fos1(c®" @ oar) (0% @ opymdT)
= (1) fapr (0% @ o) (0% @ o) (id" © my")
= (1) funa(id5" @ mi") = Z\7);.
Sii="1,

o' D (0% @ opr)
= ot foym™(o®" @ o)
= fioapymy) (0% @ owr)
= fioymM(e®" @ o)

= flmﬁ/lﬂ = Zﬁ?y

De esto se concluye lo deseado.
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Proposicién 3.39. Sea (A,m) una A, -dlgebra. Sean (M, mM), (N,m")
y (L,m") Ag-médulos y f = {f, : A2 V@M = Nhen v 9 = {gn :
A=) & N L},en morfismos de Ay -médulos. Entonces g o f, la com-
posicién definida en la demostracion del Teorema 1.16, es un morfismo de
A-modulos.

~

Demostracion. Del Teorema 3.38 sabemos que tanto W(g) como ¥(f) son
morfismos de T'A[1]-comddulos diferenciales, por lo tanto W ()W (f) también

lo es. La demostracion consiste en probar que \Il(g/o\f) =V (g)¥(f)y asi, de
nueva cuenta por 3.38, se concluye que g o f es morfismo de A,.-modulos.
Notemos que es suficiente mostrar que, para cada n > 0, se tiene que

V(g0 =) (f)n

Primero veamos explicitamente quién es U(§)¥(f),.

Para n =0, ) R A
V() ¥ (f)o =Y (9)vfo =790 fo-
Paran > 1,
V(G U (f)n
u+v=n
u,v>1

= > U(@)dsh © fo) + V(@) (@dS @ foy) + V(@) -
u+v=n
>1

Desarrollando cada sumando se tiene:

S @) © f)
et

= Z ( Z 'Ldﬁﬁ] ® gs + Zd?i[lh ® goy + ’Ygu)(Zdﬁﬁ] ® fv)
utv=n r+s=u
u,w>1 rs>1

r+s+v=n u+v=n u+v=n
r,s,0>1 u,v>1 u,v>1
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W(9)(id5ty @ fo)
=( ) id3 © gs +id5h © Goy +79n) (@d5) © fo)

r4+s=n
r,s>1

= > (dSh, @ §) (@5 @ for) + (157 @ dovfor) +1gali

r4+s=n
r,s>1

U(9)(fn) = 1907 fr-
Como siguiente paso, calculemos q¥(§)¥(f),.
Cuando n = 0, se tiene que

q¥()¥(fo = 3¥(f)o = §7fo = o7 fo-
Cuando n > 1, la igualdad es la siguiente:

qV()Y(f)n = G9(f)n
=30 > idS @ fo +idS ® foy + 1)
“J,;’Zl”

ut+v=n
u,v>1

Consideremos las siguientes definiciones:

X .= Z gu(idfﬁ] ® f,) para n > 0;

u+v=n
u,v>1

X(()Q) =0y X? .= gn(idfﬁ] ® f(ﬁ) para n > 1;y
X,gS) = fmfn para n > 0.

Con ésto, qU(§)¥(f), =XV + x4+ x¥ paran > 0.
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El tercer paso es ver quién es (g o f),. Sin =1 entonces (go f); = g1 /1.
Sin > 2 entonces

(g o f)n = Z Gs+1 (ld‘%s & ft)

s+t=n
s>0; t>1

= Y g5 ® f) + ga(id3 TV @ f1) + gt

s+t=n
s>1;t>2

Definamos:

Y = Z gs+1(id%° @ f;) para cada n > 1;

s+t=n
s>1;t>2

V®.=0y v® =g, (id" P ® fi) paracada n>2; y
Yn(?’) = g1fn, para cada n > 1.

Asi, (go f)n = vV +y,® 4 Yn(g), paran > 1.
El ultimo paso es probar que ang(()i)”yaM = Yl(i) y que, para todan > 1,
o1 X0 @ o) = V1
En efecto cuando @ = 1, 2 se tiene angéi)fyaM =0, 0yoy =0 = Yl(i). Si

i =3,

UZIXé?))WUM ZUZlﬁwfoVUM = 910&1u7f070M

13 _ 3
= 910N1f070M 2910N10Nf1 =qfi= Yl( )-
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Sin>1le1=1,

o' XP (e @on) = Y op au(idSl ® £,)(0°" @ o)

= Y Guri(0® @ on) (0™ @ on)(idF" © for)

u+v'=n+1
u>1; v/ >2

Sin>1lei=2,

o ' XD (%" @ oy) =0 gn(zd an ® for)(0®" @ o)

=0ni1 (0" @ on) N @ on f1)
Ho®" @ on)(id7" @ fr)

2
e

)

=0nr1(0®" ® on) (0" @ foyou)
(
(

(o® )"
=Gn41(0%" @ on)”

g1 (5" ® f1) =
Sin>1e1=3,

0, XD (0" @ our) =07 Go7 fu(0®" ® ou)
=g105 17 fu (0" @ ou)
=10y fo(0®" @ our)
=91fn1 = Yn(i)l-

Por lo tanto o7 'qU(§)¥(f)n(0®" @ oar) = (9 © f)ns1 para toda n > 1.

Del Corolario 3.35 se sigue que q¥(§)¥(f) = g/o\f, es decir, W(§)U(f)
V(g o f), como se queria.

O

Teorema 3.40. Sea A una A..-algebra, entonces se tiene un funtor aditivo,

fiel y pleno
F: A-Mod,, — T'A[1]-CoDf
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definido como F(M,m™) = (Indpap(M[1]), x(m'*)) en objetos y como

A

F(f) = ¥(f) en morfismos.

Demostracion. En 3.33 vimos que F' esta bien definido en objetos y en 3.38
vimos que estd bien definido en morfismos. Ademas, de la proposicién anterior
se tiene que F' preserva la composicién. Veamos que F' manda identidades en
identidades.

Sea 1, la identidad de (M, m*) (ver Teorema 1.16), por construccién
tenemos que (1/]\\/[)0 = aMajTjuMm =ty Y (1/1\\4% = 0 cuando n > 1. Por lo
tanto, de la Observacion 3.34

\D(l/]\;)l) = ’YM[1}(1/J\\4)0 = Ymppar = dx @ idyp
y
U(Ta)n = id%@(fl\\ﬂo’yM[u = id3n @panyymn) = id5n ®idam) para n > 1.
Concluyendo asi que F(17) = kIf(l/]\\4) = idrap ® idyp = L.
El Corolario 3.35, la Proposicion 3.26 y el Teorema 3.38 nos dan que el

funtor F' es fiel y pleno.
Por tltimo, si f; y fo son morfismos en Hom a\joq., (M, N), se tiene que

F(fi+f2) =U(fi + o) = U(fi + fo) = O(/) + U(fo) = F(f) + F(fo).

Por lo tanto F' es aditivo. O
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Capitulo 4

Homotopia

En este 1ltimo capitulo hablaremos de la nocién de homotopia en la cate-
goria C-CoDf y como ésta esta relacionada con la categoria estable. También
introduciremos la nocién de homotopia en la categoria A-Mod. Estas dos
nociones son preservadas por el funtor F' lo cual nos lleva al resultado final
de esta tesis, triangular la categoria de los A,-mddulos médulo homotopfia.

4.1. Equivalencia entre A-Mod,, y T'A[1]-Ind
Corolario 4.1. Sea A una A.-algebra. Se tiene un funtor fiel, pleno y denso
F': A-Mod,, — TA[1]-Ind

que hace conmutar el diagrama

A-Mods, —Z~ T A[1]-Ind
T )
T A[1]-CoDf
donde I : TA[1]-Ind — T'A[1]-CoDf es el funtor inclusién.

Demostracion. Notemos que para cada objeto (M, m™) esn A-Mod,,, el ob-
jeto

P(M,m™) = (T[] ® M{1], 7 @ ida, x(m™))
es un T A[1]-comé6dulo inducido. Asi, si se define F’ exactamente como F se
tiene el diagrama anterior. Solo hace falta verificar que el funtor es denso.
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Consideremos (T'A[1] ® M, T ®idy;, dpr) un comédulo inducido, entonces,
por 3.28 existe m™M~1 € Homg._q, (T A[1] ® M, M) tal que x(m™1) = d;.
Ahora, definamos

M

V= oy

IM[—1]

m “youyu {omt_gma (0™ @ oa-n) ben-

Ya que d2, = 0, de 3.33 se sigue que (M[—1],m™=1) € A-Mod,,. Més atin,
F(M[=1],m™MEN) = (TA[1] ® M, 7 @ idyy, dyy).

]

Por comodidad, hablaremos de manera indistinta de los funtores F’ y F,
es decir, a ambos los denotaremos como F'.

Definicién 4.2. Sean (A, m) una A..-dlgebra, (M, m™) y (N,m") dos A.-
moédulos y f : M — N un morfismo de A,-médulos. Definimos las familias
mMil = {mfy[l]}neN y f[1] := {f[1]n}nen donde para cada n, ma g
estdan dados por los diagramas:

_ (=1)"m!
AP @ M M
id§<nl>®01\4l LUIVI
ABC @ M[1) — = M[1]
y
A®(n*1) ® M (71)n_1fn N
idf(n—l)(@a_Ml \O'N
®(n—1)
AP0 g M1] ———= N[1]

Proposicién 4.3. Sea (A, m) una A-dlgebra. Se tiene un autofuntor 7 :
A-Mod,, — A-Mod,, definido como T(M, mM) = (M[1],m™1) en objetos
y T(f) = f[1] en morfismos. A este funtor se le conoce como el funtor
traslacion.

Demostracidn. Primero veamos que estd bien definido. Si (M, m*) es un
Aue-médulo, por definicién tenemos que |ma' ™| = |o] + [mM| + | (15" @
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o) = |my|

= Z(,
= Z(_

r+s+t=n
s,t>1; r>0

= Z(_

r+st+t=n
s,t>1; r>0

= Z(,

r4+s+t=n
s,t>1; r>0

— (_1)n+10_M

— (_1)n,+10_M

= 2 —n para toda n € N. Ademads, notemos que
et GdST @ my @ id} Y @ idpy)
1)T+St+r+l+t0']\/[m%_1+t(id(f(r“) ® U&l)(idgT R ms @ idﬁ(til) ® 'LdM[l])
1)r+st+7‘+1+t+s—20_ mM (id®r @ m. ® id@(tfl) ® 071)

Mo 14400 4 s A M

1)T+St+n+10-Mm7]‘\i[|-1+t(id§T Q@ m,s ® id%(t—l) ® ZdM)(Zdi%(n_l) ® O'Kdl)

S yrtmM L dST @ my @idy Y @idda) | (1d3 TV @ opf)

r4+s+t=n
s,t>1; r>0

R(M)} (id7" " @ o3}

> Cyrmdg o m )

S O Hoym (Y © o) idF @ ml )

r+s=n
s>1;r>0

Z (*1)T+T+10'Mm%1(’l’d§r ® U;Jlmé\/[[l])

r+s=n
s>1;r>0

Z (—1)r+r+1+SUMm%1(id§r Q mé\/l(id‘f(S—l) ® 0.541))

r4+s=n
s>1;r>0

S oym ] @ md)(d] "V @ ou )

r+s=n
s>1;r>0

()" ou | D0 (~1mit ] @md) | GV @ o3
r+s=n
s>1;r>0

(—1)" oy ROM)(1d5" ) @ o3 ).
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Por lo tanto

R(M[L)); + ROM[1))}
(— 1)n+10MR( )Eid5 "V @ o)) + (1) oy RS (15" Y @ o7
(=) on (RO + RODD)(dG "™V @ o3f) = 0.

Asi, T esta bien definido en objetos.

Consideremos ahora un morfismo f : M — N. Por definicion, para toda
n € N, se tiene que |f[1],] = |ow| + [ ful +|(id3 "V @ oar) 7} = ful =1-n
Mas aun,

R(f[1)5

S (U e (15 @ my @ idy Y @ ddagp)

r+s+t=n
s,t>1;r>0

Z (1) fra (id 5 - oy )idy @ my @ 2d®( Ve idnrpy)

r+s+t=n
s,t>1;r>0

Z (71)r+st+r+t+s 20'Nfr+1+t(ldA ® ms ® ld®(t 1) ® O_Ml)

r+s+t=n
s,t>1;r>0

S () frae(idST @ m @ id Y @ idag) (id3" Y @ o)
r+s+t=n
s,t>1; r>0

(—1)"onR(f)f(id5" D @ o),
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R(fO])n =

Por lo tanto,

Y U (dg @ ml)
sgi,sfg(]

> () on fra (i @ o) (id @ m))

r+s=n
s>1; r>0

S () o fr (Y @ o3 mY)

r+s=n
s>1; r>0

3 (o fr (d5 @ m (id5 Y @ 03)

r+s=n
s>1;r>0

S (1) on fra(ids @ mM)(id3 "V @ 03

r+s=n
s>1;r>0

(—=1)"onR(f)%id5" ™ @ o3}

N[1], - 1®s
Y min @y e fl1))
s+t=n
s>0; t>1

Y () Hoym (5 ® oy (i @ f[1])

s+t=n
s>0;t>1

> () Hoymi (id5 @ oyt 1)

s+t=n
s>0; t>1

Y (0t oymd, (1d5 © fi(id5 T @ 0y)))

s+t=n
s>0; t>1

Y7 (—1)rowmd, (1d5 @ f)(id3 "V @ o3))

s+t=n
s>0;t>1

(—1)"onR(f); (id5" " @ o3 }).

R(f[L); + R(F1))% + R(f[1)
= (=1)"on(R(f)} + R(f)% + R(H);) 3" @ o3t) = 0.
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Finalmente, sean f : M — N y g : N — L dos morfismos en A-Mod.
Para toda n € N se tiene que

(gl]o fn = D g[len(ids ® f[1])

s+t=n
s>0;t>1

= ) (—1)0rge(ids @ oy (@dF © f1])
ssg(_)??gl

= Y (-1)orgs(id5 @ oy f[1],)
s+t=n
s>0: t>1

= > (C)"M opgea(ids @ fi(id} Y @ 0y)))
5556??;1

= Y () ongenid ® f)(id5" 7 @ 0y
ssg(_)??gl
(—1)"or(go falidi" Y @ o3})
(g0 f)[]n-

Por lo tanto 1" preserva composiciones.
Claramente 7" manda identidades en identidades. O

Lema 4.4. Sean A y M espacios vectoriales graduados. Entonces, para cada
n > 0, se tiene la igualdad

(nt)n
2

(03" @ou) " = (=1) 7 (041)" @ oy

Demostracion. Haremos induccion sobre n. El caso n = 0 es claro. Cuando
n = 1 tenemos que

(—D)(oa @ onm)(oy' @0y)) = (—1)(=1)(idapy @ idarp)) = id e

(=) (o' @ oy} )(oa®@on) = (—1)(=1)(ids @ idpr) = idagns-

Ahora, supongamos que la identidad es valida para cierta n, queremos
probar que también es cierta para n + 1. Hay que verificar que

(=1)

E0AD) 1\ @(nt1 —1
> (oy) ( )®UM
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es el inverso de Jf("ﬂ) ® oy En efecto, componiendo por el lado derecho

tenemos que

(n+2)(n+1)

)
)
)

( ®(n+1) Q0 )((021)®(n+1) ® 0]741)
2(n+1)

(—1)72 (0a®0y" @ou)(ox' @ (04")*" @ ay))
(—1 )2@;1) (-1~ (sz[l] ® [ai’” ® UM} [(021)@)" ® Uﬂﬂ)

(ntl)m

—1)77 (idap ® [0%” ® JM} [(021)@)" ® 0;41])
= idA[l] & id%ﬁ] X ide.

(n+1)n

(n+1)n

(=
(=
(=
(

Y componiendo por el lado izquierdo

(n4+2)(n+1)

(=172 (@) @ 03 ) (07" @ ow)
(n+1)
= (1)) (07! @ (07)*" @ 03 (04 ® 0" @ o)

= (-1) = (sz®[( Hyen ®U;ﬂ [oj?”@aM})
= idA®zd§"®sz.

]

Lema 4.5. Sean (A, m) una A-algebray (M, m*) un A,-médulo. Recorde-
mos la definicién de las funciones homogéneas m™M : TA[1] ® M[2] — M|2]
y m™ : TA[1) ® M[1] — M|[1] vista en 3.32. Entonces, se tiene la igualdad
de funciones
m/M[l] _ —m/M[l].

Demostracion. Hay que probar que para toda n > 0 se cumple que mifwm =
—m/M[1],,. Primero, es inmediato que m"™[1],, = mM[1]. Ahora, para n = 0,
tenemos los diagramas conmutativos

o TM[1 o ®Ko
M= M) 22 ke M2y M%K@@Mm WO 1 @ M2
M M[1] M]2] M M[1] ——— M|[2]
oM O M[1] oM O M[1]
Por lo tanto,
mo = —UMD]UMmVUszUXme
_ M_—1, /. —1
= —oupmyg Midg ® JMU]) —mM[1].
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Para n > 1 se tiene la conmutatividad de los diagramas

id®" Q0 o®" R0
A8 @ M AT qon g 1) TSP Afjen g M [2]
(=)™ tm A{Hj lmﬁ{r[ll] lmLLM[I]
M M1] MI2]
oM OMI1]
y
®roo id ®o
AP @ M -TBM Arien @ M1 <M Af)En @ M2

m%l] lm;M lmng

M M1

oM

M)
Por lo tanto ,

IM1]

_ n+1
m, = 1

orp o 1 (id3" @ op) (0% @ oppy) 7!
(n+1)n

)

1 (=) 5 oy, (1d5 @ o3 ) (07 @ o3y
n+ (n+1)n

)"H(-1)

(=) ommonmyl (07" ® oyl oy,)
(n+1)n

(=
(=
= (=
(=

= (=12 oymoumil (e ®UM)(Zd§ﬁ]®UzT41[1})
= —oumonmy, (0" @ UM)_l(idA[1} ® oupy) = —my 1.

O

Lema 4.6. Sean (A, m) una A-édlgebra, (M, mM) y (N,m") A, -mdédulos
y sea f : M — N un morfismo en A-Mod,,. Entonces, se tiene la igualdad
de funciones

—_ ~

fI) = f.

Demostracion. Es suficiente demostrar que para n > 0 se cumple que f[1] =

f[1]n. Notemos que f[1],, = fu[1]. Enseguida veamos que la igualdad deseada
se cumple para n = 0. De la conmutatividad de los diagramas

YoM tdKg @0 pr(1)

M2 M1 KoM[2 v M—~ K& M[1] K @ M[2]
lfl f[l]ll fmol lfl fol f[l}ol
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se sigue que
My = UN[l}ONflal\_/Ilg&l[l]“
= onQ on froy plidg @ 01\_/11[1])
= ON[ fo(ZdK®UM1]) fo[ ]-

Ahora, para n > 1, tenemos la conmutatividad de los diagramas

Ao @ M BN pon g (1) TS Apjen @ M[2]
(—1)"fn+1l fmnﬂl l 7,
N — N[1] — N[2]
y
A8 @ M TS Afq]En g M1 Ay Eoaty A[1)E" @ M[2]

fn+1l fnL lf[l]n

N N[1] N[2].
ON ON[1]
De donde se concluye que
flll, = (=) ongon fan (13" @ oa) " (0" @ oarpy)

(n+1)n . n _ _ n _
= (=)"(=1)> UN[l]O'anH(Zd,% ® oy (07" @ oyy)

O
= (=1)"(- ) ( 1)"onpy ONfar1((07H)*" ® 0]\_410541[1])
= (-1 )(n+l>n ONON fry1((0™ N @ oy )(Zd®ﬁ ® O'Mm)

= oNONFri1 (0% @ 0ar) T (3 © ony) T = [

]

Proposiciéon 4.7. Sea (A,m) una Ay-dlgebra y sean T : A-Mod,, —
A-Modo y T : TA[1l]-Ind — TA[1]-Ind los funtores traslacién. Entonces
el siguiente diagrama es un diagrama conmutativo:

A-Mod,, — T A[1]-Ind

Tl |7

A-Modo — T A[1]-Ind.
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Antes de iniciar la prueba, fijemos C' = T'A[1] para hacer mas sencilla la

notacion.

Demostracion. Consideremos (M, m*) € A-Mod,, y notemos que

—UC®M[1}X(m,M)05éM[1]

(d
(dm
= (dm
(dm
(dm
(d

= (dm

—(ide ® opqy)x(m' )(id0®‘7;41[1])

—(ide ® o) [( ® idppy) + W (m' )] (tdc ® 0]7/11[1])

m @ tdpr) ) — (ide ® UM[l])\II( )(MZC ® ‘717/11[1])
® idar) — (ide @ o) (ide @ m™) (1 @ idypy) (ide @ 01741[1})
® id ) ) — (ide ® UM[I]m )( ® UM[1])
® idua) — (ide ® oppum™ ) (ide @ ido @ o)) (T @ idy)
® idyp) — (ide @ oppm’ M(ide ® 017/11[1]»(7- ® idarz)

m @ tdprg) + (ide @ m/M[l])(T ® idz)
® idy) + (ide @ m™M) (1 @ idyy) = x(m™M).

De esto se sigue que

TE(M,m") = T(Ind(M[1]), x(m™))
= (T(Ind(M1])), —ocemmux(m M)Ug*égM[l])
= (Ind(T(M1])), x(m™1))
= (Ind(M[2]), x § m™M))

= F(M[1],mMYy = FT(M,m™).

Ahora consideremos f : M — N en A-Mod,,. Las siguientes igualdades
concluyen la demostracion:

TF(f)

T(W(f) = V()] = ocenn(ide ® f)(T © idum)ogs
(ide @ onp)(ide ® f)(r @ idup)(ide @ Taiy)
(ide ® onp f)(r ® o3 1])

(ide ® ony f)(ide ® ide ® o) (7 @ idae)
(ide ® onp f(ido ® o)) (7 @ id)

(ide ® f[1))(T @ idarg)

(

ido ® J[1])(r @ idyge) = W([1]) = F(/[1]) = FT().
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4.2. Homotopia

Definicién 4.8. Sean (M, par,dyr) v (N, pn, dn) comédulos diferenciales so-
bre una codlgebra (C, p,€,d) y sea A € Homg'« (M, N). Definimos la fun-
cién A® 1= dy A + Adyy.

Proposicién 4.9. Sean (M, par,dar) v (N, pn, dn) comédulos diferenciales
sobre una coalgebra (C, p, e, d) y sea A € Homg' o, (M, N). Entonces,

A e Homc_con<M, N)

Demostracion. Claramente |[A*| = 0. Veamos que A* conmuta con las comul-
tiplicaciones:

PNA® = pn(dN A+ Adyr) = pnvdn A + paAdyy

= (d®idy + idc @ dy)pyA + (ide @ N)pardas

= (d®idy + idc ® dy)(ide ® N)py + (ide @ N)(d @ idy + ide @ dyr)pur
= (d@ X+ ide ® dnA)py + (—(d @ N) + ide @ Adar) pumr

= (idc @ (dyA + Mdar))par = (ide @ A®*)pas.

Ahora veamos que A* conmuta con las codiferenciales:
ANA® = dy(dyA 4+ Mdyy) = dnAdy = (A + Adpg)dy = Adyy.
m

Definicién 4.10. Sean (M, pyr,dayr) y (N, pn,dy) comédulos diferenciales
sobre una codlgebra (C, p,€,d) y sea f € Home.cope(M, N). Diremos que f
es homotdépicamente nulo si existe A € Homa_lCODf(M ,N) tal que f = \°.

Diremos que dos morfismos de comoddulos diferenciales g : M — N y h :
M — N son homotdépicamente equivalentes si g— h es homotopicamente
nulo. Notemos que la relaciéon de homotopia es una relaciéon de equivalencia.
A la clase de f la denotaremos como [f].
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Proposicién 4.11. Sean (M, pyr,dar) v (N, pn, dy) comédulos diferenciales
sobre una codlgebra (C, p,€,d) y sea f € Home cope(M, N). Consideremos
la estructura exacta £ de C-CoDf dada en la Seccion 2.2. Entonces, las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) f es homotdpicamente nulo.
(b) f se factoriza en C-CoDf a través de apy : M — J(M).

(c) f se factoriza en C-CoDf a través de un E-proyectivo.

Demostracion. (a)=-(b). Sabemos que existe A de grado -1 tal que f = dyA+
Ady; de donde se sigue que el diagrama

_ idpg
aM_( ondy )
- >

J(M) = M & M][1]

|
N (ANMAot)

es conmutativo con (dy\, Aoy, ) morfismo en C-CoDf.
(b)=(a). Por hipétesis existe h : J(M) — N tal que f = hayy, recorde-
mos que h = (dyheoyy, ha) (ver Proposicion 2.33), por lo tanto

vd g

f = (thQO'M, hz) < ) = thQO'M + hQO'MdM.

omda

(b)=-(c). Es inmediato pues J(M) es E-proyectivo.

(¢)=(b). Tenemos que f = hg donde g : M — Py h: P — N son
morfismos y P es £-proyectivo, por lo tanto P también es £-inyectivo. Como
ay es E-inflacién entonces existe t @ J(M) — P tal que g = tayy, asi,
f = htOéM. ]

Gracias a este resultado la categoria C'-CoDf también se puede pensar
como la categoria C'-CoDf moédulo homotopia.

Definicién 4.12. Sea (A,m) una A-algebra y sean (M, mM) y (N,m")
dos A,-médulos. Diremos que una familia de funciones homogéneas f =
{fn: A2V @ M — N},en es un premorfismo de grado ¢ si para cada n
se tiene que |f,| =1 —n +t. Al conjunto de todos los premorfismos de M a
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N de grado t lo denotaremos como PHom/, (M, N); notemos que éste es un
espacio vectorial con las operaciones entrada a entrada. Definamos

PHomy (M, N) := @5 PHom, (M, N).
teZ

Observaciéon 4.13. Consideremos un premorfismo f como antes. Podemos
proceder con una construccion andloga a la de la Observacion 3.34, con lo cual
tenemos una funcién lineal homogénea f : Ind(M[1]) — N[1] de grado . Esta
funcién nos da una funcién homogénea U(f) : Ind(M[1]) — Ind(N[1]) de
grado t. Procediendo como en 1.16 y en 3.39 se prueba que la clase de los A-
modulos junto con los premorfismos es una categoria (con una composicién de
morfismos parecida a la de A-Mod,, salvo por un signo) a la cual denotaremos
como A-PMod} . Més aun, el funtor del Teorema 3.40 se puede extender a
un funtor fiel y pleno

F : A-PMod’, — TA[1]-CoGr”

donde T'A[1]-CoGr* es la categoria cuyos objetos son los T'A[1]-comédulos
graduados y para cada par de objetos (M, pyr) v (IV, pn) los morfismos estan
dados por

Hom*TA[l]-coGr(My N) = @ HomtTA[l]-coGr(Ma N).
tez
Notemos que, si M y N son A,-mdédulos, entonces F(PHom! (M, N)) =
HomTA[l]-CoGr(F<M); F(N))
Definicién 4.14. Sean (A,m) una A.-algebra, (M,m™) y (N,m") dos
As-médulos y b € PHom;'(M, N). Definimos el premorfismo de grado 0

he = {HR)Y + HR)D + HRh) P} pen : M — N

donde

HW)Y = ) (=) m, (id5 @ hy),
0 2

HWP = 3 (~1) he(id @ m) y
r+s=n
r>0;5>1

HR)E = > (=) hp(id] @ m, @idy" ) @ idy).
A

para cada n € N.
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Definicién 4.15. Sean (A4, m) una A,-dlgebra, (M, m™) y (N, m") dos A-
modulos y f € Homa noa, (M, N). Diremos que f es homotépicamente
nulo si existe una familia h € PHom ' (M, N) tal que f = h*. A h se le
conoce como una O-homotopia para f.

Diremos que dos morfismos f y g son homotépicamente equivalentes
si f — g es homotopicamente nulo. Y si A es una 0-homotopia para f — g,
entonces diremos que h es una homotopia de f a g.

Definicién 4.16. Sean A una A.-algebra y h: M — N un premorfismo de
As-mbdulos de grado -1. Para este premorfismo y para cada n > 1, definimos
Zf), ZT(L4), Zy(f'), A y 787 de manera andloga a como se definen en 3.37 y
definimos

ASEE Z (—1)Sm£ﬂr1(id§s ® hy) paracada n>1 |y

s+t=n
s>1;t>2

ng) =0y Z¥ .= (—1)"_1mg(id§(n_1) ® hy) para n > 2.

Observacién 4.17. Sean (A, m) una A-éalgebra, (M, m™) y (N,m") dos
Aso-médulos y f € Hom g njoa., (M, N) un morfismo homotépicamente nulo
con 0-homotopia h. Usando las definiciones anteriores tenemos que H (h)ﬁP =
2D+ 220+ 20 HWY = 20 + 20 + 20 y Hh)Y = 2, paran > 1.

Proposicién 4.18. Sean (A, m) una A.-dlgebra, (M, m™) y (N,m") dos
As-médulo y h € PHom ;' (M, N) un premorfismo, entonces

h® € HomA-Modoo (M, N)

Demostracion. De 4.9 sabemos que F'(h)® es morfismo de comédulos dife-
renciales. La prueba consiste en demostrar que F'(h*) = F'(h)®, asi, ya que
F(h*) = \Il(hA’), del Teorema 3.38 se concluye que h® estd en Hom g njoq., (M, N).
Recordemos la Proposicion 3.36. Esta se puede generalizar a premorfismos
de grado -1. Con ello, tomando el caso particular del premorfismo h, de la
demostracién de esa misma proposicién se sigue que mNW(h), = DY +
D7(,,2) + Df{g) y que fzx(m’N)n = D7(L4) + D;{r’) + D,(f) + Dg). De igual manera,
las igualdades ag,lD((f)vaM = Zfi) y a]_legf)(a‘@” ® oy) = Zfﬁrl probadas
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en 3.38 son validas para el caso del premorfismo h si usamos las Zr(f)’s de la

Definicion 4.16.
De todo esto, para cada n > 0, se deducen las igualdades

qER) ) = a(¥(h))n = a(x(m’ }‘P(E)Jr‘lf(ﬁ)x(m’M))n
= ax(m™)U(h), + q¥(h)x(m™),

7
= W O(R), + hx(m™), = 57 DY,

Por lo tanto, para toda n > 1,

7
ox q(U(h)) (0% @on) = > Z, = H(W) S +H W) +H R, =
=1

y paran = 0

ot q(U(h))oyon = HR)Y + HR)P + HR)D = (1°),.

Del Corolario 3.35 se sigue que qU(h)® = he, es decir, U(h)® = \I/(hA')

4.3. Triangulacion de A-Mod,,

(h.)n—i—l

Proposicién 4.19. Sea (A, m) una A,-édlgebra y sea F' el funtor de 3.40.

Se tienen las siguientes dos afirmaciones:

(a) Sea f: M — N un morfismo en A-Mod,,, entonces f es homotodpica-

mente nulo si y sélo si F'(f) es homotopicamente nulo.

(b) El funtor F preserva y refleja equivalencia homotdpica.

Demostracion. Inciso (a). Consideremos f : M — N un morfismo en A-
Mod,, homotdépicamente nulo con O-homotopia h, es decir, f = h®. En la
demostraciéon de 4.18 se prob6 que F(h®) = F(h)®, por lo tanto F(f) =
F(h)®, es decir, F(f) es homot6picamente nulo. Ahora, supongamos que
F(f) : Ind(M[1]) = Ind(N[1]) es homotépicamente nulo, por lo tanto existe
A€ Hom;ilm_COGr(Ind(M[l]),Ind(N[l])) tal que F(f) = A*. Como F' (pen-

sado como en 4.13) es pleno, existe g € PHom (M, N) tal que F(g) =
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Con ello se sigue que F(g)* = F(f). De nueva cuenta, de 4.18 sabemos que
F(g)* = F(g*), como F' es fiel concluimos que f = ¢°.

Inciso (b). Consideremos f, : M — Ny fy : M — N dos morfismos en
A-Mod.. Tenemos que f; y fo son homotopicamente equivalentes si y solo si
f1 — f2 es homotdpicamente nulo si y sélo si F'(f; — f2) es homotépicamente
nulo. Como F es aditivo, tenemos que, F/(f; — f2) = F(f1) — F(f2). Por lo
tanto f1 y fo son homotdpicamente equivalentes si y sélo si F(f1) — F(f2)
es homotdpicamente nulo, lo cual pasa si y solamente si F\(f1) y F(f2) son
homotdépicamente equivalentes. O

Observacién 4.20. Notemos que, gracias al inciso (b) de la proposicién,
anterior tenemos que la relacion de homotopia nos da un ideal en la categoria
A-Mod.. En efecto, esto se sigue del hecho de que la relacion de homotopia
en T'A[1]-CoDf es un ideal y que F' : A-Mod,, — T'A[1]-CoDf es un funtor

fiel y pleno.

Definicién 4.21. Denotaremos como A-Mod,, al cociente de la categoria A-
Mod,, médulo homotopia. Y si f es un morfismo en A-Mod,, denotaremos
como [f] a la clase de homotopia de dicho morfismo.

Teorema 4.22. Para (A, m) una A..-dlgebra se tienen las siguientes afirma-
ciones:

(a) El autofuntor 7' : A-Mod,, — A-Mod,, preserva homotopias. Por lo
tanto se tiene un autofuntor 1" : A-Mod_  — A-Mod_ inducido por T
que hace conmutar el diagrama:

A-Mod. I, A-Mod,

|

A—MOdOO ? A—MOdOO,

donde P es el funtor de paso al cociente.

(b) Existe un funtor fiel, pleno y denso F : A-Mod_ — T A[1]-Ind que hace
conmutar el diagrama:

A-Mods, —== T A[1]-Ind
PL P

A-Mod,, —- TA[1}-Ind,
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donde los P’s son los funtores de paso al cociente.

Demostracion. Inciso (a). Consideremos un morfismo f : M — N € A-Mod,,
homotdpicamente nulo, queremos ver que 7'(f) también lo es. De la Proposi-
cion 4.7 sabemos que FT(f) = TF(f), pero F preserva homotopias al igual
que T : TA[1]-Ind — T A[1]-Ind, por lo tanto FT(f) es homotépicamente
nulo. Del inciso (a) de La Proposicion 4.19 se sigue que T'(f) es homotdpi-
camente nulo.

Esto nos da de manera natural un autofuntor 7" : A-Mod_, — A-Mod
definido como T(M, m™) = T(M,mM) en objetos y, para cada clase [f] €
A-Mod_, como T([f]) = [T'(f)]. Dado que T preserva homotopias, el funtor
T esta bien definido. Més ain, si [g] es otra clase que se puede componer con
[f] se sigue que

T([gllf1) = L(gf1) = [T(gN)] = [T(9)(N] = [T(IT ()] = Z(gDL(Sf])-

Por dltimo para el morfismo identidad 1,; se tiene que

T([An)) = [T(w)] = [lran] = Tz

Insiso (b). De manera andloga, dado que F' preserva homotopias, el funtor
F : A-Mod, — TA[1]-Ind definido como F(M, m) = F(M,m) en objetos y
F([f]) = [F(f)] en morfismos esta bien definido, abre composiciones y manda
identidades en identidades. F es denso ya que se define como F' en objetos y
F' es denso.

Para verificar que F es fiel consideremos dos clases de morfismos [f]
y lg] tales que E([f]) = E([g]), es decir, [F(f)] = [F(g)]. Por lo tanto
F(f) — F(g9) = F(f — g) es homotdépicamente nulo, asi por 4.19, f — g es
homotdépicamente nulo, con lo que [f] = [g].

Por 1ltimo, sea [a] € Hompapyma(Ind(M ), Ind(V)), sabemos que existe
f € Homa poq,, (M[—1], N[—1]) tal que F(f) = a. Por lo tanto F([f]) =
[F(f)] = [a]. Con esto se tiene que F es pleno. O

Proposicién 4.23. Sean D una categoria triangulada con autofuntor 7' :
D — D, F : C — D un funtor fiel, pleno y denso y 7' : C — C un autofuntor
de C que hace conmutar el diagrama:

c—Lt-Dp
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Entonces, la categoria C es triangulada, donde una sucesién en C

M-toN—Sop " T()
es un triangulo si y sélo si
FOM) P pony 9 pny Y e

es un tridngulo en D.

Demostracion. Primero, como D es aditiva, entonces, por la equivalencia
dada por F' se tiene que C también es aditiva.

Veamos que la clase de los triangulos en C cumple los 6 axiomas:

T1. Sea idy; el morfismo identidad de un objeto M en C. Sabemos que

F(M) F(M)—2—0—2—>TF(M)

es un tridngulo en D, por lo tanto

MO0 2 ()

es tridangulo en C.
T2. Sea f: M — N morfismo de C. Tenemos que para F(f) existen ¢’y

I’ tales que

o)

FOM) 2L vy L L Y TR

es tridngulo en D. Por la densidad de F' tenemos que existe L' € C y un
isomorfismo r : L — F(L') en D. Asi, por el axioma T3 tenemos que el
segundo renglon del diagrama

F(f) g 4

F(M) = F(N) lL TF(M)
F(‘]‘W) T F(HN) 7 F(L) — TFUM)

es un triangulo en D. Como el funtor F' es fiel, existen g y h tales que
F(g) =rg y F(h) = 'r~*. Concluyendo que,

f

M N—Y s — " ~7M)
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es un triangulo en C.
T3. Consideremos un diagrama conmutativo en C

M-t oNCo o)
R
Y (R Ry S 7S V()

tal que a, b y ¢ son isomorfismos y el primer renglén es un tridangulo. Queremos
ver que el segundo renglén también es un triangulo. Primero notemos que
como F' es funtor y F'T' = TF, entonces al aplicar F' al diagrama anterior
tenemos un diagrama conmutativo

F(h)

F(M) F(N) F(L) TF(M)
F(a)t F(b)l F(C)l TF(a)j
Fo) 29 vy 9 ey Y R

en D. Como F manda isomorfismos en isomorfismos, entonces F'(a), F'(b) y
F(c) son isos y, por el axioma T3, el segundo renglén es un tridngulo en D.
Por lo tanto

f g

M’ N’

L' —" 1)
es un tridngulo en C.
T4. Por definicion, tenemos que

f

M N2> s T(M)

es un tridngulo en C si y sélo si

F(f) F(g)

F(M) F(N) F(L) TF(M)
es un triangulo en D, pero esto pasa si y sélo si
FV) -9 ey Y e Y RNy
es un triangulo en D. Este tltimo es igual a
FIN) 22 o) Y prony = ey,




pero, esta sucesion es un tridngulo si y sélo si

-T(f)

N2> Lo 7(M) T(N)

es un triangulo en C.
T5. Consideremos en C el diagrama

jd)l l@ jT(%)

M —>N — L —=T(M)

f/ g/ hl

tal que f'¢1 = ¢of v ambos renglones son tridngulos en C. De nueva cuenta,
la funtorialidad de F', el axioma T5 y el hecho de que F' conmuta con 7', nos
dan un morfismo ¢} y el siguiente diagrama conmutativo en D

o) —2D L p(vy) "9 ey Y o
|
LF(%) lF(qﬁz) I ¢ lFT(m)
¥
/ !/ !/ !/
Por lo tanto, existe ¢3 tal que F(¢3) = ¢4 y, como F refleja cuadros conmu-

tativos, se tiene que el diagrama

o F T

M — =N ——> L —=T(M

es un diagrama conmutativo en C.
T6. Sean




triangulos en C. Entonces

£(f) (i) F(@)

F(M) F(N) F(L) TF(M) ,

FON) 9 pny 9% powry YN TR(N)

F(gf) (k) (k")

F(N')—==TF(M)

F(M) (L)

son tridngulos en D. Por lo tanto existen morfismos a : F(L') — F(N') y
b: F(N') — F(M’) en D tales que

F(L))—* = F(N') — p(ar) PO gy
es un triangulo en D y el siguiente diagrama conmuta:
-1 ’
1PV %) Py ——— F(n)
T‘l(b)j F(f) F(gf)
_ F(j) F(j)
T'F(M')———F(N F(L F(M')——=TF(N
(M) s FN) — o F(D) (ar') ()
F(i) F(k) H jTF(z’)
F(L')----=F(N)- - ->=FM')———TF(L
(1) == 5 == F(N) = = = = F(M") e TF(L)
F() F(k')

TF(M).

En lo que sigue, para cada X, Y € Cy h € Homp(F(X), F(Y)), denota-
remos por F'~1(h) al unico morfismo en Home (X, Y) tal que F(F~(h)) = h.
Ahora, dado que TF(i)F (') = FT(i)F(j'), se sigue que

I/ F~!(a) N F~1(b) T(i)j’

T(L)

es un tridangulo en C.
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Usando que TF = FT y que F es fiel, tenemos que

Tﬁl(k")

T_l(N/) M=M
T‘lF‘l(b)j ! af
T-1(M L— (N
( ) T-l(j/) g ( )
7 k H jT(z)
L'-———->N-—-—> M T(L)
(a) F~1(b) T()5'
i K’
T(M)=——=T(M)
es un diagrama conmutativo en C. [

Definicién 4.24. Sea A una A..-dlgebra y sea f = {f,}nen : M — N un
mofismo en la categoria A-Mod,,. Diremos que f es un morfismo estricto
si para toda n > 2 se tiene que f, = 0.

Observaciéon 4.25. Sean M y N dos A,-modulos sobre una A,-dlgebra A.
Notemos que si f : M — N es un morfismo estricto en A-Mod,,, entonces
para toda n > 1 se tiene la igualdad

fmd = m @di" Y @ fi).

Mas ain, todo morfismo f; : M — N en K-Gr que cumpla las igualdades
anteriores determina un morfismo estricto f : M — N en A-Mod.

Definicién 4.26. Sean M, N y L A,-mddulos sobre una A.-algebra A y
sean f: M — Ny g: N — L morfismos estrictos en A-Mod,. Diremos que
la sucesion

Mt N_.
es exacta si

f1

M- N2

es exacta y se divide en K-Gr.
En general, si f : M — N y g: N — L son dos morfismos cualesquiera
en A-Mod,,, diremos que

M-l.N_9.p
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es una sucesién exacta si existen morfismos estrictos f' : M’ — N’y ¢ :
M'" — N’| e isomorfismos ¢ : M — M’ ¢o: N — Ny ¢3: L — L' tales
que

M—l.N_2.]

N

MI?'N/ﬁL/
g

es un diagrama conmutativo y el segundo renglon es exacto. A la clase de
sucesiones exactas la denotaremos como E.

Proposicién 4.27. Sean A una A.-dlgebra, M y N dos A,-mdédulos y
F : A-Mod,, — T'A[1]-CoDf el funtor de 3.40. Consideremos un morfismo f :
M — N € A-Mod... Entonces, f es estricto siy sélo si F((f) = idpap® fi[1].

Demostracion. Sea f : M — N cualquier morfismo en A-Mod,,. Por defini-

~

cién, F(f) = ¥(f). Ademsds,

idrap @ fi[1] = Indpapy(f1[1]) € Hompapycoa:(Ind(M[1]), Ind(N[1])).

~

Notemos que ¥( f) = idrapn® f1[1] es equivalente a que <I>\Il(f) = O(idpap®

fi[1]). Pero, ®U(f) = f y

®(idrap @ fill]) = qlidrapy ® fi[1])
= pu(rg ®idnpy)(idpap @ fi[1])
= pu(rr ® fi[l]).

Por lo tanto, F(f) = idprap ® fi[1] si y sélo si f = plrx @ fi[1]). Esta
ultima igualdad es equivalente a que para toda n > 0 se cumpla que fn =

(e @ fi[1])n.
Calculando los términos de la parte derecha de esa igualdad, para n > 1,

tenemos que
(e @ fill)n = ke @ fi[1])(an @ idapy) = plrgom @ fi[l]) = 0.
Con esto se concluye que F(f) = idpap ® fi[l] siy sélo si fn = 0 para

toda n > 1. Esto ultimo es equivalente a que el morfismo f sea estricto. [J
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Proposicién 4.28. Sea A una A,-algebray sean f: M — Ny g: N —
L dos morfismos en A-Mod,,. Consideremos el funtor F : A-Mod,, —

T A[1]-CoDf de 3.40. Entonces, M—LoN-2o1 estd en & si y sélo si

F(M) EAUR F(N) o), F(L) estdaen £ (ver Seccion 2.2).
Demostracion. Supongamos que M N2 [ estden &, por lo tanto,

existen morfismos estrictos f' : M' — N’y ¢ : N' — L’ e isomorfismos
¢o1: M — M ¢ : N — N'y ¢3: L — L' tales que

M-t N_2op (4.1)

¢1L ¢2l ¢3l
M —= N ——= L'
f! g
es un diagrma conmutativo en A-Mod,, y el segundo renglén estd en E..

L . . f 91
Con esto, por definicién, se tiene una sucesion M’ —— N'——= L' que es

exacta y se divide en K-Gr. Por consiguiente, se tiene una sucesién

Sl 91[1]

M1} — N'1] L'

que es exacta y se divide en K-Gr. Aplicando el funtor Indz ;) tenemos la
sucesion

DD pa(v))

Ind(g}[1])

Ind(M’[1]) Ind(L'[1])

que es exacta y se escinde en T'A[1]-CoGr.

Ahora, al aplicar el funtor F' al diagrama (4.1) tenemos el diagrama con-
mutativo en T'A[1]-CoDf

FM) 2 ey F(L)

Fwn)j F(@)L F<¢3>L
F(M) F(N') —= F(L)).

F(g")

F(g)

E(f7)

De la Proposicion 4.27 sabemos que F(f') = Ind(f][1]) v F(¢') = Ind(g7[1]).
Por lo tanto, el segundo rengléon esta en &, concluyendo que

FO) 2L vy 9L p(r)

114



también estd en £.

F(f) F(9)
) —=F(N)—

Para la segunda parte, supongamos que F (M F(N F(L)

estd en £. Por definicion,

F(f)
) ——>

UF(M UF(N) 2L U R(L)

se divide en T'A[1]-CoGr. Asi, de las propiedades de la suma directa y del
funtor Ind, se tiene un isomorfismo A : UF(N) — Ind(M[1] & L[1]) y el
diagrama conmutativo en T'A[1]-CoDf

o) —2 ey 9 (4.2)
Ind(M H —Z,>Ind(M[1L])\@ L1]) —~Ind(L H

con el segundo renglén la sucesion trivial, es decir, ¢ y p son la inclusién y
la proyeccién canénicas, respectivamente. Notemos que i = idpap; ® j[1] y
p = idpap ® q[1], donde, j: M — M @® Ly q: M®L — L son la inclusién
y la proyeccién naturales. Con esto se conluye que, al aplicarle los funtores
T:K-Gr — K-Gry Ind : K-Gr — T'A[1]-CoGr a la sucesién trivial

M2 eMaoL—-1,

obtenemos el tltimo renglén del diagrama (4.2).

Consideremos el objeto (Ind(M[1] & L[1]), A\x(m™)A™!) de T A[1]-CoDf.
De la demostracién del Corolario 4.1 sabemos que existe N € A-Mod,, tal
que

F(N') = (Ind(M[1] @ L[1]), Ax(m™)A™1).
Por la Proposicion 2.43 tenemos que A : F(N) — F(N') es un isomorfismo
en T'A[1]-CoDf, por lo tanto existe h : N — N’ € A-Mod, tal que F'(h) = \.
Ademas, como F' es pleno, existen morfismos ¢ : M — Ny p: N — L en
A-Mod,, tales que F(1) =iy F(p) = p. De la Proposicion 4.27, se sigue que
L'y p son estrictos.

De todo esto, a partir del diagrama (4.2) se consigue el diagrama conmu-
tativo

M-—l.N_2.]

| o

M?‘N/—p)'[/,
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donde h es un isomorfismo y el segundo renglén esta en £,. Asi, la sucesién
M—LoN—2o [ estd en & O

Proposicién 4.29. Sean C y D dos categorias y sea F' : C — D un funtor
fiel, pleno y denso. Consideremos dos autofuntores T': D - Dy T :C — C
tales que F'T' = TF. Supongamos que existen un funtor J : D — D y dos
transformaciones naturales ap : idp — J y Bp : J — T. Entonces:

1. Existe funtor J : C — C tal que el siguiente diagrama conmuta hasta
isomorfismo:

c—Lt.p

't

C _F> D7
es decir, existe un isomorfismo natural ¢ : F'J — JF.

2. Existen transformaciones naturales a¢ : ide — J y e : J — T tales
que, para cada objeto C' en C, F(a¢) = gpglap(c) y F(Be) = Brioype

Demostracion. 1. Sea C' un objeto de C. Como F' es denso, existe un objeto
C’ en C junto con un isomorfismo ¢¢ : F(C') — JF(C) en D. Para cada
objeto C' en C, definimos J(C) = C" y, para cada morfismo f : C — E en C,
definimos J(f) = F~Y (0" JF(f)¢c).

Afirmamos que J : C — C es un funtor. En efecto, si ids es la identidad
del objeto C en C, entonces:

J(’de) = F 1(g001JF(’de)(pc)
= 1(<Po idypeypc)
= F'(¢c'ec)
= F 1(2dp ) = ch/ idJ(C)
Ahora, si f: C'— Ey g: F — L son morfismos en C, entonces:

Yo' TF(gf)pc)

Yo' JF(9)JF(f)ec)

Yo' TF(9)epps JF(f)ec)
e TF(9)er)F (05 JF(f)eo)
= J(g9)J(f)

Jgf) = F~
- F-
F-
P
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Por como esta definido J : C — C, se tiene el diagrama conmutativo de la
proposicién, con ¢ : F'J — JF' el isomorfismo natural.

2. Veamos que «¢ : ide — J es transformacion natural. Considere-
mos f como antes. Sabemos que JF(f)apc) = apm)F(f), por lo tanto,
o5 JE(f)arc) = o5 armF(f). Con ello tenemos que

vu JE(f)ecpc'arc) = o5 arm F(f),
es decir,
FJ(f)F(ac) = Flap)F(f).

Ast, J(f)ac = agf.

Veamos que (¢ : J — T es transformacién natural. Consideremos f como
antes. Sabemos que T'F(f)Brcy = Brr)JF(f), pero FT(f) = TF(f), por
lo tanto, FT(f)Brcypc = Brm)J F(f)pc. Con ello tenemos que

FT(f)Brcypc = Brmyervs JE(f)ec,

es decir,

FT(f)F(Bc) = F(Be)FJ(f).
Ast, T()fe = B (f). -

Corolario 4.30. Sean A una A.-algebra y T : A-Mod,, — A-Mod,, el
autofuntor traslacion. Existe un funtor J : A-Mod,, — A-Mod,, tal que

A-Modo, —= T A[1]-Ind

| I

A-Mode ——T'A[1]-Ind

conmuta hasta isomorfismo, donde J : T'A[1]-Ind — T'A[1]-Ind es la restric-
cién del funtor visto en la Observacion 2.32 (recordemos que en la prueba
del Teorema 2.45 vimos que si M es inducido, entonces, J(M) lo es). Existen
transformaciones naturales « : idanoa, — J y B J — T tales que, para

todo objeto M € A-Mod,,, la sucesién M —2% J(M) ﬂ>T(M) estd en
Eno-

Demostracion. De la Proposicion 4.29, usando el autofuntor 7" de 4.7 y las
transformaciones naturales « : idpapconr — Jy B:J — T de la Observa-
cion 2.34, tenemos la existencia de J : A-Mod,, — A-Mod,, y de las trans-
formaciones « : idanoa,, — J v 5 :J — T (para los funtores de A-Mody),
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junto con un isomorfismo natural ¢ : F.J — JF, tal que, F(aar) = @3 @
vy F(Bum) = Bronypm para todo objeto M € A-Mod.
Sélo falta ver que para todo objeto M € A-Mod,,, la sucesion

M =M (M) -2 T(M)
estd en . Notemos que se tiene el diagrama conmutativo en T'A[1]-CoDf

FO) 2 g ony B2 proar)

| |
M JF( (

Del Teorema 2.35, sabemos que el segundo rengléon estd en &, por lo tanto,
el primer renglén también estda en £. De la Proposicion 4.28 se obtiene lo
deseado. O

F(anr)

Definicién 4.31. Sean A una A.-algebra y T : A-Mod,, — A-Mod,, el
funtor traslacion. En la categoria A-Mod,, consideremos sucesiones de la

forma

f

M N2 L —7(M)

tales que ML N2 estden Exo y existe morfismo [ : N — J(M)
que hace conmutar el diagrama

M—L . N9 .|
|
y

A estas sucesiones moédulo homotopia se les conoce como triangulos canéni-
cos de A-Mod .
Consideremos T, como la clase de las sucesiones en A-Mod__

[£] l9]

M N

que son isomorfas a tridngulos candnicos en A-Mod__, es decir, existe un

fl

o op)

N Lo Mot (M) y existen isomorfismos

tridngulo canénico M’
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(1) : M — M, [¢pa] : N — Ny [¢3] : L — L' en A-Mod, que hacen
conmutar el diagrama

L[%] j[@bz} l[qﬁ:s] l[T(Gﬁl)]
! ! / !
M — N = U T,

A los elementos de T, se les conoce como triangulos de A-Mod,..

Teorema 4.32. Sea A una A.-dlgebra y sea T' : A-Mod_ , — A-Mod_
el autofuntor del Teorema 4.22. Entonces, (A-Mod_,T) es una categoria
triangulada con triangulacion 7. (Ver [4, pag. 18])

Demostracion. En el siguiente diagrama se tiene la conmutatividad del cua-
dro grande y de los 4 cuadros exteriores:

A-Mod, i T A[1]-Ind

e e

A-Mod_. 5~ TA[1]-Ind

. z] | v

A-Mod,, —~ T A[1)-Ind

7 T

A-Mod T A[1]-Ind.

F

Por lo tanto se tiene la conmutatividad del diagrama:

A-Mod,, —=~TA[1]-In

r| r

A-Mod,, —~TA[1}-Ind

Utilizando el funtor F' : A-Mod. — TA[l]-Ind, el funtor T y el Corolario
2.46, de la Proposicion 4.23, se sigue que A-Mod,, es triangulada.
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Veamos que los triangulos en 7T, son precisamente los que aparecen en
4.23. Consideremos una sucesién en A-Mod

[£] [9]

M N

y supongamos que esta sucesion es isomorfa a una de la forma

M/ [f/] N{ [g,] L/ [h/} T(M/) ,

con isomorfismos [¢1], [p2], [¢3], en otras palabras, el siguiente diagrama

conmuta

(7]

[9] [A]

M N L T(M) (4.3)
lw ng] jﬁbs} l[wm:mm

M —>N —> L —=T(M).
7 W1 ]

Aplicando F', usando el hecho de que en objetos F' es igual F' vy, utilizando
que TF = F'T', tenemos el diagrama conmutativo

F(M) E£([/D) F(N) E(lg]) F(L) E([r]) TE(M) (4.4)
LF([M) LF([@]) lF([%D LHF([M)—TF([M)
F(M') ———= F(N' ! TF(M'

(M) ([ (V) F(lg']) () E([n]) (A7),

con Fp1], E[ps] y F[¢s] isomorfismos. Como F es fiel y pleno, la existencia
de los isomorfismos [¢1], [¢2] ¥ [¢3] que hacen conmutar (4.3) es equivalente
a la existencia de los isomorfismos F[¢1], F[ps] v F[¢3] que hacen conmutar
(4.4).

Ahora, supongamos que existe un morfismo [ : N' — J(M’) en A-Mod
que hace conmutar el diagrama

LN (4.5)
! ! !
M = J(M') T (M),
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Aplicando el funtor F' y recordando la definicién de o y 5 (en A-Mod)
tenemos que

E(N') F(L)
H F(l) lF(h’)
M’ Fr(M
O‘M’ J( ) F(Bur) ( )
H |
/ /
ar I (M o TF(M')

conmuta (en T'A[1]-CoDf). Luego, se tiene el diagrama conmutativo

F(g")

)y eV F(L) (4.6)
H Lc;zw,m) lmq
i JFOM) = TF(M).

Observemos que, como F' es fiel y pleno, la existencia del morfismo [ que
hace conmutar (4.5) es equivalente a la existencia del morfismo £ que hace
conmutar (4.6).

Por 1ultimo, de lo anterior y de la Proposicion 4.28, se sigue que

[f } N/ [g ] L/ [h ] T(M/)

es un triangulo canénico de A-Mod,, si y sélo si

E(lg') E([n'])

Foy 2D g F(L) TF(M')

es un tridngulo canénico de T'A[1]-Ind. Asi,

(/] [h]

M N L W p) estden T

si y solo si

F(L)— T(M) estaen T.
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