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Mis agradecimientos a mis compañeros del grupo Adrián, Brenda y Oscar por esas charlas y

discusiones donde aprendı́ muchas cosas.

Quiero agradecer al Instituto de Fı́sica y Matemáticas de la Universidad Michoacana de San
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Índice general

Agradecimientos i

Introducción v

Notación y terminologı́a ix

Capı́tulo 1. Preliminares 1

1. Teorı́a de Gavillas 1

2. Espacios Anillados y Localmente Anillados 7

3. Localización 11

4. Esquemas Afines 27

Capı́tulo 2. Gavillas de Módulos 45
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Introducción

A finales de los años 50’s, Alexander Grothendieck y sus colaboradores formularon la Teorı́a

de Esquemas que es la base de la Geometrı́a Algebraica Moderna. La experencia de los últimos

años ha mostrado que, a pesar de ser necesarias muchas técnicas provenientes del Álgebra Conmu-

tativa, dicha teorı́a es el contexto en el cual los problemas de la Geometrı́a Algebraica se entienden

mejor y pueden ser atacados, además, no sólo unifica la Geometrı́a Algebraica Clásica, el Álgebra

Conmutativa y la Teorı́a de Números, sino que sus ideas pueden extenderse a otras áreas de las

matemáticas como son la Geometrı́a Diferencial, el Análisis Complejo y la Teorı́a de Códigos por

citar algunas. Por estas razones, actualmente la Teorı́a de Esquemas tiene un gran interés de estudio

a nivel internacional.

La Teorı́a de Esquemas se encuentra fundamentada en lenguaje del Álgebra Conmutativa y las

herramientas provenientes de la Teorı́a de Gavillas. La noción de gavilla fue introducida por Jean

Leray alrededor de 1945 y su importancia radica en el hecho que dicho objeto nos permite pasar de

situaciones locales a globales, es decir, a partir de información local podemos obtener información

global. Fue Jean-Pierre Serre quien introdujo la Teorı́a de Gavillas a la Geometrı́a Algebraica y

posteriormente Grothendieck generalizó el trabajo de Serre para establecer la Teorı́a de Esquemas.

A partir de un anillo A, Grothendieck definió el espacio topológico Spec(A) y lo equipó con una

gavilla de anillos OSpec(A), de esta forma se construyó el par (Spec(A),OSpec(A)) que es el modelo de

un esquema afı́n. Después, a través un proceso de pegado de esquemas afines fue posible construir

un esquema.

En este trabajo de tesis desarrollaremos algunos tópicos de la Teorı́a de Esquemas y tiene dos

propósitos, el primero de ellos es realizar la clasificación de las gavillas casi coherentes sobre

esquemas afines y el segundo es clasificar a los subesquemas cerrados de un esquema.

Este texto iniciará con una revisión de las herramientas necesarias para estudiar y desarrollar

la Teorı́a de Esquemas en el Capı́tulo 1. Dicho capı́tulo está integrado por cuatro secciones: en la

Sección 1.1 realizaremos un repaso rápido de las nociones elementales de la Teorı́a de Gavillas

que necesitaremos como son pregavilla, gavilla, grupo de gérmenes, morfismo, entre otros. Los

contenidos aquı́ expuestos serán tratados con detalle en el Apéndice C. Aunque breve, la Sección

v



vi INTRODUCCIÓN

1.2 estudiará las nociones de espacio anillado, espacio localmente anillado y morfismo de espa-

cio anillado, dichas nociones serán esenciales para el desarrollo de este trabajo. La localización

de un módulo y de un anillo en un conjunto multiplicativo, herramienta proveniente del Álgebra

Conmutativa, será tratada a detalle en la Sección 1.3. Hemos de enfatizar que dicha herramienta

será utilizada prácticamente en todos los capı́tulos posteriores. Finalmente, en la Sección 1.4 in-

troduciremos y estudiaremos a los esquemas afines, para ello, dado un anillo A construiremos el

espacio topológico Spec(A) y posteriormente construiremos una gavilla de anillos OSpec(A) sobre

dicho espacio para de esta forma definir y estudiar el espectro (Spec(A),OSpec(A)) del anillo A. Para

conocer las herramientas básicas de la Teorı́a de Esquemas se sugiere al lector consultar [3], [5], [9]

y [10]. Algunos de los resultados sobre esquemas afines que se encuentran en este capı́tulo pueden

consultarse con más detalle en la segunda referencia. El Capı́tulo 1 de [7] es una buena referencia

para tener un panorama global de la Teorı́a de Esquemas.

En el Capı́tulo 2 nos daremos a la tarea de estudiar a losOX-módulos de manera detallada donde

(X,OX) es un espacio anillado. En la Sección 2.1 definiremos a los OX-módulos, sus morfismos y

posteriormente vamos a traducir algunos resultados de la Teorı́a de Módulos a la Teorı́a de Gavillas:

mostraremos que HomOX (F ,G) tiene una estructura de OX(X)-módulo para cualesquier gavillas F
y G de OX-módulos, construiremos el producto y la suma directa de OX-módulos, definiremos a

las gavillas libres y estudiaremos algunas de sus propiedades. La segunda sección se encargará de

revisar una clase especial de OX-módulos: los generados por una familia de secciones globales. En

la Sección 2.3 realizaremos la construcción y estudio de una gavilla que será crucial para nuestras

construcciones posteriores, hablamos de la gavilla imagen inversa. En la cuarta y última sección de

este capı́tulo retomaremos la noción del producto tensorial de módulos para construir el producto

tensorial de OX-módulos y revisar algunas de sus propiedades principales. Una de las mejores

referencias para estudiar con más profundidad las gavillas de módulos es [6], otra referencia que

sugerimos es [10].

Los esquemas, objetos que son de gran importancia dentro de la Geometrı́a Algebraica Moder-

na, serán estudiados en el Capı́tulo 3. Como una motivación al mundo de los esquemas, en la

primera sección estudiaremos al espectro proyectivo (Proj(A),OProj(A)) de un anillo graduado A,

para ello, realizaremos un recordatorio de los ideales homogéneos e ideales primos homogéneos

de un anillo graduado. Luego, de manera análoga a lo realizado en el inicio de la Sección 1.4,

construiremos el espacio topológico Proj(A) y posteriormente construiremos una gavilla de anillos

OProj(A) sobre dicho espacio, en ambos casos revisaremos algunas de las propiedades de estos ob-

jetos. En la Sección 3.2 definiremos de manera concreta a los esquemas, veremos algunas de sus

propiedades básicas y fijaremos algunas terminologı́as que utilizaremos libremente en los capı́tu-

los posteriores. Para concluir con este capı́tulo, estudiaremos una clase especial de esquemas: los
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esquemas noetherianos y localmente noetherianos. La referencia que más recomendamos para pro-

fundizar en el estudio de la Teorı́a de Esquemas es [6]. Otras buenas referencias son [7] y [8] y para

iniciar un estudio de los esquemas se recomienda [9] y [10].

Las Secciones 4.1 y 4.2 del Capı́tulo 4 se encargarán de darnos una motivación a las gavillas

casi coherentes: dado un módulo M (respectivamente, un módulo graduado M) sobre un anillo A
(respectivamente, sobre un anillo graduado A) vamos a construir una gavilla sobre Spec(A) (res-

pectivamente, sobre Proj(A)) que denotaremos por M̃, dicha gavilla tendrá una estructura natural de

OSpec(A)-módulo (respectivamente, una estructura natural de OProj(A)-módulo). En cada una de las

secciones citadas estudiaremos algunas de las propiedades principales de las gavillas mencionadas.

Finalmente, después de definir a las gavillas casi coherentes en la Sección 4.3 y de revisar algunas

de sus propiedades, realizaremos la clasificación de dichas gavillas sobre un esquema afı́n. Una de

las consecuencias inmediatas a este hecho será la clasificación de las gavillas casi coherentes sobre

un esquema arbitrario. Además, cuando el esquema afı́n o esquema en el que nos encontremos

sea noetheriano, también podremos clasificar una clase especial de gavillas casi coherentes: la

de las gavillas coherentes. Como referencia a dónde pueden encontrarse tópicos en gavillas casi

coherentes y coherentes sugerimos consultar [6], [8] y [10], en especial, la última de ellas es muy

recomendable.

En el Capı́tulo 5 con el que finalizaremos esta tesis, vamos a estudiar a los subesquemas ce-

rrados de un esquema. En la primera sección realizaremos una construcción que nos servirá de

motivación al estudio de las inmersiones cerradas entre espacios anillados. En la Sección 5.2

definiremos a las inmersiones abiertas y cerradas entre espacios anillados, además, puesto que

las inmersiones cerradas son una pieza clave para lograr nuestro objetivo, mostraremos que una in-

mersión cerrada está determinada por un ideal del codominio. Aunque breve, en la tercera sección

definiremos las inmersiones abiertas y cerradas entre esquemas y mostraremos un resultado de gran

importancia para una inmersión cerrada entre esquemas cuando el codominio es un esquema afı́n.

Por último, en la Sección 5.4 definiremos un subesquema cerrado de un esquema y realizaremos

el segundo objetivo de este trabajo: la clasificación de los subesquemas cerrados de un esquema.

Algunas referencias donde se pueden estudiar las inmersiones y subesquemas son [6], [7], [8] y

[10].

Además, hemos de mencionar también que este trabajo cuenta con tres apéndices. El primero

de ellos está dedicado a la Teorı́a de Módulos: haremos un repaso de las nociones básicas de la

Teorı́a de Módulos, además, estudiaremos y revisaremos algunos resultados de las sucesiones exac-

tas, de los módulos finitamente generados, del producto tensorial de módulos y de los anillos y

módulos graduados. En el segundo apéndice realizaremos un tratamiento de algunas propiedades

de los módulos, anillos y espacios topológicos noetherianos. Los textos que recomendamos para
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profundizar en la Teorı́a de Módulos y el Álgebra Conmutativa son [1], [2] y [11]. Una referencia

para los espacios topológicos noetherianos son [2] y [6], el primero de ellos dedica una sección a

estos objetos. Como habı́amos mencionado, en el tercer y último apéndice realizaremos un estudio

detallado de los conceptos y resultados provenientes de la Teorı́a de Gavillas que necesitaremos.

Cabe señalar que la mayor parte de las construcciones y resultados que son tratados en este apéndice

se utilizarán de manera frecuente y libremente en el desarrollo de este trabajo, ası́ que se recomienda

al lector que no está familiarizado con la Teorı́a de Gavillas consultar dicho apéndice. Para aprender

suavemente la Teorı́a de Gavillas los textos [3], [9] y [10] pueden resultar de gran utilidad.

Como último comentario, una gran referencia para aquellos interesados en conocer la historia

de cómo se ha ido desarrollando la Geometrı́a Algebraica es [4].



Notación y terminologı́a

En el contexto de este trabajo únicamente consideraremos anillos conmutativos con uno, de

este modo, la palabra anillo significará anillo conmutativo con uno. El neutro aditivo de un anillo

A será denotado por 0A, de igual forma, al neutro multiplicativo de un anillo A lo denotaremos por

1A. Un homomorfismo de anillos ϕ : A → B satisface que ϕ(1A) = 1B. Además, utilizaremos las

siguientes notaciones:

U(A) - Conjunto de las unidades de A.

Nil(A) - Conjunto de los elementos nilpotentes de A.√
I - Radical de un ideal I de A.

Rad(A) - Radical de Jacobson de A.

∂A - Conjunto de los ideales de A.

Spec(A) - Conjunto de los ideales primos de A.

Max(A) - Conjunto de los ideales maximales de A.

Diremos que una asignación entre conjuntos f : E → F es una aplicación bien definida si

f (e) ∈ F para cada e ∈ E y si para cualesquier elementos e1 y e2 de E tales que e1 = e2 se tiene

que f (e1) = f (e2). Además, si M es un grupo abeliano y A es un anillo, entonces una aplicación

bien definida entre A × M y M que otorga a M una estructura de A-módulo será llamada producto
externo.

Los conjuntos de ı́ndices que consideraremos en todo momento serán conjuntos no vacı́os. Las

letras N y Z representarán a los números naturales y a los números enteros respectivamente. Para

referirnos a los números enteros positivos junto con el cero utilizaremos el sı́mbolo Z+.

En ocasiones, a los elemento de un espacio topológico los llamaremos puntos.

ix





Capı́tulo 1

Preliminares

En este capı́tulo estudiaremos el lenguaje y las herramientas necesarias que utilizaremos para

desarrollar el contenido de los capı́tulos posteriores. En la primera sección, haremos un repaso

rápido a los conceptos de la Teorı́a de Gavillas que necesitaremos a lo largo de los siguientes

capı́tulos. La segunda sección estudia a los espacios anillados y sus propiedades, dichos objetos

tendrán una gran relevancia para nuestro estudio. La localización, una herramienta proveniente del

Álgebra Conmutativa será tratada en la tercera sección. Para concluir con este capı́tulo, la cuarta

sección se encargará del estudio de los esquemas afines y algunas de sus propiedades. Es importante

enfatizar que cuando nos referimos a un anillo nos referimos a un anillo conmutativo con uno.

1. Teorı́a de Gavillas

En esta sección realizaremos una revisión rápida de los conceptos básicos y resultados de la

Teorı́a de Gavillas que necesitaremos para desarrollar el contenido de los siguientes capı́tulos, las

nociones de pregavilla, gavilla, grupos de gérmenes y morfismos serán revisadas en esta sección.

Para profundizar en los conceptos y ver las pruebas de los resultados presentados aquı́ puede con-

sultarse el Apéndice C donde se da un tratamiento más profundo a la Teorı́a de Gavillas. Comen-

zaremos definiendo el objeto en cuestión que otorga el nombre a esta sección.

Definición 1.1. Sea X un espacio topológico. Una pregavilla de grupos abelianos sobre X es

un par (F , ρF ) donde F es una aplicación que a cada abierto U de X le asigna un grupo abeliano

F (U), ρF es una aplicación que a cada par de abiertos U y V de X tales que V ⊆ U les asigna un

homomorfismo de grupos abelianos ρF U
V : F (U)→ F (V) y además, dichas aplicaciones satisfacen

los siguientes tres enunciados:

PG1. F (∅) = {0}.
PG2. Para cada abierto U de X se tiene que ρF U

U es la identidad de F (U).

PG3. Para cualesquier abiertos U, V y W de X tales que W ⊆ V ⊆ U se satisface la igualdad

ρF V
W ◦ ρF U

V = ρF
U
W .

La pregavilla de grupos abelianos (F , ρF ) será una gavilla de grupos abelianos si además, para cada

abierto U de X y para cada cubierta abierta
(
Ui

)
i∈I de U se cumplen los siguientes dos enunciados:

1
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G1. Si f ∈ F (U) es tal que ρF U
Ui

( f ) = 0F (Ui) para todo i ∈ I, entonces se tiene que f = 0F (U).

G2. Para cada familia ( fi)i∈I de secciones de F donde fi ∈ F (Ui) para todo i ∈ I y de modo que

ρF
Ui
Ui∩U j

( fi) = ρF
U j

Ui∩U j
( f j) para cualesquier i, j ∈ I, existe f ∈ F (U) tal que ρF U

Ui
( f ) = fi

para cualquier i ∈ I.

Si (F , ρF ) es una pregavilla sobre un espacio topológico X, vamos a fijar algunas notaciones y

terminologı́as que utilizaremos de aquı́ en adelante:

• Para referirnos a la pregavilla (F , ρF ) simplemente diremos F es una pregavilla sobre X y

omitiremos la aplicación ρF .

• Si U es un abierto de X y f ∈ F (U), entonces diremos que f es una sección de F sobre U.

• Si g ∈ F (X), entonces diremos que g es una sección global de F .

• Si U y V son abiertos de X tales que V ⊆ U, entonces diremos que el homomorfismo ρF U
V

es la restricción de U a V .

• Si U y V son abiertos de X tales que V ⊆ U y h ∈ F (U), siempre y cuando no exista

confusión escribiremos ρF U
V (h) = h|V .

Observación 1.2. Sea F una pregavilla de grupos abelianos sobre un espacio topológico X.

Obsérvese que si U es un abierto de X se puede escoger a F (U) como un anillo, un módulo, etcétera

y las restricciones a considerar respectivamente serán homomorfismos de anillos, morfismos de

módulos, etc. En cada caso, decimos que tenemos una pregavilla de anillos, una pregavilla de

módulos, etc. Las pregavillas y gavillas de módulos serán estudiadas con más detenimiento en el

Capı́tulo 2.

El concepto definido a continuación es de suma importancia en la Teorı́a de Gavillas pues

permite estudiar una gavilla desde un punto de vista local. Para mayores detalles se puede consultar

el Apéndice C.

Definición 1.3. Sean F una pregavilla sobre un espacio topológico X y p ∈ X. El grupo de
gérmenes de secciones de F en p o grupo de gérmenes de F en p es el conjunto de clases de

equivalencia

Fp =
{
[(U, f )]

∣∣∣ U es abierto X tal que p ∈ U y f ∈ F (U)
}
,

donde si U y V son abiertos de X que contienen a p, f ∈ F (U) y g ∈ F (V), se tiene que (U, f ) ∼
(V, g) si y sólo si existe un abierto W de X tal que p ∈ W, W ⊆ U ∩ V y f |W = g|W , y donde la

operación de grupo está dada por

[(U, f )] + [(V, g)] = [(U ∩ V, f |U∩V + g|U∩V)].
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Consideremos una pregavilla F de grupos abelianos sobre un espacio topológico X y tome-

mos un punto p de X. Vamos a fijar algunas notaciones, terminologı́as y realizaremos algunas

observaciones:

• Si U es un abierto de X que contiene a p y f ∈ F (U), denotaremos [(U, f )] = fp y diremos

que fp es un germen de Fp.

• Si U es un abierto de X que contiene a p, entonces existe un homomorfismo natural entre

los grupos abelianos F (U) y Fp dado por

γU
p : F (U) → Fp

f 
→ fp

• Si F es una pregavilla de anillos, entonces Fp tiene una estructura de anillo donde la ope-

ración producto está definida de la siguiente manera: si U y V son abiertos de X que con-

tienen a p, f ∈ F (U) y g ∈ F (V), entonces

[(U, f )] · [(V, g)] = [(U ∩ V, f |U∩V · g|U∩V)].

Aquı́, 1Fp es igual a [(X, 1F (X))]. Además, se verifica sin dificultad que γU
p es un homomor-

fismo de anillos.

Como mencionamos antes, los grupos de gérmenes de secciones juegan un papel importante en

la Teorı́a de Gavillas, la siguiente proposición empieza dar evidencias de la importancia de dichos

grupos al darnos condiciones para tener igualdad entre secciones de una gavilla sobre un abierto

dado.

Proposición 1.4. Sean F una gavilla sobre un espacio topológico X y U un abierto de X. Si f
y g son secciones de F sobre U, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. f = g.
2. fp = gp para todo p ∈ U.

Una vez que hemos definido las pregavillas y gavillas, una pregunta natural es si podemos

definir alguna aplicación entre ellas. La respuesta es afirmativa y ese es el siguiente concepto a

tratar.

Definición 1.5. Sean F y G pregavillas de grupos abelianos sobre un espacio topológico X. Un

morfismo de pregavillas ϕ : F → G es una aplicación que a cada abierto U de X le asigna un

homomorfismo de grupos ϕU : F (U) → G(U) de modo que si U y V son abiertos de X tales que
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V ⊆ U, entonces se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

F (U)
ϕU ��

ρF U
V

��

G(U)

ρGU
V

��
F (V)

ϕV

�� G(V)

Notemos que si X es un espacio topológico y si ϕ : F → G es un morfismo de pregavillas de

grupos abelianos sobre X, entonces para cada p ∈ X el morfismo ϕ induce de una manera natural y

explı́cita un homomorfismo entre los grupos de gérmenes Fp y Gp dado de la siguiente manera:

ϕp : Fp → Gp

[(U, f )] 
→ [(U, ϕU( f ))]

Luego, podemos preguntarnos acerca de un concepto adecuado de sucesiones exactas de gavi-

llas, dicho concepto será dado a continuación.

Definición 1.6. Sea X un espacio topológico y sean ϕ : F → G y ψ : G → H morfismos de

pregavillas de grupos abelianos sobre X.

1. El morfismo composición ψ ◦ ϕ de ϕ y ψ es el morfismo entre F y H dado de la siguiente

manera: para cada abierto U de X asignamos (ψ ◦ ϕ)U = ψU ◦ ϕU .

2. ϕ es un isomorfismo si existe un morfismo de pregavillas ξ : G → F tal que ϕ ◦ ξ = idG
y ξ ◦ ϕ = idF , en tal caso, decimos que F y G son isomorfas y denotamos este hecho por

F � G. Aquı́, si E es una pregavilla sobre X, el morfismo idE : E → E está dado por

idE(U) : E(U)→ E(U) para cada abierto U de X.

3. Suponiendo queF ,G yH son gavillas, la sucesión 0→ F ϕ−→ G ψ−→ H → 0 es una sucesión

exacta de gavillas si la sucesión 0 → Fp
ϕp−→ Gp

ψp−−→ Hp → 0 es exacta de Z-módulos para

todo p ∈ X.

Observación 1.7. Sean ϕ : F → G y ψ : G → H morfismos de pregavillas sobre un espacio

topológico X y sea p un punto en X. Como vimos anteriormente, ϕ y ψ inducen de manera natural

los homomorfismos ϕp y ψp en los respectivos grupos de gérmenes; ahora bien, el morfismo ψ ◦ ϕ
también induce de manera natural un homomorfismo (ψ◦ϕ)p en los respectivos grupos de gérmenes.

La relación entre dichos homomorfismos es la siguiente igualdad: (ψ ◦ ϕ)p = ψp ◦ ϕp.
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El siguiente teorema nos muestra como caracterizar un isomorfismo de pregavillas, más aún,

en el caso en que tenemos una gavilla es posible dar una caracterización utilizando los grupos de

gérmenes con lo que queda mostrada la importancia de este concepto.

Teorema 1.8. Sean X un espacio topológico y ϕ : F → G un morfismo de pregavillas sobre X.
Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. ϕ es un isomorfismo.
2. ϕU : F (U)→ G(U) es un isomorfismo para cada abierto U de X.

Si además F y G son gavillas, los enunciados anteriores también son equivalentes al siguiente
enunciado:

3. ϕp : Fp → Gp es un isomorfismo para cada p ∈ X.

Ahora que tenemos la noción de isomorfismo de gavillas uno podrı́a preguntarse si también

existe la noción de morfismo inyectivo y sobreyectivo, la respuesta es afirmativa y ese concepto

será el próximo que definiremos.

Definición 1.9. Sea ϕ : F → G un morfismo de gavillas sobre un espacio topológico X. ϕ es

inyectivo (respectivamente, sobreyectivo) si para todo p ∈ X se cumple que el homomorfismo ϕp es

inyectivo (respectivamente, sobreyectivo).

El siguiente resultado nos muestra algunas propiedades de morfismos de gavillas:

Proposición 1.10. Sea ϕ : F → G un morfismo de gavillas sobre un espacio topológico X.

1. ϕ es inyectivo si y sólo si ϕU es inyectivo para todo abierto U de X.
2. Si ϕU es sobreyectivo para cada abierto U de X, entonces ϕ es sobreyectivo.
3. ϕ es un isomorfismo si y sólo si ϕ es inyectivo y sobreyectivo.

Para concluir con esta sección, presentamos las definiciones de algunas pregavillas y gavillas

importantes que utilizaremos en el desarrollo de los capı́tulos posteriores. Como se mencionó al

principio de la sección, para profundizar en las propiedades de las pregavillas y gavillas aquı́ ex-

puestas puede consultarse el Apéndice C.

Definición 1.11. Sean F una pregavilla sobre un espacio topológico X y U un abierto de X.

La restricción de F a U es la pregavilla denotada por F |U que a cada abierto V de U asigna

F |U(V) = F (V) y de modo que sus restricciones son las correspondientes restricciones en F .
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Teorema 1.12. Si F es una pregavilla sobre un espacio topológico X, entonces existen una
gavilla F + sobre X y un morfismo θF

+

: F → F + de modo que, si G es una gavilla sobre X y ϕ :

F → G es un morfismo de pregavillas, entonces existe un único morfismo de gavillas ϕ+ : F + → G
tal que ϕ = ϕ+ ◦ θF + , es decir, tal que el siguiente diagrama conmuta:

F ϕ
��

θF+

��

G

F +
ϕ+

�������������������

Además, para cualquier p ∈ X se tiene que θF
+

p : Fp → F +p es un isomorfismo. La gavilla F + se
llama la gavilla asociada a F .

Definición 1.13. Sea F una pregavilla de grupos abelianos sobre un espacio topológico X. Una

subpregavilla de F es una pregavilla G sobre X tal que para todo abierto U de X se cumple que

G(U) es un subgrupo de F (U) y de modo que las restricciones de G son las correspondientes

restricciones en F .

Definición 1.14. Sea ϕ : F → G un morfismo de pregavillas sobre un espacio topológico

X. El kernel del morfismo ϕ denotado por Kerϕ es la subpregavilla de F definida de la siguiente

forma: para cada abierto U de X se tiene la asignación Kerϕ(U) = KerϕU y las restricciones son

consideradas como las restricciones inducidas de F .

Definición 1.15. Sea ϕ : F → G un morfismo de pregavillas sobre un espacio topológico X.

La imagen del morfismo ϕ denotada por Imϕ es la gavilla asociada a la subpregavilla Im− ϕ de G
dada de la siguiente manera: para cada abierto U de X se tiene la asignación Im− ϕ(U) = ImϕU y

las restricciones son consideradas como las restricciones inducidas de G.

Definición 1.16. Sean F una pregavilla sobre un espacio topológico X y G una subpregavilla de

F . La gavilla cociente de F por G denotada por
F
G es la gavilla asociada a la pregavilla

F
G
−

sobre

X definida de la siguiente forma: para cada abierto U de X se tiene la asignación
F
G
−
(U) =

F (U)

G(U)
y las restricciones son consideradas como las restricciones inducidas de F .

Definición 1.17. Sean F una pregavilla sobre un espacio topológico X y f : X → Y una apli-

cación continua. La pregavilla imagen directa deF bajo f denotada por f∗(F ) es la pregavilla sobre

Y definida de la siguiente manera: para cada abierto U de Y asignamos f∗(F )(U) = F ( f −1(U)) y

para cualesquier abiertos U y V de Y tales que V ⊆ U asignamos ρ f∗(F )
U
V = ρF

f −1(U)

f −1(V)
.
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2. Espacios Anillados y Localmente Anillados

En esta sección definiremos la noción de espacio anillado, de espacio localmente anillado y

de morfismos entre estos objetos. Las nociones aquı́ tratadas serán utilizadas para definir gran

parte de los resultados expuestos en los capı́tulos posteriores y que además serán necesarios para

realizar la definición de esquema afı́n, de esquema y de los morfismos existentes entre estos objetos.

Iniciaremos la sección con la definición de espacio anillado.

Definición 1.18. Un espacio anillado es un par (X,OX) donde X es un espacio topológico y OX

es una gavilla de anillos sobre X. La gavilla OX es la gavilla estructural de X.

Como nos dice la definición de espacio anillado este consta de dos elementos, un espacio

topológico y una gavilla de anillos sobre dicho espacio. Algo que es natural preguntarse sabien-

do que existen aplicaciones entre espacios topológicos y morfismos entre gavillas es si es posible

definir una aplicación entre espacios anillados. La respuesta es sı́ y esa será nuestra próxima defini-

ción.

Definición 1.19. Sean (X,OX) y (Y,OY) espacios anillados. Un morfismo de espacios anillados
entre (X,OX) y (Y,OY) es un par (ϕ, ϕ#) donde ϕ : X → Y es una aplicación continua y donde

ϕ# : OY → ϕ∗(OX) es un morfismo de gavillas.

Siguiendo las mismas ideas desarrolladas al definir un morfismo de gavillas, lo que se presenta

a continuación es la composición de morfismos de espacios anillados y los isomorfismos.

Definición 1.20. Sean (ϕ, ϕ#) : (X,OX) → (Y,OY) y (ψ, ψ#) : (Y,OY) → (Z,OZ) morfismos de

espacios anillados.

1. El morfismo composición (ψ, ψ#) ◦ (ϕ, ϕ#) : (X,OX)→ (Z,OZ) es la pareja (ψ ◦ ϕ, (ψ ◦ ϕ)#),

donde para cada abierto W de Z se tiene la asignación (ψ ◦ ϕ)#
W = ϕ

#
ψ−1(W)

◦ ψ#
W .

2. (ϕ, ϕ#) es un isomorfismo si existe un morfismo de espacios anillados (ξ, ξ#) : (Y,OY) →
(X,OX) tal que (ϕ, ϕ#) ◦ (ξ, ξ#) = (idY , idOY ) y (ξ, ξ#) ◦ (ϕ, ϕ#) = (idX, idOX ).

Ahora, vamos a dar una caracterización de los isomorfismos de espacios anillados.

Proposición 1.21. Sea (ϕ, ϕ#) : (X,OX) → (Y,OY) un morfismo de espacios anillados. Los
siguientes enunciados son equivalentes:

1. (ϕ, ϕ#) es un isomorfismo.
2. ϕ es un homeomorfismo y ϕ# es un isomorfismo de gavillas.
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Demostración.

1. ⇒ 2. Supongamos que (ϕ, ϕ#) : (X,OX) → (Y,OY) es un isomorfismo. Ası́, se tiene la existencia

de un morfismo de espacios anillados (ψ, ψ#) : (Y,OY) → (X,OX) de modo que (ψ, ψ#) ◦ (ϕ, ϕ#) =

(idX, idOX ) y (ϕ, ϕ#) ◦ (ψ, ψ#) = (idY , idOY ), de esta forma tenemos que ψ ◦ ϕ = idX, (ψ ◦ ϕ)# = idOX ,

ϕ ◦ ψ = idY y (ϕ ◦ ψ)# = idOY .

Como ψ es la aplicación inversa de ϕ y además es continua, se sigue que ϕ es un homeomorfismo.

Ahora, mostraremos que ϕ# es un isomorfismo de gavillas, para ello definiremos un morfismo

ζ : ϕ∗(OX)→ OY que satisfaga las igualdades ζ ◦ ϕ# = idOY y ϕ# ◦ ζ = idϕ∗(OX). Sea V un abierto de

Y . Definimos el homomorfismo de anillos ζV : OX(ϕ−1(V))→ OY(V) como ζV = ψ
#
ϕ−1(V)

. Puesto que

ψ# es un morfismo se sigue de manera inmediata que ζ es un morfismo. Por otro lado, la hipótesis

(ψ ◦ ϕ)# = idOX implica que para cualquier abierto U de X se tiene que ϕ#
ψ−1(U)

◦ ψ#
U = idOX(U);

asimismo, la hipótesis (ϕ ◦ ψ)# = idOY implica que para cualquier abierto V de Y se tiene que

ψ#
ϕ−1(V)

◦ ϕ#
V = idOY (V). Con esto, vamos a probar que ζ satisface las igualdades deseadas: sea W un

abierto de Y , (
ϕ# ◦ ζ)W = ϕ

#
W ◦ ζW = ϕ

#
W ◦ ψ#

ϕ−1(W)
= idOX(ϕ−1(W)) = idϕ∗(OX)(W).(

ζ ◦ ϕ#
)

W = ζW ◦ ϕ#
W = ψ

#
ϕ−1(W)

◦ ϕ#
W = idOY (W).

De esta manera, como tenemos las igualdades ζ ◦ ϕ# = idOY y ϕ# ◦ ζ = idϕ∗(OX) concluimos que ϕ#

es un isomorfismo.

2. ⇒ 1. Supongamos que ϕ es un homeomorfismo y que ϕ# es un isomorfismo de gavillas. Lo

que queremos es construir un morfismo de espacios anillados (ψ, ψ#) : (Y,OY) → (X,OX) tal que

(ψ, ψ#) ◦ (ϕ, ϕ#) = (idX, idOX ) y (ϕ, ϕ#) ◦ (ψ, ψ#) = (idY , idOY ), es decir, queremos construir una

aplicación continua ψ : Y → X y un morfismo de gavillas ψ# : OX → ψ∗(OY) de modo que

ψ ◦ ϕ = idX, (ψ ◦ ϕ)# = idOX , ϕ ◦ ψ = idY y (ϕ ◦ ψ)# = idOY .

Como ϕ es un homeomorfismo entonces ϕ−1 es una aplicación continua. Luego, considerando ψ =

ϕ−1 se tiene de manera inmediata que ψ ◦ ϕ = idX y que ϕ ◦ ψ = idY .

Ahora bien, del hecho de que ϕ es un isomorfismo se sigue que existe un morfismo ξ : ϕ∗(OX)→ OY

tal que ξ◦ϕ# = idOX y ϕ#◦ξ = idϕ∗(OX). A partir de ξ vamos a construir al morfismo ψ# : OX → ψ∗(OY)

de la siguiente manera: para cada abierto U de X definimos el homomorfismo ψ#
U : OX(U) →

OY(ψ−1(U)) como ψ#
U = ξψ−1(U). Usando el hecho de que ξ es un morfismo de gavillas se sigue

de manera inmediata que ψ# es un morfismo de gavillas, más aún, cumple con las propiedades

deseadas: en efecto, en primer lugar, sea U un abierto de X,(
ψ ◦ ϕ)#

U = ϕ
#
ψ−1(U)

◦ ψ#
U = ϕ

#
ψ−1(U)

◦ ξψ−1(U) = idϕ∗(OX)(ψ−1(U)) = idOX(U).
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Por lo tanto, tenemos que (ψ ◦ ϕ)# = idOX . En segundo lugar, sea V un abierto de Y ,(
ϕ ◦ ψ)#

V = ψ
#
ϕ−1(V)

◦ ϕ#
V = ξψ−1(ϕ−1(V)) ◦ ϕ#

V = ξV ◦ ϕ#
V = idOY (V).

Con esto, se sigue que (ϕ ◦ ψ)# = idOY . Por lo tanto, concluimos que (ϕ, ϕ#) es un isomorfismo de

espacios anillados.

Notación 1.22. Sea (X,OX) un espacio anillado. Para cada p ∈ X denotaremos al anillo de

gérmenes de la gavilla estructural de X en p por OX,p.

Recordemos que un anillo es local si tiene un único ideal maximal. Lo que realizaremos a

continuación es definir una clase especial de espacios anillados que juegan un papel esencial en la

construcción de los esquemas afines y de los esquemas.

Definición 1.23. Un espacio anillado (X,OX) es localmente anillado si para cada p ∈ X se tiene

que OX,p es un anillo local.

Al hablar de anillos locales, será importante saber cuándo un anillo es local o no lo es. El

siguiente resultado nos proporcionará un criterio que nos será de gran ayuda para identificar si un

anillo es local.

Proposición 1.24. Un anillo A es local si y sólo si el conjunto de elementos de A que no son
unidades forman un ideal en A.

Demostración. Supongamos que A es un anillo local con ideal maximalm. Sea a ∈ A\U(A). Como

Aa es un ideal propio de A se sigue que Aa ⊆ m y ası́ tenemos que A\U(A) ⊆ m. Por otro lado,

sea x ∈ m. Si x fuese una unidad de A, entonces m = A lo cual contradice el hecho que m es

un ideal propio de A, de esta forma se sigue que x ∈ A\U(A) y consecuentemente tenemos que

m ⊆ A\U(A). Por lo tanto, m = A\U(A) y se concluye que A\U(A) es un ideal de A, más aún, es

igual a m.

Recı́procamente, supongamos que A\U(A) es un ideal en A. Sea J un ideal maximal de A. Con-

sideremos un elemento z de J. Como J es un ideal maximal se tiene que z no es una unidad, ası́,

z ∈ A\U(A). Luego, como J ⊆ A\U(A) ⊂ A y A\U(A) es un ideal se sigue que J = A\U(A).

Como J fue un ideal maximal arbitrario de A, concluimos que A es un anillo local.

Lo siguiente que uno podrı́a preguntarse es cómo definir una aplicación entre espacios lo-

calmente anillados. Puesto que los espacios localmente anillados son espacios anillados, de una

manera natural se presenta ante nosotros la noción de morfismo de espacios anillados; sin embar-

go, para definir un morfismo entre espacios localmente anillados la condición local en los anillos
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de gérmenes juega un papel importante. La siguiente definición nos habla de los morfismos de

espacios localmente anillados, luego, las nociones de composición e isomorfismo de espacios lo-

calmente anillados se extienden de manera natural.

Definición 1.25. Sean (X,OX) y (Y,OY) espacios localmente anillados. Un morfismo de espa-
cios localmente anillados entre (X,OX) y (Y,OY) es un morfismo de espacios anillados (ϕ, ϕ#) :

(X,OX) → (Y,OY) de modo que para cada p ∈ X la aplicación inducida de anillos locales ϕ#
p :

OY,ϕ(p) → OX,p es un homomorfismo local de anillos, es decir, ϕ#
p
−1

(mX,p) = mY,ϕ(p) donde mX,p y

mY,ϕ(p) son los ideales maximales de OX,p y OY,ϕ(p) respectivamente.

Lo que haremos a continuación será dar una caracterización para los isomorfismos de espacios

localmente anillados de una manera análoga a la realizada para espacios anillados.

Proposición 1.26. Sea (ϕ, ϕ#) : (X,OX) → (Y,OY) un morfismo de espacios localmente anilla-
dos. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. (ϕ, ϕ#) es un isomorfismo.
2. ϕ es un homeomorfismo y ϕ# es un isomorfismo de gavillas.

Demostración.

1. ⇒ 2. Puesto que un morfismo de espacios localmente anillados es un morfismo de espacios

anillados con una condición extra, por la Proposición 1.21 tenemos la conclusión deseada.

2. ⇒ 1. Asumamos que ϕ es un homeomorfismo y que ϕ# es un isomorfismo de gavillas donde

ξ : ϕ∗(OX) → OY es su inverso. Por la Proposición 1.21, al considerar ψ = ϕ−1 y ψ# : OX →
ψ∗(OY) como el morfismo de modo que ψ#

U = ξψ−1(U) para cada abierto U de X, tenemos que el

morfismo de espacios anillados (ψ, ψ#) : (Y,OY) → (X,OX) es tal que (ψ, ψ#) ◦ (ϕ, ϕ#) = (idX, idOX )

y (ϕ, ϕ#) ◦ (ψ, ψ#) = (idY , idOY ). De esta forma, lo único que nos resta a mostrar es que para cada

q ∈ Y se tiene que ψ#
q : OX,ψ(q) → OY,q es un homomorfismo local.

Sea q ∈ Y . Como (ϕ, ϕ#) es un morfismo de espacios localmente anillados se sigue que el homo-

morfismo de anillos ϕ#
ψ(q) : OY,q → OX,ψ(q) es local, en particular, (ϕ#

ψ(q))
−1(mX,ψ(q)) = mY,q donde

mX,ψ(q) y mY,q son los ideales maximales de OX,ψ(q) y OY,q respectivamente. Lo que vamos a pro-

bar es que ϕ#
ψ(q) y ψ#

q son aplicaciones inversas, de este modo, la igualdad (ϕ#
ψ(q))

−1(mX,ψ(q)) = mY,q

implicará que mX,ψ(q) = (ψ#
q)−1(mY,q) y ası́ concluiremos que (ψ, ψ#) es un morfismo de espacios

localmente anillados. En primer lugar mostraremos que ψ#
q ◦ ϕ#

ψ(q) = idOY,q: sean V un abierto de Y
que contiene a q y t ∈ OY(V),

ψ#
q ◦ ϕ#

ψ(q)

(
[(V, t)]

)
= [(ψ−1 ◦ ϕ−1(V), ψ#

ϕ−1(V)
◦ ϕ#

V(t))] = [(V, ξV ◦ ϕ#
V(t))] = [(V, t)].
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En segundo lugar, mostraremos que ϕ#
ψ(q) ◦ψ#

q = idOX,ψ(q)
: sean U un abierto de X que contiene a ψ(q)

y s ∈ OX(U),

ϕ#
ψ(q) ◦ ψ#

q
(
[(U, s)]

)
= [(ϕ−1 ◦ ψ−1(U), ϕ#

ψ−1(U)
◦ ψ#

U(s))] = [(U, ϕ#
ψ−1(U)

◦ ξψ−1(U)(s))] = [(U, s)].

De esta forma, por lo argumentado anteriormente tenemos que (ψ, ψ#) es un morfismo de espacios

localmente anillados y con ello concluimos que (ϕ, ϕ#) es un isomorfismo de espacios localmente

anillados.

Recordemos que un espacio topológico puede restringirse a un abierto y que una gavilla también

puede restringirse a un abierto, estas ideas motivan al cuestionamiento de si es posible definir la

noción de restricción a un espacio anillado y localmente anillado. Consideremos un espacio anillado

(X,OX) y un abierto U no vacı́o de X. Sabemos que U es un espacio topológico con la topologı́a

inducida, además, como U es un abierto de X podemos considerar la gavilla OX |U la cual es una

gavilla de anillos sobre U. De esta forma, tenemos que (U,OX |U) es un espacio anillado. Más aún,

si (X,OX) es un espacio localmente anillado, puesto que para cada p ∈ U se tiene el isomorfismo

de anillos (OX |U)p � OX,p (véase Proposición C.13), entonces se sigue que (U,OX |U) es un espacio

localmente anillado. De esta discusión se deriva la siguiente definición con la cual daremos por

terminada esta sección.

Definición 1.27. Sea (X,OX) un espacio anillado (respectivamente, localmente anillado). Para

cada abierto U no vacı́o de X, el espacio anillado restringido al abierto U (respectivamente, local-
mente anillado restringido al abierto U) es el par (U,OU), donde OU es la gavilla OX restringida al

abierto U, es decir, OU = OX |U .

3. Localización

En esta sección nos daremos a la tarea de estudiar una poderosa herramienta proveniente del

Álgebra Conmutativa: la localización de un módulo sobre un conjunto multiplicativo de un anillo.

Después de definir la noción de conjunto multiplicativo de un anillo y realizar la construcción de

la localización en un módulo arbitrario sobre dicho anillo, estudiaremos algunas propiedades en

el caso general y en el caso en que el módulo resulte ser el anillo del cual proviene el conjunto

multiplicativo. Comenzaremos con la siguiente definición.

Definición 1.28. Sea A un anillo. Un subconjunto S de A es un conjunto multiplicativo si 1A ∈ S
y si para cualesquier x, y ∈ S se tiene que xy ∈ S .

Los siguientes ejemplos de conjuntos multiplicativos serán los que tendrán relevancia para

nosotros y los estaremos utilizando constantemente a lo largo de los siguientes capı́tulos.
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Ejemplo 1.29. Sea A un anillo.

1. Si p es un ideal primo de A, entonces A\p es un conjunto multiplicativo.

2. Si f es un elemento de A que no es nilpotente, entonces S =
{
f n

∣∣∣ n ∈ Z+} es un conjunto

multiplicativo.

Ahora vamos a proceder con la construcción de la localización de un módulo en un subconjunto

multiplicativo de algún anillo dado. Vamos a fijar un módulo M sobre un anillo A y a S un conjunto

multiplicativo de A. Vamos a considerar al conjunto S × M =
{
(s,m)

∣∣∣ s ∈ S , m ∈ M
}

y vamos a

definir una relación ∼ sobre S × M dada de la siguiente manera: si s, s′ ∈ S y m,m′ ∈ M, entonces

se tiene que (s,m) ∼ (s′,m′) si y sólo si existe τ ∈ S tal que τ(s′m − sm′) = 0M. De hecho, el

siguiente lema muestra que ∼ es una relación de equivalencia.

Lema 1.30. Con las notaciones anteriores, la relación ∼ es de equivalencia sobre S × M.

Demostración.

• Reflexividad. Sean s ∈ S y m ∈ M. Tenemos que (s,m) ∼ (s,m) ya que 1A(sm− sm) = sm− sm =
0M y 1A ∈ S .

• Simetrı́a. Sean s, s′ ∈ S y m,m′ ∈ M tales que (s,m) ∼ (s′,m′). Ası́, existe τ ∈ S tal que

τ(s′m − sm′) = 0M, esta igualdad podemos reescribirla como τ(sm′ − s′m) = 0M y esto implica que

(s′,m′) ∼ (s,m).

• Transitividad. Sean s, s′, s̃ ∈ S y m,m′, m̃ ∈ M tales que (s,m) ∼ (s′,m′) y (s′,m′) ∼ (s̃, m̃).

Ası́, existen τ1, τ2 ∈ S de modo que τ1(s′m − sm′) = 0M y τ2(s̃m′ − s′m̃) = 0M. De esto se sigue

que τ2 s̃τ1(s′m − sm′) = 0M y τ1sτ2(s̃m′ − s′m̃) = 0M, es decir, tenemos que τ1τ2s′ s̃m = τ1τ2ss̃m′ y

τ1τ2ss̃m′ = τ1τ2ss′m̃. Lo anterior implica que τ1τ2s′ s̃m = τ1τ2ss′m̃, o sea que τ1τ2s′(s̃m−sm̃) = 0M

y como τ1τ2s′ ∈ S concluimos que (s,m) ∼ (s̃, m̃).

Como ∼ es una relación de equivalencia, podemos considerar el cociente de S ×M sobre ∼. De esta

forma, definimos la localización de M en el conjunto multiplicativo S como el cociente
S × M
∼ y

lo denotaremos por S −1M. Ası́, un elemento de S −1M es de la forma [(s,m)] para algunos s ∈ S
y m ∈ M y luego, de una manera cómoda vamos a definir

m
s
= [(s,m)] para cualesquier s ∈ S y

m ∈ M. Lo que haremos a continuación es dotar a S −1M con una estructura de grupo abeliano con

la operación + definida de la siguiente manera:

+ : S −1M × S −1M → S −1M(
m
s
,

m′

s′

)

→ s′m + sm′

ss′
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Lema 1.31. Con las notaciones anteriores, (S −1M,+) es un grupo abeliano.

Demostración. Comenzaremos mostrando que la operación + está bien definida: consideremos

m,m′, n, n′ ∈ M y s, s′, t, t′ ∈ S tales que
(m

s
,

n
t

)
=

(
m′

s′
,

n′

t′

)
. Vamos a probar que

m
s
+

n
t
=

m′

s′
+

n′

t′
,

es decir, mostraremos que
tm + sn

st
=

t′m′ + s′n′

s′t′
. Por hipótesis sabemos que existen τ1, τ2 ∈ S

tales que τ1(s′m − sm′) = 0M y τ2(t′n − tn′) = 0M. Ahora, observemos que

τ1τ2(s′t′(tm + sn) − st(t′m′ + s′n′)) = τ1τ2(s′t′tm + s′t′sn − stt′m′ − sts′n′)

= τ1τ2s′t′tm + τ1τ2s′t′sn − τ1τ2stt′m′ − τ1τ2sts′n′

= τ2tt′τ1(s′m − sm′) + τ1ss′τ2(t′n − tn′)

= 0M.

Por lo tanto,
m
s
+

n
t
=

m′

s′
+

n′

t′
y ası́ la operación + está bien definida. Ahora, probaremos que

la operación + cumple los requisitos para dotar a S −1M de una estructura de grupo abeliano. Sean

m,m′, m̃ ∈ M y s, s′, s̃ ∈ S .

• Asociatividad. (
m
s
+

m′

s′

)
+

m̃
s̃
=

s′m + sm′

ss′
+

m̃
s̃

=
s̃(s′m + sm′) + ss′(m̃)

(ss′)s̃

=
s̃s′m + s̃sm′ + ss′m̃

ss′ s̃

=
s′ s̃(m) + s(s̃m′ + s′m̃)

s(s′ s̃)

=
m
s
+

s̃m′ + s′m̃
s′ s̃

=
m
s
+

(
m′

s′
+

m̃
s̃

)
.

• Conmutatividad.

m
s
+

m′

s′
=

s′m + sm′

ss′
=

sm′ + s′m
s′s

=
m′

s′
+

m
s
.

• Neutro. Afirmamos que el elemento
0M

1A
es el neutro de nuestra operación, en efecto:

m
s
+

0M

1A
=

1A · m + s · 0M

s · 1A
=

m
s
.
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• Inverso. Afirmamos que el inverso del elemento
m
s

bajo nuestra operación es el elemento

−m
s

, en efecto:

m
s
+
−m

s
=

sm + s(−m)

ss
=

sm − sm
ss

=
0M

ss
=

0M

1A
.

Luego, de una manera natural vamos a definir un homomorfismo de grupos abelianos entre M y

S −1M. Definimos la asignación

iM
S : M → S −1M

m 
→ m
1A

Observemos que iM
S es una aplicación bien definida: en efecto, sean m,m′ ∈ M tales que m = m′.

De la igualdad m = m′ se sigue que 1A(1A ·m− 1A ·m′) = 0M lo cual implica que
m
1A
=

m′

1A
, es decir

que iM
S (m) = iM

S (m′). Ahora, consideremos m,m′ ∈ M elementos arbitrarios,

iM
S (m + m′) =

m + m′

1A
=

m
1A
+

m′

1A
= iM

S (m) + iM
S (m′).

Por lo tanto, concluimos que iM
S es un homomorfismo de grupos. Obsérvese que en general iM

S no

es un homomorfismo inyectivo, de hecho Ker iM
S =

{
m ∈ M

∣∣∣∃ s ∈ S : sm = 0M

}
.

Lo que haremos a continuación es estudiar el caso particular en que M es igual a A. Sabemos

que S −1A tiene una estructura de grupo abeliano, sin embargo, en este caso podemos definir una

estructura de anillo en S −1A con la operación producto dada de la siguiente manera:

· : S −1A × S −1A → S −1A(
a
s
,

a′

s′

)

→ aa′

ss′

Lema 1.32. Con las notaciones anteriores, (S −1A,+, ·) es un anillo.

Demostración. En primer lugar, vamos a mostrar que · es operación bien definida: sean a, a′, b, b′ ∈
A y s, s′, t, t′ ∈ S tales que

(
a
s
,

b
t

)
=

(
a′

s′
,

b′

t′

)
. Vamos a probar que

a
s
· b

t
=

a′

s′
· b′

t′
, es decir que

ab
st
=

a′b′

s′t′
. Por hipótesis existen τ1, τ2 ∈ S tales que τ1(s′a − sa′) = 0A y τ2(t′b − tb′) = 0A. Luego,

observemos que

τ1τ2(s′t′ab − sta′b′) = τ1τ2(s′t′ab − t′bsa′ + t′bsa′ − sta′b′)

= τ1τ2

(
t′b(s′a − sa′) + sa′(t′b − tb′)

)
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= τ2t′bτ1(s′a − sa′) + τ1sa′τ2(t′b − tb′)

= 0A.

De este modo tenemos que
a
s
· b

t
=

a′

s′
· b
′

t′
y por lo tanto la operación · está bien definida. Sabemos

que (S −1A,+) es un grupo abeliano, ası́ que lo que probaremos ahora es que la operación · otorga

una estructura de anillo a S −1A. Sean a, a′, ã ∈ A y s, s, s̃ ∈ S .

• Asociatividad.(
a
s
· a′

s′

)
· ã

s̃
=

aa′

ss′
· ã

s̃
=

(aa′)ã
(ss′)s̃

=
a(a′ã)

s(s′ s̃)
=

a
s
· a′ã

s′ s̃
=

a
s
·
(
a′

s′
· ã

s̃

)
.

• Conmutatividad.
a
s
· a′

s′
=

aa′

ss′
=

a′a
s′s
=

a′

s′
· a

s
.

• Uno. Afirmamos que el elemento
1A

1A
es el uno de nuestro anillo, en efecto:

a
s
· 1A

1A
=

a · 1A

s · 1A
=

a
s
.

• Distributividad.

a
s
·
(
a′

s′
+

ã
s̃

)
=

a
s
· s̃a′ + s′ã

s′ s̃
=

a(s̃a′ + s′ã)

s(s′ s̃)
=

as̃a′

ss′ s̃
+

as′ã
ss′ s̃
=

aa′

ss′
+

aã
ss̃
=

a
s
· a′

s′
+

a
s
· ã

s̃
.

Recordando que este es un caso particular de la construcción de módulos, tenemos la existencia del

homomorfismo de grupos abelianos iA
S : A → S −1A, en nuestro caso no sólo tenemos que este es

un homomorfismo de grupos sino que es un homomorfismo de anillos: en efecto, sean a, a′ ∈ A,

iA
S (aa′) =

aa′

1A
=

a
1A
· a′

1A
= iA

S (a)iA
S (a′).

iA
S (1A) =

1A

1A
= 1S −1A.

Ahora, realizaremos algunas observaciones de este homomorfismo de anillos:

• Para cualquier s ∈ S se tiene que iA
S (s) es una unidad de S −1A, en efecto,

iA
S (s) · 1A

s
=

s
1A
· 1A

s
=

s
s
=

1A

1A
= 1S −1A.

• Al igual que en el caso de módulos, en general iA
S no es inyectivo, de manera análoga al

caso general se tiene que Ker iA
S =

{
a ∈ A

∣∣∣∃ s ∈ S : sa = 0A

}
.
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Hasta el momento hemos construido al grupo abeliano S −1M y al anillo S −1A. Lo siguiente que

haremos será dotar a S −1M con una estructura de módulo sobre el anillo S −1A: definimos la ope-

ración producto externo de la siguiente forma:

· : S −1A × S −1M → S −1M(a
s
,

m
t

)

→ am

st
Lema 1.33. Con las notaciones anteriores, S −1M es un módulo sobre S −1A.

Demostración. En primer lugar, vamos a mostrar que el producto externo · es una operación bien

definida: sean a, a′ ∈ A, m,m′ ∈ M y s, s′, t, t′ ∈ S tales que
(a

s
,

m
t

)
=

(
a′

s′
,

m′

t′

)
. Vamos a probar

que
a
s
· m

t
=

a′

s′
· m′

t′
, es decir, mostraremos que

am
st
=

a′m′

s′t′
. Por hipótesis se sigue que existen

τ1, τ2 ∈ S tales que τ1(s′a − sa′) = 0A y τ2(t′m − tm′) = 0M. Ahora, obsérvese que

τ1τ2(s′t′am − sta′m′) = τ1τ2(s′t′am − t′msa′ + t′msa′ − sta′m′)

= τ1τ2

(
t′m(s′a − sa′) + sa′(t′m − tm′)

)
= τ2t′mτ1(s′a − sa′) + τ1sa′τ2(t′m − tm′)

= 0M.

De esta forma, tenemos que
a
s
· m

t
=

a′

s′
· m′

t′
y por lo tanto que la operación · está bien definida.

Por último, vamos a comprobar que · cumple con los requisitos para ser un producto externo. Sean

m,m′ ∈ M, a, a′ ∈ A, y s, s′, t, t′ ∈ S .

a
s
·
(
m
t
+

m′

t′

)
=

a
s
· t′m + tm′

tt′
=

a(t′m + tm′)
s(tt′)

=
t′(am)

t′(st)
+

t(am′)
t(st′)

=
am
st
+

am′

st′
=

a
s
· m

t
+

a
s
· m′

t′
.(

a
s
+

a′

s′

)
· m

t
=

s′a + sa′

ss′
· m

t
=

(s′a + sa′)m
(ss′)t

=
s′(am)

s′(st)
+

s(a′m)

s(s′t)
=

am
st
+

a′m
s′t
=

a
s
· m

t
+

a′

s′
· m

t
.(

a
s
· a′

s′

)
· m

t
=

aa′

ss′
· m

t
=

(aa′)m
(ss′)t

=
a(a′m)

s(s′t)
=

a
s
· a′m

s′t
=

a
s
·
(
a′

s′
· m

t

)
.

1S −1A · m
t
=

1A

1A
· m

t
=

1A · m
1A · t =

m
t
.

Ahora bien, como S −1M tiene una estructura de S −1A-módulo y S −1A es una A-álgebra, se sigue

que podemos ver a S −1M como un módulo sobre el anillo A. Una vez que sabemos esto, ya podemos

comprobar que realmente la aplicación iM
S : M → S −1M es una aplicación A-lineal: en efecto, sean

m ∈ M y λ ∈ A:

iM
S (λm) =

λm
1A
=
λ

1A
· m

1A
= λ · m

1A
= λ · iM

S (m).
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Las localizaciones de módulos y anillos que utilizaremos serán aquellas obtenidas de localizar

en los conjuntos multiplicativos del Ejemplo 1.29:

Ejemplo 1.34. Sea M un módulo sobre un anillo A.

1. Si p ∈ Spec(A), denotaremos a las localizaciones de A y de M en A\p por Ap y Mp respec-

tivamente.

2. Si f es un elemento de A que no es nilpotente, las localizaciones de A y M en S ={
f n

∣∣∣ n ∈ Z+} serán denotadas por Af y Mf respectivamente.

Es probable que llegado a este punto nos preguntemos por qué consideramos un elemento del

anillo que no es nilpotente para realizar la localización, la razón que si el elemento fuese nilpotente

entonces la localización serı́a el módulo o el anillo nulo según sea el caso. De manera general, el

siguiente resultado nos dice bajo qué condiciones cuando localizamos un módulo en un conjunto

multiplicativo obtendremos el módulo nulo, y como caso particular se derivará el caso en que el

conjunto multiplicativo contiene un elemento nilpotente.

Lema 1.35. Sean M un módulo sobre un anillo A y S un conjunto multiplicativo de A. Si
AnnA(M) ∩ S � ∅, entonces S −1M = {0}. Además, si M es finitamente generado sobre A y
S −1M = {0}, entonces AnnA(M) ∩ S � ∅.

Demostración. Supongamos que AnnA(M) ∩ S � ∅, ası́ sea τ ∈ A de modo que τ ∈ S ∩ AnnA(M).

Luego, para cualesquier m ∈ M y s ∈ S se tiene que

m
s
=
τm
τs
=

0M

τs
=

0M

1A
= 0S −1 M.

De esta forma se concluye que S −1M = {0S −1 M}.
Ahora, supongamos que M es finitamente generado y que S −1M = {0S −1 M}. Como M es finitamente

generado, existen r ∈ N y m1,m2, . . . ,mr ∈ M tales que M = Am1 + · · ·+ Amr. Luego, por hipótesis

se sigue que

m1

1A
=

m2

1A
= · · · = mr

1A
=

0M

1A

y consecuentemente se tiene la existencia de τ1, τ2, . . . , τr ∈ S tales que

τ1m1 = τ2m2 = · · · = τrmr = 0M.

Consideramos τ = τ1τ2 · · · τr. Observemos que τ ∈ S pues S es un conjunto multiplicativo y

además, como τ anula a los generadores de M se sigue que τm = 0M para todo m ∈ M. Por lo tanto,

τ ∈ AnnA(M) ∩ S .
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De este lema en particular se tiene que si 0A ∈ S , entonces S −1M = {0S −1 M}. Además, en el caso

en que M es igual al anillo A tenemos que 0A ∈ S si y sólo si S −1A = {0S −1A}. Por esta razón, de

aquı́ en adelante supondremos que 0A � S .

Lo siguiente que haremos es probar que la localización cumple con una propiedad universal.

Esta herramienta será de gran importancia durante los capı́tulos posteriores.

Teorema 1.36. Sean M un módulo sobre un anillo A y S un conjunto multiplicativo de A. Para
cada A-módulo N y para cada aplicación A-lineal ϕ : M → N que satisfacen que la homotecia

hs : N → N

n 
→ sn

es una biyección para cualquier s ∈ S , existe una única aplicación A-lineal ϕ̃ : S −1M → N de

modo que para cualesquier m ∈ M y s ∈ S se satisface la igualdad s · ϕ̃
(m

s

)
= ϕ(m). En particular,

se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo:

M
ϕ

��

iM
S

��

N

S −1M

ϕ̃

��������������������

Demostración. Consideramos la asignación

ϕ̃ : S −1M → N
m
s


→ h−1
s ◦ ϕ(m)

En primer lugar, mostraremos que ϕ̃ es una aplicación bien definida: sean m,m′ ∈ M y s, s′ ∈ S tales

que
m
s
=

m′

s′
. De este modo, existe u ∈ S tal que u(s′m − sm′) = 0M y esta igualdad implica que

ϕ(us′m) = ϕ(usm′). Luego, como ϕ es una aplicación A-lineal tenemos que us′ϕ(m) = usϕ(m′),
es decir hu(s′ϕ(m)) = hu(sϕ(m′)). Usando el hecho de que la aplicación hu es invertible, de la

igualdad hu(s′ϕ(m)) = hu(sϕ(m′)) se obtiene la igualdad hs′(ϕ(m)) = sϕ(m′). Ahora, usando el

hecho de que hs′ es una aplicación invertible, de la igualdad hs′(ϕ(m)) = sϕ(m′) obtenemos que

ϕ(m) = hs(h−1
s′ (ϕ(m′))). Finalmente, usando el hecho de que hs también es una aplicación invertible,

de la igualdad ϕ(m) = hs(h−1
s′ (ϕ(m′))) se sigue la igualdad h−1

s (ϕ(m)) = h−1
s′ (ϕ(m′)) y con esto

concluimos que ϕ̃ es una aplicación bien definida.
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En segundo lugar, probaremos que ϕ̃ es una aplicación A-lineal: sean m,m′ ∈ M, s, s′ ∈ S y

a, a′ ∈ A,

ϕ̃

(
a · m

s
+ a′ · m′

s′

)
= ϕ̃

(
s′am + sa′m′

ss′

)
= h−1

ss′ ◦ ϕ(s′am + sa′m′)

= a
(
hs′ ◦ h−1

s′ ◦ h−1
s ◦ ϕ(m)

)
+ a′

(
hs ◦ h−1

s ◦ h−1
s′ ◦ ϕ(m′)

)
= a

(
h−1

s ◦ ϕ(m)
)
+ a′

(
h−1

s′ ◦ ϕ(m′)
)

= a · ϕ̃
(m

s

)
+ a′ · ϕ̃

(
m′

s′

)
.

En tercer lugar, vamos a verificar que ϕ̃ cumple con las condiciones requeridas: sean m ∈ M y

s ∈ S :

s · ϕ̃
(m

s

)
= hs ◦ h−1

s ◦ ϕ(m) = ϕ(m).

Como caso particular de lo anterior, considerando s = 1A tenemos que ϕ̃ ◦ iM
S = ϕ.

En cuarto y último lugar, vamos a probar que la aplicación ϕ̃ es única. Supongamos que existe

otra aplicación A-lineal ψ : S −1M → N que satisface las mismas propiedades que ϕ̃. Como ambas

aplicaciones tienen el mismo dominio y codominio, para mostrar la igualdad basta comprobar que

tienen la misma regla de asignación. Sean m ∈ M y s ∈ S . Utilizando el hecho de que s · ψ
(m

s

)
=

ϕ(m) se sigue que

ψ
(m

s

)
= h−1

s ◦ hs ◦ ψ
(m

s

)
= h−1

s ◦ ϕ(m) = ϕ̃
(m

s

)
.

Por lo tanto, ϕ̃ es única.

En el caso particular en que el módulo en el que localizamos sea el propio anillo del que se

considera el conjunto multiplicativo, podemos enunciar la propiedad universal de la localización

de la siguiente manera:

Teorema 1.37. Sea S un conjunto multiplicativo de un anillo A. Para cada anillo B y cada
homomorfismo de anillos ϕ : A → B que satisfacen que ϕ(s) ∈ U(B) para cualquier s ∈ S , existe
un único homomorfismo de anillos ϕ̃ : S −1A→ B de modo que el siguiente diagrama conmuta:

A
ϕ

��

iAS

��

B

S −1A

ϕ̃

��������������������
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Ahora estudiaremos el comportamiento de morfismos de módulos bajo la localización.

Proposición 1.38. Sean S un conjunto multiplicativo de un anillo A y ϕ : M → N una apli-
cación A-lineal. Se tienen las siguientes propiedades:

1. La asignación

S −1ϕ : S −1M → S −1N
m
t


→ ϕ(m)

t

es una aplicación S −1A-lineal.
2. Si ϕ es inyectiva, entonces S −1ϕ es inyectiva.
3. Si ϕ es sobreyectiva, entonces S −1ϕ es sobreyectiva.

Demostración.

1. En primer lugar, mostraremos que S −1ϕ es una aplicación bien definida: sean m,m′ ∈ M y

s, s′ ∈ S tales que
m
s
=

m′

s′
. Ası́, se sigue que existe t ∈ S tal que t(s′m − sm′) = 0M y esto implica

que ϕ(t(s′m − sm′)) = 0N . Luego, como ϕ es una aplicación A-lineal la igualdad anterior implica

que t(s′ϕ(m) − sϕ(m′)) = 0N y de este modo tenemos que
ϕ(m)

s
=
ϕ(m′)

s′
. Ahora, mostraremos que

S −1ϕ es una aplicación S −1A-lineal: sean m,m′ ∈ M, a, a′ ∈ A y s, s′, t, t′ ∈ S :

S −1ϕ

(
a
t
· m

s
+

a′

t′
· m′

s′

)
= S −1ϕ

(
t′s′am + tsa′m′

tst′s′

)
=

ϕ(t′s′am + tsa′m′)
tst′s′

=
t′s′aϕ(m)

tst′s′
+

tsa′ϕ(m′)
tst′s′

=
a
t
· ϕ(m)

s
+

a′

t′
· ϕ(m′)

s′

=
a
t
· S −1ϕ

(m
s

)
+

a′

t′
· S −1ϕ

(
m′

s′

)
.

2. Supongamos que ϕ es una aplicación inyectiva. Sean m ∈ M y s ∈ S tales que
m
s
∈ Ker(S −1ϕ).

Puesto que
ϕ(m)

s
= 0S −1N se sigue que existe t ∈ S tal que tϕ(m) = 0N . Ası́, como tenemos que

ϕ(tm) = 0M, por la inyectividad de ϕ se sigue que tm = 0M y con ello que
m
s
=

tm
ts
=

0M

ts
= 0S −1 M.

Por lo tanto S −1ϕ es inyectiva.
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3. Supongamos que ϕ es un aplicación sobreyectiva. Sean n ∈ N y s ∈ S . Como ϕ es sobreyectiva,

se sigue que existe m ∈ M tal que ϕ(m) = n. Claramente se tiene que S −1ϕ
(m

s

)
=

n
s

y con ello se

concluye que S −1ϕ es sobreyectiva.

Nuestro siguiente objetivo será el de comprobar que la localización conmuta con las sucesiones

exactas de módulos.

Teorema 1.39. Sea S un conjunto multiplicativo de un anillo A. Si 0 → N
ϕ−→ M

ψ−→ P → 0 es

una sucesión exacta de A-módulos, entonces la sucesión 0 → S −1N
S −1ϕ−−−→ S −1M

S −1ψ−−−→ S −1P → 0

es exacta de S −1A-módulos.

Demostración. Sea 0 → N
ϕ−→ M

ψ−→ P → 0 una sucesión exacta de A-módulos. Por la proposición

anterior se tiene que la sucesión 0 → S −1N
S −1ϕ−−−→ S −1M

S −1ψ−−−→ S −1P → 0 es exacta a la izquierda

y a la derecha ası́ que sólo nos resta mostrar que se tiene exactitud en el centro, es decir que

Ker(S −1ψ) = Im(S −1ϕ):

• Ker(S −1ψ) ⊆ Im(S −1ϕ). Sean m ∈ M y t ∈ S tales que S −1ψ
(m

t

)
= 0S −1P. Puesto que

ψ(m)

t
= 0S −1P, se sigue que existe u ∈ S tal que uψ(m) = 0P. De este modo, se sigue

que um ∈ Kerψ y por la exactitud de la sucesión original se sigue que existe n ∈ N tal que

ϕ(n) = um. De esta forma, como
m
t
=

um
ut
=
ϕ(n)

ut
= S −1ϕ

( n
ut

)
se sigue que

m
t
∈ Im(S −1ϕ).

• Im(S −1ϕ) ⊆ Ker(S −1ψ). Sean m ∈ M y t ∈ S tales que
m
t
∈ Im(S −1ϕ). De esta forma,

existen n ∈ N y u ∈ S tales que
m
t
= S −1ϕ

(n
u

)
. Utilizando el hecho de que ψ ◦ ϕ es la

aplicación nula tenemos que
m
t
∈ Ker(S −1ψ), en efecto:

S −1ψ
(m

t

)
= S −1ψ

(
ϕ(n)

u

)
=
ψ(ϕ(n))

u
=

0P

u
= 0S −1P.

De esta forma, concluimos que la sucesión 0 → S −1N
S −1ϕ−−−→ S −1M

S −1ψ−−−→ S −1P → 0 es exacta de

S −1A-módulos.

A continuación presentaremos algunos resultados de la localización cuando trabajamos con

álgebras.

Proposición 1.40. Sean ϕ : A→ B un homomorfismo de anillos y S un conjunto multiplicativo
de A. Se tienen las siguientes propiedades:

1. ϕ(S ) es un conjunto multiplicativo de B.
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2. Existe un homomorfismo de anillos entre S −1A y ϕ(S )−1B.
3. Si ϕ es inyectivo y para cada b ∈ B existe s ∈ S de modo que ϕ(s)b ∈ ϕ(A), entonces existe

un isomorfismo de anillos entre S −1A y ϕ(S )−1B.
4. Si N es un B-módulo, entonces existe un S −1B-isomorfismo entre S −1N y ϕ(S )−1N.

Demostración.

1. Como 1B = ϕ(1A) se tiene que 1B ∈ ϕ(S ). Ahora, sean z,w ∈ ϕ(S ). Ası́, existen s, t ∈ S tales que

z = ϕ(s) y w = ϕ(t). Luego, como zw = ϕ(s)ϕ(t) = ϕ(st) y como st ∈ S se sigue que zw ∈ ϕ(S ). Por

lo tanto, ϕ(S ) es un conjunto multiplicativo de B.

2. Al realizar la composición de los homomorfismos de anillos ϕ : A → B y iB
ϕ(S ) : B → ϕ(S )−1B

obtenemos el homomorfismo de anillos

ζ : A → ϕ(S )−1B

a 
→ ϕ(a)

1B

Ahora, sea s ∈ S . Puesto que

ζ(s) · 1B

ϕ(s)
=
ϕ(s)

1B
· 1B

ϕ(s)
=
ϕ(s)

ϕ(s)
= 1ϕ(S )−1B

se sigue que ϕ(s) ∈ U(ϕ(S )−1B). De esta forma, por la propiedad universal de la localización para

anillos tenemos que existe el homomorfismo de anillos

ζ̃ : S −1A → ϕ(S )−1B
a
s


→ ϕ(a)

ϕ(s)

3. Asumimos que ϕ es inyectivo y que para cada b ∈ B existe s ∈ S de modo que ϕ(s)b ∈ ϕ(A).

Vamos a mostrar que el homomorfismo de anillos ζ̃ : S −1A→ ϕ(S )−1B construido en el enunciado

anterior es un isomorfismo.

Comenzaremos mostrando la inyectividad de ζ̃. Sean a ∈ A y s ∈ S de modo que
a
s
∈ Ker ζ̃.

Puesto que tenemos la igualdad
ϕ(a)

ϕ(s)
=

0B

1B
se sigue que existe t ∈ S de modo que ϕ(t)ϕ(a) = 0B,

luego, como ϕ es inyectiva la igualdad anterior implica que ta = 0A. Consecuentemente, como
a
s
=

ta
ts
=

0A

ts
= 0S −1A se tiene que ζ̃ es inyectivo.

Para concluir con este enunciado, vamos a mostrar que ζ̃ es sobreyectivo. Sean b ∈ B y t ∈ S . Por

hipótesis sabemos que existe s ∈ S de modo que ϕ(s)b ∈ ϕ(A), consecuentemente tenemos que

existe a ∈ A de modo que ϕ(s)b = ϕ(a). Afirmamos que la imagen del elemento
a
st

bajo ζ̃ es igual



3. LOCALIZACIÓN 23

a
b
ϕ(t)

, en efecto:

ζ̃
( a

st

)
=
ϕ(a)

ϕ(st)
=

ϕ(s)b
ϕ(s)ϕ(t)

=
b
ϕ(t)

.

De esta forma, concluimos que ζ̃ es sobreyectivo.

Por lo tanto, de manera definitiva se concluye que el anillo S −1A es isomorfo al anillo ϕ(S )−1B.

4. Sea N un B-módulo. Sabemos que la aplicación iN
ϕ(S )

: N → ϕ(S )−1N es una aplicación B-

lineal, luego, como B es un módulo sobre A se sigue que iN
ϕ(S )

también es A-lineal. Vamos a usar

la propiedad universal de la localización para módulos para construir una aplicación A-lineal entre

S −1N y ϕ(S )−1N. Sea t ∈ S . Mostraremos que la homotecia

ht : ϕ(S )−1N → ϕ(S )−1N
n
ϕ(s)


→ t · n
ϕ(s)

es una biyección. Observemos que para cada n ∈ N y s ∈ S se tiene que

ht

(
n
ϕ(s)

)
= t · n

ϕ(s)
=
ϕ(t)
1B
· n
ϕ(s)

=
ϕ(t)n
ϕ(s)

.

De este modo, definimos la aplicación

lt : ϕ(S )−1N → ϕ(S )−1N
n
ϕ(s)


→ n
ϕ(s)ϕ(t)

Luego, es claro que ht y lt son aplicaciones inversas una de la otra y de este modo, por la propiedad

universal de la localización para módulos existe una aplicación A-lineal ξ : S −1N → ϕ(S )−1N y es

la única aplicación que satisface la siguiente condición: para cualesquier n ∈ N y s ∈ S se tiene que

s · ξ
(n

s

)
=

n
1B

. Luego, utilizando el hecho de que los elementos de S son invertibles en ϕ(S )−1B,

podemos reescribir a la aplicación ξ de la siguiente manera:

ξ : S −1N → ϕ(S )−1N
n
s


→ n
ϕ(s)

A continuación vamos a probar que ξ es un isomorfismo. Claramente ξ es sobreyectiva, ası́ que sólo

resta probar la inyectividad. Sean n ∈ N y s ∈ S tales que
n
s
∈ Ker ξ. Ası́, como

n
ϕ(s)

= 0ϕ(S )−1N se

tiene que existe t ∈ S tal que ϕ(t)n = 0N , ahora bien, utilizando la estructura de A-módulo se sigue

que tn = 0N y consecuentemente
n
s
=

tn
ts
=

0N

ts
= 0S −1N . Por lo tanto, ξ es inyectiva y ası́ concluimos

que ξ es un isomorfismo.
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Por otro lado, observemos que podemos dotar a S −1N y a ϕ(S )−1N de una estructura de S −1B-

módulo definiendo las siguientes operaciones:

· : S −1B × S −1N → S −1N · : S −1B × ϕ(S )−1N → ϕ(S )−1N(
b
t
,

n
s

)

→ bn

ts

(
b
t
,

n
ϕ(s)

)

→ bn

ϕ(t)ϕ(s)

La prueba de que estas operaciones son productos exteriores es análoga a lo que hemos venido

realizando. Ahora, observemos que ξ es una aplicación S −1B-lineal: sean b ∈ B, n ∈ N y s, t ∈ S :

ξ

(
b
t
· n

s

)
= ξ

(
bn
ts

)
=

bn
ϕ(ts)

=
bn

ϕ(t)ϕ(s)
=

b
t
· n
ϕ(s)

=
b
t
· ξ

(n
s

)
.

De esta manera, concluimos que ξ es una aplicación S −1B-lineal y por lo tanto concluimos que

S −1N y ϕ(S )−1N son S −1B-isomorfos.

La siguiente cosa que realizaremos será determinar los submódulos y los subanillos de la locali-

zación de un módulo y de un anillo respectivamente. Fijemos a S conjunto multiplicativo de un

anillo A y a un módulo M sobre A. Sea N un A-submódulo de M. Consideramos el subconjunto

S −1N de S −1M definido de la siguiente forma:

S −1N =
{n

s

∣∣∣∣∣ n ∈ N y s ∈ S
}
.

Dicho subconjunto es un S −1A-submódulo de S −1M: en efecto, sean n, n′ ∈ N, s, s′, t ∈ S y a ∈ A.

Sabemos que

n
s
− n′

s′
=

s′n − sn′

ss′
y

a
t
· n

s
=

an
ts
.

Luego, como N es un submódulo de M se sigue que s′n− sn′ y an son elementos de N. Esto implica

que
s′n − sn′

ss′
y

an
ts

están en S −1N y por lo tanto concluimos que S −1N es un S −1A-submódulo de

S −1M.

Gracias a la construcción anterior tenemos definida una clase de submódulos de S −1M, ahora bi-

en, ¿existen submódulos de S −1M que no sean de esta forma? Como podrá verse en el siguiente

resultado, la respuesta es negativa.

Proposición 1.41. Con las notaciones anteriores, los submódulos de S −1M son de la forma
S −1N para algún A-submódulo N de M.

Demostración. Por lo hecho anteriormente sabemos que a partir de un submódulo de M podemos

construir un submódulo de S −1M, ası́ que lo único que resta probar es que los submódulos de

S −1M son de la forma S −1N para cierto A-submódulo N de M. Sea P un submódulo de S −1M.
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Como iM
S : M → S −1M es una aplicación A-lineal se sigue que (iM

S )−1(P) es un A-submódulo de M.

Ahora, vamos a probar que P = S −1(iM
S )−1(P).

Sean m ∈ (iM
S )−1(P) y s ∈ S tales que

m
s
∈ S −1(iM

S )−1(P). Como m es un elemento de (iM
S )−1(P) se

sigue que iM
S (m) ∈ P, es decir, tenemos que

m
1A
∈ P. De este modo, como P es un S −1A-submódulo

de S −1M y
m
s
=

1A

s
· m

1A
, se sigue que

m
s
∈ P.

Recı́procamente, sean m ∈ M y s ∈ S tales que
m
s
∈ P. Como P es un submódulo de S −1M se

sigue que
s

1A
· m

s
=

m
1A

es un elemento de P, esto implica que iM
S (m) está en P y con ello que

m ∈ (iM
S )−1(P). Por lo tanto, se tiene que

m
s
∈ S −1(iM

S )−1(P).

Una vez que sabemos cuáles son los submódulos de la localización de un módulo nos será posi-

ble probar que la localización conmuta con el cociente de módulos.

Corolario 1.42. Sean S un conjunto multiplicativo de un anillo A y M un módulo sobre A. Si

N es un A-submódulo de M, entonces se tiene que existe un S −1A-isomorfismo entre S −1

(M
N

)
y

S −1M
S −1N

.

Demostración. Basta considerar la sucesión exacta de A-módulos 0 → N → M → M
N
→ 0 y

aplicar el Teorema 1.39.

Otra de las consecuencias inmediatas de la proposición anterior es la determinación de los ideales

del anillo S −1A.

Corolario 1.43. Con las notaciones anteriores, los ideales de S −1A son de la forma S −1I para
algún ideal I de A.

De manera particular vamos a estar interesados en determinar a los ideales primos de S −1A. Ası́,

en primer lugar debemos descartar aquellos ideales que sean iguales a S −1A. El siguiente resultado

nos da condiciones necesarias y suficientes para identificar a este tipo de ideales.

Lema 1.44. Con las notaciones anteriores, sea I un ideal de A. Se tiene que S −1I = S −1A si y
sólo si I ∩ S � ∅.

Demostración. Sea I un ideal de A. El hecho de que S −1I = S −1A es equivalente a que
1A

1A
∈ S −1I,

a su vez, este hecho es equivalente a que existan b ∈ I y s ∈ S de modo que
1A

1A
=

b
s

, en otras
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palabras, deben existir b ∈ I y s, t ∈ S de modo que ts = tb, este hecho es equivalente a que

I ∩ S � ∅.

Proposición 1.45. Con las notaciones anteriores, los elementos del conjunto Spec(S −1A) son
de la forma S −1p para algún ideal primo p de A de modo que p ∩ S = ∅.

Demostración. Sea J un elemento de Spec(S −1A). En particular, como J es un ideal de S −1A se

sigue que J = S −1(iA
S )−1(J); además, el hecho de que J es un ideal primo y que iA

S es un homomor-

fismo de anillos implican que (iA
S )−1(J) es un ideal primo de A. Lo único que nos resta a probar es

que (iA
S )−1(J) ∩ S = ∅. Supongamos que (iA

S )−1(J) ∩ S � ∅, ası́ existe a ∈ A de modo que a ∈ S y

iA
S (a) ∈ J, este hecho implica que J ∩ U(S −1A) � ∅ y ası́ J = S −1A lo cual contradice que J es un

ideal primo. Por lo tanto, J = S −1(iA
S )−1(J) y i−1

S (J) es un ideal primo de A tal que (iA
S )−1(J)∩ S = ∅.

Recı́procamente, sea p un ideal primo de A tal que p ∩ S = ∅. Vamos a mostrar que S −1p es un

ideal primo de S −1A. En primer lugar, por el lema anterior tenemos que S −1p � S −1A. Ahora, sean

a, b ∈ A y s, t ∈ S tales que
ab
st
∈ S −1p. De este modo, existen k ∈ p y r ∈ S tales que

ab
st
=

k
r

, ası́,

se sigue que existe z ∈ S tal que que zrab = zstk, dicha igualdad implica que zrab ∈ p. Ahora bien,

como p ∩ S = ∅ se sigue que ab ∈ p y como p es primo se tiene que a ∈ p o b ∈ p. De esta forma,

se tiene que
a
s
∈ S −1p o

b
t
∈ S −1p. Por lo tanto, S −1p es un elemento de Spec(S −1A).

Para finalizar con esta sección, vamos a mostrar algunas propiedades de la localización de un

anillo en los conjuntos multiplicativos que son de nuestro interés. Los detalles completos de la

prueba pueden ser encontrados en [5].

Proposición 1.46. Sea A anillo. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Si f ∈ A y no es nilpotente, los elementos de Spec(Af ) son de la forma p f donde p es un
ideal primo de A tal que f � p.

2. Si p ∈ Spec(A), los elementos de Spec(Ap) son de la forma qp donde q es un ideal primo de
A tal que q ⊆ p.

3. Si p ∈ Spec(A), el anillo Ap es local con ideal maximal pp.

Demostración. Los enunciados 1 y 2 son una consecuencia directa de la proposición anterior. Para

3, con argumentos análogos a los que hemos venido utilizando en esta sección se muestra que

U(Ap) = Ap\pp, esto implica que A\U(Ap) = pp y por la Proposición 1.24 se concluye que Ap es

local de ideal maximal pp.
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4. Esquemas Afines

Esta sección está dedicada a una clase de objetos que tendrán una gran importancia en el de-

sarrollo de este trabajo, hablamos de los esquemas afines. En primer lugar, a partir de un anillo

construiremos un espacio topológico y estudiaremos algunas de sus propiedades. En segundo lu-

gar, construiremos una gavilla de anillos sobre dicho espacio y de igual forma vamos a estudiar

algunas de sus propiedades. En tercer y último lugar, definiremos a los esquemas afines, sus mor-

fismos y revisaremos algunas de sus propiedades principales.

4.1. El Espacio Topológico Spec(A). Recordemos que si A es un anillo, Spec(A) es el con-

junto de todos los ideales primos de A. En esta subsección nos daremos a la tarea de dotar a Spec(A)

con una topologı́a y de estudiar algunas de sus propiedades. Para cada ideal I de A, vamos a definir

el conjunto

V(I) =
{
p ∈ Spec(A)

∣∣∣ I ⊆ p
}
.

A continuación vamos a comprobar algunas propiedades de los conjuntos que tienen la forma

anterior.

Proposición 1.47. Sea A un anillo. Se tienen las siguientes propiedades:

1. V({0A}) = Spec(A) y V(A) = ∅.
2. Si I y J son ideales en A tales que J ⊆ I, entonces V(I) ⊆ V(J).
3. Si I y J son ideales de A, entonces V(IJ) = V(I) ∪ V(J).
4. Si

(
Ii
)

i∈Γ es una familia de ideales en A, entonces V(
∑

i∈Γ Ii) =
⋂

i∈Γ V(Ii).
5. Si I y J son ideales de A, se tiene que V(I) ⊆ V(J) si y sólo si

√
J ⊆ √I.

Demostración. Los enunciados 1 y 2 son claros, ası́ que sólo resta probar los tres enunciados

restantes.

3. Si p ∈ Spec(A) es tal que p ∈ V(IJ), entonces se tiene que IJ ⊆ p y como p es un ideal primo se

sigue que I ⊆ p o J ⊆ p, es decir que p ∈ V(I) o p ∈ V(J) lo cual implica que V(IJ) ⊆ V(I) ∪ V(J).

Recı́procamente, como IJ ⊆ I y IJ ⊆ J por el inciso anterior se sigue que V(I) ⊆ V(IJ) y V(J) ⊆
V(IJ) y consecuentemente se tiene que V(I) ∪ V(J) ⊆ V(IJ).

4. Sea p ∈ Spec(A). El hecho de que p ∈ V(
∑

i∈Γ Ii) es equivalente a que
∑

i∈Γ Ii ⊆ p; luego, como∑
i∈Γ Ii es el ideal más pequeño de A que contiene a cada ideal I j, se sigue que

∑
i∈Γ Ii ⊆ p si y sólo

si Ii ⊆ p para todo i ∈ I. De esta forma, tenemos que p ∈ V(Ii) para cada i ∈ Γ, en otras palabras,

p ∈ ⋂
i∈Γ V(Ii).



28 1. PRELIMINARES

5. Supongamos que
√

J ⊆ √I. Sea p ∈ V(I). Como I ⊆ p se sigue que
√

I ⊆ p, luego, nuestra

hipótesis implica que
√

J ⊆ p y como J ⊆ √J se sigue que J ⊆ p. Por lo tanto p ∈ V(J) y de este

modo se tiene que V(I) ⊆ V(J).

Recı́procamente, supongamos que V(I) ⊆ V(J). Sea a ∈ A tal que a ∈ √J. Observemos que a ∈ √J
si y sólo si a ∈ p para cualquier p ∈ Spec(A) tal que J ⊆ p. Esto implica que a ∈ q para cualquier

q ∈ Spec(A) tal que I ⊆ q, pues por hipótesis V(I) ⊆ V(J). Con esto, tenemos que a ∈ √I y por lo

tanto concluimos que
√

J ⊆ √I.

Observemos que para cualquier anillo A los enunciados 1, 3 y 4 de la proposición anterior nos

dicen que los conjuntos de la forma V(I), donde I es algún ideal de A, cumplen con los axiomas

de un sistema de cerrados de un espacio topológico. De este modo, considerando a los conjuntos

V(I) como cerrados dotamos a Spec(A) con una topologı́a, dicha topologı́a se llama la topologı́a de
Zariski. Ası́, por construcción se tiene que los abiertos de Spec(A) son de la forma Spec(A)\V(I)

donde I es un ideal de A. Ahora, para cada elemento f ∈ A vamos a definir el siguiente conjunto:

D( f ) =
{
p ∈ Spec(A)

∣∣∣ f � p
}
.

Dicho conjunto resulta ser un abierto de Spec(A): en efecto, sea q ∈ Spec(A),

q ∈ Spec(A)\V(A f ) ⇐⇒ q � V(A f )

⇐⇒ A f � q

⇐⇒ f � q

⇐⇒ q ∈ D( f ).

Más aún, la familia formada por los conjuntos de la forma anterior constituye una base para la

topologı́a de Zariski de Spec(A).

Proposición 1.48. Sea A un anillo. La familia
(
D( f )

)
f∈A forma una base para la topologı́a de

Zariski de Spec(A).

Demostración. Sea U un abierto de Spec(A). Si U = ∅, puesto que D(0A) = ∅ tenemos que U =
D(0A). De este modo, podemos suponer que U es un abierto no vacı́o. Por construcción existe un

ideal I de A tal que U = Spec(A)\V(I). Ahora, sea p ∈ Spec(A).

p ∈ U ⇐⇒ p ∈ Spec(A)\V(I)

⇐⇒ p � V(I)

⇐⇒ I � p
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⇐⇒ ∃ f ∈ I : f � p

⇐⇒ ∃ f ∈ I : p ∈ D( f )

⇐⇒ p ∈
⋃
f∈A

D( f ).

Por lo tanto, concluimos que la familia
(
D( f )

)
f∈A es una base para la topologı́a de Spec(A).

Los abiertos de la forma D( f ) para algún f ∈ A se llaman abiertos básicos. La siguiente proposición

nos muestra algunas propiedades de dichos abiertos que nos serán de gran utilidad.

Proposición 1.49. Sea A un anillo. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Si f , g ∈ A, entonces D( f ) ∩ D(g) = D( f g).
2. Si s ∈ N y f1, . . . , fs ∈ A, entonces D( f1) ∩ · · · ∩ D( fs) = D( f1 · · · fs).
3. Si f ∈ A y n ∈ N, entonces D( f n) = D( f ).
4. Para cualquier f ∈ A, D( f ) = ∅ si y sólo si f es un elemento nilpotente.
5. Para cualquier f ∈ A, D( f ) = Spec(A) si y sólo si f es una unidad.
6. Para cualquier f ∈ A el abierto D( f ) es casi compacto. En particular, Spec(A) lo es.

Demostración.

1. Sean f y g elementos de A. Sea p ∈ Spec(A),

p ∈ D( f ) ∩ D(g) ⇐⇒ p ∈ D( f ) y p ∈ D(g)

⇐⇒ f � p y g � p

⇐⇒ f g � p

⇐⇒ p ∈ D( f g).

Los enunciados 2 y 3 se derivan rápidamente del enunciado 1.

4. Sea f un elemento de A.

D( f ) = ∅ ⇐⇒ Spec(A)\V(A f ) = ∅
⇐⇒ V(A f ) = Spec(A)

⇐⇒ A f ⊆ p ∀ p ∈ Spec(A)

⇐⇒ f ∈ p ∀ p ∈ Spec(A)

⇐⇒ f ∈ Nil(A).
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5. Sea f un elemento de A.

D( f ) = Spec(A) ⇐⇒ Spec(A)\V(A f ) = Spec(A)

⇐⇒ V(A f ) = ∅
⇐⇒ V(A f ) = V(A)

⇐⇒ √
A f =

√
A

⇐⇒ A f = A

⇐⇒ f ∈ U(A).

6. Sean f ∈ A y
(
Ui

)
i∈I una cubierta abierta de D( f ) en Spec(A). Como

(
D(x)

)
x∈A es una base para

la topologı́a de Zariski, podemos suponer que para cada i ∈ I se tiene que Ui = D(gi) para algún

gi ∈ A. De este modo D( f ) ⊆ ⋃
i∈I D(gi). Luego,

D( f ) ⊆
⋃
i∈I

D(gi) =⇒ V(
∑
i∈I

Agi) ⊆ V(A f )

=⇒ √
A f ⊆

√∑
i∈I

Agi

=⇒ ∃m ∈ Z+, ∃ k ∈ N, ∃ μ j ∈ A∀ j ∈ {1, . . . , k} : f m = μ1g1 + · · · + μkgk

=⇒ ∃ k ∈ N :
√

A f ⊆
√√

k∑
i=1

Agi

=⇒ ∃ k ∈ N : V(

k∑
i=1

Agi) ⊆ V(A f )

=⇒ ∃ k ∈ N : D( f ) ⊆
k⋃

i=1

D(gi).

Por lo tanto, D( f ) es casi compacto.

Ahora, supongamos que tenemos a ϕ : A → B un homomorfismo de anillos. Recordemos que

la imagen inversa de un ideal primo bajo cualquier homomorfismo de anillos es un ideal primo,

de esta forma, si q ∈ Spec(B), entonces se tiene que ϕ−1(q) ∈ Spec(A). Con esto, de una manera

natural podemos definir una aplicación entre los espacios topológicos Spec(B) y Spec(A). Ahora

bien, ¿dicha aplicación está bien definida? Más aún, ¿es continua? La siguiente proposición nos

brindará respuestas a estas interrogantes.
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Proposición 1.50. Sea ϕ : A→ B un homomorfismo de anillos. La aplicación

ϕ∗ : Spec(B) → Spec(A)

q 
→ ϕ−1(q)

es una aplicación continua entre espacios topológicos.

Demostración. Comenzaremos comprobando que la aplicación ϕ∗ está bien definida: sean q y r

elementos de Spec(B) tales que q = r. Sea x ∈ A,

x ∈ ϕ∗(q) ⇐⇒ x ∈ ϕ−1(q)

⇐⇒ ϕ(x) ∈ q
⇐⇒ ϕ(x) ∈ r
⇐⇒ x ∈ ϕ−1(r)

⇐⇒ x ∈ ϕ∗(r).
De esta manera, tenemos que ϕ∗ es una aplicación bien definida. Lo que vamos a mostrar a conti-

nuación es que esta aplicación es continua; puesto que Spec(A) tiene a la familia
(
D( f )

)
f∈A como

una base de abiertos para su topologı́a de Zariski bastará probar que ϕ∗−1(D( f )
)

es un abierto de

Spec(B) para todo f ∈ A. Sean f ∈ A y q ∈ Spec(B),

q ∈ ϕ∗−1(D( f )
) ⇐⇒ ϕ∗(q) ∈ D( f )

⇐⇒ ϕ−1(q) ∈ D( f )

⇐⇒ f � ϕ−1(q)

⇐⇒ ϕ( f ) � q

⇐⇒ q ∈ D(ϕ( f )).

Ası́, como tenemos que la igualdad ϕ∗−1(D( f )
)
= D(ϕ( f )) se satisface para cualquier f ∈ A,

concluimos que ϕ∗ es una aplicación continua.

Lo que haremos a continuación será estudiar algunas propiedades de la aplicación continua

construida en la proposición anterior. Como se podrá observar, existe un carácter algebraico en el

comportamiento de dicha aplicación continua.

Proposición 1.51. Sea ϕ : A → B un homomorfismo de anillos. Se tienen las siguientes
propiedades:

1. Si I es un ideal de A, entonces ϕ∗−1(V(I)) = V(ϕ(I)B).
2. Si J es un ideal de B, entonces ϕ∗(V(J)) = V(ϕ−1(J)).
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3. Si ϕ es sobreyectivo, entonces ϕ∗ es un homeomorfismo entre Spec(B) y el conjunto cerrado
V(Kerϕ) de Spec(A).

4. Si ϕ es inyectivo, entonces ϕ∗
(
Spec(B)

)
es denso en Spec(A). Más aún, ϕ∗

(
Spec(B)

)
es

denso en Spec(A) si y sólo si Kerϕ ⊆ Rad(A).
5. Si ψ : B→ C es un homomorfismo de anillos, entonces (ψ ◦ ϕ)∗ = ϕ∗ ◦ ψ∗.

Demostración.

1. Sean I un ideal de A y q ∈ Spec(B),

q ∈ ϕ∗−1(V(I)
) ⇐⇒ ϕ∗(q) ∈ V(I)

⇐⇒ I ⊆ ϕ∗(q)
⇐⇒ I ⊆ ϕ−1(q)

⇐⇒ ϕ(I) ⊆ q
⇐⇒ q ∈ V(ϕ(I)B).

2. Sea J un ideal de B. En primer lugar probaremos que ϕ∗(V(J)) ⊆ V(ϕ−1(J)). Sea p ∈ Spec(A),

p ∈ ϕ∗(V(J)) ⇐⇒ ∃ q ∈ V(J) : p = ϕ∗(q)

⇐⇒ ∃ q ∈ V(J) : p = ϕ−1(q)

⇐⇒ ∃ q ∈ Spec(B) : J ⊆ q y p = ϕ−1(q)

=⇒ ∃ q ∈ Spec(B) : ϕ−1(J) ⊆ ϕ−1(q) y p = ϕ−1(q)

=⇒ ϕ−1(J) ⊆ p
⇐⇒ p ∈ V(ϕ−1(J)).

De este modo, la contención ϕ∗(V(J)) ⊆ V(ϕ−1(J)) implica que ϕ∗(V(J)) ⊆ V(ϕ−1(J)) = V(ϕ−1(J))

y ası́ concluimos que ϕ∗(V(J)) ⊆ V(ϕ−1(J)).

En segundo lugar, vamos a probar la contención V(ϕ−1(J)) ⊆ ϕ∗(V(J)). Si V(ϕ−1(J)) = ∅ hemos

terminado. Ası́, podemos suponer que V(ϕ−1(J)) � ∅ y considerar a p ∈ Spec(A) de modo que

p ∈ V(ϕ−1(J)). Para mostrar que p ∈ ϕ∗(V(J)) será suficiente probar que para cada f ∈ A de modo

que p ∈ D( f ) se tiene que D( f ) ∩ ϕ∗(V(J)) � ∅. Sea f ∈ A tal que p ∈ D( f ). Por hipótesis tenemos

que ϕ−1(J) ⊆ p con lo cual se sigue que
√
ϕ−1(J) ⊆ p, además, recordemos que

√
ϕ−1(J) =

ϕ−1(
√

J). Como f � p se tiene que f � ϕ−1(
√

J), esto implica que ϕ( f ) �
√

J. Luego, como√
J =

⋂
r∈V(J) r, se sigue la existencia de q ∈ Spec(B) tal que J ⊆ q y ϕ( f ) � q, consecuentemente

tenemos que ϕ−1(
√

J) ⊆ ϕ−1(q) y f � ϕ−1(q). De esta forma tenemos que ϕ−1(q) ∈ D( f ) y además,

el hecho de que ϕ−1(q) = ϕ∗(q) ∈ ϕ∗(V(J)) implica que D( f ) ∩ ϕ∗(V(J)) � ∅. Luego, como f
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fue un elemento arbitrario de modo que p ∈ D( f ), se sigue que p ∈ ϕ∗(V(J)) y esto implica que

V(ϕ−1(J)) ⊆ ϕ∗(V(J)).

3. Supongamos que ϕ es un homomorfismo sobreyectivo. En primer lugar, vamos a probar que

ϕ∗
(
Spec(B)

)
= V(Kerϕ), para ello, realizaremos dos observaciones:

a) Si J ∈ ∂B, entonces Kerϕ ⊆ ϕ−1(J). En efecto, sea J ∈ ∂B. Si a ∈ A es tal que a ∈ Kerϕ, se

sigue que ϕ(a) = 0B ∈ J y con esto tenemos que a ∈ ϕ−1(J). Por lo tanto, Kerϕ ⊆ ϕ−1(J).

b) Si p ∈ Spec(A) y es tal que Kerϕ ⊆ p, entonces existe q ∈ Spec(B) tal que p = ϕ−1(q). Sea

p ∈ Spec(A) tal que Kerϕ ⊆ p. Como ϕ : A → B es un homomorfismo sobreyectivo, por

el primer teorema de isomorfismos se sigue que la aplicación inducida ϕ̃ :
A

Kerϕ
→ B es

un isomorfismo de anillos. Luego, como p es un ideal primo de A que contiene a Kerϕ se

sigue que
p

Kerϕ
es un ideal primo de

A
Kerϕ

y por tanto se tiene que existe q ∈ Spec(B) tal

que ϕ̃

(
p

Kerϕ

)
= q. Afirmamos que ϕ−1(q) = p: en efecto, sea a ∈ A,

a ∈ p ⇐⇒ a + Kerϕ ∈ p

Kerϕ

⇐⇒ ϕ̃(a + Kerϕ) ∈ q
⇐⇒ ϕ(a) ∈ q
⇐⇒ a ∈ ϕ−1(q).

Sea p ∈ Spec(A). Utilizando las observaciones anteriores se tiene que

p ∈ ϕ∗(Spec(B)
) ⇐⇒ ∃ q ∈ Spec(B) : p = ϕ∗(q)

⇐⇒ ∃ q ∈ Spec(B) : p = ϕ−1(q)

⇐⇒ Kerϕ ⊆ p
⇐⇒ p ∈ V(Kerϕ).

Por lo tanto, tenemos que ϕ∗
(
Spec(B)

)
= V(Kerϕ). De esta forma, vamos a considerar la aplicación

ϕ̃∗ : Spec(B) → V(Kerϕ)

q 
→ ϕ∗(q)

Obsérvese que la aplicación ϕ̃∗ es continua pues ϕ∗ lo es y además, tenemos que ϕ̃∗ es sobreyectiva

pues ϕ̃∗
(
Spec(B)

)
= ϕ∗

(
Spec(B)

)
= V(Kerϕ).

Ahora, mostraremos que ϕ̃∗ es inyectiva: sean q y r elementos de Spec(B) tales que ϕ∗(q) = ϕ∗(r), es

decir tales que ϕ−1(q) = ϕ−1(r). Sea b ∈ B tal que b ∈ q. Como ϕ es sobreyectivo se sigue que existe

a ∈ A tal que ϕ(a) = b, esto implica que ϕ(a) ∈ q y consecuentemente que a ∈ ϕ−1(q) = ϕ−1(r).
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De esta forma, como b = ϕ(a) ∈ r se sigue que q ⊆ r. De manera análoga se muestra que r ⊆ q y

ası́ tenemos que q = r. Por lo tanto ϕ̃∗ es inyectiva.

Lo único que nos resta probar para mostrar que ϕ̃∗ es un homeomorfismo es que ϕ̃∗
−1

es una apli-

cación continua, para ello, es suficiente mostrar que ϕ̃∗ es una aplicación cerrada. Sea J ∈ ∂B,

mostraremos que ϕ̃∗(V(J)) = ϕ∗(V(J)) es un cerrado de Spec(A). Por el enunciado 2 sabemos

que ϕ∗(V(J)) = V(ϕ−1(J)), de esta forma tenemos que ϕ∗(V(J)) ⊆ V(ϕ−1(J)). Recı́procamente,

sea p ∈ Spec(A) tal que p ∈ V(ϕ−1(J)). Como J es un ideal de B por la observación a) tenemos

que Kerϕ ⊆ ϕ−1(J) y como ϕ−1(J) ⊆ p se sigue que Kerϕ ⊆ p; de esta forma, por b) existe

q ∈ Spec(B) tal que p = ϕ−1(q). Luego, como ϕ es sobreyectivo se tiene que ϕ(ϕ−1(q)) = q, esto

implica que ϕ(p) = q y con ello tenemos que ϕ(p) es un ideal primo de B; además, se tiene que

ϕ∗(ϕ(p)) = ϕ−1(ϕ(p)) = ϕ−1(q) = p. Por último, nuevamente utilizando la sobreyectividad de ϕ se

tiene que J ⊆ ϕ(p). De esta forma, como p = ϕ∗(ϕ(p)) y como ϕ(p) es un ideal primo de B que

contiene a J se sigue que p ∈ ϕ∗(V(J)) y con ello que V(ϕ−1(J)) ⊆ ϕ∗(V(J)). Por lo tanto, tenemos

que ϕ∗(V(J)) = V(ϕ−1(J)) = ϕ∗(V(J)) y ası́ concluimos que ϕ̃∗ es una aplicación cerrada.

4.

ϕ∗
(
Spec(B)

)
es denso en Spec(A) ⇐⇒ ϕ∗

(
Spec(B)

)
= Spec(A)

⇐⇒ ϕ∗
(
V({0B})) = Spec(A)

⇐⇒ V
(
ϕ−1({0B})) = Spec(A)

⇐⇒ V(Kerϕ) = V({0A})
⇐⇒ √

Kerϕ =
√
{0A}

⇐⇒ Kerϕ ⊆ Nil(A).

5. Sea ψ : B→ C un homomorfismo de anillos. Puesto que (ψ ◦ ϕ)∗ y ϕ∗ ◦ ψ∗ tienen por dominio a

Spec(C) y por codominio a Spec(A), para mostrar la igualdad de dichas funciones sólo resta probar

que tienen la misma regla de asignación. Sea r ∈ Spec(C),

(ψ ◦ ϕ)∗(r) = (ψ ◦ ϕ)−1(r) = ϕ−1 ◦ ψ−1(r) = ϕ∗ ◦ ψ∗(r).
Por lo tanto, concluimos que (ψ ◦ ϕ)∗ = ϕ∗ ◦ ψ∗.

4.2. El Espectro Afı́n de un Anillo. Fijemos un anillo A. En la sección anterior hemos cons-

truido al espacio topológico Spec(A), ahora bien, utilizando dicho espacio topológico nuestro si-

guiente objetivo será el de construir un espacio anillado, de esta forma, lo único que necesitamos

es tener en nuestras manos una gavilla de anillos sobre Spec(A). En este apartado nos dedicaremos

a construir dicha gavilla y a estudiar algunas de sus propiedades.
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Vamos a comenzar la construcción una gavilla de anillos sobre Spec(A) a la cual denotaremos

por OSpec(A). Sea U un abierto de Spec(A). Vamos a asignar un anillo OSpec(A)(U) al abierto U de

la siguiente forma: si U = ∅, entonces asignamos OSpec(A)(U) = {0}, de otro modo definimos a

OSpec(A)(U) como el conjunto de aplicaciones s : U → ∏
p∈U Ap que satisfagan las siguientes dos

condiciones:

1. Para cada p ∈ U se tiene que s(p) ∈ Ap.
2. Se cumple que s es localmente un cociente de elementos de A, es decir, para todo p ∈ U

existe una vecindad abierta V de p contenida en U y existen elementos a, f ∈ A tales que

para cada q ∈ V se satisface que f � q y s(q) =
a
f

en Aq.

Observemos que la segunda condición puede reescribirse en función de los abiertos básicos de

Spec(A) de la siguiente manera: para todo p ∈ U existe un abierto V de Spec(A) que contiene p,

está contenido en U y existen elementos a, f ∈ A tales que para cada q ∈ V se cumple que q ∈ D( f )

y s(q) =
a
f

en Aq.

Luego, observemos que OSpec(A)(U) tiene una estructura de anillo con la suma y el producto

definidos puntualmente como funciones. En efecto:

∗ Suma y producto. Sean s, t ∈ OSpec(A)(U) y p ∈ U. Como s es una sección de OSpec(A) sobre

U existe un abierto V s de Spec(A) que contiene a p, está contenido en U y existen elementos

as, fs ∈ A tales que para todo q ∈ V s se cumple q ∈ D( fs) y s(q) =
as

fs
en Aq; asimismo, como t es

una sección de OSpec(A) sobre U existe Vt un abierto de Spec(A) que contiene a p, está contenido

en U y existen at, ft ∈ A tales que para todo q ∈ Vt se tiene que q ∈ D( ft) y t(q) =
at

ft
en Aq.

Observemos que la suma s + t y el producto st también son funciones de U a
∏
p∈U Ap y que

de manera clara satisfacen la primera condición requerida, de este modo, sólo resta comprobar

que satisfacen la segunda condición. En ambos casos el abierto de Spec(A) que consideramos es

V s ∩ Vt, los elementos que tomamos de A para la suma son ( ftas + fsat) y ( fs ft) y para el producto

son (asat) y ( fs ft); de este modo, para cada q ∈ V s ∩ Vt se cumple que (s + t)(q) = s(q) + t(q) y que

(st)(q) = s(q)t(q). Por lo tanto, tenemos que s + t y que st son secciones de OSpec(A) sobre U.

∗ Conmutatividad y asociatividad. La conmutatividad y asociatividad se siguen del hecho que la

conmutatividad y asociatividad existe en los elementos de Aq para cualquier q ∈ Spec(A).

∗ Neutro aditivo y multiplicativo. Definimos el neutro aditivo como la siguiente aplicación:

0OSpec(A)(U) : OSpec(A)(U) →
∏
r∈U

Ar

q 
→ 0Aq
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Claramente tenemos que 0OSpec(A)(U) está bien definida y satisface la primera condición de la defini-

ción de OSpec(A)(U). Para comprobar la segunda condición, para cada punto de U consideramos a U
como el abierto requerido y los elementos 0A y 1A también son los adecuados pues recordemos que

p ∈ D(1A) para cada p ∈ Spec(A). Luego, es inmediato de la construcción que s + 0OSpec(A)(U) = s
para cualquier s ∈ OSpec(A)(U). El neutro multiplicativo será definido como la siguiente aplicación:

1OSpec(A)(U) : OSpec(A)(U) →
∏
r∈U

Ar

q 
→ 1Aq

En este caso también es claro que 1OSpec(A)(U) está bien definida y que satisface la primera condi-

ción de la definición de OSpec(A)(U). Para comprobar la segunda condición, para cada punto de U
también consideramos a U como el abierto requerido y los elementos adecuados de A que consid-

eramos son 1A y 1A. Además, por la construcción de manera inmediata se tiene que s1OSpec(A)(U) = s
para cualquier s ∈ OSpec(A)(U).

∗ Inverso aditivo. Dado s ∈ OSpec(A)(U), definimos la aplicación

−s : OSpec(A)(U) →
∏
r∈U

Ar

q 
→ −s(q)

Es claro que −s es una aplicación bien definida y que satisface la primera condición en la definición

de OSpec(A)(U); ahora, comprobaremos que también satisface la segunda condición: dado p ∈ U se

tiene que existe un abierto V de Spec(A) que contiene a p, está contenido en U y existen elementos

a, f ∈ A tales que V ⊆ D( f ) y para cada q ∈ V se tiene que s(q) =
a
f

en Aq. Para la aplicación −s y

el punto p, considerar al abierto V y a los elementos −a y f de A asegura que −s ∈ OSpec(A)(U). De

este modo, de la construcción de −s se sigue de manera inmediata que s + (−s) = 0OSpec(A)(U).

El siguiente paso para construir una gavilla es definir los homomorfismos de restricción. Dados

U y V abiertos de Spec(A) tales que V ⊆ U, definimos la restricción ρSpec(A)
U
V : OSpec(A)(U) →

OSpec(A)(V) como la restricción natural de funciones; además, observemos que claramente ρSpec(A)
U
V

es un homomorfismo de anillos.

Bajo las condiciones dadas anteriormente vamos a mostrar que OSpec(A) es una gavilla de anillos

sobre Spec(A). Por construcción claramente se satisfacen PG1, PG2 y PG3, ası́, sólo resta mostrar

que se satisfacen G1 y G2. Sean U un abierto de Spec(A) y
(
Ui

)
i∈I una cubierta abierta de U.

G1. Sea s ∈ OSpec(A)(U) tal que s|Ui = 0OSpec(A)(Ui) para todo i ∈ I. Sea p ∈ U, ası́, existe j ∈ I de

modo que U j contiene a p. Por otro lado, por hipótesis se tiene que s|U j = 0OSpec(A)(U j) y esto
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implica que s(q) = s|U j(q) = 0Aq para todo q ∈ U j. Particularmente tenemos que s(p) = 0Ap

y por tanto, como p fue un punto arbitrario en U se concluye que s = 0OSpec(A)(U).

G2. Sea (si)i∈I una familia de secciones de OSpec(A) modo que si ∈ OSpec(A)(Ui) para cada i ∈ I
y de modo que si|Ui∩U j = s j|Ui∩U j para cualesquier i, j ∈ I. Recordemos que si p ∈ U se

tiene que existe j ∈ I tal que p ∈ U j, tomando esto en cuenta vamos a definir la aplicación

s : U → ∏
r∈U Ar como s(q) = sk(q) donde k es un ı́ndice en I de modo que q ∈ Uk.

Ahora, vamos a mostrar que s está bien definida: sean i, j ∈ I y q ∈ OSpec(A)(U) tales que

q ∈ Ui ∩ U j, puesto que

si(q) = si|Ui∩U j(q) = s j|Ui∩U j(q) = s j(q)

se sigue que s está bien definida. Además, por construcción se tiene que s|Ui = si para cada

i ∈ I. Lo único que resta a mostrar es que s es un elemento de OSpec(A)(U): claramente

s satisface la primera condición de la definición de OSpec(A)(U) ası́ que sólo resta mostrar

que satisface la segunda condición. Dado p en U sabemos que existe j ∈ I de modo que

p ∈ U j y esto implica que s(p) = s j(p). Luego, como s j ∈ OSpec(A)(U j) sabemos que existe

un abierto Vj de Spec(A) que contiene a p, está contenido en U j y existen aj, f j ∈ A de

modo que para cualquier q ∈ Vj se tiene que q ∈ D( f j) y s j(q) =
aj

f j
en Aq. El abierto Vj

y los elementos aj, f j ∈ A aseguran que s satisface la segunda condición y de esta forma

tenemos que s ∈ OSpec(A)(U).

Por lo tanto, concluimos que OSpec(A) es una gavilla de anillos sobre Spec(A). Una vez con este

hecho, ya podemos realizar la siguiente definición:

Definición 1.52. Sea A un anillo. El espectro del anillo A es el par (Spec(A),OSpec(A)) donde

Spec(A) es un espacio topológico con la topologı́a de Zariski y OSpec(A) es la gavilla de anillos

definida arriba.

En el siguiente resultado se enuncian algunas propiedades de la gavilla estructural del espacio

de Zariski de un anillo. Solamente realizaremos un bosquejo rápido de la demostración, para ver

los detalles completos de esta prueba puede consultarse [5].

Proposición 1.53. Sea A un anillo. Se satisfacen los siguientes enunciados:

1. Para cada p ∈ Spec(A) existe un isomorfismo de anillos entre Ap y OSpec(A),p.
2. Para cualquier f ∈ A existe un isomorfismo de anillos entre Af y OSpec(A)(D( f )). En par-

ticular, OSpec(A)
(
Spec(A)

)
� A.

Demostración.
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1. Sea p ∈ Spec(A). En primer lugar, construimos el homomorfismo de anillos

ϕ : A → OSpec(A), p

a 
→ [(U, ã)]

donde ã : Spec(A) → ∏
q ∈Spec(A) Aq es la aplicación tal que ã(q) =

a
1A

Aq para cada q ∈ Spec(A).

En segundo lugar, utilizando la propiedad universal de la localización se construye el siguiente

homomorfismo de anillos:

ϕ̃ : Ap → OSpec(A), p

a
s
→ [(D(s),

(̃a
s

)
)]

donde
(̃a

s

)
: D(s)→∏

q∈D(s) Aq es la aplicación de modo que
(̃a

s

)
(q) =

a
s

Aq para cualquier q ∈ D(s).

El homomorfismo ϕ̃ es el isomorfismo buscado.

2. Sea f ∈ A. Comenzamos construyendo el homomorfismo de anillos

ψ : A → OSpec(A)(D( f ))

a 
→ ψ(a) : D( f )→
∏
q ∈ D( f )

Aq

r 
→ a
1A

Ar

Luego, utilizando la propiedad universal de la localización para anillos se construye el siguiente

homomorfismo de anillos:

ψ̃ : Af → OSpec(A)(D( f ))

a
f n 
→ ψ(a)ψ( f n)−1 : D( f )→

∏
q ∈ D( f )

Aq

r 
→ a
f n Ar

El homomorfismo ψ̃ es el isomorfismo buscado.

Para concluir con este apartado, como una consecuencia directa a la proposición anterior tene-

mos el siguiente resultado que confirma la estructura anillada del espectro de un anillo.

Corolario 1.54. Sea A un anillo. El espectro de A es un espacio localmente anillado.
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4.3. Nociones Básicas de Esquemas Afines. Finalmente, para concluir con esta sección y

con este capı́tulo, vamos a definir a los esquemas afines, sus morfismos y a estudiar algunas de

sus propiedades. Los resultados aquı́ expuestos serán utilizados frecuentemente en los capı́tulos

posteriores ası́ que es importante tenerlos presentes.

Al concluir la sección anterior, mostramos que el espectro de un anillo es un espacio localmente

anillado. De hecho, el espectro de un anillo es el modelo del cual construiremos a los esquema

afines.

Definición 1.55. Un esquema afı́n es un espacio localmente anillado (X,OX) el cual es isomorfo

como espacio localmente anillado al espectro de algún anillo.

Ası́, si consideramos cualquier anillo y su espectro, entonces tenemos definido de manera au-

tomática un esquema afı́n.

La siguiente definición que realizaremos es la de morfismo de esquemas afines. Puesto que en

particular un esquema afı́n es un espacio localmente anillado, no debemos de sorprendernos de la

siguiente definición.

Definición 1.56. Un morfismo de esquemas afines es un morfismo de espacios localmente ani-

llados.

De esta manera, puesto que un morfismo de esquemas afines es sólo un morfismo de espacios

localmente anillados, las definiciones correspondientes a composición de morfismos e isomorfis-

mos se extienden de una manera natural.

El siguiente resultado que presentamos nos muestra que los morfismos de esquemas afines

tienen un carácter completamente algebraico. Nuevamente, sólo realizaremos un bosquejo de la

demostración, para ver todos los detalles de la prueba puede consultarse [5].

Teorema 1.57. Sean A y B anillos. Se satisface las siguientes propiedades:

1. Si ϕ : A → B un homomorfismo de anillos, entonces ϕ induce un morfismo de esquemas
afines (ϕ∗, ϕ#) : (Spec(B),OSpec(B))→ (Spec(A),OSpec(A)).

2. Cualquier morfismo de esquemas afines entre (Spec(B),OSpec(B)) y (Spec(A),OSpec(A)) es
inducido por un homomorfismo de anillos entre A y B como en el enunciado anterior.

Demostración.
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1. Sea ϕ : A→ B un homomorfismo de anillos. Por la Proposición 1.50 sabemos que la aplicación

ϕ∗ : Spec(B) → Spec(A)

q 
→ ϕ−1(q)

es una aplicación continua. Ahora bien, definimos el morfismo ϕ# : OSpec(A) → ϕ∗∗(OSpec(B)) de la

siguiente manera: para cada abierto U de Spec(A) asignamos el siguiente homomorfismo de anillos:

ϕ#
U : OSpec(A)(U) → OSpec(B)(ϕ

∗−1(U))

s 
→ ϕ#
U(s) : ϕ∗−1(U) →

∏
r ∈ ϕ∗−1(U)

Br

q 
→ gq(s ◦ ϕ∗|ϕ∗−1(U)(q))

donde para todo q ∈ Spec(B) se define el homomorfismo local de anillos

gq : Aϕ−1(q) → Bq
a
s


→ ϕ(a)

ϕ(s)

2. Sea ( f , f #) : (Spec(B),OSpec(B)) → (Spec(A),OSpec(A)) un morfismo de esquemas afines. Al

considerar el homomorfismo asociado al abierto Spec(A) obtenemos el homomorfismo de anillos

f #
Spec(A)

: OSpec(A)(Spec(A))→ OSpec(B)(Spec(B)). Luego, al considerar los isomorfismos de anillos

OSpec(A)(Spec(A)) � A y OSpec(B)(Spec(B)) � B podemos construir un homomorfismo de anillos ϕ

entre A y B. El morfismo de esquemas afines (ϕ∗, ϕ#) construido como en el enunciado 1 coincide

con ( f , f #).

El siguiente resultado nos muestra que los abiertos básicos de la topologı́a del espacio de Zariski

de un anillo tienen de una manera natural una estructura de esquema afı́n.

Proposición 1.58. Sean A un anillo y f un elemento de A. El espacio localmente anillado
(D( f ),OD( f )) es isomorfo a (Spec(Af ),OSpec(Af )) y de este modo, tenemos que (D( f ),OD( f )) es un
esquema afı́n.

Demostración. Para comenzar, recordemos que tenemos definido el homomorfismo natural de ani-

llos iA
f : A → Af . De este modo, por el teorema anterior se sigue la existencia de un morfismo de

esquemas afines (ϕ, ϕ#) : (Spec(Af ),OSpec(Af ))→ (Spec(A),OSpec(A)), donde

ϕ : Spec(Af ) → Spec(A)

r 
→ (iA
f )−1(r)
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es una aplicación continua y para cada abierto U de Spec(A) se tiene definido el homomorfismo de

anillos

ϕ#
U : OSpec(A)(U) → OSpec(Af )(ϕ

−1(U))

s 
→ ϕ#
U(s) : ϕ−1(U) →

∏
r ∈ ϕ−1(U)

(Af )r

t 
→ gt(s ◦ ϕ|ϕ−1(U)(t))

donde para cada t ∈ Spec(Af ) se tiene el siguiente homomorfismo local de anillos:

gt : Aϕ−1(t) → (Af )t

a
s


→
a
1A
s

1A

En primer lugar, vamos a estudiar a la aplicación continua ϕ. Por la Proposición 1.46 sabemos que

los ideales primos de Af son de la forma p f para algún p ∈ Spec(A) de modo que f � p. Ası́,

como ϕ(p f ) = p para cualquier p ∈ Spec(A) tal que f � p, se sigue de manera inmediata que

ϕ(Spec(A)) = D( f ). Luego, podemos considerar la aplicación continua

ϕ̃ : Spec(Af ) → D( f )

r f 
→ r

Por construcción se tiene que ϕ̃ es una biyección. Lo que mostraremos a continuación es que ϕ̃

es una aplicación cerrada y con ello tendremos que ϕ̃ es un homeomorfismo. Sea J un ideal de A,

vamos a probar que ϕ̃
(
V(J f )

)
= V(J)∩D( f ). Puesto que V(J f ) ⊆ Spec(Af ) se sigue que ϕ̃

(
V(J f )

) ⊆
ϕ̃
(
Spec(Af )

)
= D( f ); además, por la Proposición 1.51 sabemos que ϕ̃

(
V(J f )

)
= V(J) lo cual implica

que ϕ̃
(
V(J f )

) ⊆ V(J). Consecuentemente tenemos que ϕ̃
(
V(J f )

) ⊆ V(J) ∩ D( f ). Recı́procamente,

sea p ∈ Spec(A) de modo que p ∈ V(J) ∩ D( f ). Las condiciones J ⊆ p y f � p implican que

J f ⊆ p f . Ası́, como p f ∈ V(J f ) y ϕ̃(p f ) = p se sigue que p ∈ ϕ̃(V(J f )
)

y de esta forma tenemos que

V(I) ∩ D( f ) ⊆ ϕ̃(V(J f )
)
. Por lo tanto, se concluye que ϕ̃ es un homeomorfismo entre Spec(Af ) y

D( f ).

Nuestro siguiente objetivo es el de construir un isomorfismo entre las gavillas OD( f ) y ϕ̃∗(OSpec(Af )),

sin embargo, antes de realizar dicha construcción vamos a mostrar que el homomorfismo de anillos

gp f : Ap → (Af )p f es un isomorfismo para cada p ∈ Spec(A) tal que f � p. Sea p ∈ Spec(A) tal que

f � p:

• gp f es inyectivo: sean a ∈ A y u ∈ A\p tales que
a
u
∈ Ker gp f . De esta forma, como gp f (

a
u

) = 0(A f )p f

se sigue que existen v ∈ A\p y n ∈ Z+ de modo que
v
f n ·

a
1A
=

0A

1A
, consecuentemente tenemos que
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existe m ∈ Z+ tal que f mva = 0A. Luego, como v y f están en A\p se sigue que f mv ∈ A\p y esto

implica que

a
u
=

f mva
f mvu

=
0A

f mvu
= 0Ap .

Por lo tanto, concluimos que gp f es inyectivo.

• gp f es sobreyectivo: sean a ∈ A, u ∈ A\p y n,m ∈ Z+. Afirmamos que la imagen del elemento

a f m

u f n bajo gp f es igual a

a
f n

u
f m

: en efecto,

gp f (
a f m

u f n ) =

a f m

1A

u f n

1A

=

a
f n

u
f m

donde la última igualdad se satisface pues
u
f m ·

a f m

1A
=

ua
1A
=

u f n

1A
· a

f n . De esta forma, concluimos

que gp f es sobreyectivo.

Por lo tanto, tenemos que gp f es un isomorfismo de anillos.

A continuación construiremos el morfismo de gavillas ϕ̃# : OD( f ) → ϕ̃∗(OSpec(Af )). Sea U un abierto

de D( f ). Puesto que U es un abierto de D( f ) que a su vez es un abierto de Spec(A) y puesto

que OD( f ) = OSpec(A)|D( f ), definimos el homomorfismo ϕ̃#
U : OD( f )(U) → OSpec(Af )(ϕ̃

−1(U)) como

ϕ̃#
U = ϕ

#
U . De una manera inmediata se sigue que ϕ̃# es un morfismo de gavillas. Ahora, para probar

que ϕ̃# es un isomorfismo será suficiente mostrar que para cada p ∈ Spec(A) tal que f � p la

aplicación inducida a los anillos de gérmenes ϕ̃#
p f

: OD( f ),p → OSpec(A f ), p f es un isomorfismo. Sea

p ∈ Spec(A) tal que f � p. Observemos que el siguiente diagrama es un diagrama conmutativo:

OD( f ),p

ϕ̃#
p f

��

�

��

OSpec(Af ),p f

�

��
Ap gp f

�� (Af )p f

De la conmutatividad de dicho diagrama se sigue de manera inmediata que ϕ̃#
p f

es un isomorfismo.

Además, como gp f es un homomorfismo local también tenemos que ϕ̃#
p f

es un homomorfismo local

de anillos.
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De esta manera, concluimos que (ϕ̃, ϕ̃#) es un isomorfismo entre los espacios localmente anillados

(Spec(Af ),OSpec(Af )) y (D( f ),OD( f )).

Para concluir con este capı́tulo, en el siguiente resultado vamos a mostrar que cuando tenemos

que un abierto básico que está contenido en otro abierto básico podemos ver al primero de ellos

como un abierto básico en el segundo.

Lema 1.59. Sean f y g elementos de un anillo A. Si D( f ) ⊆ D(g), entonces D( f ) es homeomorfo

al abierto básico D(
f

1A
) de Spec(Ag) y de esta forma, podemos considerar a D( f ) como un abierto

básico de D(g).

Demostración. En primer lugar, la hipótesis D( f ) ⊆ D(g) es equivalente a los siguientes enuncia-

dos:

D( f ) ⊆ D(g) ⇐⇒ Spec(A)\V(A f ) ⊆ Spec(A)\V(Ag)

⇐⇒ V(Ag) ⊆ V(A f )

⇐⇒ √
A f ⊆ √

Ag

⇐⇒ ∃m ∈ N, ∃ λ ∈ A : f m = λg.

Ahora bien, realizando la composición de las aplicaciones naturales A → Ag y Ag → (Ag) f
1A

obte-

nemos el siguiente homomorfismo de anillos:

ψ : A → (Ag) f
1A

a 
→
a
1A

1A

1A

Luego, observemos que la imagen de f bajo ψ es una unidad en (Ag) f
1A

: en efecto,

ψ( f ) ·
1A

1A

f
1A

=

f
1A

1A

1A

·
1A

1A

f
1A

=

f
1A

f
1A

=

1A

1A

1A

1A

= 1(Ag) f
1A

,

donde la última igualdad es verdadera ya que
1A

1A
· f

1A
=

f
1A
=

1A

1A
· f

1A
en Ag. De esta forma, por

la propiedad universal de la localización para anillos se tiene la existencia del homomorfismo de
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anillos

ψ̃ : Af → (Ag) f
1A

a
f n 
→

a
1A

f n

1A

Vamos a probar que ψ̃ es un isomorfismo de anillos. Comenzaremos mostrando la inyectividad:

sean a ∈ A y n ∈ Z+ tales que
a
f n ∈ Ker ψ̃. Ası́, como ψ̃(

a
f n ) = 0(Ag) f

1A

tenemos que existe z ∈ Z+ de

modo que
f z

1A
· a

1A
=

0A

1A
en Ag, consecuentemente existe w ∈ Z+ de modo que gw f za = 0A. Luego,

la última igualdad implica que λwgw f za = 0A y como f m = λg se sigue que f mw+za = 0A. De este

modo, como
a
f n =

f mw+za
f mw+z f n =

0A

f mw+z+n = 0A f concluimos que ψ̃ es inyectiva.

Ahora, probaremos que ψ̃ es sobreyectiva. Sean a ∈ A y r, s ∈ Z+. Afirmamos que la imagen del

elemento
λra
f mr+s bajo ψ̃ es igual a

a
gr

f s

1A

, en efecto:

ψ̃(
λra
f mr+s ) =

λra
1A

f mr+s

1A

=

λr

1A

1A

1A

·
a
1A

f mr f s

1A

=

f mr

gr

1A

1A

·
a
1A

f mr f s

1A

=

a
gr

f s

1A

.

Ası́, concluimos que ψ̃ es un isomorfismo de anillos.

De este modo, como ψ̃ : Af → (Ag) f
1A

es un isomorfismo, por la Proposición 1.51 se sigue que

Spec((Ag) f
1A

) es homeomorfo a V(Ker ψ̃) = V({0A f }) = Spec(Af ). Por último, por la proposición

anterior tenemos los homeomorfismos Spec((Ag) f
1A

) � D(
f

1A
) y Spec(Af ) � D( f ) de los cuales se

concluye que D( f ) es homeomorfo a D(
f

1A
).



Capı́tulo 2

Gavillas de Módulos

En este capı́tulo vamos a estudiar una clase especial de gavillas: las gavillas de módulos. En la

primera sección definiremos las gavillas de módulos y estudiaremos algunas de sus propiedades,

no será una sorpresa que en esta sección y en las posteriores aparezcan algunos resultados análogos

a los de la Teorı́a de Módulos. En la segunda sección nos enfocaremos en una clase especial de

gavillas de módulos, las generadas por una familia de sus secciones globales. Motivados por la

construcción de la gavilla imagen directa, en la tercera sección construiremos una gavilla a partir

de una aplicación continua entre espacios topológicos y una gavilla sobre el codominio: la gavilla

imagen inversa. Para finalizar con este capı́tulo, en la cuarta y última sección realizaremos la cons-

trucción de una gavilla de módulos a partir de una pareja de gavillas de módulos, nos referimos al

producto tensorial de gavillas de módulos.

1. Nociones Básicas

En esta sección introduciremos el concepto de gavilla de módulos sobre un espacio anilla-

do. Después de definir las gavillas de módulos estudiaremos algunas de sus propiedades, además,

motivados por algunos resultados de la Teorı́a de Módulos obtendremos resultados análogos para

gavillas. Comenzaremos definiendo al objeto que da nombre a este capı́tulo.

Definición 2.1. Sea (X,OX) un espacio anillado. Una gavilla de OX-módulos (respectivamente,

pregavilla deOX-módulos) es una gavilla (respectivamente, pregavilla) de grupos abelianos F sobre

X tal que para cada abierto U de X el grupo abeliano F (U) tiene una estructura de OX(U)-módulo,

y tal que para cualesquier abiertos U y V de X de modo que V ⊆ U se tiene que el homomorfismo

ρF U
V : F (U) → F (V) es compatible con el homomorfismo de anillos ρOX

U
V : OX(U) → OX(V), es

decir, se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo:

OX(U) × F (U) ��

ρOX
U
V ×ρF U

V

��

F (U)

ρF U
V

��
OX(V) × F (V) �� F (V)

45
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Vamos a fijar terminologı́a y realizaremos una observación para un espacio anillado (X,OX):

• Cuando no existan diferencias o confusión en tomar una gavilla o pregavilla de OX-módu-

los, simplemente diremos que tenemos un OX-módulo o un módulo sobre (X,OX).

• Si F es un OX-módulo, para cada p ∈ X el grupo de gérmenes Fp hereda una estructura de

OX,p-módulo dada de la siguiente manera:

· : OX,p × Fp → Fp(
[(V, λ)], [(U, s)]

) 
→ [(V ∩ U, ρOX
V
V∩U(λ) · ρF U

V∩U(s))]

Para definir un morfismo entre gavillas de módulos, vamos a necesitar una condición más a las

ya establecidas en los morfismos de pregavillas de grupos abelianos.

Definición 2.2. Sean F y G módulos sobre OX donde (X,OX) es un espacio anillado. Un mor-
fismo ϕ entre F y G es un morfismo entre las gavillas F y G tal que para cada abierto U de X el

homomorfismo ϕU es una aplicación OX(U)-lineal.

Al igual que en la Teorı́a de Módulos, dados F y G módulos sobre OX donde (X,OX) es un

espacio anillado, podemos considerar el conjunto de todos los morfismos entre F y G que deno-

taremos por HomOX (F ,G). Dicho conjunto no sólo es un conjunto, también tiene una estructura

algebraica. En efecto, la siguiente proposición nos hablará de este hecho.

Proposición 2.3. Sean F y G módulos sobre OX donde (X,OX) es un espacio anillado. De
manera natural, el conjunto HomOX (F ,G) tiene una estructura de OX(X)-módulo.

Demostración. Es claro que HomOX (F ,G) es un grupo abeliano, ası́ que sólo resta definir un pro-

ducto de elementos de HomOX (F ,G) por elementos de OX(X). Definimos la siguiente operación:

· : OX(X) × HomOX (F ,G) → HomOX (F ,G)

(λ, ϕ) 
→ λϕ

donde para cada abierto U de X se define la aplicación

(λϕ)U : F (U) → G(U)

a 
→ ρOX
X
U(λ) · ϕU(a)

Comencemos verificando que el producto anterior está bien definido. Sean λ ∈ OX(X) y ϕ ∈
HomOX (F ,G). Observemos que para cada abierto U de X por construcción se tiene que (λϕ)U

es una aplicación OX(U)-lineal (véase Lema A.1). Sólo resta probar la compatibilidad con las res-

tricciones para mostrar que λϕ es un morfismo. Sean U y V abiertos de X tales que V ⊆ U, vamos
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a mostrar que el siguiente diagrama es conmutativo:

F (U)
(λϕ)U ��

ρF U
V

��

G(U)

ρGU
V

��
F (V)

(λϕ)V

�� G(V)

Sea a ∈ F (U),

ρGU
V ◦ (λϕ)U(a) = ρGU

V
(
ρOX

X
U(λ) · ϕU(a)

)
= ρOX

U
V
(
ρOX

X
U(λ)

) · ρGU
V
(
ϕU(a)

)
= ρOX

X
V(λ) · ϕV

(
ρF U

V (a)
)

= (λϕ)V ◦ ρF U
V (a).

Ası́, tenemos que λϕ es un morfismo. Ahora, sean λ, μ ∈ OX(X) y ϕ, ψ ∈ HomOX (F ,G) tales que

(λ, ϕ) = (μ, ψ). Vamos a mostrar que λϕ = μψ, para ello, mostraremos que para cada abierto U de

X se tiene que (λϕ)U = (μψ)U . Sea U un abierto de X. La igualdad (λ, ϕ) = (μ, ψ) implica que λ = μ

y que ϕ = ψ, a su vez este hecho implica que ρOX
X
U(λ) = ρOX

X
U(μ) y que ϕU = ψU . Sea a ∈ F (U),

observemos que

(λϕ)U(a) = ρOX
X
U(λ) · ϕU(a) = ρOX

X
U(μ) · ψU(a) = (μψ)U(a).

De esta forma tenemos que las aplicaciones (λϕ)U y (μψ)U tienen el mismo dominio, codominio y

regla de asignación se sigue que son iguales y como U fue un abierto arbitrario de X concluimos

que λϕ = μψ. Por lo tanto, tenemos que el producto · está bien definido.

Ahora, lo que resta a probar es que el producto · cumple con los requerimientos de un producto

externo. Sean λ, μ ∈ OX(X) y ϕ, ψ ∈ HomOX (F ,G). Para mostrar las siguientes igualdades λ(ϕ+ψ) =

λϕ+λψ, (λ+μ)ϕ = λϕ+μϕ, (λμ)ϕ = λ(μϕ) y 1OX(X)ϕ = ϕ vamos a mostrar que para cada abierto U
de X las correspondientes aplicaciones OX(U)-lineales son iguales. Sea U un abierto de X. Puesto

que todas las aplicaciones OX(U)-lineales tienen por dominio a F (U) y por codominio a G(U), sólo

resta probar que tenemos la misma regla de asignación. Sea a ∈ F (U),(
λ(ϕ + ψ)

)
U(a) = ρOX

X
U(λ) · ((ϕ + ψ)U(a)

)
= ρOX

X
U(λ) · (ϕU(a) + ψU(a)

)
= ρOX

X
U(λ) · ϕU(a) + ρOX

X
U(λ) · ψU(a)

=
(
λϕ + λψ

)
U(a).
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(λ + μ)ϕ

)
U(a) = ρOX

X
U(λ + μ) · ϕU(a)

=
(
ρOX

X
U(λ) + ρOX

X
U(μ)

)
· ϕU(a)

= ρOX
X
U(λ) · ϕU(a) + ρOX

X
U(μ) · ϕU(a)

=
(
λϕ + μϕ)U(a).(

(λμ)ϕ
)

U(a) = ρOX
X
U(λμ) · ϕU(a)

=
(
ρOX

X
U(λ)ρOX

X
U(μ)

)
· ϕU(a)

= ρOX
X
U(λ) ·

(
ρOX

X
U(μ) · ϕU(a)

)
=

(
λ(μϕ)

)
U(a).(

1OX(X)ϕ
)

U(a) = ρOX
X
U(1OX(X)) · ϕU(a) = 1OX(U) · ϕU(a) = ϕU(a).

De esta forma, hemos comprobado que · es un producto externo y ası́ concluimos que HomOX (F ,G)

es un OX(X)-módulo.

Particularmente vamos a estar interesados en determinar al OX(X)-módulo HomOX (OX,F ) don-

de F es un OX-módulo sobre un espacio anillado (X,OX). El siguiente resultado nos brindará una

caracterización de este módulo, el lector podrá notar la similitud con el Lema A.2.

Proposición 2.4. Sea F un OX-módulo sobre un espacio anillado (X,OX). Existe un OX(X)-
isomorfismo entre HomOX (OX,F ) y F (X).

Demostración. En primer lugar, consideramos la siguiente asignación entre HomOX (OX,F ) y F (X):

Φ : HomOX (OX,F ) → F (X)

ϕ 
→ ϕX(1OX(X))

Vamos a mostrar que Φ es una aplicación bien definida: consideremos a ϕ y ϕ′ elementos de

HomOX (OX,F ) tales que ϕ = ϕ′, ası́, para todo abierto U de X se tiene la igualdad ϕU = ϕ
′
U . De

manera particular, cuando U = X tenemos que ϕX = ϕ
′
X y esto implica que ϕX(1OX(X)) = ϕ

′
X(1OX(X)).

Por lo tanto, concluimos que Φ es una aplicación bien definida.

Ahora, observemos que Φ es una aplicación OX(X)-lineal: en efecto, sean λ, μ ∈ OX(X) y ϕ, ψ ∈
HomOX (OX,F ),

Φ
(
λϕ + μψ

)
=

(
λϕ + μψ

)
X(1OX(X))

= (λϕ)X(1OX(X)) + (μψ)X(1OX(X))

= ρOX
X
X(λ) · ϕX(1OX(X)) + ρOX

X
X(μ) · ψX(1OX(X))

= λΦ(ϕ) + μΦ(ψ).
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En segundo lugar, vamos a definir una aplicación entre F (X) y HomOX (OX,F ). Para poder realizar

dicha construcción, dada una sección global de F debemos construir un morfismo OX-lineal entre

OX y F . Sean s ∈ F (X) y U un abierto de X. Consideramos la siguiente asignación:

f s
U : OX(U) → F (U)

a 
→ a · ρF X
U(s)

Por construcción tenemos que f s
U es una aplicación OX(U)-lineal entre OX(U) y F (U) (véase Lema

A.2). Ahora, consideramos a f s como la familia
(
f s
U
)
{U abierto de X}. Afirmamos que f s es un morfis-

mo: en efecto, sean U y V abiertos de X tales que V ⊆ U. Vamos a mostrar que el diagrama

OX(U)
f s
U ��

ρOX
U
V

��

F (U)

ρF U
V

��
OX(V)

f s
V

�� F (V)

es un diagrama conmutativo. Sea a ∈ OX(U),

ρF U
V ◦ f s

U(a) = ρF U
V
(
a · ρF X

U(s)
)

= ρOX
U
V (a) · ρF U

V (ρF X
U(s))

= ρOX
U
V (a) · ρF X

V(s)

= f s
V(ρOX

U
V (a))

= f s
V ◦ ρOX

U
V (a).

Por lo tanto, f s define un morfismo entre los OX-módulos OX y F . De este modo, definimos la

siguiente asignación entre F (X) y HomOX (OX,F ):

Ψ : F (X) → HomOX (OX,F )

s 
→ f s

Comenzaremos mostrando que Ψ es una aplicación bien definida: sean s y t secciones de F sobre

X tales que s = t y sea U un abierto de X. Del hecho que s = t se sigue que ρF X
U(s) = ρF X

U(t),
esto implica que λ · ρF X

U(s) = λ · ρF X
U para todo λ ∈ OX(U), es decir que f s

U(λ) = f t
U(λ) para todo

λ ∈ OX(U) y de esto se sigue que f s
U = f t

U . De esta forma, como f s
U = f t

U para cualquier abierto U
de X se sigue que f s = f t. Ası́, tenemos que Ψ es una aplicación bien definida.

En seguida, mostraremos que Ψ es una aplicación OX(X)-lineal. Sean λ, μ ∈ OX(X) y s, t ∈ F (X).

Queremos mostrar que Ψ
(
λs + μt

)
es igual a λΨ(s) + μΨ(t), es decir, queremos mostrar la igualdad
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entre los morfismos f λs+μt y λ f s + μ f t. De este modo, para probar la igualdad entre los morfismos

deseados vamos a probar que para todo abierto U de X se tiene que
(
f λs+μt)

U =
(
λ f s + μ f t)

U . Sea

U un abierto de X. Como las aplicaciones
(
f λs+μt)

U y
(
λ f s + μ f t)

U tienen el mismo dominio y

codominio sólo resta verificar que tienen la misma regla de asignación. Sea a ∈ OX(X),(
f λs+μt)

U(a) = a · ρF X
U
(
λs + μt

)
= a ·

(
ρOX

X
U(λ) · ρF X

U(s) + ρOX
X
U(μ) · ρF X

U(t)
)

= ρOX
X
U(λ) ·

(
a · ρF X

U(s)
)
+ ρOX

X
U(μ)

(
a · ρF X

U(t)
)

= ρOX
X
U(λ) · f s

U(a) + ρOX
X
U(μ) · f t

U(a)

=
(
λ f s + μ f t)

U(a).

Ası́, como tenemos que la igualdad ( f λs+μt)U = (λ f s + μ f t)U se cumple para cualquier abierto U
de X, se sigue que los morfismos f λs+μt y λ f s + μ f t son iguales y por consiguiente se tiene que

Ψ(λs + μt) = λΨ(s) + μΨ(t). Por lo tanto, Ψ es una aplicación OX(X)-lineal.

Finalmente, vamos a mostrar que Φ y Ψ son aplicaciones inversas, es decir, que Φ ◦ Ψ = idF (X) y

que Ψ ◦ Φ = idHomOX (OX ,F ). Sea s ∈ F (X), como

Φ ◦ Ψ(s) = Φ(Ψ(s)) = Φ( f s) = f s
X(1OX(X)) = 1OX(X) · ρF X

X(s) = s

concluimos que Φ ◦Ψ = idF (X). Ahora, sea ϕ ∈ HomOX (OX,F ). Para mostrar que Ψ ◦Φ(ϕ) es igual

a ϕ vamos a mostrar que para todo abierto U de X se tiene que
(
Ψ◦Φ(ϕ)

)
U = ϕU . Sean U un abierto

de X y t ∈ OX(U). Observemos que Ψ ◦ Φ(ϕ) = Ψ(Φ(ϕ)) = Ψ(ϕX(1OX(X))) = f ϕX(1OX (X)), esto implica

que (
Ψ ◦ Φ(ϕ)

)
U(t) = f

ϕX(1OX (X))

U (t) = t · ρF X
U(ϕX(1OX(X))) = t · ϕU(ρOX

X
U(1OX(X))) = ϕU(t).

De esta forma, como
(
Ψ◦Φ(ϕ)

)
U y ϕU tienen el mismo dominio, codominio y regla de asignación se

sigue que dichas aplicaciones son iguales. Además, como U fue un abierto arbitrario de X tenemos

que los morfismosΨ◦Φ(ϕ) y ϕ son iguales y consecuentemente tenemos queΨ◦Φ = idHomOX (OX ,F ).

Por lo tanto, como tenemos que Φ y Ψ son aplicaciones inversas concluimos que existe un OX(X)-

isomorfismo entre HomOX (OX,F ) y F (X).

Recordemos que a partir de una familia de módulos podemos construir el producto y la suma

directa que tienen una estructura de módulo (véase la Sección 1 del Apéndice A). Basados en esta

idea vamos a realizar una construcción análoga para el caso de una familia de gavillas de módulos.

Teorema 2.5. Sea (Fi)i∈I una familia de gavillas de OX-módulos sobre un espacio anillado
(X,OX). El producto de gavillas denotado por

∏
i∈I Fi es la gavilla de OX-módulos definida de la
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siguiente manera: para cada abierto U de X asignamos (
∏

i∈I Fi) (U) =
∏

i∈I Fi(U), y si U y V son
abiertos de X tales que V ⊆ U la restricción ρ∏

i∈I Fi
U
V está dada por

ρ∏
i∈I Fi

U
V :

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝∏
i∈I
Fi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (U) →
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝∏

i∈I
Fi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (V)

(si)i∈I 
→ (
ρFi

U
V (si)

)
i∈I

Además, de manera natural para cada j ∈ I tenemos definido un morfismo π j :
∏

i∈I Fi → F j donde
para cada abierto U de X se tiene que

π jU :

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝∏
i∈I
Fi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (U) → F j(U)

(si)i∈I 
→ s j

Demostración. En primer lugar, mostraremos que
∏

i∈I Fi es una gavilla de grupos abelianos. Sea U
un abierto de X. Puesto que cada miembro de la familia (Fi)i∈I es en particular una gavilla de grupos

abelianos se sigue que Fi(U) es un grupo abeliano para todo i ∈ I y esto implica que
∏

i∈I Fi(U)

tiene una estructura de grupo abeliano. Ası́, para cada abierto U de X se tiene que (
∏

i∈I Fi)(U) es

un grupo abeliano. A continuación mostraremos que
∏

i∈I Fi satisface los axiomas de una gavilla:

PG1. Como Fi es una gavilla, entonces para cada i ∈ I se tiene que Fi(∅) = {0}, de esto se sigue

que
∏

i∈I Fi(∅) = {0} y por lo tanto tenemos que (
∏

i∈I Fi)(∅) = {0}.
PG2. Sean U un abierto de X y si ∈ Fi(U) para cada i ∈ I. Como tenemos que ρ∏

i∈I Fi
U
U

(
(si)i∈I

)
=(

ρFi
U
U(si)

)
i∈I = (si)i∈I se concluye que ρ∏

i∈I Fi
U
U = id(

∏
i∈I Fi)(U).

PG3. Sean U, V y W abiertos de X tales que W ⊆ V ⊆ U. Sea si una sección de Fi sobre U para

cada i ∈ I. Puesto que

ρ∏
i∈I Fi

V
W ◦ ρ∏

i∈I Fi
U
V

(
(si)i∈I

)
= ρ∏

i∈I Fi
V
W

(
(ρFi

U
V (si))i∈I

)
=

(
ρFi

V
W(ρFi

U
V (si))

)
i∈I

=
(
ρFi

U
W(si)

)
i∈I

= ρ∏
i∈I Fi

U
W

(
(si)i∈I

)
,

se tiene la igualdad ρ∏
i∈I Fi

V
W ◦ ρ∏

i∈I Fi
U
V = ρ

∏
i∈I Fi

U
W .

Ahora, sean U un abierto de X y (Un)n∈L una cubierta abierta de U.

G1. Sea si ∈ Fi(U) para cada i ∈ I de modo que ρ∏
i∈I Fi

U
Un

(
(si)i∈I

)
= 0(

∏
i∈I Fi)(Un) para todo n ∈ L.

De este modo, para todo n ∈ L se sigue que
(
ρFi

U
Un

(si)
)

i∈I = ρ∏
i∈I Fi

U
Un

(
(si)i∈I

)
= 0(

∏
i∈I Fi)(Un).

Sea i ∈ I. La ecuación anterior implica que ρFi
U
Un

(si) = 0Fi(Un) para todo n ∈ L, luego,

el hecho que
(
Un

)
n∈L es una cubierta abierta de U y que Fi es una gavilla implican que
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si = 0Fi(U). Ası́, como tenemos que si = 0Fi(U) para todo i ∈ I se concluye que (si)i∈I =
0(

∏
i∈I Fi)(U).

G2. Sea ((sn
i )i∈I)n∈L una familia de secciones de

∏
i∈I Fi tal que (sn

i )i∈I ∈ (
∏

i∈I Fi)(Un) para todo

n ∈ L y tal que ρ∏
i∈I Fi

Un
Un∩Um

(
(sn

i )i∈I
)
= ρ∏

i∈I Fi
Um
Un∩Um

(
(sm

i )i∈I
)

para cualesquier n,m ∈ L. Luego,

para cada n,m ∈ L se sigue que

ρ∏
i∈I Fi

Un
Un∩Um

(
(sn

i )i∈I
)
=

(
ρFi

Un
Un∩Um

(sn
i )
)

i∈I =
(
ρFi

Um
Un∩Um

(sm
i )

)
i∈I = ρ∏

i∈I Fi
Um
Un∩Um

(
(sm

i )i∈I
)
.

Sea i ∈ I. La igualdad anterior implica que ρFi
Un
Un∩Um

(sn
i ) = ρFi

Um
Un∩Um

(sm
i ) para cualesquier

n,m ∈ L, además, como (Un)n∈L es una cubierta abierta de U y Fi es una gavilla se sigue

que existe si ∈ Fi(U) tal que ρFi
U
Un

(si) = sn
i para cada n ∈ L. De este modo, (si)i∈I es la

sección que buscamos: en efecto, por construcción se tiene que (si)i∈I es una sección de∏
i∈I Fi sobre U y para cada n ∈ L tenemos que ρ∏

i∈I Fi
U
Un

(
(si)i∈I

)
=

(
ρFi

U
Un

(si)
)

i∈I = (sn
i )i∈I .

De esta manera, concluimos que
∏

i∈I Fi es una gavilla de grupos abelianos sobre X. Ahora bien,

puesto que cada miembro de la familia (Fi)i∈I es un OX-módulo y para cada abierto U de X se tiene

que Fi(U) es un OX(U)-módulo para cada i ∈ I, se sigue que
∏

i∈I Fi(U) tiene una estructura de

OX(U)-módulo. Lo único que resta por verificar para concluir que
∏

i∈I Fi es un OX-módulo es la

compatibilidad de las restricciones con el producto externo: sean U y V abiertos de X tales que

V ⊆ U. Vamos a mostrar que el siguiente diagrama es conmutativo:

OX(U) ×
(∏

i∈I
Fi

)
(U) ��

ρOX
U
V ×ρ∏i∈I Fi

U
V

��

(∏
i∈I
Fi

)
(U)

ρ∏i∈I Fi
U
V

��

OX(V) ×
(∏

i∈I
Fi

)
(V) ��

(∏
i∈I
Fi

)
(V)

Sean si ∈ Fi(U) para cada i ∈ I y λ ∈ OX(U),

ρ∏
i∈I Fi

U
V

(
λ · (si)i∈I

)
= ρ∏

i∈I Fi
U
V

(
(λsi)i∈I

)
=

(
ρOX

U
V (λ) · ρFi

U
V (si)

)
i∈I = ρOX

U
V (λ) · ρ∏

i∈I Fi
U
V

(
(si)i∈I

)
.

Por lo tanto, concluimos que
∏

i∈I Fi es una gavilla de OX-módulos sobre X.

En segundo lugar, vamos a mostrar que la aplicación π j :
∏

i∈I Fi → F j es un morfismo para cada

j ∈ I, donde recordemos que para cada abierto U de X se define

π jU :

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝∏
i∈I
Fi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (U) → F j(U)

(si)i∈I 
→ s j
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Sea j ∈ I. Obsérvese que para cada abierto U de X la aplicación π jU es la proyección de un producto

de módulos a uno de los factores por lo cual π jU es una aplicación OX(U)-lineal. Ahora, sean V y

W abiertos de X tales que W ⊆ V . Vamos a probar que el siguiente diagrama(∏
i∈I
Fi

)
(V)

π jV ��

ρ∏i∈I Fi
V
W

��

F j(V)

ρF j
V
W

��(∏
i∈I
Fi

)
(W)

π jW

�� F j(W)

es un diagrama conmutativo. Sea si una sección de Fi sobre V para cada i ∈ I,

ρF j
V
W ◦ π jV

(
(si)i∈I

)
= ρF j

V
W(s j) = π jW

((
ρFi

V
W(si)

)
i∈I

)
= π jW ◦ ρ∏

i∈I Fi
V
W

(
(si)i∈I

)
.

Por lo tanto, tenemos que ρF j
V
W ◦ π jV = π jW ◦ ρ∏

i∈I Fi
V
W y de esto se sigue que π j es un morfismo.

Como j fue un ı́ndice arbitrario en I concluimos que π j es un morfismo para todo j ∈ I.

Teorema 2.6. Sea (Fi)i∈I una familia de gavillasOX-módulos sobre un espacio anillado (X,OX).
La suma directa de gavillas denotada por

⊕
i∈I Fi es la gavilla de OX-módulos definida de la

siguiente manera: para cada abierto U de X asignamos
(⊕

i∈I Fi

)
(U) =

⊕
i∈I Fi(U), y si U y V

son abiertos de X tales que V ⊆ U la restricción ρ⊕
i∈I Fi

U
V

está dada por

ρ⊕
i∈I Fi

U
V

:

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝⊕
i∈I
Fi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (U) →
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝⊕

i∈I
Fi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (V)

(si)i∈I 
→ (
ρFi

U
V (si)

)
i∈I

Además, de manera natural para cada j ∈ I tenemos definido el morfismo σ j : F j →
⊕

i∈I Fi

donde si U es un abierto de X se tiene que

σ jU : F j(U) →
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝⊕

i∈I
Fi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (U)

s 
→ (si)i∈I =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ s j = s
si = 0Fi(U) si i ∈ I\{ j}

Demostración. La prueba de que
⊕

i∈I Fi es una gavilla de OX-módulos es prácticamente la misma

demostración usada para mostrar que el producto de gavillas de OX-módulos es una gavilla de OX-

módulos. Ası́, sólo nos resta mostrar que la aplicación σ j : F j →
⊕

i∈I Fi es un morfismo para

todo j ∈ I.
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Sea j ∈ I. Observemos que para cada abierto U de X la aplicación σ jU es exactamente el encaje

de un módulo una suma directa de módulos por lo cual se tiene que σ jU es una aplicación OX(U)-

lineal. Ahora, sean V y W abiertos de X tales que W ⊆ V . Vamos a mostrar que el siguiente

diagrama

F j(V)
σ jV ��

ρF j
V
W

��

(⊕
i∈I
Fi

)
(V)

ρ⊕
i∈I Fi

V
W

��

F j(W)
σ jW

��

(⊕
i∈I
Fi

)
(W)

es un diagrama conmutativo. Sea s una sección de F j sobre V . Por un lado se tiene que

ρ⊕
i∈I Fi

V
W
◦ σ jV(s) = ρ⊕

i∈I Fi
V
W

(
σ jV(s)

)
= ρ⊕

i∈I Fi
V
W

(
(si)i∈I

)
=

(
ρFi

V
W(si)

)
i∈I

y de esto se sigue que

ρ⊕
i∈I Fi

V
W
◦ σ jV(s) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ ρF j
V
W(s j) = ρF j

V
W(s)

ρFi
V
W(si) = 0Fi(W) si i ∈ I\{ j}

Por otro lado tenemos que

σ jW ◦ ρF j
V
W(s) = σ jW

(
ρF j

V
W(s)

)
=

(
(ρF j

V
W(s))i

)
i∈I

y esto implica que

σ jW ◦ ρF j
V
W(s) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ (ρF j
V
W(s)) j = ρF j

V
W(s)

(ρF j
V
W(s))i = 0Fi(W) si i ∈ I\{ j}

De esta forma, tenemos que ρ⊕
i∈I Fi

V
W
◦σ jV = σ jW ◦ ρF j

V
W y de esto se sigue que σ j es un morfismo.

Puesto que j fue un ı́ndice arbitrario en I, concluimos que π j es un morfismo para todo j ∈ I.

En resumen, a partir de una familia (Fi)i∈I de gavillas de OX-módulos sobre un espacio anillado

(X,OX) hemos construido su producto
∏

i∈I Fi y su suma directa
⊕

i∈I Fi que cuentan con una es-

tructura de gavilla deOX-módulos. Ahora que hemos construido estas nuevas gavillas, una pregunta

natural es cómo son sus módulos de gérmenes. Los siguientes resultados nos darán respuestas a esta

pregunta, en el caso del producto tendremos una respuesta parcial y en el caso de la suma directa

tendremos una respuesta definitiva.

Proposición 2.7. Sea (Fi)i∈I una familia de gavillas de OX-módulos sobre un espacio anillado
(X,OX). Para cada p ∈ X se tiene definida una aplicación OX,p-lineal entre (

∏
i∈I Fi)p y

∏
i∈I(Fi)p.
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Demostración. Sea p ∈ X. Definimos la siguiente asignación:

f :

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝∏
i∈I
Fi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
p

→
∏
i∈I

(Fi)p

[(U, (si)i∈I)] 
→ (
[(U, si)]

)
i∈I

Comenzaremos mostrando que f es una aplicación bien definida. Sean U y V abiertos de X que

contienen a p y para cada i ∈ I sean si y ti secciones de Fi sobre U y V respectivamente de modo que

[(U, (si)i∈I)] = [(V, (ti)i∈I)]. Ası́, existe W un abierto de X que contiene a p y que está contenido en

U ∩ V tal que ρ∏
i∈I Fi

U
W

(
(si)i∈I

)
= ρ∏

i∈I Fi
V
W

(
(ti)i∈I

)
, es decir, tal que

(
ρFi

U
W(si)

)
i∈I =

(
ρFi

V
W(ti)

)
i∈I; luego,

este hecho implica que ρFi
U
W(si) = ρFi

V
W(ti) para cualquier i ∈ I. Gracias al abierto W se sigue que

[(U, si)] = [(V, ti)] para cualquier i ∈ I y consecuentemente se tiene que
(
[(U, si)]

)
i∈I =

(
[V, ti)]

)
i∈I .

Por lo tanto, concluimos que f está bien definida.

Ahora, vamos a probar que f es una aplicación OX,p-lineal. Sea U un abierto de X que contiene a

p, sean λ y μ elementos de OX(U) y para cada i ∈ I sean si y ti secciones de Fi sobre U. Nótese que

podemos suponer que todas nuestras secciones se encuentran sobre el mismo abierto.

f
(
[(U, λ)][(U, (si)i∈I)] + [(U, μ)][(U, (ti)i∈I)]

)
= f

(
[(U, (λsi + μti)i∈I)]

)
=

(
[(U, λsi + μti)]

)
i∈I

=
(
[(U, λsi)]

)
i∈I +

(
[(U, μti)]

)
i∈I

=
(
[(U, λ)][(U, si)]

)
i∈I +

(
[(U, μ)][(U, ti)]

)
i∈I

= [(U, λ)] · ([(U, si)]
)

i∈I + [(U, μ)] · ([(U, ti)]
)

i∈I

= [(U, λ)] · f
(
[(U, (si)i∈I)]

)
+

[(U, μ)] · f
(
[(U, (ti)i∈I)]

)
.

Por lo tanto, concluimos que f es una aplicación OX,p-lineal.

Proposición 2.8. Sea (Fi)i∈I una familia de gavillas de OX-módulos sobre un espacio anillado
(X,OX). Para cada p ∈ X existe un OX,p-isomorfismo entre

(⊕
i∈I Fi

)
p

y
⊕

i∈I(Fi)p.

Demostración. Sea p ∈ X. Vamos a considerar la siguiente asignación:

f :

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝⊕
i∈I
Fi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
p

→
⊕

i∈I
(Fi)p

[(U, (si)i∈I)] 
→ (
[(U, si)]

)
i∈I

La demostración de que f es una aplicación OX,p-lineal es prácticamente la demostración realiza-

da en la proposición anterior ası́ que omitiremos los detalles. Por otro lado, vamos a definir la
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asignación

g :
⊕

i∈I
(Fi)p →

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝⊕
i∈I
Fi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
p(

[(Ui, si)]
)

i∈I 
→ [(
⋂
k∈I

Uk, (ρFi
Ui⋂

k∈I Uk
(si))i∈I)]

Comenzaremos mostrando que g es una aplicación bien definida. Para cada i ∈ I consideramos

un abierto Ui de X que contiene a p y si ∈ Fi(Ui). Por hipótesis tenemos que todos los elemen-

tos de
(
[(Ui, si)]

)
i∈I son iguales a cero excepto un número finito de ellos, es decir, se tiene que

[(Ui, si)] = [(X, 0Fi(X))] para todo i ∈ I a excepción de un número finito de ı́ndices, ası́, sin pérdida

de generalidad podemos suponer desde el inicio que Ui = X y que si = 0Fi(X) para todo i ∈ I
a excepción de un número finito de ı́ndices. Con esto se sigue que

⋂
k∈I Uk es una intersección

finita de abiertos de X y por lo tanto es un abierto de X, además, dicho abierto contiene a p. Por

otro lado, para cada i ∈ I tenemos que ρFi
Ui⋂

k∈I Uk
(si) es una sección de Fi sobre

⋂
k∈I Uk, esto im-

plica que
(
ρFi

Ui⋂
k∈I Uk

(si)
)

i∈I es una sección de
⊕

i∈I Fi sobre
⋂

k∈I Uk y por lo tanto concluimos que

[(
⋂

k∈I Uk, ρFi
Ui⋂

k∈I Uk
(si))] es un elemento de

(⊕
i∈I Fi

)
p.

Ahora, para cada i ∈ I consideramos a Ui y Vi abiertos de X que contienen a p, si ∈ Fi(Ui)

y ti ∈ Fi(Vi) de modo que
(
[(Ui, si)]

)
i∈I =

(
[(Vi, ti)]

)
i∈I , vamos a mostrar que g

((
[(Ui, si)]

)
i∈I

)
=

g
((

[(Vi, ti)]
)

i∈I
)
. Sea j ∈ I. Puesto que [(U j, s j)] = [(Vj, t j)] se sigue que existe un abierto Wj de X

que contiene a p de modo que Wj ⊆ U j∩Vj y de modo que ρF j

U j

W j
(s j) = ρF j

V j

W j
(t j). Ahora bien, como(

[(Ui, si)]
)

i∈I y
(
[(Vi, ti)]

)
i∈I son elementos de la suma directa, se sigue que [(Ui, si)] = [(Vi, ti)] =

[(X, 0Fi(X))] para todo i ∈ I a excepción de un número finito de ı́ndices; para los ı́ndices i ∈ I que

cumplen con la igualdad anterior podemos considerar al abierto Wi como el abierto X. Ası́, el abierto⋂
k∈I Wk asegura la igualdad [(

⋂
k∈I Uk, (ρFi

Ui⋂
k∈I Uk

(si))i∈I)] = [(
⋂

k∈I Vk, (ρFi
Vi⋂

k∈I Vk
(ti))i∈I)]: en efecto,

claramente
⋂

k∈I Wk es un abierto de X que contiene a p, está contenido en
(⋂

k∈I Uk
) ∩ (⋂

k∈I Vk
)

y

además se satisface que

ρ⊕
j∈I F j

⋂
k∈I Uk⋂
k∈I Wk

((
ρFi

Ui⋂
k∈I Uk

(si)
)

i∈I
)
=

(
ρFi

⋂
k∈I Uk⋂
k∈I Wk
◦ ρFi

Ui⋂
k∈I Uk

(si)
)

i∈I

=
(
ρFi

Ui⋂
k∈I Wk

(si)
)

i∈I
=

(
ρFi

Wi⋂
k∈I Wk
◦ ρFi

Ui
Wi

(si)
)

i∈I
=

(
ρFi

Wi⋂
k∈I Wk
◦ ρFi

Vi
Wi

(ti)
)

i∈I
=

(
ρFi

Vi⋂
k∈I Wk

(ti)
)

i∈I
=

(
ρFi

⋂
k∈I Vk⋂
k∈I Wk
◦ ρFi

Vi⋂
k∈I Vk

(ti)
)

i∈I
= ρ⊕

j∈I F j

⋂
k∈I Vk⋂
k∈I Wk

((
ρFi

Vi⋂
k∈I Vk

(ti)
)

i∈I
)
.
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De esta forma, comprobamos que g es una aplicación bien definida.

En seguida, vamos a mostrar que g es una aplicaciónOX,p-lineal. Sea U un abierto de X que contiene

a p, sean λ y μ elementos de OX(U) y sean si y ti secciones de Fi sobre U para cada i ∈ I. Nótese

que podemos suponer que todas las secciones involucradas se encuentran sobre el mismo abierto.

g
(
[(U, λ)] · ([(U, si)]

)
i∈I + [(U, μ)] · ([(U, ti)]

)
i∈I

)
= g

((
[(U, λsi + μti)]

)
i∈I

)
= [(U, (λsi + μti)i∈I)]

= [(U, (λsi)i∈I)] + [(U, (μti)i∈I)]

= [(U, λ)] · [(U, (si)i∈I)] + [(U, μ)] · [(U, (ti)i∈I)]

= [(U, λ)] · g
((

[(U, si)]
)

i∈I
)
+

[(U, μ)] · g
((

[(U, ti)]
)

i∈I
)
.

Con esto, hemos comprobado que g es una aplicación OX,p-lineal.

A continuación, vamos a mostrar que f y g son aplicaciones inversas, es decir, vamos a probar que

g ◦ f = id(⊕
i∈I Fi

)
p

y que f ◦ g = id⊕
i∈I (Fi)p . En primer lugar mostraremos que g ◦ f = id(⊕

i∈I Fi

)
p
:

sean U un abierto de X que contiene a p y si una sección de Fi sobre U para cada i ∈ I,

g ◦ f
(
[(U, (si)i∈I)]

)
= g

((
[(U, si)]

)
i∈I

)
= [(U, (si)i∈I)].

Ahora probaremos que f ◦ g = id⊕
i∈I (Fi)p: para cada i ∈ I sean Ui un abierto de X que contiene a p

y si una sección de Fi sobre Ui,

f ◦ g
((

[(Ui, si)]
)

i∈I
)
= f

(
[(
⋂
k∈I

Uk,
(
ρFi

Ui⋂
k∈I Uk

(si)
)

i∈I)]
)
=

(
[(
⋂
k∈I

Uk, ρFi
Ui⋂

k∈I Uk
(si))]

)
i∈I = ([(Ui, si)])i∈I .

Con esto, hemos mostrado que f y g son aplicaciones inversas y de esta forma concluimos que

existe un OX,p-isomorfismo entre
(⊕

i∈I Fi)p y
⊕

i∈I(Fi)p.

El próximo resultado nos dice cuál es la relación entre la restricción de una suma directa de

gavillas y la suma directa de restricciones de gavillas.

Lema 2.9. Sea
(Fi

)
i∈I una familia de gavillas de OX-módulos sobre un espacio anillado (X,OX).

Para todo abierto U de X se tiene un isomorfismo entre las gavillas
(⊕

i∈I Fi
)∣∣∣

U
y
⊕

i∈I Fi|U.

Demostración. Para mostrar el isomorfismo entre las gavillas deseadas mostraremos que para cada

punto de X se tiene un isomorfismo entre sus módulos de gérmenes. Sea p ∈ U.⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝(⊕
i∈I
Fi

)∣∣∣∣∣
U

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
p

�
(⊕

i∈I
Fi

)
p
�

⊕
i∈I

(Fi)p �
⊕

i∈I
(Fi|U)p �

(⊕
i∈I
Fi|U

)
p
.
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Por lo tanto, concluimos que
(⊕

i∈I Fi
)∣∣∣

U
�

⊕
i∈I Fi|U .

En el caso particular en que para una familia de gavillas de OX-módulos (Fi)i∈I sobre un espacio

anillado (X,OX) se tiene que Fi = F para todo i ∈ I, denotaremos∏
i∈I
Fi = F I y

⊕
i∈I
Fi = F (I).

Es probable que esta notación nos recuerde a una clase de módulos que tienen una gran importancia

en el Álgebra Conmutativa: los módulos libres. Nuestro siguiente objetivo será el de definir la

noción de libre en la Teorı́a de Gavillas.

Definición 2.10. Sea F un OX-módulo sobre el espacio anillado (X,OX).

1. F es libre si existe un conjunto no vacı́o I tal que F � O(I)
X .

2. F es libre de rango r si existe r ∈ N tal que F � Or
X.

3. F es localmente libre si existe una cubierta abierta (Ui)i∈I de X tal que F |Ui es libre para

todo i ∈ I.

4. F es localmente libre de rango finito si existe una cubierta abierta (Ui)i∈I de X tal que F |Ui

es libre de rango finito para todo i ∈ I.

5. F es localmente libre de rango r si existen una cubierta abierta (Ui)i∈I de X y r ∈ N tales

que F |Ui es libre de rango r para todo i ∈ I.

6. F es invertible si F es una gavilla localmente libre de rango 1.

Consideremos a F un OX-módulo sobre un espacio anillado (X,OX). Recordemos que en la

Proposición 2.4 hemos determinado al OX(X)-módulo HomOX (OX,F ). Utilizando nuestra nueva

terminologı́a, dicha proposición nos dice que hemos determinado al OX(X)-módulo de morfismos

entre un OX-módulo de rango 1 y un OX-módulo. Lo anterior nos sirve de motivación para pre-

guntarnos si es posible determinar al OX(X)-módulo de morfismos entre un OX-módulo libre y un

OX-módulo cualquiera. El siguiente lema nos será de gran ayuda para determinar dicho módulo.

Nuevamente, el resultado obtenido será similar a uno que se tiene en Teorı́a de Módulos, en con-

creto, al Lema A.4.

Lema 2.11. Sean (X,OX) un espacio anillado y F un OX-módulo. Si f ∈ HomOX (O(I)
X ,F ),

entonces f está completamente determinado por fX.

Demostración. Sea U un abierto de X. Si U = ∅, nada a probar. Supongamos que U es no vacı́o.

Como f es un morfismo y U es un abierto que está contenido en X, se sigue que ρF X
U ◦ fX =

fU ◦ ρO(I)
X

X
U

. De manera particular, si consideramos la base estándar (eX
i )i∈I de OX(X)(I) se tiene que
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ρF X
U ◦ fX(eX

i ) = fU ◦ ρO(I)
X

X
U

(eX
i ) para cada i ∈ I. Por otro lado, sabemos que fU está completa-

mente determinado por la base de OX(U)(I): la familia linealmente independiente (eU
i )i∈I . Sea i ∈ I.

Recordemos que ρO(I)
X

X
U

actúa coordenada a coordenada, de esta forma, tenemos que ρO(I)
X

X
U

(eX
i ) = eU

i

y consecuentemente que fU(eU
i ) = fU ◦ ρO(I)

X

X
U

(eX
i ) = ρF X

U ◦ fX(eX
i ). Por lo tanto, fU está determinada

por fX.

Proposición 2.12. Sean (X,OX) un espacio anillado y F un OX-módulo. Existe un OX(X)-
isomorfismo entre HomOX (O(I)

X ,F ) y F (X)I .

Demostración. Considerando la base estándar
(
eX

i
)

i∈I de O(I)
X (X), definimos la siguiente asignación:

ϕ : HomOX (O(I)
X ,F ) → F (X)I

f 
→ (
fX(eX

i )
)

i∈I

En primer lugar, mostraremos que ϕ está bien definida: sean f , g ∈ HomOX (O(I)
X ,F ) tales que f = g.

Como f = g se tiene la igualdad fU = gU para cualquier abierto U de X, de manera particular

tenemos que fX = gX. Consecuentemente se tiene que fX(eX
i ) = gX(eX

i ) para cada i ∈ I y de esta

forma tenemos que
(
fX(eX

i )
)

i∈I =
(
gX(eX

i )
)

i∈I . Por lo tanto, ϕ está bien definida.

Ahora, vamos a probar que ϕ es una aplicación OX(X)-lineal. Sean λ y μ elementos de OX(X) y

sean f y g elementos de HomOX (O(I)
X ,F ),

ϕ
(
λ f + μg

)
=

(
(λ f + μg)X(eX

i )
)

i∈I
=

(
ρOX

X
X(λ) · fX(eX

i ) + ρOX
X
X(μ) · gX(eX

i )
)

i∈I
= λ ·

(
fX(eX

i )
)
+ μ ·

(
gX(eX

i )
)

i∈I
= λϕ( f ) + μϕ(g).

De esta forma, tenemos que ϕ es una aplicación OX(X)-lineal.

A continuación probaremos que ϕ es inyectiva: sea f un elemento de HomOX (O(I)
X ,F ) tal que f ∈

Kerϕ. Como
(
fX(eX

i )
)

i∈I = 0F (X)I tenemos que fX(eX
i ) = 0F (X) para cada i ∈ I. De esta forma, como

fX es una aplicación que anula a cada elemento de la base estándar de O(I)
X se sigue que fX es la

aplicación nula. Ahora bien, por el lema anterior sabemos que f está completamente determinada

por fX, consecuentemente se tiene que para cada abierto U de X la aplicación fU es la aplicación

nula y esto implica que f es el morfismo nulo entre O(I)
X y F . Por lo tanto, ϕ es inyectiva.
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Por último, mostraremos que ϕ es sobreyectiva. Sean (si)i∈I una familia de secciones de F donde

si ∈ F (X) para cada i ∈ I y U un abierto X. Definimos la aplicación

fU : O(I)
X (U) → F (U)

(mi)i∈I 
→
∑
i∈I

mi · ρF X
U(si)

Por construcción fU es una aplicaciónOX(U)-lineal entreO(I)
X (U) y F (U) (véase Lema A.4). Ahora,

sean V y W abiertos de X tales que W ⊆ V . Vamos a mostrar que el siguiente diagrama

O(I)
X (V)

fV ��

ρO(I)
X

V

W

��

F (V)

ρF V
W

��
O(I)

X (W)
fW

�� F (W)

es un diagrama conmutativo. Sea ni una sección de OX sobre V para cada i ∈ I. Observemos que

ρF V
W ◦ fV

(
(ni)i∈I

)
= ρF V

W(
∑
i∈I

ni · ρF X
V(si)) =

∑
i∈I

ρOX
V
W(ni) · ρF X

W(si) = fV ◦ ρO(I)
X

V
W

(
(ni)i∈I

)
.

De esta forma, la familia ( fU){U es abierto de X} es un morfismo el cual denotaremos por f . Para finalizar,

vamos a verificar que ϕ( f ) = (si)i∈I: observemos que para cada j ∈ I se tiene que

fX(eX
j ) = 1OX(X) · s j +

∑
i∈I\{ j}

0OX(X) · si = s j,

consecuentemente tenemos que ϕ( f ) =
(
fX(eX

i )
)

i∈I = (si)i∈I y ası́ tenemos que ϕ es una aplicación

sobreyectiva.

Por lo tanto, como ϕ es una aplicación inyectiva y sobreyectiva concluimos que tenemos un OX(X)-

isomorfismo entre HomOX (O(I)
X ,F ) y F (X)I .

También podemos preguntarnos acerca de los módulos de gérmenes de una gavilla libre y una

localmente libre. Con lo que hemos desarrollado hasta el momento podemos dar una caracterización

acerca de dichos módulos de manera inmediata.

Proposición 2.13. Sea F un OX-módulo sobre un espacio anillado (X,OX). Si F es libre, en-
tonces Fp es un OX,p-módulo libre para cada p ∈ X. En particular, si F un OX-módulo libre de
rango n para algún n ∈ N, entonces Fp es un OX,p-módulo libre de rango n.
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Demostración. Sea p ∈ X. Como F es libre existe un conjunto no vacı́o I tal que F � O(I)
X .

Por otro lado, por la Proposición 2.8 sabemos que
(
O(I)

X

)
p
� O(I)

X,p. De esta manera, tenemos que

Fp �
(
O(I)

X

)
p
� O(I)

X,p y por lo tanto concluimos que Fp es un OX,p-módulo libre.

Proposición 2.14. Sea F un OX-módulo localmente libre de rango t para algún t ∈ N sobre un
espacio anillado (X,OX). Para todo p ∈ X se tiene que Fp es un OX,p-módulo de rango t.

Demostración. Como F es un OX-módulo localmente libre de rango t, existe
(
Ui

)
i∈I una cubierta

abierta de X tal que F |Ui es un OUi-módulo libre de rango t. Sea p ∈ X. Como
(
Ui

)
i∈I es una

cubierta abierta de X existe i ∈ I tal que p ∈ Ui. De este modo, por la proposición anterior se

tiene que (F |Ui)p es un OUi,p-módulo libre de rango t y por lo tanto, concluimos que Fp es un

OX,p-módulo libre de rango t.

La proposición anterior realmente fija una condición muy estricta para módulos de gérmenes

de una gavilla localmente libre de rango finito r para algún r ∈ N, pues nos dice que todos sus

módulos de gérmenes tendrán el mismo rango que el que tiene la gavilla. Por ejemplo, si tenemos

una gavilla invertible sobre un espacio anillado, entonces no puede existir un punto tal que su

módulo de gérmenes sea de rango 99 pues por el lema anterior todos los módulos de gérmenes

deben ser libres de rango 1.

Para concluir con esta sección, vamos a presentar un resultado que establece una relación entre

el rango de una gavilla libre con el número de generadores de sus módulos de gérmenes.

Proposición 2.15. Sea F un OX-módulo sobre un espacio anillado (X,OX). Supongamos que
existe p ∈ X tal que Fp está generado por s elementos. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Si F es libre de rango r, entonces r ≤ s.
2. Si F es localmente libre de rango finito, entonces existe un abierto V de X que contiene a

p tal que F |V es libre de rango finito menor o igual a s.

Demostración.

1. Como F es libre de rango r, para cualquier q ∈ X se tiene que Fq � Or
X,q, en particular tenemos

que Fp � Or
X,p. Luego, como Fp es isomorfo a Or

X,p y Fp está generado por s elementos concluimos

que r ≤ s (véase Proposición A.23).

2. Como F es localmente libre de rango finito tenemos que existe un abierto V de X que contiene

a p tal que F |V es libre de rango finito, digamos rango r. De esta forma, por el enunciado anterior

de esta proposición se concluye que r ≤ s.
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2. OX-Módulos Generados por sus Secciones Globales

En la Teorı́a de Módulos es bien conocida y muy importante la noción de módulo finitamente

generado. En esta sección estudiaremos una noción similar para gavillas de módulos: las gavillas

generadas por sus secciones globales. Una vez definida esta clase especial de gavillas estudiaremos

algunas de sus propiedades, el lector podrá percatarse que obtendremos algunos resultados análogos

a los que se tienen en la Teorı́a de Módulos para módulos finitamente generados. Es importante

señalar que durante todo el desarrollo de la sección únicamente consideraremos gavillas de módulos

y no pregavillas. Iniciaremos con una definición:

Definición 2.16. Sean (X,OX) un espacio anillado, F un OX-módulo e I un conjunto no vacı́o.

1. Una familia (si)i∈I de secciones globales de F genera a F si la sucesión de OX-módulos

O(I)
X → F → 0 es una sucesión exacta, donde el morfismo O(I)

X → F es el morfismo

inducido por la familia de secciones (si)i∈I (véase la demostración de la Proposición 2.12).

En este caso, decimos que F es generado por sus secciones globales.

2. F es finitamente generado si existe una familia finita de secciones globales que lo generan.

3. F es localmente finitamente generado si para cada p ∈ X existe un abierto U de X que

contiene a p tal que F |U es finitamente generado.

Ejemplo 2.17. Sea (X,OX) un espacio anillado. Sabemos que OX es un OX-módulo, más aún, es

un OX-módulo finitamente generado. En efecto, consideremos la sección 1OX(X) de OX(X). Luego,

el morfismo que induce esta sección entre OX y OX es el morfismo identidad y consecuentemente

tenemos que la sucesión de OX-módulos OX → OX → 0 es exacta.

A continuación presentaremos una caracterización de las gavillas de módulos generadas por sus

secciones globales. Dicha caracterización será de gran utilidad cuando trabajemos con gavillas de

módulos finitamente generadas y la utilizaremos con frecuencia en adelante.

Proposición 2.18. Sea F unOX-módulo sobre un espacio anillado (X,OX). Los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

1. F es generado por sus secciones globales.
2. Existe una familia (si)i∈I de secciones globales de F de modo que ((si)p)i∈I es una familia

generadora de Fp para cada p ∈ X.

Demostración.

1. ⇒ 2. Supongamos que existe una familia (si)i∈I de secciones globales de F tales que O(I)
X

f−→
F → 0 es una sucesión exacta donde f es el morfismo asociado a la familia (si)i∈I , es decir, f



2. OX-MÓDULOS GENERADOS POR SUS SECCIONES GLOBALES 63

está definido de la siguiente forma: para cada abierto U de X se asigna la aplicación OX(U)-lineal

fU : O(I)
X (U) → F (U)

(mi)i∈I 
→
∑
i∈I

mi · ρF X
U(si)

Sea p ∈ X. Recordemos que por construcción la aplicación OX,p-lineal fp está dada por

fp : (O(I)
X )p → Fp

[(U, (mi)i∈I)] 
→
∑
i∈I

(mi)p · (si)p

además, por hipótesis se tiene que fp es una aplicación sobreyectiva. Sea V un abierto de X que

contiene a p y sea t ∈ F (V). Como tp es un elemento de Fp, por hipótesis se sigue que existe un

abierto U de X que contiene a p y existe una familia (λi)i∈I de secciones de F sobre U de modo que

fp
(
[(U, (λi)i∈I

)
= tp, es decir, tp =

∑
i∈I(λi)p · (si)p. Por lo tanto, como Fp ⊆

〈
(si)p

∣∣∣ i ∈ I
〉
OX,p
⊆ Fp,

concluimos que Fp =
〈
(si)p

∣∣∣ i ∈ I
〉
OX,p

.

2. ⇒ 1. Supongamos que existe una familia (si)i∈I de secciones globales de F de modo que Fp =〈
(si)p

∣∣∣ i ∈ I
〉
OX,p

. Consideremos el morfismo f : O(I)
X → F que está asociado a la familia (si)i∈I

como se describió en la implicación anterior. Vamos a mostrar que f es sobreyectivo. Sea p ∈ X.

Puesto que Fp =
〈
(si)p

∣∣∣ i ∈ I
〉
OX,p

, de manera inmediata se tiene que la aplicación OX,p-lineal fp :

(O(I)
X )p → Fp es sobreyectiva.

El siguiente lema y su posterior corolario nos darán una manera de construir gavillas de módulos

finitamente generadas a partir de un número finito de gavillas de módulos finitamente generadas.

Lema 2.19. Sean F y G módulos sobre OX donde (X,OX) es un espacio anillado. Si F y G son
finitamente generados, entonces F ⊕ G es finitamente generado.

Demostración. Como F es finitamente generado existen r ∈ N y f1, . . . , fr ∈ F (X) tales que la

sucesión Or
X

ϕ−→ F → 0 es exacta, donde ϕ es el morfismo inducido por las secciones f1, . . . , fr;

asimismo, como G es finitamente generado existen s ∈ N y g1, . . . , gs ∈ G(X) tales que la sucesión

Os
X

ψ−→ G → 0 es exacta, donde ψ es el morfismo inducido por las secciones g1, . . . , gs.

Consideramos las secciones h1, h2, . . . , hr, hr+1, . . . , hr+s de F ⊕ G sobre X donde hi = ( fi, 0G(X))

para i = 1, . . . , r, y donde hr+ j = (0F (X), gi) para j = 1, . . . , s. De este modo, vamos a mostrar que

la sucesión de OX-módulos Or+s
X

ϕ⊕ψ−−−→ F ⊕G → 0 es una sucesión exacta, ası́, vamos a mostrar que

para todo p ∈ X se tiene que la sucesión de OX,p-módulos Or+s
X,p

ϕp⊕ψp−−−−→ Fp ⊕ Gp → 0 es exacta.
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Sea p ∈ X. Como la sucesión de OX-módulos Or
X

ϕ−→ F → 0 es exacta se tiene que la sucesión

de OX,p-módulos Or
X,p

ϕp−→ Fp → 0 es exacta; del mismo modo, como la sucesión de OX-módulos

Os
X

ψ−→ G → 0 es exacta se tiene que la sucesión de OX,p-módulos Os
X,p

ψp−−→ Gp → 0 es exacta. De

esta forma, por el Lema A.10 se sigue que Or+s
X,p

ϕp⊕ψp−−−−→ Fp ⊕ Gp → 0 es una sucesión exacta de

OX,p-módulos y como p fue un punto arbitrario de X se sigue que Or+s
X

ϕ⊕ψ−−−→ F ⊕ G → 0 es una

sucesión exacta de OX-módulos. Por lo tanto, concluimos que F ⊕ G es finitamente generado.

Corolario 2.20. Sea n ∈ N y sean F1, . . . ,Fn módulos sobre OX donde (X,OX) es un espa-
cio anillado. Si F1, . . . ,Fn son finitamente generados, entonces

⊕n
i=1
Fi es finitamente generado.

Más aún, si Fi es generado por ri secciones globales para cada i ∈ {1, . . . , n}, entonces
⊕r

i=1
Fi

está generado por
∑n

i=1 ri secciones globales.

Sabemos que las gavillas de módulos finitamente generadas son localmente finitamente gener-

adas, de esta manera, una pregunta natural que se presenta es la siguiente: ¿la suma directa finita de

OX-módulos localmente finitamente generados es localmente finitamente generado? La respuesta

es afirmativa, sin embargo, para mostrar este hecho primero necesitaremos la ayuda dos lemas, la

demostración del primero de ellos puede encontrase en el Apéndice C.

Lema 2.21. Sea ϕ : F → G un morfismo de gavillas sobre un espacio topológico X. ϕ es
sobreyectivo si y sólo si para cualquier abierto U de X se tiene que el morfismo ϕ|U : F |U → G|U
es sobreyectivo.

Lema 2.22. Sea F un OX-módulo finitamente generado sobre un espacio anillado (X,OX). Para
cualquier abierto U de X se tiene que F |U es finitamente generado.

Demostración. Como F es finitamente generado existen n ∈ N y ( fi)i=1,...,n una familia de secciones

globales de F tales que la sucesión de OX-módulos On
X

ϕ−→ F → 0 es exacta, donde ϕ es el mor-

fismo inducido por las secciones f1, . . . , fn. Sea U un abierto de X. Puesto que ϕ es un morfismo

sobreyectivo y U es un abierto de X, por el lema anterior se sigue que el morfismo ϕ|U : On
U → F |U

es sobreyectivo. Ahora, consideramos al morfismo ψ : On
U → F |U inducido por las secciones

f1|U , . . . , fn|U . Vamos a probar la igualdad entre los morfismos ϕ|U y ψ, con esto habremos mostra-

do que las secciones f1|U , . . . , fn|U generan a F |U . Sean W un abierto de U y (λ1, . . . , λn) ∈ OX(W)n,

observemos que

(ϕ|U)W(λ1, . . . , λn) =

n∑
i=1

λi · fi|W =
n∑

i=1

λi · ( fi|U)|W = ψW(λ1, . . . , λn).
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De esta forma, como las aplicaciones (ϕ|U)W y ψW tienen el mismo dominio, codominio y regla de

asignación se sigue que (ϕ|U)W = ψW y como W fue un abierto arbitrario de U este hecho implica

que los morfismos ϕ|U y ψ son iguales. Ası́, puesto que la sucesión de OU-módulos On
U

ψ−→ F |U → 0

es exacta concluimos que F |U es finitamente generado.

Proposición 2.23. Sean F y G módulos sobre OX donde (X,OX) es un espacio anillado. Si F y
G son localmente finitamente generados, entonces F ⊕ G es localmente finitamente generado.

Demostración. Sea p ∈ X. Como F es localmente finitamente generado existe un abierto U de X tal

que p ∈ U y F |U es finitamente generado; asimismo, como G es localmente finitamente generado

existe un abierto V de X tal que p ∈ V y G|V es finitamente generado. Para mostrar que F ⊕ G
es localmente finitamente generado vamos a encontrar un abierto W de X que contiene a p tal que

(F ⊕ G)|W es finitamente generado. Consideramos dicho abierto como U ∩ V: sabemos que U ∩ V
es un abierto de X que contiene al punto p y además sabemos que (F ⊕ G)|U∩V � F |U∩V ⊕ G|U∩V .

Luego, como F |U es finitamente generado y U ∩V es un abierto de U, por el lema anterior se sigue

que F |U∩V es finitamente generado; asimismo, como G|V es finitamente generado y U ∩ V es un

abierto de V , por el lema anterior se tiene que G|U∩V es finitamente generado. De esta forma, el

Lema 2.19 implica que F |U∩V ⊕G|U∩V es finitamente generado y consecuentemente (F ⊕G)|U∩V es

finitamente generado.

El siguiente resultado nos dirá algunas de las propiedades que tienen los módulos de gérmenes

de una gavilla de módulos que es localmente finitamente generada.

Teorema 2.24. Sea F un OX-módulo localmente finitamente generado sobre un espacio anilla-
do (X,OX). Se tienen las siguientes propiedades:

1. Para todo q ∈ X el OX,q-módulo Fq es finitamente generado.
2. Si p ∈ X es tal que existen r ∈ N, un abierto U de X que contiene a p y s1, . . . , sr secciones

de F sobre U tales que

Fp = OX,p(s1)p + · · · + OX,p(sr)p,

entonces existe un abierto V de X que contiene a p tal que V ⊆ U y tal que F |V es generado
por s1|V , . . . , sr|V.

Demostración.

1. Sea q ∈ X. Como F es localmente finitamente generado se sigue que existe un abierto U de

X que contiene a q tal que F |U es finitamente generado. Ası́, existen n ∈ N y f1, . . . , fn ∈ F (U)
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tales que On
U

ϕ−→ F → 0 es una sucesión exacta, donde ϕ es el morfismo inducido por las secciones

f1, . . . , fn. Por consiguiente, para cualquier p ∈ U se tiene que la sucesión On
U,p

ϕp−→ Fp → 0 es

exacta lo cual implica que Fp es un OX,p-módulo finitamente generado, en particular, como q ∈ U
se sigue que Fq es un OX,q-módulo finitamente generado.

2. Sea p ∈ X. Por hipótesis existen r ∈ N, un abierto U de X que contiene a p y s1, . . . , sr secciones

de F sobre U tales que

Fp = OX,p(s1)p + · · · + OX,p(sr)p.

Como F es localmente finitamente generado existe un abierto W de X que contiene a p tal que F |W
es finitamente generado. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que W ⊆ U. Ası́, existen

n ∈ N y f1, . . . , fn ∈ F (W) tales que

Fq = OX,q( f1)q + · · · + OX,q( fn)q.

para cualquier q ∈ W. De manera particular, como p ∈ W tenemos que

Fp = OX,p( f1)p + · · · + OX,p( fn)p.

Sea i ∈ {1, . . . , n}. Puesto que ( fi)p ∈ Fp y Fp está generado por (s1)p, . . . , (sr)p se sigue que existen

λi
1, . . . , λ

i
r ∈ OX,p tales que

( fi)p = λ
i
1(s1)p + · · · + λi

r(sr)p,

con λi
j = (μi

j)p donde μi
j ∈ OX(Z) para cada j = 1, . . . , r y donde Z es un abierto de X contenido

en W tal que p ∈ Z. Nótese que podemos suponer que μi
1, . . . , μ

i
r son secciones del mismo abierto.

Luego, se sigue que

(ρFW
Z ( fi))p = (μi

1ρF
U
Z (s1) + · · · + μi

rρF
U
Z (sr))p

y por lo tanto existe un abierto Vi de X que contiene a p tal que Vi ⊆ Z y de modo que ρFW
Vi

( fi) =

ρOX
Z
Vi

(μi
1)ρF U

Vi
(s1) + · · · + ρOX

Z
Vi

(μi
r)ρF

U
Vi

(sr). Luego, como tenemos un conjunto finito de ı́ndices

podemos considerar al abierto V =
⋂n

k=1 Vk y de este modo tenemos que para cualquier i = 1, . . . , n
se satisface la igualdad

ρFW
V ( fi) = ρOX

Z
V(μi

1)ρF U
V (s1) + · · · + ρOX

Z
V(μi

r)ρF
U
V (sr).

De esta igualdad, para cada q ∈ V se tiene que

( fi)q = (μi
1)q(ρF U

V (s1))q + · · · + (μi
r)(ρF

U
V (sr))q,

lo cual implica que ( fi)q ∈ OX,q(ρF U
V (s1))q + · · · + OX,q(ρF U

V (sr))q para todo i = 1, . . . , n. Con esto,

finalmente concluimos que

Fq = OX,q(ρF U
V (s1))q + · · · + OX,q(ρF U

V (sr))q.
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Corolario 2.25. Sea F un OX-módulo finitamente generado sobre un espacio anillado (X,OX).
Si existe p ∈ X tal que Fp es libre de rango s, entonces existe un abierto U no vacı́o de X tal que
F |U está generado por s secciones de F sobre U.

Demostración. Como F es un OX-módulo finitamente generado, de manera particular F es local-

mente finitamente generado. Ası́, como existe p ∈ X tal que Fp es generado por s elementos, por

el teorema anterior se sigue que existe un abierto U de X que contiene a p tal que F |U es generado

por s elementos.

Lo siguiente que realizaremos es estudiar el soporte de una gavilla de módulos localmente

finitamente generada.

Definición 2.26. Sea F un OX-módulo sobre un espacio anillado (X,OX). El soporte Supp(F )

de F es el conjunto definido de la siguiente manera:

Supp(F ) =
{
p ∈ X

∣∣∣ |Fp| ≥ 2
}
.

Corolario 2.27. Sea F un OX-módulo localmente finitamente generado sobre un espacio ani-
llado (X,OX). El soporte de F es un cerrado de X.

Demostración. Para probar que Supp(F ) es un cerrado de X vamos a probar que X\Supp(F ) es

un abierto. Si X\Supp(F ) = ∅, entonces es obvio que X\Supp(F ) es un abierto de X. De este

modo, podemos suponer que X\Supp(F ) � ∅. Sea p ∈ X tal que p � Supp(F ), ası́, el OX,p-

módulo Fp es nulo, más aún, tenemos que Fp = OX,p · (0F (X))p. Luego, como p ∈ X, 0F (X) ∈ F (X)

y Fp está generado por (0F (X))p como OX,p-módulo, por el Teorema 2.24 existe un abierto U de

X que contiene a p tal que F |U está generado por 0F (X)|U = 0F (U), por consiguiente, se tiene

Fq = {0Fq} para todo q ∈ U. Consecuentemente para todo q ∈ U tenemos que q � Supp(F ) y este

hecho implica que U ⊆ X\Supp(F ). Como U es un abierto que contiene a p y está contenido en

X\Supp(F ) concluimos que X\Supp(F ) es un abierto de X.

Como toda gavilla de módulos finitamente generada es localmente finitamente generada, el

resultado anterior también es válido para gavillas de módulos que son finitamente generadas. Ahora

bien, si el espacio anillado en el que trabajamos es localmente anillado, entonces podemos dar una

caracterización del soporte de una gavilla de módulos como nos muestra el siguiente resultado.

Proposición 2.28. Sea F un OX-módulo localmente finitamente generado sobre un espacio
localmente anillado (X,OX). Se tiene la igualdad

Supp(F ) =

{
q ∈ X

∣∣∣∣∣∣ Fq

mX,qFq
� {0}

}
,
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donde mX,q es el ideal maximal de OX,q para cada q ∈ X.

Demostración. Si Supp(F ) = ∅, entonces para todo p ∈ X se tiene que Fp = {0Fp} y esto implica

que F es la gavilla nula, consecuentemente

{
q ∈ X

∣∣∣∣∣∣ Fq

mX,qFq
� {0}

}
= ∅ y con esto obtenemos la

igualdad deseada. Ası́, podemos suponer que Supp(F ) � ∅ y de esta forma consideramos p ∈ X tal

que p ∈ Supp(F ). Luego, utilizando el lema de Nakayama se sigue que

p ∈ Supp(F ) ⇐⇒ Fp � {0Fp}
⇐⇒ Fp � mX,pFp

⇐⇒ Fp

mX,pFp
� {0}

⇐⇒ p ∈
{

q ∈ X

∣∣∣∣∣∣ Fq

mX,qFq
� {0}

}
.

Para concluir con esta sección presentaremos resultados que nos hablarán del comportamiento

del cociente y de las sucesiones exactas de gavillas de módulos finitamente generadas y localmente

finitamente generadas.

Proposición 2.29. Sean (X,OX) un espacio anillado y G un OX-submódulo de un OX-módulo
F . Se tienen las siguientes propiedades:

1. Si F es finitamente generado, entonces
F
G es finitamente generado.

2. Si F es localmente finitamente generado, entonces
F
G es localmente finitamente generado.

Demostración.

1. Sea p ∈ X. Como F es finitamente generado existen r ∈ N y f1, . . . , fr ∈ F (X) tales que

Fp = OX,p( f1)p + · · · + OX,p( fr)p. De lo anterior, de manera inmediata se sigue que(F
G
−)

p
= OX,p( f1 + g(X))p + · · · + OX,p( fr + G(X))p.

Luego, recordemos que tenemos definido al morfismo de pregavillas θ
F
G :
F
G
−
→ F
G y dicho

morfismo satisface que θ
F
G
p :

(F
G
−)

p
→

(F
G

)
p

es un isomorfismo (véase Teorema 1.12). De este

modo, se sigue que

(F
G

)
p

esta generado por la familia
(
(θ
F
G
X ( fi + G(X)))p

)
i∈{1,...,r} y además tenemos
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que θ
F
G
X ( fi+G(X)) es una sección global de

F
G para cada i ∈ {1, . . . , r}. Por lo tanto, concluimos que

F
G es finitamente generado.

2. Sea p ∈ X. ComoF es localmente finitamente generado se sigue que existe un abierto U de X que

contiene a p de modo que F |U es finitamente generado. Ası́, como G|U es un OU-submódulo de F |U
por el enunciado anterior se sigue que

F |U
G|U es finitamente generado. Luego, como

F |U
G|U

−
=
F
G
−∣∣∣∣∣

U

por las propiedades de la gavilla asociada se sigue que
F |U
G|U �

(F
G
−∣∣∣∣∣

U

)+
, además, el hecho de que(F

G
−∣∣∣∣∣

U

)+
�
F
G

∣∣∣∣∣
U

implica que
F
G

∣∣∣∣∣
U

es finitamente generado. Por lo tanto, concluimos que
F
G es

localmente finitamente generado.

Teorema 2.30. Sea 0 → G ϕ−→ F ψ−→ H → 0 una sucesión exacta de OX-módulos sobre un
espacio anillado (X,OX). Se tienen las siguientes propiedades:

1. Si G yH son finitamente generados, entonces F es localmente finitamente generado.
2. Si G y H son localmente finitamente generados, entonces F es localmente finitamente

generado.

Demostración.

1. Sea p ∈ X. Como G es finitamente generado existen n ∈ N y g1, . . . , gn ∈ G(X) tales que

Gp = OX,p(g1)p + OX,p(g2)p + · · · + OX,p(gn)p;

de la misma manera, comoH es finitamente generado existen m ∈ N y h1, . . . , hm ∈ H(X) tales que

Hp = OX,p(h1)p + OX,p(h2)p + · · · + OX,p(hm)p.

Como la sucesión 0 → G ϕ−→ F ψ−→ H → 0 es una sucesión exacta de OX-módulos tenemos que

0→ Gp
ϕp−→ Fp

ψp−−→ Hp → 0 es una sucesión exacta de OX,p-módulos. De manera particular, vamos

a considerar a la aplicación OX,p-lineal sobreyectiva

ψp : Fp → Hp

[(U, f )] 
→ [(U, ψU( f )]

Sea i ∈ {1, . . . ,m}. Como (hi)p ∈ Hp y ϕp es sobreyectiva se sigue que existen un abierto Ui de

X que contiene a p y fi ∈ F (Ui) tales que ψp ([(Ui, fi)]) = (hi)p. Ası́, la igualdad [(Ui, ψUi( fi))] =

[(X, hi)] implica que existe un abierto Wi de X que contiene a p, está contenido en Ui y es tal que

ρH
Ui
Wi

(
ψUi( fi)

)
= ρHX

Wi
(hi), es decir tal que ψWi

(
ρF

Ui
Wi

( fi)
)
= ρHX

Wi
(hi). Consideramos a W =

⋂m
j=1 Wj.
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Observemos que W es un abierto de X que contiene a p, está contenido en Ui y además es tal

que ψW
(
ρF

Ui
W ( fi)

)
= ρHX

W(hi), esto implica que para todo q ∈ W se tiene que
(
ψW

(
ρF

Ui
W ( fi)

))
q =(

ρHX
W(hi)

)
q, es decir que para todo q ∈ W se cumple que ψq

((
ρF

Ui
W ( fi)

)
q
)
=

(
ρHX

W(hi)
)

q. En con-

clusión, tenemos que para cualquier q ∈ W y para cualquier i ∈ {1, . . . ,m} se tiene la igualdad

ψq
((
ρF

Ui
W ( fi)

)
q
)
=

(
ρHX

W(hi)
)

q, en particular, tenemos que ψp
((
ρF

Ui
W ( fi)

)
p
)
=

(
ρHX

W(hi)
)

p para todo

i ∈ {1, . . . ,m}.
Luego, como tenemos que la familia

{(
ρGX

W(g1)
)

p,
(
ρGX

W(g2)
)

p, . . . ,
(
ρGX

W(gn)
)

p

}
genera a Gp, que la

familia
{(
ρHX

W(h1)
)

p,
(
ρHX

W(h2)
)

p, . . . ,
(
ρHX

W(hm)
)

p

}
genera a Hp y que la sucesión de OX,p-módulos

0→ Gp
ϕp−→ Fp

ψp−−→ Hp → 0 es exacta, se sigue que Fp es finitamente generado (véase Lema A.15),

más aún, tenemos que

Fp = OX,p
(
ϕW

(
ρGX

W(g1)
))

p + OX,p
(
ϕW

(
ρGX

W(g2)
))

p + · · · + OX,p
(
ϕW

(
ρGX

W(gn)
))

p +

OX,p
(
ρF U1

W ( f1)
)

p + OX,p
(
ρF U2

W ( f2)
)

p + · · · + OX,p
(
ρF

Um
W ( fm)

)
p.

Ası́, la igualdad anterior nos dice que existe una familia finita de secciones de F sobre W que

genera a F |W . Por lo tanto, concluimos que F es localmente finitamente generado.

2. Sea p ∈ X. ComoG es localmente finitamente generado se sigue que existe un abierto U de X que

contiene a p y tal que G|U es finitamente generado; asimismo, como H es localmente finitamente

generado se tiene que existe un abierto V de X que contiene a p y tal que H|V es finitamente

generado. Consideramos al abierto U ∩ V . Por el Lema 2.22 tenemos que G|U∩V y H|U∩V son

finitamente generados, de esta manera, la exactitud de la sucesión 0→ G → F → H → 0 implica

que la sucesión 0→ G|U∩V → F |U∩V → H|U∩V → 0 es exacta y por el enunciado 1 de este teorema

tenemos que existe un abierto W de X contenido en U ∩ V que contiene a p y de modo que F |W es

finitamente generado. De esta forma, se concluye que F es localmente finitamente generado.

3. La Gavilla Imagen Inversa

Sabemos que si tenemos una aplicación continua entre espacios topológicos y una gavilla sobre

el dominio de dicha aplicación, siempre podemos construir su gavilla imagen directa. Ahora bien,

si tuviésemos una aplicación continua entre espacios topológicos y una gavilla sobre el codominio

de esta, ¿es posible a partir de estos objetos construir una gavilla sobre el dominio? En esta sección

daremos una respuesta a esta interrogante.

Vamos a fijar a f : X → Y una aplicación continua entre los espacios topológicos X y Y y a

G una pregavilla de grupos abelianos sobre Y . Consideremos un abierto U de X no vacı́o. Vamos a
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definir el siguiente conjunto

ΓU =
{
(V, s)

∣∣∣ V es un abierto de Y , f (U) ⊆ V y s ∈ G(V)
}

y vamos a considerar la siguiente relación ∼ sobre ΓU : dados V1 y V2 abiertos de Y que contienen a

f (U) y dados s1 ∈ G(V1) y s2 ∈ G(V2), se tiene que (V1, s1) ∼ (V2, s2) si y sólo si existe un abierto

W de Y tal que f (U) ⊆ W ⊆ V1 ∩ V2 y s1|W = s2|W .

Lema 2.31. Con las notaciones anteriores, la relación ∼ es de equivalencia sobre ΓU.

Demostración. Sean V1, V2 y V3 abiertos de Y que contienen a f (U) y sean s1 ∈ G(V1), s2 ∈ G(V2)

y s3 ∈ G(V3).

• Reflexividad. Observemos que (V1, s1) ∼ (V1, s1) pues V1 es un abierto de Y tal que f (U) ⊆ V1 ⊆
V1 ∩ V1 y s|V1

= s|V1
.

• Simetrı́a. Supongamos que (V1, s1) ∼ (V2, s2), ası́, existe un abierto W de Y tal que f (U) ⊆ W ⊆
V1 ∩V2 y s1|W = s2|W , es decir, existe un abierto W de Y tal que f (U) ⊆ W ⊆ V2 ∩V1 y s2|W = s1|W .

Por lo tanto (V2, s2) ∼ (V1, s1).

• Transitividad. Supongamos que (V1, s1) ∼ (V2, s2) y que (V2, s2) ∼ (V3, s3). De este modo, existe

un abierto W1 de Y tal que f (U) ⊆ W1 ⊆ V1 ∩ V2 y s1|W1
= s2|W1

; asimismo, existe un abierto W2 de

Y tal que f (U) ⊆ W2 ⊆ V2 ∩ V3 y s2|W2
= s3|W2

. Consideramos W = W1 ∩W2. Observemos que W
es un abierto de Y que contiene a f (U), está contenido en V1 ∩ V2 ∩ V3 que a su vez está contenido

en V1 ∩ V3 y además

s1|W = (s1|W1
)|W = (s2|W1

)|W = s2|W = (s2|W2
)|W = (s3|W2

)|W = s3|W .

Ası́, el abierto W implica que (V1, s1) ∼ (V3, s3).

Una vez mostrado que ∼ define una relación de equivalencia sobre ΓU podemos considerar el con-

junto cociente
ΓU

∼ el cual denotaremos por f −1(G)−(U). Si V es un abierto de Y que contiene a

f (U) y s ∈ G(V), vamos a denotar por [(V, s)] a la clase del elemento (V, s). Nuestro siguiente ob-

jetivo será el de definir una estructura de grupo abeliano sobre f −1(G)−(U). Definimos la siguiente

operación:

+ : f −1(G)−(U) × f −1(G)−(U) → f −1(G)−(U)(
[(V1, s1)], [(V2, s2)]

) 
→ [(V1 ∩ V2, s1|V1∩V2
+ s2|V1∩V2

)]

Lema 2.32. Con las notaciones anteriores, ( f −1(G)−(U),+) es un grupo abeliano.
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Demostración. En primer lugar, vamos a verificar que + es una operación bien definida. Sean V1,

V2, T1 y T2 abiertos de Y tales que f (U) ⊆ V1 ∩ V2 ∩ T1 ∩ T2 y sean s1 ∈ G(V1), s2 ∈ G(V2),

t1 ∈ G(T1) y t2 ∈ G(V2) de modo que [(V1, s1)] = [(T1, t1)] y [(V2, s2)] = [(T2, t2)]. Vamos a

mostrar que [(V1, s1)] + [(V2, s2)] = [(T1, t1)] + [(T2, t2)], es decir, mostraremos que la igualdad

[(V1∩V2, s1|V1∩V2
+ s2|V1∩V2

)] = [(T1∩T2, t1|T1∩T2
+t2|T1∩T2

)] es verdadera. Como [(V1, s1)] = [(T1, t1)]

existe un abierto W1 de Y tal que f (U) ⊆ W1 ⊆ V1 ∩ T1 y s1|W1
= t1|W1

; asimismo, como [(V2, s2)] =

[(T2, t2)] existe un abierto W2 de Y tal que f (U) ⊆ W2 ⊆ V2 ∩ T2 y s2|W2
= t2|W2

. Consideramos

W = W1 ∩ W2. Obsérvese que W es un abierto de Y que contiene a f (U), está contenido en

(V1 ∩ V2) ∩ (T1 ∩ T2) y además satisface que

(s1|V1∩V2
+ s2|V1∩V2

)|W = s1|W + s2|W
= (s1|W1

)|W + (s2|W2
)|W

= (t1|W1
)|W + (t2|W2

)|W
= t1|W + t2|W
= (t1|T1∩T2

+ t2|T1∩T2
)|W .

Ası́, el abierto W asegura la igualdad deseada y esto implica que + es una operación bien definida.

En segundo lugar, mostraremos que + define una estructura de grupo abeliano sobre f −1(G)−(U):

sean V1, V2 y V3 abiertos de Y con f (U) ⊆ V1 ∩V2 ∩V3 y sean s1 ∈ G(V1), s2 ∈ G(V2) y s3 ∈ G(V3).

• Asociatividad.(
[(V1, s1)] + [(V2, s2)]

)
+ [(V3, s3)] = [(V1 ∩ V2, s1|V1∩V2

+ s2|V1∩V2
)] + [(V3, s3)]

= [((V1 ∩ V2) ∩ V3, (s1|(V1∩V2)∩V3
+ s2|(V1∩V2)∩V3

) + s3|(V1∩V2)∩V3
)]

= [(V1 ∩ (V2 ∩ V3), s1|V1∩(V2∩V3) + (s2|V1∩(V2∩V3) + s3|V1∩(V2∩V3)))]

= [(V1, s1)] + [(V2 ∩ V3, s2|V2∩V3
+ s3|V2∩V3

)]

= [(V1, s1)] +
(
[(V2, s2)] + [(V3, s3)]

)
.

• Conmutatividad.

[(V1, s1)] + [(V2, s2)] = [(V1 ∩ V2, s1|V1∩V2
+ s2|V1∩V2

)]

= [(V2 ∩ V1, s2|V2∩V1
+ s1|V2∩V1

)]

= [(V2, s2)] + [(V1, s1)].

• Neutro. Afirmamos que el elemento [(Y, 0G(Y))] es el neutro de nuestra operación, en efecto:

[(V1, s1)] + [(Y, 0G(Y))] = [(V1 ∩ Y, s1|V1∩Y + 0G(Y)|V1∩Y)] = [(V1, s1 + 0G(V1))] = [(V1, s1)].
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• Inverso. Afirmamos que el inverso del elemento [(V1, s1)] es [(V1,−s1)], en efecto:

[(V1, s1)] + [(V1,−s1)] = [(V1, s1 + (−s1))] = [(V1, 0G(V1))] = [(Y, 0G(Y))].

Por lo tanto, concluimos que ( f −1(G)−(U),+) es un grupo abeliano.

De esta forma, a cada abierto U no vacı́o de X le hemos asociado el grupo abeliano f −1(G)−(U).

Para el conjunto vacı́o consideramos f −1(G)−(∅) = {0}. Ahora, para abiertos U1 y U2 de X que

cumplan la condición U2 ⊆ U1, vamos a definir un homomorfismo ρ f −1(G)−
U1

U2
entre los grupos

abelianos f −1(G)−(U1) y f −1(G)−(U2). Sean U1 y U2 abiertos de X tales que U2 ⊆ U1. Si U2 = ∅,
entonces consideramos a ρ f −1(G)−

U1

U2
como la aplicación nula, de otro modo, definimos

ρ f −1(G)−
U1

U2
: f −1(G)−(U1) → f −1(G)−(U2)

[(V, s)] 
→ [(V, s)]

Lema 2.33. Con las notaciones anteriores, ρ f −1(G)−
U1

U2
es un homomorfismo de grupos abelianos.

Demostración. Comenzaremos por mostrar que ρ f −1(G)−
U1

U2
está bien definida. Sea V un abierto

de Y de modo que f (U1) ⊆ V y sea s ∈ G(V). Puesto que U2 ⊆ U1 se sigue que f (U2) ⊆
f (U1), además, el hecho de que f (U1) ⊆ V implica que f (U2) ⊆ V . De este modo, tenemos

que [(V, s)] ∈ f −1(G)−(U2). Ahora, sean V1 y V2 abiertos de Y tales que f (U1) ⊆ V1 ∩ V2 y sean

s1 ∈ G(V1) y s2 ∈ G(V2) de modo que [(V1, s1)] = [(V2, s2)] (en f −1(G)−(U1)). Vamos a mostrar

que ρ f −1(G)−
U1

U2

(
[(V1, s1)]

)
= ρ f −1(G)−

U1

U2

(
[(V2, s2)]

)
, es decir que [(V1, s1)] = [(V2, s2)] en f −1(G)−(U2).

Como [(V1, s1)] = [(V2, s2)] existe un abierto W de Y tal que f (U1) ⊆ W ⊆ V1 ∩ V2 y s1|W = s2|W .

Luego, como U2 ⊆ U1 se sigue que f (U2) ⊆ W y ası́, tenemos que W es un abierto de Y tal que

f (U2) ⊆ W ⊆ V1 ∩ V2 y s1|W = s2|W . Con esto se tiene que [(V1, s1)] = [(V2, s2)] en f −1(G)−(U2) y

por lo tanto concluimos que ρ f −1(G)−
U1

U2
está bien definida.

A continuación probaremos que ρ f −1(G)−
U1

U2
es un homomorfismo de grupos abelianos. Sean V1 y V2

abiertos de Y tales que f (U1) ⊆ V1 ∩ V2 y sean s1 ∈ G(V1) y s2 ∈ G(V2).

ρ f −1(G)−
U1

U2

(
[(V1, s1)] + [(V2, s2)]

)
= ρ f −1(G)−

U1

U2

(
[(V1 ∩ V2, s1|V1∩V2

+ s2|V1∩V2
)]
)

= [(V1 ∩ V2, s1|V1∩V2
+ s2|V1∩V2

)]

= [(V1, s1)] + [(V2, s2)]

= ρ f −1(G)−
U1

U2

(
[(V1, s1)]

)
+ ρ f −1(G)−

U1

U2

(
[(V2, s2)]

)
.

Por lo tanto, concluimos que ρ f −1(G)−
U1

U2
es un homomorfismo de grupos abelianos.
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Una vez realizadas todas estas construcciones, lo que vamos a hacer es a definir una pregavilla

sobre X a partir de la aplicación continua f y la gavilla G.

Proposición 2.34. Con las notaciones anteriores, la pregavilla imagen inversa de G bajo f
denotada por f −1(G)− es la pregavilla sobre X definida de la siguiente manera: f −1(G)−(∅) = {0},
para cualquier abierto U no vacı́o de X tomamos a f −1(G)−(U) como el grupo abeliano del Lema
2.32 y para cualesquier abiertos U1 y U2 no vacı́os de X tales que U2 ⊆ U1 la restricción ρ f −1(G)−

U1

U2

es el homomorfismo de grupos del Lema 2.33.

Demostración.

PG1. Por construcción, se tiene que f −1(G)−(∅) = {0}.
PG2. Sea U un abierto de X. Por construcción tenemos que

ρ f −1(G)−
U
U : f −1(G)−(U) → f −1(G)−(U)

[(V, s)] 
→ [(V, s)]

y de esto claramente se sigue que ρ f −1(G)−
U
U = id f −1(G)−(U).

PG3. Sean U1, U2 y U3 abiertos de X tales que U3 ⊆ U2 ⊆ U1. Vamos a mostrar la igualdad

ρ f −1(G)−
U2

U3
◦ ρ f −1(G)−

U1

U2
= ρ f −1(G)−

U1

U3
. Sean V un abierto de Y que contiene a f (U1) y s ∈ G(V).

ρ f −1(G)−
U2

U3
◦ ρ f −1(G)−

U1

U2

(
[(V, s)]

)
= ρ f −1(G)−

U2

U3

(
[(V, s)]

)
= [(V, s)]

= ρ f −1(G)−
U1

U3

(
[(V, s)]

)
.

Ası́, puesto que ambas aplicaciones tienen el mismo dominio, codominio y regla de asig-

nación se sigue que son iguales.

Por lo tanto, concluimos que f −1(G)− es una pregavilla.

Ahora que tenemos definida una nueva pregavilla, una pregunta que es muy natural es si podemos

caracterizar a los grupos de gérmenes. El siguiente resultado nos brindará una respuesta a esta

interrogante.

Proposición 2.35. Con las notaciones anteriores, para todo p ∈ X existe un isomorfismo entre
los grupos abelianos f −1(G)−p y G f (p).

Demostración. Sea p ∈ X. Vamos a considerar la siguiente asignación

ϕ : f −1(G)−p → G f (p)

[(U, s)] 
→ s
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Comenzaremos mostrando que ϕ está bien definida: sean U un abierto de X que contiene a p y

s ∈ f −1(G)−(U), ası́, s = [(V, t)] para algún abierto V de Y que contiene a f (U) y para algún

t ∈ G(V). Como f (U) ⊆ V se sigue que f (p) ∈ V , además, como V es un abierto de Y y t ∈ G(V),

tenemos de manera inmediata que [(V, t)] es un elemento de G f (p).

Ahora, sean U1 y U2 abiertos de X que contienen a p y sean s1 ∈ f −1(G)−(U1) y s2 ∈ f −1(G)−(U2)

tales que tenemos la igualdad [(U1, s1)] = [(U2, s2)] en f −1(G)−p , además, s1 = [(V1, t1)] donde V1

es un abierto de Y que contiene a f (U1) y t1 ∈ G(V1), y s2 = [(V2, t2)] donde V2 es un abierto de Y
que contiene a f (U2) y t2 ∈ G(V2). Vamos a probar que ϕ

(
[(U1, s1)]

)
= ϕ

(
[(U2, s2)]

)
, es decir, que

s1 = s2 en G f (p). Como [(U1, s1)] = [(U2, s2)] (igualdad en f −1(G)−p) existe un abierto Z de X que

contiene a p tal que Z ⊆ U1 ∩ U2 y ρ f −1(G)−
U1

Z (s1) = ρ f −1(G)−
U2

Z (s2). Luego, por la definición de las

restricciones de la pregavilla f −1(G)− se tiene la igualdad [(V1, t1)] = [(V2, t2)] en f −1(G)−(Z), esto

implica que existe un abierto W de Y tal que f (Z) ⊆ W ⊆ V1 ∩ V2 y ρGV1

W (t1) = ρGV2

W (t2). Como

f (Z) ⊆ W y p ∈ Z se sigue que f (p) ∈ W, además, W es un abierto de Y que está contenido en

V1 ∩ V2 y ρGV1

W (t1) = ρGV2

W (t2). De esta forma, el abierto W asegura la igualdad [(V1, t1)] = [(V2, t2)]

en G f (p) y ası́ concluimos que ϕ está bien definida.

A continuación probaremos que ϕ es un homomorfismo de grupos abelianos. Sean U1 y U2 abiertos

de X que contienen a p y sean s1 ∈ f −1(G)−(U1) y s2 ∈ f −1(G)−(U2),

ϕ
(
[(U1, s1)] + [(U2, s2)]

)
= ϕ

(
[(U1 ∩ U2, s1 + s2)] = s1 + s2 = ϕ([(U1, s1)]

)
+ ϕ

(
[(U2, s2)]

)
.

De esta forma, concluimos que ϕ es un homomorfismo de grupos.

Lo siguiente que haremos es probar que ϕ es inyectiva. Sean U un abierto de X que contiene a p
y s ∈ f −1(G)−(U) tales que [(U, s)] ∈ Kerϕ, además, s = [(V, t)] para cierto abierto V de Y que

contiene a f (U) y cierto t ∈ G(V). Vamos a mostrar que [(U, s)] = 0 f −1(G)−p , es decir, que existe

un abierto Z de X que contiene a p tal que Z ⊆ U y s = 0 f −1(G)−(Z), en otras palabras, vamos a

mostrar que existe un abierto Z de X que contiene a p tal que Z ⊆ U y que existe un abierto T
de Y tal que f (Z) ⊆ T ⊆ V y ρGV

T (t) = 0G(T ). Por hipótesis, como [(U, s)] ∈ Kerϕ se sigue que

[(V, t)] = [(Y, 0G(Y))] (igualdad en G f (p)), ası́, existe un abierto W de Y que contiene a f (p) tal que

W ⊆ V y ρGV
W(t) = 0G(W). Vamos a considerar Z = U ∩ f −1(W) y T = W. Observemos que tanto

U como f −1(W) son abiertos de X por lo cual U ∩ f −1(W) es un abierto de X, además, como

f (p) ∈ W se tiene que p ∈ f −1(W) y consecuentemente p ∈ U ∩ f −1(W) y también se cumple que

U ∩ f −1(W) ⊆ U. Por otro lado, observemos que

f (U ∩ f −1(W)) ⊆ f (U) ∩ f ( f −1(W)) ⊆ f (U) ∩W ⊆ W ⊆ V

y recordemos que ρGV
W(t) = 0G(W). Ası́, gracias a los abiertos U ∩ f −1(W) y W concluimos que ϕ es

inyectiva.
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Por último, vamos a probar que ϕ es sobreyectiva. Sean V es un abierto de Y que contiene a f (p)

y t ∈ G(V). Consideremos al elemento s = [(V, t)] de G f (p). Vamos a mostrar que existen U un

abierto de X que contiene a p y r ∈ f −1(G)−(U) tales que ϕ
(
[(U, r)]

)
= [(V, t)]. Consideramos

U = f −1(V) y r = s: como V es un abierto de Y que contiene a f (p) y f es un aplicación continua

se tiene que f −1(V) es un abierto de X que contiene a p, además, como f ( f −1(V)) ⊆ V tenemos que

[(V, t)] ∈ f −1(G)−( f −1(V)). De esta forma tenemos que ϕ
(
[( f −1(V), s)]

)
= s y de esto se sigue que ϕ

es sobreyectiva.

Por lo tanto, para todo p ∈ X concluimos que el grupo abeliano f −1(G)−p es isomorfo al grupo

abeliano G f (p).

Ahora que tenemos a la pregavilla f −1(G)− en nuestras manos, una pregunta natural es si dicha

pregavilla es una gavilla. La respuesta es que en general no, el siguiente ejemplo es una muestra de

ello.

Ejemplo 2.36. Sean X = {a, b} y Y = {p, q, r} espacios topológicos con la topologı́a discreta y

sea A un grupo abeliano de cardinalidad diferente de uno. Consideramos la gavilla rascacielos Ap
Y

sobre Y definida de la siguiente manera: si V es un abierto de Y asignamos

Ap
Y(V) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ A si p ∈ V
{0} si p � V

Además, si V1 y V2 son abiertos de Y de modo que V2 ⊆ V1 asignamos

ρAp
Y

V1

V2
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ idA si p ∈ V2

0A si p � V2

Consideramos la aplicación constante f : X → Y que a cada elemento de X lo envı́a a p. Vamos

a mostrar que f −1(Ap
Y)− no es una gavilla. Fijamos U1 = {a}, U2 = {b} y V = {p}. Puesto que

f (U1) = f (U2) = f (X) = V se sigue de manera inmediata que

f −1(Ap
Y)−(U1) = f −1(Ap

Y)−(U2) = f −1(Ap
Y)−(X).

Luego, como Ap
Y(V) = A y tiene al menos dos elementos, podemos considerar x, y ∈ A de modo

que x � y. Ası́, como V es la imagen de U1 y U2 bajo f y además es un abierto no vacı́o de Y ,

de manera inmediata se sigue que [(V, x)] y [(V, y)] son elementos de f −1(Ap
Y)−(U1) y f −1(Ap

Y)−(U2)

respectivamente. Ahora bien, pensando a los elementos anteriores como elementos de f −1(Ap
Y)−(U1)

se tiene que dichos elementos son diferentes: en efecto, si [(V, x)] = [(V, y)] tendrı́amos que existirı́a

un abierto Z de Y tal que V ⊆ Z ⊆ V de modo que ρAp
Y

V
Z

(x) = ρAp
Y

V
Z

(y) lo cual implicarı́a que x = y y

esto contradirı́a la elección de x y y.
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Por otro lado, el hecho de que U1 ∩ U2 = ∅ implica que

ρ f −1(Ap
Y )−

U1

U1∩U2

(
[(V, x)]

)
= [(Y, 0A)] = ρ f −1(Ap

Y )−
U2

U1∩U2

(
[(V, y)]

)
.

Si f −1(Ap
Y)− fuese una gavilla, entonces deben existir un abierto W de Y que contiene a V y z ∈

Ap
Y(W) = A de modo el elemento [(W, z)] de f −1(Ap

Y)−(X) satisface que ρ f −1(Ap
Y )−

X
U1

(
[(W, z)]

)
= [(V, x)]

y ρ f −1(Ap
Y )−

X
U2

(
[(W, z)]

)
= [(V, y)]. De esta forma, dicho elemento satisface las igualdades [(W, z)] =

[(V, x)] y [(W, z)] = [(V, y)] en f −1(Ap
Y)−(U1) lo cual implica que [(V, x)] = [(V, y)], sin embargo,

hemos visto que esto no puede suceder. Por lo tanto, concluimos que f −1(Ap
Y)− es una pregavilla

pero no una gavilla.

De esta manera, para tener definida una gavilla sobre X utilizando la construcción anterior vamos

a considerar la gavilla asociada a la pregavilla f −1(G)−, esta gavilla será la gavilla imagen inversa

de G bajo f .

Definición 2.37. Sean f : X → Y una aplicación continua entre espacios topológicos y G una

pregavilla sobre Y . La gavilla imagen inversa de G bajo f es la gavilla asociada a la pregavilla

f −1(G)− y es denotada por f −1(G).

Ejemplo 2.38. Sean X un espacio topológico y F una gavilla de grupos abelianos sobre X.

Consideremos a Z un subconjunto de X y pensemos en Z como un espacio topológico con la

topologı́a inducida. Sabemos que tenemos la aplicación inclusión ι : Z → X que es una aplicación

continua. De esta manera, podemos considerar la gavilla ι−1(F ) sobre Z. Enfaticemos que esta

construcción puede realizarse para cualquier subconjunto de X.

De una manera particular, vamos a estudiar el caso en que Z es un abierto no vacı́o de X. En este

caso, vamos a mostrar que la gavilla ι−1(F ) es isomorfa a la gavilla F |Z. Para mostrar este hecho,

en primer lugar construiremos un morfismo entre las pregavillas ι−1(F )− y F |Z . Sea U un abierto

de X. Definimos la siguiente asignación:

ζU∩Z : ι−1(F )−(U ∩ Z) → F |Z(U ∩ Z)

[(V, t)] 
→ t|U∩Z

Observemos que ζU∩Z es una aplicación bien definida: si V1 y V2 abiertos de X que contienen a U∩Z
y si t1 y t2 son secciones de F sobre V1 y V2 respectivamente y son tales que [(V1, t1)] = [(V2, t2)],

entonces tenemos que existe un abierto W de X tal que U ∩ Z ⊆ W ⊆ V1 ∩ V2 y t1|W = t2|W y de

esta forma tenemos que t1|U∩Z = (t1|W)|U∩Z = (t2|W)|U∩Z = t2|U∩Z.

Luego, observemos que ζU∩Z es un homomorfismo de grupos: en efecto, sean V1 y V2 abiertos de

X que contienen a U ∩ Z y sean t1 ∈ F (V1) y t2 ∈ F (V2),

ζU∩Z
(
[(V1, t1)] + [(V2, t2)]

)
= ζU∩Z

(
[(V1 ∩ V2, t1|V1∩V2

+ t2|V1∩V2
)]
)
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= (t1|V1∩V2
+ t2|V1∩V2

)|U∩Z

= (t1|V1∩V2
)|U∩Z + (t2|V1∩V2

)|U∩Z

= t1|U∩Z + t2|U∩Z

= ζU∩Z
(
[(V1, t1)]

)
+ ζU∩Z

(
[(V2, t2)]

)
.

A continuación, vamos a mostrar que la familia (ζU∩Z){U es un abierto de X} define un morfismo al que

denotaremos por ζ. Sean U1 y U2 abiertos de X tales que U2 ⊆ U1. Vamos a mostrar que el siguiente

diagrama es conmutativo:

ι−1(F )−(U1 ∩ Z)
ζU1∩Z

��

ρι−1(F )−
U1∩Z
U2∩Z

��

F |Z(U1 ∩ Z)

ρF |Z
U1∩Z
U2∩Z

��
ι−1(F )−(U2 ∩ Z)

ζU2∩Z

�� F |Z(U2 ∩ Z)

Sea V un abierto de X que contiene a U1 y sea t ∈ F (V).

ρF |Z
U1∩Z
U2∩Z ◦ ζU1∩Z

(
[(V, t)]) = ρF U1∩Z

U2∩Z(ρF V
U1∩Z(t))

= ρF V
U2∩Z(t)

= ζU2∩Z
(
[(V, t)]

)
= ζU2∩Z ◦ ρι−1(F )−

U1∩Z
U2∩Z

(
[(V, t)]

)
.

De esta forma, concluimos que ζ es un morfismo entre ι−1(F )− y F |Z.

Ahora vamos a construir un morfismo entre F |Z y ι−1(F )−. Sea U un abierto de X. Definimos la

asignación

ξU∩Z : F |Z(U ∩ Z) → ι−1(F )−(U ∩ Z)

s 
→ [(U ∩ Z, s)]

Comenzaremos mostrando que ξU∩Z es una aplicación bien definida. Si s ∈ F |Z(U ∩ Z), entonces

como U ∩ Z es un abierto de X, ι(U ∩ Z) = U ∩ Z y s ∈ F |Z(U ∩ Z) = F (U ∩ Z) se sigue que

[(U ∩ Z, s)] es un elemento de ι−1(F )−(U ∩ Z). Ahora, sean s1, s2 ∈ F |Z(U ∩ Z) tales que s1 = s2,

vamos a probar que ξU∩Z(s1) = ξU∩Z(s2), es decir que [(U∩Z, s1)] = [(U∩Z, s2)], en otras palabras,

que existe un abierto W de X tal que U ∩Z ⊆ W ⊆ U ∩Z y s1|W = s2|W . Consideramos W = U ∩Z:

claramente U ∩ Z es un abierto de X que satisface la condición deseada y además, la igualdad

s1 = s2 implica que s1|U∩Z = s2|U∩Z . Por lo tanto, tenemos que [(U ∩ Z, s1)] = [(U ∩ Z, s2)] y

ası́ concluimos que ξU está bien definida.
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Ahora, probaremos que ξU∩Z es un homomorfismo de grupos abelianos. Sean s1, s2 ∈ F |Z(U ∩ Z).

ξU∩Z(s1 + s2) = [(U ∩ Z, s1 + s2)] = [(U ∩ Z, s1)] + [(U ∩ Z, s2)] = ξU∩Z(s1) + ξU∩Z(s2).

Con esto, tenemos que ξU∩Z es un homomorfismo de grupos. Luego, consideramos a ξ como la

familia (ξU∩Z){U es un abierto de X}. De esta forma, para probar que ξ es un morfismo sólo nos resta

probar la compatibilidad con las restricciones de pregavilla. Sean U1 y U2 abiertos de X tales que

U2 ⊆ U1, mostraremos que el diagrama

F |Z(U1 ∩ Z)
ξU1∩Z

��

ρF |Z
U1∩Z
U2∩Z

��

ι−1(F )−(U1 ∩ Z)

ρι−1(F )−
U1∩Z
U2∩Z

��
F |Z(U2 ∩ Z)

ξU2∩Z

�� ι−1(F )−(U2 ∩ Z)

es un diagrama conmutativo. Sea s ∈ F |Z(U1 ∩ Z).

ρι−1(F )−
U1∩Z
U2∩Z ◦ ξU1∩Z(s) = ρι−1(F )−

U1∩Z
U2∩Z

(
[(U1 ∩ Z, s)]

)
= [(U1 ∩ Z, s)]

= [(U2 ∩ Z, s|U2∩Z)]

= ξU2∩Z
(
s|U2∩Z

)
= ξU2∩Z ◦ ρF |Z U1∩Z

U2∩Z(s).

De esta forma, concluimos que ξ es un morfismo entre F |Z y ι−1(F )−.

Por último vamos a mostrar que ζ y ξ son morfismos inversos, es decir, ξ ◦ ζ = idι−1(F )− y que

ζ◦ξ = idF |Z , ası́, para cada abierto de X debemos mostrar que se cumplen las respectivas igualdades

en los homomorfismos asociados a dicho abierto. Consideramos a U un abierto de X y sean V un

abierto de X que contiene a U ∩ Z y t ∈ F (V). Puesto que

(ξ ◦ ζ)U∩Z
(
[(V, t)]

)
= ξU∩Z ◦ ζU∩Z

(
[(V, t)]

)
= ξU∩Z(t|U∩Z) = [(U ∩ Z, t|U∩Z)] = [(V, t)],

se sigue que (ξ ◦ ζ)U∩Z = idι−1(F )−(U∩Z). Ahora, sea s ∈ F |Z(U ∩ Z). Como

(ζ ◦ ξ)U∩Z(s) = ζU∩Z ◦ ξU∩Z(s) = ζU∩Z
(
[(U ∩ Z, s)]

)
= s|U∩Z = s,

tenemos que (ζ ◦ ξ)U∩Z = idF |Z (U∩Z). De este modo, como U fue un abierto arbitrario de X se sigue

que ξ ◦ ζ = idι−1(F )− y ζ ◦ ξ = idF |Z . De manera particular, esto hecho implica que el homomorfismo

inducido ζp : ι−1(F )−p → (F |Z)p es un isomorfismo para cualquier p ∈ Z.
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Ahora bien, por la propiedad universal de la gavilla asociada existe un morfismo de gavillas ζ̃ :

ι−1(F ) → F |Z de modo que ζ = ζ̃ ◦ θι−1(F ). De esta forma, como para todo p ∈ Z se tiene que

θι
−1(F )
p y ζp son isomorfismos se sigue que ζ̃p es un isomorfismo. Por lo tanto, tenemos que ζ̃ es un

isomorfismo y ası́ concluimos que ι−1(F ) y F |Z son gavillas isomorfas.

Como puede apreciarse, cuando consideramos cualquier subconjunto abierto Z de X la gavilla

ι−1(F ) resulta ser sólo la restricción de la gavilla F a dicho abierto. De esta forma, cuando tra-

bajamos sobre cualquier subconjunto de X, no necesariamente un abierto, la gavilla ι−1(F ) es una

generalización del concepto de gavilla restringida a un abierto y precisamente este hecho motiva la

siguiente definición:

Definición 2.39. Sean Z un subconjunto de un espacio topológico X y F una gavilla sobre X.

La gavilla ι−1(F ) es la restricción de F a Z y es denotada por F |Z.

En el Capı́tulo 5 retomaremos el concepto de la restricción de gavillas en el sentido de la defini-

ción anterior y estudiaremos su aplicación a las inmersiones cerradas entre espacios anillados y

esquemas.

Para finalizar esta sección vamos a estudiar un caso especial de la gavilla imagen inversa. Sean

f : X → Y una aplicación continua entre espacios topológicos, OY una gavilla de anillos sobre Y y

G un OY-módulo. En primer lugar, vamos a mostrar que f −1(G)− tiene una estructura de f −1(OY)−-
módulo. Sea U un abierto de X. Definimos la operación

· : f −1(OY)−(U) × f −1(G)−(U) → f −1(G)−(U)(
[(V, λ)], [(W, s)]

) 
→ [(V ∩W, ρOY
V
V∩W(λ) · ρGW

V∩W(s))]

Comenzaremos probando que la operación anterior está bien definida: sean V,V ′,W y W ′ abiertos

de Y que contienen a f (U) y sean λ ∈ OY(V), λ′ ∈ OY(V ′), s ∈ G(W) y s′ ∈ G(W ′) tales que(
[(V, λ)], [(W, s)]

)
=

(
[(V ′, λ′)], [(W ′, s′)]

)
. Como [(V, λ)] = [(V ′, λ′)] existe un abierto Z de Y de

modo que f (U) ⊆ Z ⊆ V ∩ V ′ y ρOY
V
Z (λ) = ρOY

V′
Z (λ′); asimismo, como [(W, s)] = [(W ′, s′)] existe

un abierto T de Y tal que f (U) ⊆ T ⊆ W ∩ W ′ y ρGW
T (s) = ρGW′

T (s′). Luego, el abierto Z ∩ T de

Y asegura que [(V ∩W, ρOY
V
V∩W(λ) · ρGW

V∩W(s))] = [(V ′ ∩W ′, ρOY
V′
V′∩W′(λ

′) · ρGW′
V′∩W′(s′))]: en efecto,

Z ∩ T es un abierto de Y tal que f (U) ⊆ Z ∩ T ⊆ (V ∩W) ∩ (V ′ ∩W ′) y además satisface que

ρGV∩W
Z∩T

(
ρOY

V
V∩W(λ) · ρGW

V∩W(s)
)
= ρOY

V
Z∩T (λ) · ρGW

Z∩T (s)

=
(
ρOY

Z
Z∩T ◦ ρOY

V
Z (λ)

) · (ρGT
Z∩T ◦ ρGW

T (s)
)

=
(
ρOY

Z
Z∩T ◦ ρOY

V′
Z (λ′)

) · (ρGT
Z∩T ◦ ρGW′

T (s′)
)

= ρOY
V′
Z∩T (λ′) · ρGW′

Z∩T (s′)

= ρGV′∩W′
Z∩T

(
ρOY

V′
V′∩W′(λ

′) · ρGW′
V′∩W′(s′)

)
.
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Ahora, probaremos que la operación definida anteriormente dota a f −1(G)−(U) con una estructura

de f −1(OY)−(U)-módulo: sea V un abierto de Y que contiene a f (U), sean λ y λ′ elementos deOY(V)

y sean s y s′ elementos de G(V). Nótese que podemos suponer que todas las secciones involucradas

se encuentran sobre el mismo abierto.

[(V, λ)] · ([(V, s)] + [(V, s′)]
)
= [(V, λ(s + s′))]

= [(V, λs + λs′)]

= [(V, λs)] + [(V, λs′)]

= [(V, λ)] · [(V, s)] + [(V, λ)] · [(V, s′)].(
[(V, λ)] + [(V, λ′)]

) · [(V, s)] = [(V, (λ + λ′)s)]

= [(V, λs + λ′s)]

= [(V, λs)] + [(V, λ′s)]

= [(V, λ)] · [(V, s)] + [(V, λ′)] · [(V, s)].(
[(V, λ)][(V, λ′)]

) · [(V, s)] = [(V, (λλ′)s)]

= [(V, λ(λ′s))]

= [(V, λ)] · [(V, λ′s)]

= [(V, λ)] · ([(V, λ′)] · [(V, s)]
)
.

[(Y, 1OY (Y))] · [(V, s)] = [(V, 1OY (V)s)] = [(V, s)].

Ası́, tenemos que f −1(G)−(U) tiene una estructura de f −1(OY)−(U)-módulo.

Lo único que resta a probar para tener que f −1(G)− es un f −1(OY)−-módulo es la compatibilidad del

producto externo con las restricciones de pregavillas. Sean U y V abiertos de Y tales que V ⊆ U.

Vamos a probar que el siguiente diagrama es conmutativo:

f −1(OY)−(U) × f −1(G)−(U) ��

ρ f −1(OY )−
U
V
×ρ f −1(G)−

U
V

��

f −1(G)−(U)

ρ f −1(G)−
U
V

��

f −1(OY)−(V) × f −1(G)−(V) �� f −1(G)−(V)

Sea W un abierto de Y que contiene a f (U) y sean λ ∈ OY(W) y s ∈ G(W).

ρ f −1(G)−
U
V

(
[(W, λ)] · [(W, s)]

)
= ρ f −1(G)

U
V

(
[(W, λs)]

)
= [(W, λs)]
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= [(W, λ)] · [(W, s)]

= ρ f −1(OY )−
U
V

(
[(W, λ)]

) · ρ f −1(G)−
U
V

(
[(W, s)]

)
.

De esta forma, concluimos que f −1(G)− es un f −1(OY)−-módulo.

Lo siguiente que haremos será probar que f −1(G) tiene una estructura de f −1(OY)-módulo. Recorde-

mos que el hecho que f −1(G)− tiene una estructura de f −1(OY)−-módulo implica que f −1(G)−p es un

f −1(OY)−p-módulo para cada p ∈ X. Sea U un abierto de X. Definimos la operación

· : f −1(OY)(U) × f −1(G)(U) → f −1(G)(U)

(λ, s) 
→ λs : U →
∏
q∈U

f −1(G)−q

p 
→ λ(p) · s(p)

Comenzaremos mostrando que la operación anterior está bien definida:

• Sean λ ∈ f −1(G)(U) y s ∈ f −1(G)(U). Vamos a mostrar que λs cumple con las condiciones

requeridas de un elemento f −1(G)(U). Sea p ∈ X. Sabemos que λ(p) ∈ f −1(OY)−p y que

s(p) ∈ f −1(G)−p . Luego, como f −1(G)−p tiene una estructura de f −1(OY)−p-módulo se sigue de

manera inmediata que λ(p) · s(p) ∈ f −1(G)−p .

Por otro lado, como λ ∈ f −1(G)(U) se sigue que existe un abierto V de X que contiene a

p, está contenido en U y existe μ ∈ f −1(OY)−(V) tales que para todo q ∈ V se tiene que

λ(q) = μq; asimismo, como s ∈ f −1(G)(U) se sigue que existe un abierto W de X que

contiene a p, está contenido en U y existe t ∈ f −1(G)−(W) tal que para todo q ∈ W se tiene

que s(q) = tq. Afirmamos que el abierto V ∩W y la sección μt de f −1(G)−(V ∩W) son los

elementos indicados: en efecto, V ∩W es un abierto de X que contiene a p, claramente μt
es una sección de f −1(G)−(V ∩W) (pues f −1(G)− tiene una estructura de f −1(OY)−-módulo)

y además para cada q ∈ V ∩W tenemos que
(
λs

)
(q) = λ(q) · s(q) = μq · tq = (μt)q.

De esta forma, tenemos que λs ∈ f −1(G)(U).

• Sean λ, λ′ ∈ f −1(OY)(U) y s, s′ ∈ f −1(G)(U) tales que (λ, s) = (λ′, s′). Sea p ∈ U. Como

λ = λ′ y s = s′ se sigue que λ(p) = λ′(p) y que s(p) = s′(p). Ası́, como (λ(p), s(p)) =

(λ′(p), s′(p)) se sigue que λ(p) · s(p) = λ′(p) · s′(p) y esto implica que λs = λ′s′.

Por lo tanto, concluimos que la operación anterior está bien definida. Ahora, mostraremos que dicha

operación otorga a f −1(G)(U) con una estructura de f −1(OY)(U)-módulo: sean λ, λ′ ∈ f −1(OY)(U),

s, s′ ∈ f −1(G)(U) y p ∈ X.(
λ(s + s′)

)
(p) = λ(p) · (s + s′)(p) = λ(p) · s(p) + λ(p) · s′(p) =

(
λs + λs′

)
(p).(

(λ + λ′)s
)
(p) = (λ + λ′)(p) · s(p) = λ(p) · s(p) + λ′(p) · s(p) =

(
λs + λ′s

)
(p).



4. EL PRODUCTO TENSORIAL DE OX-MÓDULOS 83(
(λλ′)s

)
(p) = (λλ′)(p) · s(p) =

(
λ(p) · λ′(p)

) · s(p) = λ(p) · (λ′(p) · s(p)) =
(
λ(λ′s)

)
(p).(

1 f −1(OY )(U)s
)
(p) = 1 f −1(OY )(U)(p) · s(p) = 1 f −1(OY )−p · s(p) = s(p).

Las igualdades anteriores implican que f −1(G)(U) tiene una estructura de f −1(OY)(U)-módulo. Lo

único que nos resta a probar para concluir que f −1(G) es un f −1(OY)-módulo es probar la compa-

tibilidad del producto externo con las restricciones de gavilla. Sean U y V abiertos de X tales que

V ⊆ U. Vamos a probar que el siguiente diagrama es conmutativo:

f −1(OY)(U) × f −1(G)(U) ��

ρ f −1(OY )
U
V
×ρ f −1(G)

U
V

��

f −1(G)(U)

ρ f −1(G)
U
V

��

f −1(OY)(V) × f −1(G)(V) �� f −1(G)(V)

Sean λ ∈ f −1(OY)(U) y s ∈ f −1(G)(U). Vamos a probar la igualdad ρGU
V (λs) = ρOY

U
V (λ)ρGU

V (s).

Como ambas aplicaciones tienen el mismo dominio y codominio, sólo resta probar que tienen la

misma regla de asignación. Sea p ∈ X,

ρ f −1(G)
U
V (λs)(p) =

(
λs

)
(p) = λ(p) · s(p) = ρOY

U
V (λ)(p) · ρ f −1(G)

U
V (s)(p) =

(
ρOY

U
V (λ)ρ f −1(G)

U
V (s)

)
(p).

De esta forma, concluimos que f −1(G) tiene estructura de f −1(OY)-módulo. Todo esto que hemos

realizado culmina en el siguiente resultado:

Proposición 2.40. Sean f : X → Y una aplicación continua entre espacios topológicos, OY

una gavilla de anillos sobre Y y G un OY-módulo. La gavilla f −1(G) (respectivamente, la pregavi-
lla f −1(G)−) tiene una estructura de f −1(OY)-módulo (respectivamente, tiene una estructura de
f −1(OY)−-módulo).

4. El Producto Tensorial de OX-Módulos

Recordemos que en la Teorı́a de Módulos a partir de una pareja de módulos sobre un anillo

siempre es posible construir su producto tensorial sobre dicho anillo. En la Teorı́a de Gavillas

podemos hablar de una noción análoga: el producto tensorial de gavillas de módulos. En esta sec-

ción nos daremos a la tarea de construir el producto tensorial de una pareja de gavillas de módulos

y estudiaremos algunas de sus propiedades.

Vamos a fijar una pareja (F ,G) de OX-módulos sobre un espacio anillado (X,OX). A partir de

F y G definiremos una pregavilla que denotaremos por (F ⊗OX G)− de la siguiente manera: para

cada abierto U de X asignamos (F ⊗OX G)−(U) = F (U) ⊗OX(U) G(U) y para cualesquier abiertos U
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y V de X de modo que V ⊆ U asignamos ρ(F ⊗OX G)−
U
V = ρF

U
V ⊗ ρGU

V . Bajo estas condiciones vamos

a mostrar que (F ⊗OX G)− es una pregavilla de OX-módulos sobre X:

En primer lugar, para cada abierto de U como F (U) y G(U) son OX(U)-módulos, podemos con-

siderar el producto tensorial F (U) ⊗OX(U) G(U) que tiene una estructura natural de OX(U)-módulo.

Por lo tanto, para cada abierto U de X se tiene que (F ⊗OX G)−(U) es un OX(U)-módulo. Ahora,

probaremos que (F ⊗OX G)− satisface las condiciones de pregavilla:

PG1. Puesto que F y G son pregavillas y OX es una gavilla, tenemos que F (∅) = G(∅) = OX(∅) =
{0}, esto implica que F (∅) ⊗OX(∅) G(∅) = {0} y por lo tanto (F ⊗OX G)−(∅) = {0}.

PG2. Sea U un abierto de X.

ρ(F ⊗OX G)−
U
U = ρF

U
U ⊗ ρGU

U = idF (U) ⊗ idG(U) = id(F ⊗OX G)−(U).

PG3. Sean U, V y W abiertos de X tales que W ⊆ V ⊆ U.

ρ(F ⊗OX G)−
U
W = ρF U

W ⊗ ρGU
W

=
(
ρF V

W ◦ ρF U
V
) ⊗ (

ρGV
W ◦ ρGU

V
)

=
(
ρF V

W ⊗ ρGV
W
) ◦ (ρF U

V ⊗ ρGU
V
)

= ρ(F ⊗OX G)−
V
W ◦ ρ(F ⊗OX G)−

U
V .

Lo único que nos resta probar para mostrar que (F ⊗OXG)− es una pregavilla de módulos es compro-

bar la compatibilidad del producto externo con las restricciones de pregavilla. Sean U y V abiertos

de X tales que V ⊆ U. Vamos a probar que el siguiente diagrama conmuta:

OX(U) × (F ⊗OX G)−(U) ��

ρOX
U
V ×ρ(F ⊗OX G)−

U
V

��

(F ⊗OX G)−(U)

ρ(F ⊗OX G)−
U
V

��
OX(V) × (F ⊗OX G)−(V) �� (F ⊗OX G)−(V)

Para mostrar que el diagrama anterior conmuta, será suficiente con mostrar que la conmutatividad

se satisface cuando consideramos un generador de F (U) ⊗OX(U) G(U). Sean s ∈ F (U), t ∈ G(U) y

λ ∈ OX(U).

ρ(F ⊗OX G)−
U
V (λ · (s ⊗ t)

)
= ρ(F ⊗OX G)−

U
V

(
λs ⊗ t

)
= ρF U

V (λs) ⊗ ρGU
V (t)

= ρOX
U
V (λ)ρF U

V (s) ⊗ ρGU
V (t)
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= ρOX
U
V (λ) ·

(
ρF U

V (s) ⊗ ρGU
V (t)

)
= ρOX

U
V (λ) · ρ(F ⊗OX G)−

U
V (s ⊗ t).

De esta forma, concluimos que (F ⊗OX G)− es una pregavilla de OX-módulos.

Ahora que hemos construido una nueva pregavilla de módulos, una de las preguntas naturales que

puede surgir es qué sucede con sus módulos de gérmenes. El siguiente resultado nos brindará una

respuesta a esta interrogante.

Proposición 2.41. Con las notaciones anteriores, para cada p ∈ X existe un OX,p-isomorfismo
entre (F ⊗ G)−p y Fp ⊗OX,p Gp.

Demostración. Sean p ∈ X y U un abierto de X que contiene a p. Consideramos la siguiente

asignación:

ϕU : F (U) × G(U) → Fp ⊗OX,p Gp

(s, t) 
→ sp ⊗ tp

Observemos que ϕU es una aplicación bien definida: sean s, s′ ∈ F (U) y t, t′ ∈ G(U) tales que

(s, t) = (s′, t′). Como s = s′ y t = t′ se sigue que sp = s′p y que tp = t′p. Luego, la igualdad

(sp, tp) = (s′p, t
′
p) implica que sp ⊗ tp = s′p ⊗ t′p y por lo tanto concluimos que ϕU está bien definida.

Ahora, mostraremos que ϕU es una aplicación OX(U)-bilineal. Sean s, s′ ∈ F (U), t, t′ ∈ G(U) y

λ, μ ∈ OX(U).

ϕU(λs + μs′, t) = (λs + μs′)p ⊗ tp = λp(sp ⊗ tp) + μp(s′p ⊗ tp) = λ · ϕU(s, t) + μ · ϕU(s′, t).

ϕU(s, λt + μt′) = sp ⊗ (λt + μt′)p = λp(sp ⊗ tp) + μp(sp ⊗ t′p) = λ · ϕU(s, t) + μ · ϕU(s, t′).

Por lo tanto, por la propiedad universal del producto tensorial existe una única aplicación OX(U)-

lineal ϕ̃U definida en los generadores de F (U) ⊗OX(U) G(U) de la siguiente forma

ϕ̃U : F (U) ⊗OX(U) G(U) → Fp ⊗OX,p Gp

s ⊗ t 
→ sp ⊗ tp

Con la ayuda de la aplicación anterior vamos a definir una aplicación OX,p-lineal entre (F ⊗ G)−p
y Fp ⊗OX,p Gp. Bastará definir dicha aplicación para los gérmenes de los elementos generadores

de (F ⊗OX G)−(U) para cualquier abierto U de X que contenga a p. Consideramos la siguiente

asignación:

ζ : (F ⊗ G)−p → Fp ⊗OX,p Gp

[(U, s ⊗ t)] 
→ ϕ̃U(s ⊗ t)
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En primer lugar, mostraremos que ζ es una aplicación bien definida: sean U y U′ abiertos de X
que contienen a p y sean s ∈ F (U), s′ ∈ F (U′), t ∈ G(U) y t′ ∈ G(U′) tales que [(U, s ⊗ t)] =
[(U′, s′ ⊗ t′)]. La igualdad anterior nos asegura la existencia de un abierto V de X que contiene

a p, está contenido en U ∩ U′ y es tal que ρ(F ⊗OX G)−
U
V (s ⊗ t) = ρ(F ⊗OX G)−

U′
V (s′ ⊗ t′), es decir,

ρF U
V (s) ⊗ ρGU

V (t) = ρF U′
V (s′) ⊗ ρGU′

V (t′). Ahora bien, de la igualdad anterior y del hecho de que la

aplicación ϕ̃V está bien definida sigue que
(
ρF U

V (s)
)

p⊗
(
ρGU

V (t)
)

p =
(
ρF U′

V (s′)
)

p⊗
(
ρGU′

V (t′)
)

p, es decir,

sp ⊗ tp = s′p ⊗ t′p. Por lo tanto, concluimos que ζ es una aplicación bien definida.

Ahora, vamos a mostrar que ζ es una aplicación OX,p-lineal: sea U un abierto de X que contiene

a p y sean s, s′ ∈ F (U), t, t′ ∈ G(U) y λ, μ ∈ OX(U). Nótese que podemos suponer que todas las

secciones se encuentran sobre el mismo abierto.

ζ
(
[(U, λ)] · [(U, s ⊗ t)] + [(U, μ)] · [(U, s′ ⊗ t′)]

)
= ζ

(
[(U, (λs) ⊗ t + (μs′) ⊗ t′)]

)
= ϕ̃U((λs) ⊗ t + (μs′) ⊗ t′)

= ϕ̃U((λs) ⊗ t) + ϕ̃U((μs′) ⊗ t′)

= λ · ϕ̃U(s ⊗ t) + μ · ϕ̃U(s′ ⊗ t′)

= λp · ζ([(U, s ⊗ t)]
)
+ μp · ζ([(U, s′ ⊗ t′)]

)
.

Lo siguiente que haremos será definir una aplicación OX,p-lineal entre Fp ⊗OX,p Gp y (F ⊗OX G)−p .

Consideramos la siguiente asignación:

ξ : Fp × Gp → (F ⊗OX G)−p(
[(U, s)], [(V, t)]

) 
→ [(U ∩ V, ρF U
U∩V(s) ⊗ ρGV

U∩V(t))]

Comenzaremos probando que ξ es una aplicación bien definida: sean U, U′, V y V ′ abiertos de X
que contienen a p y sean s ∈ F (U), s′ ∈ F (U′), t ∈ G(V) y t′ ∈ G(V ′) tales que

(
[(U, s)], [(V, t)]

)
=(

[(U′, s′)], [(V ′, t′)]
)
. Como [(U, s)] = [(U′, s′)] y [(V, t)] = [(V ′, t′)] se sigue que existen abiertos

W1 y W2 de X que contienen a p tales que W1 ⊆ U ∩ U′, W2 ⊆ V ∩ V ′, ρF U
W1

(s) = ρF U′
W1

(s′) y

ρGV
W2

(t) = ρGV′
W2

(t′). Observemos que W1 ∩W2 es un abierto de X que contiene a p, está contenido

en (U ∩ V) ∩ (U′ ∩ V ′) y además satisface que

ρ(F ⊗OX G)−
U∩V
W1∩W2

(
ρF U

U∩V(s) ⊗ ρGV
U∩V(t)

)
= (ρF U∩V

W1∩W2
◦ ρF U

U∩V(s)) ⊗ (ρGU∩V
W1∩W2

◦ ρGV
U∩V(t))

= ρF U
W1∩W2

(s) ⊗ ρGV
W1∩W2

(t)

= ρF U′
W1∩W2

(s′) ⊗ ρGV′
W1∩W2

(t′)

= (ρF U′∩V′
W1∩W2

◦ ρF U′
U′∩V′(s′)) ⊗ (ρGU′∩V′

W1∩W2
◦ ρGV′

U′∩V′(t
′))

= ρ(F ⊗OX G)−
U′∩V′
W1∩W2

(
ρF U′

U′∩V′(s′) ⊗ ρGV′
U′∩V′(t

′)
)
.
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De este modo, tenemos que [(U ∩ V, ρF U
U∩V(s) ⊗ ρGV

U∩V(t))] = [(U ∩ V, ρF U′
U′∩V′(s′) ⊗ ρGV′

U′∩V′(t
′))] y

ası́ concluimos que ξ es una aplicación bien definida.

Ahora, probaremos que ξ es una aplicación OX,p-bilineal. Sea U un abierto de X que contiene a

p y sean s, s′ ∈ F (U), t, t′ ∈ G(U) y λ, μ ∈ OX(U). Nótese que podemos suponer que todas las

secciones se encuentran sobre el mismo abierto.

ξ
(
[(U, λ)] · [(U, s)] + [(U, μ)] · [(U, s′)], [(U, t)]) = ξ

(
[(U, λs + μs′)], [(U, t)]

)
= [(U, (λs + μs′) ⊗ t)]

= λp · [(U, s ⊗ t)] + μp · [(U, s′ ⊗ t)]

= λp · ξ([(U, s)], [(U, t)]
)
+

μp · ξ([(U, s′)], [(U, t)]).
ξ
(
[(U, s)], [(U, λ)] · [(U, t)] + [(U, μ)] · [(U, t′)]) = ξ

(
[(U, s)], [(U, λt + μt′)]

)
= [(U, s ⊗ (λt + μt′))]

= λp · [(U, s ⊗ t)] + μp · [(U, s ⊗ t′)]

= λp · ξ([(U, s)], [(U, t)]
)
+

μp · ξ([(U, s)], [(U, t′)]
)
.

Por lo tanto, por la propiedad universal del producto tensorial existe una única aplicaciónOX,p-lineal

ξ̃ definida en los generadores de Fp ⊗OX,p Gp de la siguiente forma:

ξ̃ : Fp ⊗OX,p Gp → (F ⊗OX G)−p

[(U, s)] ⊗ [(V, t)] 
→ [(U ∩ V, ρF U
U∩V(s) ⊗ ρGV

U∩V(t))]

Lo único que nos resta a probar es que ζ y ξ̃ son aplicaciones inversas. Comenzaremos mostrando

que ξ̃ ◦ ζ = id(F ⊗OX G)−p : sean U un abierto de X que contiene a p, s ∈ F (U) y t ∈ G(U),

ξ̃ ◦ ζ([(U, s ⊗ t)]
)
= ξ̃

(
ϕ̃U(s ⊗ t)

)
= ξ̃

(
[(U, s)] ⊗ [(U, t)]

)
= [(U, s ⊗ t)].

Consecuentemente, tenemos que ξ̃ ◦ ζ = id(F ⊗OX G)−p . Ahora, probaremos que ζ ◦ ξ̃ = idFp ⊗OX,p Gp :

sean U y V abiertos de X que contienen a p y sean s ∈ F (U) y t ∈ G(V),

ζ ◦ ξ̃([(U, s)] ⊗ [(V, t)]
)
= ζ

(
[(U ∩ V, ρF U

U∩V(s) ⊗ ρGV
U∩V(t))]

)
= [(U ∩ V, ρF U

U∩V(s))] ⊗ [(U ∩ V, ρGV
U∩V(t))]

= [(U, s)] ⊗ [(V, t)].

De esta forma se tiene que ζ ◦ ξ̃ = idFp ⊗OX,p Gp . Por lo tanto, concluimos que existe un OX,p-

isomorfismo entre (F ⊗OX G)−p y Fp ⊗OX,p Gp.
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Ahora bien, en general la construcción anterior no siempre da como resultado una gavilla, el sigu-

iente ejemplo es una muestra de ello.

Ejemplo 2.42. Consideremos a X = {p, q} dotado con la topologı́a discreta y a K un campo.

Vamos a tomar a las gavillas rascacielos K p
X y Kq

X y a la gavilla constante KX (esta es la gavilla

asociada a la pregavilla constante K−X) sobre X. Observemos que para r ∈ {p, q} podemos definir

un morfismo de pregavillas ϕ : K−X → Kr
X dado de la siguiente forma: para cada abierto U de X

asignamos

ϕU =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ idK si r ∈ U
0K si r � U y U � ∅, o si U = ∅

Luego, por la propiedad universal de la gavilla asociada podemos definir un morfismo KX → Kr
X.

Gracias a este morfismo podemos dotar a Kr
X con una estructura de módulo sobre KX. Ahora bien,

recordemos que por construcción se tiene que KX({r}) es el conjunto de todas las aplicaciones con

dominio en {r} y codominio K que son localmente constantes, de este modo, de manera inmediata

tenemos que KX({r}) � K. Ası́, como X esta dotado con la topologı́a discreta se tiene que KX(U) �
K para cualquier abierto U de X.

Lo que mostraremos a continuación es que (K p
X ⊗KX Kq

X)− no es una gavilla. Consideremos a los

abiertos {p} y {q} de X. De la definición de la pregavilla (K p
X ⊗KX Kq

X)− se sigue que

(K p
X ⊗KX Kq

X)−({p}) = {0} = (K p
X ⊗KX Kq

X)−({q}).
(K p

X ⊗KX Kq
X)−(X) � K.

Por otro lado, consideremos al elemento 1K ⊗ 1K de (K p
X ⊗KX Kq

X)−(X). Observemos que dicho

elemento satisface las siguientes igualdades:

ρ(K p
X⊗KX Kq

X)−
X
{p}(1K ⊗ 1K) = 0(K p

X⊗KX Kq
X)−({p}).

ρ(K p
X⊗KX Kq

X)−
X
{q}(1K ⊗ 1K) = 0(K p

X⊗KX Kq
X)−({q}).

Si (K p
X ⊗KX Kq

X)− fuese una gavilla, entonces las igualdades anteriores junto con el hecho de que X
tiene por topologı́a a la discreta implicarı́an que 1K ⊗ 1K = 0(K p

X⊗KX Kq
X)−(X) y con ello tendrı́amos que

(K p
X ⊗KX Kq

X)−(X) = {0} lo cual es absurdo. De esta forma, concluimos que (K p
X ⊗KX Kq

X)− es una

pregavilla pero no una gavilla.

Para obtener una gavilla de módulos a través de la construcción realizada anteriormente vamos

a considerar la gavilla asociada a dicha pregavilla.

Definición 2.43. Sean F y G módulos sobre OX donde (X,OX) es un espacio anillado. El pro-
ducto tensorial de F y G denotado por F ⊗OXG es la gavilla asociada a la pregavilla de OX-módulos

(F ⊗OX G)−.
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El siguiente resultado nos muestra la relación que existe entre la restricción del producto tenso-

rial de gavillas con el producto tensorial de las correspondientes restricciones de gavillas.

Lema 2.44. Sean F y G módulos sobre OX donde (X,OX) es un espacio anillado. Para todo
abierto U de X existe un isomorfismo entre las gavillas

(F ⊗OX G
)∣∣∣

U
y F |U ⊗OU G|U.

Demostración. Para mostrar el isomorfismo entre las gavillas deseadas mostraremos que existe un

isomorfismo entre sus módulos de gérmenes para cada punto de X. Sea p ∈ X.((F ⊗OX G
)∣∣∣

U

)
p
�

(F ⊗OX G
)

p � Fp ⊗OX,p Gp � (F |U)p ⊗OU,p (G|U)p �
(F |U ⊗OU G|U

)
p.

Por lo tanto, concluimos que
(F ⊗OX G

)∣∣∣
U
� F |U ⊗OU G|U .

Recordemos que en la Proposición 2.28 obtuvimos una caracterización del soporte de una gavi-

lla de módulos finitamente generada en el caso en que trabajamos con un espacio localmente anil-

lado. Utilizando este resultado podemos dar una caracterización muy agradable del soporte del

producto tensorial de gavillas finitamente generadas sobre un espacio localmente anillado.

Proposición 2.45. Sean F y G módulos finitamente generados sobre OX donde (X,OX) es un
espacio localmente anillado. Se tiene que

Supp(F ⊗OX G) = Supp(F ) ∩ Supp(G).

Demostración. Sea p ∈ X. Como F y G son OX-módulos finitamente generados se sigue que Fp y

Gp son finitamente generados sobre el anillo local (OX,p,mX,p). Luego, utilizando las Proposiciones

2.28 y A.24 se tiene que

p ∈ Supp(F ⊗OX G) ⇐⇒ (F ⊗OX G)p

mX,p(F ⊗OX G)p
� {0}

⇐⇒ Fp ⊗OX,p Gp

mX,p(Fp ⊗OX,p Gp)
� {0}

⇐⇒ Fp � {0Fp} y Gp � {0Gp}
⇐⇒ p ∈ Supp(F ) y p ∈ Supp(G)

⇐⇒ p ∈ Supp(F ) ∩ Supp(G).

Para concluir con esta sección, utilizando el producto tensorial de gavillas vamos a construir

una gavilla a partir de un morfismo de espacios anillados y una pregavilla de módulos sobre el

codominio. Vamos a fijar un morfismo de espacios anillados ( f , f #) : (X,OX) → (Y,OY) y una
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pregavilla G de OY-módulos. Comenzaremos mostrando que existe un morfismo entre f −1(OY) y

OX, para ello, es suficiente construir un morfismo entre f −1(OY)− y OX. Sea U un abierto de X,

definimos la asignación

h#−
U : f −1(OY)−(U) → OX(U)

[(W, s)] 
→ ρOX
f −1(W)

U
(
f #
W(s)

)
Vamos a mostrar que h#−

U es una aplicación bien definida. Sean W un abierto de Y que contiene

a f (U) y s ∈ OY(W). Como W es un abierto de Y podemos considerar el homomorfismo f #
W :

OY(W) → OX( f −1(W)) y como s es una sección de OY sobre W se sigue que f #
W(s) ∈ OX( f −1(W)).

Además, como f (U) ⊆ W se sigue que U ⊆ f −1( f (U)) ⊆ f −1(W) y de esta manera podemos tomar

la restricción de f #
W(s) al abierto U. Con esto, hemos comprobado que h#−

U
(
[(W, s)]

) ∈ OX( f −1(U)).

Ahora, sean W1 y W2 abiertos de Y que contienen a f (U) y sean s1 ∈ OY(W1) y s2 ∈ OY(W2) de

modo que [(W1, s1)] = [(W2, s2)]. Vamos a mostrar que h#−
U
(
[W1, s1)]

)
= h#−

U
(
[W2, s2)]

)
, es decir,

mostraremos que ρOX
f −1(W1)

U
(
f #W1(s1)

)
= ρOX

f −1(W2)

U
(
f #(s2)

)
. Como OX es una gavilla, para mostrar

la igualdad deseada mostraremos que para cualquier punto de U se tiene igualdad en los gérmenes

de dichas secciones. Sea p ∈ U. Como [(W1, s1)] = [(W2, s2)] existe un abierto Z de Y tal que

f (U) ⊆ Z ⊆ W1 ∩ W2 y tal que ρOY
W1

Z (s1) = ρOY
W2

Z (s2). Por otro lado, para i ∈ {1, 2} tenemos el

diagrama conmutativo

OY(Wi)
f #
Wi ��

��

OX( f −1(Wi))

��
OY, f (p)

f #
p

�� OX,p

del cual se obtienen las siguientes igualdades:(
ρOX

f −1(W1)

U
(
f #
W1

(s1)
))

p = f #
p ((s1) f (p)) y

(
ρOX

f −1(W2)

U
(
f #
W2

(s2)
))

p = f #
p ((s2) f (p)).

Además, el hecho que ρOY
W1

Z (s1) = ρOY
W2

Z (s2) implica que (s1)r = (s2)r para cualquier r ∈ Z, en

particular, como f (p) ∈ Z tenemos que (s1) f (p) = (s2) f (p). Luego, como f #
p es una aplicación bien

definida se sigue que f #
p ((s1) f (p)) = f #

p ((s2) f (p)) y consecuentemente(
ρOX

f −1(W1)

U
(
f #
W1

(s1)
))

p = f #
p ((s1) f (p)) = f #

p ((s2) f (p)) =
(
ρOX

f −1(W2)

U
(
f #
W2

(s2)
))

p.

Ası́, como
(
ρOX

f −1(W1)

U
(
f #
W1

(s1)
))

p =
(
ρOX

f −1(W2)

U
(
f #
W2

(s2)
))

p para cualquier p ∈ U y OX es una gavilla

se sigue que ρOX
f −1(W1)

U
(
f #W1(s1)

)
= ρOX

f −1(W2)

U
(
f #(s2)

)
. Por lo tanto, concluimos que h#−

U es una

aplicación bien definida.
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En seguida, probaremos que h#−
U es un homomorfismo de anillos. Sea W un abierto de Y que

contiene a f (U) y sean s y t secciones de OY sobre W. Nótese que podemos suponer que las

secciones se encuentran sobre el mismo abierto.

h#−
U
(
[(W, s)] + [(W, t)]

)
= h#−

U
(
[(W, s + t))]

)
= ρOX

f −1(W)

U
(
f #
W(s + t)

)
= ρOX

f −1(W)

U
(
f #
W(s)

)
+ ρOX

f −1(W)

U
(
f #
W(t)

)
= h#−

U
(
[(W, s)]

)
+ h#−

U
(
[(W, t)]

)
.

h#−
U
(
[(W, s)] · [(W, t)]) = h#−

U
(
[(W, st))]

)
= ρOX

f −1(W)

U
(
f #
W(st)

)
= ρOX

f −1(W)

U
(
f #
W(s)

) · ρOX
f −1(W)

U
(
f #
W(t)

)
= h#−

U
(
[(W, s)]

) · h#−
U
(
[(W, t)]

)
.

h#−
U
(
[(Y, 1OY (Y))]

)
= ρOX

f −1(Y)

U
(
f #
Y (1OY (Y))

)
= ρOX

X
U(1OX(X)) = 1OX(U).

De esta forma, hemos mostrado que h#−
U es un homomorfismo de anillos. Lo único restante para

comprobar que h#− es un morfismo es mostrar que se satisface la compatibilidad del producto

externo con las restricciones de gavilla. Sean U1 y U2 abiertos de X tales que U2 ⊆ U1. Vamos a

probar que el siguiente diagrama

f −1(OY)−(U1)
h#−

U1 ��

ρ f−1(OY )−
U1
U2

��

OX(U1)

ρOX
U1
U2

��
f −1(OY)−(U2)

h#−
U2

�� OX(U2)

es un diagrama conmutativo. Sea W un abierto de Y que contiene a f (U1) y sea s una sección de

OY sobre W.

ρOX
U1

U2
◦ h#−

U1

(
[(W, s)]

)
= ρOX

U1

U2

(
ρOX

f −1(W)

U1
( f #

W(s))
)

= ρOX
f −1(W)

U2
( f #

W(s))

= h#−
U2

(
[W, s)]

)
= h#−

U2
◦ ρ f −1(OY )−

U1

U2

(
[(W, s)]

)
.

Por lo tanto, concluimos que h#− : f −1(OY)− → OX es un morfismo de gavillas. Ası́, por la propiedad

universal de la gavilla asociada tenemos que existe un morfismo de gavillas h# : f −1(OY) → OX.
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Luego, como OX y f −1(OY) son gavillas de anillos, el morfismo h# otorga de manera natural a OX

una estructura de f −1(OY)-módulo.

Por otro lado, recordemos que la Proposición 2.40 nos dice que f −1(G) tiene una estructura de

f −1(OY)-módulo, de esta manera, podemos considerar el producto tensorial f −1(G) ⊗ f −1(OY ) OX. De

estos hechos se deriva la siguiente definición:

Definición 2.46. Con las notaciones anteriores, el pullback de G bajo f denotado por f ∗(G) es

la gavilla dada por f −1(G) ⊗ f −1(OY ) OX.

Para concluir con este capı́tulo vamos a determinar a los módulos de gérmenes del pullback de G
bajo f : como f ∗(G) es un producto tensorial de gavillas, si p ∈ X, entonces por la Proposición 2.41

se tiene que

f ∗(G)p =
(
f −1(G) ⊗ f −1(OY ) OX

)
p � f −1(G)p ⊗ f −1(OY )p OX,p � G f (p) ⊗OY, f (p)

OX,p.



Capı́tulo 3

Esquemas

Los esquemas, objetos que tienen una gran importancia para la Geometrı́a Algebraica Moderna

serán estudiados en este capı́tulo. La primera sección se encargará de construir una clase especial de

esquemas para motivar nuestro estudio, para ello, realizaremos un repaso sobre ideales homogéneos

de anillos graduados. En la segunda sección definiremos de manera formal a los esquemas y revisa-

remos algunas de sus propiedades principales. Para concluir con este capı́tulo, en la tercera sección

nos centraremos en una clase especial de esquemas: los noetherianos y localmente noetherianos.

1. El Espectro Proyectivo de un Anillo Graduado

En esta sección construiremos un ejemplo que servirá de motivación para el estudio de los

esquemas: el espectro proyectivo de un anillo graduado. Después de revisar las nociones necesarias

sobre ideales homogéneos de un anillo graduado, construiremos un espacio topológico sobre un

anillo graduado y estudiaremos algunas de sus propiedades. Por último, definiremos una gavilla

de anillos sobre dicho espacio topológico y finalizaremos esta sección mostrando algunas de sus

propiedades.

1.1. Ideales Homogéneos de un Anillo Graduado. En este apartado definiremos los idea-

les homogéneos de un anillo graduado y estudiaremos algunas de sus propiedades, en particular,

vamos a estar interesados en estudiar los ideales primos homogéneos. Comenzaremos realizando un

recordatorio rápido sobre anillos graduados, sin embargo, se sugiere al lector consultar la Sección

5.1 del Apéndice A para tener mayores detalles.

Recordemos que un anillo A es graduado si existe una familia (An)n∈Z+ de subgrupos A de modo

A =
⊕

n∈Z+ An y de modo que para cualesquier n,m ∈ Z+ se tiene que An × Am ⊆ An+m. Además,

tenemos las siguientes terminologı́as y propiedades:

• An es la componente homogénea de grado n para cada n ∈ Z+.
• Dado n ∈ Z+, cada elemento an de An es un elemento homogéneo de grado n.

• Ah denota al conjunto de todos los elementos homogéneos de A.

• Cada elemento de A tiene una descomposición única como suma de elementos homogéneos.

• A0 es un subanillo de A.

93
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• A+ =
⊕

n∈N An es un ideal de A y se llama el ideal irrelevante.

• Ah
+ denota al conjunto de todos los elementos homogéneos de A de grado positivo.

A continuación iniciaremos con el estudio de los ideales homogéneos de un anillo graduado.

Antes de definir el concepto de ideal homogéneo presentaremos un resultado que es de gran utilidad

para saber cuándo un ideal contiene al ideal irrelevante.

Lema 3.1. Sea I un ideal de un anillo graduado A. Se tiene que A+ ⊆ I si y sólo si para todo
d ∈ N se cumple que Ad ⊆ I.

Demostración. Supongamos que A+ ⊆ I. Sea d ∈ N. Puesto que Ad ⊆ A+ se sigue de manera

inmediata que Ad ⊆ I.

Recı́procamente, supongamos que Ad ⊆ I para todo d ∈ N. Sea a ∈ A+. Como A es un anillo

graduado, existen s ∈ N y a1, . . . , as ∈ A tales que ai ∈ Ai para todo i ∈ {1, . . . , s} y de modo que

a = a1 + · · ·+ as. De la hipótesis se sigue que A1, . . . , As están contenidas en I y por tanto a1, . . . , as

son elementos de I. Ası́, se sigue que a ∈ I y de esta forma concluimos que A+ ⊆ I.

Definición 3.2. Un ideal I de un anillo graduado A es homogéneo si está generado por elementos

homogéneos de A.

Para cualquier anillo graduado A vamos a denotar al conjunto de los ideales homogéneos de A
por ∂hA. La siguiente cosa que realizaremos es dar una caracterización de esta clase de ideales.

Proposición 3.3. Sea I un ideal de un anillo graduado A =
⊕

n∈Z+ An. Los siguientes enuncia-
dos son equivalentes:

1. I es homogéneo.
2. I contiene todas las componentes homogéneas de cada uno de sus elementos.

3.
A
I

es un anillo graduado donde
A
I
=

⊕
k∈Z+

Ak + I
I

.

Demostración.

1. ⇒ 2. Sea a ∈ I. Como I es homogéneo se sigue que existe H ⊆ I tal que cada elemento

de H es homogéneo y 〈H〉 = I. Ası́, existen r ∈ N, h1, . . . , hr ∈ H y λ1, . . . , λr ∈ A tales que

a = λ1h1 + · · · + λrhr. Luego, como A es un anillo graduado, para cada i ∈ {1, . . . , r} se tiene que

λi = λi0 + λi1 + · · · + λiti
para cierto ti ∈ Z+ y con λi j ∈ Aj para cada j ∈ {0, . . . , ti}. De este modo,

a =
r∑

i=1

λihi =

r∑
i=1

ti∑
j=0

λi jhi.
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Además, como λi jhi está en I y es un elemento homogéneo para cada i ∈ {1, . . . , r} y j ∈ {0, . . . , ti},
concluimos que I contiene cada componente homogénea de a.

2. ⇒ 1. Consideramos a H como el conjunto de todas las componentes homogéneas de cada uno

de los elementos de I. De esta forma, I = 〈H〉.
3. ⇒ 2. Sea y ∈ I. Como A es un anillo graduado existen n ∈ Z+ y y0, . . . , yn ∈ A tales que yi ∈ Ai

para cada i ∈ {0, . . . , n} y de modo que y = y0 + · · ·+ yn. Luego, como y ∈ I se sigue que y+ I = I y

esto implica que
∑n

i=0

(
yi + I

)
= I. Ası́, por hipótesis se tiene que yi + I = I para cada i ∈ {0, . . . , n}

y consecuentemente tenemos que yi ∈ I para cada i ∈ {0, . . . , n}. Por lo tanto, I contiene cada

componente homogénea de y.

2. ⇒ 3. Sea x ∈ A
I

, ası́, existe λ ∈ A tal que x = λ + I. Como A es un anillo graduado se sigue que

existen s ∈ Z+ y λ0, . . . , λs ∈ A de modo que λi ∈ Ai para cada i ∈ {0, . . . , s} y tal que λ = λ0+· · ·+λs.

Luego, se sigue que

x = λ + I = (λ0 + · · · + λs) + I = (λ0 + I) + · · · + (λs + I)

y esto implica que x ∈
∑
k∈Z+

Ak + I
I

. Por tanto, puesto que
A
I
⊆

∑
k∈Z+

Ak + I
I
⊆ A

I
concluimos que

A
I
=

∑
k∈Z+

Ak + I
I

. Lo que nos resta a mostrar es que la descomposición de cada elemento es única,

para ello, es suficiente con mostrar el siguiente enunciado: si r ∈ Z+ y μ0, . . . , μr ∈ A son tales

que μi ∈ Ai para cada i ∈ {0, . . . , r} y (μ0 + I) + · · · + (μr + I) = I, entonces μ j ∈ I para todo

j ∈ {0, . . . , r}. Sean r ∈ Z+ y μ0, . . . , μr ∈ A tales que μi ∈ Ai para cada i ∈ {0, . . . , r} y de modo que

(μ0 + I) + · · · + (μr + I) = I. La igualdad

I = (μ0 + I) + · · · + (μr + I) = (μ0 + · · · + μr) + I

implica que μ0 + · · · + μr ∈ I. Luego, como μi es un elemento homogéneo para cada i ∈ {0, . . . , r},
por hipótesis se sigue que μi ∈ I para todo i ∈ {0, . . . , r}. Con esto, queda mostrada la unicidad en

la descomposición de cada elemento y por lo tanto concluimos que el anillo
A
I

es graduado con la

graduación natural dada por
(Ak + I

I
)

k∈Z+ .

Algunas consecuencias inmediatas a la proposición anterior se muestran en el siguiente resul-

tado:

Corolario 3.4. Sea A un anillo graduado. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Si I y J son ideales homogéneos de A, entonces I ∩ J es un ideal homogéneo de A.
2. Si I es un ideal homogéneo de A, entonces

√
I es un ideal homogéneo de A.
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Demostración.

1. Sean I y J ideales homogéneos de A. Ası́ se sigue que existen H1 ⊆ I y H2 ⊆ J de modo

que los elementos de H1 y H2 son homogéneos y además I = 〈H1〉 y J = 〈H2〉. Luego, como

I ∩ J = 〈H1 ∩ H2〉 la proposición anterior asegura que I ∩ J es homogéneo.

2. Sea I un ideal homogéneo de A. Sea x ∈ √I, en particular, como x ∈ A se sigue que existen

r ∈ Z+ y ai ∈ Ai para cada i ∈ {0, . . . , r} de modo que x = a0 + · · · + ar. Por otro lado, como

x es un elemento de
√

I tenemos la existencia de n ∈ N de modo que xn ∈ I, esto implica que

an
0 + (otro términos) es un elemento de I. Posteriormente, como I es homogéneo se sigue que

an
0 ∈ I, es decir, tenemos que a0 ∈

√
I. Luego, como x − a0 = a1 + · · · + ar es un elemento de√

I, aplicando el razonamiento anterior tenemos que a1 ∈
√

I. Continuando de esta manera se tiene

que cada componente homogénea del elemento x está en
√

I con lo cual concluimos que
√

I es un

ideal homogéneo.

Para nuestro estudio, vamos a estar interesados en aquellos ideales homogéneos de un anillo

graduado que sean ideales primos. El siguiente resultado nos brindará una caracterización para

identificar ideales primos homogéneos.

Teorema 3.5. Sea I un ideal homogéneo de un anillo graduado A tal que I � A. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

1. I ∈ Spec(A).
2. Para cualesquier elementos homogéneos a y b de A tales que ab ∈ I se tiene que a ∈ I o

b ∈ I.

Demostración. Claramente el enunciado 1 implica al enunciado 2 ası́ que sólo resta probar que

el enunciado 2 implica al enunciado 1. Procederemos por contradicción: supongamos que existen

a, b ∈ A tales que a � I, b � I y ab ∈ I. Sea s ∈ Z+ el mı́nimo grado de la componente homogénea

de a que no está en I y de igual manera, sea t ∈ Z+ el mı́nimo grado de la componente homogénea

de b que no está en I. Como ab ∈ I, por el enunciado 2 del Teorema 3.3 se sigue que la componente

homogénea (ab)s+t de grado s + t de ab es un elemento de I. Luego, puesto que

(ab)s+t =

s+t∑
i=0

aibs+t−i

= a0bs+t + a1bs+t−1 + · · · + as−1bt+1︸������������������������������������︷︷������������������������������������︸
∈ I

+asbt + as+1bt−1 + · · · + as+tb0︸����������������������︷︷����������������������︸
∈ I

se sigue que asbt ∈ I y por hipótesis se tiene que as ∈ I o bt ∈ I lo cual es una contradicción con la

elección de s y t.
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Vamos a denotar al conjunto de ideales primos homogéneos de un anillo graduado A por

Spech(A). Dado un ideal primo p de A, vamos a denotar por ph al ideal generado por los ele-

mentos homogéneos de p. Uno puede preguntarse de manera natural si el ideal que acabamos de

construir es un ideal primo, más aún, si es un ideal primo homogéneo, el siguiente resultado nos

brindará respuestas a dichos cuestionamientos.

Lema 3.6. Sean A un anillo graduado y p ∈ Spec(A). El ideal ph es un ideal primo homogéneo
de A y satisface que ph ⊆ p.

Demostración. Es claro que ph ⊆ p ası́ que sólo resta mostrar que ph es un ideal primo homogéneo.

Por construcción tenemos que ph es un ideal, más aún, ph � A pues ph ⊆ p ⊂ A. Ahora, sean

a, b ∈ Ah tales que ab ∈ ph. Luego, como ab ∈ p y p es primo se tiene que a ∈ p o b ∈ p. Además,

como a y b son elementos homogéneos se sigue que alguno de ellos está en la familia que genera a

ph, esto implica que a ∈ ph o b ∈ ph. Por lo tanto, ph es un ideal primo homogéneo de A.

Para concluir con esta sección, el siguiente resultado nos dirá cuál es el comportamiento de los

ideales primos minimales respecto a un ideal homogéneo.

Teorema 3.7. Sea I un ideal homogéneo de un anillo graduado A tal que I � A. Los ideales
primos minimales con respecto a I son homogéneos.

Demostración. Sea p ∈ Spec(A) tal que p es un ideal primo minimal con respecto a I. Consideramos

al ideal ph. Por el lema anterior sabemos que ph ∈ Spech(A) y además que ph ⊆ p, más aún, puesto

que las componentes homogéneas de los elementos de I están en p, necesariamente estas deben de

estar en la familia generadora de ph lo cual implica que I ⊆ ph. De este forma, puesto que I ⊆ ph ⊆ p
y p es un primo minimal respecto de I se sigue que ph = p. Por lo tanto, concluimos que p es un

ideal homogéneo.

1.2. El Espacio Topológico Proj(A). Una vez realizado el estudio de los ideales primos ho-

mogéneos de un anillo graduado vamos a centrar nuestra atención en un conjunto particular de

ellos. Después, siguiendo las ideas de la construcción del espectro afı́n de un anillo construiremos

un espacio topológico y posteriormente estudiaremos algunas de sus propiedades. Como el lec-

tor podrá percatarse, obtendremos resultados análogos a los que se tienen para espectros afines.

Comenzaremos este apartado definiendo el conjunto de nuestro interés.

Definición 3.8. Dado un anillo graduado A, Proj(A) es el conjunto de todos los ideales primos

homogéneos de A que no contienen al ideal irrelevante, es decir,

Proj(A) =
{
p ∈ Spech(A)

∣∣∣ A+ � p
}
.
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Retomando las ideas utilizadas en la construcción del espectro afı́n de un anillo, dado un anillo

graduado A y un ideal homogéneo I vamos a considerar el siguiente conjunto:

V+(I) =
{
p ∈ Proj(A)

∣∣∣ I ⊆ p
}
.

El siguiente resultado enlista algunas propiedades de estos conjuntos. Como podrá notarse, dichas

propiedades son análogas a las que se tienen en los espectros afines.

Proposición 3.9. Sea A un anillo graduado. Se tienen las siguientes propiedades:

1. V+({0A}) = Proj(A) y V+(A) = ∅.
2. Si I y J son ideales homogéneos tales que J ⊆ I, entonces V+(I) ⊆ V+(J).
3. Si I y J son ideales homogéneos de A, entonces V+(IJ) = V+(I) ∪ V+(J).
4. Si

(
Ii
)

i∈Γ es una familia de ideales homogéneos de A, entonces V+(
∑

i∈Γ Ii) =
⋂

i∈Γ V+(Ii).
5. Si I y J son ideales homogéneos de A, se tiene que V+(I) ⊆ V+(J) si y sólo si J ∩ A+ ⊆

√
I.

6. Si I es un ideal homogéneo de A, entonces V+(I) = V+(I ∩ A+).

Demostración. La demostración de los enunciados 1, 2, 3 y 4 es análoga al caso afı́n (véase Proposi-

ción 1.47) ası́ que omitiremos los detalles. De este modo, sólo resta mostrar los enunciados 5 y 6.

5. Sean I y J ideales homogéneos de A. Supongamos que J ∩ A+ ⊆
√

I. Sea p ∈ V+(I). Puesto que√
I ⊆ I ⊆ p se sigue que JA+ ⊆ J∩A+ ⊆ p, luego, el hecho de que p es un ideal primo y no contiene

a A+ implica que J ⊆ p. De este modo tenemos que p ∈ V+(J) y por tanto V+(I) ⊆ V+(J).

Recı́procamente, supongamos que V+(I) ⊆ V+(J). Sea p ∈ VA(I). Como I es un ideal homogéneo

se sigue que el ideal primo homogéneo ph contiene a I. Si A+ � ph, entonces ph ∈ V+(I) y con-

secuentemente ph ∈ V+(J), de esta forma, se tiene que J ∩ A+ ⊆ ph ⊆ p. Si A+ ⊆ ph, se sigue de

manera inmediata que J ∩ A+ ⊆ A+ ⊆ ph ⊆ p. Ası́, como J ∩ A+ está contenido en cada ideal primo

que contiene a I concluimos que J ∩ A+ ⊆
√

I.

6. Como I∩A+ ⊆ I el enunciado 2 implica que V+(I) ⊆ V+(I∩A+). Recı́procamente, sea p ∈ Proj(A)

tal que p ∈ V+(I ∩ A+), ası́, tenemos que I ∩ A+ ⊆ p. Luego, el hecho que IA+ ⊆ I ∩ A+ ⊆ p y

que p es un ideal primo que no contiene a A+ implican que I ⊆ p. Consecuentemente tenemos que

p ∈ V+(I) y por tanto concluimos que V+(I ∩ A+) ⊆ V+(I).

Consideremos a un anillo graduado A. Gracias a los enunciados 1, 3 y 4 de la proposición

anterior, tomando los cerrados de Proj(A) como los conjuntos de la forma V+(I), con I un ideal

homogéneo de A, se tiene que Proj(A) es un espacio topológico. Al igual que en el caso afı́n, dicha

topologı́a se llama la topologı́a de Zariski. De este modo, por la elección de los cerrados de la

topologı́a se tiene que los abiertos de Proj(A) son de la forma Proj(A)\V+(I) para algún I ∈ ∂hA.
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Ahora, vamos a centrar nuestra atención en un conjunto particular: si f ∈ Ah
+ definimos el conjunto

D+( f ) =
{
p ∈ Proj(A)

∣∣∣ f � p
}
.

Además, observemos que el conjunto D+( f ) es un abierto de la topologı́a de Proj(A): en efecto,

como f es un elemento homogéneo se sigue que A f ∈ ∂hA, luego, si p ∈ Proj(A),

p ∈ Proj(A)\V+(A f ) ⇐⇒ p � V+(A f )

⇐⇒ A f � p

⇐⇒ f � p

⇐⇒ p ∈ D+( f ).

A los abiertos de la forma anterior se les llama abiertos básicos y en la siguiente proposición se

muestra una importante propiedad de dichos abiertos.

Proposición 3.10. Sea A un anillo graduado. La familia
(
D+( f )

)
f∈Ah

+
es una base para la

topologı́a de Proj(A).

Demostración. Sea U un abierto de Proj(A). Ası́, sin pérdida de generalidad podemos suponer que

existe un ideal homogéneo I de A tal que I ⊆ A+ y U = Proj(A)\V+(I). Luego, como I es un ideal

homogéneo que está contenido en A+ se sigue la existencia de un subconjunto H de I formado por

elementos homogéneos de grado positivo de A tal que I = 〈H〉. De este modo,

U = Proj(A)\V+(I) = Proj(A)\V+(
∑
h∈H

Ah) =
⋃
h∈H

(
Proj(A)\V+(Ah)

)
=

⋃
h∈H

D+(h).

Por lo tanto, concluimos que la familia
(
D+( f )

)
f∈Ah

+
es una base para la topologı́a de Proj(A).

Cuando consideramos un anillo graduado A =
⊕

n∈Z+ An y estudiamos al espacio topológico

Proj(A), muchas veces es común encontrarse con la hipótesis de que A es generado por A1 como

una A0-álgebra. Para este caso podemos construir una cubierta abierta especial para Proj(A).

Proposición 3.11. Sea A =
⊕

n∈Z+ An un anillo graduado. Si A es generado por A1 como A0-
álgebra, entonces la familia

(
D+( f )

)
f∈A1

es una cubierta abierta de Proj(A).

Demostración. Es claro que
⋃

f∈A1
D+( f ) ⊆ Proj(A) ası́ que sólo resta probar la otra inclusión. Sea

p ∈ Proj(A). Supongamos que A1 ⊆ p. Como A1 genera a A+ se sigue que A+ ⊆ p lo cual contradice

el hecho de que p es un elemento de Proj(A). Ası́, como A1 � p se sigue que existe f ∈ A1 tal que

f � p, es decir, tal que p ∈ D+( f ). Por lo tanto, concluimos que Proj(A) ⊆ ⋃
f∈A1

D+( f ).
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1.3. El Espectro Proyectivo de un Anillo Graduado. Ahora que hemos construido un espa-

cio topológico a partir de un anillo graduado vamos a proceder como en su momento procedimos en

el caso afı́n, es decir, vamos a construir una gavilla de anillos sobre nuestro nuevo espacio. En este

apartado estaremos utilizando las propiedades de la localización en anillos y módulos graduados

ası́ que se recomienda al lector revisar la Sección 5.2 del Apéndice A para tener en mente dichas

nociones.

Vamos a fijar un anillo graduado A. Lo que haremos a continuación es construir una gavilla

de anillos sobre Proj(A) la cual denotaremos por OProj(A). Sea U un abierto de Proj(A). Vamos a

asignarle un anillo OProj(A)(U) al abierto U de la siguiente manera: si U = ∅ entonces OProj(A)(U) =

{0}, de otro modo, definimos OProj(A)(U) como el conjunto de aplicaciones s : U → ∏
q∈U A(q) que

satisfacen las siguientes dos condiciones:

1. Para cada p ∈ U se tiene que s(p) ∈ A(p).

2. Para todo p ∈ U existe una vecindad abierta V de p contenida en U y existen a ∈ Ah y

f ∈ (A\p) ∩ Ah elementos homogéneos del mismo grado tales que V ⊆ D+( f ) y para cada

q ∈ V se tiene que s(q) =
a
f

en A(q).

Con argumentos análogos a los usados en la Sección 4.2 del Capı́tulo 1 se verifica que OProj(A)(U)

es un anillo, lo único con lo que se debe de tener precaución es la verificación de que los grados de

los elementos de los cocientes que aparezcan sean los correctos.

Por otro lado, si U y V son abiertos de Proj(A) tales que V ⊆ U, vamos a considerar la restricción

ρOProj(A)
U
V

: OProj(A)(U)→ OProj(A)(V) como la restricción usual de funciones.

Bajo estas condiciones se tiene que OProj(A) es una gavilla sobre Proj(A). La demostración de este

hecho es prácticamente la misma demostración de que OSpec(A) es una gavilla sobre Spec(A) ası́ que

omitiremos dicha prueba. Una vez con esto, podemos realizar la siguiente definición:

Definición 3.12. Sea A un anillo graduado. El par (Proj(A),OProj(A)) es el espectro proyectivo
de A, donde Proj(A) es un espacio topológico con la topologı́a de Zariski y OProj(A) es la gavilla de

anillos definida arriba.

Lo próximo que haremos será estudiar algunas de las propiedades fundamentales del espectro

proyectivo de un anillo graduado, para ello, necesitaremos la ayuda de los siguientes lemas:

Lema 3.13. Sean A =
⊕

n∈Z+ An un anillo graduado, f ∈ Ah
+ donde grad( f ) = e y q ∈ Spec(A( f )).

El conjunto

p =

√〈
b
∣∣∣∣∣ b

f r ∈ q, r ∈ Z+ y b ∈ Are

〉
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es un ideal primo homogéneo de A. Además, para cualesquier d ∈ Z+ y a ∈ Ad se tiene que a ∈ p
si y sólo si

ae

f d ∈ q.

Demostración. Por construcción tenemos que p es un ideal de A, más aún, como p es el radical de

un ideal homogéneo se sigue que p es un ideal homogéneo de A. Antes de mostrar que p es un ideal

primo, mostraremos que dicho ideal cumple con la otra condición deseada. Sean d ∈ Z+ y a ∈ Ad.

Supongamos que
ae

f d ∈ q. De esta forma, como ae ∈
〈
b
∣∣∣∣∣ b

f r ∈ q, r ∈ Z+ y b ∈ Are

〉
se sigue que

a ∈
√〈

b
∣∣∣∣∣ b

f r ∈ q, r ∈ Z+ y b ∈ Are

〉
, es decir, a ∈ p.

Recı́procamente, supongamos que a ∈ p. De este modo, tenemos que ae ∈ p y esto implica que

existe n ∈ N tal que aen ∈
〈
b
∣∣∣∣∣ b

f r ∈ q, r ∈ Z+ y b ∈ Are

〉
. Consecuentemente, se sigue que existen

k ∈ N, λ1, . . . , λk ∈ A y b1, . . . , bk ∈
{

b
∣∣∣∣∣ b

f r ∈ q, r ∈ Z+ y b ∈ Are

}
tales que aen = λ1b1+ · · ·+λkbk.

Sea i ∈ {1, . . . , k}. Por la elección del elemento bi se sigue que existe si ∈ Z+ de modo que
bi

f si
∈ q

y además bi ∈ Asie. Ahora bien, como aen ∈ Aden sin pérdida de generalidad podemos asumir que

λi ∈ Aden−sie. Luego, observemos que(
ae

f d

)n

=
aen

f dn =
λ1b1

f dn + · · · +
λkbk

f dn =
f s1

f s1
· λ1b1

f dn + · · · +
f sk

f sk
· λkbk

f dn =
λ1 f s1

f dn ·
b1

f s1
+ · · · + λk f sk

f dn ·
bk

f sk
.

Ası́, tenemos que

(
ae

f d

)n

es un elemento de q y como q es un ideal primo de A( f ) se sigue que
ae

f d ∈ q.
Para concluir con la prueba mostraremos que p es un ideal primo:

• p � A: supongamos que p = A, esto es equivalente a que 1A ∈ p. Por lo que acabamos de

mostrar este hecho es equivalente a tener que
1e

A

f 0
=

1A

1A
∈ q, en otras palabras, es equivalente

a tener que q = A( f ) lo cual es absurdo.

• Sean a, b ∈ Ah
+ tales que a ∈ Ad, b ∈ Ac y de modo que ab ∈ p. Mostraremos que a ∈ p o

b ∈ p:
ab ∈ p ⇐⇒ (ab)e

f d+c ∈ q

⇐⇒ ae

f d ·
be

f c ∈ q

⇐⇒ ae

f d ∈ q o
be

f c ∈ q
⇐⇒ a ∈ p o b ∈ p.
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De esta manera, concluimos que p es un ideal primo homogéneo de A.

Lema 3.14. Sean A =
⊕

n∈Z+ An un anillo graduado, I un ideal homogéneo de A y f ∈ Ah
+

donde grad( f ) = e. Para cada ideal primo homogéneo p de A se tiene que I ⊆ p si y sólo si
I f ∩ A( f ) ⊆ p f ∩ A( f ).

Demostración. Supongamos que I ⊆ p. De esta manera, tenemos que I f ⊆ p f y esto implica que

I f ∩ A( f ) ⊆ p f ∩ A( f ). Recı́procamente, supongamos que I f ∩ A( f ) ⊆ p f ∩ A( f ). Sea a ∈ I de modo

que a ∈ Ad para algún d ∈ Z+. Como
ae

f d es un elemento de I f ∩ A( f ) por hipótesis se sigue que

ae

f d ∈ p f ∩ A( f ), particularmente se tiene que
ae

f d ∈ p f . Luego, como p es primo se sigue que ae ∈ p
y el hecho de que p es un ideal primo homogéneo implica que a ∈ p. Por lo tanto, I ⊆ p.

Proposición 3.15. Sea A un anillo graduado. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Para todo p ∈ Proj(A) existe un isomorfismo de anillos entre OProj(A),p y A(p).
2. Para todo f ∈ Ah

+ se tiene que el espacio localmente anillado (D+( f ),OD+( f )) es isomorfo a
(Spec(A( f )),OSpec(A( f ))), y este modo se sigue que (D+( f ),OD+( f )) es un esquema afı́n.

Demostración.

1. Sea p ∈ Proj(A). Consideramos la siguiente asignación:

φ : OProj(A),p → A(p)

[(U, s)] 
→ s(p)

Vamos a mostrar que φ es una aplicación bien definida: sean U y V abiertos de Proj(A) que con-

tienen a p y sean s ∈ OProj(A)(U) y t ∈ OProj(A)(V) tales que [(U, s)] = [(V, t)]. De este modo, se sigue

que existe un abierto W de Proj(A) que contiene a p tal que W ⊆ U∩V y ρOProj(A)
U
W

(s) = ρOProj(A)
V
W

(t).
Dicha igualdad nos dice que s(q) = t(q) para cualquier q ∈ W, en particular, como p ∈ W se sigue

que s(p) = t(p). Ası́, tenemos que φ está bien definida.

A continuación probaremos que φ es un homomorfismo de anillos. Sean U un abierto de Proj(A)

que contiene a p y s, t ∈ OProj(A)(U). Nótese que podemos suponer que las secciones se encuentran

sobre el mismo abierto.

φ
(
[(U, s)] + [(U, t)]

)
= φ

(
[(U, s + t)]

)
= (s + t)(p) = s(p) + t(p) = φ

(
[(U, s)]

)
+ φ

(
[(U, t)]

)
.

φ
(
[(U, s)] · [(U, t)]) = φ([(U, st)]

)
= (st)(p) = s(p)t(p) = φ

(
[(U, s)]

) · φ([(U, t)]).
φ
(
[(Proj(A), 1OProj(A)(Proj(A)))]

)
= 1OProj(A)(Proj(A))(p) = 1A(p)

.
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De este modo, tenemos que φ es un homomorfismo de anillos.

Ahora, probaremos que φ es inyectivo: sean U un abierto de Proj(A) que contiene a p y s ∈
OProj(A)(U) de modo que [(U, s)] ∈ Ker φ. Por definición de s sabemos que existe un abierto V
de Proj(A) que contiene p y que está contenido en U, y existen a ∈ Ah y u ∈ (A\p) ∩ Ah elemen-

tos homogéneos del mismo grado tales que V ⊆ D+(u) y de modo s(q) =
a
u

A(q) para cada q ∈ V .

Por hipótesis tenemos que
a
u
= s(p) = 0A(p)

, consecuentemente existe w ∈ (A\p) ∩ Ah de modo

que wa = 0A. Ahora bien, observemos que ρOProj(A)
U
V∩D+(w)

(s) es la aplicación nula: en efecto, sea

r ∈ V ∩ D+(w),

ρOProj(A)
U
V∩D+(w)

(s)(r) = s(r) =
a
u
=

wa
wu
=

0A

wu
= 0A(r)

.

De esta manera, como

[(U, s)] = [(V ∩ D+(w), ρOProj(A)
U
V∩D+(w)

(s))] = [(V ∩ D+(w), 0OProj(A)(V∩D+(w)))] = 0OProj(A),p

se concluye que φ es inyectiva.

Por último, mostraremos que φ es sobreyectiva. Sean a ∈ Ah y u ∈ (A\p) ∩ Ah elementos ho-

mogéneos del mismo grado. Consideramos la siguiente asignación:(̃a
u

)
: D+(u) →

∏
q∈D+(u)

A(q)

r 
→ a
u

A(r)

Observemos que
(̃a
u

)
es una sección de OProj(A) sobre D+(u): en efecto, de manera inmediata se

tiene que dicha asignación está bien definida, claramente satisface la primera condición requerida

y para comprobar la segunda condición el abierto a considerar es el propio abierto D+(u) y los

elementos adecuados son a y u. Luego, afirmamos que la imagen de
(̃a
u

)
bajo φ es igual a

a
u

, en

efecto:

φ
(
[(D+(u),

(̃a
u

)
)]
)
=

(̃a
u

)
(p) =

a
u

A(p).

De este modo se tiene que φ es sobreyectiva.

De manera definitiva, concluimos que φ es un isomorfismo entre los anillos OProj(A),p y A(p).

2. Sea f ∈ Ah
+ y supongamos que grad( f ) = e. Como consecuencia del Teorema A.30 sabemos que

A( f ) es un subanillo de Af , de este modo, podemos considerar el homomorfismo natural i : A( f ) →
Af . Además, recordemos que los ideales de Af son de la forma I f para algún ideal I de A y que los

ideales primos de Af son de la forma p f donde p es un ideal primo de A de modo que f � p. Luego,
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a partir del homomorfismo i, por la Proposición 1.50 podemos considerar la siguiente aplicación

continua:

i∗ : Spec(Af ) → Spec(A( f ))

p f 
→ p f ∩ A( f )

Ahora bien, por la Proposición 1.58 sabemos que la siguiente aplicación es un homeomorfismo:

ϕ : DA( f ) → Spec(Af )

p 
→ p f

Recordemos que por construcción tenemos que Proj(A) ⊆ Spec(A), más aún, tenemos que D+( f ) =

Proj(A) ∩ DA( f ). De esta forma, podemos considerar la restricción de ϕ al abierto D+( f ) y después

podemos realizar la composición de dicha aplicación con i∗. Ası́, hemos construido la aplicación

continua

ζ : D+( f ) 
→ Spec(A( f ))

p 
→ p f ∩ A( f )

Lo siguiente que haremos es probar que ζ es una aplicación inyectiva: sean p, p′ ∈ D+( f ) tales que

ζ(p) = ζ(p′), es decir, tales que p f ∩ A( f ) = p
′
f ∩ A( f ). Como consecuencia directa del Lema 3.14

tenemos que p = p′ con lo cual concluimos que ζ es una aplicación inyectiva.

Ahora probaremos que ϕ es sobreyectiva: sea q ∈ Spec(A( f )). Consideramos el siguiente conjunto:

p =

√〈
a
∣∣∣∣∣ a

f r ∈ q, r ∈ Z+ y a ∈ Are

〉
.

Por el Lema 3.13 sabemos que p es un ideal primo homogéneo de A y satisface el siguiente enun-

ciado: para cualesquier d ∈ Z+ y a ∈ Ad se tiene que a ∈ p si y sólo si
ae

f d ∈ q. Además, observemos

que f � p: si f ∈ p, entonces por la condición en p tendrı́amos que
f e

f e =
1A

1A
∈ q y esto implicarı́a

que q = A( f ) lo cual es absurdo. Por lo tanto, como f � p se sigue que A+ � p y de esta forma

tenemos que p ∈ D+( f ). Finalmente, vamos a probar que ϕ(p) = q, es decir, que p f ∩ A( f ) = q:

• p f ∩ A( f ) ⊆ q: sean r ∈ Z+ y a ∈ Are tales que
a
f r ∈ p f ∩ A( f ). De manera particular tenemos

que
a
f r ∈ p f , luego, como p es un ideal primo se sigue que a ∈ p. Ası́, por la condición en

p se sigue que
ae

f re =

(
a
f r

)e

∈ q y como q es un ideal primo se sigue que
a
f r ∈ q.

• q ⊆ p f ∩ A( f ): Sea x ∈ q. En particular, como x es un elemento de A( f ) existen r ∈ Z+ y

a ∈ Are tales que x =
a
f r . Puesto que x ∈ q se sigue que xe ∈ q, luego, el hecho de que
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ae

f re ∈ q y la condición en p aseguran que a ∈ p. De este manera, tenemos que
a
f r ∈ p f y

consecuentemente concluimos que x ∈ p f ∩ A( f ).

Por lo tanto, tenemos que ζ es una aplicación sobreyectiva. De esta forma, se concluye que ζ es una

biyección entre D+( f ) y Spec(A( f )).

Como consecuencia directa al hecho que ζ es una biyección tenemos que i∗ es una aplicación

sobreyectiva: en efecto, por construcción tenemos que ζ = i∗ ◦ ϕ|D+( f ). Sea q ∈ Spec(A( f )). Como ζ

es en particular sobreyectiva, se sigue que existe p ∈ D+( f ) tal que ζ(p) = q, de este modo tenemos

que i∗
(
ϕ|D+( f )(p)

)
= i∗(p f ) = q.

Para mostrar que ζ es un homeomorfismo, como ζ = i∗ ◦ ϕ|D+( f ) y ϕ es en particular una aplicación

cerrada, será suficiente con mostrar que la aplicación i∗ es cerrada. En primer lugar, enfaticemos

que si I es un ideal homogéneo de A, entonces I f ∩ A( f ) es un ideal de A( f ): en efecto, como I f es

la extensión del ideal I bajo el homomorfismo iA
f : A → Af se sigue que es un ideal de Af ; luego,

como I f ∩ A( f ) es la contracción del ideal I f bajo el homomorfismo i : A( f ) → Af se sigue que es

un ideal de A( f ). En segundo lugar, usando el hecho anterior, que i∗ es sobreyectiva y el Lema 3.14

vamos a probar que i∗ es una aplicación cerrada. Sea I un ideal homogéneo de A.

q ∈ i∗(VA(I f )) ⇐⇒ ∃ p f ∈ VA(I f ) : q = i∗(p f )

⇐⇒ ∃ p ∈ DA( f ) : I f ⊆ p f y q = i∗(p f )

⇐⇒ ∃ p ∈ DA( f ) : I f ∩ A( f ) ⊆ p f ∩ A( f ) y q = i∗(p f )

⇐⇒ I f ∩ A( f ) ⊆ q
⇐⇒ q ∈ V+(I f ∩ A( f )).

De esta forma, tenemos que i∗ es una aplicación cerrada. Por lo tanto, ζ es un homeomorfismo.

Por otro lado, sea p ∈ Spec(A) tal que f � p. Considerando a p como un A-módulo podemos

construir el A( f )-submódulo p( f ) de p f , más aún, es inmediato que p( f ) = p f ∩ A( f ) y por tanto que

p( f ) es un ideal primo de Spec(A( f )). Ahora bien, recordemos que en la Proposición 1.58 definimos

el siguiente isomorfismo local de anillos:

gp f : Ap → (Af )p f

a
u

→

a
1A
u
1A

Luego, como A(p) es un subanillo de Ap vamos a considerar la restricción del homomorfismo ante-

rior a dicho subanillo. Denotaremos la restricción de gp f a A(p) por gp( f )
. A continuación vamos a
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mostrar que la imagen de A(p) bajo gp( f )
es el anillo (A( f ))p( f )

. Sean a ∈ Ah y u ∈ (A\p)∩ Ah tales que

grad(a) = grad(u) = α. Luego, como tenemos que

gp( f )

(a
u

)
=

a
1A
u
1A

=

a
1A
u
1A

·
ue−1

f α

ue−1

f α

=

aue−1

f α

ue

f α

∈ (A( f ))p( f )

se sigue que gp( f )
(A(p)) ⊆ (A( f ))p( f )

. Recı́procamente, sean n,m ∈ Z+, a ∈ Aen y u ∈ (A\p) ∩ Aem.

Observemos que
a f m

u f n es un elemento de A(p), además, la construcción de gp f implica que

a
f n

u
f m

= gp f

(
a f m

u f n

)
= gp( f )

(
a f m

u f n

)
∈ gp( f )

(A(p))

con lo cual se sigue que (A( f ))p( f )
⊆ gp( f )

(A(p)). Por lo tanto tenemos que gp( f )
(A(p)) = (A( f ))p( f )

y

consecuentemente tenemos que gp( f )
es un isomorfismo entre los anillos A(p) y (A( f ))p( f )

, más aún,

es un isomorfismo local: en efecto, sabemos que g−1
p( f )

(
(p( f ))p( f )

) ⊆ mA(p)
, ası́ que sólo resta probar la

otra contención. Sean a ∈ p ∩ Ah y u ∈ (A\p) ∩ Ah tales que grad(a) = grad(u) = α. Puesto que

gp( f )

(a
u

)
=

aue−1

f α

ue

f α

∈ (p( f ))p( f )
,

se sigue que
a
u
∈ g−1
p( f )

(
(p( f ))p( f )

)
y esto implica quemA(p)

⊆ g−1
p( f )

(
(p( f ))p( f )

)
. De esta forma, concluimos

que gp( f )
es un isomorfismo local entre los anillos A(p) y (A( f ))p( f )

. Vamos a considerar al homomor-

fismo inverso de gp( f )
que está dado por

hp( f )
: (A( f ))p( f )

→ A(p)

a
f n

u
f m


→ a f m

u f n

Una vez con el isomorfismo anterior, vamos a construir el morfismo de gavillas ζ# : OSpec(A( f )) →
ζ∗(OD+( f )). Sea U un abierto de Spec(A( f )). Consideramos la siguiente asignación:

ζ#
U : OSpec(A( f ))(U) → OProj(A)(ζ

−1(U))

s 
→ ζ#
U(s) : ζ−1(U) →

∏
r ∈ ζ−1(U)

A(r)

p 
→ hp( f )
(s ◦ ζ |ζ−1(U)(p))
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Comenzaremos comprobando que la asignación anterior está bien definida. Sea s ∈ OSpec(A( f ))(U).

Claramente ζ#
U(s) satisface el primer requisito de los elementos deOProj(A)(ζ

−1(U)), ahora mostrare-

mos que también satisface el segundo requisito: sea p ∈ ζ−1(U). Como ζ(p) = p( f ) ∈ U se sigue

que existe un abierto V de Spec(A( f )) que contiene a ζ(p), está contenido en U y existen n,m ∈ Z+,
a ∈ Aen y u ∈ (A\p) ∩ Aem tales que V ⊆ D(

u
f m ) y para cada q( f ) ∈ V se satisface que

s(q( f )) =

a
f n

u
f m

(A( f ))q( f )
.

Afirmamos que ζ−1(V), a f m y u f n son los elementos indicados que nos aseguran que ζ#
U(s) satisface

la segunda condición de una sección de OProj(A) sobre ζ−1(U):

∗ Como V es un abierto de Spec(A( f )) que contiene a ζ(p) y que está contenido en U, se sigue

que ζ−1(V) es un abierto de Proj(A) que contiene a p y que está contenido en ζ−1(U).

∗ Se tiene que a f m ∈ Ae(n+m) y u f n ∈ (A\p) ∩ Ae(n+m).

∗ Se satisface que ζ−1(V) ⊆ D+(u f n): supongamos que dicha contención es falsa, de este

modo existe q ∈ ζ−1(V) tal que u f n ∈ q. De esto se sigue que
u f n

f m+n =
u
f m es un elemento de

q( f ). Luego, el hecho que q ∈ ζ−1(V) implica que q( f ) ∈ V y además tenemos que
u
f m ∈ q( f )

lo cual es absurdo.

∗ Para cada r ∈ ζ−1(V) se satisface que

ζ#
U(s)(r) = hr( f )

(s ◦ ζ |ζ−1(U)(r)) = hr( f )
(s(r( f ))) = hr( f )

(

a
f n

u
f m

) =
a f m

u f n A(r).

Por lo tanto, tenemos que ζ#
U(s) es una sección de OProj(A) sobre ζ−1(U). Ahora, sean s y t secciones

de OSpec(A( f )) sobre U tales que s = t. Para mostrar que ζ#
U(s) = ζ#

U(t) sólo nos resta probar que

dichas aplicaciones tienen la misma regla de asignación. Sea p ∈ ζ−1(U),

ζ#
U(s)(p) = hp( f )

(s ◦ ζ |ζ−1(U)(p)) = hp( f )
(s(ζ(p))) = hp( f )

(t(ζ(p))) = hp( f )
(t ◦ ζ |ζ−1(U)(p)) = ζ

#
U(t)(p).

De esta forma, tenemos que ζ#
U está bien definida. Lo siguiente que haremos será mostrar que ζ#

U es

un homomorfismo de anillos: sean s y t secciones de OSpec(A( f )) sobre U. Nuevamente, para probar

las igualdades deseadas sólo resta probar que las respectivas aplicaciones tienen la misma regla de

asignación. Sea p ∈ ζ−1(U),

ζ#
U(s + t)(p) = hp( f )

((s + t) ◦ ζ |ζ−1(U)(p))

= hp( f )
(s ◦ ζ |ζ−1(U)(p) + t ◦ ζ |ζ−1(U)(p))
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= hp( f )
(s ◦ ζ |ζ−1(U)(p)) + hp( f )

(t ◦ ζ |ζ−1(U)(p))

= ζ#
U(s)(p) + ζ#

U(t)(p)

=
(
ζ#

U(s) + ζ#
U(t)

)
(p).

ζ#
U(st)(p) = hp( f )

((st) ◦ ζ |ζ−1(U)(p))

= hp( f )
(s ◦ ζ |ζ−1(U)(p) · t ◦ ζ |ζ−1(U)(p))

= hp( f )
(s ◦ ζ |ζ−1(U)(p)) · hp( f )

(t ◦ ζ |ζ−1(U)(p))

= ζ#
U(s)(p) · ζ#

U(t)(p)

=
(
ζ#

U(s) · ζ#
U(t)

)
(p).

ζ#
U(1OSpec(A( f ))(U))(p) = hp( f )

(1OSpec(A( f ))(U) ◦ ζ |ζ−1(U)(p))

= hp( f )
(

1A

1A

1A

1A

)

=
1A

1A
A(p)

= 1OProj(A)(U)(p).

De esta manera, hemos comprobado que ζ#
U es un homomorfismo de anillos. El siguiente paso a dar

es comprobar que ζ# es un morfismo: sean U y V abiertos de Spec(A( f )) tales que V ⊆ U. Vamos a

probar que el siguiente diagrama es conmutativo

OSpec(A( f ))(U)
ζ#

U ��

ρOSpec(A( f ))
U

V

��

OProj(A)(ζ
−1(U))

ρOProj(A)
ζ−1(U)

ζ−1(V)

��
OSpec(A( f ))(V)

ζ#
V

�� OProj(A)(ζ
−1(V))

Sean s ∈ OSpec(A( f ))(U) y p ∈ ζ−1(V),

ρOProj(A)
ζ−1(U)

ζ−1(V)
◦ ζ#

U(s)(p) = ζ#
U(s)(p)

= hp( f )
(s ◦ ζ |ζ−1(U)(p))

= hp( f )
(ρOSpec(A( f ))

U

V
(s) ◦ ζ |ζ−1(V)(p))

= ζ#
V ◦ ρOSpec(A( f ))

U

V
(s)(p).
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Ası́, puesto que ρOProj(A)
ζ−1(U)

ζ−1(V)
◦ ζ#

U(s) = ζ#
V ◦ ρOSpec(A( f ))

U
V

(s), concluimos que ζ# es un morfismo de

gavillas.

Lo que mostraremos a continuación es que ζ# es un isomorfismo de gavillas, para ello, es suficiente

mostrar que para cada p ∈ D+( f ) el homomorfismo inducido ζ#
p : OSpec(A( f )), p( f )

→ OProj(A), p es un

isomorfismo de anillos. Sea p ∈ D+( f ). Claramente el siguiente diagrama es conmutativo

OSpec(A( f )), p( f )

ζ#
p ��

�

��

OProj(A),p

�

��
(A( f ))p( f )

�

hp( f )

�� A(p)

con lo cual se sigue de manera inmediata que ζ#
p es un isomorfismo. Más aún, como hp( f )

es un

isomorfismo local de anillos, se sigue que ζ#
p también lo es.

Finalmente, con todo lo realizado concluimos que (D+( f ),OD+( f )) es isomorfo como espacio local-

mente anillado a (Spec(A( f )),OSpec(A( f ))).

2. Propiedades Básicas de Esquemas

En esta sección finalmente definiremos de manera concreta a los esquemas, posteriormente re-

visaremos algunos ejemplos, las propiedades básicas de estos objetos y definiremos sus morfismos.

Antes de definir un esquema, en la siguiente definición vamos a fijar terminologı́a que usaremos en

adelante.

Definición 3.16. Sea (X,OX) un espacio localmente anillado. Un abierto U de X es un abierto
afı́n si con la estructura inducida de espacio localmente anillado es un esquema afı́n. Una cubierta

abierta formada por abiertos afines es una cubierta afı́n.

Definición 3.17. Un esquema es un espacio localmente anillado (X,OX) de modo que X tiene

una cubierta afı́n. X es el espacio topológico subyacente del esquema (X,OX).

El siguiente resultado obvio nos dará una caracterización de los esquemas.

Proposición 3.18. Sea (X,OX) un espacio localmente anillado. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. (X,OX) es un esquema.
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2. Para cada p ∈ X existe un abierto afı́n U de X tal que p ∈ U.

Ejemplo 3.19. Para cualquier anillo A, el esquema afı́n (Spec(A),OSpec(A)) es un esquema. En

efecto, para cualquier punto p de Spec(A) consideramos a Spec(A) como el abierto afı́n que contiene

a p.

Ejemplo 3.20. Para cualquier anillo graduado A, el espectro proyectivo (Proj(A),OProj(A)) es un

esquema. En efecto, consideremos a p ∈ Proj(A). Como (D+( f )) f∈Ah
+

es una base para la topologı́a

de Proj(A) existe g ∈ Ah
+ tal que p ∈ D+(g). Además, el enunciado 2 de la Proposición 3.15 nos

asegura que D+(g) es un abierto afı́n de Proj(A).

La propiedad de que un espacio localmente anillado sea un esquema es hereditaria a los abier-

tos del espacio subyacente con la estructura inducida de espacio localmente anillado. El siguiente

resultado nos hablará de este hecho.

Proposición 3.21. Sea (X,OX) un esquema. Para cualquier abierto U de X se tiene que (U,OU)

es un esquema.

Demostración. Como (X,OX) es un esquema se tiene que existe una cubierta afı́n (Ui)i∈I de X. Sea

U un abierto de X. Observemos que (U ∩ Ui)i∈I es una cubierta abierta de U. Sea p ∈ U. Como

(U ∩ Ui)i∈I es una cubierta abierta de U se sigue que existe j ∈ I tal que p ∈ U ∩ U j. Ahora bien,

como U ∩U j es un abierto de U j que es afı́n existe f ∈ OX(U j) tal que p ∈ D( f ) y D( f ) ⊆ U ∩U j.

Puesto que D( f ) es un abierto de U j que a su vez es un abierto de X, se sigue que D( f ) es un abierto

de X. Además, el hecho de que D( f ) ⊆ U ∩ U j ⊆ U y de que U es un abierto de X implican que

D( f ) es un abierto de U, más aún, es un abierto afı́n. De esta forma, concluimos que (U,OU) es un

esquema.

La siguiente noción que definiremos es la de morfismo de esquemas. Una vez que tengamos

dicha definición las nociones de composición e isomorfismo se obtienen de manera natural.

Definición 3.22. Un morfismo de esquemas es un morfismo de espacios localmente anillados.

Lo que haremos a continuación es definir algunos tipos de esquemas que son dados gracias a

propiedades topológicas del espacio subyacente del esquema.

Definición 3.23. Sea (X,OX) un esquema.

1. (X,OX) es casi compacto si X es casi compacto.

2. (X,OX) es irreducible si X es irreducible.

3. (X,OX) es conexo si X es conexo.
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Los siguientes tipos de esquemas que definiremos provendrán de propiedades de los anillos de

secciones de la gavilla estructural de esquema.

Definición 3.24. Sea (X,OX) un esquema.

1. (X,OX) es reducido si OX(U) no tiene elementos nilpotentes para cada abierto U de X.

2. (X,OX) es entero si OX(U) es un dominio entero para cada abierto U de X.

Aún nos resta definir a los esquemas noetherianos y localmente noetherianos, estas clases de

esquemas serán definidas y estudiadas en la sección posterior.

Lo siguiente que realizaremos es definir dos clases de subconjuntos del espacio topológico

subyacente de un esquema, una clase estará formada por subconjuntos que tendrán una estructura

de cerrado y la otra estará formada por subconjuntos que tendrán una estructura de abierto. Como

veremos, dichos conjuntos generalizan en cierto sentido a los cerrados y los abiertos básicos de la

topologı́a de Zariski del espectro de un anillo. Comenzaremos construyendo los conjuntos cerrados,

para ello, necesitaremos la siguiente definición.

Definición 3.25. Sea (X,OX) un espacio anillado. Un ideal I de OX es un OX-submódulo de

OX.

Proposición 3.26. Sea I un ideal de OX de un espacio anillado (X,OX). El conjunto

V(I) =
{
p ∈ X

∣∣∣Ip � OX,p

}
es un cerrado de X.

Demostración. Para probar que V(I) es un cerrado de X probaremos que X\V(I) es un abierto de

X. Si X\V(I) es igual al vacı́o, nada a probar. Supongamos que X\V(I) es diferente del vacı́o, ası́,

podemos considerar un elemento p de X\V(I). El hecho que Ip = OX,p es equivalente a tener que

1OX,p ∈ Ip, consecuentemente existen un abierto U de X que contiene a p y s ∈ I(U) tales que

[(X, 1OX(X))] = [(U, s)], esto implica que existe un abierto V de X que contiene a p, está contenido

en U y tal que s|V = 1OX(V). Por consiguiente, si q ∈ V , entonces se tiene que sq = 1OX,q y como

sq ∈ Iq se sigue que Iq = OX,q, de este hecho obtenemos que q � V(I). De este modo, como V es

un abierto de X que contiene a p y está contenido en X\V(I) se concluye que X\V(I) es un abierto

de X.

La razón por la cual estos conjuntos generalizan a los cerrados de la topologı́a de Zariski será ex-

plicada en la Sección 1 del Capı́tulo 4. Ahora, procederemos con la construcción de los conjuntos

abiertos.



112 3. ESQUEMAS

Proposición 3.27. Sean (X,OX) un esquema y f una sección global de OX. El conjunto

Xf =
{
p ∈ X

∣∣∣ fp ∈ OX,p\mX,p

}
es un abierto de X.

Demostración. Si Xf es vacı́o entonces nada a probar, de esta forma, podemos suponer que Xf es

no vacı́o y considerar p ∈ Xf , ası́, existe y ∈ OX,p tal que fp · y = 1OX,p . Puesto que y es un elemento

de OX,p se sigue que existen un abierto U de X que contiene a p y g una sección de OX sobre U tales

que y = [(U, g)]. Ahora bien, de la igualdad fp ·y = 1OX,p se sigue que [(X, f )] ·[(U, g)] = [(X, 1OX(X))]

y esto implica que existe un abierto W de X que contiene a p y que está contenido en U tal que

f |W · g|W = 1OX(W). Consideramos h = g|W . Sea q ∈ W. La igualdad f |W · h = 1OX(W) induce la

igualdad fq · hq = 1OX,q , con esto tenemos que fq ∈ OX,q\mX,q y consecuentemente que q ∈ Xf . De

esta forma, como W es un abierto de X que contiene a p y está contenido en Xf concluimos que Xf

es un abierto de X.

Observación 3.28. Sea A un anillo. Cuando consideramos el esquema afı́n (Spec(A),OSpec(A))

tenemos que Spec(A) f = D( f ) para cualquier f ∈ A. En efecto, sea f ∈ A.

p ∈ Spec(A) f ⇐⇒ fp ∈ U(OSpec(A),p)

⇐⇒ f
1A
∈ U(Ap)

⇐⇒ f
1A
� pp

⇐⇒ f � p

⇐⇒ p ∈ D( f ).

Vamos a fijar a un esquema (X,OX) y a una sección global f de OX. Lo que haremos será definir

un homomorfismo natural entre OX(X) f y OX(Xf ). Consideramos el homomorfismo restricción

ρOX
X
X f

: OX(X) → OX(Xf ). Vamos probar que f |X f es una unidad en OX(Xf ) y de esta forma,

por la propiedad universal de la localización para anillos tendremos el homomorfismo deseado.

Supongamos que Xf es no vacı́o. Por lo realizado en la proposición anterior se tiene que para todo

p ∈ Xf existen un abierto Up de X que contiene a p y hp una sección de OX sobre Up tales que

f |Up · hp = 1OX(Up). Luego, observemos que
(
Up

)
p∈X f

es una cubierta abierta de Xf y que (hp)p∈X f

es una familia de secciones de OX de modo que hp ∈ OX(Up) para cada p ∈ Xf . Probaremos

que dicha familia se extiende a una sección de OX sobre Xf . Sean p, q ∈ Xf , vamos a mostrar

que hp|Up∩Uq = hq|Up∩Uq . De las igualdades f |Up · hp = 1OX(Up) y f |Uq · hq = 1OX(Uq) se sigue que

f |Up∩Uq · hp|Up∩Uq = 1OX(Up∩Uq) = f |Up∩Uq · hq|Up∩Uq . Luego, si r ∈ Up ∩ Uq entonces se tiene que
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f |Up∩Uq

)
r ·
(
hp|Up∩Uq

)
r =

(
f |Up∩Uq

)
r ·
(
hq|Up∩Uq

)
r y como r ∈ Xf se sigue que

(
hp|Up∩Uq

)
r =

(
hq|Up∩Uq

)
r.

Consecuentemente, como (Up)p∈X f es una cubierta abierta de Xf y OX es una gavilla se sigue que

hp|Up∩Uq = hq|Up∩Uq . De este modo, utilizando nuevamente el hecho de que (Up)p∈U es una cubierta

abierta de Xf y de que OX es una gavilla se sigue la existencia de h ∈ OX(Xf ) tal que h|Up = hp

para cualquier p ∈ Xf . Además, tenemos que h · f |X f = 1OX(X f ) pues
(
h · f |X f

)|Up = 1OX(Up) para

cualquier p ∈ Xf . De esta forma, como f |X f es una unidad de OX(Xf ), por la propiedad universal de

la localización para anillos existe un homomorfismo de anillos ϕ : OX(Xf ) f → OX(Xf ) tal que el

siguiente diagrama conmuta

OX(X)

ρOX
X
X f

��

��

OX(Xf )

OX(X) f

ϕ

���������������������

Siguiendo con esta idea, sea W un abierto no vacı́o de X. Al tomar al elemento f |W de OX(W) y al

considerar el homomorfismo restricción ρOX
W
W∩X f

: OX(W) → OX(W ∩ Xf ), con un procedimiento

análogo al anterior se construye un homomorfismo de anillos entre OX(W) f |W y OX(W ∩ Xf ). Más

aún, al pensar en OX(W) como un OX(X)-módulo podemos considerar al OX(X)-módulo OX(W) f

y además, por la Proposición 1.40 tenemos que existe un OX(X)-isomorfismo entre OX(W) f y

OX(W) f |W . Dicho isomorfismo junto con el hecho de que tenemos la aplicación OX(W) f |W →
OX(W ∩ Xf ) implican la existencia de una aplicación OX(X)-lineal entre OX(W) f y OX(W ∩ Xf ).

Lo siguiente que haremos es dar una condición para que el homomorfismo natural entre OX(X) f y

OX(Xf ) que acabamos de construir sea un isomorfismo. Para ello, debemos de definir la noción de

buena cubierta.

Definición 3.29. Sea (X,OX) un esquema. Una buena cubierta de X es una cubierta afı́n finita

de X tal que la intersección de cualesquier dos abiertos de dicha cubierta es una unión finita de

abiertos afines.

Claramente tenemos que si (X,OX) es un esquema afı́n, entonces (X) es una buena cubierta de

X. Además, como veremos en la próxima sección, el espacio topológico subyacente de un esquema

noetheriano también tiene una buena cubierta.

Teorema 3.30. Sean (X,OX) un esquema y f una sección global de OX. Si X tiene una buena
cubierta, entonces el homomorfismo natural entre OX(X) f y OX(Xf ) es un isomorfismo de anillos.
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Demostración. Sean r ∈ N y
(
Ui

)
i∈{1,...,r} una buena cubierta de X. Sea i ∈ {1, . . . , r}. Mostraremos

que el hecho de que Ui es un abierto afı́n implica que Ui ∩ Xf = D( f |Ui). Sea p ∈ Ui.

p ∈ Ui ∩ Xf ⇐⇒ p ∈ Xf

⇐⇒ fp ∈ U(OX,p)

⇐⇒ ( f |Ui)p ∈ U(OUi,p)

⇐⇒ f |Ui

1OX(Ui)

∈ OX(Ui)p\pp

⇐⇒ f |Ui � p

⇐⇒ p ∈ D( f |Ui).

De esta forma, se tiene que Ui ∩ Xf = D( f |Ui) y consecuentemente tenemos que

OX(Ui ∩ Xf ) = OX(D( f |Ui)) = OUi(D( f |Ui)) � OUi(Ui) f |Ui
= OX(Ui) f |Ui

� OX(Ui) f .

Por lo tanto, tenemos que existe un OX(X)-isomorfismo entre OX(Ui) f y OX(Ui ∩ Xf ) el cual de-

notaremos por ψi para cada i ∈ {1, . . . , r}. Por otro lado, recordemos que para cada abierto W
de X existe una aplicación OX(X)-lineal entre OX(W) f y OX(W ∩ Xf ), de esta forma, para cua-

lesquier i, j ∈ {1, . . . , r} vamos a denotar por ξi j a la aplicación OX(X)-lineal entre OX(Ui ∩ U j) f y

OX(Ui ∩ U j ∩ Xf ).

Ahora bien, de la definición de gavilla tenemos que la siguiente sucesión de OX(X)-módulos es

exacta:

(2.1) 0 �� OX(X) ��
r⊕

i=1

OX(Ui) ��

⊕
i, j∈{1,...,r}2

OX(Ui ∩ U j)

s � ��
(
s|Ui

)
i∈{1,...,r}

(si)i∈{1,...,r} � ��
(
si|Ui∩U j − s j|Ui∩U j

)
i, j∈{1,...,r}2

Luego, utilizando la localización y la sucesión exacta anterior obtenemos la siguiente sucesión

exacta:

0 �� OX(X) f
α ��

r⊕
i=1

OX(Ui) f
β

��

⊕
i, j∈{1,...,r}2

OX(Ui ∩ U j) f
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Ahora bien, considerando la sucesión 2.1 con el abierto Xf y con la cubierta abierta
(
Ui∩Xf

)
i∈{1,...,r}

de Xf se tiene que la siguiente sucesión es exacta:

0 �� OX(Xf )
α′ ��

r⊕
i=1

OX(Ui ∩ Xf )
β′

��

⊕
i, j∈{1,...,r}2

OX(Ui ∩ U j ∩ Xf ).

De esta manera podemos construir el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas:

(2.2) 0 �� OX(X) f
α ��

ϕ

��

r⊕
i=1

OX(Ui) f
β

��

ψ �
��

⊕
i, j∈{1,...,r}2

OX(Ui ∩ U j) f

ξ

��

0 �� OX(Xf )
α′

��
r⊕

i=1

OX(Ui ∩ Xf )
β′

��

⊕
i, j∈{1,...,r}2

OX(Ui ∩ U j ∩ Xf )

donde ψ es el OX(X)-isomorfismo inducido por la familia de OX(X)-isomorfismos (ψi)i∈{1,...,r} y

donde ξ es la aplicación inducida por las aplicaciones OX(X)-lineales (ξi j)i, j∈{1,...,r}2 . Del diagrama

anterior se sigue que el diagrama

0 �� Kerϕ ��

��

Kerψ ��

��

Ker ξ

��

0 �� OX(X) f
α ��

ϕ

��

r⊕
i=1

OX(Ui) f
β

��

ψ �
��

⊕
i, j∈{1,...,r}2

OX(Ui ∩ U j) f

ξ

��

0 �� OX(Xf )
α′

��
r⊕

i=1

OX(Ui ∩ Xf )
β′

��

⊕
i, j∈{1,...,r}2

OX(Ui ∩ U j ∩ Xf )

es un diagrama conmutativo con filas exactas. Como ψ es una aplicación inyectiva y como la

primera fila del diagrama anterior es exacta se sigue que ϕ es inyectiva. Observemos que para

obtener este hecho la única hipótesis que hemos usado es que X tiene una cubierta afı́n finita, es

decir, que X es una unión finita de abiertos afines. Ahora, sean j, k ∈ {1, . . . , r}. Como
(
Ui

)
i∈{1,...,r} es

una buena cubierta se sigue que U j∩Uk es una unión finita de abiertos afines, por lo tanto, podemos

realizar un procedimiento análogo al realizado para mostrar que ϕ es inyectiva para obtener que ξ jk

también es una aplicación inyectiva. Con esto, obtenemos que ξ es una aplicación inyectiva.

Una vez que sabemos que ξ es una aplicación inyectiva, regresamos al diagrama 2.2 para mostrar

que ϕ es una aplicación sobreyectiva. Sea y ∈ OX(Xf ). Considerando al elemento α′(y), como ψ es

sobreyectiva se tiene la existencia de un elemento z ∈⊕r
i=1
OX(Ui) f tal que α′(y) = ψ(z). Por otro



116 3. ESQUEMAS

lado, como β′
(
α′(y)

)
= 0⊕

i, j∈{1,...,r}2 OX(Ui∩U j∩X f ) se sigue que β′
(
ψ(z)

)
= 0⊕

i, j∈{1,...,r}2 OX(Ui∩U j∩X f ). Luego,

por la conmutatividad del diagrama tenemos que ξ
(
β(z)

)
= 0⊕

i, j∈{1,...,r}2 OX(Ui∩U j∩X f ) y la inyectividad

de ξ implica que z ∈ Ker β = Imα, ası́, existe x ∈ OX(X) f tal que α(x) = z. Utilizando nuevamente

la conmutatividad del diagrama se sigue que α′
(
ϕ(x)

)
= ψ

(
α(x)

)
y consecuentemente tenemos que

α′
(
ϕ(x)

)
= ψ

(
α(x)

)
= ψ(z) = α′(y).

Finalmente, por la inyectividad de α′ se tiene que ϕ(x) = y y con esto tenemos que ϕ es una

aplicación sobreyectiva.

De esta forma, como ϕ es una aplicación inyectiva y sobreyectiva se sigue que ϕ es un isomorfismo.

Por lo tanto, concluimos que los anillos OX(X) f y OX(Xf ) son isomorfos.

En la Sección 3 del Capı́tulo 5 retomaremos el concepto de buena cubierta y utilizaremos los

abiertos definidos en la Proposición 3.27.

3. Esquemas Noetherianos y Localmente Noetherianos

Para concluir con este capı́tulo, en esta sección estudiaremos un tipo especial de esquemas,

hablamos de los esquemas noetherianos y localmente noetherianos. Puesto que estaremos utilizan-

do anillos y espacios noetherianos vamos a realizar un recordatorio rápido sobre ellos, sin embargo,

se recomienda al lector revisar el Apéndice B para obtener mayores detalles.

Recordemos que un anillo A es noetheriano si cumple alguna de las siguientes condiciones:

1. Cada sucesión creciente de ideales de A se estaciona.

2. Cada conjunto no vacı́o de ideales de A tiene un elemento maximal.

Además, tenemos las siguientes propiedades:

• Para cualquier conjunto multiplicativo S de A se tiene que S −1A es un anillo noetheriano.

• Si n ∈ N y x1, . . . , xn son variables sobre A, entonces A[x1, . . . , xn] es un anillo noetheriano.

Asimismo, un espacio topológico X es noetheriano si cada sucesión decreciente de cerrados de X
es estable. Además, tenemos las siguientes propiedades:

• X es casi compacto.

• Cada subespacio de X es noetheriano.

• Cada subconjunto de X es casi compacto.

A continuación vamos a definir a los objetos centrales de esta sección: los esquemas noetheria-

nos y localmente noetherianos.
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Definición 3.31. Sea (X,OX) un esquema.

1. (X,OX) es noetheriano si X tiene una cubierta abierta finita construida por abiertos afines

cuyos anillos de secciones globales de sus gavillas estructurales son de Noether.

2. (X,OX) es localmente noetheriano si X tiene una cubierta afı́n (Ui)i∈I tal que OX(Ui) es un

anillo de Noether para todo i ∈ I.

Ejemplo 3.32. Si A es un anillo de Noether, entonces (Spec(A),OSpec(A)) es un esquema noethe-

riano. De manera particular, el espacio afı́n An
K
= (Spec(K[x1, . . . , xn]),OSpec(K[x1,...,xn])) de dimen-

sión n es un esquema noetheriano.

Observación 3.33. Si (X,OX) es un esquema noetheriano, entonces X tiene una buena cubierta.

En efecto, por definición existen r ∈ N y una cubierta afı́n (Ui)i∈{1,...,r} de X de modo que OX(Ui) es

noetheriano para cada i ∈ {1, . . . , r}. Sean i, j ∈ {1, . . . , r}. El hecho de que OX(Ui) es noetheriano

implica que el esquema afı́n (Ui,OUi) es noetheriano, además, recordemos que una base para la

topologı́a de Ui está dada por
(
D( f )

)
f∈OX(Ui)

. Como Ui∩U j es un abierto de Ui se sigue que Ui∩U j

es una unión de abiertos afines. Además, el hecho de que OX(Ui) es un anillo noetheriano implica

que Ui es un espacio noetheriano (véase Proposición B.20) y consecuentemente cada subconjunto

de Ui es casi compacto (véase Proposición B.23). De este modo, se concluye que Ui ∩ U j es una

unión finita de abiertos afines.

Observación 3.34. Si (X,OX) es un esquema noetheriano, entonces X es un espacio topológico

noetheriano. En efecto, sabemos que existen r ∈ N y una cubierta afı́n (Ui)i∈{1,...,r} de X tales que

OX(Ui) es noetheriano para cada i ∈ {1, . . . , r}. El hecho de de que OX(Ui) es noetheriano implica

que Ui es un espacio noetheriano (véase Proposición B.20) para cada i ∈ {1, . . . , r}. De este modo,

como X =
⋃r

i=1 Ui, la Proposición B.24 implica que X es un espacio noetheriano.

El siguiente resultado establece condiciones necesarias y suficientes para determinar cuándo un

esquema es noetheriano.

Proposición 3.35. Sea (X,OX) un esquema. (X,OX) es noetheriano si y sólo si es localmente
noetheriano y casi compacto.

Demostración. Supongamos que (X,OX) es un esquema noetheriano, ası́, existen r ∈ N y una cu-

bierta afı́n
(
Ui

)
i∈{1,...,r} de X tales que OX(Ui) es un anillo noetheriano para todo i ∈ {1, . . . , r}. Dicha

cubierta implica que (X,OX) es localmente noetheriano. Además, como (X,OX) es un esquema

noetheriano, por la observación anterior sabemos que X es un espacio noetheriano y por lo tanto X
es casi compacto.
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Recı́procamente, supongamos que (X,OX) es localmente noetheriano y casi compacto, ası́, existe

una cubierta afı́n
(
Ui

)
i∈I de X tal que OX(Ui) es noetheriano para todo i ∈ I. Luego, el hecho de que

X es casi compacto implica que
(
Ui

)
i∈I tiene una subcubierta finita que cubre a X. Dicha subcubierta

otorga a (X,OX) una estructura de esquema noetheriano.

Cuando nos encontramos trabajando con un esquema localmente noetheriano siempre es posi-

ble seleccionar una base muy particular para su espacio topológico. En efecto, el próximo resultado

nos dirá cómo es dicha base.

Lema 3.36. Sea (X,OX) un esquema localmente noetheriano. X tiene una base para su topologı́a
formada por abiertos afines cuyos anillos son de Noether.

Demostración. Como (X,OX) es localmente noetheriano existe una cubierta afı́n (Ui)i∈I de X tal

que OX(Ui) es noetheriano para todo i ∈ I. Sea i ∈ I. Como Ui es un abierto afı́n sabemos que

(D( f )) f∈OX(Ui) es una base para la topologı́a de Ui, esto implica que
⋃

i∈I(D( f )) f∈OX(Ui) es una base

para la topologı́a de X. Además, para cada i ∈ I al considerar un elemento f de OX(Ui), como

D( f ) � Spec(OX(Ui) f ) y como OX(Ui) es un anillo de Noether se sigue que OX(Ui) f es un anillo de

Noether.

En el caso particular en que nuestro esquema sea un esquema afı́n podemos enunciar el lema ante-

rior de la siguiente manera

Corolario 3.37. Si A es un anillo noetheriano, entonces (D( f )) f∈A es una base para la topologı́a
de Spec(A) construida por abiertos afines cuyos anillos de son noetherianos.

Para concluir con este capı́tulo presentaremos un resultado que estable condiciones necesarias y

suficientes para determinar cuándo un esquema es localmente noetheriano. Antes de pasar a dicho

resultado necesitaremos la ayuda del siguiente lema:

Lema 3.38. Sean A un anillo y (Bi)i∈I una familia de anillos noetherianos. Si para todo i ∈ I
se tiene que Spec(Bi) es un abierto de Spec(A) y Spec(A) =

⋃
i∈I Spec(Bi), entonces A es un anillo

noetheriano.

Demostración. Sea i ∈ I. Como Spec(Bi) es un abierto de Spec(A) se sigue que existe fi ∈ A
tal que D( fi) ⊆ Spec(Bi), ahora bien, como Spec(Bi) es un abierto afı́n de Spec(A) se sigue que

Bi fi � Afi donde fi es la imagen de fi bajo el homomorfismo de anillos que induce la inclusión

entre Spec(B) y Spec(A). De este modo, sin pérdida de generalidad podemos suponer desde el

inicio que Spec(A) =
⋃

i∈I Spec(Afi) donde fi ∈ A y Afi es un anillo noetheriano para cada i ∈ I.
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Luego, como Spec(A) es casi compacto se sigue que existe r ∈ N y existen fi1 , . . . , fir ∈ A tales que

Spec(A) =
⋃r

j=1 Spec(Afi j
) y donde Afi j

es noetheriano para todo j ∈ {1, . . . , r}. Consecuentemente

tenemos que

Spec(A) =

r⋃
j=1

Spec(Afi j
) =

r⋃
j=1

D( fi j) =

r⋃
j=1

Spec(A)\V(A fi j) = Spec(A)\
r⋂

j=1

V(A fi j)

y este hecho implica que
r⋂

j=1

V(A fi j) = V(

r∑
j=1

A fi j) = ∅.

La igualdad anterior es equivalente a decir que
∑r

j=1 A fi j = A, además, como Afi j
es noetheriano

para todo j ∈ {1, . . . , r} por la Proposición B.15 se concluye que A es noetheriano.

Teorema 3.39. Un esquema (X,OX) es localmente noetheriano si y sólo si para todo abierto
afı́n U de X se tiene que OX(U) es noetheriano.

Demostración. Supongamos que para cada abierto afı́n U de X se satisface queOX(U) es de noethe-

riano. Puesto que (X,OX) es un esquema, se sigue de una manera inmediata que (X,OX) es local-

mente noetheriano.

Recı́procamente, supongamos que (X,OX) es localmente noetheriano. Sea U un abierto afı́n de X.

Como (X,OX) es localmente noetheriano por el Lema 3.36 tenemos que X tiene una base para su

topologı́a formada por abiertos afines cuyos anillos son de Noether, de esta forma, tenemos que

U =
⋃

i∈I Wi donde Wi es un abierto de la base en cuestión para cada i ∈ I. Luego, como U es un

abierto afı́n, U =
⋃

i∈I Wi donde Wi es un abierto afı́n de U y OX(Wi) es noetheriano para cada i ∈ I,

el lema anterior implica que OX(U) es noetheriano.

Corolario 3.40. Sea (X,OX) un esquema afı́n. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. (X,OX) es localmente noetheriano.
2. OX(X) es noetheriano.
3. (X,OX) es noetheriano.

Demostración.

1. ⇒ 2. Como (X,OX) es localmente noetheriano se tiene que OX(U) es noetheriano para todo

abierto afı́n U de X. En particular, como X es un abierto afı́n se concluye que OX(X) es un anillo

noetheriano.

2.⇒ 3. Obvio, pues tenemos que OX(X) es noetheriano y (X,OX) � (Spec(OX(X)),OSpec(OX(X))).
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3. ⇒ 1. Obvio, pues tenemos que (X,OX) es un esquema noetheriano y por lo tanto es localmente

noetheriano.



Capı́tulo 4

Gavillas Casi Coherentes

En este capı́tulo realizaremos uno de los objetivos de este trabajo: la clasificación de las gavillas

casi coherentes sobre esquemas afines. En las primeras dos secciones construiremos una familia de

gavillas de módulos sobre espectros afines y espectros proyectivos y nos daremos a la tarea de estu-

diar algunas de sus propiedades, dichas gavillas serán nuestros modelos de gavillas casi coherentes.

Finalmente, en la tercera sección definiremos a las gavillas casi coherentes y coherentes, estudiare-

mos algunas de sus propiedades principales y realizaremos su clasificación cuando se encuentran

sobre esquemas afines. Para concluir con este capı́tulo, revisaremos algunas consecuencias de dicha

clasificación.

1. Gavillas de Módulos sobre el Espectro Afı́n de un Anillo

Recordemos que en la Sección 4.2 del Capı́tulo 1 realizamos la construcción de la gavilla es-

tructural del espacio de Zariski asociado a un anillo. Siguiendo con las ideas usadas en dicha cons-

trucción, en esta sección vamos definir una clase de gavillas de módulos sobre el espectro afı́n de

un anillo. Posteriormente estudiaremos algunas de sus propiedades.

Vamos a fijar un anillo A y a un módulo M sobre dicho anillo. A partir de M construiremos

una gavilla de módulos sobre el esquema afı́n (Spec(A),OSpec(A)) que denotaremos por M̃. Sea U
un abierto de Spec(A). Vamos a asignar un OSpec(A)(U)-módulo M̃(U) al abierto U de la siguiente

manera: si U = ∅ entonces asignamos M̃(U) = {0}, de otro modo definimos a M̃(U) como el

conjunto de aplicaciones s : U →∏
q∈U Mq que satisfacen las siguientes dos condiciones:

1. Para todo p ∈ U se tiene que s(p) ∈ Mp.
2. Para todo p ∈ U existe una vecindad abierta V de p contenida en U y existen m ∈ M y

f ∈ A tales que V ⊆ D( f ) y para todo q ∈ V se tiene que s(q) =
m
f

en Mq.

Utilizando argumentos análogos a los usados en la Sección 4.2 del Capı́tulo 1 se muestra que M̃(U)

es un grupo abeliano para cada abierto U de Spec(A), ası́ que omitiremos los detalles.

Por otro lado, para abiertos U y V de Spec(A) tales que V ⊆ U vamos a considerar a la restricción

ρM̃
U
V : M̃(U)→ M̃(V) como la restricción natural de funciones.

121
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Con las condiciones consideradas anteriormente y utilizando argumentos análogos a los de la Sec-

ción 4.2 del Capı́tulo 1 se tiene que M̃ es una gavilla de grupos abelianos sobre Spec(A). Más aún,

la gavilla M̃ es un OSpec(A)-módulo. Para mostrar este hecho, en primer lugar debemos mostrar que

M̃(U) tiene una estructura de OSpec(A)(U)-módulo para cualquier abierto U de Spec(A). Sea U un

abierto de Spec(A). Consideramos la siguiente operación:

· : OSpec(A)(U) × M̃(U) → M̃(U)

(λ, s) 
→ λs : U →
∏
q∈U

Mq

p 
→ λ(p)s(p)

En primer lugar, vamos a mostrar que la operación anterior está bien definida:

• Sean λ ∈ OSpec(A)(U) y s ∈ M̃(U). Vamos a mostrar que λs satisface los requisitos de un

elemento de M̃(U). Sea p ∈ U. Sabemos que λ(p) ∈ Ap y que s(p) ∈ Mp, luego, como Mp
tiene estructura de Ap se sigue que λ(p)s(p) es un elemento de Mp.
Por otro lado, como λ ∈ OSpec(A)(U) se sigue que existe un abierto V de Spec(A) que

contiene a p, está contenido en U y existen a, r ∈ A tales que V ⊆ D(r) y para cada q ∈ V se

tiene que λ(q) =
a
r

en Aq; asimismo, como s ∈ M̃(U) se sigue que existe un abierto W de

Spec(A) que contiene a p, está contenido en U y existen m ∈ M y t ∈ A tales que W ⊆ D(t)
y para cada q ∈ W se tiene que s(q) =

m
t

en Mq. Es inmediato que V ∩W, am y rt son los

elementos indicados para que λs satisfaga la segunda condición requerida.

De esta forma, tenemos que λs es una sección de M̃ sobre U.

• Sean λ, λ′ ∈ OSpec(A)(U) y s, s′ ∈ M̃(U) tales que (λ, s) = (λ′, s′). Vamos a mostrar que

λs = λ′s′, para ello, como ambas aplicaciones tienen el mismo dominio y codominio sólo

nos resta mostrar que tienen la misma regla de asignación. Sea p ∈ U. Como λ = λ′ se

sigue que λ(p) = λ′(p); de igual forma, como s = s′ se sigue que s(p) = s′(p). Luego,

como (λ(p), s(p)) = (λ′(p), s′(p)) se sigue que λ(p)s(p) = λ′(p)s′(p) y esto implica que(
λs

)
(p) =

(
λ′s′

)
(p).

Por lo tanto, concluimos que · es una operación bien definida. En segundo lugar, vamos a verificar

que · cumple los requisitos de un producto externo. Sean λ, λ′ ∈ OSpec(A)(U) y s, s′ ∈ M̃(U). Para

probar las igualdades λ(s + s′) = λs + λs′, (λ + λ′)s = λs + λ′s, (λλ′)s = λ(λ′s) y 1OSpec(A)(U)s = s
lo único que nos resta a mostrar es que se tiene igualdad en la regla de asignación en las correspon-

dientes aplicaciones. Sea p ∈ U,(
λ(s + s′)

)
(p) = λ(p)

(
(s + s′)(p)

)
= λ(p)s(p) + λ(p)s′(p) =

(
λs + λs′

)
(p).(

(λ + λ′)s
)
(p) =

(
(λ + λ′)(p)

)
s(p) = λ(p)s(p) + λ′(p)s(p) =

(
λs + λ′s

)
(p).
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(λλ′)s

)
(p) =

(
(λλ′)(p)

)
s(p) =

(
λ(p)λ′(p)

)
s(p) = λ(p)

(
λ′(p)s(p)

)
=

(
λ(λ′s)

)
(p).(

1OSpec(A)(U)s
)
(p) = 1OSpec(A)(U)(p)s(p) = 1Ap s(p) = s(p).

De este modo, tenemos que M̃(U) tiene una estructura de OSpec(A)(U)-módulo. Lo único que nos

falta a comprobar es que el producto exterior que hemos definido es compatible con las restricciones

de gavilla de M̃. Sean U y V abiertos de Spec(A) tales que V ⊆ U, vamos a verificar que el siguiente

diagrama es conmutativo:

OSpec(A)(U) × M̃(U) ��

ρOSpec(A)
U

V
×ρM̃

U
V

��

M̃(U)

ρM̃
U
V

��

OSpec(A)(V) × M̃(V) �� M̃(V)

Sean λ ∈ OSpec(A)(U) y s ∈ M̃(U). Vamos a mostrar la igualdad ρM̃
U
V (λs) = ρOSpec(A)

U
V

(λ)ρM̃
U
V (s).

Como ambas aplicaciones tienen el mismo dominio y codominio, sólo basta mostrar que tienen la

misma regla de asignación. Sea p ∈ U,

ρM̃
U
V (λs)(p) =

(
λs

)
(p) = λ(p)s(p) = ρOSpec(A)

U
V

(λ)(p)ρM̃
U
V (s)(p) =

(
ρOSpec(A)

U
V

(λ)ρM̃
U
V (s)

)
(p).

De esta manera, concluimos que M̃ es un OSpec(A)-módulo.

Observación 4.1. Sea A un anillo. Sabemos que A tiene una estructura de módulo sobre sı́ mis-

mo, ası́ que podemos construir la gavilla Ã. Puesto que Ã(U) = OSpec(A)(U) para cualquier abierto

U de Spec(A), concluimos que Ã = OSpec(A).

El siguiente resultado nos muestra propiedades importantes de una gavilla construida a partir

de un módulo. Como el lector podrá notar, dichas propiedades son análogas a las de la gavilla

estructural del espectro de un anillo, de hecho, puesto que la demostración del siguiente resultado

es análoga a la de la Proposición 1.53 sólo realizaremos un bosquejo de la prueba.

Proposición 4.2. Sea M un módulo sobre un anillo A. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Para todo p ∈ Spec(A) existe un Ap-isomorfismo entre M̃p y Mp.
2. Para todo f ∈ A existe un Af -isomorfismo entre M̃(D( f )) y Mf . De manera particular, se

tiene que M̃(Spec(A)) � M.

Demostración.



124 4. GAVILLAS CASI COHERENTES

1. Sea p ∈ Spec(A). Como Mp tiene estructura de Ap-módulo se sigue que Mp es un A-módulo;

asimismo, como M̃p es un OSpec(A), p-módulo y OSpec(A), p � Ap se sigue que M̃p es un Ap-módulo y

por tanto también tiene estructura de A-módulo. Luego, la siguiente aplicación es A-lineal:

ζ : M → M̃p

m 
→ [(U, m̃)]

donde m̃ : Spec(A) → ∏
q ∈Spec(A) Mq es la aplicación tal que m̃(q) =

m
1A

Mq para cualquier q ∈
Spec(A). Ahora bien, sea t ∈ A\p. Consideremos la homotecia

ht : M̃p → M̃p

[(U, s)] 
→ t · [(U, s)]

Observemos que para cualesquier abierto U de Spec(A) que contiene a p y s ∈ M̃(U) se tiene que

ht
(
[(U, s)]

)
= t · [(U, s)] = [(Spec(A), t̃)] · [(U, s)],

además, recordemos que [(Spec(A), t̃)] es invertible en OSpec(A),p. Ası́, definimos la aplicación

lt : M̃p → M̃p

[(U, s)] 
→ [(D(t),
(̃
1A

t

)
)] · [(U, s)]

Puesto que ht y lt son aplicaciones inversas, por la propiedad universal de la localización para

módulos existe una aplicación A-lineal ζ̃ : Mp → M̃p y es la única aplicación que satisface la

siguiente condición: para cualesquier m ∈ M y t ∈ A\p se cumple que t · ζ̃
(m

t

)
= [(Spec(A), m̃)].

Luego, como la igualdad anterior se encuentra en M̃p y [(Spec(A), t)] es invertible en OSpec(A),p,

podemos reescribir a ζ̃ de la siguiente forma

ζ̃ : Mp → M̃p
m
t
→ [(D(t),

(̃m
t

)
)]

donde
(̃m

t

)
: D(t) → ∏

q∈D(t) Mq es la aplicación tal que
(̃m

t

)
(q) =

m
t

Mq para cualquier q ∈ D(t). La

aplicación ζ̃ es una aplicación Ap-lineal y es el isomorfismo buscado.

2. Sea f ∈ A. Como M̃(D( f )) es un OSpec(A)(D( f ))-módulo y OSpec(A)(D( f )) � Af se sigue que

M̃(D( f )) es un Af -módulo y consecuentemente es un A-módulo. Luego, la siguiente aplicación es
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una aplicación A-lineal:

ξ : M → M̃(D( f ))

m 
→ ξ(m) : D( f )→
∏
q ∈ D( f )

Mq

r 
→ m
1A

Mr

Ahora, consideramos la homotecia

hf : M̃(D( f )) → M̃(D( f ))

s 
→ f · s
Observemos que para cualquier s ∈ M̃(D( f )) se tiene que

ht(s) = f · s = f̃ s,

además, recordemos que f̃ es invertible en OSpec(A)(D( f )). De este modo, definimos la aplicación

l f : M̃(D( f )) → M̃(D( f ))

s 
→
(̃
1A

f

)
s

Como ht y lt son aplicaciones inversas, por la propiedad universal de la localización para módulos se

sigue que existe la aplicación ξ̃ : Mf → M̃(D( f )) y es la única aplicación que satisface el siguiente

enunciado: para cualesquier m ∈ M y n ∈ Z+ se cumple que f n · ξ̃
(

m
f n

)
= ξ(m). Luego, como

la igualdad anterior está en M̃(D( f )) y f̃ es un elemento invertible en OSpec(A)(D( f )), podemos

reescribir la aplicación ξ̃ de la siguiente manera

ξ̃ : Mf → M̃(D( f ))

m
f n 
→

(̃
1A

f n

)
ξ(m) : D( f )→

∏
q ∈ D( f )

Mq

r 
→ m
f n Mr

La aplicación ξ̃ es una aplicación Af -lineal y es el isomorfismo buscado.

Una vez que tenemos estas propiedades ya podemos dar la razón por la cual los conjuntos

cerrados construidos en la Proposición 3.26 generalizan a los cerrados de la topologı́a de Zariski.

Observación 4.3. Sea I un ideal de un anillo A. Consideremos al espectro (Spec(A),OSpec(A)) de

A. Como I es un ideal de A, entonces I es un A-módulo y por tanto, podemos considerar la gavilla
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Ĩ que es un OSpec(A)-módulo. Más aún, como Ĩ es un OSpec(A)-submódulo tenemos que Ĩ es un ideal

de OSpec(A). Ahora, vamos determinar al conjunto V(Ĩ):

V(Ĩ) =
{
p ∈ Spec(A)

∣∣∣ Ĩp � OSpec(A),p

}
=

{
p ∈ Spec(A)

∣∣∣ Ip � Ap
}

=
{
p ∈ Spec(A)

∣∣∣ (A\p) ∩ I = ∅
}

=
{
p ∈ Spec(A)

∣∣∣ I ⊆ p
}

= V(I).

Los próximos resultados nos presentan algunas propiedades de las gavillas obtenidas a partir

de módulos.

Teorema 4.4. Sean M y N módulos sobre un anillo A. Se tiene el siguiente isomorfismo de
gavillas:

M̃ ⊗A N � M̃ ⊗OSpec(A)
Ñ.

Si además, (Mi)i∈I es una familia de A-módulos, entonces se tiene el isomorfismo de gavillas:⊕̃
i∈I

Mi �
⊕

i∈I
M̃i.

Demostración. Para mostrar los isomorfismos deseados vamos a mostrar que para todo punto de

Spec(A) los correspondientes módulos de gérmenes son isomorfos. Sea p ∈ Spec(A).(
M̃ ⊗A N

)
p � (M ⊗A N)p � Mp ⊗Ap Np � M̃p ⊗OSpec(A),p

Ñp �
(
M̃ ⊗OSpec(A)

Ñ
)
p.

De esta manera tenemos que M̃ ⊗A N � M̃ ⊗OSpec(A)
Ñ. Por otro lado,⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝⊕̃

i∈I
Mi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
p

�

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝⊕
i∈I

Mi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
p

�
⊕

i∈I
(Mi)p �

⊕
i∈I

(
M̃i

)
p �

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝⊕
i∈I

M̃i

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
p

.

Ası́, concluimos que
⊕̃

i∈I Mi �
⊕

i∈I M̃i.

Ejemplo 4.5. Sea A un anillo y sea x una variable sobre A. Consideremos al anillo de polinomios

A[x]. Vamos a determinar a la gavilla Ã[x]. Observemos que

A[x] =
⊕
i∈Z+

Axi �
⊕
i∈Z+

A = A(Z+).

De esta forma, por el teorema anterior se tiene que

Ã[x] � Ã(Z+) � Ã(Z+) = O(Z+)

Spec(A)
.
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Proposición 4.6. Sean ( f , f #) : (Spec(B),OSpec(B)) → (Spec(A),OSpec(A)) un morfismo de es-
quemas afines y M un B-módulo. Existe un isomorfismo entre las gavillas f∗(M̃) y ÃM, donde AM
es M considerado con estructura de A-módulo.

Demostración. Recordemos que el morfismo de esquemas afines ( f , f #) induce un homomorfismo

de anillos ϕ : A → B, además, recordemos que la familia
(
D(h)

)
h∈A es una base para la topologı́a

de Zariski de Spec(A). Para mostrar que existe el isomorfismo entre las gavillas deseadas vamos a

probar que para todo h ∈ A se tiene que ÃM(D(h)) � f∗(M̃)(D(h)). Sea h ∈ A. Por un lado se tiene

que

ÃM(D(g)) � Mg � Mϕ(g).

Por otro lado, tenemos que

f∗(M̃)(D(g)) = M̃( f −1(D(g))) = M̃(D(ϕ(g))) � Mϕ(g).

De esta forma, concluimos que las gavillas f∗(M̃) y ÃM son isomorfas.

Proposición 4.7. Sean M, N y P módulos sobre un anillo A. La sucesión 0→ M → N → P→ 0

es exacta de A-módulos si y sólo si la sucesión 0 → M̃ → Ñ → P̃ → 0 es exacta de OSpec(A)-
módulos.

Demostración.

0→ M → N → P→ 0

es exacta de A-módulos
⇐⇒ Para todo q ∈ Spec(A), 0→ Mq → Nq → Pq → 0

es exacta de Aq-módulos

⇐⇒ Para todo q ∈ Spec(A), 0→ M̃q → Ñq → P̃q → 0

es exacta de OSpec(A),q-módulos

⇐⇒ 0→ M̃ → Ñ → P̃→ 0

es exacta de OSpec(A)-módulos.

Corolario 4.8. Sea M un módulo sobre un anillo A. Si N es un A-submódulo de M, entonces

existe un isomorfismo entre las gavillas
(̃M

N

)
y

M̃

Ñ
.

Demostración. Consideramos la sucesión exacta de A-módulos 0 → N → M → M
N
→ 0. Por la

proposición anterior se sigue que 0 → Ñ → M̃ →
(̃M

N

)
→ 0 es exacta de OSpec(A)-módulos y por

la Proposición C.32 concluimos que
(̃M

N

)
�

M̃

Ñ
.
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Proposición 4.9. Sean ( f , f #) : (Spec(B),OSpec(B))→ (Spec(A),OSpec(A)) un morfismo de esque-
mas afines y P un A-módulo. Existe un isomorfismo entre las gavillas f ∗(P̃) y P̃ ⊗A B.

Demostración. Para mostrar que las gavillas deseadas son isomorfas mostraremos que para cada

punto de Spec(B) se tiene que existe un isomorfismo en sus módulos de gérmenes. Sea q ∈ Spec(B).

(P̃ ⊗A B)q � (P ⊗A B)q � Pf (q) ⊗A f (q)
Bq � P̃ f (q) ⊗OSpec(A), f (q)

OSpec(B),q � f ∗(P̃)q.

Por lo tanto, concluimos que f ∗(P̃) � P̃ ⊗A B.

2. Gavillas de Módulos sobre el Espectro Proyectivo de un Anillo Graduado

Motivados por la construcción del espectro afı́n de un anillo, en la Sección 1 del Capı́tulo 3

construimos el espectro proyectivo de un anillo graduado. Ahora que hemos construido gavillas de

módulos sobre el espectro afı́n de un anillo, ¿podremos construir de manera análoga gavillas de

módulos sobre el espectro proyectivo de un anillo graduado? En esta sección daremos respuesta a

dicha interrogante. Como estaremos trabajando con módulos y anillos graduados se recomienda al

lector consultar la Sección 5.2 del Apéndice A.

Vamos a fijar un anillo graduado A y un módulo graduado M sobre dicho anillo. A partir del

módulo M construiremos una gavilla de módulos sobre (Proj(A),OProj(A)) que denotaremos por

M̃. Sea U un abierto de Proj(A). Vamos a asignar un OProj(A)(U)-módulo M̃(U) al abierto U de

la siguiente manera: si U = ∅ entonces M̃(U) = {0}, de otra forma definimos a M̃(U) como el

conjunto de las aplicaciones s : U →∏
q∈U M(q) que satisfacen las siguientes dos condiciones:

1. Para todo p ∈ Proj(A) se tiene que s(p) ∈ M(p).

2. Para todo p ∈ U existe una vecindad abierta V de p contenida U y existen m ∈ Mh y f ∈ Ah

elementos homogéneos del mismo grado tales que V ⊆ D+( f ) y para todo q ∈ V se tiene

que s(q) =
m
f

en M(q).

De una manera análoga a lo realizado en la sección anterior para el caso de un espectro afı́n, se

muestra que M̃ es una gavilla de OProj(A)-módulos sobre el espacio topológico Proj(A) por lo que

omitiremos los detalles.

Observación 4.10. Sea A un anillo graduado. Sabemos que A tiene una estructura de módulo

graduado sobre sı́ mismo ası́ que podemos construir la gavilla Ã. Puesto que Ã(U) = OProj(A)(U)

para cualquier abierto U de Proj(A), concluimos que Ã = OProj(A).



2. GAVILLAS DE MÓDULOS SOBRE EL ESPECTRO PROYECTIVO DE UN ANILLO GRADUADO 129

El siguiente resultado nos habla de dos de las propiedades más importantes de las gavillas de

módulos construidas a partir de módulos graduados y como el lector podrá notar, dichas propiedades

son análogas a las que se tienen en el caso afı́n (véase Proposición 4.2).

Proposición 4.11. Sea M un módulo graduado sobre un anillo graduado A.

1. Para todo p ∈ Proj(A) existe un A(p)-isomorfismo entre M̃p y M(p).
2. Para todo f ∈ Ah

+ existe un OSpec(A( f ))-isomorfismo entre M̃|D+( f ) y M̃( f ) vı́a el isomorfismo
entre (D+( f ),OD+( f )) y (Spec(A( f )),OSpec(A( f ))) (véase Proposición 3.15).

Demostración.

1. Sea p ∈ Proj(A). Definimos la siguiente asignación:

σ : M̃p → M(p)

[(U, s)] 
→ s(p)

Observemos que σ es una aplicación bien definida: sean U y V abiertos de Proj(A) que contienen

a p y sean s ∈ OProj(A)(U) y t ∈ OProj(A)(V) tales que [(U, s)] = [(V, t)]. De este modo, se sigue que

existe un abierto W de Proj(A) que contiene a p tal que W ⊆ U ∩ V y ρOProj(A)
U
W

(s) = ρOProj(A)
V
W

(t).
Dicha igualdad nos dice que s(q) = t(q) para cualquier q ∈ W, en particular, como p ∈ W se sigue

que s(p) = t(p).

Ahora, mostraremos que σ es una aplicación A(p)-lineal. Sea U un abierto de Proj(A) que contiene

a p y sean s, t ∈ OProj(A)(U), a, b ∈ Ah y u, v ∈ (A\p) ∩ Ah de modo que grad(a) = grad(u) y

grad(b) = grad(v). Nótese que podemos suponer que las secciones se encuentran sobre el mismo

abierto.

σ
(a
u
· [(U, s)] +

b
v
· [(U, t)]) = σ

(
[(D+(u),

(̃a
u

)
)] · [(U, s)] + [(D+(v),

(̃
b
v

)
)] · [(U, t)])

= σ
(
[(D+(u) ∩ D+(v) ∩ U,(̃a

u

)∣∣∣∣∣
D+(u)∩D+(v)∩U

s|D+(u)∩D+(v)∩U +

(̃
b
v

)∣∣∣∣∣
D+(u)∩D+(v)∩U

t|D+(u)∩D+(v)∩U)]
)

=
((̃a

u

)∣∣∣∣∣
D+(u)∩D+(v)∩U

s|D+(u)∩D+(v)∩U +

(̃
b
v

)∣∣∣∣∣
D+(u)∩D+(v)∩U

t|D+(u)∩D+(v)∩U
)
(p)

=
a
u
· s(p) +

b
v
· t(p)

=
a
u
· σ(

[(U, s)]
)
+

b
v
· σ(

[(U, t)]
)
.
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De este modo, tenemos que σ es una aplicación A(p)-lineal. La demostración de que σ es un iso-

morfismo es análoga a la demostración de que la aplicación φ en el enunciado 1 de la Proposición

3.15 lo es, ası́ que omitiremos los detalles.

2. Sea f ∈ Ah
+ tal que grad( f ) = e. Recordemos que en el enunciado 2 de la Proposición 3.15

construimos el isomorfismo (ζ, ζ#) : (D+( f ),OD+( f )) → (Spec(A( f )),OSpec(A( f ))) de espacios local-

mente anillados. La construcción del isomorfismo deseado ξ# : M̃( f ) → ζ∗(M̃|D+( f )) es en esencia

la construcción del isomorfismo ζ# : OSpec(A( f )) → ζ∗(OD+( f )) que realizamos en la proposición

citada, sólo debemos cambiar al anillo A por el módulo M en los lugares adecuados, por ello, rea-

lizaremos la prueba de este enunciado sin entrar en todos los detalles. Es importante recordar que

ζ : D+( f )→ Spec(A( f )) es un homeomorfismo donde ζ(p) = p( f ) para cualquier p ∈ D+( f ).

Sea p ∈ Proj(A) tal que f � p. Recordemos que en la Proposición 1.58 se construyó el isomorfis-

mos de anillos gp f : Ap → (Af )p f . Luego, utilizando argumentos análogos a los usados en dicha

proposición podemos construir el siguiente (Af )p f -isomorfismo:

lp f : Mp → (Mf )p f

m
u

→

m
1A
u
1A

Ahora bien, en el enunciado 2 de la Proposición 3.15 mostramos que el homomorfismo de anillos

gp f induce un isomorfismo de anillos gp( f )
: A(p) → (A( f ))p( f )

, ası́, utilizando argumentos análogos

a los usados en dicha proposición tenemos que el isomorfismo lp f induce el siguiente (A( f ))p( f )
-

isomorfismo:

lp( f )
: M(p) → (M( f ))p( f )

m
u


→
ue−1m
f grad(m)

ue

f grad(m)

donde de manera análoga a la proposición citada, la aplicación inversa de lp( f )
es la siguiente apli-

cación (A( f ))p( f )
-lineal:

kp( f )
: (M( f ))p( f )

→ M(p)

m
f s

u
f t


→ f tm
f su
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Con el isomorfismo anterior nos será posible definir el morfismo ξ : M̃( f ) → ζ∗(M̃|D+( f )). Sea U un

abierto de OSpec(A( f )). Consideramos la siguiente asignación:

ξ#
U : M̃( f )(U) → M̃(ζ−1(U))

s 
→ ξ#
U(s) : ζ−1(U) →

∏
r ∈ ζ−1(U)

M(r)

p 
→ kp( f )
(s ◦ ζ |ζ−1(U)(p))

Utilizando argumentos análogos a los de la proposición citada se muestra que ξ#
U es una aplicación

bien definida, ahora, mostraremos que es una aplicación OSpec(A( f ))(U)-lineal: sean s, t ∈ M̃( f )(U),

λ, μ ∈ OSpec(A( f ))(U) y p ∈ ζ−1(U).

ξ#
U(λs + μt)(p) = kp( f )

(
(λs + μt) ◦ ζ |ζ−1(U)(p)

)
= kp( f )

(
(λs + μt)(p( f ))

)
= kp( f )

(
λ(p( f ))s(p( f ))

)
+ kp( f )

(
μ(p( f ))t(p( f ))

)
= hp( f )

(
λ(p( f ))

) · kp( f )

(
s(p( f ))

)
+ hp( f )

(
μ(p( f ))

) · kp( f )

(
t(p( f ))

)
= hp( f )

(
λ ◦ ζ |ζ−1(U)(p)

) · kp( f )

(
s ◦ ζ |ζ−1(U)(p)

)
+

hp( f )

(
μ ◦ ζ |ζ−1(U)(p)

) · kp( f )

(
t ◦ ζ |ζ−1(U)(p)

)
=

(
λ · ξ#

U(s) + μ · ξ#
U(t)

)
(p).

Ası́, como las aplicaciones ξ#
U(λs + μt) y λ · ξ#

U(s) + μ · ξ#
U(t) tienen el mismo dominio, codominio

y regla de asignación se sigue que son iguales y esto implica que ξ#
U es una aplicación OSpec(A( f ))-

lineal. Por último, de manera análoga a lo realizado para ζ# se muestra que ξ# es un morfismo y

posteriormente que es un isomorfismo de gavillas.

Los próximos resultados nos mostrarán algunas de las propiedades de las gavillas obtenidas a

partir de módulos graduados.

Proposición 4.12. Sea A =
⊕

n∈Z+ An un anillo graduado finitamente generado por A1 como
A0-álgebra. Si M y N son módulos graduados sobre A, entonces

M̃ ⊗A N � M̃ ⊗OProj(A)
Ñ.

Demostración. Sea f ∈ Ah donde grad( f ) = e. Vamos a definir una aplicación A( f )-lineal entre

(M̃ ⊗OProj(A)
Ñ)−(D+( f )) y M̃ ⊗A N(D+( f )), para ello, realizaremos las siguientes observaciones: a)

Del enunciado 2 de la proposición anterior obtenemos los A( f )-isomorfismos M̃(D+( f )) � M( f ) y

Ñ(D+( f )) � N( f ) y b) En la Proposición A.34 construimos una aplicación A( f )-lineal ω f : M( f ) ⊗A( f )

N( f ) → (M⊗AN)( f ). De esta manera, vamos a definir la aplicación ψ−D+( f ) : (M̃⊗OProj(A)
Ñ)−(D+( f ))→
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M̃ ⊗A N(D+( f )) como la aplicación obtenida de la composición de las aplicaciones que aparecen

en el siguiente diagrama:

(M̃ ⊗OProj(A)
Ñ)−(D+( f ))

ψ−D+( f )
��

�

��

M̃ ⊗A N(D+( f ))

M( f ) ⊗A( f )
N( f )

ω f

�� (M ⊗A N)( f )

�

��

Ahora bien, sean f1, f2 ∈ Ah tales que grad( f1) = e1 y D+( f2) ⊆ D+( f1). De la contención anterior

se sigue que existen t ∈ N, u ∈ Z+ y λ ∈ Au tales que f t
2 = λ f1. Para probar la igualdad

(2.1) ρM̃⊗AN
D+( f1)

D+( f2)
◦ ψ−D+( f1) = ψ

−
D+( f2) ◦ ρ(

M̃ ⊗OProj(A)
Ñ
)−D+( f1)

D+( f2)

será suficiente probar que el siguiente diagrama es conmutativo:

M( f1) ⊗A( f1)
N( f1)

ω f1 ��

H1

��

(M ⊗A N)( f1)

H2

��
M( f2) ⊗A( f2)

N( f2)
ω f2

�� (M ⊗A N)( f2)

donde H1 y H2 son las aplicaciones naturales obtenidas del hecho que f t
2 = λ f1. Bastará con probar

que la conmutatividad se satisface para los elementos generadores: sean r, s ∈ Z+, m ∈ Mre1
y

n ∈ Nse1
,

H2 ◦ ω f1

(
m
f r
1

⊗ n
f s
1

)
= H2

(
m ⊗ n
f r+s
1

)
=

λr+s(m ⊗ n)

f t(r+s)

2

=
(λrm) ⊗ (λsn)

f tr+ts
2

= ω f2

(
λrm
f tr
2

⊗ λ
sn

f ts
2

)
= ω f2 ◦ H1

(
m
f r
1

⊗ n
f s
1

)
.

De esta forma, como las aplicaciones H2 ◦ ω f1 y ω f2 ◦ H1 tienen el mismo dominio, codominio

y regla de asignación se sigue que son iguales y consecuentemente la igualdad 2.1 es verdadera.
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Ası́, como
(
D+( f )

)
f∈Ah

+
es una base para la topologı́a de Proj(A) tenemos definido un morfismo

ψ− : (M̃ ⊗OProj(A)
Ñ)− → M̃ ⊗A N. Ahora bien, para cualquier f ∈ A1 tenemos que la aplicación ω f

es un isomorfismo (véase Proposición A.34), esto implica que ψ−|D+( f ) es un isomorfismo. Luego,

como
(
D+( f )

)
f∈A1

es una cubierta abierta de Proj(A) se sigue que (M̃ ⊗OProj(A)
Ñ)− � M̃ ⊗A N y

consecuentemente obtenemos el isomorfismo de gavillas deseado.

Proposición 4.13. Sean M, N, y P módulos graduados sobre un anillo graduado A. Si la
sucesión 0 → M → N → P → 0 es exacta de A-módulos graduados, entonces la sucesión
0→ M̃ → Ñ → P̃→ 0 es exacta de OProj(A)-módulos.

Demostración. Sea f ∈ Ah
+. Como la sucesión 0 → M → N → P → 0 es exacta de A-módulos

graduados se sigue que la sucesión 0 → Mf → Nf → Pf → 0 es exacta de Af -módulos. La

exactitud de la sucesión anterior implica que la sucesión de las componentes homogéneas también

es exacta, en particular, la sucesión de las componentes homogéneas de grado cero 0 → M( f ) →
N( f ) → P( f ) → 0 es exacta de A( f )-módulos. De este modo, la sucesión 0 → M̃|D+( f ) → Ñ|D+( f ) →
P̃D+( f ) → 0 es exacta de OProj(A)|D+( f )-módulos. Luego, como la exactitud de la sucesión anterior se

cumple para cualquier abierto básico de Proj(A) se concluye que la sucesión 0→ M̃ → Ñ → P̃→
0 es exacta de OProj(A)-módulos.

Corolario 4.14. Sea M un módulo graduado sobre un anillo graduado A. Para cada A-submó-

dulo graduado N de M se tiene que existe un isomorfismo entre las gavillas
(̃M

N

)
y

M̃

Ñ
.

Demostración. Sea N un A-submódulo graduado de M. Consideramos la sucesión exacta 0→ N →
M → M

N
→ 0 y aplicamos la Proposición 4.13.

Comparando el resultado de la proposición anterior con el análogo que tenemos para gavillas de

módulos sobre espectros afines, nos daremos cuenta que sólo tenemos una implicación. En efecto,

la proposición anterior lo que realmente nos dice es que la gavilla construida a partir de un módulo

graduado no está determinada por el módulo, es decir, si M y N son módulos graduados sobre un

anillo graduado y no son isomorfos, entonces es posible que M̃ � Ñ. El siguiente ejemplo es una

muestra de este hecho.

Ejemplo 4.15. Consideremos a M =
⊕

s∈Z+ Ms un módulo graduado sobre un anillo graduado

A =
⊕

s∈Z+ As. Sea d ≥ 1. Definimos

M(d) =
⊕
s∈Z+

(M(d))s



134 4. GAVILLAS CASI COHERENTES

donde (M(d))s = Md+s para cada s ∈ Z+. Tenemos las siguientes observaciones sobre M(d):

• M(d) es un módulo sobre A con la estructura inducida por M.

• Por construcción tenemos que
(
(M(d))s

)
s∈Z+ es una familia subgrupos de M(d) tales que

M(d) =
⊕

s∈Z+(M(d))s.

• Para cualesquier s, r ∈ Z+ se satisface que

Ar × (M(d))s ⊆ Ar × Md+s ⊆ Md+r+s = (M(d))r+s.

De lo anterior se sigue que M(d) es un módulo graduado sobre A.

Sea f ∈ A1. Vamos a considerar el Af -módulo M(d) f donde recordemos que M(d) f es un módulo

graduado con la graduación
(
(M(d) f )s

)
s∈Z donde para cualquier s ∈ Z se tiene que

(M(d) f )s =

{
m
f t

∣∣∣∣∣ t ∈ Z+, m ∈ Mh y grad(m) = d + s + t
}
.

Consideremos la componente homogénea de grado cero M(d)( f ). Vamos a mostrar que existe un

A( f )-isomorfismo entre M( f ) y M(d)( f ). Consideremos la siguiente asignación:

ψ : M( f ) → M(d)( f )

m
f t 
→ f dm

f t

Comenzaremos mostrando que ψ está bien definida: sean t1, t2 ∈ Z+, m1 ∈ Mt1 y m2 ∈ Mt2 de

modo que
m1

f t1
=

m2

f t2
. Ası́, se sigue que existe v ∈ Z+ tal que f v f t2m1 = f v f t1m2. La igualdad

anterior implica que f v f t2 f dm1 = f v f t1 f dm2, además, el hecho de que grad( f dm1) = d + t1 y

grad( f dm2) = d + t2 implican la igualdad
f dm1

f t1
=

f dm2

f t2
en M(d)( f ). Por lo tanto, ψ está bien

definida.

A continuación probaremos que ψ es una aplicación A( f )-lineal: sean t1, t2, u1, u2 ∈ Z+, m1 ∈ Mt1 ,

m2 ∈ Mt2 , a1 ∈ Au1
y a2 ∈ Au2

,

ψ

(
a1

f u1
· m1

f t1
+

a2

f u2
· m2

f t2

)
= ψ

(
f t2+u2a1m1 + f t1+u1a2m2

f t1+u1+t2+u2

)
=

f d( f t2+u2a1m1 + f t1+u1a2m2)

f t1+u1+t2+u2

=
a1

f u1
· f dm1

f t1
+

a2

f u2
· f dm2

f t2

=
a1

f u1
· ψ

(
m1

f t1

)
+

a2

f u2
· ψ

(
m2

f t2

)
.
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Ahora, probaremos que ψ es una aplicación inyectiva: sean t ∈ Z+ y m ∈ Mt tales que
m
f t ∈ Kerψ.

Como
f dm
f t =

0M

1A
, se sigue que existe u ∈ Z+ tal que f u+dm = 0M. De este modo, como

m
f t =

f u+dm
f u+d f t =

0M

f u+d+t = 0M( f )
se concluye que ψ es inyectiva.

Por último, mostraremos que ψ es sobreyectiva: sean t ∈ Z+ y m ∈ (M(d))t = Md+t. Afirmamos que

la imagen del elemento
m

f d+t bajo ψ es
m
f t , en efecto:

ψ

(
m

f d+t

)
=

f dm
f d+t =

m
f t .

Ası́, tenemos que ψ es una aplicación sobreyectiva.

De este modo, tenemos que ψ es un A( f )-isomorfismo entre M( f ) y M(d)( f ). Consecuentemente se

tiene que

M̃|D+( f ) � M̃( f ) � M̃(d)( f ) � M̃(d)|D+( f )

y por lo tanto tenemos un isomorfismo entre las gavillas M̃ y M̃(d). Sin embargo, en general el

módulo graduado M no es isomorfo al módulo graduado M(d).

3. Clasificación de las Gavillas Casi Coherentes y Coherentes

En esta sección, después de definir a las gavillas casi coherentes y coherentes y estudiar algunas

de sus propiedades realizaremos de manera definitiva la clasificación de estos objetos cuando se

encuentran sobre un esquema afı́n, y como consecuencia también los clasificaremos cuando se

encuentran sobre un esquema arbitrario. Para concluir con esta sección y con este capı́tulo, estudia-

remos algunas aplicaciones de esta clase de gavillas. Comenzaremos definiendo a los objetos de

nuestro interés.

Definición 4.16. Sea F una gavilla de OX-módulos sobre un esquema (X,OX). F es casi cohe-
rente (respectivamente, coherente) si existe una cubierta afı́n (Ui)i∈I de X tal que para todo i ∈ I
existe un OX(Ui)-módulo Mi (respectivamente, OX(Ui)-módulo finitamente generado Mi) de modo

que F |Ui � M̃i.

Los siguientes resultados nos presentan propiedades de las gavillas casi coherentes que se en-

cuentran sobre un esquema afı́n.

Lema 4.17. Sean A un anillo y F un OSpec(A)-módulo casi coherente (respectivamente, cohe-
rente). Existen r ∈ N y g1, . . . , gr ∈ A tales que Spec(A) =

⋃r
i=1 D(gi) y F |D(gi) � Ñi donde Ni
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es un módulo sobre Agi (respectivamente, un módulo finitamente generado sobre Agi) para cada
i ∈ {1, . . . , r}.

Demostración. Como F es una gavilla casi coherente (respectivamente, coherente) existe una cu-

bierta afı́n
(
Ui

)
i∈I de Spec(A) tal que F |Ui � M̃i donde Mi es un OSpec(A)(Ui)-módulo (respectiva-

mente, OSpec(A)(Ui)-módulo finitamente generado) para cada i ∈ I. Sea p ∈ Spec(A). Como (Ui)i∈I
es una cubierta abierta de Spec(A) existe j ∈ I tal que p ∈ U j; por otro lado, como

(
D(g)

)
g∈A es una

base para la topologı́a de Spec(A) existe gj ∈ A tal que p ∈ D(gj) y D(gj) ⊆ U j, además, sin pérdida

de generalidad podemos suponer que D(gi) es un abierto básico de U j. Luego, observemos que

F |D(g j) =
(F |Ui

)|D(g j) � M̃ j|D(g j) � ˜(Mj)g j ,

donde tenemos que (Mj)g j es un Ag j-módulo (respectivamente, Ag j-módulo finitamente generado).

Además, como
(
D(gi)

)
i∈I es una cubierta abierta de Spec(A) y como Spec(A) es casi compacto

podemos considerar un número finito de abiertos de dicha cubierta.

Proposición 4.18. Sean A un anillo, F un OSpec(A)-módulo casi coherente y f un elemento de
A. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Si s ∈ F (
Spec(A)

)
es tal que s|D( f ) = 0F (D( f )), entonces existe n ∈ Z+ de modo que f ns =

0F (Spec(A)).
2. Si t ∈ F (

D( f )
)
, entonces existen n ∈ Z+ y s ∈ F (Spec(A)) tales que s|D( f ) = f nt.

Demostración.

1. Sea s ∈ F (Spec(A)) tal que s|D( f ) = 0F (D( f )). Como F es una gavilla casi coherente sobre Spec(A)

por el lema anterior existen r ∈ N y g1, . . . , gr ∈ A tales que Spec(A) =
⋃r

i=1 D(gi) y F |D(gi) � M̃i

donde Mi es un módulo sobre Agi para todo i ∈ {1, . . . , r}. Sea i ∈ {1, . . . , r}. Vamos a denotar por si

a la restricción de s en D(gi), es decir, denotamos si = s|D(gi). Puesto que F |D(gi) � M̃i se sigue que

F (D(gi)) � Mi. Ahora bien, veamos qué sucede con la sección si cuando la restringimos al abierto

principal D( f ) ∩ D(gi) = D( f gi):

si|D( f )∩D(gi) = (s|D(gi))|D( f )∩D(gi) = s|D( f )∩D(gi) = (s|D( f ))|D( f )∩D(g) = 0F (D( f gi)),

ası́, tenemos que si|D( f gi) = 0F (D( f gi)). Además, como D( f gi) ⊆ D(gi) y F |D(gi) � M̃i se sigue que

F (D( f gi)) � (Mi) f . De esta forma, como la imagen de si|D( f gi) en (Mi) f es igual a cero existe ni ∈ Z+
tal que f ni si = 0Mi y como sólo tenemos un número finito de ı́ndices involucrados podemos suponer

que existe n ∈ Z+ tal que f ns j = 0M j para todo j ∈ {1, . . . , r}, es decir, tenemos que f ns|D(g j) = 0M j

para cualquier j ∈ {1, . . . , r}. De este modo, f ns es una sección global de F que se anula en la
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restricción de cada abierto de una cubierta abierta de Spec(A), por lo tanto, como F es una gavilla

se concluye que f ns = 0F (Spec(A)).

2. Sea t ∈ F (D( f )). Nuevamente, como F es una gavilla casi coherente por el lema anterior existen

r ∈ N y g1, . . . , gr ∈ A tales que Spec(A) =
⋃r

i=1 D(gi) y F |D(gi) � M̃i donde Mi es un módulo sobre

Agi para todo i ∈ {1, . . . , r}. Sea i ∈ {1, . . . , r}. Tomamos al abierto principal D( f ) ∩ D(gi) = D( f gi)

y vamos a considerar la restricción de la sección t a este abierto, es decir, consideramos a la sección

t|D( f gi). Recordemos que el hecho de que D( f gi) ⊆ D(gi) y de que F |D(gi) � M̃i implican que

F (D( f gi)) � (Mi) f . De esta forma, se sigue que existen ni ∈ Z+ y una sección ti de F sobre

D(gi) que se restringe a f ni t|D( f gi) en D( f gi), es decir, tenemos que ti|D( f gi) = f ni t|D( f gi). Puesto que

sólo tenemos un número finito de ı́ndices involucrados podemos considerar n ∈ Z+ de modo que

exista t j ∈ F (D(gj)) y que satisfaga que t j|D( f g j) = f nt|D( f g j) para todo j ∈ {1, . . . , r}. Por otro

lado, para cualesquier i, j ∈ {1, . . . , r} se tiene que las secciones ti y t j coinciden en el abierto

D( f ) ∩ D(gi) ∩ D(gj), en efecto:

ti|D( f gig j) = (ti|D( f gi))|D( f gig j)

= ( f nt|D( f gi))|D( f gig j)

= f nt|D( f gig j)

= ( f nt|D( f g j))|D( f gig j)

= (t j|D( f g j))|D( f gig j)

= t j|D( f gig j).

De esta igualdad de secciones se sigue que(
ti|D(gig j) − t j|D(gig j)

)|D( f gig j) = 0F (D( f gig j))

y aplicando el enuncido 1 de esta proposición tenemos que existe mi j ∈ Z+ tal que

f mi j
(
ti|D(gi)∩D(g j) − t j|D(gi)∩D(g j)

)
= 0F (D(gig j)).

Como sólo tenemos un número finito de ı́ndices involucrados podemos considerar m ∈ Z+ tal que

f m(ti|D(gi)∩D(g j) − t j|D(gi)∩D(g j)

)
= 0F (D(gig j))

para cualesquier i, j ∈ {1, . . . , r}. De este modo, tenemos que la siguiente igualdad se satisface para

cualesquier i, j ∈ {1, . . . , r}:
f mti|D(gi)∩D(g j) = f mt j|D(gi)∩D(g j),

además, como
(
D(gi)

)
i∈{1,...,r} es una cubierta abierta de Spec(A) y F es una gavilla tenemos asegu-

rada la existencia de una sección s de F sobre Spec(A) de modo que s|D(gi) = f mti para cualquier
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i ∈ {1, . . . , r}. Vamos a mostrar que la sección global s es la sección buscada. Para cada i ∈ {1, . . . , r}
observemos el comportamiento de la sección s en el abierto D( f ) ∩ D(gi):

s|D( f gi) = (s|D(gi))|D( f gi) = f mti|D( f gi) = f m f nt|D( f gi) = f m+nt|D( f gi),

luego, la igualdad anterior implica que

(
s|D( f ) − f m+nt

)|D( f )∩D(gi) = 0F (D( f gi)).

De este modo, puesto que la ecuación anterior se cumple para cualquier i ∈ {1, . . . , r}, F es una

gavilla y
(
D( f )∩D(gi)

)
i∈{1,...,r} es una cubierta abierta de D( f ) se sigue que s|D( f ) − f m+nt = 0F (D( f )).

Por lo tanto, concluimos que s|D( f ) = f m+nt.

El siguiente resultado que mostraremos es uno de los objetivos de este trabajo: la clasificación

de las gavillas casi coherentes sobre esquemas afines. Además, utilizando dicha clasificación y

agregando la hipótesis de que el esquema afı́n en que nos encontramos sea noetheriano, realizare-

mos la clasificación de las gavillas coherentes sobre esquemas afines noetherianos.

Teorema 4.19. Sean A un anillo (respectivamente, anillo noetheriano) y F una gavilla de
OSpec(A)-módulos. F es casi coherente (respectivamente, coherente) si y sólo si existe un A-módulo
M (respectivamente, un A-módulo finitamente generado M) tal que F � M̃.

Demostración. Supongamos que existe M un A-módulo (respectivamente, A-módulo finitamente

generado) tal que F � M̃. Tomando a
(
Spec(A)

)
como la cubierta afı́n de Spec(A) requerida se

sigue de manera inmediata que F es una gavilla casi coherente (respectivamente, coherente).

Recı́procamente, sea F una gavilla casi coherente sobre (Spec(A),OSpec(A)) donde A es cualquier

anillo. Vamos a fijar M = F (Spec(A)). Nuestro objetivo será el de construir un isomorfismo de

gavillas ξ : M̃ → F . Puesto que
(
D( f )

)
f∈A es una base para la topologı́a de Spec(A), para cons-

truir el morfismo deseado será suficiente con construir las aplicaciones OSpec(A)(D( f ))-lineales

ξD( f ) : M̃(D( f )) → F (D( f )) para cada f ∈ A y comprobar la compatibilidad con las restric-

ciones de gavilla. Sea f ∈ A. Para construir la aplicación ξD( f ) observemos que es suficiente con

construir una aplicación Af -lineal ζ f : Mf → F (D( f )), para ello, utilizaremos la propiedad univer-

sal de la localización para módulos. Como aplicación a considerar entre M y F (D( f )) tomamos la

restricción en la gavilla F , luego, vamos a probar que la homotecia

hf : F (D( f )) → F (D( f ))

s 
→ f |D( f )s
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es una biyección. Observemos que precisamente f |D( f ) es un elemento invertible en OSpec(A)(D( f )),

de este modo, podemos definir la aplicación

l f : F (D( f )) → F (D( f ))

s 
→ f |−1
D( f )s

Ası́, puesto que claramente tenemos que hf y l f son aplicaciones inversas, por la propiedad universal

de la localización para módulos tenemos que existe una aplicación A-lineal ζ f : Mf → F (D( f ))

y es la única aplicación que satisface el siguiente enunciado: para cualesquier m ∈ M y u ∈ Z+ se

tiene que f u|D( f ) · ζ f

(
m
f u

)
= m|D( f ). Luego, del hecho que f |D( f ) es invertible en OSpec(A)(D( f )) se

sigue que podemos escribir a la aplicación ζ f de la siguiente manera:

ζ f : Mf → F (D( f ))
m
f u 
→ f u|−1

D( f )m|D( f )

Lo que haremos a continuación es probar que ζ f es una aplicación Af -lineal: sean m, n ∈ M, a, b ∈ A
y u, v,w, z ∈ Z+,

ζ f

(
a
f w ·

m
f u +

b
f z ·

n
f v

)
= ζ f

(
f z+vam + f w+ubn

f w+u+z+v

)

= f w+u+z+v|−1
D( f )( f z+vam + f w+ubn)|D( f )

= f w+u+z+v|−1
D( f ) f z+v|D( f )a|D( f )m|D( f ) + f w+u+z+v|−1

D( f ) f w+u|D( f )b|D( f )n|D( f )

= f w|−1
D( f )a|D( f ) f u|−1

D( f )m|D( f ) + f z|−1
D( f )b|D( f ) f v|D( f )n|D( f )

=
a
f w · ζ f

(
m
f u

)
+

b
f z · ζ f

(
n
f v

)
.

De esta forma, tenemos que ζ f es una aplicación Af -lineal. Más aún, vamos a mostrar que ζ f es un

isomorfismo:

• ζ f es inyectiva: sean m ∈ M y u ∈ Z+ tales que
m
f u ∈ Ker ζ f . Como f |D( f ) es invertible en

OSpec(A)(D( f )), la igualdad f u|−1
D( f )m|D( f ) = 0F (D( f )) implica que m|D( f ) = 0F (D( f )). Luego, el

enunciado 1 de la proposición anterior implica que existe t ∈ Z+ tal que f tm = 0M. De esta

forma, como

m
f u =

f t

f t ·
m
f u =

f tm
f tu =

0M

f tu = 0M f

concluimos que ζ f es inyectiva.
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• ζ f es sobreyectiva: sea t ∈ F (D( f )). Por el enunciado 2 de la proposición anterior tenemos

que existen u ∈ Z+ y m ∈ M tales que m|D( f ) = f ut. Afirmamos que la imagen del elemento
m
f u bajo ζ f es igual a t, en efecto:

ζ f

(
m
f u

)
= f u|−1

D( f )m|D( f ) = f u|−1
D( f ) f u|D( f )t = t.

Ası́, se tiene que ζ f es una aplicación sobreyectiva.

De esta forma, tenemos que ζ f es un Af -isomorfismo. Ahora, consideremos f , g ∈ A tales que

D(g) ⊆ D( f ), vamos a probar que el siguiente diagrama es conmutativo:

Mf
ζ f

��

H

��

F (D( f ))

ρF
D( f )
D(g)

��
Mg

ζg

�� F (D(g))

donde la aplicación H : Mf → Mg es la natural dada por el hecho de que existen t ∈ N y λ ∈ A
tales que gt = λ f . Sean m ∈ M y u ∈ Z+.

ρF
D( f )

D(g)
◦ ζ f

(
m
f u

)
= ρF

D( f )

D(g)

(
f u|−1

D( f )m|D( f )

)
= f u|−1

D(g)m|D(g)

= λu|D(g)λ
u|−1

D(g) f u|−1
D(g)m|D(g)

= gtu|−1
D(g)(λ

um)|D(g)

= ζg

(
λum
gtu

)
= ζg ◦ H

(
m
f u

)
.

De esta forma, concluimos que la gavilla M̃ es isomorfa a F .

Ahora, supongamos que A es un anillo noetheriano y que F es una gavilla coherente. Como F es

en particular una gavilla casi coherente, preservando la notación anterior tenemos que F � M̃, de

esta forma, sólo nos resta a probar que M es finitamente generado. Por el Lema 4.17 se sigue que

existen r ∈ N y g1, . . . , gr ∈ A tales que Spec(A) =
⋃r

i=1 D(gi) y de modo que para cada i ∈ {1, . . . , r}
se tiene que F |D(gi) � M̃i donde Mi es un Agi-módulo finitamente generado. Sea i ∈ {1, . . . , r}. De

los hechos anteriores se sigue que Mgi es un Agi-módulo finitamente generado y esto implica que
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existe ti ∈ N y existen mi j ∈ M y si j ∈ Z+ para cada j ∈ {1, . . . , ti} tales que

Mgi = Agi

mi1

g
si1
i

+ Agi

mi2

g
si2
i

+ · · · + Agi

miti

g
siti
i

.

Sea n ∈ M. Como
n
1A

es un elemento de Mgi se sigue que existen ai1 , ai2 , . . . , aiti
elementos de Agi

tales que

n
1A
=

ti∑
j=1

ai j

mi j

g
si j

i

.

De esta igualdad se sigue que existe ui ∈ Z+ de modo que

gui
i n =

ti∑
j=1

bi jmi j

para ciertos bi1 , bi2 , . . . , biti
elementos de A. Observemos que guin ∈ M y que sin pérdida de genera-

lidad podemos suponer que ui > 0. Por otro lado, puesto que Spec(A) =
⋃r

i=1 D(gi) =
⋃r

i=1 D(gui
i )

se sigue que A = Agu1

1
+ Agu2

2
+ · · · + Agur

r y consecuentemente existen λ1, . . . , λr ∈ A tales que

1A =

r∑
i=1

λig
ui
i .

De esta forma, tenemos que

n =
r∑

i=1

λig
ui
i n =

r∑
i=1

ti∑
j=1

λibi jmi j .

Por lo tanto, tenemos que M =
〈
mi j

∣∣∣ i ∈ {1, . . . , r}, j ∈ {1, . . . , ti}
〉

A
y de esta forma concluimos que

M es finitamente generado.

Como corolario a la clasificación de las gavillas casi coherentes sobre esquemas afines tenemos

su clasificación sobre cualquier esquema. De manera análoga al caso afı́n, realizaremos la clasi-

ficación de las gavillas coherentes cuando el esquema en que nos encontremos sea noetheriano.

Antes de realizar dicha clasificación necesitaremos la ayuda del siguiente lema que es una de las

consecuencias de la clasificación de las gavillas casi coherentes sobre esquemas afines:

Lema 4.20. Sea F un OX-módulo casi coherente (respectivamente, coherente) sobre un esque-
ma (respectivamente, esquema noetheriano) (X,OX). Si U es un abierto afı́n, entonces F |U es una
gavilla casi coherente (respectivamente, coherente) sobre (U,OU).

Demostración. Sea U un abierto afı́n de X. Como F es casi coherente (respectivamente, coherente)

existe una cubierta afı́n (Vi)i∈I de X tal que F |Vi � M̃i donde Mi es un OX(Vi)-módulo, (respectiva-

mente, OX(Vi)-módulo finitamente generado) para cada i ∈ I.
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Sea i ∈ I. Puesto que F |Vi es una gavilla de OVi-módulos sobre el esquema afı́n (Vi,OVi) (respec-

tivamente, esquema afı́n noetheriano (Vi,OVi)) y F |Vi � M̃i con Mi un OX(Vi)-módulo (respecti-

vamente, OX(Vi)-módulo finitamente generado) por el teorema anterior se sigue que F |Vi es una

gavilla casi coherente (respectivamente, coherente).

Ahora bien, observemos que (U ∩ Vi)i∈I es una cubierta abierta de U, además, sin pérdida de gene-

ralidad para cada i ∈ I podemos suponer que U ∩ Vi es un abierto básico de U y consecuentemente

existe gi ∈ OX(Vi) de modo que podemos ver a D(gi) como un abierto básico de U ∩ Vi. De esta

manera, como tenemos que

(F |U)|D(gi) = F |D(gi) = (F |Vi)|D(gi) � M̃i|D(gi) � (̃Mi)gi

donde (Mi)gi es un OX(Vi)gi-módulo (respectivamente, OX(Vi)gi-módulo finitamente generado) para

cada j ∈ {1, . . . , ri}. Por lo tanto, concluimos que F |U es una gavilla casi coherente (respectiva-

mente, coherente).

Corolario 4.21. Sea F un OX-módulo sobre un esquema (respectivamente, esquema noetheri-
ano) (X,OX). F es casi coherente (respectivamente, coherente) si y sólo si para todo abierto afı́n
U de X se tiene que F |U � M̃ donde M es un OX(U)-módulo (respectivamente, OX(U)-módulo
finitamente generado).

Demostración. Supongamos que para todo abierto afı́n U de X tenemos que F |U � M̃ donde

M es un OX(U)-módulo (respectivamente, OX(U)-módulo finitamente generado). El hecho de que

(X,OX) es un esquema implica de manera inmediata que F es casi coherente (respectivamente,

coherente).

Recı́procamente, supongamos que F es una gavilla casi coherente (respectivamente, coherente) y

que (X,OX) es cualquier esquema (respectivamente, esquema noetheriano). Sea U un abierto afı́n

de X. Como F es casi coherente (respectivamente, coherente) por el lema anterior tenemos que

F |U es casi coherente (respectivamente, coherente) sobre (U,OU) que es un esquema afı́n (respec-

tivamente, esquema afı́n noetheriano), ası́, por el Teorema 4.19 concluimos que F |U � M̃ donde M
es OX(U)-módulo (respectivamente, OX(U)-módulo finitamente generado).

Como el lector ya podrá haber notado, en el proceso para realizar la clasificación de las gavillas

casi coherentes sobre esquemas afines mostramos que hay una equivalencia entre el Lema 4.17, la

Proposición 4.18 y el Teorema 4.19. De hecho, algunos autores muestran en un sólo resultado su

equivalencia (ver por ejemplo [7], Teorema 1.11, página 45).
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Con la clasificación de gavillas casi coherentes que hemos realizado, de una manera inmediata

podemos obtener resultados sobre las sucesiones exactas de gavillas casi coherentes y del cociente

de gavillas casi coherentes sobre esquemas afines.

Corolario 4.22. Sean F , G y H gavillas casi coherentes de OX-módulos sobre un esquema
afı́n (X,OX). La sucesión de gavillas 0 → F → G → H → 0 es exacta si y sólo si la sucesión
0→ F (X)→ G(X)→ H(X)→ 0 es exacta de OX(X)-módulos.

Corolario 4.23. Sea (X,OX) un esquema afı́n. Si G es un OX-submódulo casi coherente de un

OX-módulo casi coherente F , entonces
F
G �

˜(F (X)

G(X)

)
. En otras palabras,

F
G es casi coherente y

F
G (X) �

F (X)

G(X)
.

Otra de las consecuencias de la clasificación de las gavillas casi coherentes sobre esquemas

afines nos es dada por la demostración: en efecto, la técnica usada para construir el morfismo en

dicha prueba puede generalizarse para obtener de manera inmediata el siguiente resultado del cual

omitiremos su demostración.

Proposición 4.24. Sean F y G gavillas de OX-módulos sobre un esquema afı́n (X,OX). Si
G es una gavilla casi coherente, entonces existe un OX(X)-isomorfismo entre HomOX (G,F ) y
HomOX(X)(G(X),F (X)). Además, siH es una gavilla casi coherente sobre (X,OX), de manera par-
ticular tenemos que

HomOX (G̃(X), H̃(X)) � HomOX(X)(G(X),H(X)).

Con todo lo que hemos hecho hasta ahora, una pregunta natural es si es posible construir gavillas

casi coherentes a partir de gavillas casi coherentes conocidas. Para concluir con este capı́tulo, los

siguientes resultados contestarán a esta interrogante.

Proposición 4.25. Si (X,OX) un esquema, entonces OX es una gavilla casi coherente.

Demostración. En primer lugar, vamos a considerar el caso especial en que (X,OX) es un esquema

afı́n. Como (X,OX) es afı́n, existe un anillo A de modo que (X,OX) � (Spec(A),OSpec(A)). Ası́, se

tiene que OX � OSpec(A) = Ã y de este modo se sigue que OX es una gavilla casi coherente. Más

aún, puesto que A es finitamente generado tenemos que OX es coherente.

Ahora, consideremos el caso general en que (X,OX) es un esquema. Como (X,OX) es un esquema

existe una cubierta afı́n
(
Ui

)
i∈I de X. Sea i ∈ I. Puesto que Ui es un abierto afı́n, por la primera

parte tenemos que OUi = OX |Ui es una gavilla casi coherente. Por lo tanto, concluimos que OX es
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una gavilla casi coherente. Más aún, como Ai es finitamente generado para cada i ∈ I tenemos que

OX es coherente.

Proposición 4.26. Sea (X,OX) un esquema. Si F y G son OX-módulos casi coherentes, entonces
F ⊗OX G es un OX-módulo casi coherente.

Demostración. Comencemos considerando el caso en que (X,OX) es un esquema afı́n. Como F y

G son gavillas casi coherentes sobre un esquema afı́n tenemos que F � F̃ (X) y G � G̃(X). Luego,

utilizando el Teorema 4.4 se tiene que

F ⊗OX G � F̃ (X) ⊗ÕX(X) G̃(X) � ˜F (X) ⊗OX(X) G(X).

Por lo tanto, concluimos que F ⊗OX G es una gavilla casi coherente.

Ahora, consideremos el caso general en que (X,OX) es un esquema. Sea U un abierto afı́n de X,

mostraremos que (F⊗OXG)
∣∣∣
U

es una gavilla casi coherente sobre (U,OU). Por el Lema 2.44 sabemos

que (F ⊗OX G)|U � F |U ⊗OX |U G|U . Luego, como F y G son casi coherentes sobre X, por el Lema

4.20 se tiene que F |U y G|U son casi coherentes sobre el esquema afı́n (U,OU). De este modo, por

la primera parte tenemos que F |U ⊗OU G|U es una gavilla casi coherente. Por lo tanto, concluimos

que F ⊗OX G es una gavilla casi coherente.

Observemos que de una manera natural podemos extender el resultado anterior cuando conside-

ramos el producto tensorial de un número finito de gavillas casi coherentes sobre un esquema.

Proposición 4.27. Sea (X,OX) un esquema. Si (Fi)i∈I es una familia de OX-módulos casi coher-
entes, entonces

⊕
i∈I Fi es un OX-módulo casi coherente.

Demostración. En primer lugar, supongamos que (X,OX) es un esquema afı́n. Como (X,OX) es un

esquema afı́n y Fi es una gavilla casi coherente para todo i ∈ I, se sigue que Fi = F̃i(X) para todo

i ∈ I. De esta forma, por el Teorema 4.4 tenemos que⊕
i∈I
Fi �

⊕
i∈I
F̃i(X) �

⊕̃
i∈I
Fi(X).

Consecuentemente tenemos que
⊕

i∈I Fi es una gavilla casi coherente.

Ahora, consideremos el caso general en que (X,OX) es un esquema. Sea U un abierto afı́n de X,

vamos a mostrar que
(⊕

i∈I Fi
)∣∣∣

U
es una gavilla casi coherente sobre (U,OU). Por el Lema 2.9

sabemos que
(⊕

i∈I Fi
)∣∣∣

U
�

⊕
i∈I Fi|U . Luego, como Fi es una gavilla casi coherente, por el Lema

4.20 se tiene que Fi|U es una gavilla casi coherente para cada i ∈ I. Además, como (U,OU) es un
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esquema afı́n por la primera parte concluimos que
(⊕

i∈I Fi
)∣∣∣

U
es una gavilla casi coherente. Por

lo tanto, concluimos que
⊕

i∈I Fi es una gavilla casi coherente.

Gracias a las proposiciones anteriores ya sabemos una manera de construir gavillas casi cohe-

rentes sobre esquemas dados. De esta forma, si consideramos al esquema (X,OX), puesto que OX

es una gavilla casi coherente podemos considerar el producto tensorial finito y la suma directa de

gavillas OX para obtener gavillas casi coherentes. Sin embargo, el considerar el producto tensorial

no nos dará como resultado ninguna nueva gavilla: en efecto, consideremos un elemento p ∈ X y

observemos que

(OX ⊗OX OX)p � OX,p ⊗OX,p OX,p � OX,p,

lo cual implica que OX ⊗ OX � OX. Sin embargo, el considerar O(I)
X para algún conjunto I no vacı́o

sı́ nos dará nuevas gavillas casi coherentes pues en general O(I)
X � OX. Estos son los modelos por

excelencia de las gavillas casi coherentes.

Proposición 4.28. Sea F una gavilla de OX-módulos sobre un esquema (X,OX). Si F es libre,
entonces F es casi coherente. Si además (X,OX) es un esquema afı́n, entonces F (X) es un OX(X)-
módulo libre.

Demostración. Como F es libre, existe un conjunto no vacı́o I tal que F � O(I)
X . Puesto que O(I)

X es

una gavilla casi coherente, se concluye que F es casi coherente.

Ahora, supongamos que (X,OX) es un esquema afı́n. Por la parte anterior sabemos que F es casi

coherente y como (X,OX) es un esquema afı́n tenemos que F � F̃ (X). Por otro lado, el hecho de

que (X,OX) es afı́n implica que OX � ÕX(X) y consecuentemente que O(I)
X �

˜OX(X)(I). Finalmente,

puesto que F � O(I)
X se sigue que F̃ (X) � ˜OX(X)(I) y ası́ tenemos que F (X) � OX(X)(I). Por lo

tanto, concluimos que F (X) es un OX(X)-módulo libre.





Capı́tulo 5

Inmersiones entre Esquemas

En este capı́tulo llevaremos a cabo el segundo objetivo de este trabajo: la clasificación de los

subesquemas cerrados de esquemas. Para llevar a cabo este objetivo, serán cruciales para nosotros

las nociones de inmersión cerrada entre espacios anillados y entre esquemas ası́ como algunas de

sus propiedades, es por esta razón que gran parte de este capı́tulo nos encargaremos de estudiar

dichos objetos. Lo que haremos en la primera sección es la construcción de una inmersión cer-

rada entre espacios anillados para motivar nuestro estudio. En la segunda sección definiremos las

inmersiones abiertas y cerradas entre espacios anillados, revisaremos algunos ejemplos y realizare-

mos la clasificación de las inmersiones cerradas entre espacios anillados. La tercera sección se

encargará de definir y de estudiar algunas de las propiedades de las inmersiones cerradas entre es-

quemas que necesitaremos para realizar nuestro objetivo. Finalmente, en la cuarta y última sección

realizaremos de una manera definitiva la clasificación de los subesquemas cerrados de un esquema.

1. Una Motivación a las Inmersiones

Antes de definir de manera concreta las inmersiones entre espacios anillados y esquemas, en es-

ta sección vamos a realizar las construcciones de un espacio anillado y de un morfismo de espacios

anillados que satisfacen propiedades muy particulares. Como podrá verse en la siguiente sección,

realmente construiremos una inmersión cerrada entre espacios anillados.

Durante el resto de la sección vamos a fijar un espacio anillado (X,OX) y un ideal I de OX.

Recordemos que a partir del ideal I podemos considerar el siguiente conjunto

V(I) =
{
p ∈ X

∣∣∣Ip � OX,p

}
que tiene una estructura de cerrado en X (véase Proposición 4.3). Sabemos que I es una gavilla de

ideales sobre X, además, como I es una subgavilla de la gavilla de anillos OX vamos a considerar la

gavilla cociente
OX

I la cual es una gavilla de anillos sobre X. Ahora, vamos a considerar la restric-

ción de la gavilla
OX

I a V(I) para obtener una gavilla de anillos sobre V(I), es decir, consideramos

la gavilla ι−1

(OX

I
)

sobre V(I) que denotaremos por OV(I). De este modo, a partir de un ideal I de

147
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OX y considerando al cerrado V(I) como un espacio topológico con la topologı́a inducida por X,

hemos construido un espacio anillado (V(I),OV(I)).

Ahora bien, una vez que tenemos los espacios anillados (V(I),OV(I)) y (X,OX) vamos a definir un

morfismo de espacios anillados entre ellos. En primer lugar, necesitamos una aplicación continua

entre V(I) y X, ası́ que podemos considerar de manera natural la aplicación inclusión ι : V(I)→ X.

En segundo lugar, necesitamos un morfismo de gavillas ι# : OX → ι∗(OV(I)). En lo que resta de la

sección nos dedicaremos a construir dicho morfismo.

Para comenzar, vamos a construir un morfismo entre las gavillas
OX

I e ι∗(OV(I)). Luego, puesto

que tenemos definido el morfismo proyección entre OX y
OX

I , realizando la composición de dichos

morfismos tendremos definido al morfismo ι#. De esta forma, nuestro siguiente objetivo será el de

construir de manera explı́cita un morfismoΛ :
OX

I → ι∗(OV(I)). Ahora bien, es conveniente recordar

que por construcciónOV(I) = ι
−1

(OX

I
)

y que ι−1

(OX

I
)

es la gavilla asociada a la pregavilla ι−1

(OX

I
)−

(véase la Sección 3 del Capı́tulo 2). Para construir el morfismo Λ deseado vamos a proceder de

la siguiente manera: en primer lugar vamos a construir un morfismo de pregavillas entre
OX

I y

ι∗

(
ι−1

(OX

I
)−)

y en segundo lugar construiremos un morfismo entre las pregavillas ι∗

(
ι−1

(OX

I
)−)

y

ι∗

(
ι−1

(OX

I
))

. Ası́, al realizar la composición de dichos morfismos obtendremos al morfismo Λ.

Iniciaremos con la construcción del morfismo ζ :
OX

I → ι∗

(
ι−1

(OX

I
)−)

. Sea U un abierto de X.

Consideramos la siguiente asignación:

ζU :
OX

I (U) → ι−1

(OX

I
)−

(U ∩ V(I))

s 
→ [(U, s)]

Comenzaremos por mostrar que ζU es una aplicación bien definida. Si s ∈ OX

I (U), entonces tene-

mos que [(U, s)] es un elemento de ι−1

(OX

I
)−

(U ∩ V(I)) pues U es un abierto de X que contiene a

U∩V(I) y sabemos que s ∈ OX

I (U), de esta manera hemos comprobado que ζU(s) ∈ ι−1

(OX

I
)−

(U).

Ahora, sean s1, s2 ∈ OX

I (U) tales que s1 = s2, vamos a mostrar que ζU(s1) = ζU(s2), es decir

que [(U, s1)] = [(U, s2)], en otras palabras, mostraremos que existe un abierto W de X tal que

U ∩ V(I) ⊆ W ⊆ U y ρOX
I

U

W
(s1) = ρOX

I
U

W
(s2). Considerando a W como el propio abierto U se

concluye de manera inmediata que ζU es una aplicación bien definida.
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Luego, tenemos que ζU es un homomorfismo de anillos: en efecto, sean s1 y s2 elementos de
OX

I (U),

ζU(s1 + s2) = [(U, s1 + s2)] = [(U, s1)] + [(U, s2)] = ζU(s1) + ζU(s2).

ζU(s1 · s2) = [(U, s1 · s2)] = [(U, s1)] · [(U, s2)] = ζU(s1) · ζU(s2).

ζU(1OX
I (U)

) = [(U, 1OX
I (U)

)] = [(X, 1OX
I (X)

)] = 1
ι−1(

OX
I )−(U∩V(I))

.

Lo siguiente que haremos es probar la compatibilidad con las restricciones de pregavilla. Sean U y

W abiertos de X tales que W ⊆ U. Vamos a probar que el siguiente diagrama es conmutativo:

OX

I (U)
ζU ��

ρOX
I

U

W

��

ι−1

(OX

I
)−

(U ∩ V(I))

ρ
ι−1

(OX
I

)−U∩V(I)

W∩V(I)

��

OX

I (W)
ζW

�� ι−1

(OX

I
)−

(W ∩ V(I))

Sea s ∈ OX

I (U),

ρ
ι−1

(OX
I

)−U∩V(I)

W∩V(I)
◦ ζU(s) = ρ

ι−1
(OX
I

)−U∩V(I)

W∩V(I)

(
[(U, s)]

)
= [(U, s)]

= [(W, ρOX
I

U

W
(s)]

= ζW(ρOX
I

U

W
(s))

= ζW ◦ ρOX
I

U

W
(s).

De esta manera, tenemos que ζ es un morfismo de pregavillas.

Ahora, realizaremos la construcción del morfismo ξ : ι∗

(
ι−1

(OX

I
)−)
→ ι∗

(
ι−1

(OX

I
))

. Sea U un

abierto de X. Observemos que el homomorfismo ξU que queremos definir tiene como dominio a

ι−1

(OX

I
)−

(U∩V(I)) y como codominio a ι−1

(OX

I
)

(U∩V(I)), de esta forma, de una manera natural

vamos a definir ξU = θ
ι−1

(OX
I

)
U∩V(I)

, donde θ
ι−1

(OX
I

)
U∩V(I)

es el homomorfismo de anillos asociado al morfismo

de pregavillas θ
ι−1

(OX
I

)
: ι−1

(OX

I
)−
→ ι−1

(OX

I
)

(véase Teorema 1.12). Luego, como θ
ι−1

(OX
I

)
es un

morfismo se sigue de manera inmediata que ξ es un morfismo de pregavillas.
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Por lo tanto, al definir Λ = ξ ◦ ζ tenemos que Λ :
OX

I → ι∗(OV(I)) es un morfismo. Posteriormente,

al considerar al morfismo proyección π : OX → OX

I se sigue que Λ ◦ π : OX → ι∗(OV(I)) es un

morfismo. De esta forma, tomando ι# = Λ ◦ π obtenemos el morfismo deseado.

Lo siguiente que haremos será realizar algunas observaciones sobre los objetos que acabamos de

construir:

• La primera observación que realizaremos es sobre la aplicación entre espacios topológicos que

elegimos: aplicación continua ι : V(I)→ X es un homeomorfismo entre V(I) y el cerrado V(I) de

X.

• Como segunda observación tenemos que Λ es un isomorfismo de gavillas: en efecto, vamos a

mostrar que para todo p ∈ X se tiene que Λp :

(OX

I
)

p
→ ι∗(OV(I))p es un isomorfismo. Sea

p ∈ X. Puesto que Λp = ξp ◦ ζp, para mostrar que Λp es un isomorfismo basta mostrar que ζp :(OX

I
)

p
→ ι∗

(
ι−1

(OX

I
)−)

p
y ξp : ι∗

(
ι−1

(OX

I
)−)

p
→ ι∗

(
ι−1

(OX

I
))

p
son isomorfismos. Observemos

que si p � V(I), puesto que(OX

I
)

p
= ι∗

(
ι−1

(OX

I
)−)

p
= ι∗

(
ι−1

(OX

I
))

p
= {0}

se sigue que ζp y ξp son la función nula y el resultado es claro. Ası́, podemos suponer que p ∈ V(I).

∗ ζp es inyectiva: sean U un abierto de X que contiene a p y s ∈ OX

I (U) tales que [(U, s)] ∈ Ker ζp.

Como ζp
(
[(U, s)]

)
= 0

ι∗
(
ι−1

(OX
I

)−)
p

se sigue que [(U, ζU(s))] = [(X, 0
ι∗

(
ι−1

(OX
I

)−)
(X)

)], ası́, existe un

abierto W de X que contiene a p, está contenido en U y tal que ρ
ι∗

(
ι−1

(OX
I

)−)U

W

(
ζU(s)

)
= 0

ι∗
(
ι−1

(OX
I

)−)
(W)

,

dicha igualdad implica que [(U, s)] = 0
ι−1

(OX
I

)−
(W ∩ V(I))

= [(X, 0OX
I (X)

)]. De este modo, se tiene la

existencia de un abierto Z de X tal que W ∩ V(I) ⊆ Z ⊆ U y ρOX
I

U
Z

(s) = 0OX
I (Z)

. Además, como

p ∈ W ∩ V(I) se sigue que p ∈ Z. De este modo, se sigue que

[(U, s)] = [(Z, ρOX
I

U

Z
(s))] = [(Z, 0OX

I (Z)
)] = [(X, 0OX

I (X)
)]

y esto implica que ζp es inyectiva.

∗ ζp es sobreyectiva: sean U un abierto de X que contiene a p, W un abierto de X tal que U∩V(I) ⊆
W y s ∈ OX

I (W). Tomando t = [(W, s)] ∈ ι−1

(OX

I
)−

(U ∩ V(I)), vamos a encontrar una preimagen

para el elemento [(U, t)] bajo ζp. Obsérvese que U ∩ W es un abierto de X que contiene a p pues

p ∈ U∩V(I) y U∩V(I) ⊆ W. Nuestro candidato a preimagen es el elemento [(U∩W, ρOX
I

W

U∩W
(s))],
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en efecto,

ζp
(
[(U ∩W, ρOX

I
W

U∩W
(s))]

)
= [(U ∩W, ζU∩W(ρOX

I
W

U∩W
(s)))] = [(U, t)]

pues

ρ
ι−1

(OX
I

)−U

U∩W
(t) = ρ

ι−1
(OX
I

)−U

U∩W

(
[(W, s)]

)
= [(W, s)] = [(U ∩W, ρOX

I
W

U∩W
(s))] = ζU∩W

(
ρOX
I

W

U∩W
(s)

)
.

Ası́, se concluye que ζp es sobreyectiva.

∗ ξp es inyectiva: sean U un abierto de X que contiene a p, T un abierto de X tal que U ∩V(I) ⊆ T

y s ∈ OX

I (T ). Tomamos t = [(T, s)] ∈ ι−1

(OX

I
)−

(U ∩ V(I)) y supongamos que [(U, t)] ∈ Ker ξp.

Ası́, como ξp
(
[(U, t)]

)
= 0ι∗

(
ι−1

(OX
I

))
p

tenemos que [(U, θ
ι−1

(OX
I

)
U∩V(I)

(t))] = [(X, 0ι∗
(
ι−1

(OX
I

))
(X)

)] y por tanto

que existe un abierto W de X que contiene a p, está contenido en U y tal que

0ι∗
(
ι−1

(OX
I

))
(W)
= ρι∗

(
ι−1

(OX
I

))U

W
◦ θι

−1
(OX
I

)
U∩V(I)

(t) = θ
ι−1

(OX
I

)
W∩V(I)

◦ ρ
ι−1

(OX
I

)−U∩V(I)

W∩V(I)

(t) = θ
ι−1

(OX
I

)
W∩V(I)

(t).

Luego, consideramos a [(W ∩ V(I), t)]: este es un elemento de ι−1

(OX

I
)−

p
y además satisface la

siguiente igualdad:

θ
ι−1

(OX
I

)
p

(
[(W ∩ V(I), t)]

)
= [(W ∩ V(I), θ

ι−1
(OX
I

)
W∩V(I)

(t))] = [(W ∩ V(I), 0ι−1
(OX
I

)
(W ∩ V(I))

)] = 0ι−1
(OX
I

)
p
.

De este modo, como θ
ι−1

(OX
I

)
p es un isomorfismo se sigue que [(W ∩ V(I), t)] = 0

ι−1
(OX
I

)−
p

y conse-

cuentemente existe un abierto Z de X que contiene a p de modo que Z ∩ V(I) ⊆ W ∩ V(I) y de

modo que ρ
ι−1

(OX
I

)−W∩V(I)

Z∩V(I)
(t) = 0

ι−1
(OX
I

)− (
Z ∩ V(I)

), ası́, se tiene que t = 0
ι−1

(OX
I

)− (
Z ∩ V(I)

) y esto implica

que ρ
ι∗

(
ι−1

(OX
I

)−)Z

U∩Z
(t) = 0

ι∗
(
ι−1

(OX
I

)−)
(U ∩ Z)

. Por último, como U ∩ Z es un abierto de X que contiene

a p se tiene que

[(U, t)] = [(U ∩ Z, ρ
ι∗

(
ι−1

(OX
I

)−)U

U∩Z
(t))] = [(U ∩ Z, 0

ι∗
(
ι−1

(OX
I

)−)
(U ∩ Z)

)] = 0
< ι∗

(
ι−1

(OX
I

)−)
p

.

Por lo tanto, concluimos que ξp es inyectiva.

∗ ξp es sobreyectiva: sean U un abierto de X que contiene a p y s ∈ ι∗
(
ι−1

(OX

I
))

(U). Vamos a

encontrar una preimagen del elemento [(U, s)] bajo ξp. Como s es un elemento de ι−1

(OX

I
)

(U ∩

V(I)) y θ
ι−1

(OX
I

)
p es un isomorfismo se sigue que existen un abierto T de X que contiene a p y

t ∈ ι−1

(OX

I
)− (

T ∩ V(I)
)

de modo que θ
ι−1

(OX
I

)
p

(
[(T ∩ V(I), t)]

)
= [(U ∩ V(I), s)], es decir, tal que

[(T ∩ V(I), θ
ι−1

(OX
I

)
T∩V(I)

(t))] = [(U ∩ V(I), s)]. Ası́, existe un abierto W de X que contiene a p tal que
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W ∩ V(I) ⊆ U ∩ T ∩ V(I) y ρι−1
(OX
I

)T∩V(I)

W∩V(I)
◦ θι

−1
(OX
I

)
T∩V(I)

(t) = ρι−1
(OX
I

)U∩V(I)

W∩V(I)
(s). De este modo, nuestro

candidato a preimagen es el elemento [(U ∩W ∩ T, ρ
ι∗

(
ι−1

(OX
I

)−)T

U∩W∩T
(t))], en efecto:

ξp
(
[(U ∩W ∩ T, ρ

ι∗
(
ι−1

(OX
I

)−)T

U∩W∩T
(t))]

)
= [(U ∩W ∩ T, θ

ι−1
(OX
I

)
(U∩W∩T )∩V(I)

◦ ρ
ι−1

(OX
I

)−T∩V(I)

(U∩W∩T )∩V(I)
(t))]

= [(U, s)]

pues tenemos la siguiente igualdad:

θ
ι−1

(OX
I

)
(U∩W∩T )∩V(I)

◦ ρ
ι−1

(OX
I

)−T∩V(I)

(U∩W∩T )∩V(I)
(t) = ρι−1

(OX
I

)T∩V(I)

(U∩W∩T )∩V(I)
◦ θι

−1
(OX
I

)
T∩V(I)

(t)

= ρι−1
(OX
I

)W∩V(I)

(U∩W∩T )∩V(I)
◦ ρι−1

(OX
I

)T∩V(I)

W∩V(I)
◦ θι

−1
(OX
I

)
T∩V(I)

(t)

= ρι−1
(OX
I

)W∩V(I)

(U∩W∩T )∩V(I)
◦ ρι−1

(OX
I

)U∩V(I)

W∩V(I)
(s)

= ρι−1
(OX
I

)U∩V(I)

(U∩W∩T )∩V(I)
(s).

Por lo tanto, tenemos que ξp es una aplicación sobreyectiva.

De esta forma, como ζp y ξp son isomorfismos se sigue que Λp es un isomorfismo y como p fue un

punto arbitrario de X concluimos que el morfismo Λ es un isomorfismo.

• Nuestra última observación es que el morfismo ι# : OX → ι∗(OV(I)) es sobreyectivo: en efecto,

vamos a probar que para cada p ∈ X el homomorfismo ι#p : OX,ι(p) → ι∗(OV(I))p es sobreyectivo.

Sea p ∈ X. Si p � V(I), entonces por el Lema C.16 se sigue que ι∗(OV(I))p = {0} y claramente ι#p
es sobreyectivo. Ahora, supongamos que p ∈ V(I). Por construcción tenemos que ι#p = (Λ ◦ π)p =

Λp ◦ πp, de este modo, como πp y Λp son sobreyectivos se sigue que el homomorfismo ι#p es

sobreyectivo.

Todo el trabajo realizado en este apartado culmina en el siguiente resultado con el cual daremos

por concluida esta sección.

Proposición 5.1. Con las notaciones anteriores, se tiene que V(I) es un cerrado de X y además
existe un morfismo natural (ι, ι#) entre los espacios anillados (V(I),OV(I)) y (X,OX) donde ι# es un
morfismo sobreyectivo.

2. Inmersiones Abiertas y Cerradas entre Espacios Anillados

En esta sección vamos a definir a las inmersiones abiertas y cerradas entre espacios anillos. El

resultado principal de esta sección es la clasificación de las inmersiones cerradas entre espacios

anillados, cabe señalar que dicho resultado será esencial para el desarrollo de las siguientes sec-

ciones. Para concluir con la sección construiremos de manera concreta una inmersión cerrada de
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espacios anillados a partir de un ideal de un anillo. A continuación iniciaremos con el estudio de

estos objetos.

Definición 5.2. Sea ( f , f #) : (X,OX)→ (Y,OY) un morfismo de espacios anillados.

1. ( f , f #) es una inmersión abierta si

a) f es un homeomorfismo entre X y un abierto de Y .

b) Para todo p ∈ X se tiene que el homomorfismo f #
p : OY, f (p) → OX,p es un isomorfismo.

2. ( f , f #) es una inmersión cerrada si

a) f es un homeomorfismo entre X y un cerrado de Y .

b) Para todo p ∈ X se tiene que el homomorfismo f #
p : OY, f (p) → OX,p es sobreyectivo.

Ejemplo 5.3. Sea (X,OX) un espacio anillado. Consideramos el morfismo identidad (idX, id
#
X) :

(X,OX) → (X,OX), donde idX : X → X es la aplicación identidad y donde id#
X : OX → id∗(OX)

es el morfismo identidad. Observemos que idX es un homeomorfismo entre X y el cerrado X de

X (respectivamente, el abierto X de X). Además, para cada p ∈ X tenemos que el homomorfismo

id#
X p : OX,p → OX,p es sobreyectivo (respectivamente, es un isomorfismo). Por lo tanto, (idX, id

#
X) es

una inmersión cerrada (respectivamente, una inmersión abierta).

Ejemplo 5.4. Sean (X,OX) un espacio anillado e I un ideal de OX. La Proposición 5.1 nos

dice que existe (ι, ι#) : (V(I),OV(I)) → (X,OX) un morfismo de espacio anillados que satisface los

requisitos de una inmersión cerrada.

Ejemplo 5.5. Sean (X,OX) un espacio anillado y U un abierto no vacı́o de X. Sabemos que

podemos construir el espacio anillado (U,OU). Ahora bien, vamos a considerar el morfismo de

espacios anillado (i, i#) : (U,OU) → (X,OX) donde i : U → X es la inclusión y el morfismo

i# : OX → i∗(OU) está dado de la siguiente manera: para cualquier abierto V de X,

i#
V : OX(V) → OU(V ∩ U)

s 
→ s|V∩U

Observemos que i es un homeomorfismo entre U y el abierto U de X. Por otro lado, vamos a

estudiar el comportamiento del homomorfismo de anillos i#
p : OX,p → OU,p para todo p ∈ U. Sea

p ∈ U. Recordemos la definición de la aplicación en cuestión

i#
p : OX,p → OU,p

[(V, s)] 
→ [(V ∩ U, s|V∩U)]
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Luego, notemos que esta aplicación es exactamente la aplicación que nos da la existencia de un

isomorfismo entre OU,p y OX,p (véase Proposición C.13) por lo cual tenemos que i#
p es un isomorfis-

mo. Por lo tanto, concluimos que (i, i#) es una inmersión abierta entre los espacio anillados (U,OU)

y (X,OX).

El siguiente resultado que presentaremos es la clasificación de las inmersiones cerradas entre

espacios anillados. Es importante señalar que dicho resultado será fundamental para poder realizar

la clasificación de los subesquemas cerrados de un esquema.

Teorema 5.6. Sea ( f , f #) : (X,OX) → (Y,OY) una inmersión cerrada entre espacios anillados.
Existe un ideal I de OY tal que el siguiente diagrama conmuta

(2.1) (X,OX)
( f , f #)

��

(h,h#)

��

(Y,OY)

(V(I),OV(I))

(ι,ι#)

		���������������������

donde (ι, ι#) es la inmersión cerrada asociada al ideal I y donde (h, h#) es un isomorfismo de
espacios anillados.

Demostración. Realizaremos la demostración de este teorema en cinco partes:

1. El morfismo f # es sobreyectivo.

2. La sucesión 0→ I → OY
f #

−→ f∗(OX)→ 0 es exacta de OY-módulos, donde I = Ker f #.

3. f (X) = V(I).

4. Existe un isomorfismo de espacios anillados (h, h#) : (X,OX)→ (V(I),OV(I)).

5. El diagrama 2.1 es conmutativo.

1. Para mostrar que el morfismo f # : OY → f∗(OX) es sobreyectivo vamos a mostrar que para todo

q ∈ Y se tiene que el homomorfismo f #
q : OY,q → ( f∗(OX))q es sobreyectivo. Sea q ∈ Y . Vamos a

distinguir entre dos casos:

• Caso I: q � f (X). En este caso, por el Lema C.16 tenemos que f∗(OX)q = {0} y ası́, el

homomorfismo f #
q : OY,q → {0} claramente es sobreyectivo.

• Caso II: q ∈ f (X). Sea p ∈ X tal que f (p) = q. En este caso, por el Lema C.16 tenemos que

existe un isomorfismo ψp : f∗(OX)q → OX,p. Por otro lado, como ( f , f #) es una inmersión

cerrada se sigue que para cualquier r ∈ X el homomorfismo f #
r : OY, f (r) → OX,r es sobreyec-

tivo, en particular tenemos que f #
p : OY, f (p) → OX,p es sobreyectivo. Además, recordemos
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que por construcción tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

OY,q
f #
q

��

f #
p




f∗(OX)q

ψp
�� OX,p

es decir que f #
p = ψp ◦ f #

q . De esto se sigue que f #
q = ψ−1

p ◦ f #
p y como f #

p y ψ−1
p son

sobreyectivos, se sigue que f #
q es sobreyectivo.

De esta manera, se concluye que el morfismo f # es sobreyectivo.

2. Sea I = Ker f #. Consideremos la siguiente sucesión de OY-módulos:

0→ I j#−→ OY
f #

−→ f∗(OX)→ 0

donde j# : I → OY es el morfismo natural entre la gavillas Ker f # y OY . Dicha sucesión es una

sucesión exacta de OY-módulos, en efecto:

• Por construcción del morfismo j# se tiene que este es inyectivo.

• Para todo q ∈ Y se tiene que Ker f #
p = (Ker f #)q = Iq = Im j#

q.

• Por el enunciado 1 tenemos que f # es un morfismo sobreyectivo.

De esta manera, concluimos que la sucesión 0 → I → OY
f #

−→ f∗(OX) → 0 es exacta de OY-

módulos.

Como consecuencia de la exactitud de la sucesión 0 → I → OY
f #

−→ f∗(OX) → 0 tenemos que

existe un isomorfismo de gavillas f̃ # :
OY

I → f∗(OX) (véase Proposición C.32) y de esta forma para

cualquier r ∈ Y se tiene que f∗(OX)r �
(OY

I
)

r
�
OY,r

Ir
.

3. Vamos a mostrar que V(I) = f (X). Sea q ∈ Y. Teniendo en cuenta que
OY,q

Iq
� f∗(OX)q se tiene

que

q � V(I) ⇐⇒ Iq = OY,q

⇐⇒ OY,q

Iq
= {0}

⇐⇒ f∗(OX)q = {0}
⇐⇒ q � f (X).

De esta forma, se sigue que q es un elemento de V(I) si y sólo si q es un elemento de f (X) y esto

implica que f (X) = V(I).
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4. Ahora, nuestro primer objetivo será el de construir un morfismo de espacios anillados (h, h#) :

(X,OX)→ (V(I),OV(I)) y como segundo objetivo tendremos el de mostrar que (h, h#) es un isomor-

fismo. Para comenzar necesitamos definir una aplicación continua h entre X y V(I), consideramos

h : X → V(I)

p 
→ f (p)

Observemos que h es una aplicación continua pues f lo es, más aún, como V(I) = f (X) y f es un

homeomorfismo entre X y f (X), se tiene que h es un homeomorfismo entre X y V(I).

A continuación, vamos a definir un morfismo h# entre las gavillas OV(I) y h∗(OX). En este punto,

es importante recordar que OV(I) = ι−1

(OY

I
)

y que ι−1

(OY

I
)

es la gavilla asociada a la pregavilla

ι−1

(OY

I
)−

. De esta forma, para construir el morfismo h# : ι−1

(OY

I
)
→ h∗(OX) basta con definir un

morfismo h#− : ι−1

(OY

I
)−
→ h∗(OX) y después aplicar la propiedad universal de la gavilla asociada.

Sea U un abierto de Y . Observemos que

h∗(OX)(U ∩ V(I)) = OX(h−1(U ∩ V(I)) = OX( f −1(U ∩ V(I)) = OX( f −1(U)),

de esta manera, consideramos la asignación

h#−
U∩V(I) : ι−1

(OY

I
)−

(U ∩ V(I)) → OX( f −1(U))

[(W, s)] 
→ ρOX
f −1(W)

f −1(U)
◦ f̃ #

W(s)

La demostración de que este es un homomorfismo de anillos y que de esta manera definimos un

morfismo de gavillas es análoga a lo realizado para poder definir el pullback de una gavilla bajo

una aplicación continua (véase Definición 2.46) por lo cual omitiremos los detalles. Ası́, como

h#− : ι−1

(OY

I
)−
→ h∗(OX) es un morfismo, por la propiedad universal de la gavilla asociada existe

el morfismo h# : ι−1

(OY

I
)
→ h∗(OX) de modo que el siguiente diagrama conmuta:

(2.2) ι−1

(OY

I
)−

h#−
��

θ
ι−1

(OYI
)

��

h∗(OX)

ι−1

(OY

I
)

h#

����������������������
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Ahora probaremos que h# es un isomorfismo, para ello, mostraremos que para todo abierto U de Y
el homomorfismo h#

U∩V(I)
es un isomorfismo. Sea U un abierto de Y . Recordemos que en la sección

anterior construimos al isomorfismo de gavillas Λ :
OY

I → ι∗

(
ι−1

(OY

I
))

donde para cualquier

abierto W de Y se tiene definido el homomorfismo

ΛW :
OY

I (W) → ι−1

(OY

I
)

(W ∩ V(I))

t 
→ θ
ι−1

(OY
I

)
W∩V(I)

◦ ζW(t)

y donde

ζW :
OY

I (W) → ι−1

(OY

I
)−

(W ∩ V(I))

r 
→ [(W, r)]

es un homomorfismo de anillos. Además, recordemos que tenemos el isomorfismo de gavillas f̃ # :
OY

I → f∗(OX). De esta manera, podemos considerar el siguiente diagrama:

(2.3)
OY

I (U)
f̃ #

U ��

ΛU

��

OX( f −1(U))

ι−1

(OY

I
)

(U ∩ V(I))

h#
U∩V(I)



������������������������

que es un diagrama conmutativo: en efecto, considerando a s una sección de
OY

I sobre U y recor-

dando la conmutatividad del diagrama 2.2 se tiene que

h#
U∩V(I) ◦ ΛU(s) = h#

U∩V(I) ◦ θ
ι−1

(OY
I

)
U∩V(I)

◦ ζU(s) = h#−
U∩V(I)

(
[(U, s)]

)
= ρOX

f −1(U)

f −1(U)

(
f̃ #

U(s)
)
= f̃ #

U(s).

Ası́, de la igualdad f̃ #
U = h#

U∩V(I)
◦ΛU se sigue que h#

U∩V(I)
= f̃ #

U ◦ΛU
−1, además, el hecho de que

f̃ #
U y ΛU

−1 son isomorfismos implican que h#
U∩V(I)

es un isomorfismo. De esta forma, concluimos

que h# es un isomorfismo de gavillas.

Por lo tanto, como h es un homeomorfismo y h# es un isomorfismo se concluye que (h, h#) es un

isomorfismo de espacios anillados entre (X,OX) y (V(I),OV(I)).
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5. Para concluir con la demostración de este teorema vamos a mostrar que el diagrama 2.1 es un

diagrama conmutativo, es decir, que ( f , f #) = (ι, ι#) ◦ (h, h#). Ası́, debemos comprobar que f = ι ◦ h
y que para cualquier abierto U de Y se verifica que f #

U = h#
ι−1(U)

◦ ι#U .

Comenzaremos por mostrar la igualdad entre las aplicaciones f y ι ◦ h. Puesto que dichas aplica-

ciones tienen como dominio a X y como codominio a Y , sólo resta mostrar la igualdad en la regla

de asignación. Sea p ∈ X,

ι ◦ h(p) = ι(h(p)) = ι( f (p)) = f (p).

De esta forma, concluimos que f = ι ◦ h. Por último, probaremos la igualdad f #
U = h#

ι−1(U)
◦ ι#U para

cualquier abierto U de Y . Sea U un abierto de Y . Vamos a considerar el siguiente diagrama:

(2.4) OY(U)

f #
U

��																										

πU

��

ι#U

��

OY

I (U)
f̃ #

U

��

ΛU

��

OX( f −1(U))

ι−1

(OY

I
)

(U ∩ V(I))

h#
U∩V(I)



������������������������

y vamos a mostrar que es un diagrama conmutativo. Para mostrar la conmutatividad de dicho dia-

grama, es suficiente con mostrar que cada diagrama que lo conforma es conmutativo. Observemos

que tenemos la igualdad ι#U = ΛU ◦ πU pues precisamente esta es la forma en como se definió ι#U
(véase la sección anterior). Luego, cuando mostramos que h# es un isomorfismo mostramos que

el diagrama 2.3 es conmutativo, dicho diagrama nos dice que f̃ #
U = h#

U∩V(I)
◦ ΛU . De esta forma,

sólo nos resta mostrar que f #
U = f̃ #

U ◦ πU . Para mostrar dicha igualdad debemos recordar cómo se

definen los homomorfismos πU y f̃ #
U . Por construcción del morfismo π (véase Proposición C.27)

se satisface la igualdad πU = θ
OY
I

U ◦ π−U , donde θ
OY
I

U es el homomorfismo proveniente del morfismo

θ
OY
I :
OY

I
−
→ OY

I y donde

π−U : OY(U) → OY

I
−
(U)

t 
→ t + I(U)
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es un homomorfismo de anillos. Por otro lado, de la construcción del morfismo f̃ # (véase Proposi-

ción C.32) se define el homomorfismo de anillos

f̃ #
−
U :
OY

I
−
(U) → OX( f −1(U))

s + I(U) 
→ f #
U(s)

y se satisface la igualdad f̃ #
−
U = f̃ #

U ◦ θ
OY
I

U . De esta forma, para probar que f #
U = f̃ #

U ◦ πU vamos a

mostrar que el diagrama

(2.5) OY(U)

f #
U



























π−U

��

πU

��

OY

I
−
(U)

f̃ #
−
U

��

θ

OYI
U

��

OX( f −1(U))

OY

I (U)

f̃ #
U

�����������������������

es un diagrama conmutativo. Puesto que πU = θ
OY
I

U ◦π−U y f̃ #
−
U = f̃ #

U◦θ
OY
I

U se tienen por construcción,

sólo resta mostrar la igualdad f #
U = f̃ #

−
U ◦ π−U . Sea s ∈ OY(U),

f̃ #
−
U ◦ π−U(s) = f̃ #

−
U(s + I(U)) = f #

U(s).

Por lo tanto, el diagrama 2.5 es conmutativo y esto implica que f #
U = f̃ #

U ◦ πU , consecuentemente

el diagrama 2.4 es un diagrama conmutativo y con ello tenemos la igualdad f #
U = h#

U∩V(I)
◦ ι#U . De

esta forma, finalmente concluimos que el diagrama 2.1 es conmutativo.

Lo que realizaremos a continuación es la construcción de una familia de inmersiones cerradas a

partir de una anillo, además, como veremos en las siguientes secciones dicha construcción será de

gran importancia para nuestro objetivo.

Teorema 5.7. Sea I un ideal de un anillo A.

1. La proyección π : A → A
I

induce una inmersión cerrada entre (Spec(
A
I

),OSpec( A
I )) y

(Spec(A),OSpec(A)).
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2. El espacio localmente anillado (V(I),OV(I)) es isomorfo a (Spec(
A
I

),OSpec( A
I )), y de este

modo (V(I),OV(I)) es un esquema afı́n.

Demostración.

1. Por el Teorema 1.57 sabemos que el homomorfismo de anillos π : A → A
I

induce un morfismo

de esquemas afines (π∗, π#) : (Spec(
A
I

),OSpec( A
I ))→ (Spec(A),OSpec(A)) donde

π∗ : Spec(
A
I

) → Spec(A)

q 
→ π−1(q)

es una aplicación continua y donde para cada abierto de U de Spec(A) se tiene el homomorfismo

de anillos

π#
U : OSpec(A)(U) → π∗∗

(OSpec( A
I )

)
(U)

s 
→ π#
U(s) : π∗−1(U) →

∏
r ∈ π∗−1(U)

(A
I

)
r

r 
→ fr(s ◦ π∗|π∗−1(U)(r))

además, para cada r ∈ Spec(
A
I

) el homomorfismo local de anillos fr se define de la siguiente forma:

fr : Aπ−1(r) →
(A

I

)
r

a
t


→ a + I
t + I

Como π es una aplicación sobreyectiva, por el enunciado 3 de la Proposición 1.51 se sigue que

π∗ es un homeomorfismo entre Spec(
A
I

) y el cerrado V(Ker π) de Spec(A). Además, puesto que

Ker π = I, tenemos que Spec(
A
I

) es homeomorfo a V(I).

Sea q ∈ Spec(
A
I

). Vamos a mostrar que el homomorfismo π#
q : OSpec(A),π∗(q) → OSpec( A

I ),q es so-

breyectivo. Como q es un elemento de Spec(
A
I

) existe p ∈ Spec(A) que contiene a I tal que q =
p

I
y esto implica que π∗(q) = p. Por otro lado, recordemos que para cada anillo B y para r ∈ Spec(B)

la aplicación

OSpec(B),r → Br

[(U, s)] 
→ s(r)
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es un isomorfismo de anillos. Luego, a partir del homomorfismo π#
q podemos construir el siguiente

diagrama conmutativo:

OSpec(A),p

π#
q ��

�

��

OSpec( A
I ),q

�

��

Ap
fq

��
(A

I

)
q

Claramente fq es una aplicación sobreyectiva y ası́, por la conmutatividad del diagrama anterior se

sigue que π#
q es un homomorfismo sobreyectivo.

De esta forma, concluimos que la proyección natural π : A → A
I

induce una inmersión cerrada

(π∗, π#) entre los esquemas afines (Spec(
A
I

),OSpec( A
I )) y (Spec(A),OSpec(A)).

2. Consideremos la aplicación inclusión ι : V(I)→ Spec(A) y recordemos queOSpec(A) = Ã. Luego,

a partir de la gavilla
Ã

Ĩ
de anillos sobre Spec(A) construimos la gavilla de anillos ι−1

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ Ã

Ĩ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ sobre V(I)

que denotaremos por OV(I). Obsérvese que (V(I),OV(I)) es un espacio localmente anillado.

Por otro lado, como (π∗, π#) : (Spec(
A
I

),OSpec( A
I )) → (Spec(A),OSpec(A)) es una inmersión cerrada,

aplicando el teorema anterior sabemos que (V(Ker π#),OV(Ker π#)) es isomorfo como espacio local-

mente anillado a (Spec(
A
I

),OSpec( A
I )). Sea p ∈ Spec(A) tal que I ⊆ p. Observemos que tenemos el

siguiente diagrama conmutativo:

0 �� Ker π#
p

��

��

OSpec(A), p

π#
p ��

�

��

OSpec( A
I ), pI

�

��

0 �� Ip �� Ap ��
Ap
Ip

De dicho diagrama se sigue que Ker π#
p � Ip y esto implica que (Ker π#)p = Ker π#

p � Ip � Ĩp.
Consecuentemente tenemos Ker π# � Ĩ y de esto se sigue que (V(Ker π#),OV(Ker π#)) es isomorfo

a (V(Ĩ),OV(Ĩ)), además, observemos que (V(Ĩ),OV(Ĩ)) = (V(I),OV(I)). De esta manera, concluimos

que (V(I),OV(I)) es isomorfo como espacio localmente anillado a (Spec(
A
I

),OSpec( A
I )).
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Observación 5.8. Sea I un ideal de un anillo A. Por el enunciado 2 del teorema anterior sabe-

mos que si equipamos a V(I) son la gavilla ι−1

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ Ã

Ĩ

⎞⎟⎟⎟⎟⎠, entonces (V(I),OV(I)) es un esquema afı́n. Sea

n ∈ N. Sabemos que V(I) = V(In), de esta forma, podemos equipar a V(I) con la gavilla ι−1

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ Ã

Ĩn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ y

utilizando de nueva cuenta el resultado mencionado tendremos que (V(I),OV(In)) tiene una estruc-

tura de esquema afı́n, además, nótese que en general dicha estructura es diferente a la estructura

de (V(I),OV(I)). Por lo tanto, es posible dotar al conjunto cerrado V(I) de diferentes estructuras de

esquema afı́n.

3. Inmersiones Abiertas y Cerradas entre Esquemas

Una vez que hemos definido las inmersiones abiertas y cerradas entre espacios anillados, de una

manera natural podemos pensar cuál es la manera correcta de definir una inmersión entre esquemas.

En esta sección definiremos las inmersiones abiertas y cerradas entre esquemas, luego, estudiare-

mos algunos resultados de inmersiones cerradas entre esquemas que serán de gran importancia en

la siguiente sección. Comenzaremos nuestro estudio con una definición.

Definición 5.9. Sea ( f , f #) : (X,OX)→ (Y,OY) un morfismo de esquemas. ( f , f #) es una inmer-
sión cerrada (respectivamente, es una inmersión abierta) si es una inmersión cerrada (respectiva-

mente, inmersión abierta) de espacios anillados.

Puesto que los esquemas son en particular espacios anillados, la clasificación de las inmersiones

cerradas entre espacios anillados sigue siendo válida para esquemas

Recordemos que si (X,OX) es un esquema una buena cubierta de X es una cubierta afı́n finita

de X tal que la intersección de cualesquier dos abiertos de dicha cubierta es una unión finita de

abiertos afines. El siguiente resultado que presentamos nos da una condición para que un esquema

tenga una buena cubierta.

Lema 5.10. Sea ( f , f #) : (Z,OZ) → (X,OX) una inmersión cerrada de esquemas. Si (X,OX) es
afı́n, entonces Z tiene una buena cubierta.

Demostración. Como (Z,OZ) es un esquema sabemos que existe una cubierta afı́n (Zi)i∈I de Z.

Luego, puesto que Z =
⋃

i∈I Zi se sigue que f (Z) =
⋃

i∈I f (Zi) de la hipótesis se tiene que f (Zi)

es un abierto de f (Z) para cada i ∈ I. Sea i ∈ I. Puesto que f (Zi) es un abierto de f (Z) existe un

abierto Xi de X tal que f (Zi) = Xi ∩ f (Z). Además, f −1(Xi) es un abierto afı́n de Z, en efecto:

f −1(Xi) = f −1(Xi ∩ X)

= f −1(Xi ∩ [ f (Z) ∪ (X\ f (Z))]
)
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= f −1([Xi ∩ f (Z)] ∪ [Xi ∩ (X\ f (Z))]
)

= f −1(Xi ∩ f (Z)) ∪ f −1(Xi ∩ (X\ f (Z)))

= f −1(Xi ∩ f (Z))

= f −1( f (Zi))

= Zi.

Además, de manera inmediata tenemos que la familia
(
f −1(Xi)

)
i∈I es una cubierta abierta de Z pues⋃

i∈I
f −1(Xi) =

⋃
i∈I

Zi = Z.

Con esto, tenemos que la familia (Xi)i∈I es una familia de abiertos de X tal que
(
f −1(Xi)

)
i∈I es una

cubierta afı́n de Z.

A continuación vamos a probar que la cubierta
(
f −1(Xi)

)
i∈I es finita, para ello probaremos que(⋃

i∈I Xi
) ∪ (X\ f (Z)) = X. Para mostrar la igualdad anterior será suficiente con mostrar que f (Z) ⊆⋃

i∈I Xi. Observemos que cumplen las siguientes igualdades:

f (Z) = f (
⋃
i∈I

Zi) =
⋃
i∈I

f (Zi) =
⋃
i∈I

(
Xi ∩ f (Z)

)
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝⋃
i∈I

Xi

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∩ f (Z).

De esta forma, se sigue que f (Z) ⊆ ⋃
i∈I Xi y por lo tanto tenemos que X =

(⋃
i∈I Xi

) ∪ (X\ f (Z)).

Luego, como X es casi compacto se sigue I es un conjunto finito. Consecuentemente tenemos que

la cubierta
(
f −1(Xi)

)
i∈I de Z es una cubierta afı́n finita.

Lo único que nos resta a probar es la condición de intersección sobre los elementos de la cubierta.

Puesto que la topologı́a de X tiene a los abiertos básicos como una base, sin pérdida de generalidad

podemos suponer que Xi es un abierto básico para cada i ∈ I. Sean i, j ∈ I. Consideremos al

abierto f −1(Xi) ∩ f −1(Xj) = f −1(Xi ∩ Xj) que está contenido en f −1(Xi) y además recordemos que

f −1(Xi) = Zi es un abierto afı́n de Z. Ahora bien, como Xi ∩ Xj es un abierto básico de X que

está contenido en el abierto básico Xi de X, por el Lema 1.59 se sigue que Xi ∩ Xj es un abierto

básico de Xi. Luego, puesto que la aplicación f | f −1(Xi) : f −1(Xi) → Xi es una aplicación continua

entre espacios topológicos subyacentes de esquemas afines y Xi ∩ Xj es un abierto básico de Xi, se

sigue que f −1(Xi ∩ Xj) es un abierto básico de f −1(Xi).

Por lo tanto, concluimos que
(
f −1(Xi)

)
i∈I es una buena cubierta de Z.

El siguiente resultado nos mostrará qué sucede con una inmersión cerrada entre esquemas cuan-

do el codominio es un esquema afı́n. Cabe señalar que este será un resultado fundamental para

lograr nuestro objetivo.
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Teorema 5.11. Sea ( f , f #) : (Z,OZ) → (X,OX) una inmersión cerrada de esquemas. Si (X,OX)

es afı́n, entonces (Z,OZ) es afı́n y existen un único ideal I del anillo A = OX(X) y un isomorfismo f

entre (Z,OZ) y
(
Spec(

A
I

),OSpec( A
I )
)

tales que el siguiente diagrama conmuta

(3.1) (Z,OZ)
( f , f #)

��

f

��

(X,OX)

(Spec(
A
I

),OSpec( A
I ))

(π∗,π#)



����������������������

donde (π∗, π#) es la inmersión cerrada asociada al ideal I.

Demostración. Puesto que ( f , f #) es una inmersión cerrada entre el esquema (Z,OZ) y el esquema

afı́n (X,OX), en particular es una inmersión cerrada entre espacios anillados y ası́, por el Teorema

5.6 sabemos que al considerar I = Ker f # se tiene que la sucesión 0 → I → OX
f #

−→ f∗(OZ) → 0

es exacta de OX-módulos y además tenemos que existe un isomorfismo de espacios localmente

anillados (h, h#) : (Z,OZ)→ (V(I),OV(I)) de modo que el siguiente diagrama conmuta:

(3.2) (Z,OZ)
( f , f #)

��

(h,h#)

��

(X,OX)

(V(I),OV(I))

(ι,ι#)

		���������������������

Por otro lado, como ( f , f #) es una inmersión cerrada y (X,OX) es un esquema afı́n, por el lema

anterior tenemos que Z tiene una buena cubierta.

Sea g ∈ OX(X). Como f # : OX → f∗(OZ) es un morfismo se tiene que el siguiente diagrama es

conmutativo

OX(X)
f #
X ��

ρOX
X
D(g)

��

f∗(OZ)(X)

ρ f∗(OZ )
X
D(g)

��
OX(D(g))

f #
D(g)

�� f∗(OZ)(D(g))
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Lo que probaremos a continuación es que f −1(D(g)) = Zf #
X (g) donde Zf #

X (g) es el abierto asociado a

la sección global f #
X(g) de Z (véase Proposición 3.27). Sea q ∈ Z. Recordando que (X,OX) es un

esquema afı́n se tiene que

q � Zf #
X (g) ⇐⇒ ( f #

X(g))q � U(OZ,q)

⇐⇒ f #
q (gf (q)) � U(OZ,q)

⇐⇒ f #
q (gf (q)) ∈ mZ,q

⇐⇒ gf (q) ∈ ( f #
q )−1(mZ,q)

⇐⇒ gf (q) ∈ mX, f (q)

⇐⇒ gf (q) � U(OX, f (q))

⇐⇒ f (q) � Xg

⇐⇒ f (q) � D(g)

⇐⇒ q � f −1(D(g)).

De esta forma, como f −1(D(g)) = Zf #
X (g) se sigue que OZ( f −1(D(g))) = OZ(Zf #

X (g)). Además, como

f∗(OZ)(X) = OZ(Z) y f∗(OZ)(D(g)) = OZ( f −1(D(g))) se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

OX(X)
f #
X ��

ρOX
X
D(g)

��

OZ(Z)

ρOZ
Z
Z

f #
X (g)

��

OX(D(g))
f #
D(g)

�� OZ(Zf #
X (g))

Ahora, vamos a extender el diagrama anterior de la siguiente manera:

(3.3) OX(X)
f #
X ��

ρOX
X
D(g)

��

������������
OZ(Z)

ρOZ
Z
Z

f #
X (g)

��

��										

OX(X)g

� ��









 ( f #
X )g

�� OZ(Z)g

�������������

OX(D(g))
f #
D(g)

�� OZ(Zf #
X (g))
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y vamos a mostrar que este nuevo diagrama es un diagrama conmutativo. Observemos que el dia-

grama

OX(X)

ρOX
X
D(g)

��

������������

OX(X)g

� ��										

OX(D(g))

claramente es conmutativo pues el isomorfismo entreOX(X)g yOX(D(g)) se construye precisamente

utilizando la restricción de OX(X) a OX(D(g)) (véase Proposición 1.53). Ahora bien, como OZ(Z)

es un OX(X)-módulo y
{
gn

∣∣∣ n ∈ Z+} es un conjunto multiplicativo de OX(X), podemos localizar a

OZ(Z) en dicho conjunto. Luego, puesto que ( f #
X)g es la aplicación inducida en las localizaciones,

se tiene asegurada de manera inmediata la conmutatividad del diagrama

OX(X)
f #
X ��

�����������
OZ(Z)

�����������

OX(X)g
( f #

X )g

�� OZ(Z)g

Sólo nos resta mostrar la conmutatividad de la parte derecha del diagrama 3.3. Recordando que Z
tiene una buena cubierta podemos considerar el diagrama

OZ(Z) ��

ρOZ
Z
Z

f #
X (g)

�� ����������������������
OZ(Z)g

�

��
OZ(Zf #

X (g)) OZ(Z) f #
X (g)�

��

que es un diagrama conmutativo: en efecto, observemos que la parte inferior de este diagrama es

exactamente el diagrama usado para construir el isomorfismo del Teorema 3.27 y la parte superior

es el diagrama usado en la demostración de la Proposición 1.40. Por lo tanto, tomando la com-

posición de los dos isomorfismos que aparecen en el diagrama anterior obtenemos un isomorfismo

entreOZ(Z)g yOZ(Zf #
X (g)) y utilizando la conmutatividad de dicho diagrama se sigue que el siguiente
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diagrama es conmutativo:

OZ(Z)

ρOZ
Z
Z

f #
X (g)

��

��										

OZ(Z)g

�������������

OZ(Zf #
X (g))

Consecuentemente, tenemos que el diagrama 3.3 conmuta y esto implica que el siguiente diagrama

también es conmutativo:

0 �� Ker
(
( f #

X)g
) ��

��

OX(X)g
( f #

X )g
��

�

��

OZ(Z)g

�

��

0 �� Ker f #
D(g)

�� OX(D(g))
f #
D(g)

�� OZ(Zf #
X (g))

Además, como las aplicaciones del centro y de la derecha son isomorfismos se sigue que la apli-

cación de la izquierda es un isomorfismo y por lo tanto se tiene que Ker
(
( f #

X)g
)
� Ker f #

D(g) (véase

Lema A.8).

Ahora bien, puesto que I = Ker f # se sigue que I(X) = Ker f #
X . Por otro lado, la exactitud de la

sucesión 0 → I → OX
f #

−→ f∗(OZ) → 0 implica que la sucesión 0 → I(X) → OX(X)
f #
X−→ OZ(Z)

es exacta de OX(X)-módulos (véase Proposición C.30). De este modo, al realizar la localización

de dicha sucesión en el conjunto multiplicativo
{
gn

∣∣∣ n ∈ Z+} se sigue que I(X)g = Ker
(
( f #

X)g
)
.

Consecuentemente tenemos que

I(D(g)
)
= Ker f #

D(g) � Ker
(
( f #

X)g
)
= I(X)g � Ĩ(X)

(
D(g)

)
.

Ası́, como I e Ĩ(X) son gavillas sobre el esquema afı́n (X,OX) y como I(D(g)
)
� Ĩ(X)

(
D(g)

)
para

cualquier g ∈ OX(X) se sigue que I � Ĩ(X). De esta forma, considerando I = I(X) tenemos que I
es isomorfo a Ĩ.

Ahora bien, puesto que I � Ĩ se sigue que V(I) = V(Ĩ), más aún, tenemos que (V(I),OV(I)) �
(V(Ĩ),OV(Ĩ)). Por otro lado, de la Observación 4.3 y del Teorema 5.7 se sigue que (V(Ĩ),OV(Ĩ)) =
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(V(I),OV(I)) y consecuentemente tenemos que (V(I),OV(I)) � (V(I),OV(I)). De este modo, la con-

mutatividad del diagrama 3.2 implica que el siguiente diagrama es conmutativo:

(3.4) (Z,OZ)
( f , f #)

��

�

��

(X,OX)

(V(I),OV(I))

		���������������������

Luego, aplicando el Teorema 5.7 tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo:

(3.5) (Spec(
A
I

),OSpec( A
I ))

(π∗,π#)
��

�

��

(X,OX)

(V(I),OV(I))



������������������������

De este modo, puesto que (Z,OZ) � (V(I),OV(I)) � (Spec(
A
I

),OSpec( A
I )) se sigue la existencia de

un isomorfismo de espacios localmente anillados f : (Z,OZ)→ (Spec(
A
I

),OSpec( A
I )). Por último, la

conmutatividad de los diagramas 3.4 y 3.5 implican que el diagrama 3.1 conmuta.

Lo único que nos resta a probar es la unicidad del ideal I. Supongamos que existe otro ideal J de

A que satisface todas las propiedades deseadas, en particular, tenemos que el siguiente diagrama es

conmutativo:

(Z,OZ)
( f , f #)

��

f ′

��

(X,OX)

(Spec(
A
J

),OSpec( A
J ))



����������������������
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De esta forma, se sigue que (Spec(
A
I

),OSpec( A
I )) es isomorfo a (Spec(

A
J

),OSpec( A
J )) y además tene-

mos que el siguiente diagrama es conmutativo:

(Spec(
A
J

),OSpec( A
J ))

� ��

�����������������������
(Spec(

A
I

),OSpec( A
I ))

�����������������������

(Spec(A),OSpec(A))

De esta manera, el diagrama anterior induce el siguiente diagrama conmutativo de anillos:

A
J

A
I

ϕ

�
��

A

πJ

���������������

πI

���������������

Bajo estas condiciones vamos a mostrar que I = J. Sea a ∈ A.

a ∈ I ⇐⇒ a + I = I

⇐⇒ ϕ(a + I) = J

⇐⇒ ϕ ◦ πI(a) = J

⇐⇒ πJ(a) = J

⇐⇒ a + J = J

⇐⇒ a ∈ J.

De esta manera, concluimos que el ideal I es único.

4. Clasificación de los Subesquemas Cerrados de Esquemas

Finalmente, con todas las herramientas que hemos desarrollado y estudiado, en esta sección

vamos a definir a los subesquemas cerrados de un esquema y realizaremos el segundo objetivo de

este trabajo: la clasificación de los subesquemas cerrados de esquemas. Comenzaremos definiendo

el objeto principal de este trabajo:

Definición 5.12. Sea (X,OX) un esquema. (Z,OZ) es un subesquema cerrado de (X,OX) si
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1. (Z,OZ) es un esquema.

2. Z es un cerrado de X.

3. La aplicación inclusión ι : Z → X induce una inmersión cerrada de esquemas entre (Z,OZ)

y (X,OX).

Recordemos que si F unOX-módulo sobre un esquema (X,OX), entonces F es casi coherente si

para cada abierto afı́n U de X existe un OX(U)-módulo M tal que F |U � M̃ (véase la Sección 3 del

Capı́tulo 4). Una vez recordado esto, ya estamos listos para clasificar a los subesquemas cerrados

de un esquema.

Teorema 5.13. Sea (X,OX) un esquema. Cualquier subesquema cerrado de (X,OX) está deter-
minado por un ideal casi coherente.

Demostración. Sea (Z,OZ) un subesquema cerrado de (X,OX). Ası́, se tiene que (ι, ι#) es una inmer-

sión cerrada entre (Z,OZ) y (X,OX) y considerando J = Ker ι#, por el Teorema 5.6 se tiene que el

siguiente diagrama es conmutativo:

(Z,OZ)
(ι,ι#)

��

�

��

(X,OX)

(V(J),OV(J))

		���������������������

Vamos a mostrar que J es un ideal casi coherente. Sea U un abierto afı́n de X. Puesto U ∩ Z es un

abierto de Z y (Z,OZ) es un esquema se sigue que (U∩Z,OU∩Z) es un esquema. Luego, el morfismo

(ι, ι#) induce un morfismo de esquemas (ι|U∩Z , ι|#U∩Z) : (U ∩ Z,OU∩Z) → (U,OU) donde ι|U∩Z es la

restricción de ι a U ∩ Z y donde para cada abierto W de U se tiene que (ι|#U∩Z)W = ι#W . Lo que

probaremos a continuación es que (ι|U∩Z, ι|#U∩Z) es una inmersión cerrada entre esquemas.

En primer lugar, como la aplicación ι|U∩Z : U ∩ Z → U es la restricción de la aplicación ι se sigue

que ι|U∩Z es una aplicación continua, más aún, es un homeomorfismo entre U∩Z y el cerrado U∩Z
de U.

En segundo lugar, vamos a mostrar que para cada p ∈ U ∩ Z se tiene que el homomorfismo(
ι#|U∩Z

)
p : OU,p → OU∩Z,p es sobreyectivo. Sea p ∈ U ∩ Z. Como U es un abierto de X se sigue que

OU,p � OX,p; asimismo, el hecho que U ∩ Z es un abierto de Z implica que OU∩Z,p � OZ,p. De esta
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forma, tenemos que el siguiente diagrama:

OU,p

(
ι|#U∩Z

)
p

��

f �

��

OU∩Z,p

g�

��
OX,p

ι#p

�� OZ,p

es un diagrama conmutativo: en efecto, sea W un abierto de X que contiene a p y sea s ∈ OU(W∩U),

ι#p ◦ f
(
[(W ∩ U, s)]

)
= ι#p

(
[(W ∩ U, s)]

)
= [(W ∩ U ∩ Z, ι#W∩U(s))]

= g
(
[(W ∩ U ∩ Z, ι#W∩U(s))]

)
= g

(
[(W ∩ U ∩ Z, (ι|#U∩Z)W∩U(s))]

)
= g ◦ (ι|#U∩Z)p

(
[(W ∩ U, s)]

)
.

De esta forma, tenemos que (ι|#U∩Z)p = g−1 ◦ ι#p ◦ f y como cada uno de los homomorfismos de la

composición anterior es sobreyectivo se sigue que (ι|#U∩Z)p también lo es.

Por lo tanto, tenemos que (ι|U∩Z, ι|#U∩Z) es una inmersión cerrada de esquemas. Además, como

(U,OU) es un esquema afı́n, por el Teorema 5.11 se sigue que Ker ι#(U) es el único ideal de OU(U)

de modo que J|U � ˜Ker ι#(U). Por lo tanto, tenemos que J es un ideal casi coherente.

Recı́procamente, tomemos aJ un ideal casi coherente de OX. Consideramos el espacio localmente

anillado (V(J),OV(J)). Vamos a mostrar que (V(J),OV(J)) es un subesquema cerrado de (X,OX).

Por construcción sabemos que V(J) es un cerrado de X, además, la aplicación inclusión ι : V(J)→
X induce la inmersión cerrada de espacios localmente anillados (ι, ι#) : (V(J),OV(J)) → (X,OX).

De este modo, lo único que nos resta probar es que (V(J),OV(J)) es un esquema. Distinguimos

entre dos casos:

• Caso I: (X,OX) es un esquema afı́n. Fijamos A = OX(X). ComoJ es un ideal casi coherente

de OX y como (X,OX) es afı́n, por el Teorema 4.19 tenemos que J � J̃ donde J = J(X).

Luego, por el Teorema 5.7 sabemos que tenemos un isomorfismo de esquemas afines entre

(Spec(
A
J

),OSpec( A
J )) y (V(J),OV(J)) y puesto que (V(J),OV(J)) � (V(J),OV(J)), concluimos

que (V(J),OV(J)) es un esquema afı́n.

• Caso II: (X,OX) es un esquema arbitrario. Sea p ∈ V(J). Mostraremos la existencia de un

abierto afı́n de V(J) que contiene a p. Como (X,OX) es un esquema se sigue que existe un
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abierto afı́n U de X tal que p ∈ U, luego, U ∩ V(J) es un abierto de V(J) que contiene

a p. Ahora bien, por los argumentos usados en la primera parte de la prueba sabemos

que la inmersión cerrada (ι, ι#) : (V(J),OV(J)) → (X,OX) induce la inmersión cerrada

de espacios localmente anillados (ι|U∩V(J), ι|#U∩V(J)
) : (U ∩ V(J),OU∩V(J)) → (U,OU).

Luego, puesto que el ideal que determina dicha inmersión es J|U y es casi coherente, por

el caso I se tiene que (V(J|U),OV(J|U )) es un esquema afı́n y consecuentemente tenemos

que (U ∩ V(J),OU∩V(J)) es un esquema afı́n. De esta manera, U ∩ V(J) es un abierto afı́n

de V(J) que contiene a p.

Por lo tanto, concluimos que (V(J),OV(J)) es un subesquema cerrado de (X,OX).



Apéndice A

Teorı́a de Módulos

En este apéndice revisaremos algunas definiciones y resultados provenientes de la Teorı́a de

Módulos. La primera sección se encargará de revisar algunas propiedades del conjunto de morfis-

mos entre una pareja de módulos, además, recordaremos la construcción del producto y la suma

directa de módulos y revisaremos algunas de sus propiedades. La noción de sucesión exacta y al-

gunos resultados que la involucran serán estudiados en la segunda sección. En la tercera sección

definiremos y estudiaremos las propiedades de una clase especial de módulos que tienen una gran

importancia: hablamos de los módulos finitamente generados. Una herramienta poderosa del álge-

bra conmutativa será discutida en la cuarta sección: el producto tensorial de módulos. Para concluir

con el apéndice, en la quinta sección hablaremos de anillos y módulos graduados y revisaremos

algunas de sus propiedades.

1. Nociones Básicas

En esta sección nos encargaremos de recordar que el conjunto de todos los morfismos entre

una pareja de módulos tiene una estructura algebraica de módulo y revisaremos algunas de sus

propiedades. También recordaremos la construcciones del producto y la suma directa de módulos

y realizaremos algunas observaciones de dichos módulos.

Consideremos a M y N módulos sobre un anillo A. Vamos a denotar al conjunto de todos las

aplicaciones A-lineales entre M y N por HomA(M,N). Dicho conjunto cuenta con una estructura

algebraica, el siguiente resultado se encargará de comprobar este hecho.

Lema A.1. Con las notaciones anteriores, HomA(M,N) tiene una estructura de A-módulo.

Demostración. Es claro que HomA(M,N) tiene una estructura de grupo abeliano, ası́ que sólo resta

definir un producto externo por elementos de A. Consideramos la operación

· : A × HomA(M,N) → HomA(M,N)

(a, ϕ) 
→ aϕ : M → N

m 
→ aϕ(m)

173
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Vamos a mostrar que la operación anterior está bien definida. Claramente para cualesquier a ∈ A
y ϕ ∈ HomA(M,N) se tiene que aϕ es una aplicación A-lineal. Ahora, sean a, b ∈ A y ϕ, ψ ∈
HomA(M,N) tales que (a, ϕ) = (b, ψ). Como ϕ = ψ, se sigue que ϕ(m) = ψ(m) para cualquier

m ∈ M, además, como a = b se sigue que aϕ(m) = bψ(m) para cualquier m ∈ M. De esta forma,

como las aplicaciones aϕ y bψ tienen el mismo dominio, codominio y regla de asignación se sigue

que son iguales y consecuentemente tenemos que la operación anterior está bien definida.

Ahora, probaremos que dicha operación satisface los requisitos de un producto externo. Sean a, b ∈
A y ϕ, ψ ∈ HomA(M,N). Queremos mostrar las igualdades a(ϕ+ψ) = aϕ+ aψ, (a+ b)ϕ = aϕ+ bϕ,

(ab)ϕ = a(bϕ) y 1Aϕ = ϕ, puesto que las respectivas aplicaciones tienen el mismo dominio y

codominio sólo nos resta mostrar que tienen la misma regla de asignación. Sea m ∈ M.(
a(ϕ + ψ)

)
(m) = a(ϕ + ψ)(m) = a

(
ϕ(m) + ψ(m)

)
= aϕ(m) + aψ(m) =

(
aϕ + aψ

)
(m).(

(a + b)ϕ
)
(m) = (a + b)ϕ(m) = aϕ(m) + bϕ(m) =

(
aϕ + bϕ

)
(m).(

(ab)ϕ
)
(m) = (ab)ϕ(m) = a

(
bϕ(m)

)
=

(
a(bϕ)

)
(m).(

1Aϕ
)
(m) = 1Aϕ(m) = ϕ(m).

De esta manera, tenemos las igualdades deseadas y con esto concluimos que HomA(M,N) tiene

una estructura de A-módulo.

Ahora que sabemos que el conjunto de morfismo entre una pareja de módulos tiene una es-

tructura de módulo, vamos a estar interesados en un caso particular: si M es un módulo sobre un

anillo A, vamos a estar interesados en determinar al A-módulo HomA(A,M). El siguiente resultado

se encargará del estudio de este módulo.

Lema A.2. Sea M un módulo sobre un anillo A. Existe un A-isomorfismo entre los A-módulos
HomA(A,M) y M.

Demostración. Consideramos la asignación

Φ : M → HomA(A,M)

m 
→ Φ(m) : A→ M

λ 
→ λm

Comenzaremos mostrando que Φ está bien definida. Claramente Φ(m) es un aplicación A-lineal

para cada m ∈ M. Ahora, sean m,m′ ∈ M tales que m = m′ y sea λ ∈ A. Vamos a probar que

Φ(m)(λ) = Φ(m′)(λ). Como m = m′ se sigue que (λ,m) = (λ,m′) y esto implica que λm = λm′,
es decir que Φ(m)(λ) = Φ(m′)(λ). De esta forma, como las aplicaciones A-lineales Φ(m) y Φ(m′)
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tienen el mismo dominio, codominio y regla de asignación se sigue que son iguales. De esto con-

cluimos que Φ es una aplicación bien definida.

A continuación vamos a mostrar que Φ es una aplicación A-lineal, es decir, que para cualesquier

λ, λ′ ∈ A y m,m′ ∈ M se tiene que Φ(λm + λ′m′) = λΦ(m) + λ′Φ(m′). Sean λ, λ′ ∈ A y sean

m,m′ ∈ M. Como las aplicaciones deseadas tienen el mismo dominio y codominio, sólo resta

probar la igualdad en la regla de asignación. Sea a ∈ A,

Φ(λm + λ′m)(a) = a(λm + λ′m′)

= a(λm) + a(λ′m′)

= λ(am) + λ′(am′)

= λΦ(m)(a) + λ′Φ(m′)(a)

= (λΦ(m) + λ′Φ(m′))(a).

De esta forma, se sigue que Φ(λm + λ′m′) = λΦ(m) + λ′Φ(m′) y por lo tanto concluimos que Φ es

una aplicación A-lineal entre M y HomA(A,M).

Ahora, vamos a considerar la aplicación

Ψ : HomA(A,M) → M

ϕ 
→ ϕ(1A)

Claramente Ψ es una aplicación bien definida. Ahora, vamos a mostrar que Ψ es una aplicación

A-lineal: sean λ, λ′ ∈ A y ϕ, ϕ′ ∈ HomA(A,M).

Ψ(λϕ + λ′ϕ′) = (λϕ + λ′ϕ′)(1A) = (λϕ)(1A) + (λ′ϕ′)(1A) = λϕ(1A) + λ′ϕ′(1A) = λΨ(ϕ) + λ′Ψ(ϕ′).

De esta forma, concluimos que Ψ es una aplicación A-lineal entre HomA(A,M) y M.

Por último, vamos a probar que Φ y Ψ son aplicaciones inversas, es decir que Ψ ◦ Φ = idM y

Φ ◦ Ψ = idHomA(A,M). Sea m ∈ M, puesto que

Ψ ◦ Φ(m) = Ψ(Φ(m)) = Φ(m)(1A) = 1Am = m,

concluimos que Ψ ◦Φ = idM. Ahora, sea ϕ ∈ HomA(A,M). Para mostrar que Φ ◦Ψ(ϕ) es igual a ϕ,

como estas aplicaciones tienen el mismo dominio y codominio, mostraremos que tienen la misma

regla de asignación. Sea λ ∈ A. Siguiendo las construcciones de Φ y Ψ tenemos que

Φ ◦ Ψ(ϕ) = Φ(Ψ(ϕ)) = Φ(ϕ(1A)),

donde Φ(ϕ(1A)) es la aplicación A-lineal entre A y M tal que Φ(ϕ(1A))(μ) = μϕ(1A) = ϕ(μ) para

todo μ ∈ A, en particular, tenemos queΦ(ϕ(1A))(λ) = ϕ(λ). De esta forma, se tiene queΦ◦Ψ(ϕ) = ϕ

y consecuentemente tenemos que Φ ◦ Ψ = idHomA(A,M).
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Por lo tanto, concluimos que existe un A-isomorfismo entre HomA(A,M) y M.

A partir de una familia de módulos siempre es posible construir nuevos módulos, a contin-

uación recordaremos dichas construcciones. Sea
(
Mi

)
i∈I una familia de módulos sobre un anillo A.

Definimos el conjunto ∏
i∈I

Mi =
{
(mi)i∈I

∣∣∣ mi ∈ Mi para cada i ∈ I
}
.

Dicho conjunto equipado con la operación natural suma dada por

+ :
∏
i∈I

Mi ×
∏
i∈I

Mi →
∏
i∈I

Mi(
(mi)i∈I , (nj) j∈I

) 
→ (mk + nk)k∈I

y con la operación producto externo dada por

· : A ×
∏
i∈I

Mi →
∏
i∈I

Mi(
λ, (mi)i∈I

) 
→ (λmi)i∈I

tiene una estructura de A-módulo, dicho módulo se llama el producto de módulos. Además, para

cada j ∈ I la aplicación

π j :
∏
i∈I

Mi → Mj

(mi)i∈I 
→ mj

claramente es una aplicación A-lineal y se llama la proyección. Luego, consideramos el siguiente

subconjunto de
∏

i∈I Mi:⊕
i∈I

Mi =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩(mi)i∈I
∣∣∣∣∣ mi ∈ Mi para cada i ∈ I y el

conjunto
{
j
∣∣∣ mj � 0M j

}
es finito

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ .
Dicho subcojunto es un A-submódulo del producto y se llama la suma directa de módulos. Además,

para cada j ∈ I la aplicación

σ j : Mj →
⊕

i∈I
Mi

m 
→ (mi)i∈I =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ mj = m
mi = 0Mi si i ∈ I\{ j}

es una aplicación A-lineal y se llama el encaje. Ahora, realizaremos algunas observaciones de estos

módulos:

• En caso que el conjunto I es un conjunto finito se tiene que
∏

i∈I Mi =
⊕

i∈I Mi.
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• Si tenemos que Mi es un anillo Ai para cualquier i ∈ I, entonces
∏

i∈I Ai no solamente es un

A-módulo sino que también tiene estructura de anillo. En efecto, además de la operación

suma, se define la operación producto de la siguiente manera:

· :
∏
i∈I

Ai ×
∏
i∈I

Ai →
∏
i∈I

Ai(
(ai)i∈I , (bj) j∈I

) 
→ (akbk)k∈I

Aquı́, 1∏
i∈I Ai es la familia donde cada elemento es el uno de su correspondiente anillo.

• Suponiendo de nueva cuenta que Mi es un anillo Ai para cada i ∈ I, se tiene que el módu-

lo
⊕

i∈I Ai también tiene estructura de anillo definiendo el producto de dos elementos de

manera análoga como el definido en el punto anterior. Aquı́, 1⊕
i∈I Ai es la familia donde

cada entrada no nula es el uno de su correspondiente anillo. Obsérvese que
⊕

i∈I Ai no es

un subanillo de
∏

i∈I Ai.

• Si Mi = M para todo i ∈ I, denotamos
∏

i∈I Mi = MI y
⊕

i∈I Mi = M(I). Si además I es

finito con r elementos, denotamos
⊕

i∈I Mi = Mr.

El siguiente resultado nos permitirá determinar el módulo de morfismos entre una suma directa

de módulos y cualquier otro módulo.

Lema A.3. Sea (Mi)i∈I una familia de módulos sobre un anillo A. Para cualquier A-módulo N
existe un A-isomorfismo entre

∏
i∈I HomA(Mi,N) y HomA(

⊕
i∈I Mi,N).

Demostración. Sea N un A-módulo. Consideramos la siguiente asignación:

f : HomA(
⊕

i∈I
Mi,N) →

∏
i∈I

HomA(Mi,N)

ϕ 
→ (
ϕ ◦ σ j

)
j∈I

Claramente f es una aplicación bien definida. Ahora, vamos a mostrar que f es una aplicación

A-lineal: sean λ, μ ∈ A y ϕ, ψ ∈ HomA(
⊕

i∈I Mi,N),

f (λϕ + μψ) =
(
(λϕ + μψ) ◦ σ j

)
j∈I

=
(
(λϕ ◦ σ j) + (μψ ◦ σ j)

)
j∈I

=
(
λϕ ◦ σ j

)
j∈J +

(
μψ ◦ σ j

)
j∈I

= λ
(
ϕ ◦ σ j

)
j∈I + μ

(
ψ ◦ σ j

)
j∈I

= λ f (ϕ) + μ f (ψ).

De esta forma, concluimos que f es una aplicación A-lineal.
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Ahora, consideramos la siguiente asignación:

g :
∏
i∈I

HomA(Mi,N) → HomA(
⊕

i∈I
Mi,N)

(ϕi)i∈I 
→ g
(
(ϕi)i∈I

)
:
⊕

i∈I
Mi → N

(mi)i∈I 
→
∑
j∈I
ϕ j(mj)

Sea ϕi ∈ HomA(Mi,N) para cada i ∈ I. Es claro que g
(
(ϕi)i∈I

)
es una aplicación bien definida,

ası́ que sólo nos resta probar que es A-lineal. Sean λ, μ ∈ A y mi, ki ∈ Mi para cada i ∈ I.

g
(
(ϕi)i∈I

)(
λ(mj) j∈I + μ(k j) j∈I

)
= g

(
(ϕi)i∈I

)((
λmj + μk j

)
j∈I

)
=

∑
j∈I
ϕ j(λmj + μk j)

= λ
∑
j∈I
ϕ j(mj) + μ

∑
j∈I
ϕ j(k j)

= λg
(
(ϕi)i∈I

)(
(mj) j∈I

)
+ μg

(
(ϕi)i∈I

)(
(k j) j∈I

)
.

De esta forma, concluimos que g
(
(ϕi)i∈I

)
es una aplicación A-lineal. Con esto, claramente se sigue

que g es una aplicación bien definida, ası́ que sólo nos resta probar que es una aplicación A-lineal.

Sean λ, μ ∈ A y ϕi, ψi ∈ HomA(Mi,N) para cada i ∈ I. Queremos mostrar la igualdad entre las

aplicaciones g
(
λ(ϕi)i∈I + μ(ψi)i∈I

)
y λg

(
(ϕi)i∈I

)
+ μg

(
(ψi)i∈I

)
, como dichas aplicaciones tienen el

mismo dominio y codominio sólo resta mostrar que tienen la misma regla de asignación. Sea mi ∈
Mi para cada i ∈ I,

g
(
λ(ϕi)i∈I + μ(ψi)i∈I

)(
(mj) j∈I

)
= g

(
(λϕi + μψi)i∈I

)(
(mj) j∈I

)
=

∑
j∈I

(λϕ j + μψ j)(mj)

= λ
∑
j∈I
ϕ j(mj) + μ

∑
j∈I
ψ j(mj)

= λg
(
(ϕi)i∈I

)(
(mj) j∈I

)
+ μg

(
(ψi)i∈I

)(
(mj) j∈I

)
=

(
λg

(
(ϕi)i∈I

)
+ μg

(
(ψi)i∈I

))(
(mj) j∈I

)
.

Consecuentemente se tiene que g es una aplicación A-lineal.

Por último, vamos a probar que f y g son aplicaciones inversas. Comenzaremos mostrando que

g◦ f = idHomA(
⊕

i∈I Mi,N). Sea ϕ ∈ HomA(
⊕

i∈I Mi,N). Puesto que las aplicaciones g◦ f (ϕ) y ϕ tienen

el mismo dominio y codominio, para mostrar que son iguales sólo debemos comprobar que tienen
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la misma regla de asignación. Sea mi ∈ Mi para cada i ∈ I,

g ◦ f (ϕ)
(
(mj) j∈I

)
= g

(
( f ◦ σi)i∈I

)(
(mj) j∈I

)
=

∑
j∈I

( f ◦ σ j)(mj)

=
∑
j∈I

f
(
σ j(mj)

)
= f

(∑
j∈I
σ j(mj)

)
= f

(
(mj) j∈I

)
.

Ası́, tenemos que g ◦ f = idHomA(
⊕

i∈I Mi,N). Ahora, vamos a mostrar que f ◦ g = id∏
i∈I HomA(Mi,N).

Sea ϕi ∈ HomA(Mi,N) para cada i ∈ I. Puesto que f ◦ g
(
(ϕi)i∈I

)
=

(
g
(
(ϕi)i∈I

) ◦ σ j
)

j∈I , para mostrar

la igualdad f ◦ g
(
(ϕi)i∈I

)
= (ϕi)i∈I es suficiente mostrar que g

(
(ϕi)i∈I

) ◦ σ j = ϕ j para cada j ∈ I.

Sea j ∈ I. Puesto que las aplicaciones deseadas tienen el mismo dominio y codominio, sólo resta

comprobar la igualdad en la regla de asignación. Sea m ∈ Mj,

g
(
(ϕi)i∈I

) ◦ σ j(m) = g
(
(ϕi)i∈I

)(
(mi)i∈I

)
=

∑
i∈I

ϕi(mi)

= ϕ j(mj)

= ϕ j(m).

De esta forma obtenemos la igualdad deseada y por lo tanto tenemos que g ◦ f = idHomA(
⊕

i∈I Mi,N).

Por lo tanto, concluimos que existe un A-isomorfismo entre los módulos
∏

i∈I HomA(Mi,N) y

HomA(
⊕

i∈I Mi,N).

Como consecuencia directa del lema anterior, tenemos el siguiente resultado que determina por

completo al módulo HomA(A(I),M) para cualquier módulo M sobre un anillo A.

Lema A.4. Sea M un módulo sobre un anillo A. Existe un A-isomorfismo entre HomA(A(I),M)

y MI.

Demostración. Utilizando los lemas A.2 y A.3 se sigue que

HomA(A(I),M) = HomA(
⊕

i∈I
A,M) �

∏
i∈I

HomA(A,M) �
∏
i∈I

M = MI .
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2. Sucesiones Exactas

A partir de una pareja de morfismos de módulos de manera que el codominio de uno de ellos

es el dominio del otro, nace la noción de una sucesión exacta. En esta sección nos encargaremos de

estudiar dichas sucesiones y algunas de sus propiedades. Comenzaremos por definir al objeto que

da nombre a esta sección.

Definición A.5. Sean ϕ : N → M y ψ : M → P aplicaciones A-lineales donde A es un anillo.

La sucesión N
ϕ−→ M

ψ−→ P es exacta en M si Kerψ = Imϕ.

Partiendo de la definición se deriva claramente el siguiente resultado.

Lema A.6. Sean M y N módulos sobre un anillo A. Se tienen las siguientes propiedades:

1. La sucesión 0→ N
ϕ−→ M es exacta si y sólo si ϕ es inyectiva.

2. La sucesión N
ψ−→ M → 0 es exacta si y sólo si ψ es sobreyectiva.

Para nuestro estudio vamos a estar interesados en las sucesiones exactas de A-módulos de la

forma 0→ N → M → P→ 0, dichas sucesiones se llaman sucesiones exactas cortas.

A través de un módulo M sobre un anillo A siempre es posible construir de manera natural

sucesiones exactas cortas. En efecto, si N es un A-submódulo de M, entonces considerando las

aplicaciones inclusión i : N → M y proyección π : M → M
N

de manera inmediata se tiene que la

sucesión 0→ N
i−→ M

π−→ M
N
→ 0 es una sucesión exacta de A-módulos.

En el párrafo anterior, a partir de un módulo hemos construido una sucesión exacta corta gracias

a las relaciones existentes entre los módulos elegidos. Ahora bien, si comenzamos con una sucesión

exacta corta, ¿podemos establecer alguna relación entre los módulos que la conforman? El siguiente

resultado responde a esta interrogante.

Proposición A.7. Sean M, N y P módulos sobre un anillo A. Si la sucesión 0 → N
ϕ−→ M

ψ−→
P→ 0 es exacta, entonces existe un isomorfismo natural ψ̃ :

M
ϕ(N)

→ P.

Demostración. Como la aplicación ψ : M → P es sobreyectiva, por el primer teorema de isomor-

fismos se tiene que la siguiente aplicación A-lineal es un isomorfismo:

ψ̃ :
M

Kerψ
→ P

m + Kerψ 
→ ψ(m)
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Luego, de la exactitud de la sucesión se tiene que Kerψ = Imϕ. De esta forma, concluimos que

existe un isomorfismo natural entre
M
ϕ(N)

y P.

A continuación presentamos algunos resultados acerca de sucesiones exactas.

Proposición A.8. Sean M, M′, N y N′ módulos sobre un anillo A. Consideremos el siguiente
diagrama conmutativo con filas exactas

0 �� Ker f ��

ϕ̃

��

M
f

��

ϕ

��

N

ψ

��
0 �� Ker g �� M′ g

�� N′

Si ϕ y ψ son isomorfismos, entonces ϕ̃ lo es.

Demostración. Comenzaremos mostrando que ϕ̃ es inyectiva. Sea m ∈ M tal que m ∈ Ker f y de

modo que m ∈ Ker ϕ̃. Por definición de la aplicación ϕ̃ se tiene que ϕ̃(m) = ϕ(m) = 0N . Luego,

como ϕ es en particular inyectiva se sigue que m = 0M y esto implica que Ker ϕ̃ = {0M}, es decir, ϕ̃

es inyectiva.

Ahora, probaremos que ϕ̃ es sobreyectiva. Sea m′ ∈ M′ de modo que m′ ∈ Ker g. Como ϕ es en par-

ticular sobreyectiva se sigue que existe m ∈ M tal que ϕ(m) = m′. Ahora bien, de la conmutatividad

del diagrama anterior sabemos que ψ ◦ f = g ◦ ϕ, esto implica que ψ ◦ f (m) = g ◦ ϕ(m) = 0N′ .

Luego, utilizando del hecho de que ψ es particularmente inyectiva se sigue que f (m) = 0N y por lo

tanto m ∈ Ker f . Ası́, se tiene que ϕ̃(m) = m′ y por lo tanto concluimos que ϕ̃ es sobreyectiva.

Proposición A.9. Sean M, N, P, M′, N′ y P′ módulos sobre un anillo A. Consideremos el
siguiente diagrama conmutativo

0 �� N
f

��

ψ

��

M
g

��

ϕ

��

P

ζ

��

�� 0

0 �� N′
f ′

�� M′
g′

�� P′ �� 0

donde ψ, ϕ y ζ son isomorfismos. Si la primera fila es exacta, entonces la segunda también lo es.
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Demostración. Comenzaremos mostrando que f ′ es inyectiva. Sea n′ ∈ N′ tal que n′ ∈ Ker f ′.
Como ψ es sobreyectiva existe n ∈ N de modo que ψ(n) = n′. Por otro lado, por la conmutatividad

del diagrama tenemos que ϕ◦ f = f ′ ◦ψ, esto implica que ϕ◦ f (n) = f ′ ◦ψ(n) = 0M′ , Luego, como

ϕ es inyectiva se sigue que f (n) = 0M y por la inyectividad de f se sigue que n = 0N . De este modo,

tenemos que 0N′ = ψ(n) = n′, es decir, n′ = 0N′ . Por lo tanto, concluimos que f ′ es inyectiva.

Ahora probaremos que g′ es sobreyectiva. Sea p′ ∈ P′. Como ζ es sobreyectiva se sigue que existe

p ∈ P tal que ζ(p) = p′. Luego, como g es sobreyectiva se sigue que existe m ∈ M de modo

que g(m) = p. Por la conmutatividad del diagrama tenemos que g′ ◦ ϕ = ζ ◦ g, esto implica que

g′ ◦ ϕ(m) = ζ ◦ g(m) = p′. De esta forma, como g′(ϕ(m)) = p′ concluimos que g′ es una aplicación

sobreyectiva.

A continuación comprobaremos que Im f ′ ⊆ Ker g′. Sea m′ ∈ M′ tal que m′ ∈ Im f ′. Ası́, existe

n′ ∈ N′ de modo que f ′(n′) = m′. Luego, como ψ es sobreyectiva se sigue que existe n ∈ N de

modo que ψ(n) = n′. Por otro lado, de la conmutatividad del diagrama tenemos que ϕ ◦ f = f ′ ◦ ψ
y que ζ ◦ g = g′ ◦ ϕ. De esta forma se sigue que

g′(m′) = g′
(
f ′(n′)

)
= g′

(
f ′(ψ(n))

)
= g′

(
ϕ( f (n))

)
= ζ

(
g( f (n))

)
= 0P′ .

Ası́, concluimos que m′ ∈ Ker g′.

Por último, mostraremos que Ker g′ ⊆ Im f ′. Sea m′ ∈ M′ tal que m′ ∈ Ker g′. Como ϕ es so-

breyectiva existe m ∈ M de modo que ϕ(m) = m′. Por la conmutatividad del diagrama tenemos

que ζ ◦ g = g′ ◦ ϕ, esto implica que ζ ◦ g(m) = g′ ◦ ϕ(m) = 0P′ . Luego, como ζ es inyectiva se

sigue que g(m) = 0P, es decir que m ∈ Ker g = Im f , consecuentemente existe n ∈ N de modo que

f (n) = m. De la conmutatividad del diagrama también sabemos que ϕ ◦ f = f ′ ◦ ψ, esto implica

que f ′ ◦ ψ(n) = ϕ ◦ f (n) = m′. Ası́, como f ′(ψ(n)) = m′ se concluye que m′ ∈ Im f ′.

La técnica usada para la demostración de la proposición anterior se conoce como persecución
del diagrama. El siguiente resultado general muestra que la exactitud se preserva bajo la suma

directa de módulos, puesto que la demostración en su mayorı́a es una persecución del diagrama

sólo realizaremos algunos comentarios sobre dicha prueba.

Lema A.10. Sean (Mi)i∈I , (Ni)i∈I y (Pi)i∈I familias de módulos sobre un anillo A. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

1. La sucesión 0→ Ni
ϕi−→ Mi

ψi−→ Pi → 0 es exacta para cada i ∈ I.

2. La sucesión 0→⊕
i∈I Ni

⊕i∈Iϕi−−−−→⊕
i∈I Mi

⊕i∈Iψi−−−−→⊕
i∈I Pi → 0 es exacta.

Demostración.
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1. ⇒ 2. La exactitud de la sucesión 0 →⊕
i∈I Ni

⊕i∈Iϕi−−−−→⊕
i∈I Mi

⊕i∈Iψi−−−−→⊕
i∈I Pi → 0 se deriva del

hecho de que las aplicaciones ⊕i∈Iϕi y ⊕i∈Iψi actúan elemento por elemento.

2. ⇒ 1. Sea j ∈ I. La exactitud de la sucesión 0 → Nj
ϕ j−→ Mj

ψ j−→ Pj → 0 se obtiene del siguiente

diagrama conmutativo:

0 �� Nj
ϕ j

��

σN j

��

Mj
ψ j

��

σM j

��

Pj ��

σP j

��

0

0 ��
⊕

i∈I Ni ⊕i∈Iϕi

��
⊕

i∈I Mi ⊕i∈Iψi

��
⊕

i∈I Pi �� 0

3. Módulos Finitamente Generados

En esta sección estudiaremos brevemente un tipo especial de módulos que tienen una gran im-

portancia en el Álgebra Conmutativa, hablamos de los módulos finitamente generados. Después de

definir otra clase importante de módulos, los módulos libres, definiremos a los módulos finitamente

generados, daremos algunas caracterizaciones de esta clase de módulos y estudiaremos algunas de

sus propiedades. Concluiremos la sección con uno de los resultados más importantes del Álgebra

Conmutativa: el lema de Nakayama.

Definición A.11. Sea M un módulo sobre un anillo A.

1. M es libre si existe un conjunto no vacı́o I de modo que M es A-isomorfo a A(I).

2. M es libre de rango finito si existe r ∈ N de modo que M es A-isomorfo a Ar, en tal caso,

M es libre de rango r.

3. M es finitamente generado sobre A si existen r ∈ N y m1, . . . ,mr ∈ M de modo que

M = Am1 + · · · + Amr.

EjemploA.12. Todo módulo libre de rango finito es finitamente generado. De manera particular,

cualquier anillo visto como módulo sobre sı́ mismo es finitamente generado.

Como veremos en el siguiente resultado, la propiedad de que un módulo sea finitamente gene-

rado se hereda cuando consideramos cocientes de dicho submódulo.

Proposición A.13. Sea M un módulo finitamente generado sobre un anillo A. Para cada A-

submódulo N de M se tiene que
M
N

es finitamente generado sobre A.
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Demostración. Como M es finitamente generado existen r ∈ N y m1,m2, . . . ,mr ∈ M tales que

M = Am1 + · · · + Amr. Se sigue claramente que los elementos m1 + N,m2 + N, . . . ,mr + N generan

a
M
N

.

En el siguiente resultado presentaremos algunas caracterizaciones de los módulos finitamente

generados.

Proposición A.14. Sea M un módulo sobre un anillo A. Los siguientes enunciados son equiva-
lentes:

1. M es finitamente generado.
2. M es isomorfo al cociente de un módulo libre de rango finito.
3. Existen r ∈ N y ϕ ∈ HomA(Ar,M) de modo que ϕ es sobreyectiva.

Demostración.

1. ⇒ 2. Supongamos que M es finitamente generado sobre A. De esta forma existen r ∈ N y

m1, . . . ,mr ∈ M de modo que M = Am1 + · · · + Amr. Consideramos la siguiente asignación:

ϕ : Ar → M

(λ1, . . . , λr) 
→ λ1m1 + · · · + λrmr

Por la Proposición A.3 tenemos que ϕ es A-lineal, además, es una aplicación sobreyectiva: en

efecto, si m ∈ M, entonces existen λ1, . . . , λr ∈ A de modo que m = λ1m1+· · ·+λrmr = ϕ(λ1, . . . , λr).

De esta forma, por el primer teorema de isomorfismos concluimos que
Ar

Kerϕ
� M.

2. ⇒ 3. Supongamos que M �
As

N
para cierto s ∈ N y cierto A-submódulo N de As. Luego, consi-

deramos la sucesión exacta As π−→ As

N
�−→ M → 0. Realizando la composición de las aplicaciones se

obtiene la aplicación sobreyectiva deseada.

3. ⇒ 1. Supongamos que existen r ∈ N y ϕ : Ar → M una aplicación A-lineal sobreyectiva. Por

el primer teorema de isomorfismos se tiene que
As

Kerϕ
� M. Como Ar es finitamente generado, por

la Proposición A.13 se sigue que
As

N
es finitamente generado y esto implica que M es finitamente

generado.

El próximo resultado que estudiaremos establecerá una relación entre los módulos finitamente

generados y las sucesiones exactas.
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Proposición A.15. Sea 0→ N
ϕ−→ M

ψ−→ P→ 0 una sucesión exacta de módulos sobre un anillo
A. Si N y P son finitamente generados sobre A, entonces M también lo es.

Demostración. Como N es finitamente generado sobre A existen r ∈ N y n1, . . . , nr ∈ N tales que

N = An1+· · ·+Anr; asimismo, como P es finitamente generado sobre A existen s ∈ N y p1, . . . , ps ∈
P tales que P = Ap1 + · · · + Aps. Luego, como ψ es sobreyectivo existen m1, . . . ,ms ∈ M tales que

ψ(mi) = pi para cada i ∈ {1, . . . , s}. Vamos a mostrar que la familia {ϕ(n1), . . . , ϕ(nr),m1, . . . ,ms}
genera a M. Puesto que ϕ(n1), . . . , ϕ(nr),m1, . . . ,ms son elementos de M, se sigue que

Aϕ(n1) + · · · + Aϕ(nr) + Am1 + · · · + Ams ⊆ M.

Recı́procamente, sea m ∈ M. Como ψ(m) es un elemento de P se sigue que existen λ1, . . . , λs ∈ A
tales que ψ(m) = λ1 p1 + · · · + λs ps. Luego, tenemos que ψ(m) = λψ(m1) + · · · + λSψ(ms) y por lo

tanto que ψ(m− (λ1ms+ · · ·+λsms)) = 0P. Ası́, como m− (λ1m1+ · · ·+λsms) ∈ Kerψ = Imϕ existe

n ∈ N tal que ϕ(n) = m − (λ1m1 + · · · + λsms). Además, como N es finitamente generado existen

μ1, . . . , μr ∈ A tales que n = μ1n1 + · · · + μrnr. Consecuentemente tenemos que

m = μ1ϕ(n1) + · · · + μrϕ(nr) + λ1m1 + · · · + λsms

y esto implica que M ⊆ Aϕ(n1) + · · · + Aϕ(nr) + Am1 + · · · + Ams. Por lo tanto, concluimos que M
es finitamente generado.

Para concluir con esta sección vamos a mostrar un poderoso resultado del Álgebra Conmutativa,

hablamos del lema de Nakayama. Antes de pasar a la prueba necesitaremos del siguiente resultado:

LemaA.16. Sea A un anillo. Para cada a ∈ A se tiene que a ∈ Rad(A) si y sólo si para cualquier
λ ∈ A se satisface que 1A + λa ∈ U(A).

Demostración. Sea a ∈ A. Asumamos que a ∈ Rad(A). Vamos a proceder por contradicción:

supongamos que existe λ ∈ A de modo que 1A+λa no es una unidad de A. Luego, como 〈1A+λa〉 �
A se sigue que existe m ∈ Max(A) tal que 〈1A + λa〉 ⊆ m. De esta forma, el hecho que a ∈ m y de

que 1A + λa ∈ m implican que 1A ∈ m lo cual es absurdo.

Recı́procamente, asumamos que para todo λ ∈ A se tiene que 1A + λa ∈ U(A). Procederemos por

contradicción: supongamos que existe m ∈ Max(A) de modo que a � m. Ası́, como m � m + 〈a〉 y

m es maximal se sigue que m + 〈a〉 = A. Luego, como 1A ∈ m + 〈a〉 se sigue que existen m ∈ m y

λ ∈ A tales que 1A = m + λa. De este modo, tenemos que m = 1A − λa y por nuestra hipótesis se

sigue que m contiene una unidad, lo cual es absurdo.
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Teorema A.17 (Lema de Nakayama). Sean M un módulo finitamente generado sobre un anillo
A e I un ideal de A tal que I ⊆ Rad(A). Se tiene que IM = M si y sólo si M = {0M}. En particular,
si Rad(A)M = M, entonces M = {0M}.

Demostración. Si M = {0M} es claro que IM = M. Recı́procamente, supongamos que IM = M,

mostraremos que M es el módulo nulo por contradicción. Supongamos que M � {0M}. Distin-

guimos entre dos casos:

• Caso I: M tiene sólo un generador. Supongamos que M = Am para cierto m ∈ M. De

la hipótesis M = IM se sigue que existe λ ∈ I de modo que m = λm, esto implica que

(1A − λ)m = 0M. Además, como λ es un elemento de Rad(A), por el lema anterior se sigue

que (1A − λ) ∈ U(A) y ası́, la igualdad (1A − λ)m = 0M implica que m = 0M lo cual es

absurdo.

• Caso II: M tiene al menos dos generadores. Sea r ∈ N tal que r ≥ 2 y es el mı́nimo entero

positivo para el cual existe una familia generadora de M con dicha cardinalidad, de este

modo, sean m1, . . . ,mr ∈ M de modo que M = Am1 + · · · + Amr. De la hipótesis M = IM
se sigue que existe λi ∈ I para cada i ∈ {1, . . . , r} de modo que m1 = λ1m1 + · · · + λrmr, ası́,

tenemos que (1A − λ1)m1 = λ2m2 + · · · + λrmr. Puesto que λ1 es un elemento de Rad(A),

por el lema anterior se sigue que μ = (1A − λ) ∈ U(A) y consecuentemente la igualdad

(1A − λ1)m1 = λ2m2 + · · · + λrmr implica que m1 = μ
−1λ2m2 + · · · + μ−1λrmr. Por lo tanto,

hemos construido una familia generadora de M con r − 1 elementos lo cual contradice

nuestra hipótesis.

De esta forma, concluimos que M = {0M}.

CorolarioA.18. Sea M un módulo finitamente generado sobre un anillo local (A,m). SimM =
M, entonces M = {0M}.

4. Producto Tensorial de Módulos

En esta sección estudiaremos una de las construcciones de mayor relevancia dentro del Álgebra

Conmutativa: el producto tensorial de módulos. El siguiente resultado nos hablará del producto

tensorial de módulos y de la propiedad universal que satisface. Para nuestros fines prácticos, sólo

necesitaremos de algunas propiedades del producto tensorial ası́ que presentaremos el siguiente

resultado sin una demostración del mismo. Para mayores detalles acerca de la prueba puede con-

sultarse el Capı́tulo 2 de [1].
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Teorema A.19. Sean M y N módulos sobre un anillo A. Existe un par (T, θ) formado por un
A-módulo T y una aplicación A-bilineal θ : M × N → T que satisface la siguiente propiedad
universal: para cada A-módulo P y para cada aplicación A-bilineal ϕ : M × N → P existe una
única aplicación A-lineal ϕ̃ : T → P de modo que el siguiente diagrama conmuta:

M × N
ϕ

��

θ

��

P

T

ϕ̃

���������������������

Consideremos a M y N módulos sobre un anillo A. Vamos a realizar algunos comentarios sobre

el teorema anterior:

• El módulo T se llama el producto tensorial de M y N sobre A y se denota por M ⊗A N.

• El módulo M ⊗A N está generado por el siguiente conjunto

M ⊗A N =
〈{

m ⊗ n
∣∣∣ m ∈ M y n ∈ N

}〉
A
.

De esta forma, cada elemento de M ⊗A N es una combinación lineal de elementos genera-

dores de M ⊗A N. Además, utilizando la bilinealidad del producto tensorial, sin pérdida de

generalidad siempre se puede suponer que un elemento de M ⊗A N es sólo una suma finita

de generadores de M ⊗A N.

• Si M y N son finitamente generados, entonces M⊗A N es finitamente generado. De hecho si

{m1, . . . ,mr} y {n1, . . . , ns} son familias generadoras de M y N respectivamente para ciertos

r, s ∈ N, entonces

M ⊗A N =
〈{

mi ⊗ nj

∣∣∣ i ∈ {1, . . . , r} y j ∈ {1, . . . , s}
}〉

A
.

• Si M o N es nulo, entonces M ⊗A N también lo es.

Los siguientes resultados nos muestran algunas de las propiedades principales del producto ten-

sorial. Sólo enunciaremos los resultados sin demostración. Como mencionamos anteriormente, el

lector interesado en profundizar en estos tópicos puede consultar [1].

Proposición A.20. Sean M y N módulos sobre un anillo A.

1. Para cualquier A-módulo P existe un A-isomorfismo entre los módulos HomA(M ⊗A N, P)

y BilA(M × N, P).
2. Para cualquier A-módulo P existe un A-isomorfismo entre los módulos HomA(M ⊗A N, P)

y HomA(M,HomA(N, P)).
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Teorema A.21. Sea A un anillo.

1. Si M es un A-módulo, entonces A ⊗A M � M.
2. Si M y N son A-módulos, entonces M ⊗A N � N ⊗A M.
3. Si M, N y P son A-módulos, entonces (M ⊗A N) ⊗A P � M ⊗A (N ⊗A P).
4. Si (Mi)i∈I es una familia de A-módulos y N es un A-módulo, entonces

(⊕
i∈I Mi

) ⊗A N �⊕
i∈I(Mi ⊗A N). En particular, para cualquier r ∈ N se tiene que Ar ⊗A N � Nr.

5. Si M es un A-módulo y J es un ideal de A, entonces
A
J
⊗A M �

M
JM

.

Proposición A.22. Sea 0 → M′
ϕ−→ M

ψ−→ M′′ → 0 una sucesión exacta de módulos sobre
un anillo A. Para cualquier A-módulo N se tiene que la sucesión M′ ⊗A N

ϕ⊗idN−−−−→ M ⊗A N
ψ⊗idN−−−−→

M′′ ⊗A N → 0 es exacta de A-módulos.

Para concluir con esta sección presentaremos algunas aplicaciones directas de las propiedades

del producto tensorial.

Proposición A.23. Sea M un módulo sobre un anillo A que está generado por s elementos para
cierto s ∈ N. Si existe r ∈ N tal que M � Ar, entonces r ≤ s.

Demostración. Como M está generado por s elementos, por la Proposición A.14 se sigue que existe

una aplicación A-lineal sobreyectiva ϕ : As → M. Puesto que M � Ar, realizando la composición

de esta aplicación con ϕ obtenemos la siguiente sucesión exacta As → Ar → 0. Consideramos a

m un ideal maximal de A, ası́, por la proposición anterior se tiene que la sucesión As ⊗A
A
m
→

Ar ⊗A
A
m
→ 0 es exacta. Luego, por el enunciado 4 del Teorema A.21 tenemos los isomorfismos

As ⊗A
A
m
�

( A
m

)s

y Ar ⊗A
A
m
�

( A
m

)r

, de esta manera, la exactitud de la sucesión anterior implica

que la sucesión
( A
m

)s

→
( A
m

)r

→ 0 es exacta. Ahora bien, como tenemos que
( A
m

)s

y
( A
m

)r

son

A
m

-espacios vectoriales, la sobreyectividad de la aplicación
( A
m

)s

→
( A
m

)r

implica que r ≤ s.

ProposiciónA.24. Sean M y N módulos finitamente generados sobre un anillo local (A,m). Los
siguientes enunciados son equivalentes:

1. M ⊗A N = {0M⊗AN}.
2. M = {0M} o N = {0N}.
3.

M ⊗A N
m(M ⊗A N)

= {0}.

Demostración.
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1.⇒ 2. Supongamos que M ⊗A N = {0M⊗AN}. Vamos a distinguir entre dos casos:

• Caso I: A es un campo. En este caso, M y N son A-espacios vectoriales de dimensión finita.

Luego, como

0 = dimA(M ⊗A N) = dimA(M) · dimA(N),

se sigue que dimA(M) = 0 o dimA(N) = 0, esto implica que M = {0M} o N = {0N}.
• Caso II: A es cualquier anillo. De la igualdad M ⊗A N = {0} se obtiene la igualdad (

A
m
⊗A

M)⊗A (N ⊗A
A
m

) = {0}. Por el enunciado 5 del Teorema A.21 sabemos que
A
m
⊗A M �

M
mM

y que N ⊗A
A
m
�

N
mN

, de esta forma se sigue que
M
mM

⊗A
N
mN

= {0}. Luego, como el

producto externo de A no cambia respecto a
A
m

, la igualdad anterior implica la igualdad

M
mM

⊗ A
m

N
mN
= {0} y consecuentemente, como

A
m

es un campo, por el caso I tenemos que

M
mM

= {0} o
N
mN
= {0}. Sin pérdida de generalidad supongamos que

M
mM

= {0}, es decir

que M = mM. Como M es finitamente generado y m = Rad(A), por el lema de Nakayama

se concluye que M = {0M}.

De esta forma, concluimos que M = {0M} o N = {0N}.
2.⇒ 3. Obvio.

3. ⇒ 1. Supongamos que
M ⊗A N
m(M ⊗A N)

= {0}, es decir, que M ⊗A N = m(M ⊗A N). Como M y N

son finitamente generados se sigue que M ⊗A N es finitamente generado, además, como A es local

se sigue que m = Rad(A). Ası́, por el lema de Nakayama se concluye que M ⊗A N = {0}

5. Anillos y Módulos Graduados

En esta sección nos encargaremos de estudiar a los anillos y los módulos graduados. Después de

definir estos objetos y de estudiar sus propiedades principales, en el segundo apartado realizaremos

un estudio de la localización en anillos y módulos graduados, en especial, estaremos interesados

en aquellos conjuntos multiplicativos formados por elementos homogéneos. Para concluir con esta

sección, estudiaremos el producto tensorial de módulos graduados sobre un anillo graduado.

5.1. Nociones Básicas. En este apartado vamos a definir a los anillos graduados, a los módu-

los graduados y estudiaremos sus propiedades principales. Comenzaremos definiendo a los anillos

graduados.
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Definición A.25. Un anillo A es graduado si existe una familia (Ai)i∈Z+ de subgrupos abelianos

de A tal que

1. A =
⊕
n∈Z+

An.

2. Para cualesquier r, s ∈ Z+ se cumple que Ar × As ⊆ Ar+s.

Para cualquier n ∈ Z+, An es la componente homogénea de grado n y cada elemento de An es un

elemento homogéneo de grado n.

De acuerdo con la definición anterior, una de las condiciones necesarias para que un anillo

A sea un anillo graduado es que exista una familia (An)n∈Z+ de subgrupos abelianos de A tal que

A =
⊕

n∈Z+ An. Dicha igualdad es en el sentido de que la aplicación

ϕ :
⊕
n∈Z+

An → A

(xn)n∈Z+ 
→ x0 + x1 + · · · + xn

es un isomorfismo. Gracias a este hecho, se tiene que cada elemento de A tiene una descomposición

única en elementos homogéneos.

Ejemplo A.26. Sean A un anillo, n ∈ N y x1, . . . , xn variables sobre A. El anillo de polinomios

A[x1, . . . , xn] en n variables sobre A es un anillo graduado considerando a Ar como el conjunto de

todos los polinomios homogéneos de grado r para cada r ∈ Z+.

El siguiente resultado enlista las propiedades principales de un anillo graduado.

ProposiciónA.27. Sea A =
⊕

n∈Z+ An un anillo graduado. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Ningún elemento de A tiene dos grados diferentes a la vez salvo 0A.
2. 0A es el único elemento que tiene todos los grados.
3. La componente homogénea de grado cero A0 es un anillo.
4. An es un A0-módulo para todo n ∈ N.
5. A+ =

⊕
n∈N An es un ideal de A y se llama el ideal irrelevante.

Demostración.

1. Supongamos que existe x ∈ A tal que x ∈ Ai∩Aj para ciertos i, j ∈ Z+ y sin pérdida de generalidad

supongamos que i < j. Al escribir a x en su descomposición de elementos homogéneos tenemos

que

x = 0A︸︷︷︸
∈Ai

+ x︸︷︷︸
∈A j

= x︸︷︷︸
∈Ai

+ 0A︸︷︷︸
∈A j

.
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Luego, por la unicidad en la descomposición de los elementos de A podemos igualar componente

a componente, ası́, tenemos que 0A = x ∈ Ai y x = 0A ∈ Aj. Por lo tanto, x = 0A.

2. Puesto que An es un subgrupo abeliano de A para todo n ∈ Z+ se tiene que 0A ∈ An para cualquier

n ∈ Z+. Además, por el enunciado anterior sabemos que ningún elemento de A salvo 0A tiene dos

grados distintos a la vez.

3. Observemos que A0 hereda las operaciones de suma y producto definidas en el anillo A y por

hipótesis sabemos que (A0,+) es un grupo abeliano. La cerradura del producto de elementos de A0

se da gracias a la hipótesis de que A0 × A0 ⊆ A0, además, puesto que el producto que consideramos

es el heredado por A tenemos de manera inmediata que es asociativo y que es distributivo con

respecto a la suma. Lo único que nos resta por verificar es que 1A está en A0. Puesto que 1A es un

elemento de A, dicho elemento tiene una descomposición en elementos homogéneos

1A = x0 + x1 + · · · + xr

para algún r ∈ Z+ y para algunos x1, . . . , xr ∈ A de modo que x j ∈ Aj para todo j ∈ {0, . . . , r}. Sea

k ∈ {0, . . . , r}. Obsérvese que tenemos la siguiente igualdad:

xk = 1Axk = (x0 + x1 + · · · + xr)xk = x0xk︸︷︷︸
∈Ak

+ x1xk︸︷︷︸
∈Ak+1

+ · · · + xr xk︸︷︷︸
∈Ak+r

.

Puesto que la descomposición en elementos homogéneas es única se sigue que x0xk = xk y que

x jxk = 0A para todo j ∈ {1, . . . , r}. De este modo, se sigue que

1A = x0 + x1 + · · · + xr = x0x0 + x0x1 + · · · + x0xr = x0(x0 + x1 + · · · + xr) = x0.

La ecuación anterior nos dice que x0 = 1A y esto implica que tenemos que 1A ∈ A0. Por lo tanto, la

componente homogénea de grado cero A0 es un anillo.

4. Sea s ∈ N. Puesto que A es un anillo graduado, para todo r ∈ Z+ se cumple que Ar × As ⊆ Ar+s.

Particularmente lo anterior se satisface para r = 0, es decir, tenemos que A0 × As ⊆ As. Luego,

como A0 es un anillo se concluye que As es un A0-módulo.

5. Comenzaremos por mostrar que (A+,+) es un subgrupo abeliano de (A,+). Es claro que 0A es un

elemento de A+ ya que A1 ⊆ A+ y 0A ∈ A1.

Sean α, β ∈ A+. Vamos a mostrar que α − β ∈ A+. Como α y β en particular son elementos de A,

consideramos las descomposiciones en elementos homogéneos de α y β:

α = a1 + · · · + ar y β = b1 + · · · + br,

donde r ∈ N, a1, . . . , ar, b1, . . . , br ∈ A y además ai, bi ∈ Ai para cada i ∈ {1, . . . , r}. Obsérvese que

sin pérdida de generalidad podemos suponer α y β tienen el mismo número de elementos en su
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descomposición. Luego,

α − β = (a1 + · · · + ar) − (b1 + · · · + br)

= a1 + · · · + ar − b1 − · · · − br

= (a1 − b1︸�︷︷�︸
A1

) + · · · + (ar − br︸�︷︷�︸
Ar

).

De este modo, tenemos que α − β ∈ A+. Por otro lado, sea λ ∈ A. Vamos a mostrar que λα ∈ A+.
Como λ es un elemento de A podemos considerar su descomposición en elementos homogéneos:

λ = c0 + c1 + · · · + cs

donde s ∈ Z+, c0, . . . , cs, ∈ A y además c j ∈ Aj para todo j ∈ {0, . . . , s}. Luego,

λα = (c0 + c1 + · · · + cs)(a1 + · · · + ar)

= (c0 + c1 + · · · + cs)a1 + · · · + (c0 + c1 + · · · + cs)ar

= c0a1︸︷︷︸
∈A1

+ c1a1︸︷︷︸
∈A2

+ · · · + csa1︸︷︷︸
∈As+1

+ · · · + c0ar︸︷︷︸
∈Ar

+ c1ar︸︷︷︸
∈Ar+1

+ · · · + csar︸︷︷︸
∈Ar+s

.

De este modo tenemos que λα ∈ A+. Por lo tanto, concluimos que A+ es un ideal de A.

Ahora vamos a dar paso a la definición de módulo graduado sobre un anillo graduado.

Definición A.28. Sea M un módulo sobre un anillo graduado A =
⊕

n∈Z+ An. M es un graduado
sobre A si existe una familia (Mi)i∈Z+ de subgrupos abelianos de M tales que

1. M =
⊕
k∈Z+

Mk.

2. Para cualesquier r, s ∈ Z+ se cumple que Ar × Ms ⊆ Mr+s.

Para cualquier n ∈ Z+, Mn es la componente homogénea de grado n y cada elemento de Mn es un

elemento homogéneo de grado n.

Por argumentos similares a los usados en anillos graduados, cada elemento de un módulo gra-

duado M =
⊕

n∈Z+ Mn tiene una descomposición única como suma de elementos homogéneos.

El siguiente resultado enuncia las propiedades principales de módulos graduados. Por la simili-

tud en la demostración de estas propiedades con las de anillos graduados omitiremos su demostra-

ción.

Proposición A.29. Sea M =
⊕

n∈Z+ Mn un módulo graduado sobre un anillo graduado A =⊕
n∈Z+ An. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Ningún elemento de M tiene dos grados diferentes a la vez salvo 0M.
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2. 0M es el único elemento que tiene todos los grados.
3. Mn es un A0-módulo para cada n ∈ Z+.

5.2. Localización de Anillos y Módulos Graduados. Puesto que un módulo graduado sobre

un anillo graduado sigue siendo un módulo, podemos realizar la localización en algún conjunto

multiplicativo del anillo sobre el que se encuentra. Ahora bien, una pregunta interesante es cuándo

al módulo obtenido de localizar se le puede dotar con una graduación. En esta sección nos daremos

a la tarea de resolver esta interrogante.

Comenzaremos por dar una respuesta a la interrogante planteada en el caso en que realizamos

la localización en un anillo graduado.

Teorema A.30. Sea A =
⊕

n∈Z+ An un anillo graduado. Si S es un conjunto multiplicativo de
A de modo que cada elemento de S es homogéneo, entonces S −1A es un anillo graduado con la
graduación

(
(S −1A)m

)
m∈Z donde para cada m ∈ Z se define

(S −1A)m =

{a
s

∣∣∣∣∣ a ∈ Ah, s ∈ S y grad(a)−grad(s)=m
}
.

Demostración. En primer lugar, vamos a mostrar que (S −1A)m es un subgrupo abeliano de S −1A
para cada m ∈ Z. Sea m ∈ Z.

• Claramente 0S −1A es un elemento de (S −1A)m pues 0S −1A =
0A

1A
y 0A tiene cualquier grado.

• Sean a, b ∈ Ah y s, t ∈ S tales que grad(a) − grad(s) = m y grad(b) − grad(t) = m. Sabemos

que
a
s
− b

t
=

ta − sb
st

, además, observemos que ta− sb es un elemento homogéneo de grado

grad(s) + grad(t) + m y st es un elemento homogéneo de grado grad(s) + grad(t). De esta

forma, como

grad(ta − sb) − grad(st) = grad(s) + grad(t) + m − grad(s) − grad(t) = m,

se sigue que
ta − sb

st
es un elemento de (S −1A)m.

De este modo, concluimos que (S −1A)m es un subgrupo abeliano de S −1A.

Ahora, consideremos m, n ∈ Z. Vamos a probar que (S −1A)m× (S −1A)n ⊆ (S −1A)m+n. Sean a, b ∈ Ah

y s, t ∈ S de modo que grad(a) − grad(s) = m y grad(b) − grad(t) = n. Sabemos que
a
s
· b

t
=

ab
st

,

además, ab es un elemento homogéneo de grado m + grad(s) + n + grad(t) y st es un elemento

homogéneo de grado grad(s) + grad(t). Luego, como

grad(ab) − grad(st) = m + grad(s) + n + grad(t) − grad(s) − grad(t) = m + n,

se sigue que
ab
st

es un elemento de (S −1A)m+n y esto implica que (S −1A)m × (S −1A)n ⊆ (S −1A)m+n.
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Lo siguiente que haremos será mostrar que S −1A =
∑

n∈Z(S −1A)n. La contención
∑

n∈Z(S −1A)n ⊆
S −1A es clara ası́ que sólo resta mostrar la otra contención. Sean a ∈ A y s ∈ S , consideremos

al elemento
a
s

de S −1A. Como a ∈ A, se sigue que existen m ∈ Z+ y a0, a1, . . . , am ∈ A tales que

a = a0 + a1 + · · · + am de modo que ai ∈ Ai para cada i ∈ {0, . . . ,m}. De esta forma, se sigue que

a
s
=

a0 + a1 + · · · + am

s
=

a0

s
+

a1

s
+ · · · + am

s
.

Luego, como tenemos que
aj

s
es un elemento de (S −1A) j − grad(s) para cada j ∈ {0, . . . ,m}, se sigue

que
a
s
∈

∑
n∈Z

(S −1A)n. Ası́, concluimos que S −1A =
∑

n∈Z(S −1A)n.

Lo único que nos falta probar es que la descomposición de cualquier elemento es única. Sea z ∈
S −1A. Sin pérdida de generalidad existen s, t ∈ S , m ∈ Z+ y a0, . . . , am, b0, . . . , bm ∈ A con aj, bj ∈
Aj para cada j ∈ {0, . . . ,m} tales que

z =
a0

s
+ · · · + am

s
=

b0

t
+ · · · + bm

t
.

De la igualdad anterior se sigue que

ta0 + · · · + tam

1A
=

sb0 + · · · + sbm

1A
,

y consecuentemente existe u ∈ S de modo que u(ta0 + · · · + tam) = u(sb0 + · · · + sbm). Sea i ∈
{0, . . . ,m}. Como la descomposición en A es única se sigue que utai = usbi, esto implica que
tai

1A
=

sbi

1A
y de esta forma se tiene que

ai

s
=

1A

st
· tai

1A
=

1A

st
· sbi

1A
=

bi

t
.

Ası́, como
ai

s
=

bi

t
y el ı́ndice i fue arbitrario en el conjunto {0, . . . ,m}, se concluye que la descom-

posición de z en S −1A es única.

Por lo tanto, de manera definitiva concluimos que S −1A es un anillo graduado con la graduación(
(S −1A)n

)
n∈Z.

Lo que realizaremos a continuación es aplicar el teorema anterior a los conjuntos multiplicativos

que son de nuestro interés. Sea A =
⊕

n∈Z+ An un anillo graduado.

Consideremos a p un ideal primo de A. Observemos que el conjunto (A\p) ∩ Ah es un conjunto

multiplicativo de A:

• Sabemos que 1A es un elemento de grado cero, ası́ que 1A ∈ Ah. Por otro lado, como A\p
es un conjunto multiplicativo se tiene que 1A ∈ A\p. De esta forma se tiene que 1A ∈
(A\p) ∩ Ah.
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• Sean s, t ∈ (A\p) ∩ Ah. Como s y t son elementos del conjunto multiplicativo A\p se sigue

que st ∈ A\p. Luego, como s y t son elementos homogéneos se tiene que st también es un

elemento homogéneo y con ello concluimos que st ∈ (A\p) ∩ Ah.

Por lo tanto, tenemos que (A\p) ∩ Ah es un conjunto multiplicativo de A que está formado por

elementos homogéneos. Del teorema anterior se tiene de manera inmediata que ((A\p)∩ Ah)−1A es

un anillo graduado y consecuentemente su componente homogénea de grado cero que denotaremos

por A(p) es un subanillo de dicho anillo, es decir, el conjunto

A(p) =

{a
t

∣∣∣ a ∈ Ah, t ∈ (A\p) ∩ Ah y grad(a) = grad(t)
}

es un subanillo de ((A\p) ∩ Ah)−1A. Más aún, dicho anillo es un anillo local: en efecto, vamos a

mostrar que el conjunto de los elementos que no son unidades en A(p) es un ideal de A(p). En primer

lugar vamos a determinar a las unidades de A(p). Afirmamos que

(5.1) U(A(p)) =
{a

s

∣∣∣∣∣ a, s ∈ (A\p) ∩ Ah y grad(a)=grad(s)
}
.

Si a y s son elementos de (A\p) ∩ Ah del mismo grado, entonces
a
s

es una unidad de A(p): en

efecto, claramente el inverso del elemento
a
s

es
s
a

y está en A(p). Recı́procamente, sean a ∈ Ah y

s ∈ (A\p) ∩ Ah elementos homogéneos del mismo grado de modo que
a
s
∈ U(A(p)). Ası́, existen

b ∈ Ah y t ∈ (A\p) ∩ Ah elementos homogéneos del mismo grado tales que
a
s
· b

t
= 1A(p)

. De esta

forma, como
ab
st
=

1A

1A
se sigue la existencia de z ∈ (A\p) ∩ Ah de modo que zab = zst. Luego, la

igualdad anterior junto con el hecho que zst � p implican que a � p y con ello concluimos que
a
s

está en el conjunto deseado. Consecuentemente tenemos se satisface la igualdad 5.1 y por lo tanto

tenemos que

A(p)\U(A(p)) =
{a

s

∣∣∣∣∣ a ∈ p ∩ Ah, s ∈ (A\p) ∩ Ah y grad(a)=grad(s)
}
.

Por último, mostraremos que el conjunto anterior es un ideal de A(p). Sean a, b ∈ p ∩ Ah, c ∈ Ah y

s, t, r ∈ (A\p) ∩ Ah de modo que grad(a) = grad(s), grad(b) = grad(t) y grad(c) = grad(r). Puesto

que

a
s
− b

t
=

ta − sb
st

,

c
r
· a

s
=

ca
rs
,

y puesto que ta − sb y ca son elementos de p de modo que sus grados son iguales al grado de

st y rs respectivamente, se sigue que
ta − sb

st
y

ca
rs

están en A(p)\U(A(p)). De esta forma, tenemos
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que A(p)\U(A(p)) es un ideal y por lo tanto concluimos que A(p) es un anillo local. Lo que hemos

realizado se puede resumir en el siguiente resultado:

Proposición A.31. Con las notaciones anteriores, el anillo A(p) es local de ideal maximal

mA(p)
=

{a
s

∣∣∣∣∣ a ∈ p ∩ Ah, s ∈ (A\p) ∩ Ah y grad(a)=grad(s)
}
.

Por otro lado, consideremos a f un elemento de A que no es nilpotente. De este modo, como el

conjunto multiplicativo
{
f n

∣∣∣ n ∈ Z+} es un conjunto multiplicativo de A donde cada elemento es

homogéneo, por el teorema anterior se sigue que Af es un anillo graduado y con ello, tenemos que

su componente homogénea de grado cero que denotaremos por A( f ) es un subanillo de Af , es decir,

el conjunto

A( f ) =

{
a
f s

∣∣∣∣∣ a ∈ Ah, s ∈ Z+ y grad(a)=s·grad( f )

}
.

es un subanillo de Af .

Lo que haremos a continuación es contestar nuestra interrogante en el caso en que trabajamos

con módulos graduados. Si asumimos las mismas hipótesis asumidas en el caso de anillos gradua-

dos, entonces podemos obtener una respuesta análoga a la obtenida en dicho caso. El siguiente

resultado nos hablará de este hecho de manera concreta y por su similitud con la demostración del

Teorema A.30 omitiremos su prueba.

Teorema A.32. Sea M =
⊕

d∈Z+ Md un módulo graduado sobre un anillo graduado A =⊕
d∈Z+ Ad. Si S es un conjunto multiplicativo de A de modo que cada elemento de S es homogéneo,

entonces S −1M es un módulo graduado sobre S −1A con la graduación
(
(S −1M)d

)
d∈Z donde para

cada d ∈ Z se define

(S −1M)d =

{m
s

∣∣∣∣∣ m ∈ Mh, s ∈ S y grad(m)−grad(s)=d.
}
.

De nueva cuenta, lo que estudiaremos a continuación son los módulos que podemos obtener a

partir de los conjuntos multiplicativos que son de nuestro interés. Sea M =
⊕

d∈Z+ Md un módulo

graduado sobre un anillo graduado A =
⊕

d∈Z+ Ad.

Sea p un ideal primo de A. Sabemos que (A\p) ∩ Ah es un conjunto multiplicativo de A que

está formado por elementos homogéneos, de esta manera podemos construir el módulo gradua-

do ((A\p) ∩ Ah)−1M sobre el anillo graduado ((A\p) ∩ Ah)−1A. Ası́, como ((A\p) ∩ Ah)−1M es un

módulo graduado sobre ((A\p) ∩ Ah)−1A se sigue que la componente homogénea de grado cero de

dicho módulo que denotaremos por M(p) es un A(p)-módulo.

Ahora consideremos un elemento homogéneo f de A que no es nilpotente. Como
{
f n

∣∣∣ n ∈ Z+} es

un conjunto multiplicativo de A que está formado por elementos homogéneos, podemos construir
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el módulo graduado Mf sobre el anillo graduado Af . De esta manera, como Mf es un módulo

graduado sobre Af se tiene que la componente homogénea de grado cero de dicho módulo que

denotaremos por M( f ) es un A( f )-módulo.

5.3. Producto Tensorial de Módulos Graduados. Si consideramos una pareja de módulos

graduados sobre un anillo graduado, puesto que en particular dichos módulos graduados son módu-

los, entonces podemos realizar su producto tensorial. Ahora bien, ¿el módulo obtenido al realizar

el producto tensorial es un módulo graduado? Para concluir con este apéndice mostraremos que la

respuesta a esta interrogante es afirmativa.

Vamos a fijar módulos graduados M =
⊕

d∈Z+ Md y N =
⊕

d∈Z+ Nd sobre un anillo graduado

A =
⊕

d∈Z+ Ad. Vamos a dotar a M ⊗A N con una estructura de módulo graduado. Para cada d ∈ Z+
consideramos el siguiente subconjunto de M ⊗A N:

(M ⊗A N)d =
{〈

m ⊗ n
∣∣∣ m ∈ Mh, n ∈ Nh y grad(m) + grad(n) = d

〉
A

}
.

Claramente se tiene que (M ⊗A N)d es un subgrupo de M ⊗A N para cualquier d ∈ Z+.
Ahora, observemos que para cualesquier d, e ∈ Z+ se tiene que Ae × (M ⊗A N)d ⊆ (M ⊗A N)d+e: en

efecto, sean d, e ∈ Z+, a ∈ Ae, m ∈ Mh y n ∈ Nh tales que grad(m) + grad(n) = d. Sabemos que

a(m ⊗ n) = (am) ⊗ n, luego, como grad(am) = grad(m) + e se sigue que (am) ⊗ n es un elemento de

(M ⊗A N)d+e. Por lo tanto, tenemos que Ae × (M ⊗A N)d ⊆ (M ⊗A N)d+e.

De esta forma, tenemos que
⊕

d∈Z+(M ⊗A N)d es un módulo graduado sobre A. Lo que haremos

a continuación es construir un A-isomorfismo entre
⊕

d∈Z+(M ⊗A N)d y M ⊗A N, de esta manera,

podremos dotar a M ⊗A N con la estructura de módulo graduado que posee
⊕

d∈Z+(M ⊗A N)d.

Consideramos la siguiente asignación:

ϕ :
⊕
d∈Z+

(M ⊗A N)d → M ⊗A N∑
d∈Z+

xi 
→
∑
d∈Z+

xi

Es claro que esta aplicación está bien definida pues dos elementos de la suma directa son iguales

si y sólo si son iguales coordenada a coordenada. Ahora, probaremos que ϕ es una aplicación A-

lineal: sean
∑

d∈Z+ xi y
∑

i∈Z+ yi elementos de
⊕

d∈Z+(M ⊗A N)d y sin pérdida de generalidad sean λ

y μ elementos homogéneos de A,

ϕ
(
λ ·

∑
d∈Z+

xi + μ ·
∑
d∈Z+

yi
)
= ϕ

( ∑
d∈Z+

λxi + μyi
)

=
∑
d∈Z+

λxi + μyi
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= λ ·
∑
d∈Z+

xi + μ ·
∑
d∈Z+

yi

= λ · ϕ( ∑
d∈Z+

xi
)
+ μ · ϕ( ∑

d∈Z+
yi
)
.

Ahora bien, sabemos que un elemento de M ⊗A N es una suma finita de generadores, además,

puesto que cada elemento de M y N tiene una descomposición en elementos homogéneos, de

manera general tenemos que un elemento de M ⊗A N es de la forma∑
i∈Z+

∑
j∈Z+

∑
k∈Z+

mi j ⊗ nik

donde cada una de las sumas anteriores es una suma finita. De esta forma, vamos a definir la

siguiente asignación:

ψ : M ⊗A N →
⊕
d∈Z+

(M ⊗A N)d∑
i∈Z+

∑
j∈Z+

∑
k∈Z+

mi j ⊗ nik 
→
∑
i∈Z+

∑
j∈Z+

∑
k∈Z+

mi j ⊗ nik

Lo que mostraremos a continuación es que ϕ y ψ son inversas, comenzaremos mostrando que

ψ ◦ ϕ = id⊕
d∈Z+ (M⊗AN)d : sea

∑
d∈Z+ xi un elemento de

⊕
d∈Z+(M ⊗A N)d:

ψ ◦ ϕ( ∑
d∈Z+

xi
)
= ψ

( ∑
d∈Z+

xi
)
=

∑
d∈Z+

xi.

Recı́procamente, mostraremos que ϕ ◦ ψ = idM⊗AN: sea
∑

i∈Z+
∑

j∈Z+
∑

k∈Z+ mi j ⊗ nik un elemento de

M ⊗A N:

ϕ ◦ ψ(∑
i∈Z+

∑
j∈Z+

∑
k∈Z+

mi j ⊗ nik
)
= ϕ

(∑
i∈Z+

∑
j∈Z+

∑
k∈Z+

mi j ⊗ nik
)
=

∑
i∈Z+

∑
j∈Z+

∑
k∈Z+

mi j ⊗ nik .

De esta forma, se sigue que ψ es una aplicación A-lineal y por lo tanto tenemos que ϕ es un A-

isomorfismo. Consecuentemente, tenemos M ⊗A N es un módulo graduado sobre el anillo A. De

esto que hemos realizado se obtiene la siguiente proposición:

Proposición A.33. Con las notaciones anteriores, M ⊗A N es un módulo graduado sobre A con
la graduación

(
(M ⊗A N)d

)
d∈Z+ .

De manera particular, vamos a estar interesados en el siguiente caso: consideremos a f un elemen-

to homogéneo de A de grado positivo, digamos grad( f ) = e. Consideramos al módulo graduado

M ⊗A N sobre A y vamos a realizar la localización de dicho módulo en el conjunto multiplicativo{
f n

∣∣∣ n ∈ Z+} para obtener al módulo graduado (M ⊗A N) f ; luego, vamos a considerar la compo-

nente homogénea de grado cero (M ⊗A N)( f ) de dicho módulo graduado. Por otro lado, podemos

considerar las componentes homogéneas de grado cero M( f ) y N( f ) de Mf y Nf respectivamente y



5. ANILLOS Y MÓDULOS GRADUADOS 199

después podemos construir al A( f )-módulo M( f ) ⊗A( f )
N( f ). Lo que haremos a continuación es cons-

truir una aplicación natural A( f )-lineal entre los módulos M( f )⊗A( f )
N( f ) y (M⊗AN)( f ). Comenzaremos

definiendo la siguiente asignación:

ω−f : M( f ) × N( f ) → (M ⊗A N)( f )(
m
f s ,

n
f t

)

→ m ⊗ n

f s+t

Vamos a mostrar que ω−f es una aplicación bien definida: sean s, t ∈ Z+ , m ∈ Mes y n ∈ Net. Puesto

que

grad(m ⊗ n) = grad(m) + grad(n) = es + et = e(s + t) = grad( f s+t)

tenemos que
m ⊗ n

f s+t es un elemento de (M ⊗A N)( f ). Ahora, sean s′, t′ ∈ Z+, m′ ∈ Mes′ y n′ ∈ Net′

tales que

(
m
f s ,

n
f t

)
=

(
m′

f s′ ,
n′

f t′

)
. Las igualdades

m
f s =

m′

f s′ y
n
f t =

n′

f t′ implican que existen u, v ∈ Z+
de modo que f u f s′m = f u f sm′ y f v f t′n = f v f tn′. De esta forma, tenemos la igualdad

( f u f s′m) ⊗ ( f v f t′n) = ( f u f sm′) ⊗ ( f v f tn′),

es decir, obtenemos que

f u+v f s′+t′(m ⊗ n) = f u+v f s+t(m′ ⊗ n′).

Consecuentemente se tiene que se satisface la igualdad
m ⊗ n

f s+t =
m′ ⊗ n′

f s′+t′ y por lo tanto la aplicación

ω−f está bien definida.

A continuación mostraremos que la aplicación ω−f es una aplicación A( f )-bilineal. Consideremos

s, s′, t, u, v ∈ Z+, m ∈ Mes, m′ ∈ Mes′ , n ∈ Net, a ∈ Aeu y b ∈ Aev.

ω−f

(
a
f u ·

m
f s +

b
f v ·

m′

f s′ ,
n
f t

)
= ω−f

(
f v+s′am + f u+sbm′

f u+s+v+s′ ,
n
f t

)
=

( f v+s′am + f u+sbm′) ⊗ n
f u+s+v+s′+t

=
( f v+s′am) ⊗ n

f u+s+v+s′+t +
( f u+sbm′) ⊗ n

f u+s+v+s′+t

=
a
f u ·

m ⊗ n
f s+t +

b
f v ·

m′ ⊗ n
f s′+t

=
a
f u · ω−f

(
m
f s ,

n
f t

)
+

b
f v · ω−f

(
m′

f s′ ,
n
f t

)
.

La linealidad en la segunda coordenada se muestra de manera análoga. Por lo tanto, por la propiedad

universal del producto tensorial existe una aplicación A( f )-lineal entre M( f ) ⊗A( f )
N( f ) y (M ⊗A N)( f )



200 A. TEORÍA DE MÓDULOS

definida en los generadores de la siguiente manera:

ω f : M( f ) ⊗A( f )
N( f ) → (M ⊗A N)( f )

m
f s ⊗

n
f t 
→ m ⊗ n

f s+t

De esta forma tenemos el siguiente resultado:

Proposición A.34. Con las notaciones anteriores, existe una aplicación natural A( f )-lineal ω f

entre M( f ) ⊗A( f )
N( f ) y (M ⊗A N)( f ).

En general la aplicación anterior no es un isomorfismo, sin embargo, vamos a mostrar si f es de

grado 1 entonces ω f sı́ lo es. Supongamos que f ∈ A1. Necesitaremos la ayuda del siguiente lema

para mostrar este hecho.

Lema A.35. Sea P =
⊕

d∈Z+ Pd un módulo graduado sobre un anillo graduado B =
⊕

d∈Z+ Bd.
Si h ∈ B1, entonces existe un homomorfismo de anillos entre B y B(h) y existe una aplicación B-lineal
entre P y P(h).

Demostración. En primer lugar mostraremos la existencia del homomorfismo de anillos entre B y

B(h). Consideramos la siguiente asignación:

ςB(h)
: B → B(h)

n∑
i=0

bi 
→
n∑

i=0

bi

hi

Es claro que ςB(h)
es una aplicación bien definida pues la descomposición de cada elemento de B es

única. A continuación probaremos que ςB(h)
es un homomorfismo de anillos: sea n ∈ Z+ y sean ai y

bi elementos de Bi para cada i ∈ {0, . . . , n}.

ςB(h)

( n∑
i=0

ai +

n∑
i=0

bi
)
= ςB(h)

( n∑
i=0

ai + bi
)

=

n∑
i=0

ai + bi

hi

=

n∑
i=0

ai

hi +

n∑
i=0

bi

hi

= ςB(h)

( n∑
i=0

ai
)
+ ςB(h)

( n∑
i=0

bi
)
.
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ςB(h)

( n∑
i=0

ai ·
n∑

j=0

bj
)
= ςB(h)

( n∑
j=0

n∑
i=0

aib j
)

=

n∑
j=0

∑n
i=0 aib j

hi+ j

=

n∑
j=0

n∑
i=0

aib j

hi+ j

=

n∑
i=0

ai

hi ·
n∑

j=0

bj

h j

= ςB(h)

( n∑
i=0

ai
) · ςB(h)

( n∑
j=0

bj
)
.

ςB(h)
(1B) =

1B

1B
= 1B(h)

.

De esta forma, concluimos que ςB(h)
es un homomorfismo de anillos entre B y B(h). Obsérvese que

dicho homomorfismo otorga a P(h) una estructura de B-módulo.

En segundo lugar procederemos con la construcción de la aplicación B-lineal entre P y P(h). Con-

sideramos la siguiente asignación:

ςP(h)
: P → P(h)

n∑
i=0

xi 
→
n∑

i=0

xi

hi

De nueva cuenta es claro que ςP(h)
es una aplicación bien definida pues la descomposición de cada

elemento de P es única. Ahora, probaremos que ςP(h)
es una aplicación B-lineal: sea n ∈ Z+ y sean

xi, yi ∈ Pi y ai, bi ∈ Bi para cada i ∈ {0, . . . , n}.

ςP(h)

( n∑
j=0

ai ·
n∑

i=0

xi +

n∑
j=0

bi ·
n∑

i=0

yi
)
= ςP(h)

( n∑
j=0

n∑
i=0

ajxi + bjyi
)

=

n∑
j=0

∑n
i=0 ajxi + bjyi

hi+ j

=

n∑
j=0

n∑
i=0

ajxi + bjyi

hi+ j

=

n∑
j=0

n∑
i=0

aj

h j ·
xi

hi +

n∑
j=0

n∑
i=0

bj

h j ·
yi

hi
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=

n∑
j=0

aj

h j ·
n∑

i=0

xi

hi +

n∑
j=0

bj

h j ·
n∑

i=0

yi

hi

= a · ςP(h)

( n∑
i=0

xi
)
+ b · ςP( f )

( n∑
i=0

yi
)
.

Por lo tanto, concluimos que ςP( f )
es una aplicación B-lineal.

Una vez con el lema anterior, de manera inmediata podemos construir una aplicación A-lineal entre

M ⊗A N y M( f ) ⊗A( f )
N( f ) definida en los generadores de la siguiente manera:

ϑ : M ⊗A N → M( f ) ⊗A( f )
N( f )

m ⊗ n 
→ ςM( f )
(m) ⊗ ςN( f )

(n)

Con lo que acabamos de realizar ya estamos listos para mostrar que ω f es un A( f )-isomorfismo.

Comenzaremos mostrando queω f es una aplicación inyectiva, para ello, será suficiente con mostrar

que la inyectividad se satisface en los generadores. Sean s, t ∈ Z+, m ∈ Ms y n ∈ Nt tales que

ω f

(
m
f s ⊗

n
f t

)
= 0(M⊗AN)( f )

. De esta forma, como
m ⊗ n

f s+t =
0M⊗AN

1A
se sigue que existe r ∈ Z+ tal que

f r(m⊗ n) = 0M⊗AN , es decir, tal que ( f rm)⊗ n = 0M⊗AN . De esta forma, se sigue que ϑ
(
( f rm)⊗ n

)
=

0M( f )⊗A( f )
N( f )

, es decir que
f rm
f r+s ⊗

n
f t = 0M( f )⊗A( f )

N( f )
. Por lo tanto, concluimos que ω f es inyectiva.

A continuación mostraremos que ω f es sobreyectiva, para ello, será suficiente con mostrar la so-

breyectividad para los generadores de las componentes homogéneas de M ⊗A N sobre una potencia

de f . Sean k, s ∈ Z+ con k ≥ s, m ∈ Ms y n ∈ Nk−s. Consideremos al elemento
m ⊗ n

f k de (M⊗A N)( f ).

Observemos que
m
f s y

n
f k−s son elementos de M( f ) y N( f ) respectivamente, además, tenemos que se

satisface la siguiente igualdad:

ω f

(
m
f s ⊗

n
f k−s

)
=

m ⊗ n
f k .

Por lo tanto, concluimos que ω f es una aplicación sobreyectiva.

Todo esto que hemos realizado culmina en el siguiente resultado con el cual daremos por concluido

este apéndice.

Proposición A.36. Con las notaciones anteriores, si f es un elemento homogéneo de grado 1,
entonces ω f es un A( f )-isomorfismo entre los módulos M( f ) ⊗A( f )

N( f ) y (M ⊗A N)( f ).



Apéndice B

Módulos, Anillos y Espacios Noetherianos

En este apéndice nos daremos a la tarea de estudiar objetos del álgebra y de la topologı́a

que tienen el adjetivo “noetheriano”. La primera sección de encarga de definir y de estudiar las

propiedades de los módulos noetherianos. Luego, en la segunda sección definiremos los anillos

noetherianos y además de los resultados de la sección anterior obtendremos resultados que son

propios de anillos noetherianos. En la tercera y última sección llevaremos nuestro estudio hacia la

topologı́a para definir a los espacios topológicos noetherianos y revisar sus propiedades principales.

1. Módulos Noetherianos

En este sección vamos a definir y a estudiar las propiedades de una clase especial de módulos:

los módulos noetherianos. Antes de definir la noción de módulo noetheriano vamos a mostrar el

siguiente resultado general:

Lema B.1. Sea (Σ,≤) un conjunto ordenado. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. Cada sucesión creciente de elementos de Σ es estable.
2. Cada subconjunto no vacı́o de elementos de Σ tiene un elemento maximal.

Demostración.

1. ⇒ 2. Sea Γ un subconjunto no vacı́o de elementos de Σ. Mostraremos que Γ tiene un elemento

maximal por contradicción. Supongamos que Γ no tiene elementos maximales. Como Γ no es vacı́o

existe x0 ∈ Γ. Puesto que x0 no es un elemento maximal existe x1 ∈ Γ tal que x0 < x1. Luego, como

x1 no es un elemento maximal se sigue que existe x2 ∈ Γ tal que x1 < x2. Continuando de esta

manera, construimos la sucesión x0 < x1 < x2 < · · · de elementos de Σ que no es estable lo cual

contradice la hipótesis.

2. ⇒ 1. Sea (xn)n∈N una sucesión creciente de elementos de Σ. Luego, como el conjunto Λ ={
xn

∣∣∣ n ∈ N} es un subconjunto de Σ que no es vacı́o, por hipótesis dicho conjunto tiene un elemento

maximal, ası́, existe m ∈ N tal que para cualquier y ∈ Λ con xm ≤ y se tiene que y = xm. Sea r ∈ N
de modo que r ≥ m. Puesto que la sucesión (xn)n∈N es creciente se tiene que xm ≤ xr, luego, como

203



204 B. MÓDULOS, ANILLOS Y ESPACIOS NOETHERIANOS

xr ∈ Λ, por la maximalidad de xm se sigue que xr = xm. Por lo tanto, concluimos que la sucesión

(xn)n∈N es estable.

Definición B.2. Sea M un módulo sobre un anillo A. M es noetheriano si satisface una de las

siguientes dos condiciones:

1. Cada sucesión creciente de submódulos de M es estable.

2. Cada subconjunto no vacı́o de submódulos de M tiene un elemento maximal.

El siguiente teorema nos dará una caracterización de los módulos noetherianos en función de

sus submódulos.

Teorema B.3. Sea M un módulo sobre un anillo A. M es noetheriano si y sólo si cada submódu-
lo de M es finitamente generado.

Demostración. Supongamos que M es noetheriano. Sea N un A-submódulo de M. Consideramos

el conjunto

Γ =
{
L ≤A N

∣∣∣ L es finitamente generado
}
.

Observemos que Γ no vacı́o: en efecto, {0M} es un submódulo de N y además es finitamente genera-

do. Luego, puesto que cada A-submódulo de N es también un A-submódulo de M, como M es

noetheriano se sigue que Γ tiene un elemento maximal, ası́, existe P un A-submódulo de N finita-

mente generado que es elemento maximal de Γ. Vamos a mostrar que P = N. Sabemos que P ⊆ N,

ası́ que sólo resta probar la otra contención. Sea n ∈ N. Consideremos el A-módulo P + An: como

P+ An es un A-submódulo de N y además es finitamente generado se sigue que P+ An ∈ Γ, luego,

como P ≤A P + An, por la maximalidad de P se sigue que P = P + An y por lo tanto n ∈ P.

Consecuentemente, tenemos que N ⊆ P.

Recı́procamente, supongamos que cada submódulo de M es finitamente generado. Sea (Mn)n∈N una

sucesión creciente de submódulos de M. Como (Mn)n∈N es una sucesión creciente se sigue que⋃
n∈N Mn es un A-submódulo de M y por hipótesis se tiene que es finitamente generado. De este

modo, existen r, n1, . . . , nr ∈ N y existen m1 ∈ Mn1
, . . . ,mr ∈ Mnr tales que⋃

n∈N
Mn = Am1 + · · · + Amr.

Sea k = max{n1, . . . , nr}. Como (Mn)n∈N es una sucesión creciente se sigue que

Mk ⊆
⋃
n∈N

Mn = Am1 + · · · + Amr ⊆ Mk
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y esto implica que
⋃

n∈N Mn = Mk. Sea t ∈ N tal que t ≥ k. Puesto que

Mk ⊆ Mt ⊆
⋃
n∈N

Mn = Mk,

se sigue que Mt = Mk y de esta forma tenemos que (Mn)n∈N es una sucesión estable. Por lo tanto,

concluimos que M es un módulo noetheriano.

A continuación estudiaremos la manera en que se relacionan los módulos noetherianos y las

sucesiones exactas.

Teorema B.4. Sea 0 → N
ϕ−→ M

ψ−→ P → 0 una sucesión exacta de módulos sobre un anillo A.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. M es noetheriano.
2. N y P son noetherianos.

Demostración.

1. ⇒ 2. Comenzaremos mostrando que N es noetheriano. Sea (Ni)i∈N una sucesión creciente de

A-submódulos de N. Como
(
ϕ(Ni)

)
i∈N es una sucesión creciente de A-submódulos de M y M es

noetheriano se sigue que existe r ∈ N de modo que si t ∈ N con t ≥ r se tiene que ϕ(Nt) = ϕ(Nr).

Ası́, para cada t ∈ N con t ≥ r se sigue que Nt = Nr pues ϕ es una aplicación inyectiva. Por lo tanto,

concluimos que N es noetheriano.

Ahora, probaremos que P es noetheriano. Sea (Pi)i∈N una sucesión creciente de A-submódulos de

P. Como
(
ψ−1(Pi)

)
i∈N es una sucesión creciente de A-submódulos de M y M es noetheriano se sigue

que existe r ∈ N de modo que si t ∈ N con t ≥ r se tiene que ψ−1(Pt) = ψ
−1(Pr). De esta forma,

para cada t ∈ N con t ≥ r se sigue que Pt = Pr pues ψ es una aplicación sobreyectiva. Por lo tanto,

concluimos que P es noetheriano.

2.⇒ 1. Sea (Mi)i∈N una sucesión creciente de A-submódulos de M. Como
(
ϕ−1(Mi)

)
i∈N y

(
ψ(Mi)

)
i∈N

son sucesiones crecientes de A-submódulos de N y P que son noetherianos, se sigue que existen

r, s ∈ N de modo que ϕ−1(Mj) = ϕ
−1(Mr) y ψ(Mk) = ψ(Ms) para cualesquier j, k ∈ N con j ≥ r y

k ≥ s. Sea t = max{r, s}. Ası́, ϕ−1(Mj) = ϕ
−1(Mt) y ψ(Mk) = ψ(Mt) para cualesquier j, k ∈ N con

j ≥ t y k ≥ t.

Sea j ∈ N tal que j ≥ t, vamos a mostrar que Mj = Mt. Puesto que Mt ⊆ Mj sólo resta probar la

otra contención. Sea x ∈ Mj. Como ψ(x) ∈ ψ(Mj) = ψ(Mt) existe y ∈ Mt tal que ψ(x) = ψ(y). La

igualdad anterior implica que x− y ∈ Kerψ = Imϕ, de esta forma, existe z ∈ N tal que ϕ(z) = x− y.

Como x ∈ Mj y y ∈ Mt se sigue que x − y ∈ Mj. Luego, el hecho de que ϕ(z) ∈ Mj implica

que z ∈ ϕ−1(Mj) = ϕ
−1(Mt) y ası́ ϕ(z) ∈ Mt. De este modo, como x = y + ϕ(z) y ϕ(z), y ∈ Mt se
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sigue que x ∈ Mt y consecuentemente tenemos que Mj ⊆ Mt. De esta forma, concluimos que M es

noetheriano.

Como consecuencias directas al teorema anterior tenemos los siguientes corolarios.

Corolario B.5. Sea A un anillo y sea N un A-submódulo de un A-módulo M. M es noetheriano

si y sólo si N es noetheriano y
M
N

es noetheriano.

Corolario B.6. Sean M1 y M2 módulos sobre un anillo A. M1 y M2 son noetherianos si y sólo
si M1 ⊕ M2 es noetheriano.

Demostración. Considérese la sucesión exacta 0→ M1 → M1 ⊕ M2 → M1 ⊕ M2

M1

→ 0 y aplı́quese

el teorema anterior.

Corolario B.7. Sean r ∈ N y M1, . . . ,Mr módulos sobre un anillo A. Mi es noetheriano para
cada i ∈ {1, . . . , r} si y sólo si

⊕r
i=1

Mi es noetheriano.

2. Anillos Noetherianos

En la sección anterior realizamos el estudio de los módulos noetherianos, de manera particular,

como un anillo es módulo sobre sı́ mismo también podemos pensar en la noción de anillo noethe-

riano. En esta sección nos encargaremos de estudiar algunas propiedades propias de los anillos

noetherianos. Comenzaremos definiendo dicho objeto, la definición realmente no será una sorpresa.

Definición B.8. Un anillo A es noetheriano si lo es como A-módulo.

El siguiente resultado nos dará un caracterización para un módulo noetheriano siempre y cuan-

do dicho módulo cumpla con una condición extra.

Proposición B.9. Sea M un módulo sobre un anillo noetheriano A. Los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. M es finitamente generado.
2. M es noetheriano.

Demostración. Es obvio que el enunciado 2 implica al enunciado 1, ası́ que sólo resta mostrar la

otra implicación. Supongamos que M es finitamente generado. De esta forma, existe r ∈ N de modo

que la sucesión Ar ϕ−→ M → 0 es exacta. A partir de la sucesión anterior construimos la sucesión
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exacta 0 → Kerϕ → Ar → M → 0. Luego, como A es un anillo noetheriano, por el Corolario B.7

se sigue que Ar es noetheriano y por el Teorema B.4 concluimos que M es noetheriano.

Si A es un anillo noetheriano, entonces por el Teorema B.3 tenemos que cualquier ideal de A es

finitamente generado. Ahora bien, si I es un ideal de A, entonces por el Corolario B.5 sabemos que
A
I

es un A-módulo noetheriano. La pregunta natural que surge de este hecho es si
A
I

es noetheriano

como anillo. El siguiente resultado nos brindará una respuesta a esta interrogante.

Proposición B.10. Sea A un anillo noetheriano. Para cualquier ideal I de A el anillo
A
I

es
noetheriano.

Demostración. Sea I un ideal de A. Consideramos un ideal K de
A
I

, ası́, existe J ∈ ∂A tal que

I ⊆ J y K =
J
I

. Luego, como A es noetheriano y J es un ideal de A se sigue que J es finitamente

generado, es decir, existen r ∈ N y x1, . . . , xr ∈ J tales que J = Ax1 + · · · + Axr. Además, como el

producto externo por elementos de A no cambia respecto de
A
I

se sigue que

K =
J
I
=

A
I

(x1 + I) + · · · + A
I

(xr + I).

Ası́, K es finitamente generado. Por lo tanto, concluimos que
A
I

es un anillo noetheriano.

Corolario B.11. Sea ϕ : A→ B un homomorfismo de anillos sobreyectivo. Si A es noetheriano,
entonces B es noetheriano.

Lo siguiente que haremos será comprobar que la propiedad de ser noetheriano se preserva bajo

la localización.

Teorema B.12. Sea S un conjunto multiplicativo de un anillo A. Si A es noetheriano, entonces
S −1A es noetheriano.

Demostración. Sea J un ideal de S −1A. Por la Proposición 1.41 sabemos que existe I ∈ ∂A tal

que J = S −1I. Luego, como I es un ideal de un anillo noetheriano se sigue que existen n ∈ N
y x1, . . . , xn ∈ I tales que I = Ax1 + · · · + Axn. Vamos a mostrar que la familia

{
x1

1A
, . . . ,

xn

1A

}
es

una familia generadora de S −1I. Es claro que

〈
x1

1A
, . . . ,

xn

1A

〉
⊆ S −1I ası́ que sólo resta probar la

otra contención. Sean y ∈ I y s ∈ S . Como y ∈ I se sigue que existen λ1, . . . , λn ∈ A tales que

y = λ1x1 + · · · + λnxn. De esta forma, se sigue que

y
s
=
λ1x1 + · · · + λnxn

s
=
λ1

s
· x1

1A
+ · · · + λn

s
· xn

1A
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y esto implica que
y
s
∈

〈
x1

1A
, . . . ,

xn

1A

〉
. Ası́, tenemos que J es finitamente generado y por lo tanto

concluimos que S −1A es un anillo noetheriano.

Recordemos que si ϕ : A → B es un homomorfismo de anillos y J es un ideal de A, en general

ϕ(J) no es un ideal de B (esto sı́ ocurre si ϕ es sobreyectivo). Sin embargo, de la manera más natural

podemos construir un ideal en B a partir de ϕ(J): la extensión del ideal J es el ideal generado por

ϕ(J) en B y es denotado por ϕ(J)B. De manera análoga, podemos considerar a H un ideal de B y

considerar a ϕ−1(H), en este caso, siempre se cumple que ϕ−1(H) es un ideal de A: la contracción
del ideal H es el ideal ϕ−1(H) en A.

Los siguientes dos lemas nos ayudarán a mostrar una caracterización para anillos noetherianos

en función de la localización.

Lema B.13. Sean r ∈ N y f1, . . . , fr elementos de un anillo A tales que 〈 f1, . . . , fr〉 = A. Para
cualesquier n1, . . . , nr ∈ Z+ se tiene que 〈 f n1

1
, . . . , f nr

r 〉 = A.

Demostración. Sean n1, . . . , nr ∈ Z+. Si ni = 0 para algún i ∈ {1, . . . , r}, entonces el resultado es

claro. Supongamos que ni > 0 para cada i ∈ {1, . . . , r}, observemos que

√
A f n1

1
+ · · · + A f nr

r =

√√
A f n1

1
+ · · · +

√
A f nr

r

=

√√
A f1 + · · · +

√
A fr

=
√

A f1 + · · · + A fr

=
√

A

= A.

Por lo tanto, concluimos que 〈 f n1

1
, . . . , f nr

r 〉 = A.

Lema B.14. Sean A un anillo, r ∈ N y f1, . . . , fr ∈ A tales que 〈 f1, . . . , fr〉 = A. Para cada
J ∈ ∂A se tiene que

J =
r⋂

k=1

ϕ−1
k (ϕk(J)Afk),

donde ϕk : A→ Afk es la aplicación natural de A en Afk para todo k = 1, . . . , r.
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Demostración. Mostraremos la igualdad deseada probando la doble inclusión. Comenzaremos

mostrando que J ⊆ ⋂r
k=1 ϕ

−1
k (ϕk(J)Afk): sea a ∈ A,

a ∈ J =⇒ ϕk(a) ∈ ϕk(J) ∀ k ∈ {1, . . . , r}
=⇒ ϕk(a) ∈ ϕk(J)Afk ∀ k ∈ {1, . . . , r}
=⇒ a ∈ ϕ−1

k (ϕk(J)Afk) ∀ k ∈ {1, . . . , r}

=⇒ a ∈
r⋂

k=1

ϕ−1
k (ϕk(J)Afk).

De este modo, tenemos que J ⊆ ⋂r
k=1 ϕ

−1
k (ϕk(J)Afk).

Recı́procamente, sea a ∈ A tal que a ∈ ⋂r
k=1 ϕ

−1
k (ϕk(J)Afk). Sea k ∈ {1, . . . , r}. Puesto que a ∈

ϕ−1
k (ϕk(J)Afk) se sigue que ϕk(a) ∈ ϕk(J)Afk . Como los elementos de ϕk(J)Afk son sumas finitas de

productos de elementos de Afk y ϕk(J), siempre podemos suponer que un elemento de ϕk(J)Afk es

de la forma
ak

f nk
k

para algún ak ∈ J y algún nk ∈ Z+, más aún, podemos suponer que nk ∈ N ya

que si nk = 0 podemos multiplicar y dividir por la misma potencia de fk y como el numerador es

un elemento del ideal J, dicho producto quedará en J. De este modo, como
a
1A
=

ak

f nk
k

se sigue

que existe mk ∈ Z+ tal que f mk
k f nk

k a = f mk
k ak, además, como ak ∈ J tenemos que f mk+nk

k a ∈ J. Por

otro lado, por hipótesis tenemos que 〈 f1, . . . , fr〉 = A, de este modo, el lema anterior implica que

〈 f m1+n1

1
, . . . , f mr+nr

r 〉 = A y consecuentemente tenemos que 1A = λ1 f m1+n1

1
+ · · · λr f mr+nr

r para ciertos

λ1, . . . , λr ∈ A. De esto se sigue que a = λ1 f m1+n1

1
a + · · · + λr f mr+nr

r a y puesto que cada término

está en J se sigue que a ∈ J. Por lo tanto, tenemos que
⋂r

k=1 ϕ
−1
k (ϕk(J)Afk) ⊆ J.

Proposición B.15. Sea A un anillo. A es de Noether si y sólo si existe r ∈ N y existen f1, . . . , fr ∈
A tales que 〈 f1, . . . , fr〉 = A y Afi es un anillo de Noether para todo i ∈ {1, . . . , r}.

Demostración. Supongamos que A es un anillo noetheriano. Podemos considerar r = 1 y f1 = 1A,

además, tengamos en cuenta el hecho que la localización de un anillo noetheriano para cualquier

conjunto multiplicativo es un anillo noetheriano.

Recı́procamente, supongamos que existen r ∈ N y f1, . . . , fr ∈ A tales que 〈 f1, . . . fr〉 = A y donde

Afk es un anillo noetheriano para todo k ∈ {1, . . . , r}. Para mostrar que A es un anillo de Noether

mostraremos que toda sucesión creciente de ideales de A es estable. Sea (It)t∈N una sucesión cre-

ciente de ideales de A:

I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ In ⊆ In+1 ⊆ · · ·
Por otro lado, sea k ∈ {1, . . . , r}. Consideremos el homomorfismo natural de anillos ϕk : A → Afk .

Usando este homomorfismo de anillos podemos considerar la extensión de los ideales de la sucesión
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anterior y ası́, tenemos la siguiente sucesión creciente de ideales en Afk :

ϕk(I1)Afk ⊆ · · · ⊆ ϕk(In)Afk ⊆ ϕk(In+1)Afk ⊆ · · ·
Como Afk es un anillo de Noether tenemos que la sucesión anterior es estable, es decir, existe

nk ∈ N tal que si m ∈ N con m ≥ nk se tiene que ϕk(Im)Afk = ϕk(Ink)Afk . Puesto que sólo tenemos

un número finito de ı́ndices involucrados, siempre podemos suponer que existe N ∈ N tal que la

sucesión anterior es estable para todo k ∈ {1, . . . , r}. Además, si m ∈ N y es tal que m ≥ N, entonces

al tomar la contracción del ideal ϕk(Im)Afk obtenemos que

ϕ−1
k (ϕk(Im)Afk) = ϕ

−1
k (ϕk(IN)Afk)

y esta igualdad se cumple para todo k ∈ {1, . . . , r}. De esta forma, como 〈 f1, . . . , fr〉 = A, por el

lema anterior tenemos que si m ≥ N, entonces se satisface la igualdad

Im =

r⋂
k=1

ϕ−1
k (ϕk(Im)Afk) =

r⋂
k=1

ϕ−1
k (ϕk(IN)Afk) = IN .

De esto se sigue que la sucesión (It)t∈N es estable y por lo tanto concluimos que A es un anillo de

Noether.

Consideremos A un anillo y a x una variable sobre A. Si A[x] es un anillo noetheriano es claro

que A es noetheriano: en efecto, consideramos el homomorfismo de anillos

ζ : A[x] → A

x 
→ 0A

A � λ 
→ λ

Luego, como A[x] es noetheriano aplicamos el Corolario B.11. Ahora bien, ¿el recı́proco de la afir-

mación anterior es verdadero? Para concluir con esta sección, presentamos un importante resultado

sobre anillos noetherianos que contesta la interrogante anterior: el teorema de la base de Hilbert.

Teorema B.16 (Teorema de la base de Hilbert). Sean A un anillo y x una variable sobre A. Si
A es noetheriano, entonces el anillo A[x] es noetheriano.

Demostración. Sea I un ideal de A[x]. Consideramos el siguiente conjunto

Γ = {0A} ∪
{
λ ∈ A

∣∣∣∣∣ Existe p(x) ∈ I de modo que λ

es el coeficiente principal de p(x)

}
.

Vamos a mostrar que Γ es un ideal de A:

• 0A es un elemento de Γ por construcción.
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• Sean λ, μ ∈ Γ, vamos a mostrar que λ − μ ∈ Γ. Si λ = 0A o μ = 0A, entonces el resultado es claro.

Supongamos que λ � 0A y μ � 0A. De esta manera, se sigue que existen polinomios p(x), q(x) ∈ I
tales que

p(x) = λxn + an−1xn−1 + · · · + a1x + a0

q(x) = μxm + bm−1xm−1 + · · · + b1x + b0

para ciertos n,m ∈ N y a0, a1, . . . , an−1, b0, b1, . . . , bm−1 ∈ A. Sin pérdida de generalidad asumimos

que m ≤ n. Consideremos al polinomio xn−mq(x): dicho polinomio está en I pues q(x) está en I y

además tenemos que

p(x) − xn−mq(x) = λxn + an−1xn−1 + · · · + a0 − (μxn + bm−1xn−1 + · · · + b0xn−m)

= (λ − μ)xn + (an−1 − bm−1)xn−1 + · · · + a0.

De este modo, como p(x) − xn−mq(x) es un elemento de I cuyo coeficiente principal es λ − μ,

concluimos que λ − μ ∈ Γ.
• Sean a ∈ A y λ ∈ Γ. Vamos a mostrar que aλ ∈ Γ. Si a = 0A o λ = 0A, entonces el resultado es

claro. Supongamos que a � 0A y λ � 0A. De este modo, existe un polinomio p(x) ∈ I de modo que

p(x) = λxn + an−1xn−1 + · · · + a1x + a0

para cierto n ∈ N y ciertos a0, a1, . . . , an−1 ∈ A. Como I es un ideal de A, se sigue que ap(x) ∈ I y

además tenemos que

ap(x) = aλxn + aan−1xn−1 + · · · + aa1x + aa0.

De este modo, como ap(x) ∈ I y su coeficiente principal es aλ se sigue que aλ ∈ Γ.
Con esto, hemos comprobado que Γ es un ideal de A. Luego, como A es noetheriano se sigue que

Γ es finitamente generado, ası́, existen r ∈ N y λ1, . . . , λr ∈ Γ tales que Γ = 〈λ1, . . . , λr〉A. Sea

i ∈ {1, . . . , r}. Como λi es un elemento de Γ no nulo, existe ϕi(x) ∈ I tal que

ϕi(x) = λixni + ai
ni−1xni−1 + · · · + ai

0

para ciertos ni ∈ N y ai
0, . . . , a

i
ni−1 ∈ A. Sea n = max{n1, . . . , nr}.

Por otro lado, sea M = 〈1A, x, . . . , xn−1〉A. Lo que vamos a mostrar a continuación es que I =
〈ϕ1(x), . . . , ϕn(x)〉A[x] + (M ∩ I). Claramente tenemos que 〈ϕ1(x), . . . , ϕn(x)〉A[x] + (M ∩ I) ⊆ I,

ası́ que sólo resta probar la otra inclusión. Sea p(x) ∈ I. Si p(x) = 0A[x], entonces es claro que

p(x) ∈ 〈ϕ1(x), . . . , ϕn(x)〉A[x] + (M ∩ I). Si grad
(
p(x)

)
< n, entonces p(x) ∈ M ∩ I y por tanto p(x) ∈

〈ϕ1(x), . . . , ϕn(x)〉A[x]+ (M∩ I). Por último, supongamos que grad
(
p(x)

) ≥ n. Como p(x) ∈ I\{0A[x]}
se sigue que

p(x) = btxt + bt−1xt−1 + · · · + b0
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para ciertos t ∈ N y b0, . . . , bt−1, bt ∈ A. Como bt es el coeficiente principal de un polinomio de I
se sigue que bt ∈ Γ y esto implica que existen α1, . . . , αr ∈ A tales que bt = α1λ1 + · · · + αrλr. Sea

i ∈ {1, . . . , r}. A partir del polinomio ϕi(x) consideramos el siguiente polinomio:

αixt−niϕi(x) = αiλixt + αiai
ni−1xt−1 + · · · + αiai

0xt−ni .

Consecuentemente obtenemos al polinomio

r∑
i=1

αixt−niϕi(x) =
( r∑

i=1

αiλi
)
xt +

( r∑
i=1

αiai
ni−1

)
xt−1 +

(
Otros términos

)
.

Ası́, se sigue que

p(x) −
r∑

i=1

αixt−niϕi(x) = btxt + bt−1xt−1 + · · · + b0 −⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝btxt +
( r∑

i=1

αiai
ni−1

)
xt−1 +

(
Otros términos

)⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

(
bt−1 −

r∑
i=1

αiai
ni−1

)
xt−1 +

(
Otros términos

)
.(2.1)

De manera general, el proceso anterior nos dice que dado un polinomio q(x) del ideal I podemos

restarle un elemento de 〈ϕ1(x), . . . , ϕr(x)〉A[x] de manera que la diferencia tiene un grado menor al de

q(x). Ahora bien, si el grado del polinomio 2.1 es mayor a n, como dicho polinomio es un elemento

de I podemos repetir el proceso descrito para obtener un polinomio de menor grado. Repetimos el

proceso anterior con el polinomio p(x) las veces que sea necesario hasta obtener un polinomio de

grado menor o igual n − 1, ası́, se sigue que existe un polinomio f (x) ∈ 〈ϕ1(x), . . . , ϕr(x)〉A[x] de

modo que

p(x) − f (x) = cn−1xn−1 + cn−2xn−2 + · · · + c0

para ciertos c0, . . . , cn−2, cn−1 ∈ A. Como p(x) − f (x) ∈ I, se sigue que cn−1xn−1 + cn−2xn−2 + · · · + c0

es un elemento de M ∩ I. Luego, como tenemos que

p(x) = f (x) + cn−1xn−1 + cn−2xn−2 + · · · + c0

se sigue que p(x) es un elemento de 〈ϕ1(x), . . . , ϕn(x)〉A[x] + (M ∩ I) y con ello se sigue que I ⊆
〈ϕ1(x), . . . , ϕn(x)〉A[x] + (M ∩ I). De esta forma, como tenemos la doble inclusión concluimos que

I = 〈ϕ1(x), . . . , ϕn(x)〉A[x] + (M ∩ I).

Por otro lado, como M es un módulo finitamente generado sobre el anillo noetheriano A, por la

Proposición B.9 se sigue que M es noetheriano. Ası́, como M∩ I es un A-submódulo de M se sigue

que es finitamente generado sobre A, es decir, existen s ∈ N y h1(x), . . . , hs(x) ∈ M ∩ I tales que
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M ∩ I = 〈h1(x), . . . , hs(x)〉A. Luego, como A ⊆ A[x] se sigue que M ∩ I = 〈h1(x), . . . , hs(x)〉A[x]. De

este forma, como tenemos que

I = 〈ϕ1(x), . . . ϕr(x)〉A[x] + 〈h1(x), . . . , hs(x)〉A[x]

se sigue que I es finitamente generado sobre A[x]. Por lo tanto, como I fue un ideal arbitrario de

A[x] concluimos que A[x] es un anillo noetheriano.

Corolario B.17. Sean A un anillo, n ∈ N y x1, . . . , xn variables sobre A. Si A es noetheriano,
entonces el anillo A[x1, . . . , xn] es noetheriano.

Una buena referencia para los interesados en estudiar anillos noetherianos es [11].

3. Espacios Topológicos Noetherianos

La noción de “noetheriano” no solamente existe en objetos provenientes del álgebra, también

podemos encontrar esta noción en la topologı́a. En esta sección vamos a definir a los espacios

topológicos noetherianos y estudiar algunas de sus propiedades. Comenzaremos definiendo al ob-

jeto que da el tı́tulo de esta sección.

Definición B.18. Un espacio topológico X es noetheriano si cada sucesión decreciente de sub-

conjuntos cerrados de X es estable.

El siguiente resultado nos presenta algunas caracterizaciones para espacios noetherianos.

Lema B.19. Sea X un espacio topológico. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. X es noetheriano.
2. Todo conjunto no vacı́o de cerrados de X tiene un elemento minimal.
3. Toda sucesión creciente de abiertos de X es estable.
4. Todo conjunto no vacı́o de abiertos de X tiene un elemento maximal.

Demostración. Por el Lema B.1 tenemos que 3 y 4 son equivalentes. La equivalencia entre los

enunciados 1 y 2 se realiza utilizando argumentos análogos a los del lema citado.

1. ⇒ 3. Supongamos que cada sucesión decreciente de cerrados de X es estable. Sea (Ui)i∈N
una sucesión creciente de abiertos de X. A partir de (Ui)i∈N se construye la sucesión decreciente

(X\Ui)i∈N de cerrados de X. De esta forma, por hipótesis tenemos que existe m ∈ N tal que para

todo r ∈ N con r ≥ m se tiene que X\Ur = X\Um. De este modo, tenemos que existe m ∈ N tal que

para todo r ∈ N con r ≥ m se satisface que Ur = Um. Por lo tanto, la sucesión (Ui)i∈N es estable.
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La implicación 3.⇒ 1. se prueba de manera análoga a 1.⇒ 3.

Una pregunta que puede surgir de manera natural es si existe alguna relación entre los ani-

llos noetherianos y los espacios noetherianos. La respuesta es que sı́ y el próximo resultado nos

hablará de dicha relación.

Proposición B.20. Si A es un anillo noetheriano, entonces Spec(A) es un espacio noetheriano.

Demostración. Sea
(
V(In)

)
n∈N una sucesión decreciente de cerrados de Spec(A):

V(I1) ⊇ V(I2) ⊇ · · · ⊇ V(In) ⊇ V(In+1) ⊃ · · ·
Dicha sucesión induce la siguiente sucesión creciente de ideales de A:√

I1 ⊆
√

I2 ⊆ · · · ⊆
√

In ⊆
√

In+1 ⊆ · · ·
Ası́, como A es un anillo noetheriano se sigue que existe r ∈ N tal que para cualquier t ∈ N de

modo que r ≤ t se tiene que
√

Ir =
√

It. Consecuentemente, si t ∈ N de modo que r ≤ t, entonces

tenemos que

V(It) = V(
√

It) = V(
√

Ir) = V(Ir).

Por lo tanto, como la sucesión
(
V(In)

)
n∈N es estable concluimos que Spec(A) es un espacio noethe-

riano.

Para concluir con este apéndice, lo siguiente que haremos será estudiar algunas propiedades de

los espacios noetherianos. En primer lugar, necesitaremos la ayuda del siguiente lema:

Lema B.21. Sea Y un subconjunto de un espacio topológico X. Si C un cerrado de Y, entonces
se tiene que C = C ∩ Y, donde C es la cerradura de C en X.

Demostración. Sea C un cerrado de Y . Es claro que C ⊆ C ∩ Y ası́ que sólo nos falta probar la otra

contención. Puesto que C es un cerrado de la topologı́a inducida sobre Y existe un cerrado Z de X
tal que C = Z∩Y . El hecho que C ⊆ Z implica que C ⊆ Z y como Z es un cerrado de X se tiene que

C ⊆ Z. Por otro lado, consideremos x ∈ C∩Y . Como C ⊆ Z se sigue que x ∈ Z y consecuentemente

tenemos que x ∈ Z∩Y , esto implica que x ∈ C y de este modo se tiene que C∩Y ⊆ C. Por lo tanto,

concluimos que C = C ∩ Y .

Proposición B.22. Sea X un espacio noetheriano. Se tienen las siguientes propiedades:

1. X es casi compacto.
2. Cada subespacio de X es noetheriano.
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Demostración.

1. Sea (Ui)i∈I una cubierta abierta de X. Definimos el conjunto

Γ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩⋃
i∈J

Ui

∣∣∣∣∣ J ⊆ I y J es finito

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ .
Como Γ es un conjunto no vacı́o de abiertos de X que es un espacio noetheriano se sigue que Γ

tiene un elemento maximal V =
⋃

i∈H Ui donde H ⊆ I y es finito. Ahora, sea i ∈ I. Puesto que

V ⊆ V ∪ Ui y V ∪ Ui es un elemento de Γ, por la maximalidad de V se sigue que V = V ∪ Ui. De

esta forma, concluimos que V = X y con ello que X es casi compacto.

2. Sean Y un subconjunto de X y (Ci)i∈N una sucesión decreciente de cerrados de Y . Para cada i ∈ N
consideramos la cerradura de Ci en X que denotaremos por Ci. Luego, la sucesión (Ci)i∈N induce la

sucesión decreciente
(
Ci

)
i∈N de cerrados de C y como X es noetheriano se sigue que existe m ∈ N

tal que para cualquier r ∈ N con r ≥ m se cumple que Cr = Cm. Utilizando este hecho y el lema

anterior, para cada r ∈ N de modo que r ≥ m se tiene que

Cr = Cr ∩ Y = Cm ∩ Y = Cm.

Por lo tanto, concluimos que Y es noetheriano.

Proposición B.23. Sea X un espacio topológico. X es noetheriano si y sólo si cada subespacio
de X es casi compacto.

Demostración. La proposición anterior nos dice que si X es noetheriano, entonces cada subespacio

es noetheriano y consecuentemente es casi compacto, ası́ que sólo resta mostrar la otra implicación.

Sea (Ui)i∈N una sucesión creciente de abiertos de X. Sea V =
⋃

i∈NUi. Como V es un abierto de X,

por hipótesis es casi compacto, ası́, como (Ui)i∈N es una cubierta abierta de V se sigue que existe

una subcubierta finita de dicha cubierta que cubre a V . Luego, como la sucesión (Ui)i∈N es creciente,

lo anterior implica que existe m ∈ N tal que V = Um. Ahora, sea r ∈ N tal que r ≥ m. Puesto que

Um ⊆ Ur ⊆ V = Um, se sigue que Ur = Um y con ello que la sucesión (Ui)i∈N se estaciona. De esta

forma, concluimos que X es noetheriano.

Proposición B.24. Sean r ∈ N y X1, . . . , Xr subconjuntos de un espacio topológico X. Si Xi es
un espacio noetheriano para cada i ∈ {1, . . . , r} y X =

⋃r
i=1 Xi, entonces X es noetheriano.

Demostración. Sea (Fn)n∈N una sucesión decreciente de cerrados de X. Sea i ∈ {1, . . . , r}. A partir de

la sucesión decreciente (Fn)n∈N podemos construir la sucesión decreciente (Fn ∩ Xi)n∈N de cerrados

de Xi. Luego, como Xi es un espacio noetheriano tenemos que existe si ∈ N tal que que para
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cualquier t ∈ N de modo que si ≤ t se tiene que Ft ∩ Xi = Fsi ∩ Xi. Sea s = max{s1, . . . , sr}.
Claramente se tiene que Ft ∩Xi = Fs ∩Xi para cualesquier i ∈ {1, . . . , r} y t ∈ N de modo que s ≤ t.
Ahora bien, si t ∈ N de modo que s ≤ t, entonces tenemos que

Ft = Ft ∩ X

= Ft ∩ (X1 ∪ X2 ∪ · · · ∪ Xr)

= (Ft ∩ X1) ∪ (Ft ∩ X2) ∪ · · · ∪ (Ft ∩ Xn)

= (Fs ∩ X1) ∪ (Fs ∩ X2) ∪ · · · ∪ (Fs ∩ Xn)

= Fs ∩ (X1 ∪ X2 ∪ · · · ∪ Xr)

= Fs ∩ X

= Fs.

De esta forma, la sucesión (Fn)n∈N es estable y ası́ concluimos que X es un espacio noetheriano.



Apéndice C

Teorı́a de Gavillas

Este apéndice está dedicado al estudio de una de las principales herramientas de la Geometrı́a

Algebraica Moderna: la Teorı́a de Gavillas. Las nociones básicas de la Teorı́a de Gavillas tales como

pregavilla, gavilla y grupos de gérmenes son tratadas en la primera sección. La segunda sección se

encargará de revisar las propiedades principales de los morfismos de pregavillas y gavillas. En la

tercera sección realizamos un recordatorio de algunas pregavillas y gavillas importantes y de sus

propiedades principales. Para concluir con este apéndice, las sucesiones exactas de gavillas serán

estudiadas en la cuarta y última sección.

1. Pregavillas y Gavillas

En esta sección estudiaremos los objetos básicos y necesarios en la Teorı́a de Gavillas, hablamos

de las pregavillas y gavillas. Como se verá más adelante, los grupos de gérmenes de una gavilla nos

darán la posibilidad de tratarla desde un punto de vista local. Iniciaremos nuestro estudio definiendo

los objetos que dan nombre a esta sección.

Definición C.1. Sea X un espacio topológico. Una pregavilla de grupos abelianos sobre X es

un par (F , ρF ) donde F es una aplicación que a cada abierto U de X le asigna un grupo abeliano

F (U), ρF es una aplicación que a cada par de abiertos U y V de X tales que V ⊆ U les asigna un

homomorfismo de grupos abelianos ρF U
V : F (U)→ F (V) y además, dichas aplicaciones satisfacen

los siguientes tres enunciados:

PG1. F (∅) = {0}.
PG2. Para cada abierto U de X se tiene que ρF U

U es la identidad en F (U).

PG3. Para cualesquier abiertos U, V y W de X tales que W ⊆ V ⊆ U se satisface la igualdad

ρF V
W ◦ ρF U

V = ρF
U
W .

La pregavilla de grupos abelianos (F , ρF ) será una gavilla de grupos abelianos si además, para cada

abierto U de X y para cada cubierta abierta
(
Ui

)
i∈I de U se cumplen los siguientes dos enunciados:

G1. Si f ∈ F (U) es tal que ρF U
Ui

( f ) = 0F (Ui) para todo i ∈ I, entonces se tiene que f = 0F (U).

217
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G2. Para cada familia ( fi)i∈I de secciones de F donde fi ∈ F (Ui) para todo i ∈ I y de modo que

ρF
Ui
Ui∩U j

( fi) = ρF
U j

Ui∩U j
( f j) para cualesquier i, j ∈ I, existe f ∈ F (U) tal que ρF U

Ui
( f ) = fi

para cualquier i ∈ I.

Si (F , ρF ) es una pregavilla sobre un espacio topológico X, vamos a fijar las siguientes nota-

ciones y terminologı́as:

• Para referirnos a la pregavilla (F , ρF ) simplemente diremos F es una pregavilla sobre X y

omitiremos la aplicación ρF .

• Si U es un abierto de X y f ∈ F (U), entonces diremos que f es una sección de F sobre U.

• Si g ∈ F (X), entonces diremos que g es una sección global de F .

• Si U y V son abiertos de X tales que V ⊆ U, entonces diremos que el homomorfismo ρF U
V

es la restricción de U a V .

• Si U y V son abiertos de X tales que V ⊆ U y h ∈ F (U), siempre y cuando no exista

confusión escribiremos ρF U
V (h) = h|V .

Observación C.2. Sea F una pregavilla de grupos abelianos sobre un espacio topológico X.

Obsérvese que si U es un abierto de X se puede escoger a F (U) como un anillo, un módulo, etcétera

y las restricciones a considerar respectivamente serán homomorfismos de anillos, morfismos de

módulos, etc. En cada caso, decimos que tenemos una pregavilla de anillos, una pregavilla de

módulos, etc.

Consideremos una pregavilla F de grupos abelianos sobre un espacio topológico X y conside-

remos un punto p de X. Vamos a definir el siguiente conjunto:

Γp =
{
(U, s)

∣∣∣ U es un abierto de X que contiene a p y s ∈ F (U)
}
.

Además, vamos a definir una relación ∼ sobre Γp de la siguiente manera: si U y V son abiertos

de X que contienen a p y s ∈ F (U) y t ∈ F (V), se tiene que (U, s) ∼ (V, t) si y sólo si existe un

abierto W de X que contiene a p tal que W ⊆ U ∩ V y s|W = t|W . Obsérvese que dicha relación

es una relación de equivalencia, en efecto, sean U, V y Z abiertos de X que contienen a p y sean

s ∈ F (U), t ∈ F (V) y r ∈ F (Z):

• Reflexividad. El abierto U de X asegura de manera inmediata que (U, s) ∼ (U, s).

• Simetrı́a. Supongamos que (U, s) ∼ (V, t), ası́, existe un abierto W de X que contiene a p tal

que W ⊆ U ∩ V y s|W = t|W . El abierto W asegura que (V, t) ∼ (U, s).

• Transitividad. Supongamos que (U, s) ∼ (V, t) y (V, t) ∼ (Z, r). De esta forma, existen

abiertos W1 y W2 de X que contienen a p tales que W1 ⊆ U ∩ V , W2 ⊆ V ∩ Z, s|W1
= t|W1

y
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t|W2
= r|W2

. Luego, el abierto W1 ∩W2 asegura que (U, s) ∼ (Z, r): en efecto, W1 ∩W2 es un

abierto de X que contiene a p, está contenido U ∩ Z y además

s|W1∩W2
= (s|W1

)|W1∩W2
= (t|W1

)|W1∩W2
= t|W1∩W2

= (t|W2
)|W1∩W2

= (r|W2
)|W1∩W2) = r|W1∩W2

.

De esta forma, como ∼ es una relación de equivalencia podemos considerar el conjunto cociente

Fp =
Γp

∼ . Si U es un abierto de X que contiene a p y s ∈ F (U), vamos a denotar a su clase por

[(U, s)]. Lo que haremos a continuación es a equipar al conjunto anterior con una estructura de

grupo abeliano. Consideramos la operación

+ : Fp × Fp → Fp(
[(U, s)], [(V, t)]

) 
→ [(U ∩ V, s|U∩V + t|U∩V)]

Vamos a mostrar que dicha operación está bien definida: sean U, Ũ, V y Ṽ abiertos de X que

contienen a p y sean s ∈ F (U), s̃ ∈ F (Ũ)), t ∈ F (V) y t̃ ∈ F (Ṽ) tales que [(U, s)] = [(Ũ, s̃)]

y [(V, t)] = [(Ṽ , t̃)]. Probaremos la igualdad [(U, s)] + [(V, t)] = [(Ũ, s̃)] + [(Ṽ , t̃)], es decir, que

[(U ∩ V, s|U∩V + t|U∩V)] = [(Ũ ∩ Ṽ , s̃|Ũ∩Ṽ + t̃|Ũ∩Ṽ)]. Como [(U, s)] = [(Ũ, s̃)] se sigue que existe un

abierto W1 de X que contiene a p tal que W1 ⊆ U∩Ũ y s|W1
= s̃|W1

; asimismo, como [(V, t)] = [(Ṽ , t̃)]
se sigue que existe un abierto W2 de X que contiene p tal que W2 ⊆ V∩Ṽ y t|W2

= t̃|W2
. Consideramos

W3 = W1 ∩ W2: W3 es un abierto de X que contiene a p y es tal que W3 ⊆ (U ∩ V) ∩ (Ũ ∩ Ṽ).

Además, como W3 ⊆ W1 se sigue que s|W3
= s̃|W3

y de igual manera, como W3 ⊆ W2 se sigue que

t|W3
= t̃|W3

. De esta forma, como s|W3
+ t|W3

= s̃|W3
+ t̃|W3

tenemos que el abierto W3 asegura la

igualdad [(U ∩ V, s|U∩V + t|U∩V)] = [(Ũ ∩ Ṽ , s̃|Ũ∩Ṽ + t̃|Ũ∩Ṽ)].

Ahora probaremos que + cumple con los requisitos de una operación de grupo abeliano. Sean U,

V y Z abiertos de X que contienen a p y sean s ∈ F (U), t ∈ F (V) y r ∈ F (Z).

• Asociatividad.(
[(U, s)] + [(V, t)]

)
+ [(Z, r)] = [(U ∩ V, s|U∩V + t|U∩V)] + [(Z, r)]

= [((U ∩ V) ∩ Z, (s|(U∩V)∩Z + t|(U∩V)∩Z) + r|(U∩V)∩Z)]

= [(U ∩ (V ∩ Z), s|U∩(V∩Z) + (t|U∩(V∩Z) + r|U∩(V∩Z)))]

= [(U, s)] +
(
[(V ∩ Z, t|V∩Z + r|V∩Z)]

)
= [(U, s)] +

(
[(V, t)] + [(Z, r)]

)
.

• Conmutatividad.

[(U, s)] + [(V, t)] = [(U ∩ V, s|U∩V + t|U∩V)] = [(V ∩ U, t|V∩U + s|V∩U)] = [(V, t)] + [(U, s)].



220 C. TEORÍA DE GAVILLAS

• Neutro. El elemento neutro de nuestro grupo es el elemento [(X, 0F (X))]: en efecto,

[(U, s)] + [(X, 0F (X))] = [(U ∩ X, s|U∩X + 0F (X)|U∩X)] = [(U, s|U)] = [(U, s)].

• Inverso. El inverso del elemento [(U, s)] es el elemento [(U,−s)]: en efecto,

[(U, s)] + [(U,−s)] = [(U ∩ U, s|U∩U + (−s)|U∩U)] = [(U, s − s)] = [(U, 0F (U))] = [(X, 0F (X))].

De esta forma, concluimos que Fp es un grupo abeliano. Todo lo que hemos hecho hasta el mo-

mento culmina en la siguiente definición:

Definición C.3. Con las notaciones anteriores, Fp es el grupo de gérmenes de secciones de F
en p.

Si U es un abierto de X que contiene a p y s ∈ F (U), denotaremos [(U, s)] = sp y diremos que sp

es un germen de Fp. Además, existe un homomorfismo natural entre los grupos abelianos F (U) y

Fp, en efecto, consideremos la asignación dada por

γU
p : F (U) → Fp

s 
→ sp

Claramente γU
p es una aplicación bien definida y además es un homomorfismo de grupos: en efecto,

si s, t ∈ F (U), entonces se tiene que

γU
p (s + t) = [(U, s + t)] = [(U, s)] + [(U, t)] = γU

p (s) + γU
p (t).

El siguiente resultado empieza a dar muestras de que a través de los grupos de gérmenes se

puede estudiar una gavilla de manera local.

Proposición C.4. Sean F una gavilla sobre un espacio topológico X y U un abierto de X. Si s
y t son secciones de F sobre U, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. s = t.
2. sp = tp para cualquier p ∈ U.

Demostración. Claramente el enunciado 1 implica al enunciado 2, ası́ que sólo resta probar la otra

implicación. Si U es el conjunto vacı́o, entonces el resultado es claro. Supongamos que U � ∅ y

ası́, consideremos un punto p ∈ U. Como [(U, s)] = [(U, t)] se sigue que existe un abierto Wp de X
que contiene a p tal que Wp ⊆ U y s|Wp = t|Wp , es decir, (s − t)|Wp = 0F (Wp). Luego, como (Wp)p∈U
es una cubierta abierta de U y como F es una gavilla se sigue que s − t = 0F (U), es decir, s = t.

Para concluir con esta sección, vamos a definir la noción de subpregavilla de una pregavilla.



2. MORFISMOS DE GAVILLAS 221

Definición C.5. Sea F una pregavilla de grupos abelianos sobre un espacio topológico X. Una

subpregavilla G de F es una pregavilla de grupos abelianos sobre X de modo que para cada abierto

U de X se tiene que G(U) es un subgrupo de F (U) y de modo que las restricciones de G son las

correspondientes restricciones de F .

Obsérvese que si G es una subpregavilla de una pregavilla F sobre un espacio topológico X, de

manera natural podemos definir un morfismo j# : G → F dado de la siguiente manera: para cada

abierto U de X consideramos al homomorfismo j#
U : G(U) → F (U) como la inclusión. Además,

para cada p ∈ X se sigue que el homomorfismo inducido j#
p : Gp → Fp es inyectivo y de esta forma

podemos identificar a Gp con un subgrupo de Fp.

2. Morfismos de Gavillas

Una vez construidas las pregavillas y gavillas, una pregunta que surge naturalmente es cómo

definir una aplicación entre dichos objetos. En esta sección nos encargaremos de definir y estudiar

los morfismos entre pregavillas y gavillas. Como lo hemos venido anticipando, en esta sección se

mostrará la importancia de los grupos de gérmenes para el estudio de las gavillas. Comenzaremos

definiendo al objeto que da nombre a esta sección.

Definición C.6. Sean F y G pregavillas de grupos abelianos sobre un espacio topológico X.

Un morfismo de pregavillas ϕ : F → G es una aplicación que a cada abierto U de X le asigna un

homomorfismo de grupos ϕU : F (U) → G(U) de modo que si U y V son abiertos de X tales que

V ⊆ U, entonces se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

F (U)
ϕU ��

ρF U
V

��

G(U)

ρGU
V

��
F (V)

ϕV

�� G(V)

Consideremos un morfismo de pregavillas ϕ : F → G sobre un espacio topológico X. Para

cada punto p de X es posible definir de una manera natural un homomorfismo entre los grupos Fp

y Gp. Consideremos p un elemento de X. Definimos la siguiente asignación:

ϕp : Fp 
→ Gp

[(U, s)] 
→ [(U, ϕU(s))]
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Vamos a verificar que dicha asignación está bien definida: sean U y V abiertos de X que contienen

a p y sean s ∈ F (U) y t ∈ F (V) tales que [(U, s)] = [(V, t)]. Mostraremos que ϕp([(U, s)]) =

ϕp([(V, t)]), es decir, que [(U, ϕU(s))] = [(U, ϕU(t))]. Por hipótesis existe un abierto W de X que

contiene a p tal que W ⊆ U∩V y ρF U
W(s) = ρF V

W(t). Como ϕ es un morfismo, para cualquier abierto

Z de X tal que W ⊆ Z se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

F (Z)
ϕZ ��

ρF Z
W

��

G(Z)

ρGZ
W

��
F (W)

ϕW

�� G(W)

Ahora bien, como U es un abierto de X que contiene a W se sigue que ρGU
W ◦ ϕU = ϕW ◦ ρF U

W ;

asimismo, como V es un abierto de X que contiene a W se sigue que ρGV
W ◦ϕV = ϕW ◦ ρF V

W . De esta

forma tenemos que

ρGU
W ◦ ϕU(s) = ϕW ◦ ρF U

W(s) = ϕW ◦ ρF V
W(t) = ρGV

W ◦ ϕV(t).

Ası́, el abierto W asegura la igualdad [(U, ϕU(s))] = [(V, ϕV(t))] y con esto concluimos que ϕp es

una aplicación bien definida. A continuación verificaremos que ϕp es un homomorfismo de grupos.

Sea U un abierto de X que contiene a p y sean s, t ∈ F (U). Sin pérdida de generalidad podemos

suponer que las secciones se encuentran sobre el mismo abierto.

ϕp
(
[(U, s)] + [(U, t)]

)
= ϕp

(
[(U, s + t)]

)
= [(U, ϕU(s + t))]

= [(U, ϕU(s))] + [(U, ϕU(t))]

= ϕp
(
[(U, s)]

)
+ ϕp

(
[(U, t)]

)
.

Por lo tanto, concluimos que ϕp es un homomorfismo de grupos. Luego, observemos que por la

construcción que hemos realizado, si U es un abierto de X que contiene a p, entonces el siguiente

diagrama es conmutativo:

F (U)
ϕU ��

γF U
p

��

G(U)

γGU
p

��
Fp ϕp

�� Gp
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La siguiente definición nos presenta las nociones de composición de morfismo, isomorfismo,

morfismo inyectivo y sobreyectivo.

Definición C.7. Sean X un espacio topológico y ϕ : F → G y ψ : G → H morfismos de

pregavillas.

1. El morfismo composición ψ ◦ ϕ de ϕ y ψ es el morfismo entre F y H dado de la siguiente

manera: para cada abierto U de X asignamos (ψ ◦ ϕ)U = ψU ◦ ϕU .

2. ϕ es un isomorfismo si existe un morfismo de pregavillas ξ : G → F tal que ϕ ◦ ξ = idG
y ξ ◦ ϕ = idF , en tal caso, decimos que F y G son isomorfas y denotamos este hecho por

F � G. Aquı́, si E es una pregavilla sobre X, el morfismo idE : E → E está dado por

idE(U) : E(U)→ E(U) para cada abierto U de X.

3. Asumiendo que F y G son gavillas, ϕ es inyectivo (respectivamente, sobreyectivo) si para

todo p ∈ X se cumple que el homomorfismo inducido ϕp es inyectivo (respectivamente,

sobreyectivo).

Consideremos morfismos de pregavillas ϕ : F → G y ψ : G → H sobre un espacio topológico

X y tomemos un punto p de X. Sabemos que podemos construir los homomorfismos de grupos ϕp

y ψp, luego, podemos realizar la composición para obtener el homomorfismo ψp ◦ ϕp : Fp → Hp.

Ahora bien, podemos considerar al morfismo ψ ◦ ϕ : F → H y después considerar el homomorfis-

mo (ψ ◦ ϕ)p : Fp → Hp. Como uno podrı́a imaginarse, tenemos que los homomorfismos ψp ◦ ϕp y

(ψ◦ϕ)p son iguales: en efecto, como ambos homomorfismos tienen el mismo dominio y codominio

sólo resta probar que sus reglas de asignación son iguales. Sea U un abierto de X que contiene a p
y sea s ∈ F (U).

ψp ◦ ϕp
(
[(U, s)]

)
= ψp

(
[(U, ϕU(s))]

)
= [(U, ψU ◦ ϕU(s))] = [(U, (ψ ◦ ϕ)U(s))] = (ψ ◦ ϕ)p

(
[(U, s)]

)
.

El siguiente resultado nos dará a conocer caracterizaciones para isomorfismos de gavillas. Di-

cho resultado confirma la importancia de los grupos de gérmenes para el estudio de las propiedades

de una gavilla.

Teorema C.8. Sea ϕ : F → G un morfismo de pregavillas sobre un espacio topológico X. Los
siguientes enunciados son equivalentes:

1. ϕ es un isomorfismo.
2. ϕU : F (U)→ G(U) es un isomorfismo para cada abierto U de X.

Si además F y G son gavillas, los enunciados anteriores también son equivalentes al siguiente
enunciado:
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3. ϕp : Fp → Gp es un isomorfismo para cada p ∈ X.

Demostración. Los enunciados 1 y 2 claramente son equivalentes siguiendo la definición de com-

posición de morfismos. Asumimos que F y G son gavillas. Vamos a mostrar la equivalencia del

enunciado 2 con el enunciado 3.

2.⇒ 3. Sea p ∈ X. En primer lugar, mostraremos que ϕp es inyectiva. Sean U un abierto de X que

contiene a p y s ∈ F (U) de modo que [(U, s)] ∈ Kerϕp. Ası́, puesto que [(U, ϕU(s))] = [(X, 0G(X))]

se sigue que existe un abierto W de X que contiene a p tal que W ⊆ U y ρGU
W◦ϕU(s) = 0G(W). Por otro

lado, como ϕ es un morfismo tenemos que ϕW ◦ρF U
W = ρG

U
W ◦ϕU lo cual implica que ϕW ◦ρF U

W(s) =

ρGU
W ◦ ϕU(s) = 0G(W). Luego, como ϕW es un isomorfismo se sigue que ρF U

W(s) = 0F (W). De esta

forma, tenemos que [(U, s)] = [(W, ρF U
W(s))] = [(W, 0F (W))] = [(X, 0F (X))] y consecuentemente

tenemos que ϕp es inyectivo.

En segundo lugar, mostraremos que ϕp es sobreyectivo. Sean U un abierto de X que contiene a p y

t ∈ G(U). Como ϕU es un isomorfismo se sigue que existe s ∈ F (U) de modo que ϕU(s) = t. Luego,

claramente se tiene que ϕp
(
[(U, s)]

)
= [(U, t)]. Por lo tanto, concluimos que ϕp es sobreyectivo.

3. ⇒ 2. Sea U un abierto no vacı́o de X. En primer lugar, mostraremos que ϕU es inyectivo.

Sea s ∈ F (U) de modo que s ∈ KerϕU . Sea p ∈ U. Puesto que ϕU(s) = 0G(U) se sigue que(
ϕU(s)

)
p = [(U, ϕU(s))] = 0Gp , luego, como 0Gp = [(U, ϕU(s))] = ϕp(sp) y ϕp es en particular

inyectiva se sigue que sp = 0Fp . De esta forma, como sp = 0Fp para cualquier p ∈ U, por la

Proposición C.4 tenemos que s = 0F (U). Por lo tanto, ϕU es inyectivo.

En segundo lugar, mostraremos que ϕU es sobreyectivo. Sea t ∈ G(U), mostraremos que t tiene una

preimagen bajo ϕU . Sea p ∈ U. Como ϕp es en particular sobreyectivo existe un abierto Up de X
que contiene a p y que sin pérdida de generalidad está contenido en U y existe s(p) ∈ F (Up) de

modo que ϕp
(
[(Up, s(p))]

)
= tp. De este modo, como [(Up, ϕUp(s(p)))] = [(U, t)] se sigue que existe

un abierto Wp de X que contiene a p de modo que Wp ⊆ Up y ρG
Up

Wp
◦ ϕUp(s(p)) = ρGU

Wp
(t). Luego,

como ϕ es un morfismo tenemos que ϕWp ◦ρF Up

Wp
(s(p)) = ρG

Up

Wp
◦ϕUp(s(p)) = ρGU

Wp
(t). Obsérvese que

(Wp)p∈U es una cubierta abierta de U, además,
(
ρF

Up

Wp
(s(p))

)
p∈U es una familia de secciones de F

de modo que ρF
Up

Wp
(s(p)) ∈ F (Wp) para cada p ∈ U. Probaremos que dicha familia de secciones se

extiende a una sección de F sobre U. Sean p y q elementos de U. Vamos a mostrar que la igualdad

ρF
Wp

Wp∩Wq

(
ρF

Up

Wp
(s(p))

)
= ρF

Wq

Wp∩Wq

(
ρF

Uq

Wq
(s(q))

)
es verdadera. Observemos que

ϕWp∩Wq

(
ρF

Wp

Wp∩Wq

(
ρF

Up

Wp
(s(p))

))
= ϕWp∩Wq

(
ρF

Up

Wp∩Wq
(s(p))

)
= ρGU

Wp∩Wq
(t)

= ϕWp∩Wq

(
ρF

Uq

Wp∩Wq
(s(q))

)
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= ϕWp∩Wq

(
ρF

Wq

Wp∩Wq

(
ρF

Uq

Wq
(s(q))

))
,

ası́, como consecuencia de que ϕWp∩Wq es inyectivo obtenemos la igualdad ρF
Wp

Wp∩Wq

(
ρF

Up

Wp
(s(p))

)
=

ρF
Wq

Wp∩Wq

(
ρF

Uq

Wq
(s(q))

)
. De esta forma, como F es una gavilla se sigue que existe s ∈ F (U) tal que

ρF U
Wp

(s) = ρF
Up

Wp
(s(p)) para cada p ∈ U. Por último, vamos a mostrar que ϕU(s) = t. Como ϕ es

un morfismo tenemos que ρGU
Wp
◦ ϕU(s) = ϕWp ◦ ρF U

Wp
(s) = ρGU

Wp
(t) para cada p ∈ U, es decir,

ρGU
Wp

(ϕU(s)− t) = 0G(Wp). Luego, usando el hecho de que U =
⋃

p∈U Wp y de que G es una gavilla se

sigue que ϕU(s)− t = 0G(U) y consecuentemente tenemos que ϕU(s) = t. De este modo, concluimos

que ϕU es sobreyectivo.

De la demostración del teorema anterior se pueden obtener las pruebas del siguiente resultado

que muestra algunas propiedades de morfismos.

Proposición C.9. Sea ϕ : F → G un morfismo de gavillas sobre un espacio topológico X.

1. ϕ es inyectivo si y sólo si ϕU es inyectivo para cada abierto U de X.
2. Si ϕU es sobreyectivo para cada abierto U de X, entonces ϕ es sobreyectivo.
3. ϕ es un isomorfismo si y sólo si ϕ es inyectivo y sobreyectivo.

El siguiente resultado nos mostrará una manera de construir morfismos de gavillas.

Proposición C.10. Sean F y G gavillas de grupos abelianos sobre un espacio topológico X y
sea B una base para la topologı́a de X. Si para cada B ∈ B se tiene que ϕB : F (B) → G(B) es un
homomorfismo de grupos de modo que para cualesquier B1, B2 ∈ B con B2 ⊆ B1 se tiene que el
siguiente diagrama

F (B1)
ϕB1 ��

ρF
B1
B2

��

G(B1)

ρG
B1
B2

��
F (B2)

ϕB2

�� G(B2)

es un diagrama conmutativo, entonces existe un único morfismo ψ : F → G tal que para todo
B ∈ B se tiene que ψB = ϕB.

Demostración. Sea U un abierto no vacı́o de X. Como B es una base para la topologı́a de X se

sigue que existe un conjunto IU de modo que U =
⋃

i∈IU
Bi donde Bi ∈ B para cada i ∈ IU . Sean

s ∈ F (U) e i ∈ IU . Puesto que ρF U
Bi

(s) es un elemento de F (Bi) se sigue que ϕBi(ρF
U
Bi

(s)) es un

elemento de G(Bi). De este modo, tenemos
(
ϕBi(ρF

U
Bi

(s))
)

i∈IU
es una familia de secciones de G tal
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que ϕBi(ρF
U
Bi

(s)) ∈ G(Bi) para cada i ∈ IU . Mostraremos que dicha familia se extiende a una sección

de G sobre U. Sean i, j ∈ IU . Vamos a mostrar que ρG
Bi
Bi∩Bj

(
ϕBi(ρF

U
Bi

(s))
)
= ρG

Bj

Bi∩Bj

(
ϕBj(ρF

U
Bj

(s))
)
. Si

Bi ∩ Bj = ∅ nada a probar. Supongamos que Bi ∩ Bj � ∅, ası́, podemos considerar p ∈ Bi ∩ Bj y por

consiguiente existe Bkp ∈ B de modo que p ∈ Bkp y Bkp ⊆ Bi ∩ Bj. Utilizando la hipótesis sobre los

homomorfismos de los abiertos de la base se sigue que

ρG
Bi∩Bj

Bkp
◦ ρGBi

Bi∩Bj
◦ ϕBi ◦ ρF U

Bi
(s) = ρG

Bi
Bkp
◦ ϕBi ◦ ρF U

Bi
(s)

= ϕBkp
◦ ρF Bi

Bkp
◦ ρF U

Bi
(s)

= ϕBkp
◦ ρF U

Bkp
(s)

= ϕBkp
◦ ρF Bj

Bkp
◦ ρF U

Bj
(s)

= ρG
Bj

Bkp
◦ ϕBj ◦ ρF U

Bj
(s)

= ρG
Bi∩Bj

Bkp
◦ ρGBj

Bi∩Bj
◦ ϕBj ◦ ρF U

Bj
(s),

de este modo, la igualdad anterior implica que

ρG
Bi∩Bj

Bkp

(
ρG

Bi
Bi∩Bj

(
ϕBi(ρF

U
Bi

(s))
) − ρGBj

Bi∩Bj

(
ϕBj(ρF

U
Bj

(s))
))
= 0G(Bkp ).

Luego, como Bi ∩ Bj =
⋃

p∈Bi∩Bj
Bkp y G es una gavilla, la ecuación anterior nos brinda la igualdad

deseada. Además, como U =
⋃

i∈IU
Bi y G es una gavilla tenemos que existe una sección de G sobre

U que denotaremos por ψU(s) de modo que ρGU
Bi

(ψU(s)) = ϕBi(ρF
U
Bi

(s)) para cada i ∈ IU . De esta

forma, vamos a definir la asignación ψU de la siguiente manera:

ψU : F (U) → G(U)

s 
→ ψU(s)

donde para cada s ∈ F (U) se tiene que ψU(s) es la sección descrita arriba. Vamos a mostrar que

dicha asignación está bien definida. Sean s, t ∈ F (U) de modo que s = t, es decir de modo que

s − t = 0F (U). Observemos que para cada i ∈ IU se tiene que

ρGU
Bi

(ψU(s) − ψU(t)) = ϕBi(ρF
U
Bi

(s)) − ϕBi(ρF
U
Bi

(t)) = ϕBi(ρF
U
Bi

(s − t)) = 0G(Bi).

Ası́, como U =
⋃

i∈IU
Bi y G es una gavilla se sigue que ψU(s) − ψU(t) = 0G(U), es decir que

ψU(s) = ψU(t). De este modo, tenemos que ψU está bien definida.

Ahora, probaremos que ψU es un homomorfismo de grupos. Sean s, t ∈ F (U). Para cada i ∈ IU se

tiene que

ρGU
Bi

(ψU(s + t) − ψU(s) − ψU(t)) = ϕBi(ρF
U
Bi

(s + t)) − ϕBi(ρF
U
Bi

(s)) − ϕBi(ρF
U
Bi

(t))

= ϕBi(ρF
U
Bi

(s + t − s − t))

= 0G(Bi).
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De este modo, puesto que U =
⋃

i∈IU
Bi y G es una gavilla se sigue que ψU(s+ t)− ψU(s)− ψU(t) =

0G(U) y esto implica que ψU(s + t) = ψU(s) + ψU(t). Con esto hemos comprobado que ψU es un

homomorfismo de grupos.

A continuación probaremos que la familia (ψU){U es abierto de X} es un morfismo el cual denotaremos

por ψ. Sean U y V abiertos de X tales que V ⊆ U. Vamos a probar que el siguiente diagrama es

conmutativo:

F (U)
ψU ��

ρF U
V

��

G(U)

ρGU
V

��
F (V)

ψV

�� G(V)

es decir, vamos a mostrar que ρGU
V ◦ ψU = ψV ◦ ρF U

V . Sea s ∈ F (U). Observemos que para cada

i ∈ IV se satisfacen las siguientes igualdades:

ρGV
Bi

(
ρGU

V ◦ ψU(s) − ψV ◦ ρF U
V (s)

)
= ρGV

Bi
◦ ρGU

V ◦ ψU(s) − ρGV
Bi
◦ ψV ◦ ρF U

V (s)

= ϕBi

(
ρF U

Bi
(s)

) − ϕBi

(
ρF V

Bi
◦ ρF U

V (s)
)

= 0G(Bi).

Usando el hecho de que V =
⋃

i∈IV
Bi y G es una gavilla se sigue que ρGU

V ◦ ψU(s) − ψV ◦ ρF U
V (s) =

0G(U), es decir que ρGU
V ◦ ψU(s) = ψV ◦ ρF U

V (s). De esta manera, se concluye que ψ es un morfismo.

Por último, vamos a comprobar que para cada B ∈ B se tiene que ψB = ϕB. Sea B ∈ B. Puesto que

las aplicaciones en cuestión tienen el mismo dominio y codominio, sólo resta probar que tienen la

misma regla de asignación. Sea s ∈ F (B). Por construcción de la aplicación ψB se tiene que

ψB(s) = ρGB
B(ψB(s)) = ϕB(ρF B

B(s)) = ϕB(s).

De esta forma, concluimos que ψB = ϕB.

Corolario C.11. Con las condiciones de la proposición anterior, si ϕB es un isomorfismo para
cada B ∈ B, entonces F � G.

Demostración. Por la proposición anterior sabemos que existe el morfismo de gavillas ψ : F → G.

Para probar que ψ es un isomorfismo probaremos que para todo p ∈ X el morfismo inducido a los

grupos de gérmenes ψp : Fp → Gp es un isomorfismo. Sea p ∈ X.

En primer lugar probaremos la inyectividad de ψp: sean U un abierto de X que contiene a p y

s ∈ F (U) tales que [(U, s)] ∈ Kerψp. Como B es una base para la topologı́a de X existe B1 ∈ B tal
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que p ∈ B1 y B1 ⊆ U. Puesto que [(B1, ψB1
(ρF U

B1
(s)))] = [(X, 0G(X))] se sigue que existe un abierto

W de X que contiene a p, está contenido en B1 y es tal que ρGB1

W
(
ψB1

(ρF U
B1

(s))
)
= 0G(W). Usando

nuevamente el hecho de queB es una base para la topologı́a de X tenemos que existe B2 ∈ B tal que

p ∈ B2 y B2 ⊆ W. Luego, la igualdad ρGB1

W
(
ψB1

(ρF U
B1

(s))
)
= 0G(W) implica que ρGB1

B2

(
ψB1

(ρF U
B1

(s))
)
=

0G(B2) y usando el hecho de que ψ es un morfismo tenemos que ψB2

(
ρF B1

B2
◦ ρF U

B1
(s)

)
= 0G(B2). Ası́,

como ψB2
es inyectivo se sigue que ρF U

B2
(s) = 0F (B2) y consecuentemente tenemos que

[(U, s)] = [(B2, ρF U
B2

(s))] = [(B2, 0F (B2))] = 0Fp .

Por lo tanto, concluimos que ψp es inyectivo.

En segundo lugar, probaremos que ψp es sobreyectivo: sean U un abierto de X que contiene a p y

t ∈ G(U). Consideremos al elemento [(U, t)] de Gp. Como B es una base para la topologı́a de X se

sigue que existe B ∈ B tal que p ∈ B y B ⊆ U. Luego, como ψB es sobreyectivo se sigue que existe

s ∈ F (B) tal que ψB(s) = ρGU
B (t). Luego, como tenemos que

ψp
(
[(B, s)]

)
= [(B, ψB(s))] = [(B, ρGU

B (t))] = [(U, t)],

concluimos que ψp es sobreyectivo.

De esta forma, como ψp es un isomorfismo para cada p ∈ X concluimos que ψ es un isomorfismo

de gavillas.

3. Algunas Pregavillas y Gavillas Importantes

En esta sección definiremos y estudiaremos propiedades de algunas gavillas importantes. Las

gavillas aquı́ estudiadas son: la gavilla restringida, la gavilla imagen directa, la gavilla asociada, el

kernel de un morfismo, la imagen de un morfismo y la gavilla cociente.

3.1. La Gavilla Restringida. Supongamos que tenemos una gavilla sobre un espacio topoló-

gico, luego, consideramos un abierto de dicho espacio y lo dotamos con la topologı́a inducida.

Sabiendo que tenemos una gavilla sobre el espacio original, ¿existe una manera natural de asociarle

a dicho subespacio una gavilla? La respuesta es sı́ y en esta sección veremos cómo es posible

realizar esto.

Sean F una pregavilla de grupos abelianos sobre un espacio topológico X y U un abierto no

vacı́o de X. Podemos dotar a U con la topologı́a inducida por X y de este modo tenemos que U
es un espacio topológico. Ahora, vamos a definir la pregavilla F |U de la siguiente forma: para

cada abierto V de U asignamos F |U(V) = F (V) y para abiertos V y Z de U de modo que Z ⊆ V
asignamos ρF |U

V
Z = ρF

V
Z . Puesto que U es un abierto de X y F es una pregavilla, por la construcción
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se sigue de manera inmediata que F |U es una pregavilla sobre U. Más aún, si F es una gavilla,

entonces también es inmediato que F |U es una gavilla. Dicha gavilla tiene un nombre concreto:

Definición C.12. Con las notaciones anteriores, F |U es la restricción de la gavilla F al abierto
U.

Ahora, vamos a determinar a los grupos de gérmenes de esta gavilla. Sea p un punto de U. Consi-

deramos la siguiente asignación:

ϕp : (F |U)p → Fp

[(V, s)] 
→ [(V, s)]

De manera inmediata tenemos que ϕp es un homomorfismo de grupos abelianos. Más aún, es un

isomorfismo:

• ϕp es inyectivo: consideremos un abierto V de U que contiene a p y a s ∈ F |U(V) tales

que [(V, s)] ∈ Kerϕp. Puesto que [(V, s)] = [(X, 0F (X))] se sigue que existe Z un abierto de

X que contiene a p de modo que Z ⊆ V y ρF V
Z (s) = 0F (Z). Luego, como Z es un abierto

de U que contiene a p y que está contenido en V se sigue que [(V, s)] = [(Z, ρF |U
V
Z (s))] =

[(Z ∩ U, 0F |U (Z∩U))] = [(U, 0F |U (U))]. Ası́, concluimos que ϕp es inyectivo.

• ϕp es sobreyectivo: sea V un abierto de X que contiene a p y sea s ∈ F (V). Puesto que V∩U
es un abierto de U que contiene a p podemos considerar al elemento [(V ∩ U, ρF |U

V
V∩U(s))]

de (F |U)p. Luego, claramente se tiene que ϕp
(
[(V ∩ U, ρF |U

V
V∩U(s))] = [(V, s)] y con esto

concluimos que ϕp es sobreyectivo.

Podemos resumir esto que hemos realizado en el siguiente resultado:

Proposición C.13. Con las notaciones anteriores, para cada p ∈ U se tiene que (F |p) es iso-
morfo a Fp.

El siguiente resultado nos presenta una manera de saber si un morfismo de gavillas es sobreyec-

tivo utilizando la restricción de gavillas.

Lema C.14. Sea ϕ : F → G un morfismo de gavillas sobre un espacio topológico X. ϕ es
sobreyectivo si y sólo si para cualquier abierto U de X se tiene que el morfismo ϕ|U : F |U → G|U
es sobreyectivo.

Demostración. Supongamos que para cualquier abierto U de X se tiene que ϕ|U : F |U → G|U es

un morfismo sobreyectivo. Particularmente, considerando al abierto X tenemos que el morfismo
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ϕ|X : F |X → G|X es sobreyectivo y puesto que ϕ|X = ϕ, F |X = F y G|X = G concluimos que

ϕ : F → G es sobreyectivo.

Recı́procamente, supongamos que el morfismo ϕ : F → G es sobreyectivo. Sea U un abierto de X.

Si U = ∅, entonces ϕ|∅ es el morfismo entre las gavillas nulas y claramente es sobreyectivo. De esta

forma, podemos suponer que U es un abierto no vacı́o y ası́ consideramos p ∈ X. Observemos que

tenemos el siguiente diagrama conmutativo

(F |U)p
(ϕ|U )p

��

�

��

(G|U)p

�

��
Fp ϕp

�� Gp

De este diagrama, se sigue que (ϕ|U)p es la composición de tres homomorfismos que son sobreyec-

tivos lo cual implica que (ϕ|U)p es sobreyectivo. Como p fue un punto arbitrario en U concluimos

que ϕ|U es sobreyectivo.

3.2. La Gavilla Imagen Directa. En esta sección veremos cómo es posible transportar una

gavilla de un espacio topológico a otro a través de una aplicación continua y estudiaremos algunas

de sus propiedades.

Consideremos una aplicación continua f : X → Y entre espacios topológicos y tomemos una

pregavilla F sobre X. A través de f y F vamos a definir la pregavilla f∗(F ) sobre Y de la siguiente

manera: para cada abierto V de Y asignamos f∗(F )(V) = F ( f −1(V)) y para cualesquier abiertos

Z y W de Y de modo que W ⊆ Z asignamos ρ f∗(F )
Z
W = ρF

f −1(Z)

f −1(W)
. Bajo estas condiciones, vamos a

mostrar que f∗(F ) es una pregavilla sobre Y:

PG1. Por construcción se tiene que f∗(F )(∅) = F (ϕ−1(∅)) = F (∅) = {0}.
PG2. Para cada abierto V de Y tenemos que ρ f∗(F )

V
V = ρF

ϕ−1(V)

ϕ−1(V)
= idF (ϕ−1(V)) = id f∗(F )(V).

PG3. Para cualesquier abiertos V , Z y W de Y de modo que W ⊆ Z ⊆ V tenemos que

ρ f∗(F )
Z
W ◦ ρ f∗(F )

V
Z = ρF

ϕ−1(Z)

ϕ−1(W)
◦ ρF ϕ−1(V)

ϕ−1(Z)
= ρF

ϕ−1(V)

ϕ−1(W)
= ρ f∗(F )

V
W .

Ası́, hemos comprobado que f∗(F ) es una pregavilla sobre Y . Más aún, siF es una gavilla, entonces

también lo es f∗(F ): en efecto, sean V un abierto de Y y (Vi)i∈I una cubierta abierta de V .

G1. Sea s ∈ f∗(F )(V) tal que ρ f∗(F )
V
Vi

(s) = 0 f∗(F )(Vi) para todo i ∈ I. De esta forma, para cada

i ∈ I se tiene que ρF
f −1(V)

f −1(Vi)
(s) = ρ f∗(F )

V
Vi

(s) = 0 f∗(F )(Vi) = 0F ( f −1(Vi)). Además, como (Vi)i∈I
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es una cubierta abierta de V se sigue que
(
f −1(Vi)

)
i∈I es una cubierta abierta de f −1(V). De

esta forma, como F es una gavilla se tiene que s = 0F ( f −1(V)), es decir, s = 0 f∗(F )(V).

G2. Sea (si)i∈I una familia de secciones de f∗(F ) de modo que si ∈ f∗(F )(Vi) para cada i ∈
I y tal que ρ f∗(F )

Vi
Vi∩V j

(si) = ρ f∗(F )
V j

Vi∩V j
(s j) para cualesquier i, j ∈ I. De este modo, para

cualesquier i, j ∈ I se sigue que ρF
f −1(Vi)

f −1(Vi)∩ f −1(V j)
(si) = ρF

f −1(V j)

f −1(Vi)∩ f −1(V j)
(s j). De esta forma,

como
(
f −1(Vi)

)
i∈I es una cubierta abierta de f −1(V) y como F es una gavilla se sigue que

existe s ∈ F ( f −1(V)) tal que ρF
f −1(V)

f −1(Vi)
(s) = si para todo i ∈ I. Ası́, concluimos que existe

s ∈ f∗(F )(V) de modo que ρ f∗(F )
V
Vi

(s) = si para cualquier i ∈ I.

De este forma, hemos comprobado que f∗(F ) es una gavilla sobre Y . Esta construcción nos brinda

la siguiente definición:

Definición C.15. Con las notaciones anteriores, f∗(F ) es la gavilla imagen directa de F bajo
f .

El siguiente resultado nos dará una respuesta satisfactoria para nuestros fines acerca de los

grupos de gérmenes de la gavilla imagen directa.

Proposición C.16. Sean f : X → Y una aplicación continua entre espacios topológicos y F
una gavilla de grupos abelianos sobre X. Si f es un homeomorfismo entre X y un cerrado de Y,
entonces para cada q ∈ Y se tiene que

f∗(F )q �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ {0} si q ∈ Y\ f (X)

Fp si q = f (p) para algún p ∈ X

Demostración. Sea q ∈ Y . Vamos a distinguir entre dos casos:

• Caso I: q � f (X). Sean U un abierto de Y que contiene a q y s ∈ f∗(F )(U) = F ( f −1(U)).

Consideremos al elemento [(U, s)] de f∗(F )q. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que U ⊆
Y\ f (X) (pues Y\ f (X) es un abierto). Puesto que U ⊆ Y\ f (X) se sigue que f −1(U) ⊆ f −1(Y\ f (X))

y además tenemos que f −1(Y\ f (X)) = ∅: en efecto, si f −1(Y\ f (X)) � ∅, entonces considerando

r ∈ f −1(Y\ f (X)) tendrı́amos que f (r) ∈ (Y\ f (X)) ∩ f (X) lo cual es absurdo. De esto se sigue

que f −1(U) = ∅ y consecuentemente s = 0 f∗(F )(U). Ası́, tenemos que [(U, s)] = [(U, 0 f∗(F )(U))] =

[(Y, 0 f∗(F )(Y))] y por lo tanto concluimos que f∗(F )q = {0}.
• Caso II: q ∈ f (X). Como q ∈ f (X) existe p ∈ X tal que f (p) = q. Para mostrar que f∗(F )q es

isomorfo a Fp vamos a considerar la siguiente aplicación:

ψ : f∗(F )q → Fp

[(U, s)] 
→ [( f −1(U), s)]



232 C. TEORÍA DE GAVILLAS

En primer lugar, vamos a mostrar que ψ es una aplicación bien definida. Sean U un abierto de Y
que contiene a q y s ∈ f∗(F )(U). Consideramos al elemento [(U, s)] de f∗(F )q. Como f (p) ∈ U
se sigue que p ∈ f −1(U), además, tenemos que s ∈ f∗(F )(U) = F ( f −1(U)). De esto se sigue que

[( f −1(U), s)] ∈ Fp. Ahora, sean U1 y U2 abiertos de Y que contienen a f (p) y sean s1 ∈ f∗(F )(U1) y

s2 ∈ f∗(F )(U2) tales que [(U1, s1)] = [(U2, s2)]. Vamos a mostrar que ψ
(
[(U1, s1)]

)
= ψ

(
[(U2, s2)]

)
,

es decir que [( f −1(U1), s1)] = [( f −1(U2), s2)]. Por hipótesis tenemos que [(U1, s1)] = [(U2, s2)], esto

implica que existe un abierto W de Y que contiene a f (p) tal que W ⊆ U1 ∩ U2 y ρ f∗(F )
U1

W (s1) =

ρ f∗(F )
U2

W (s2). Observemos que f −1(W) es un abierto de X que contiene p, se encuentra contenido en

f −1(U1) ∩ f −1(U2) y además satisface que

ρF
f −1(U1)

f −1(W)
(s1) = ρ f∗(F )

U1

W (s1) = ρ f∗(F )
U2

W (s2) = ρF
f −1(U2)

f −1(W)
(s2).

De esta forma, el abierto f −1(W) asegura la igualdad [( f −1(U1), s1)] = [( f −1(U2), s2)] y por lo tanto

concluimos que ψ es una aplicación bien definida.

En segundo lugar, vamos a probar que ψ es un homomorfismo de grupos abelianos. Sean U1 y U2

abiertos de Y que contienen a f (p) y sean s1 ∈ f∗(F )(U1) y s2 ∈ f∗(F )(U2).

ψ
(
[(U1, s1)] + [(U2, s2)]

)
= ψ

(
[(U1 ∩ U2, ρ f∗(F )

U1

U1∩U2
(s1) + ρ f∗(F )

U2

U1∩U2
(s2))]

)
= [( f −1(U1 ∩ U2), ρF

f −1(U1)

f −1(U1∩U2)
(s1) + ρF

f −1(U2)

f −1(U1∩U2)
(s2))]

= [( f −1(U1), s1)] + [( f −1(U2), s2)]

= ψ
(
[(U1, s1)]

)
+ ψ

(
[(U2, s2)]

)
.

Por lo tanto, tenemos que ψ es un homomorfismo de grupos.

En tercer lugar, vamos a probar que ψ es inyectivo. Sean U un abierto de Y que contiene a f (p)

y s ∈ f∗(F )(U) tales que [(U, s)] ∈ Kerψ. Vamos a mostrar que [(U, s)] = 0 f∗(F ) f (p)
, es decir,

mostraremos que existe un abierto W de Y que contiene a f (p) tal que W ⊆ U y ρ f∗(F )
U
W(s) =

0 f∗(F )(W). Como [( f −1(U), s)] = [(X, 0F (X))] existe un abierto V de X que contiene a p tal que V ⊆
f −1(U) y ρF

f −1(U)

V (s) = 0F (V). Por la hipótesis sobre f se sigue que f (V) es un abierto de f (X),

consecuentemente se tiene la existencia de un abierto Z de Y tal que f (V) = Z ∩ f (X). Observemos

que el hecho de que q ∈ f (V) implica que q ∈ Z y además observemos que

f −1(Z) = f −1(Z ∩ Y)

= f −1(Z ∩ [ f (X) ∪ (Y\ f (X))]
)

= f −1([Z ∩ f (X)] ∪ [Z ∩ (Y\ f (X))]
)

= f −1(Z ∩ f (X)) ∪ f −1(Z ∩ (Y\ f (X)))
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= f −1(Z ∩ f (X))

= f −1( f (V))

= V,

Ası́, como tenemos que V = f −1(Z) se sigue que f −1(Z) ⊆ f −1(U). De esta forma, vamos a consid-

erar W = U ∩ Z: observemos que U ∩ Z es un abierto de Y que contiene a q, está contenido en U y

además satisface que

ρ f∗(F )
U
U∩Z(s) = ρF

f −1(U)

f −1(U∩Z)
(s)

= ρF
f −1(Z)

f −1(U∩Z)
◦ ρF f −1(U)

f −1(Z)
(s)

= ρF
f −1(Z)

f −1(U∩Z)
(0F ( f −1(Z)))

= 0F ( f −1(U∩Z))

= 0 f∗(F )(U∩Z).

Con esto, concluimos que ψ es una aplicación inyectiva.

Por último, vamos a probar que ψ es una aplicación sobreyectiva. Sean U un abierto de X que

contiene a p y s ∈ F (U). Queremos mostrar que existen un abierto V de Y que contiene a q y

t ∈ f∗(F )(V) tales que ψ
(
[(V, t)]

)
= [(U, s)], es decir, que [( f −1(V), t)] = [(U, s)]. Por la hipótesis

sobre f se sigue que f (U) es un abierto de f (X), ası́, existe Z un abierto de Y tal que f (U) =

Z ∩ f (X). Por la observaciones hechas cuando mostramos la inyectividad de ψ se tiene que q ∈ Z y

que f −1(Z) = U. Además, como F (U) = F ( f −1(Z)) = f∗(F )(Z) se tiene que s ∈ f∗(F )(Z). Luego,

afirmamos que el elemento buscado es [(Z, s)]: en efecto, claramente [(Z, s)] es un elemento de

f∗(F )q y satisface que

ψ
(
[(Z, s)]

)
= [( f −1(Z), s)] = [(U, s)].

Ası́, tenemos que ψ es una aplicación sobreyectiva. De esta manera, como ψ es una aplicación

inyectiva y sobreyectiva se tiene que f∗(F )q es isomorfo a Fp.

Por lo tanto, para todo q ∈ Y concluimos que

f∗(F )q �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ {0} si q ∈ Y\ f (X)

Fp q = f (p) para algún p ∈ X

3.3. La Gavilla Asociada. Sabemos que toda gavilla es una pregavilla, ¿será cierto el recı́pro-

co de este enunciado? En general la respuesta es no y una muestra de ello es el siguiente ejemplo.
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Ejemplo C.17. Sean X un espacio topológico Hausdorff con al menos dos puntos y A un grupo

abeliano de cardinalidad diferente de uno. Consideramos la pregavilla constante A−X sobre X defini-

da de la siguiente manera: para cada abierto U de X asignamos

A−X(U) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ A si U � ∅
{0} si U = ∅

Además, para cualesquier abiertos U y V de X de modo que V ⊆ U asignamos

ρA−X
U
V
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ idA si V � ∅
0A si V = ∅

Vamos a mostrar que esta pregavilla no es una gavilla. Sean x y y puntos distintos de X. Como X
es de Hausdorff existen abiertos U y V tales que x ∈ U, y ∈ V y U ∩ V = ∅. Sean a y b elementos

diferentes de A de modo que a ∈ A−X(U) y b ∈ A−X(V). Luego, se sigue que ρA−X
U
U∩V

(a) = 0A =

ρA−X
V
U∩V

(b). Si A−X fuese una gavilla, entonces existirı́a c ∈ A−X(U ∪ V) tal que ρA−X
U∪V
U

(c) = a y

ρA−X
U∪V
V

(c) = b, de esta forma tendrı́amos que a = ρA−X
U∪V
U

(c) = c = ρA−X
U∪V
V

(c) = b y con ello que

a = b lo cual contradice nuestra hipótesis. Por lo tanto, A−X es una pregavilla pero no una gavilla.

Como pudo apreciarse en el ejemplo anterior, en general una pregavilla no es una gavilla. Sin

embargo, a cada pregavilla es posible asociarle una gavilla de manera única salvo isomorfismo. En

este apartado veremos cómo es posible construir dicha gavilla y además, mostraremos que dicha

gavilla satisface una propiedad universal.

Consideremos a F una pregavilla de grupos abelianos sobre un espacio topológico X. A partir

de F vamos a construir la gavilla F + sobre X de la siguiente manera: F +(∅) = {0} y para cada

abierto U no vacı́o de X asignamos a F +(U) como el conjunto de todas las aplicaciones f : U →∏
p∈U Fp que satisfacen las siguientes dos condiciones:

1. Para cualquier p ∈ U se tiene que f (p) ∈ Fp.

2. Para cualquier p ∈ U existen una vecindad abierta V de p contenida en U y una sección

s ∈ F (V) de modo que para todo q ∈ V se cumple que f (q) = sq.

Además, consideramos las restricciones de F + como las usuales de funciones. Bajo estas condi-

ciones vamos a mostrar que F + es una gavilla de grupos abelianos sobre X. Observemos que para

cada abierto U de X se tiene que F +(U) es un grupo abeliano con la suma definida puntualmente.

Luego, claramente de la construcción se satisfacen PG1, PG2 y PG3, ası́ que sólo resta mostrar

que se satisfacen G1 y G2. Sean U un abierto de X y (Ui)i∈I una cubierta abierta de U.
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G1. Sea f ∈ F +(U) tal que f |Ui = 0F +(Ui) para todo i ∈ I. Consideremos un punto p de U.

Como U =
⋃

i∈I Ui existe un j ∈ I tal que p ∈ U j, luego, por hipótesis se sigue que

f (p) = f |U j(p) = 0Fp . Por lo tanto, concluimos que f = 0F +(U).

G2. Sea ( fi)i∈I una familia de secciones de F + con fi ∈ F +(Ui) para todo i ∈ I y tal que

fi|Ui∩U j = f j|Ui∩U j para cualesquier i, j ∈ I. Observemos que si p ∈ U, como (Ui)i∈I es una

cubierta abierta de U, entonces existe k ∈ I tal que p ∈ Uk. De esta manera, definimos

f : U → ∏
p∈U Fp dada por f (q) = fk(q) donde k ∈ I de modo que q ∈ Uk. Ahora

probaremos que f está bien definida. Sea p ∈ U y supongamos que existen i, j ∈ I de modo

que p ∈ Ui ∩ U j. Por hipótesis, se sigue que fi(p) = fi|Ui∩U j(p) = f j|Ui∩U j(p) = f j(p) y esto

implica que f está bien definida.

Para concluir, debemos mostrar que f es en efecto es una sección de F +(U). Por construc-

ción f satisface la primera condición requerida ası́ que sólo resta mostrar que satisface la

segunda condición. Si p ∈ U, entonces existe k ∈ I de modo que p ∈ Uk, luego, como

fk ∈ F +(Uk) se sigue que existe un abierto Vk de X que contiene a p y está contenido en U
y existe s ∈ F (Uk) de modo que para cada q ∈ Vk se satisface que fk(q) = sq. Luego, como

f (p) = fk(p), el abierto y la sección anteriores funcionan como los elementos adecuados.

De esta manera, se tiene que f ∈ F +(U).

De este modo, concluimos que F + es una gavilla de grupos abelianos sobre X. La gavilla F + se

llama la gavilla asociada a la pregavilla F .

Ahora bien, vamos a definir un morfismo de pregavillas entre F y F + que denotaremos por θF
+

.

Sea U un abierto de X. Consideramos la siguiente asignación:

θF
+

U : F (U) → F +(U)

s 
→ θF
+

U (s) : U →
∏
q∈U
Fq

p 
→ sp

Lo primero que mostraremos es que para cualquier s ∈ F (U) se tiene que θF
+

U (s) es un elemento

de F +(U). Sea s ∈ F (U). Por construcción tenemos que θF
+

U (s) satisface la primera condición

requerida; luego, para la segunda condición, el propio abierto U y la propia sección s son los

elementos adecuados. De esta manera, tenemos que θF
+

U (s) ∈ F +(U). Ahora, sean s, t ∈ F (U) tales

que s = t. Puesto que s = t se sigue que sp = tp para cualquier p ∈ U, esto implica de manera

inmediata θF
+

U (s) = θF
+

U (t) y con esto concluimos que θF
+

es una aplicación bien definida.

Ahora, vamos a mostrar que θF
+

U es un homomorfismo de grupos abelianos. Sean s, t ∈ F (U). Para

mostrar la igualdad θF
+

U (s+t) = θF
+

U (s)+θF
+

U (t), como las aplicaciones involucradas tienen el mismo

dominio y codominio, únicamente debemos de mostrar que tienen la misma regla de asignación.
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Sea p ∈ U,

θF
+

U (s + t)(p) = (s + t)p = sp + tp = θ
F +
U (s)(p) + θF

+

U (t)(p) =
(
θF

+

U (s) + θF
+

U (t)
)
(p).

De este modo, se sigue que θF
+

U (s + t) = θF
+

U (s) + θF
+

U (t) y por lo tanto tenemos que θF
+

U es un

homomorfismo de grupos.

Por último, vamos a mostrar que θF
+

es compatible con las restricciones de pregavilla. Sean U y V
abiertos de X tales que V ⊆ U. Vamos a probar que el siguiente diagrama conmuta:

F (U)
θF+U ��

ρF U
V

��

F +(U)

ρF+U
V

��
F (V)

θF+V

�� F +(V)

es decir, mostraremos que ρF +U
V ◦ θF

+

U = θF
+

V ◦ ρF U
V . Sea s ∈ F (U). Puesto que las aplicaciones

ρF +U
V ◦ θF

+

U (s) y θF
+

V ◦ ρF U
V (s) tienen el mismo dominio y codominio, sólo resta probar que tienen la

misma regla de asignación. Sea q ∈ V ,

ρF +U
V ◦ θF

+

U (s)(q) = θF
+

U (s)(q) = sq = (ρF U
V (s))q = θ

F +
V (ρF U

V (s))(q) = θF
+

V ◦ ρF U
V (s)(q).

De esta manera, como s fue un elemento arbitrario de F (U) se tiene que ρF +U
V ◦ θF

+

U = θ
F +
V ◦ ρF U

V .

Por lo tanto, concluimos que θF
+

es un morfismo de pregavillas.

Una propiedad importante de θF
+

que utilizaremos constantemente es que θF
+

p es un isomorfismo

para cada p ∈ X. En efecto, sea p ∈ X:

• θF +p es inyectivo: sean U un abierto de X que contiene a p y s ∈ F (U) de modo que

sp ∈ Ker θF
+

p . Como [(U, θF
+

U (s))] = [(X, 0F +(X))] se sigue que existe un abierto W de X que

contiene a p tal que W ⊆ U y ρF +U
W
(
θF

+

U (s)
)
= 0F +(W). La última igualdad implica que para

cualquier q ∈ W se tiene que ρF +U
W
(
θF

+

U (s)
)
(q) = 0Fq . Como θF

+

es un morfismo tenemos

que θF
+

W ◦ρF U
W = ρF +

U
W ◦θF

+

U , esto implica que θF
+

W ◦ρF U
W(s) = ρF +U

W ◦θF
+

U (s). De esta manera,

para todo q ∈ W se tiene que
(
ρF U

W(s)
)

q = θF
+

W
(
ρF U

W(s)
)
(q) = ρF +U

W
(
θF

+

U (s)
)
(q) = 0Fq ,

en particular, como p ∈ W se tiene que
(
ρF U

W(s)
)

p = 0Fp . De este modo, como sp =(
ρF U

W(s)
)

p = 0Fp se concluye que θF
+

p es inyectivo.

• θF +p es sobreyectivo: sean U un abierto de X que contiene a p y f ∈ F +(U). Como f es

una sección de F + sobre U tenemos que existe un abierto Vp de X que contiene a p tal

que Vp ⊆ U y existe sVp ∈ F (Vp) tal que para todo q ∈ Vp tenemos que f (q) = (sVp)q.

Afirmamos que θF
+

p
(
(sVp)p

)
= [(Vp, θ

F +
Vp

(sVp))] = [(U, f )]: en efecto, Vp es un abierto de X
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que contiene a p, Vp ⊆ U y además, para cualquier q ∈ Vp tenemos que θF
+

Vp
(sVp)(q) =

(sVp)q = f (q) = f |Vp(q), ası́, como θF
+

Vp
(sVp) y f |Vp tienen el mismo dominio, codominio y

regla de asignación, se sigue que son iguales. Por lo tanto, θF
+

p es sobreyectivo.

De esta manera concluimos que θF
+

p es un isomorfismo. Una de las consecuencias de este hecho es

lo siguiente: si la pregavilla de la que construimos su gavilla asociada es una gavilla, entonces la

gavilla asociada es isomorfa a dicha gavilla.

Al comienzo de este apartado mencionamos que la gavilla asociada cuenta con una propiedad

universal, para concluir con este apartado, a continuación vamos a mostrar dicho resultado.

Teorema C.18. Con las notaciones anteriores, el par (F +, θF +) satisface la siguiente propiedad
universal: para cada gavilla G sobre X y para cada morfismo de pregavillas ϕ : F → G existe
un único morfismo de gavillas ϕ+ : F + → G tal que ϕ = ϕ+ ◦ θF + , es decir, tal que el siguiente
diagrama conmuta

(3.1) F ϕ
��

θF+

��

G

F +
ϕ+

�������������������

Además, el par (F +, θF +) es único salvo isomorfismo.

Demostración. Sea ϕ : F → G un morfismo de pregavillas. A partir de ϕ vamos a definir un mor-

fismo ϕ+ : F + → G, ası́, para cada abierto U de X queremos definir el homomorfismo de grupos

ϕ+U : F +(U)→ G(U) y después probar la compatibilidad con las restricciones de gavilla. Sean U un

abierto de X y f ∈ F +(U). Por la segunda condición que satisfacen los elementos de F +(U), para

cada p ∈ X vamos a considerar un abierto Vp de X que contiene p tal que Vp ⊆ U y también consid-

eramos una sección sVp ∈ F (Vp) de modo que para cualquier q ∈ Vp se satisfaga que f (q) = (sVp)q.

Ası́, tenemos que (Vp)p∈U es una cubierta abierta de U y que
(
ϕVp(sVp)

)
p∈U es una familia de sec-

ciones deG con ϕVp(sVp) ∈ G(Vp) para cada p ∈ U. Vamos a probar que los elementos de esta famil-

ia de secciones se extienden a un elemento de G(U), para ello, probaremos que ρG
Vp

Vp∩Vq
◦ϕVp(sVp) =

ρG
Vq

Vp∩Vq
◦ ϕVq(sVq) para cada p, q ∈ U. Sean p, q ∈ U. Si Vp ∩ Vq = ∅, nada a probar. Supongamos

que Vp ∩ Vq � ∅, ası́, sea r un punto de Vp ∩ Vq. Puesto que f (r) = (sVp)r = (sVq)r se sigue que(
ρF

Vp

Vp∩Vq
(sVp)

)
r =

(
ρF

Vq

Vp∩Vq
(sVq)

)
r, esto implica que ϕr

((
ρF

Vp

Vp∩Vq
(sVp)

)
r
)
= ϕr

((
ρF

Vq

Vp∩Vq
(sVq)

)
r
)
, es de-

cir,
(
ϕVp∩Vq

(
ρF

Vp

Vp∩Vq
(sVp)

))
r =

(
ϕVp∩Vq

(
ρF

Vq

Vp∩Vq
(sVq)

))
r. De esta forma, como G es una gavilla, por

la Proposición C.4 tenemos que ϕVp∩Vq

(
ρF

Vp

Vp∩Vq
(sVp)

)
= ϕVp∩Vq

(
ρF

Vq

Vp∩Vq
(sVq)

)
. Por lo tanto, usando
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nuevamente el hecho de que G es una gavilla se sigue la existencia una sección de G(U) que de-

notaremos por ϕ+U( f ) y es tal que ρGU
Vp

(ϕ+U( f )) = ϕVp(sVp) para cada p ∈ U. Obsérvese que una

de manera de caracterizar a este elemento es a través de su germen: para todo p ∈ U se tiene que(
ϕ+U( f )

)
p =

(
ρGU

Vp
(ϕ+( f ))

)
p =

(
ϕVp(sVp)

)
p = ϕp

(
(sVp)p

)
= ϕp

(
f (p)

)
. De esta forma, consideramos la

asignación

ϕ+U : F +(U) → G(U)

f 
→ ϕ+U( f )

donde para cada f ∈ F +(U) la sección ϕ+U( f ) es la construida arriba. En seguida vamos a mostrar

que ϕ+U está bien definida. Sean f , g ∈ F +(U) tales que f = g. Como estas secciones son iguales,

se sigue que f (p) = g(p) para todo p ∈ U, luego, ϕp
(
f (p)

)
= ϕp

(
g(p)

)
para todo p ∈ U y esto

implica que
(
ϕ+U( f )

)
p =

(
ϕ+U(g)

)
p para cada p ∈ U. Ası́, como G es una gavilla, por la Proposición

C.4 tenemos que ϕ+U( f ) = ϕ+U(g) y con ello concluimos que ϕ+U está bien definida. En seguida

mostraremos que ϕ+U es un homomorfismo de grupos abelianos. Sean f , g ∈ F +(U) y p ∈ U.(
ϕ+U( f + g)

)
p = ϕp

(
( f + g)(p)

)
= ϕp

(
f (p) + g(p)

)
= ϕp

(
f (p)

)
+ ϕp

(
g(p)

)
=

(
ϕ+U( f )

)
p +

(
ϕ+U(g)

)
p

=
(
ϕ+U( f ) + ϕ+U(g)

)
p.

Nuevamente, usando el hecho de que G es una gavilla y la Proposición C.4 se sigue que ϕ+U( f +g) =

ϕ+U( f ) + ϕ+U(g). Ası́, tenemos que ϕ+U es un homomorfismo de grupos abelianos.

Ahora, vamos a probar que ϕ+ es compatible con las restricciones de gavilla. Sean U y V abiertos

de X tales que V ⊆ U. Vamos a mostrar que el siguiente diagrama

F +(U)
ϕ+U ��

ρF+U
V

��

G(U)

ρGU
V

��
F +(V)

ϕ+V

�� G(V)

conmuta, es decir que ρGU
V ◦ ϕ+U = ϕ+V ◦ ρF +U

V . Sean f ∈ F +(U) y p ∈ V . Recordando que las

restricciones de F + son las usuales para funciones, tenemos que(
ρGU

V ◦ ϕ+U( f )
)

p =
(
ϕ+U( f )

)
p = ϕp( f (p)) = ϕp

(
ρF +U

V ( f )(p)
)
=

(
ϕ+V ◦ ρF +U

V ( f )
)

p.
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De esta forma, utilizando de nueva cuenta el hecho de que G es gavilla y la Proposición C.4 se

sigue que ρGU
V ◦ ϕ+U( f ) = ϕ+V ◦ ρF +U

V ( f ), consecuentemente, como f fue una sección de F + sobre

U arbitraria obtenemos la igualdad ρGU
V ◦ ϕ+U = ϕ+V ◦ ρF +U

V . Por lo tanto, concluimos que ϕ+ es un

morfismo.

Para finalizar la parte de existencia, vamos a mostrar que el diagrama 3.1 es conmutativo, es decir,

que ϕ = ϕ+ ◦ θF + , para ello, mostraremos que ϕU = ϕ
+
U ◦ θF

+

U para cada abierto U de X. Sean U un

abierto de X, s ∈ F (U) y p ∈ U. Observemos que(
ϕU(s)

)
p = ϕp(sp) = ϕp(θF

+

U (s)(p)) =
(
ϕ+U(θF

+

U (s))
)

p.

Luego, el hecho de que G es gavilla y la Proposición C.4 implican que ϕ+U ◦ θF
+

U (s) = ϕU(s). Ası́,

tenemos que ϕ = ϕ+ ◦ θF + y con ello concluimos que el diagrama 3.1 es conmutativo.

Ahora, probaremos la unicidad del morfismo ϕ+. Supongamos que existe otro morfismo ψ+ : F + →
G de modo que ϕ = ψ+ ◦ θF + . Vamos a probar que ϕ+U = ψ

+
U para cada abierto U de X. Sea U un

abierto de X. Si U = ∅ nada a probar. Si U � ∅, sea p ∈ U. Las igualdades ϕp = ϕ+p ◦ θF +p y

ϕp = ψ+p ◦ θF +p implican que ϕ+p ◦ θF +p = ψ+p ◦ θF +p y como θF
+

p es un isomorfismo se sigue que

ϕ+p = ψ
+
p . Ahora bien, consideremos una sección f de F + sobre U. Puesto que(
ϕ+U( f )

)
p = [(U, ϕ+U( f ))] = ϕ+p

(
[(U, f )]

)
= ψ+p

(
[(U, f )]

)
= [(U, ψ+U( f ))] =

(
ψ+U( f )

)
p,

p es un punto arbitrario de U yG es una gavilla, por la Proposición C.4 se sigue que ϕ+U( f ) = ψ+U( f ).

De esta forma, como las aplicaciones ϕ+U y ψ+U tienen el mismo dominio, codominio y regla de

asignación se sigue que son iguales. Por lo tanto, concluimos que ϕ+ es único.

Por último, probaremos la unicidad de F + y de θF
+

salvo isomorfismo. Supongamos que existen

otra gavilla H+ y otro morfismo δH
+

con las propiedades deseadas. Como F + y H+ son gavillas,

podemos considerar los diagramas conmutativos

F δH+ ��

θF+

��

H+

F +
δH+

+

�������������������

F θF+ ��

δH+

��

F +

H+
θF+

+

�������������������

los cuales nos dicen que δH
+

= δH
++ ◦ θF + y que θF

+

= θF
++ ◦ δH+ respectivamente. De este modo,

tenemos que θF
+

= θF
++ ◦ δH++ ◦ θF + . Sea p ∈ X. La última igualdad que escribimos implica que

θF
+

p = θ
F ++

p ◦ δH++p ◦ θF +p , además, como θF
+

p es un isomorfismo se sigue que θF
++

p ◦ δH++p = idF +p .

De manera similar, puesto que δH
+

= δH
++ ◦ θF ++ ◦ δH+ , con argumentos análogos obtenemos que

δH
++

p ◦ θF ++p = idH+p . Por lo tanto, concluimos que F + y θF
+

son únicos salvo isomorfismo.
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3.4. El Kernel de un Morfismo. Si tenemos un homomorfismo de grupos abelianos, sabe-

mos que su kernel siempre es un subgrupo del dominio de dicho homomorfismo. Ahora bien, si

tenemos un morfismo entre gavillas de grupos abelianos, ¿podemos definir la noción del kernel de

dicho morfismo? En este apartado nos encargaremos de responder a esta interrogante.

Sea ϕ : F → G un morfismo de pregavillas. A partir de ϕ vamos a definir la subpregavilla

Kerϕ de F de la siguiente manera: para cualquier abierto U de X asignamos Kerϕ(U) = KerϕU y

consideramos las restricciones como las correspondientes restricciones de F . En primer lugar, para

cada abierto U de X se tiene que Kerϕ(U) es un subgrupo de F (U); en segundo lugar, si U y V son

abiertos de X de modo que V ⊆ U, tenemos que la restricción ρKerϕ
U
V tiene por dominio a Kerϕ(U)

y por codominio a Kerϕ(V): en efecto, sean U y V abiertos de X tales que V ⊆ U y sea s ∈ F (U)

de modo que s ∈ Kerϕ(U). Luego, como ϕ es un morfismo tenemos que ϕV ◦ ρF U
V = ρG

U
V ◦ ϕU y

esto implica que

ϕV(ρKerϕ
U
V (s)) = ϕV(ρF U

V (s)) = ρGU
V (ϕU(s)) = ρGU

V (0G(U)) = 0G(V).

Luego, por construcción se sigue de manera inmediata que Kerϕ es una pregavilla de grupos abelia-

nos sobre X. Más aún, si ϕ es un morfismo entre gavillas tenemos que Kerϕ es una gavilla. En

efecto, sean U un abierto de X y (Ui)i∈I una cubierta abierta de U.

G1. Sea s ∈ F (U) de modo que s ∈ Kerϕ(U) y tal que ρKerϕ
U
Ui

(s) = 0Kerϕ(Ui) para todo i ∈ I.

Por construcción, la condición ρKerϕ
U
Ui

(s) = 0Kerϕ(Ui) implica que ρF U
Ui

(s) = 0F (Ui) para

cada i ∈ I. De esta forma, como (Ui)i∈I es una cubierta abierta de U y F es una gavilla se

sigue que s = 0F (U) = 0Kerϕ(U).

G2. Sea (si)i∈I una familia de secciones Kerϕ de modo que si ∈ Kerϕ(Ui) para cualquier i ∈ I y

tal que ρKerϕ
Ui
Ui∩U j

(si) = ρKerϕ
U j

Ui∩U j
(s j) para cualesquier i, j ∈ I. La igualdad anterior implica

que ρF
Ui
Ui∩U j

(si) = ρF
U j

Ui∩U j
(s j) para cualesquier i ∈ I, ası́, como (Ui)i∈I es una cubierta abierta

de U y F es una gavilla se sigue que existe s ∈ F (U) de manera que ρF U
Ui

(s) = si para cada

i ∈ I. Vamos a probar que s ∈ Kerϕ(U). Sea i ∈ I. Como ϕ es un morfismo tenemos que

ϕUi ◦ ρF U
Ui
= ρGU

Ui
◦ ϕU y consecuentemente que

ρGU
Ui
◦ ϕU(s) = ϕUi ◦ ρF U

Ui
(s) = ϕUi(si) = 0G(Ui).

Ası́, como ρGU
Ui
◦ ϕU(s) = 0G(Ui) para cada i ∈ I, (Ui)i∈I es una cubierta abierta de U y G es

una gavilla, se sigue que ϕU(s) = 0G(U). Por lo tanto, s ∈ Kerϕ(U).

De esta forma, hemos comprobado que Kerϕ es una gavilla de grupos abelianos sobre X. Todo esto

culmina en la siguiente definición:

Definición C.19. Con las notaciones anteriores, el kernel del morfismo ϕ es la gavilla dada por

Kerϕ.
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Lo que haremos a continuación es determinar a los grupos de gérmenes de la gavilla Kerϕ. El

siguiente resultado nos dará una respuesta definitiva.

Proposición C.20. Con las notaciones anteriores, para cada p ∈ X se tiene que (Kerϕ)p =

Kerϕp, donde ϕp : Fp → Gp es el homomorfismo natural inducido por ϕ.

Demostración. Sea p ∈ X. En primer lugar, mostraremos que (Kerϕ)p ⊆ Kerϕp. En efecto, sean U
un abierto de X que contiene a p y s ∈ F (U) de modo que s ∈ Kerϕ(U). Luego, puesto que

ϕp(sp) = [(U, ϕU(s))] = [(U, 0G(U))] = [(X, 0G(X))] = 0Gp ,

se sigue que sp ∈ Kerϕp.

Recı́procamente, vamos a mostrar que Kerϕp ⊆ (Kerϕ)p. Sean U un abierto de X que contiene a p y

s ∈ F (U) de modo que sp ∈ Kerϕp. Como [(U, ϕU(s))] = [(X, 0G(X))] se sigue que existe un abierto

Wp de X que contiene a p tal que Wp ⊆ U y ρGU
Wp

(
ϕU(s)

)
= 0G(Wp). Luego, como (Wp)p∈U es una

cubierta abierta de U y G es una gavilla se tiene que ϕU(s) = 0G(U), esto implica que s ∈ Kerϕ(U)

y con ello se sigue que sp ∈ (Kerϕ)p.

Para concluir con este apartado recordemos el siguiente hecho: como Kerϕ es una subgavilla de F
tenemos definido el morfismo natural inyectivo j# : Kerϕ → F donde j#

U : Kerϕ(U) → F (U) es

el homomorfismo inclusión para cualquier abierto U de X.

3.5. La Imagen de un Morfismo. Siguiendo las mismas ideas de la sección anterior, a par-

tir de un morfismo entre pregavillas vamos a definir una gavilla a través de las imágenes de los

homomorfismos asociados a dicho morfismo.

Consideremos un morfismo de pregavillas ϕ : F → G sobre un espacio topológico X. Vamos

a definir la subpregavilla Im− ϕ de G de la siguiente manera: para cada abierto U de X asignamos

Im− ϕ(U) = ImϕU y las restricciones las tomaremos como las correspondientes restricciones de G.

Primero observemos que Im− ϕ(U) es un subgrupo deG(U) para cada abierto U de X. Luego, vamos

a comprobar que si U y V son abiertos de X, entonces la restricción ρIm− ϕ
U
V tiene por dominio a

Im− ϕ(U) y por codominio a Im− ϕ(V): sean U y V abiertos de X tales que V ⊆ U y sea t ∈ G(U) de

modo que t ∈ Im− ϕ(U). Ası́, existe s ∈ F (U) tal que ϕU(s) = t. Como ϕ es un morfismo, tenemos

que ϕV ◦ ρF U
V = ρG

U
V ◦ ϕU y consecuentemente se sigue que

ϕV(ρF U
V (s)) = ρGU

V (ϕU(s)) = ρGU
V (t) = ρIm−ϕ

U
V (t).

De esta forma, tenemos que las restricciones son las adecuadas. Después, por construcción se veri-

fica de manera inmediata que Im− ϕ es una pregavilla de grupos abelianos. Uno podrı́a pensar que
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lo siguiente es asumir que tanto F como G son gavillas y luego mostrar que Im− ϕ es una gavilla

sobre X. Esto en general no sucede, el siguiente ejemplo es una muestra de ello.

Ejemplo C.21. Fijamos como nuestro espacio topológico a C\{0} = C∗ con la topologı́a usual.

Consideramos a la gavilla de funciones holomorfas Oh sobre C∗ definida de la siguiente manera:

Oh(∅) = {0}; para cada abierto no vacı́o U de C∗ asignamos Oh(U) como el conjunto de todas las

funciones f : U → C de modo que f es holomorfa (nótese que este es un grupo con la suma

definida puntualmente); y como restricciones consideramos las usuales de funciones. Del mismo

modo, consideramos la gavilla de funciones holomorfas invertibles Oh∗ que sobre C∗ definida de

la siguiente forma: Oh∗(∅) = {0}; para cada abierto no vacı́o U de C∗ asignamos Oh∗(U) como el

conjunto de todas las funciones f : U → C∗ de modo que f es holomorfa e invertible (nótese que

este es un grupo con la multiplicación definida puntualmente); y como restricciones consideramos

las usuales de funciones.

Ahora, vamos a definir un morfismo α : Oh → Oh∗ de la siguiente manera: α∅ es la aplicación nula

y para cada abierto no vacı́o U de X asignamos

αU : Oh(U) → Oh∗(U)

f 
→ exp( f )

De manera inmediata se sigue que este es un morfismo. Consideremos U = C∗. Observemos que

podemos cubrir a U por los abiertos U1 y U2 donde U1 = C
∗\R+ y U2 = C

∗\R−. Como U1 es sim-

plemente conexo se sigue que existe una rama del logaritmo f1 = logU1
tal que f1 es holomorfa y

exp( f1) = idU1
; asimismo, como U2 es simplemente conexo se sigue que existe una rama del logar-

itmo f2 = logU2
tal que f2 es holomorfa y exp( f2) = idU2

. De este modo, tenemos que αU1
( f1) = idU1

y αU2
( f2) = idU2

y esto implica que idU1
∈ Im− α(U1) y que idU2

∈ Im− α(U2); además, claramente

tenemos que ρOh∗
U1

U1∩U2

(
αU1

( f1)
)
= ρOh∗

U2

U1∩U2

(
αU2

( f2)
)
. Si Im−α fuese una gavilla, entonces deberı́a

existir f ∈ Im−α(U) de modo que ρOh∗UUk
( f ) = idUk para cada k ∈ {1, 2}, luego, dicha condición im-

plicarı́a que f = idU . Sin embargo, sobre U no podemos definir una rama del logaritmo ya que no

es simplemente conexo, ası́ que idU no está en la imagen del morfismo αU para cualquier función

holomorfa definida en U. Por lo tanto, Im−α no es una gavilla.

Puesto que en general con la construcción anterior no obtenemos una gavilla, vamos a considerar

la gavilla asociada de Im− ϕ para obtener una gavilla sobre X.

Definición C.22. Con las notaciones anteriores, la imagen del morfismo ϕ denotada por Imϕ es

la gavilla asociada a la pregavilla Im− ϕ.
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Ahora, vamos a estar interesados en determinar los grupos de gérmenes de la imagen de un morfis-

mo. Por las propiedades de la gavilla asociada, es suficiente con determinar los grupos de gérmenes

de la pregavilla de la que proviene.

Proposición C.23. Con las notaciones anteriores, para cada p ∈ X se tiene que (Im− ϕ)p =

Imϕp, donde ϕp : Fp → Gp es el homomorfismo natural inducido por ϕ.

Demostración. Sea p ∈ X. En primer lugar, mostraremos que (Im− ϕ)p ⊆ Imϕp. Sea V un abierto de

X que contiene a p y sea t ∈ G(V) de modo que t ∈ Im− ϕ(V). De este modo, existe s ∈ F (V) tal que

ϕV(s) = t. Al considerar al elemento [(V, s)] de Fp se tiene que ϕp
(
[(V, s)]

)
= [(V, ϕV(s))] = [(V, t)]

y esto implica que [(V, t)] ∈ Imϕp

Recı́procamente, mostraremos Imϕp ⊆ (Im− ϕ)p. Sea V un abierto de X que contiene a p y sea

t ∈ G(V) de modo que [(V, t)] ∈ Imϕp. De esta forma, se sigue que existen un abierto U de X
que contiene a p y s ∈ F (U) de modo que ϕp

(
[(U, s)]

)
= [(V, t)]. Ası́, como [(U, ϕU(s))] = [(V, t)]

sabemos que existe un abierto W de X que contiene a p tal que W ⊆ U ∩V y ρGU
W
(
ϕU(s)

)
= ρGV

W(t).
Utilizando el hecho de que ϕ es un morfismo, la igualdad anterior implica que ϕW

(
ρF U

W(s)
)
=

ρGV
W(t). De este modo, tenemos que ρGV

W(t) es un elemento de ImϕW y con ello que [(V, t)] =
[(W, ρGV

W(t))] está en (Im− ϕ)p.

Para concluir con esta subsección vamos a realizar algunos comentarios acerca de morfismos in-

yectivos entre Im− ϕ y G y entre Imϕ y G. Puesto que Im− ϕ es una subpregavilla de G sabemos que

existe un morfismo natural inyectivo de pregavillas j#− : Im− ϕ→ G donde j#−
U : Im− ϕ(U)→ G(U)

es la inclusión para cada abierto U de X. Además, si G es una gavilla, entonces por la propiedad

universal de la gavilla asociada se sigue que existe el morfismo j# : Imϕ → G de modo que

j#− = j# ◦ θImϕ. Más aún, dicho morfismo es inyectivo: en efecto, sea p ∈ X. La igualdad

j#−
p = j#

p ◦ θImϕ
p implica que j#

p = j#−
p ◦

(
θ

Imϕ
p

)−1
y consecuentemente que j#

p es un homomorfismo

inyectivo. Ası́, como j# es inyectivo podemos identificar a Imϕ con una subgavilla de G.

3.6. La Gavilla Cociente. Continuando con el recordatorio de ideas provenientes del Álge-

bra, ahora podemos pensar la noción del grupo cociente, ¿en la Teorı́a de Gavillas podemos definir

una idea basada en este concepto? La respuesta es que sı́ y eso es lo que realizaremos en este

apartado.

Consideremos una pregavilla F de grupos abelianos sobre un espacio topológico X y una sub-

pregavilla G de F . Vamos a definir la pregavilla
F
G
−

de grupos abelianos sobre X de la siguiente

manera manera: para cada abierto U de X asignamos
F
G
−
(U) =

F (U)

G(U)
; además, las restricciones las
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consideremos como las inducidas por las restricciones de F en los respectivos cocientes: si U y V
son abiertos de X de modo que V ⊆ U, sabemos que tenemos definida la restricción ρF U

V : F (U)→
F (V), luego, podemos ir al cociente

F (V)

G(V)
; finalmente, como ρF U

V (G(U)) = ρGU
V (G(U)) ⊆ G(V),

del homomorfismo anterior podemos considerar el homomorfismo

ρF
G
−U

V
:
F (U)

G(U)
→ F (V)

G(V)

s + G(U) 
→ ρF U
V (s) + G(V)

Por construcción, de manera inmediata se sigue que
F
G
−

es una pregavilla de grupos abelianos.

Podrı́amos pensar que lo siguiente a realizar es considerar a F como una gavilla y a G como una

subgavilla y mostrar que
F
G
−

es una gavilla, con la construcción anterior en general no obtenemos

una gavilla, el siguiente ejemplo es una muestra de ello:

Ejemplo C.24. Consideramos el morfismo α : Oh → Oh∗ de gavillas sobre C∗ que fue definido

en el Ejemplo C.21. Para cada abierto U de C∗, por el primer teorema de isomorfismos tenemos

que
Oh(U)

Kerα(U)
� Im− α(U), en otras palabras, para cada abierto U de C∗ tenemos que

Oh

Kerα

−
(U) �

Im−α(U). Sin embargo, como Im−α no es una gavilla se sigue que
Oh

Kerα

−
tampoco lo es a pesar de

que Oh y Kerα sı́ lo son.

De este modo, para obtener una gavilla de la construcción que hemos realizado vamos a considerar

la gavilla asociada.

Definición C.25. Con las notaciones anteriores, la gavilla cociente de F por G denotada por
F
G

es la gavilla asociada a la pregavilla
F
G
−
.

Lo que haremos a continuación es a determinar los grupos de gérmenes de la gavilla
F
G . Puesto

que esta es una gavilla asociada, basta con determinar los grupos de gérmenes de la pregavilla que

le da origen.

Proposición C.26. Con las notaciones anteriores, para cada p ∈ X se tiene que
(F
G
−)

p
�
Fp

Gp
.

Demostración. Sea p ∈ X. Consideramos la siguiente asignación:

π−p : Fp →
(F
G
−)

p

[(U, s)] 
→ [(U, s + G(U))]
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Comencemos comprobando que dicha aplicación está bien definida: sean U y V abiertos de X que

contienen a p y sean s ∈ F (U) y t ∈ F (V) de modo que [(U, s)] = [(V, t)]. Vamos a mostrar

que π−p
(
[(U, s)]

)
= π−p

(
[(V, t)]

)
, es decir, que [(U, s + G(U))] = [(V, t + G(V))]. Por hipótesis se

sigue que existe un abierto W de X que contiene a p tal que W ⊆ U ∩ V y ρF U
W(s) = ρF V

W(t).
De este modo, puesto que ρF U

W(s) + G(W) = ρF V
W(t) + G(W), el abierto W asegura la igualdad

[(U, s + G(U))] = [(V, t + G(V))]. Por lo tanto, π−p está bien definida.

Ahora, probaremos que π−p es un homomorfismo de grupos. Sea U un abierto de X que contiene

a p y sean s, t ∈ F (U). Obsérvese que podemos suponer que las secciones se encuentran sobre el

mismo abierto.

π−p
(
[(U, s)] + [(U, t)]

)
= π−p

(
[(U, s + t)]

)
= [(U, (s + t) + G(U))]

= [(U, (s + G(U)) + (t + G(U)))]

= [(U, s + G(U))] + [(U, t + G(U))]

= π−p
(
[(U, s)]

)
+ π−p

(
[(U, t)]

)
.

De este modo, tenemos que π−p es un homomorfismo de grupos. Luego, claramente π−p es un homo-

morfismo sobreyectivo. Lo que probaremos a continuación es que Ker π−p = Gp. Claramente se tiene

que Gp ⊆ Ker π−p ası́ que sólo resta probar la otra inclusión. Sean U un abierto de X que contiene a p
y s ∈ F (U) de modo que [(U, s)] ∈ Ker π−p . Como [(U, s+G(U))] = [(X, 0F

G
−

(X)
)] se sigue que existe

un abierto W de X que contiene a p, está contenido en U y de modo que ρF
G
−U

W
(s + G(U)) = G(W),

es decir, de modo que ρF U
W(s) +G(W) = G(W). La igualdad anterior implica que ρF U

W(s) ∈ G(W) y

consecuentemente tenemos que [(U, s)] = [(W, ρF U
W(s))] ∈ Gp.

Por lo tanto, por el primer teorema de isomorfismos concluimos que el homomorfismo inducido

π̃−p :
Fp

Gp
→

(F
G
−)

p

[(U, s)] + Gp 
→ [(U, s + G(U))]

es un isomorfismo.

En la Teorı́a de Grupos sabemos que tenemos el homomorfismo proyección entre un grupo y

alguno de sus cocientes, además, sabemos que dicho homomorfismo es sobreyectivo. Ahora bien,

¿en la Teorı́a de Gavillas tenemos un resultado similar cuando trabajamos con la gavilla cociente?

La respuesta se encuentra en el siguiente resultado.
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Proposición C.27. Con las notaciones anteriores, existe un morfismo natural sobreyectivo entre

F y
F
G .

Demostración. Como
F
G es la gavilla asociada a la pregavilla

F
G
−
, para construir el morfismo natu-

ral π : F → F
G es suficiente con construir un morfismo π− : F → F

G
−

y después realizar la

composición de dicho morfismo con el morfismo θ
F
G :
F
G
−
→ FG .

Para cada abierto U de X consideramos a π−U : F (U) → FG
−
(U) como la proyección natural. Ası́,

por construcción tenemos que π−U es un homomorfismo de grupos abelianos para cada abierto U de

X. Ahora, vamos a probar la compatibilidad con las restricciones de pregavilla: sean U y V abiertos

de X tales que V ⊆ U. Mostraremos que el siguiente diagrama es conmutativo:

F (U)
π−U ��

ρF U
V

��

F
G
−
(U)

ρF
G
−U

V

��

F (V)
π−V

�� F
G
−
(V)

Sea s ∈ F (U),

ρF
G
−U

V
◦ π−U(s) = ρF

G
−U

V
(s + G(U)) = ρF U

V (s) + G(V) = π−V(ρF U
V (s)) = π−V ◦ ρF U

V (s).

Consecuentemente tenemos que π− es un morfismo. Además, π− es sobreyectivo: en efecto, en la

proposición anterior mostramos que π−p es un homomorfismo sobreyectivo.

De esta manera, consideramos π = θ
F
G ◦ π−. Por último, obsérvese que π es sobreyectivo: en efecto,

para cada p ∈ X tenemos que π−p es sobreyectivo y que θ
F
G
p en particular lo es.

4. Sucesiones Exactas de Gavillas

Una de las nociones importantes dentro del Álgebra Conmutativa es la de sucesión exacta de

módulos, en la Teorı́a de Gavillas también resulta de gran importancia la noción de sucesión exac-

ta de gavillas. Para concluir con este apéndice, en esta sección vamos a definir y a estudiar las

sucesiones exactas de gavillas. Iniciaremos nuestro estudio definiendo el objeto en cuestión.
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Definición C.28. Sean ϕ : G → F y ψ : F → H morfismos de gavillas de grupos abelianos

sobre un espacio topológico X. La sucesión G ϕ−→ F ψ−→ H es una sucesión exacta de gavillas si la

sucesión Gp
ϕp−→ Fp

ψp−−→ Hp es exacta de Z-módulos para todo p ∈ X.

Luego, siguiendo la definición se obtiene de manera inmediata el siguiente resultado.

Proposición C.29. Sean F y G gavillas sobre un espacio topológico X. Se satisfacen los si-
guientes enunciados:

1. La sucesión 0→ G ϕ−→ F es exacta si y sólo si ϕ es inyectivo.

2. La sucesión G ψ−→ F → 0 es exacta si y sólo si ϕ es sobreyectivo.

Nosotros estaremos interesados en sucesiones exactas de gavillas de la forma 0 → G → F →
H → 0, dichas sucesiones se llaman sucesiones exactas cortas. El siguiente resultado estudia la

sucesión de secciones sobre un abierto proveniente de una sucesión exacta corta de gavillas.

Proposición C.30. Sean F , G yH gavillas de grupos abelianos sobre un espacio topológico X.

Si la sucesión de gavillas 0 → G ϕ−→ F ψ−→ H → 0 es exacta, entonces la sucesión 0 → G(U)
ϕU−−→

F (U)
ψU−−→ H(U) es exacta de Z-módulos para cualquier abierto U de X.

Demostración. Sea U un abierto de X. Como ϕ es un morfismo inyectivo, por la Proposición C.9 se

sigue que ϕU es un homomorfismo inyectivo. Lo único que nos resta a probar es la igualdad entre

ImϕU y KerψU .

En primer lugar mostraremos que ImϕU ⊆ KerψU . Sea t ∈ F (U) tal que t ∈ ImϕU . Ası́, existe

s ∈ G(U) tal que ϕU(s) = t. Sea p ∈ U. La igualdad anterior implica que tp =
(
ϕU(s)

)
p = ϕp(sp),

luego, como tp ∈ Imϕp = Kerψp tenemos que ψp(tp) = 0Hp . La igualdad [(U, ψU(t))] = [(X, 0H(X))]

implica que existe un abierto Wp de X que contiene a p, está contenido en U y de modo que

ρHU
Wp

(
ψU(t)

)
= 0H(Wp). De esta forma, como (Wp)p∈U es una cubierta abierta de U y H es una

gavilla se sigue que ψU(t) = 0H(U). Por lo tanto, tenemos que t ∈ KerψU .

En segundo lugar mostraremos que KerψU ⊆ ImϕU . Sea t ∈ F (U) de modo que t ∈ KerψU .

Consideremos un punto p de U. El hecho de que t ∈ KerψU implica que ψp(tp) = 0Hp , ası́, como

tp ∈ Kerψp = Imϕp se sigue que existen un abierto Vp de X que contiene a p y s(p) ∈ G(Vp)

tales que ϕp
(
(s(p))p

)
= tp. Ahora bien, la igualdad [(Vp, ϕVp(s(p)))] = [(U, t)] implica que existe

un abierto Wp de X que contiene a p tal que Wp ⊆ U ∩ Vp y ρF
Vp

Wp

(
ϕVp(s(p))

)
= ρF U

Wp
(t). Luego,

observemos que (Wp)p∈U es una cubierta abierta de U y recordemos que ϕ es un morfismo inyectivo.

De esta forma, al considerar la familia
(
ρG

Vp

Wp
(s(p))

)
p∈U de secciones de G y utilizar argumentos
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análogos a los usados en la implicación 3.⇒ 2. del Teorema C.8 tenemos que existe una sección s
de G sobre U de modo que ϕU(s) = t. Consecuentemente tenemos que t ∈ ImϕU .

Por lo tanto, la sucesión 0→ G(U)
ϕU−−→ F (U)

ψU−−→ H(U) es una sucesión exacta de Z-módulos.

El próximo resultado establece una manera de comprobar cuándo una sucesión de gavillas es

exacta utilizando la restricción de gavillas.

Proposición C.31. Sean F , G y H gavillas sobre un espacio topológico X y sea B una base
para la topologı́a de X. La sucesión de gavillas 0 → G → F → H → 0 es exacta si y sólo si la
sucesión de gavillas 0→ G|B → F |B → H|B → 0 es exacta para cada B ∈ B.

Demostración. El resultado es inmediato por dos razones: la primera es que si B ∈ B, entonces para

cualquier p ∈ B se tiene que Gp � (G|B)p, Fp � (F |B)p y Hp � (H|B)p; y la segunda es que para

cualquier p ∈ X existe B ∈ B tal que p ∈ B.

En la Teorı́a de Módulos sabemos que a partir de un módulo y un submódulo siempre es posible

construir una sucesión exacta corta, en la Teorı́a de Gavillas podemos hacer lo mismo: considere-

mos una gavilla F de grupos abelianos sobre un espacio topológico X y una subgavilla G de F .

Como G es una subgavilla de F sabemos que el morfismo natural j# : G → F es inyectivo. Luego,

consideramos al morfismo sobreyectivo π : F → FG que construimos en la subsección anterior. Lo

único que nos resta a probar para tener que la sucesión 0 → G j#−→ F π−→ FG → 0 es exacta es que

para todo p ∈ X se tiene que Im j#
p = Ker πp. Sea p ∈ X. De la construcción del morfismo π (véase

Proposición C.27) se sigue que el siguiente diagrama es conmutativo:

Gp
j#p

�� Fp
π−p

��

πp

���
��

��
��

��
��

��
��

��
��

(F
G
−)

p

θ
F
G
p

��(F
G

)
p

Utilizando dicho diagrama vamos a mostrar que Im j#
p = Ker πp. En primer lugar mostraremos que

Im j#
p ⊆ Ker πp: sea y ∈ Fp tal que y ∈ Im j#

p, ası́, existe x ∈ Gp tal que j#
p(x) = y. Luego, puesto que

πp(y) = θ
F
G
p ◦ π−p ◦ j#

p(x) = θ
F
G
p (0

(FG
−

)p
)
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se sigue que y ∈ Ker πp. Ahora, mostraremos que Ker πp ⊆ Im j#
p: sea x ∈ Fp tal que x ∈ Ker πp.

Puesto que

0(FG )p
= πp(x) = θ

F
G
p ◦ π−p(x)

y θ
F
G
p es en particular inyectiva se sigue que π−p(x) = 0

(FG
−

)p
. Luego, puesto que Ker π−p = Gp = Im j#

p

tenemos que x ∈ Im j#
p. Por lo tanto, tenemos Im j#

p = Ker πp. De esta manera, concluimos que la

sucesión 0→ G j#−→ F π−→ FG → 0 es exacta de gavillas.

El siguiente resultado con el que concluiremos este apéndice tiene como consecuencia un análo-

go al primer teorema de isomorfismos en la Teorı́a de Gavillas.

Proposición C.32. Sean F , G y H gavillas sobre un espacio topológico X tal que G es una
subgavilla de F . Si la sucesión de gavillas 0 → G ι−→ F ϕ−→ H → 0 es exacta, entonces existe un

isomorfismo natural ϕ̃ :
F
G → H .

Demostración. Para construir el morfismo deseado es suficiente con construir un morfismo ϕ̃− entre
F
G
−

y H . Sea U un abierto de X. Por la Proposición C.30 sabemos que la sucesión 0 → G(U)
ιU−→

F (U)
ϕU−−→ H(U) es exacta de Z-módulos. De este modo, tenemos que la siguiente aplicación es un

homomorfismo inyectivo de grupos:

ϕ̃−U :
F
G
−
(U) → H(U)

s + G(U) 
→ ϕU(s)

Ahora, vamos la probar la compatibilidad con las restricciones de pregavilla. Sean U y V abiertos

de X de modo que V ⊆ U. Mostraremos que el siguiente diagrama es un diagrama conmutativo:

F
G
−
(U)

ϕ̃−U ��

ρF
G
−

��

H(U)

ρHU
V

��F
G
−
(V)

ϕ̃−V
�� H(V)

Sea s ∈ F (U),

ρHU
V ◦ ϕ̃−U

(
s + G(U)

)
= ρHU

V ◦ ϕU(s) = ϕV ◦ ρF U
V (s) = ϕ̃−V

(
ρF U

V (s) + G(V)
)
= ϕ̃−V ◦ ρFG −

U

V

(
s + G(U)

)
.

De esta manera, concluimos que ϕ̃− :
F
G
−
→ H es un morfismo.
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Por otro lado, consideremos un punto p de X. Puesto que ϕ̃−U es un homomorfismo inyectivo para

cada abierto U de X, como consecuencia al Teorema C.8 se sigue que ϕ̃−p es un homomorfismo

inyectivo. A continuación vamos a probar que dicho homomorfismo también es sobreyectivo. Sean

V un abierto de X que contiene a p y t ∈ H(V), mostraremos que existe z ∈
(F
G
−)

p
de modo que

ϕ̃−p(z) = [(V, t)]. Puesto que el homomorfismo ϕp : Fp → Hp es sobreyectivo se sigue que existen

un abierto U de X que contiene a p y s ∈ F (U) de modo que ϕp
(
[(U, s)]

)
= [(V, t)], es decir, de

modo que [(U, ϕU(s))] = [(V, t)]. Luego, afirmamos que el elemento buscado es [(U, s +G(U))]: en

efecto,

ϕ̃−p
(
[(U, s + G(U))]

)
= [(U, ϕ̃−U(s + G(U)))] = [(U, ϕU(s))] = [(V, t)].

Ası́, tenemos que ϕ̃−p es un homomorfismo sobreyectivo. Por lo tanto, concluimos que ϕ̃−p es un

isomorfismo para cualquier p ∈ X.

Ahora bien, por la propiedad universal de la gavilla asociada sabemos que existe el morfismo ϕ̃ :
F
G → H y es tal que satisface la igualdad ϕ̃− = ϕ̃ ◦ θ FG . Sea p ∈ X. Puesto que ϕ̃−p = ϕ̃p ◦ θ

F
G
p y θ

F
G
p

es un isomorfismo se sigue que ϕ̃p = ϕ̃
−
p ◦ (θ

F
G
p )−1, además, el hecho de que ϕ̃−p es un isomorfismo

implica que ϕ̃p también lo es. De este modo, como p fue un punto arbitrario de X concluimos que

ϕ̃ es un isomorfismo.
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