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Introduccion

A finales de los afios 50’s, Alexander Grothendieck y sus colaboradores formularon la Teoria
de Esquemas que es la base de la Geometria Algebraica Moderna. La experencia de los ultimos
afios ha mostrado que, a pesar de ser necesarias muchas técnicas provenientes del Algebra Conmu-
tativa, dicha teorfa es el contexto en el cual los problemas de la Geometria Algebraica se entienden
mejor y pueden ser atacados, ademds, no sélo unifica la Geometria Algebraica Clasica, el Algebra
Conmutativa y la Teoria de Numeros, sino que sus ideas pueden extenderse a otras dreas de las
matematicas como son la Geometria Diferencial, el Andlisis Complejo y la Teoria de Codigos por
citar algunas. Por estas razones, actualmente la Teoria de Esquemas tiene un gran interés de estudio

a nivel internacional.

La Teoria de Esquemas se encuentra fundamentada en lenguaje del Algebra Conmutativa y las
herramientas provenientes de la Teoria de Gavillas. La nocién de gavilla fue introducida por Jean
Leray alrededor de 1945 y su importancia radica en el hecho que dicho objeto nos permite pasar de
situaciones locales a globales, es decir, a partir de informacion local podemos obtener informacion
global. Fue Jean-Pierre Serre quien introdujo la Teoria de Gavillas a la Geometria Algebraica y
posteriormente Grothendieck generalizo el trabajo de Serre para establecer la Teoria de Esquemas.
A partir de un anillo A, Grothendieck defini6 el espacio topologico Spec(A) y lo equipé con una
gavilla de anillos Ospec(4), de esta forma se construyd el par (Spec(A), Ospec(a)) que es el modelo de
un esquema afin. Después, a través un proceso de pegado de esquemas afines fue posible construir

un esquema.

En este trabajo de tesis desarrollaremos algunos topicos de la Teoria de Esquemas y tiene dos
propositos, el primero de ellos es realizar la clasificacion de las gavillas casi coherentes sobre

esquemas afines y el segundo es clasificar a los subesquemas cerrados de un esquema.

Este texto iniciard con una revision de las herramientas necesarias para estudiar y desarrollar
la Teoria de Esquemas en el Capitulo 1. Dicho capitulo estd integrado por cuatro secciones: en la
Seccidén 1.1 realizaremos un repaso rapido de las nociones elementales de la Teoria de Gavillas
que necesitaremos como son pregavilla, gavilla, grupo de gérmenes, morfismo, entre otros. Los

contenidos aqui expuestos seran tratados con detalle en el Apéndice C. Aunque breve, la Seccién
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1.2 estudiara las nociones de espacio anillado, espacio localmente anillado y morfismo de espa-
cio anillado, dichas nociones seran esenciales para el desarrollo de este trabajo. La localizaciéon
de un médulo y de un anillo en un conjunto multiplicativo, herramienta proveniente del Algebra
Conmutativa, sera tratada a detalle en la Seccion 1.3. Hemos de enfatizar que dicha herramienta
serd utilizada practicamente en todos los capitulos posteriores. Finalmente, en la Seccién 1.4 in-
troduciremos y estudiaremos a los esquemas afines, para ello, dado un anillo A construiremos el
espacio topoldgico Spec(A) y posteriormente construiremos una gavilla de anillos Ospec(a) sobre
dicho espacio para de esta forma definir y estudiar el espectro (Spec(A), Ospec(a)) del anillo A. Para
conocer las herramientas bésicas de la Teoria de Esquemas se sugiere al lector consultar [3], [S], [9]
y [10]. Algunos de los resultados sobre esquemas afines que se encuentran en este capitulo pueden
consultarse con mds detalle en la segunda referencia. El Capitulo 1 de [7] es una buena referencia

para tener un panorama global de la Teoria de Esquemas.

En el Capitulo 2 nos daremos a la tarea de estudiar a los Ox-mddulos de manera detallada donde
(X, Ox) es un espacio anillado. En la Seccién 2.1 definiremos a los Ox-médulos, sus morfismos y
posteriormente vamos a traducir algunos resultados de la Teoria de Mddulos a la Teoria de Gavillas:
mostraremos que Homy, (¥, G) tiene una estructura de Ox(X)-mddulo para cualesquier gavillas 7
y G de Ox-mddulos, construiremos el producto y la suma directa de Ox-mddulos, definiremos a
las gavillas libres y estudiaremos algunas de sus propiedades. La segunda seccion se encargarad de
revisar una clase especial de Ox-médulos: los generados por una familia de secciones globales. En
la Seccion 2.3 realizaremos la construccion y estudio de una gavilla que sera crucial para nuestras
construcciones posteriores, hablamos de la gavilla imagen inversa. En la cuarta y tltima seccion de
este capitulo retomaremos la nocién del producto tensorial de médulos para construir el producto
tensorial de Ox-médulos y revisar algunas de sus propiedades principales. Una de las mejores
referencias para estudiar con mas profundidad las gavillas de mddulos es [6], otra referencia que

sugerimos es [10].

Los esquemas, objetos que son de gran importancia dentro de la Geometria Algebraica Moder-
na, serdn estudiados en el Capitulo 3. Como una motivacién al mundo de los esquemas, en la
primera seccién estudiaremos al espectro proyectivo (Proj(A), Opyoj(a)) de un anillo graduado A,
para ello, realizaremos un recordatorio de los ideales homogéneos e ideales primos homogéneos
de un anillo graduado. Luego, de manera andloga a lo realizado en el inicio de la Seccion 1.4,
construiremos el espacio topoldgico Proj(A) y posteriormente construiremos una gavilla de anillos
Oproj(a) sobre dicho espacio, en ambos casos revisaremos algunas de las propiedades de estos ob-
jetos. En la Seccién 3.2 definiremos de manera concreta a los esquemas, veremos algunas de sus
propiedades bésicas y fijaremos algunas terminologias que utilizaremos libremente en los capitu-

los posteriores. Para concluir con este capitulo, estudiaremos una clase especial de esquemas: los
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esquemas noetherianos y localmente noetherianos. La referencia que mas recomendamos para pro-
fundizar en el estudio de la Teoria de Esquemas es [6]. Otras buenas referencias son [7] y [8] y para

iniciar un estudio de los esquemas se recomienda [9] y [10].

Las Secciones 4.1 y 4.2 del Capitulo 4 se encargaran de darnos una motivacion a las gavillas
casi coherentes: dado un médulo M (respectivamente, un médulo graduado M) sobre un anillo A
(respectivamente, sobre un anillo graduado A) vamos a construir una gavilla sobre Spec(A) (res-
pectivamente, sobre Proj(A)) que denotaremos por M, dicha gavilla tendra una estructura natural de
Ospec(a)-médulo (respectivamente, una estructura natural de Opyoj4)-mddulo). En cada una de las
secciones citadas estudiaremos algunas de las propiedades principales de las gavillas mencionadas.
Finalmente, después de definir a las gavillas casi coherentes en la Seccion 4.3 y de revisar algunas
de sus propiedades, realizaremos la clasificacion de dichas gavillas sobre un esquema afin. Una de
las consecuencias inmediatas a este hecho sera la clasificacion de las gavillas casi coherentes sobre
un esquema arbitrario. Ademas, cuando el esquema afin o esquema en el que nos encontremos
sea noetheriano, también podremos clasificar una clase especial de gavillas casi coherentes: la
de las gavillas coherentes. Como referencia a donde pueden encontrarse topicos en gavillas casi
coherentes y coherentes sugerimos consultar [6], [8] y [10], en especial, la dltima de ellas es muy

recomendable.

En el Capitulo 5 con el que finalizaremos esta tesis, vamos a estudiar a los subesquemas ce-
rrados de un esquema. En la primera seccidn realizaremos una construcciéon que nos servira de
motivacion al estudio de las inmersiones cerradas entre espacios anillados. En la Seccion 5.2
definiremos a las inmersiones abiertas y cerradas entre espacios anillados, ademads, puesto que
las inmersiones cerradas son una pieza clave para lograr nuestro objetivo, mostraremos que una in-
mersion cerrada estd determinada por un ideal del codominio. Aunque breve, en la tercera seccion
definiremos las inmersiones abiertas y cerradas entre esquemas y mostraremos un resultado de gran
importancia para una inmersion cerrada entre esquemas cuando el codominio es un esquema afin.
Por tultimo, en la Seccion 5.4 definiremos un subesquema cerrado de un esquema y realizaremos
el segundo objetivo de este trabajo: la clasificacion de los subesquemas cerrados de un esquema.
Algunas referencias donde se pueden estudiar las inmersiones y subesquemas son [6], [7], [8] y
[10].

Ademads, hemos de mencionar también que este trabajo cuenta con tres apéndices. El primero
de ellos esta dedicado a la Teoria de Mddulos: haremos un repaso de las nociones bésicas de la
Teoria de Mddulos, ademads, estudiaremos y revisaremos algunos resultados de las sucesiones exac-
tas, de los médulos finitamente generados, del producto tensorial de médulos y de los anillos y
modulos graduados. En el segundo apéndice realizaremos un tratamiento de algunas propiedades

de los médulos, anillos y espacios topoldgicos noetherianos. Los textos que recomendamos para
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profundizar en la Teoria de Mddulos y el Algebra Conmutativa son [1], [2] y [11]. Una referencia
para los espacios topologicos noetherianos son [2] y [6], el primero de ellos dedica una seccién a
estos objetos. Como habiamos mencionado, en el tercer y ultimo apéndice realizaremos un estudio
detallado de los conceptos y resultados provenientes de la Teoria de Gavillas que necesitaremos.
Cabe sefalar que la mayor parte de las construcciones y resultados que son tratados en este apéndice
se utilizaran de manera frecuente y libremente en el desarrollo de este trabajo, asi que se recomienda
al lector que no estd familiarizado con la Teoria de Gavillas consultar dicho apéndice. Para aprender

suavemente la Teorfa de Gavillas los textos [3], [9] y [10] pueden resultar de gran utilidad.

Como tultimo comentario, una gran referencia para aquellos interesados en conocer la historia

de como se ha ido desarrollando la Geometria Algebraica es [4].



Notacion y terminologia

En el contexto de este trabajo unicamente consideraremos anillos conmutativos con uno, de
este modo, la palabra anillo significard anillo conmutativo con uno. El neutro aditivo de un anillo
A sera denotado por 0,4, de igual forma, al neutro multiplicativo de un anillo A lo denotaremos por
14. Un homomorfismo de anillos ¢ : A — B satisface que ¢(14) = 15. Ademas, utilizaremos las

siguientes notaciones:

U(A) - Conjunto de las unidades de A.

Nil(A) - Conjunto de los elementos nilpotentes de A.
VI - Radical de un ideal I de A.

Rad(A) - Radical de Jacobson de A.

0A - Conjunto de los ideales de A.

Spec(A) - Conjunto de los ideales primos de A.
Max(A) - Conjunto de los ideales maximales de A.

Diremos que una asignacién entre conjuntos f : E — F es una aplicacion bien definida si
f(e) € F para cada e € E y si para cualesquier elementos e¢; y e, de E tales que e¢; = e, se tiene
que f(e;) = f(ey). Ademads, si M es un grupo abeliano y A es un anillo, entonces una aplicacién
bien definida entre A X M y M que otorga a M una estructura de A-mddulo sera llamada producto
externo.

Los conjuntos de indices que consideraremos en todo momento serdn conjuntos no vacios. Las
letras N y Z representardn a los nimeros naturales y a los nimeros enteros respectivamente. Para

referirnos a los nimeros enteros positivos junto con el cero utilizaremos el simbolo Z, .

En ocasiones, a los elemento de un espacio topoldgico los llamaremos puntos.






Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo estudiaremos el lenguaje y las herramientas necesarias que utilizaremos para
desarrollar el contenido de los capitulos posteriores. En la primera seccidon, haremos un repaso
rapido a los conceptos de la Teoria de Gavillas que necesitaremos a lo largo de los siguientes
capitulos. La segunda seccion estudia a los espacios anillados y sus propiedades, dichos objetos
tendran una gran relevancia para nuestro estudio. La localizacion, una herramienta proveniente del
Algebra Conmutativa serd tratada en la tercera seccién. Para concluir con este capitulo, la cuarta
seccion se encargara del estudio de los esquemas afines y algunas de sus propiedades. Es importante

enfatizar que cuando nos referimos a un anillo nos referimos a un anillo conmutativo con uno.

1. Teoria de Gavillas

En esta seccion realizaremos una revision rapida de los conceptos basicos y resultados de la
Teoria de Gavillas que necesitaremos para desarrollar el contenido de los siguientes capitulos, las
nociones de pregavilla, gavilla, grupos de gérmenes y morfismos serdn revisadas en esta seccion.
Para profundizar en los conceptos y ver las pruebas de los resultados presentados aqui puede con-
sultarse el Apéndice C donde se da un tratamiento mds profundo a la Teoria de Gavillas. Comen-

zaremos definiendo el objeto en cuestion que otorga el nombre a esta seccion.

DEriNniciON 1.1. Sea X un espacio topoldgico. Una pregavilla de grupos abelianos sobre X es
un par (¥, pg) donde ¥ es una aplicacion que a cada abierto U de X le asigna un grupo abeliano
F (U), ps es una aplicacion que a cada par de abiertos U y V de X tales que V C U les asigna un
homomorfismo de grupos abelianos pY : F(U) — F (V) y ademas, dichas aplicaciones satisfacen

los siguientes tres enunciados:

PG1. 7(0) = {0}.
PG2. Para cada abierto U de X se tiene que pg es la identidad de F(U).
PG3. Para cualesquier abiertos U, V'y W de X tales que W C V C U se satisface la igualdad

\% U _ U
p‘?‘-w OIDTV - p‘}'-w~

La pregavilla de grupos abelianos (F, p#) serd una gavilla de grupos abelianos si ademads, para cada

abierto U de X y para cada cubierta abierta (U;),., de U se cumplen los siguientes dos enunciados:

iel
1
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Gl1. Si f € ¥F(U) es tal que pfgi(f) = Og v, para todo i € I, entonces se tiene que [ = Og ().

G2. Para cada familia (f;),c; de secciones de ¥ donde f; € ¥ (U;) para todo i € I y de modo que
pr,rgjﬂuj(f,-) = P’r’gfmu_,(f.i) para cualesquier i, j € I, existe f € F(U) tal que pgrgi(f) = f;
para cualquieri € /.

Si (F, p#) es una pregavilla sobre un espacio topoldgico X, vamos a fijar algunas notaciones y

terminologias que utilizaremos de aqui en adelante:

e Para referirnos a la pregavilla (¥, p#) simplemente diremos  es una pregavilla sobre X y
omitiremos la aplicacién ps.

e Si U esun abiertode X y f € F(U), entonces diremos que f es una seccion de ¥ sobre U.

e Si g € F(X), entonces diremos que g es una seccion global de F .

e Si Uy V son abiertos de X tales que V C U, entonces diremos que el homomorfismo pgY
es la restriccion de U a V.

e Si U y V son abiertos de X tales que V C Uy h € F(U), siempre y cuando no exista
confusién escribiremos pgY (h) = hly.

OBSERVACION 1.2. Sea ¥ una pregavilla de grupos abelianos sobre un espacio topoldgico X.
Obsérvese que si U es un abierto de X se puede escoger a ¥ (U) como un anillo, un médulo, etcétera
y las restricciones a considerar respectivamente serin homomorfismos de anillos, morfismos de
modulos, etc. En cada caso, decimos que tenemos una pregavilla de anillos, una pregavilla de
modulos, etc. Las pregavillas y gavillas de médulos serdn estudiadas con mds detenimiento en el
Capitulo 2.

El concepto definido a continuacion es de suma importancia en la Teoria de Gavillas pues
permite estudiar una gavilla desde un punto de vista local. Para mayores detalles se puede consultar
el Apéndice C.

DEerinicioN 1.3. Sean ¥ una pregavilla sobre un espacio topoldogico X y p € X. El grupo de
gérmenes de secciones de F en p o grupo de gérmenes de ¥ en p es el conjunto de clases de

equivalencia
Fp = {[(U, HI | Uesabierto Xtalque pe Uy f € T(U)},

donde si U y V son abiertos de X que contienen a p, f € F(U)y g € ¥(V), se tiene que (U, f) ~
(V, g) si y sélo si existe un abierto W de X talque p € W, W C UNVy flw = glw, y donde la
operacion de grupo estd dada por

(U, NI+ [V, ] = [UNV, fluav + gluav)].



1. TEORIA DE GAVILLAS 3

Consideremos una pregavilla ¥ de grupos abelianos sobre un espacio topolégico X y tome-
mos un punto p de X. Vamos a fijar algunas notaciones, terminologias y realizaremos algunas

observaciones:

e Si U es un abierto de X que contiene a py f € F(U), denotaremos [(U, f)] = f, y diremos
que f, es un germen de F,.
e Si U es un abierto de X que contiene a p, entonces existe un homomorfismo natural entre

los grupos abelianos ¥ (U) y ¥, dado por

v, cFU) - F
e b

e Si F es una pregavilla de anillos, entonces ¥, tiene una estructura de anillo donde la ope-
racion producto esta definida de la siguiente manera: si U y V son abiertos de X que con-
tienena p, f € F(U)y g € ¥(V), entonces

(U, H1- V.1 = [U NV, fluav - gluav)]-

Aqui, ly-'p esigual a [(X, 1#x))]. Ademds, se verifica sin dificultad que 71’,] es un homomor-

fismo de anillos.

Como mencionamos antes, los grupos de gérmenes de secciones juegan un papel importante en
la Teoria de Gavillas, la siguiente proposicién empieza dar evidencias de la importancia de dichos

grupos al darnos condiciones para tener igualdad entre secciones de una gavilla sobre un abierto
dado.

ProposicioN 1.4. Sean F una gavilla sobre un espacio topologico X y U un abierto de X. Si f

y g son secciones de F sobre U, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. f=g
2. f, = gpparatodo p € U.

Una vez que hemos definido las pregavillas y gavillas, una pregunta natural es si podemos
definir alguna aplicacion entre ellas. La respuesta es afirmativa y ese es el siguiente concepto a
tratar.

DEeriNicION 1.5. Sean F y G pregavillas de grupos abelianos sobre un espacio topologico X. Un
morfismo de pregavillas ¢ : ¥ — G es una aplicacion que a cada abierto U de X le asigna un
homomorfismo de grupos ¢y : F(U) — G(U) de modo que si U y V son abiertos de X tales que
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V C U, entonces se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

YU

F(U) gU)
p¢5 ng
FV) Gg(v)

Yv

Notemos que si X es un espacio topologico y si ¢ : ¥ — G es un morfismo de pregavillas de
grupos abelianos sobre X, entonces para cada p € X el morfismo ¢ induce de una manera natural y

explicita un homomorfismo entre los grupos de gérmenes ¥, y G, dado de la siguiente manera:

ot Fp - Gy
[(U,N] = [(Ueu(f)]

Luego, podemos preguntarnos acerca de un concepto adecuado de sucesiones exactas de gavi-

llas, dicho concepto serd dado a continuacion.

DEerINICION 1.6. Sea X un espacio topolégicoy sean ¢ : ¥ — Gy ¢ : G — H morfismos de

pregavillas de grupos abelianos sobre X.

1. El morfismo composicion y o ¢ de ¢ y ¥ es el morfismo entre F y H dado de la siguiente
manera: para cada abierto U de X asignamos (Y o )y = Yy o ¢y .

2. ¢ es un isomorfismo si existe un morfismo de pregavillas ¢ : G — F tal que p 0 & = idg
y € o ¢ = id#, en tal caso, decimos que ¥ y G son isomorfas y denotamos este hecho por
F = G. Aqui, si & es una pregavilla sobre X, el morfismo idg : & — & estd dado por
idgw) : &(U) — E(U) para cada abierto U de X.

3. Suponiendo que ¥, Gy H son gavillas, la sucesion 0 — F 5 G Yy H =5 0es una sucesion
exacta de gavillas si la sucesion 0 — F, 2, Gy o, H, — 0 es exacta de Z-mddulos para
todo p € X.

OBSERVACION 1.7. Sean ¢ : F — Gy ¥ : G — H morfismos de pregavillas sobre un espacio
topoldgico X y sea p un punto en X. Como vimos anteriormente, ¢ y i inducen de manera natural
los homomorfismos ¢, y ¥, en los respectivos grupos de gérmenes; ahora bien, el morfismo ¢ o ¢
también induce de manera natural un homomorfismo (yo¢), en los respectivos grupos de gérmenes.

La relacion entre dichos homomorfismos es la siguiente igualdad: ( o @), = ¢, 0 @,,.
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El siguiente teorema nos muestra como caracterizar un isomorfismo de pregavillas, mas aun,
en el caso en que tenemos una gavilla es posible dar una caracterizacién utilizando los grupos de

gérmenes con lo que queda mostrada la importancia de este concepto.

TreorREMA 1.8. Sean X un espacio topologicoy ¢ : F — G un morfismo de pregavillas sobre X.

Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. ¢ es un isomorfismo.
2. oy F(U) - GU) es un isomorfismo para cada abierto U de X.

Si ademds F y G son gavillas, los enunciados anteriores también son equivalentes al siguiente

enunciado:

3. ¢, : Fp = G, es un isomorfismo para cada p € X.

Ahora que tenemos la nocién de isomorfismo de gavillas uno podria preguntarse si también
existe la nocidén de morfismo inyectivo y sobreyectivo, la respuesta es afirmativa y ese concepto

serd el proximo que definiremos.

DEerNicION 1.9. Sea ¢ : ¥ — G un morfismo de gavillas sobre un espacio topoldgico X. ¢ es
inyectivo (respectivamente, sobreyectivo) si para todo p € X se cumple que el homomorfismo ¢, es

inyectivo (respectivamente, sobreyectivo).

El siguiente resultado nos muestra algunas propiedades de morfismos de gavillas:
Proposicion 1.10. Sea ¢ : ¥ — G un morfismo de gavillas sobre un espacio topolégico X.

1. ¢ es inyectivo si 'y solo si ¢y es inyectivo para todo abierto U de X.
2. Si @y es sobreyectivo para cada abierto U de X, entonces ¢ es sobreyectivo.

3. @ es un isomorfismo si y solo si ¢ es inyectivo y sobreyectivo.

Para concluir con esta seccion, presentamos las definiciones de algunas pregavillas y gavillas
importantes que utilizaremos en el desarrollo de los capitulos posteriores. Como se mencioné al
principio de la seccidn, para profundizar en las propiedades de las pregavillas y gavillas aqui ex-

puestas puede consultarse el Apéndice C.

DerniciON 1.11. Sean F una pregavilla sobre un espacio topolégico X y U un abierto de X.
La restriccion de ¥ a U es la pregavilla denotada por |y que a cada abierto V de U asigna

Flu(V) = F(V) y de modo que sus restricciones son las correspondientes restricciones en ¥ .
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TeoreMA 1.12. Si F es una pregavilla sobre un espacio topologico X, entonces existen una
gavilla F* sobre X y un morfismo 6’ : F — F* de modo que, si G es una gavilla sobre X y ¢ :
F — G es un morfismo de pregavillas, entonces existe un vinico morfismo de gavillas ¢* : ¥+ — G

tal que ¢ = ¢* 0 67, es decir, tal que el siguiente diagrama conmuta:

1

?’

G

6"

F+
Ademads, para cualquier p € X se tiene que 9? : Fp — F, es un isomorfismo. La gavilla F se

llama la gavilla asociada a F.

DerniciON 1.13. Sea F una pregavilla de grupos abelianos sobre un espacio topoldgico X. Una
subpregavilla de ¥ es una pregavilla G sobre X tal que para todo abierto U de X se cumple que
G(U) es un subgrupo de ¥ (U) y de modo que las restricciones de G son las correspondientes

restricciones en F .

DEeriNicION 1.14. Sea ¢ : £ — G un morfismo de pregavillas sobre un espacio topoldgico
X. El kernel del morfismo ¢ denotado por Ker ¢ es la subpregavilla de ¥ definida de la siguiente
forma: para cada abierto U de X se tiene la asignacién Ker ¢(U) = Ker ¢y y las restricciones son
consideradas como las restricciones inducidas de 7.

DEeriNicION 1.15. Sea ¢ : ¥ — G un morfismo de pregavillas sobre un espacio topolédgico X.
La imagen del morfismo ¢ denotada por Im ¢ es la gavilla asociada a la subpregavilla Im™ ¢ de G
dada de la siguiente manera: para cada abierto U de X se tiene la asignacion Im™ ¢(U) = Im ¢y y

las restricciones son consideradas como las restricciones inducidas de G.

DEeriNicION 1.16. Sean ¥ una pregavilla sobre un espacio topolégico X y G una subpregavilla de

¥ . La gavilla cociente de ¥ por G denotada por g es la gavilla asociada a la pregavilla g sobre

- U
X definida de la siguiente forma: para cada abierto U de X se tiene la asignacion f 0) = &

G G

y las restricciones son consideradas como las restricciones inducidas de 7.

DEeriNICION 1.17. Sean ¥ una pregavilla sobre un espacio topolégico Xy f : X — Y una apli-
cacion continua. La pregavilla imagen directa de F bajo f denotada por f.(7) es la pregavilla sobre
Y definida de la siguiente manera: para cada abierto U de Y asignamos f.(F)(U) = F(f'(U)) y

-1
para cualesquier abiertos U y V de Y tales que V C U asignamos py, )\ = py-‘j:_lgg)) .
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2. Espacios Anillados y Localmente Anillados

En esta seccion definiremos la nocidén de espacio anillado, de espacio localmente anillado y
de morfismos entre estos objetos. Las nociones aqui tratadas serdn utilizadas para definir gran
parte de los resultados expuestos en los capitulos posteriores y que ademds serdn necesarios para
realizar la definicidn de esquema afin, de esquema y de los morfismos existentes entre estos objetos.

Iniciaremos la seccion con la definicion de espacio anillado.

DerNicioN 1.18. Un espacio anillado es un par (X, Ox) donde X es un espacio topolégico y Oy

es una gavilla de anillos sobre X. La gavilla Oy es la gavilla estructural de X.

Como nos dice la definicién de espacio anillado este consta de dos elementos, un espacio
topoldgico y una gavilla de anillos sobre dicho espacio. Algo que es natural preguntarse sabien-
do que existen aplicaciones entre espacios topoldgicos y morfismos entre gavillas es si es posible
definir una aplicacion entre espacios anillados. La respuesta es si y esa serd nuestra proxima defini-

cion.

DerNiciON 1.19. Sean (X, Oy) y (Y, Oy) espacios anillados. Un morfismo de espacios anillados
entre (X,0x) y (¥,0y) es un par (¢, ¢") donde ¢ : X — Y es una aplicacién continua y donde
¢" : Oy — ¢.(Ox) es un morfismo de gavillas.

Siguiendo las mismas ideas desarrolladas al definir un morfismo de gavillas, lo que se presenta

a continuacion es la composicion de morfismos de espacios anillados y los isomorfismos.

DerFNiciON 1.20. Sean (@, ¢*) : (X,0x) — (Y,Oy) y (4, ¥") : (Y,0y) — (Z,0,) morfismos de

espacios anillados.

1. El morfismo composicion (yr, y") o (¢, ¢") : (X,0x) — (Z,0;) es la pareja ( o @, ( o p)*),
donde para cada abierto W de Z se tiene la asignacion (i o ¢)f, = (pz i © yh,.
2. (¢, ¢") es un isomorfismo si existe un morfismo de espacios anillados (£, &%) : (Y,0y) —

(X, Ox) tal que (¢, ¢") o (£,£") = (idy,1do,) y (£,£") o (¢, ¢") = (idy, ido,).

Ahora, vamos a dar una caracterizacion de los isomorfismos de espacios anillados.

ProposicioN 1.21. Sea (¢, ¢") : (X,0x) — (Y,0y) un morfismo de espacios anillados. Los

siguientes enunciados son equivalentes:

1. (¢, ¢") es un isomorfismo.

2. @ es un homeomorfismo y ¢* es un isomorfismo de gavillas.
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DEMOSTRACION.

1. = 2. Supongamos que (¢, ¢*) : (X,Ox) — (¥, Oy) es un isomorfismo. Asi, se tiene la existencia
de un morfismo de espacios anillados (i, ¥*) : (¥,0y) — (X, Ox) de modo que (¢, ") o (¢, ¢") =
(idx,1do,) y (¢, ¢") o (Y, ") = (idy,idp,), de esta forma tenemos que ¢ o ¢ = idy, (¥ o )* = idy,,
goy =idyy(poy)’ =ido,.

Como ¥ es la aplicacion inversa de ¢ y ademas es continua, se sigue que ¢ es un homeomorfismo.
Ahora, mostraremos que ¢* es un isomorfismo de gavillas, para ello definiremos un morfismo
¢ ¢.(Ox) = Oy que satisfaga las igualdades ¢ o ¢* = idg, y ¢" o ¢ = id,,0y). Sea V un abierto de
Y. Definimos el homomorfismo de anillos ¢y : Ox(¢™'(V)) — Oy(V) como ¢y = wz_l Wy Puesto que
" es un morfismo se sigue de manera inmediata que ¢ es un morfismo. Por otro lado, la hipétesis
(¥ o ¢)* = idp, implica que para cualquier abierto U de X se tiene que t,of;,l w © Yt = idoyw;
asimismo, la hipétesis (¢ o )* = idy, implica que para cualquier abierto V de Y se tiene que
wz,l W © ¢% = ido,(v). Con esto, vamos a probar que ¢ satisface las igualdades deseadas: sea W un
abierto de Y,

# — AH# — AH # — 3 —
(@ 0 Oy =@y o dw = @y 0¥y = idoyg1awy = idg,00w)-

(g o 90#)W = {W © ‘)D#;V = l//Z—l(W) o ‘)D?;V = idOY(W)'

De esta manera, como tenemos las igualdades ¢ o ¢* = idy, y ¢* o ¢ = id,, 0, concluimos que ¢*

es un isomorfismo.

2. = 1. Supongamos que ¢ es un homeomorfismo y que ¢* es un isomorfismo de gavillas. Lo
que queremos es construir un morfismo de espacios anillados (i, y*) : (¥,0y) — (X, Oy) tal que
W, ") o (o, 9" = (idy,ido,) y (¢, ¢") o (Y, ") = (idy,idp,), es decir, queremos construir una
aplicacion continua ¢ : ¥ — X y un morfismo de gavillas ¢* : Ox — ¥.(Oy) de modo que
Yoy =idy, o) =ido,. oy =idyy (o)’ = ido,.

Como ¢ es un homeomorfismo entonces ¢! es una aplicacién continua. Luego, considerando ¢ =

¢! se tiene de manera inmediata que ¢ o ¢ = idy y que ¢ o ¢ = idy.

Ahora bien, del hecho de que ¢ es un isomorfismo se sigue que existe un morfismo & : ¢.(Ox) — Oy
tal que £og® = idg, y ¢*o& = id,,oy)- A partir de £ vamos a construir al morfismo ¢* : Ox — .(Oy)
de la siguiente manera: para cada abierto U de X definimos el homomorfismo ¢, : Ox(U) —
Oy(y~'(U)) como ¥, = &,-1yy. Usando el hecho de que & es un morfismo de gavillas se sigue
de manera inmediata que ¢* es un morfismo de gavillas, mas adn, cumple con las propiedades

deseadas: en efecto, en primer lugar, sea U un abierto de X,

# _ # # _ # . .
W e @)y =1 Y0 = Cyw © ) = g 00p-1wy = idoyw)-
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Por lo tanto, tenemos que (i o ¢)* = idp,. En segundo lugar, sea V un abierto de Y,

# )
(50 © '/’)v = wz—l(v) © ‘70?/ = gw’l(ap’l(V)) ° QO#‘#/ = fV © SO#\#/ = ldOY(V)'
Con esto, se sigue que (¢ o )" = idy,. Por lo tanto, concluimos que (g, ¢*) es un isomorfismo de
espacios anillados. —
Noracion 1.22. Sea (X, Oy) un espacio anillado. Para cada p € X denotaremos al anillo de

gérmenes de la gavilla estructural de X en p por Ox,.

Recordemos que un anillo es local si tiene un unico ideal maximal. Lo que realizaremos a
continuacion es definir una clase especial de espacios anillados que juegan un papel esencial en la
construccion de los esquemas afines y de los esquemas.

Dermvicion 1.23. Un espacio anillado (X, Ox) es localmente anillado si para cada p € X se tiene

que Oy, es un anillo local.

Al hablar de anillos locales, serd importante saber cudndo un anillo es local o no lo es. El
siguiente resultado nos proporcionard un criterio que nos sera de gran ayuda para identificar si un

anillo es local.

ProposicioN 1.24. Un anillo A es local si y solo si el conjunto de elementos de A que no son

unidades forman un ideal en A.

DEMOSTRACION. Supongamos que A es un anillo local con ideal maximal m. Sea a € A\U(A). Como
Aa es un ideal propio de A se sigue que Aa C m y asi tenemos que A\U(A) € m. Por otro lado,
sea x € m. Si x fuese una unidad de A, entonces m = A lo cual contradice el hecho que m es
un ideal propio de A, de esta forma se sigue que x € A\U(A) y consecuentemente tenemos que
m € A\U(A). Por lo tanto, m = A\U(A) y se concluye que A\U(A) es un ideal de A, mds atn, es

igual a m.

Reciprocamente, supongamos que A\U(A) es un ideal en A. Sea J un ideal maximal de A. Con-
sideremos un elemento z de J. Como J es un ideal maximal se tiene que z no es una unidad, asi,
z € A\U(A). Luego, como J C A\U(A) c Ay A\U(A) es un ideal se sigue que J = A\U(A).
Como J fue un ideal maximal arbitrario de A, concluimos que A es un anillo local. -

Lo siguiente que uno podria preguntarse es como definir una aplicacion entre espacios lo-
calmente anillados. Puesto que los espacios localmente anillados son espacios anillados, de una
manera natural se presenta ante nosotros la nocién de morfismo de espacios anillados; sin embar-

go, para definir un morfismo entre espacios localmente anillados la condicién local en los anillos
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de gérmenes juega un papel importante. La siguiente definicién nos habla de los morfismos de
espacios localmente anillados, luego, las nociones de composicidn e isomorfismo de espacios lo-

calmente anillados se extienden de manera natural.

DEermnicioN 1.25. Sean (X, Oyx) y (Y, Oy) espacios localmente anillados. Un morfismo de espa-
cios localmente anillados entre (X,0Ox) y (¥,Oy) es un morfismo de espacios anillados (¢, ¢*) :
(X,0x) — (Y,0y) de modo que para cada p € X la aplicacién inducida de anillos locales goﬁ :
Oy — Ox,p es un homomorfismo local de anillos, es decir, gpf,_l(mx’p) = My donde my, y

Myy(p son los ideales maximales de Oy, y Oy, respectivamente.

Lo que haremos a continuacion serd dar una caracterizacion para los isomorfismos de espacios

localmente anillados de una manera anéloga a la realizada para espacios anillados.

PropoSICION 1.26. Sea (¢, ¢*) : (X,0x) — (Y, Oy) un morfismo de espacios localmente anilla-

dos. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. (¢, ¢") es un isomorfismo.

2. ¢ es un homeomorfismo y ¢* es un isomorfismo de gavillas.

DEMOSTRACION.

1. = 2. Puesto que un morfismo de espacios localmente anillados es un morfismo de espacios

anillados con una condicién extra, por la Proposicién 1.21 tenemos la conclusion deseada.

2. = 1. Asumamos que ¢ es un homeomorfismo y que ¢* es un isomorfismo de gavillas donde
£ 1 ¢.(Ox) — Oy es su inverso. Por la Proposicién 1.21, al considerar ¢y = ¢! y ¢* : Ox —
¥.(Oy) como el morfismo de modo que yf, = &1, para cada abierto U de X, tenemos que el
morfismo de espacios anillados (¥, ") : (Y,Oy) — (X, Oy) es tal que (i, ¥*) o (¢, ¢*) = (idy,ido,)
y (¢, ¢") o (Y, ") = (idy,idp,). De esta forma, lo dnico que nos resta a mostrar es que para cada

q € Y se tiene que ¥ : Ox ) — Oyq €s un homomorfismo local.

Sea ¢ € Y. Como (¢, ¢") es un morfismo de espacios localmente anillados se sigue que el homo-
morfismo de anillos ¢ : Oy, — Oxyg es local, en particular, (¢} )~ (Mxyg) = My, donde
My Y Myg son los ideales maximales de Oy, y Oy, respectivamente. Lo que vamos a pro-
# # S . . # -1 _
bar es que ¢, y i, son aplicaciones inversas, de este modo, la igualdad (¢, )™ (Mx ) = Myg
implicard que myy = (zpz)“(qu) y asi concluiremos que (¢, ") es un morfismo de espacios
localmente anillados. En primer lugar mostraremos que 1//2 o cpff,(q) = idg,,: sean V un abierto de Y
que contiene a gy t € Oy(V),

Wy © G [(V,0]) = [ 0 @7 (V)08 ) 0 ou()] = [(V.€v 0 gy(0)] = [(Vi1)].
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En segundo lugar, mostraremos que goj( »° wg = idg,,,,: sean U un abierto de X que contiene a ¥/(q)
y s € OX(U)’

Pl VWU, 9]) = (¢ 0™ (U, Gy gy, © WD) = LU, @)1 ) © i ()] = [(U, 9)].

De esta forma, por lo argumentado anteriormente tenemos que (¢, ") es un morfismo de espacios
localmente anillados y con ello concluimos que (¢, ¢*) es un isomorfismo de espacios localmente
anillados. 3

Recordemos que un espacio topoldgico puede restringirse a un abierto y que una gavilla también
puede restringirse a un abierto, estas ideas motivan al cuestionamiento de si es posible definir la
nocion de restriccion a un espacio anillado y localmente anillado. Consideremos un espacio anillado
(X,0Ox) y un abierto U no vacio de X. Sabemos que U es un espacio topoldgico con la topologia
inducida, ademds, como U es un abierto de X podemos considerar la gavilla Ox|y la cual es una
gavilla de anillos sobre U. De esta forma, tenemos que (U, Ox|y) es un espacio anillado. Mds atn,
si (X, Oy) es un espacio localmente anillado, puesto que para cada p € U se tiene el isomorfismo
de anillos (Oxly), = Ox,, (véase Proposicién C.13), entonces se sigue que (U, Ox|y) es un espacio
localmente anillado. De esta discusion se deriva la siguiente definicion con la cual daremos por

terminada esta seccion.

DeriNiciON 1.27. Sea (X, Ox) un espacio anillado (respectivamente, localmente anillado). Para
cada abierto U no vacio de X, el espacio anillado restringido al abierto U (respectivamente, local-
mente anillado restringido al abierto U) es el par (U, Oy), donde Oy es la gavilla Oy restringida al

abierto U, es decir, Oy = Oxly.

3. Localizacion

En esta seccion nos daremos a la tarea de estudiar una poderosa herramienta proveniente del
Algebra Conmutativa: la localizacién de un médulo sobre un conjunto multiplicativo de un anillo.
Después de definir la nocién de conjunto multiplicativo de un anillo y realizar la construccion de
la localizacion en un moédulo arbitrario sobre dicho anillo, estudiaremos algunas propiedades en
el caso general y en el caso en que el mddulo resulte ser el anillo del cual proviene el conjunto

multiplicativo. Comenzaremos con la siguiente definicion.

DErINICION 1.28. Sea A un anillo. Un subconjunto S de A es un conjunto multiplicativosi 14 € S

y si para cualesquier x,y € S se tiene que xy € S.

Los siguientes ejemplos de conjuntos multiplicativos serdn los que tendrdn relevancia para

nosotros y los estaremos utilizando constantemente a lo largo de los siguientes capitulos.
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EsempLo 1.29. Sea A un anillo.

1. Si p es un ideal primo de A, entonces A\p es un conjunto multiplicativo.

2. Si f es un elemento de A que no es nilpotente, entonces S = { ftlne Z+} €s un conjunto

multiplicativo.

Ahora vamos a proceder con la construccion de la localizacion de un médulo en un subconjunto
multiplicativo de algtn anillo dado. Vamos a fijar un médulo M sobre un anillo A y a § un conjunto
multiplicativo de A. Vamos a considerar al conjunto § X M = {(s, m) | seS, meM } y vamos a
definir una relacién ~ sobre § x M dada de la siguiente manera: si s, s’ € S y m,m’ € M, entonces
se tiene que (s,m) ~ (s’,m’) siy solo si existe 7 € § tal que 7(s'm — sm’) = 0). De hecho, el

siguiente lema muestra que ~ es una relacion de equivalencia.

Lema 1.30. Con las notaciones anteriores, la relacion ~ es de equivalencia sobre S X M.

DEMOSTRACION.

o Reflexividad. Sean s € S y m € M. Tenemos que (s, m) ~ (s, m) ya que 1o(sm— sm) = sm— sm =
OM y IA es.

e Simetria. Sean s,s" € S ym,m’ € M tales que (s,m) ~ (s',m’). Asi, existe 7 € S tal que
7(s'm — sm”") = 0y, esta igualdad podemos reescribirla como 7(sm’ — s'm) = 0, y esto implica que

(s',m’) ~ (s,m).

o Transitividad. Sean s,s’,§ € S 'y m,m’,in € M tales que (s,m) ~ (s',m’') y (s',m") ~ (§,m).
Asi, existen 71,7, € S de modo que 7(s'm — sm’) = 0y y 12(§m’ — s'm) = 0),. De esto se sigue
que 72371(s'm — sm’) = 0y y 71 572(5m" — s'm) = 0y, es decir, tenemos que 77,8 §m = T\ To85m’ y
T1To88m’ = 117, 58'7m. Lo anterior implica que 77,5 §m = 77,55/, 0 sea que 717, 8" (§m—sim) = Oy

y como 772" € § concluimos que (s, m) ~ (§,71). —

Como ~ es una relacién de equivalencia, podemos considerar el cociente de S X M sobre ~. De esta

forma, definimos la localizacion de M en el conjunto multiplicativo S como el cociente y

lo denotaremos por S ' M. Asi, un elemento de S~'M es de la forma [(s, m)] para algunos s € S
m

y m € M y luego, de una manera comoda vamos a definir — = [(s,m)] para cualesquier s € Sy
s

m € M. Lo que haremos a continuacién es dotar a S ~' M con una estructura de grupo abeliano con

la operacion + definida de la siguiente manera:

+: 85 "MxS'M -  S'm
(m m’) s'm+ sm’
—_— R |_) —_—

s s ss’
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Lema 1.31. Con las notaciones anteriores, (S ~' M, +) es un grupo abeliano.

DemosTtrACION. Comenzaremos mostrando que la operacién + estd bien definida: consideremos

, , ., m n m' n’ m n m n
m,m’,n,n’ € Mys,s',t,t' €8S talesque | —, —| = |—, —|. Vamos a probar que — + - = — + —,
st st st s r
) tm+ sn t'm + s'n’ e .
es decir, mostraremos que = . Por hipétesis sabemos que existen 7y, 7, € S

747

s
tales que 71(s'm — sm’) = 0y, y 72(t'n — tn") = 05,. Ahora, observemos que

T1T2(s8't (tm + sn) — st(f'm’ + s'n’)) T12(s''tm + 't sn — stt'm’ — sts'n’

= TS Utm+ 118’ sn — TiTastt'm’ — TyTosts’n
= ntf'ti(sm—sm')+1iss'T2('n —tn')

= OM

’ ’

m n m n , . 2 1: .
Por lo tanto, — + = + ” y asi la operacién + estd bien definida. Ahora, probaremos que
s s

la operacién + cumple los requisitos para dotar a S ~'M de una estructura de grupo abeliano. Sean

mm',meMys,s’,§€S.
e Asociatividad.

m m m sSm+sm’
+— = — + —
S s’ S
S(s'm + sm’) + s’ (i)
(s8)§

Ss'm + Ssm’ + ss’im

58§
s'S(m) + s(Sm’ + s'im)
s(s’5)

s s's

m m m
= —+|—+—=

s s’/ Ky

e Conmutatividad.

m m sSm+sm’  sm'+s5m m m

S s’/ ss’ ) s’/ )

Oum .
e Neutro. Afirmamos que el elemento — es el neutro de nuestra operacion, en efecto:
A

m Oy lg-m+s-0y m

s 1a s 14 s
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. m . .,
e nverso. Afirmamos que el inverso del elemento — bajo nuestra operacion es el elemento
s

-m
—, en efecto:
s

m —m __sm+s(-m) sm—sm 0Oy Oy

s s ss sS ss 14

(-

Luego, de una manera natural vamos a definir un homomorfismo de grupos abelianos entre M y

S~'M. Definimos la asignacién

Observemos que i§’ es una aplicacién bien definida: en efecto, sean m,m’ € M tales que m = m’.

m m
De la igualdad m = m’ se sigue que 14(14-m — 14 -m’") = 0y lo cual implica que =1 es decir
A A
que ig” (m) = ifSV (m’). Ahora, consideremos m, m’ € M elementos arbitrarios,

’

. m+m m  m ) .
im+m) = —— = — + — = i¥{(m) + i¥ (m).
La Lo 14
Por lo tanto, concluimos que i§’ es un homomorfismo de grupos. Obsérvese que en general i§’ no

es un homomorfismo inyectivo, de hecho Ker ig” = {m eM | dseS :sm= OM}.

Lo que haremos a continuacién es estudiar el caso particular en que M es igual a A. Sabemos
que S~'A tiene una estructura de grupo abeliano, sin embargo, en este caso podemos definir una

estructura de anillo en S ~'A con la operacién producto dada de la siguiente manera:

o STTAxST'A - STlA
a da ad’
_,_ '_)
s 8 ss’

Lema 1.32. Con las notaciones anteriores, (S™'A, +, -) es un anillo.

DEemosTRACION. En primer lugar, vamos a mostrar que - es operacion bien definida: sean a,a’, b, b’ €

ab a b a b a b .
Ay s, s’ t,t € S talesque [—,—| = | —, — ] Vamos a probar que — - — = — - —, es decir que
st s st s v
ab a'b’ . / / / /
o = ot Por hipétesis existen 71, 7, € S tales que 7i(s'a — sa’) = 04 y 72('b — tb") = 04. Luego,
S s't
observemos que

T112(s'tab — 'bsa’ + t'bsa’ — sta’b")

T11('b(s'a — sa’) + sa’ (b — tb"))

T172(8' ab — sta’b")
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= mt’'bri(s'a—sa’) +1sa’T,('b — tb")
= OA.

’ ’

a a . o .
De este modo tenemos que — - Pl y por lo tanto la operacion - estd bien definida. Sabemos
s s

que (S7'A, +) es un grupo abeliano, asi que lo que probaremos ahora es que la operacién - otorga
una estructura de anilloa S 'A. Sean a,d’,ad € A ys,s,5€S.
e Asociatividad.
a a
s 5

o Conmutatividad.

aa

L | Q
o |

_(ad)a  al(d'a) a a
T (ss)F s(s'%) s

“
U | Q
Il
|
—_—
“@| ]
|
S~—

ss’

S

a a ad da !
K

Q
v | Q

s’/ ss’ s’'s )

1 )
e Uno. Afirmamos que el elemento 1—A es el uno de nuestro anillo, en efecto:
A

S‘IA_S'lA_

a 14 a-l1y a
Ky

e Distributividad.

+—=—+—==

= = +
S s’ s(s’5) ss’S s8’S§ 58’ s§

SR RN

(a’ Ez) a §a+sa aSa +sa) asa as’a ad ad a d
s

“ | Q
o |

+ <
s’ S s’/

Q

Recordando que este es un caso particular de la construccion de médulos, tenemos la existencia del
homomorfismo de grupos abelianos #4 : A — S~'A, en nuestro caso no sélo tenemos que este es
un homomorfismo de grupos sino que es un homomorfismo de anillos: en efecto, sean a,a’ € A,

’ ’

. , aa a a ) A
ijad) = T-= 1= is(@)ig(@).
. 1
i5(1y) = ﬁ = lg-14.

Ahora, realizaremos algunas observaciones de este homomorfismo de anillos:

e Para cualquier s € S se tiene que i (s) es una unidad de S ™'A, en efecto,

1 S 1 S 1
A A A A
= — 2= - = = = o1y,
ZS(S) S IA S S IA s7A

e Al igual que en el caso de médulos, en general i no es inyectivo, de manera andloga al
caso general se tiene que Ker i = {a €A | dseS :sa= OA}.
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Hasta el momento hemos construido al grupo abeliano S ~'M y al anillo S 'A. Lo siguiente que
haremos serd dotar a S ~' M con una estructura de médulo sobre el anillo S ~'A: definimos la ope-
racion producto externo de la siguiente forma:
i STAXST™M — ST'M
(a m) am
_, J— H _—
st st
Lema 1.33. Con las notaciones anteriores, S ' M es un médulo sobre S ~'A.

DEemMosTRACION. En primer lugar, vamos a mostrar que el producto externo - es una operacion bien

. a m a m
definida: sean a,a’ € A, m,m’ € My s,5',t,t' € S tales que (—, 7) = (—,, —,) Vamos a probar
K K

a m a m . am am’
que — - — = — - o es decir, mostraremos que — =

’

. Por hipotesis se sigue que existen
s st st 3
71,7, € S tales que 71(s’a — sa’) = 04 y 72(¢’'m — tm’) = 0. Ahora, obsérvese que

T10(s'Yam — sta'm’) = ti12(s't'am — ‘'msa’ + msa’ — sta’'m”)

710 (fm(s’a — sa’) + sa’' (' m — tm”))

Tt'mri(s'a — sa’) + Tisa’t,('m — tm')

= OM.

a m a m . P .

De esta forma, tenemos que — - T y por lo tanto que la operacion - estd bien definida.
s s

Por dltimo, vamos a comprobar que - cumple con los requisitos para ser un producto externo. Sean

mm' € M,a,a’ €A,y s, s, t,t' €8§.

f.(@_'_ﬂ/) _a ‘m+im  am+wm’) t'(am) tlam’) am am’ C_l.ﬂ_i_c_l.ﬂ’
s \t v S tr s(tt) ' (st) t(st") st st s t st
(g a_’)_ﬂ _Sa+sd m _(sa+sa)m _s'(am) s@m) am a'm _ g_@_i_a_"@
s 8]t ss’ t (ss)t s’ (st) s(s't) st st st 8t
a a\ m ad m (aa’)ym aladm) a am a [d m
(E ?)7 Ty 1 (st s(s) s st 23(57)
m 14 m 1l4-m m
15—1A'—:—-—: = —.
t 14 ¢ 1q -t t
-

Ahora bien, como S ' M tiene una estructura de S ~'A-médulo y S~'A es una A-algebra, se sigue
que podemos ver a S ~' M como un médulo sobre el anillo A. Una vez que sabemos esto, ya podemos

comprobar que realmente la aplicacién i : M — S~'M es una aplicacién A-lineal: en efecto, sean
meMyAdeA:

ok
=
S
I
Il
|
|
Il

m
A-— =2A-id(m).
. 14 1a 1, is (m)
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Las localizaciones de mddulos y anillos que utilizaremos serdn aquellas obtenidas de localizar

en los conjuntos multiplicativos del Ejemplo 1.29:
EjemprLo 1.34. Sea M un médulo sobre un anillo A.

1. Si p € Spec(A), denotaremos a las localizaciones de A 'y de M en A\p por A, y M, respec-
tivamente.

2. Si f es un elemento de A que no es nilpotente, las localizaciones de A y M en § =

{r

ne Z+} seran denotadas por A,y M respectivamente.

Es probable que llegado a este punto nos preguntemos por qué consideramos un elemento del
anillo que no es nilpotente para realizar la localizacion, la razén que si el elemento fuese nilpotente
entonces la localizacion seria el modulo o el anillo nulo seguin sea el caso. De manera general, el
siguiente resultado nos dice bajo qué condiciones cuando localizamos un médulo en un conjunto
multiplicativo obtendremos el médulo nulo, y como caso particular se derivara el caso en que el

conjunto multiplicativo contiene un elemento nilpotente.

Lema 1.35. Sean M un modulo sobre un anillo A y S un conjunto multiplicativo de A. Si
Anng(M) NS # 0, entonces S™'M = {0}. Ademds, si M es finitamente generado sobre A y
S~'M = {0}, entonces Anng(M)N S # 0.

DEmOSTRACION. Supongamos que Annyg(M) NS # 0, asi sea 7 € A de modo que 7 € § N Anny(M).

Luego, para cualesquier m € My s € § se tiene que
m _tm Oy Oy

= = = OS‘IM-
S TS TS 14

De esta forma se concluye que S ~'M = {Og-1,,}.

Ahora, supongamos que M es finitamente generado y que S ~'M = {Og-1),}. Como M es finitamente

generado, existen r € Ny my,my,...,m, € M tales que M = Am; + - - - + Am,. Luego, por hipétesis
se sigue que
my _ my ~m, Oy
Lo Ly L 1,
y consecuentemente se tiene la existencia de 7, 7,,...,7, € S tales que
Timy =Ty = - -+ :TrerOM.

Consideramos 7 = 77, --7,. Observemos que 7 € S pues S es un conjunto multiplicativo y
ademds, como 7 anula a los generadores de M se sigue que Tm = 0, para todo m € M. Por lo tanto,
T€ An(M)NS. —
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De este lema en particular se tiene que si 04 € S, entonces S ~'M = {Og-1),}. Ademads, en el caso
en que M es igual al anillo A tenemos que 04 € S siy s6lo si S™'A = {0g-1,}. Por esta razén, de

aqui en adelante supondremos que 04 ¢ S'.

Lo siguiente que haremos es probar que la localizacion cumple con una propiedad universal.

Esta herramienta serd de gran importancia durante los capitulos posteriores.

TeOREMA 1.36. Sean M un modulo sobre un anillo Ay S un conjunto multiplicativo de A. Para

cada A-modulo N y para cada aplicacion A-lineal ¢ : M — N que satisfacen que la homotecia

es una biyeccion para cualquier s € S, existe una iinica aplicacion A-lineal ¢ : S™'M — N de
—(m

modo que para cualesquierm € My s € S se satisface la igualdad s - ¢ (—) = ¢(m). En particular,
s

se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo:

12

M N
iM
N —
¢
S—'Mm
DemosTrAcION. Consideramos la asignacion
¢:S'"M - N
e hi o gm)

S

En primer lu/gar, mostraremos que ¢ es una aplicacion bien definida: seanm,m’ € My s, s’ € S tales
que m_ ﬂ, De este modo, existe u € S tal que u(s'm — sm’) = 0y, y esta igualdad implica que
e(us'm) = @(usm’). Luego, como ¢ es una aplicacion A-lineal tenemos que us’¢(m) = usep(m’),
es decir h,(s'¢(m)) = h,(se(m’)). Usando el hecho de que la aplicacion &, es invertible, de la
igualdad h,(s'¢(m)) = h,(se(m’)) se obtiene la igualdad hy(@(m)) = se(m’). Ahora, usando el
hecho de que /iy es una aplicacion invertible, de la igualdad Ay (p(m)) = se(m’) obtenemos que
p(m) = hs(h;,1 (¢(m’))). Finalmente, usando el hecho de que &, también es una aplicacién invertible,
de la igualdad @(m) = hy(h,'(e(m))) se sigue la igualdad h;'(¢(m)) = h'(¢(m’)) y con esto

concluimos que ¢ es una aplicacion bien definida.
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En segundo lugar, probaremos que ¢ es una aplicaciéon A-lineal: sean m,m’ € M, s,s' € Sy
a,a €A,
—f m o m —[s'am + sa'm’
pla-—+d -—| = p|———
’ SSI
= h)og(s'am+ sa'm’)

= a(hsx o h;,l o h;l o (p(m)) + a’(hs o h;l o h;,l o gp(m’))
= a(h;' o w(m)) + a'(h' o p(m'))

—(m , ~(m
a-go(—)+a~(p—, .
s s

En tercer lugar, vamos a verificar que ¢ cumple con las condiciones requeridas: sean m € My

seS:

s a(m) = hy o ;' o ¢(m) = @(m).

Como caso particular de lo anterior, considerando s = 1, tenemos que @ o iy’ = .

S

En cuarto y ultimo lugar, vamos a probar que la aplicacion ¢ es dnica. Supongamos que existe
otra aplicacién A-lineal ¢ : S ~'M — N que satisface las mismas propiedades que ¢. Como ambas
aplicaciones tienen el mismo dominio y codominio, para mostrar la igualdad basta comprobar que
tienen la misma regla de asignacién. Sean m € My s € §. Utilizando el hecho de que s - (?) =

@(m) se sigue que
o(2) e on(2) s v =32

Por lo tanto, ¢ es tnica. [

En el caso particular en que el médulo en el que localizamos sea el propio anillo del que se
considera el conjunto multiplicativo, podemos enunciar la propiedad universal de la localizacion

de la siguiente manera:

TeorREMA 1.37. Sea S un conjunto multiplicativo de un anillo A. Para cada anillo B y cada
homomorfismo de anillos ¢ : A — B que satisfacen que ¢(s) € U(B) para cualquier s € S, existe

un tinico homomorfismo de anillos ¢ : S™'A — B de modo que el siguiente diagrama conmuta:

@

A

B

Sl
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Ahora estudiaremos el comportamiento de morfismos de médulos bajo la localizacion.

ProposicioN 1.38. Sean S un conjunto multiplicativo de un anillo Ay ¢ : M — N una apli-

cacion A-lineal. Se tienen las siguientes propiedades:

1. La asignacion

S'o:87'M — SN
mo e

t t

es una aplicacion S ' A-lineal.
2. Si ¢ es inyectiva, entonces S~ es inyectiva.

3. Si ¢ es sobreyectiva, entonces S~ ' es sobreyectiva.

DEMOSTRACION.

1. En primer lugar, mostraremos que S !¢ es una aplicacion bien definida: sean m,m’ € My

s, s € S tales que T = ﬁ . Asi, se sigue que existe r € S tal que #(s'm — sm’) = 0 y esto implica
que (t(s'm — sm )) = ON Luego, como ¢ es una aplicacién A-lineal la igualdad anterior implica
@(m) _ (m’)

s s’/
S~y es una aplicacion S ~'A-lineal: sean m,m’ € M, a,a’ € Ay s,s',t,f €8S:

4 (a m a m o [(t's'am +tsa'm’
Stelo o) =S¢ o
r s s tst's

o(t's'am + tsa’m")
tst's’
"’ ap(m) N tsa’ o(m’)
tst's’ tst's’
pm) ' gm)

) v s/
m a’ m
~S_190(—)+ — ~S_1<,0(—).
Ky I s/

2. Supongamos que ¢ es una aplicacion inyectiva. Seanm € My s € § tales que ™ e Ker(S '¢).
s

que (s’ ¢p(m) — sp(m’)) = Oy y de este modo tenemos que . Ahora, mostraremos que

~|Q =18

Puesto que —— #lm) = Og-1x se sigue que existe t € S tal que fp(m) = Oy. Asi, como tenemos que
s
t 0
@(tm) = 0y, por la inyectividad de ¢ se sigue que tm = 0y, y con ello que m_m_ M Og-12.

s ts s
Por lo tanto S !¢ es inyectiva.
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3. Supongamos que ¢ es un aplicacion sobreyectiva. Seann € Ny s € §. Como ¢ es sobreyectiva,
m n

se sigue que existe m € M tal que ¢(m) = n. Claramente se tiene que S ' (—) = — y con ello se
S

concluye que S ' es sobreyectiva.

Nuestro siguiente objetivo serd el de comprobar que la localizacién conmuta con las sucesiones
exactas de mddulos.

TreorEMA 1.39. Sea S un conjunto multiplicativo de un anillo A. Si0 — N Smbps 0es
-1

., , ., S7le S~y
una sucesion exacta de A-maodulos, entonces la sucesion 0 — S'N —5 S™'M — S7'P - 0

es exacta de S ' A-mddulos.

DEMOSTRACION. Sea 0 — N - M %P 0 una sucesion exacta de A-mddulos. Por la proposicion
st s-!

anterior se tiene que la sucesién 0 — S~!N 5 sM SN S~'P — 0 es exacta a la izquierda

y a la derecha asi que s6lo nos resta mostrar que se tiene exactitud en el centro, es decir que
Ker(S ~'y) = Im(S ~'o):

m
o Ker(S™'y) € Im(S~'¢). Seanm € Myt € S tales que S‘lw(7) = Og-1p. Puesto que
W(m)

= Og-1p, se sigue que existe u € S tal que uy(m) = Op. De este modo, se sigue
que um € Kery y por la exactitud de la sucesion original se sigue que existe n € N tal que

m um n
¢(n) = um. De esta forma, como — = — = & =5!
t ut ut

e Im(S~'p) C Ker(S™'y). Seanm € Myt € S tales que ? € Im(S '¢). De esta forma,

@ (%) se sigue que ? € Im(S ).
u

existenn € Ny u € § tales que ? = S‘ltp(ﬁ). Utilizando el hecho de que o ¢ es la
u

. ., m _
aplicacion nula tenemos que " € Ker(S 'y), en efecto:

S—lw(ﬂ) _ S_lw(sO(n)) _ o) 0 _ o
t u

u u

) . 57l Sty
De esta forma, concluimos que la sucesién 0 — S™'N —5 S~'M —— S~'P — 0 es exacta de

S~'A-médulos.
A continuacion presentaremos algunos resultados de la localizacion cuando trabajamos con
algebras.

ProposicioN 1.40. Sean ¢ : A — B un homomorfismo de anillos y S un conjunto multiplicativo

de A. Se tienen las siguientes propiedades:

1. ©(S) es un conjunto multiplicativo de B.
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2. Existe un homomorfismo de anillos entre S™'A y ¢(S)™'B.
3. Si ¢ es inyectivo y para cada b € B existe s € S de modo que ¢(s)b € ¢(A), entonces existe
un isomorfismo de anillos entre S7'A y ¢(S)™'B.

4. Si N es un B-médulo, entonces existe un S ~' B-isomorfismo entre S "N y o(S)~'N.

DEMOSTRACION.

1. Como 15 = ¢(1,) se tiene que 15 € ¢(S). Ahora, sean z, w € ¢(S). Asi, existen s,¢ € S tales que
z=@(s)yw = ¢(t). Luego, como zw = ¢(s)¢(t) = ¢(st) y como st € S se sigue que zw € ¢(S). Por
lo tanto, ¢(S) es un conjunto multiplicativo de B.

2. Al realizar la composicién de los homomorfismos de anillos ¢ : A — By il¢ : B — ¢(S)'B

obtenemos el homomorfismo de anillos

(A = oS)'B

#(@)
1

Ahora, sea s € S. Puesto que

Iy o) s _el& _,
o(s)  1s  @(s) @s) OF

se sigue que ¢(s) € U(e(S)™'B). De esta forma, por la propiedad universal de la localizacién para

£(s) -

anillos tenemos que existe el homomorfismo de anillos

7:ST'A > oS)'B
()
s @(s)

3. Asumimos que ¢ es inyectivo y que para cada b € B existe s € § de modo que ¢(s)b € ¢(A).
Vamos a mostrar que el homomorfismo de anillos Z: S~'A — ¢(S)7' B construido en el enunciado

anterior es un isomorfismo.

Comenzaremos mostrando la inyectividad de Z Seana € Ay s € S de modo que = Kerz.
S

0
Puesto que tenemos la igualdad P@ _ s se sigue que existe t € S de modo que ¢(t)¢(a) = O,

@(s) g
luego, como ¢ es inyectiva la igualdad anterior implica que ta = 04. Consecuentemente, como
a ta 0Oy ) ~ . .
— = — = — = (0g-14 se tiene que { es inyectivo.
s ts ts

Para concluir con este enunciado, vamos a mostrar que Zes sobreyectivo. Sean b € Byt € §. Por
hipdtesis sabemos que existe s € S de modo que ¢(s)b € ¢(A), consecuentemente tenemos que

existe a € A de modo que ¢(s)b = ¢(a). Afirmamos que la imagen del elemento % bajo Zes igual
s
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b
a —, en efecto:

@(2)

7(4)- @) _ @b _ b
st) " g(sn) @90 @t

De esta forma, concluimos que Zes sobreyectivo.
Por lo tanto, de manera definitiva se concluye que el anillo S ~'A es isomorfo al anillo ¢(S)™!B.

4. Sea N un B-modulo. Sabemos que la aplicacién iZ(S) : N — @(S)"'N es una aplicaciéon B-

N
@(S)

la propiedad universal de la localizacion para modulos para construir una aplicaciéon A-lineal entre

lineal, luego, como B es un mddulo sobre A se sigue que i’ ., también es A-lineal. Vamos a usar

STINy@(S)'N.Seat € S. Mostraremos que la homotecia

he: @SN — @(S)'N
n n

@(s) @(s)
es una biyeccion. Observemos que paracadan € Ny s € S se tiene que
(i)—z no_et) n_gn
e(s) o(s) 1 @ls)  @(s)

De este modo, definimos la aplicacién

L:geS)Y'N — @S)'N
n n

—_— —
@(s) o($)(1)

Luego, es claro que h, y [; son aplicaciones inversas una de la otra y de este modo, por la propiedad

universal de la localizacién para médulos existe una aplicacién A-lineal £ : S™!N — ¢(S)"'N y es
la unica aplicacion que satisface la siguiente condicion: para cualesquiern € Ny s € S se tiene que
s-& (E) = 1£ Luego, utilizando el hecho de que los elementos de S son invertibles en ¢(S)"!B,
podenios reefcribir a la aplicacion £ de la siguiente manera:

E:STIN = oS)'N

n n
p— |._) —_—
s @(s)
A continuacién vamos a probar que £ es un isomorfismo. Claramente & es sobreyectiva, asi que sélo
. . n , n
resta probar la inyectividad. Seann € Ny s € § tales que — € Keré. Asi, como ? = Oysy-1nv S€
s (s

tiene que existe t € S tal que ¢(f)n = Oy, ahora bien, utilizando la estructura de A-mddulo se sigue

n th Oy . . . .
que tn = Oy y consecuentemente — = Pl Og-15. Por lo tanto, & es inyectiva y asi concluimos
s s s

que £ es un isomorfismo.
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Por otro lado, observemos que podemos dotar a S™'N y a ¢(S)™'N de una estructura de S ! B-

modulo definiendo las siguientes operaciones:

- 8ST'BxSTIN - STIN 2 STIBx(S)IN = o(S)'N
b n bn b n bn
-, = - — - — =
ts ts 1 ¢(s) (D)p(s)

La prueba de que estas operaciones son productos exteriores es andloga a lo que hemos venido
realizando. Ahora, observemos que & es una aplicacién S ! B-lineal: seanb € B,n € Ny s,t€ S

b n bn bn bn b n b n
f(? ‘ E) zf(ﬁ) T gs)  ep(s) 1 els) 1 ()

De esta manera, concluimos que & es una aplicacion S ~!B-lineal y por lo tanto concluimos que

SNy ¢(S)™'N son S ~! B-isomorfos. -

La siguiente cosa que realizaremos serd determinar los submdédulos y los subanillos de la locali-
zacion de un modulo y de un anillo respectivamente. Fijemos a § conjunto multiplicativo de un
anillo A y a un médulo M sobre A. Sea N un A-submoddulo de M. Consideramos el subconjunto
S~!'N de S "' M definido de la siguiente forma:

SN = {f
S

neNyseS}.

Dicho subconjunto es un S ~'A-submédulo de S ~'M: en efecto, sean n,n’ € N, 5,5, t € S y a € A.

Sabemos que

n n s'n—sn a an
t

E .
y an son elementos de N. Esto implica

___:—y
Ky s’ s’

v | S

~

Luego, como N es un submédulo de M se sigue que s'n—sn

s’n—sn’  an ) )

que ———y . estan en S !N y por lo tanto concluimos que S ~'N es un S ~!A-submédulo de
ss s

S'M.
Gracias a la construccion anterior tenemos definida una clase de submédulos de S ! M, ahora bi-
en, ;existen submdédulos de S~'M que no sean de esta forma? Como podra verse en el siguiente

resultado, la respuesta es negativa.

ProposICION 1.41. Con las notaciones anteriores, los submddulos de S~™'M son de la forma
SN para algiin A-submédulo N de M.

DEemosTrAcCION. Por lo hecho anteriormente sabemos que a partir de un submédulo de M podemos
construir un submédulo de S~'M, asi que lo dnico que resta probar es que los submédulos de
S~'M son de la forma S ~'N para cierto A-submédulo N de M. Sea P un submédulo de S~'M.
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Como i§' : M — S~'M es una aplicacién A-lineal se sigue que (i§')~'(P) es un A-submédulo de M.

Ahora, vamos a probar que P = S~ (i)~ (P).
Sean m € (igl)‘l(P) y s € § tales que m € S’l(igl)’l(P). Como m es un elemento de (igl)‘l(P) se
s

m
sigue que i§4 (m) € P, es decir, tenemos que T € P. De este modo, como P es un S ~' A-submédulo
A
m 14 m . m
de S 'My— =-2. sesigue que — € P.
K s 1u K

m
Reciprocamente, sean m € My s € S tales que — € P. Como P es un submédulo de S~'M se
s

) s m m N . .
sigue que T 5 -1 es un elemento de P, esto implica que i (m) estd en Py con ello que
A S A

m € (if)"'(P). Por lo tanto, se tiene que M e SHiEH(P). -
s

Una vez que sabemos cudles son los submddulos de la localizacién de un médulo nos sera posi-

ble probar que la localizacién conmuta con el cociente de modulos.

Cororario 1.42. Sean S un conjunto multiplicativo de un anillo A y M un modulo sobre A. Si
N es un A-submédulo de M, entonces se tiene que existe un S~'A-isomorfismo entre S~ (%) y
S'M
S-IN'

. . ) M
DEmosTRACION. Basta considerar la sucesion exacta de A-modulos 0 - N - M — N -0y

aplicar el Teorema 1.39. —

Otra de las consecuencias inmediatas de la proposicion anterior es la determinacion de los ideales
del anillo S 'A.

CoroLarIO 1.43. Con las notaciones anteriores, los ideales de S ™' A son de la forma S ' para
algiin ideal I de A.

De manera particular vamos a estar interesados en determinar a los ideales primos de S ~!A. Asf,
en primer lugar debemos descartar aquellos ideales que sean iguales a S "' A. El siguiente resultado

nos da condiciones necesarias y suficientes para identificar a este tipo de ideales.

Lema 1.44. Con las notaciones anteriores, sea I un ideal de A. Se tiene que S™'1 = S7'A siy
solosiINS #0.

1
DEMOSTRACION. Sea I un ideal de A. El hecho de que S~'7 = S ~'A es equivalente a que 1—A es I,
A
1 b
a su vez, este hecho es equivalente a que existan b € 'y s € S de modo que I_A = —, en otras
A N
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palabras, deben existir b € [y s,t € S de modo que ts = tb, este hecho es equivalente a que
INS #0. —

ProPOSICION 1.45. Con las notaciones anteriores, los elementos del conjunto Spec(S ~'A) son

de la forma S ~'p para algiin ideal primo p de A de modo que p NS = 0.

DEMOSTRACION. Sea J un elemento de Spec(S ~'A). En particular, como J es un ideal de S 'A se
sigue que J = S 7'(i5)~'(J); ademds, el hecho de que J es un ideal primo y que i§ es un homomor-
fismo de anillos implican que (i4)~'(J) es un ideal primo de A. Lo tdnico que nos resta a probar es
que (i8)"'(J) NS = 0. Supongamos que (i4)'(J) NS # 0, asi existe a € A de modo que a € S y
ig(a) € J, este hecho implica que J N U(S 'A) # 0y asi J = S'A lo cual contradice que J es un
ideal primo. Por lo tanto, J = S ~'(i4)~'(J) y ig'(J) es un ideal primo de A tal que (i4)"'(J)NS = 0.

Reciprocamente, sea p un ideal primo de A tal que p NS = (. Vamos a mostrar que S ~'p es un

ideal primo de S ~'A. En primer lugar, por el lema anterior tenemos que S ~'p # S ~'A. Ahora, sean

b b k
a,be Ay s, teS tales que @ € S 'p. De este modo, existen k € p y r € § tales que 2 _ —, asi,

s r
se sigue que existe z € S tal que que zrab = zstk, dicha igualdad implica que zrab € p. Ahora bien,
como p NS = () se sigue que ab € p y como p es primo se tiene que a € p o b € p. De esta forma,

) a _ b _
se tiene que — € § 'vo " € S !'p. Por lo tanto, S ~'p es un elemento de Spec(S~'A). 3
S —

Para finalizar con esta seccion, vamos a mostrar algunas propiedades de la localizacion de un
anillo en los conjuntos multiplicativos que son de nuestro interés. Los detalles completos de la

prueba pueden ser encontrados en [S].
ProposiciON 1.46. Sea A anillo. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Si f € Ay no es nilpotente, los elementos de Spec(Ay) son de la forma ps donde p es un
ideal primo de A tal que f ¢ ».

2. Sip € Spec(A), los elementos de Spec(A,) son de la forma q, donde g es un ideal primo de
A tal que q C »p.

3. Sip € Spec(A), el anillo A, es local con ideal maximal p,,.

DemosTrACION. Los enunciados 1 y 2 son una consecuencia directa de la proposicion anterior. Para
3, con argumentos andlogos a los que hemos venido utilizando en esta seccion se muestra que
U(A,) = Ay\p,, esto implica que A\U(A,) = p, y por la Proposicion 1.24 se concluye que A, es
local de ideal maximal p,. i
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4. Esquemas Afines

Esta seccion estd dedicada a una clase de objetos que tendrdn una gran importancia en el de-
sarrollo de este trabajo, hablamos de los esquemas afines. En primer lugar, a partir de un anillo
construiremos un espacio topoldgico y estudiaremos algunas de sus propiedades. En segundo lu-
gar, construiremos una gavilla de anillos sobre dicho espacio y de igual forma vamos a estudiar
algunas de sus propiedades. En tercer y dltimo lugar, definiremos a los esquemas afines, sus mor-

fismos y revisaremos algunas de sus propiedades principales.

4.1. El Espacio Topolégico Spec(A). Recordemos que si A es un anillo, Spec(A) es el con-
junto de todos los ideales primos de A. En esta subseccién nos daremos a la tarea de dotar a Spec(A)
con una topologia y de estudiar algunas de sus propiedades. Para cada ideal I de A, vamos a definir

el conjunto
V() = {p € Spec(4) |1 C »}.

A continuacién vamos a comprobar algunas propiedades de los conjuntos que tienen la forma

anterior.

ProposiciON 1.47. Sea A un anillo. Se tienen las siguientes propiedades:

1. V({04}) = Spec(A) y V(A) = 0.

2. Sily J sonideales en A tales que J C I, entonces V(I) C V(J).

3. Si Iy J sonideales de A, entonces V(I1J) = V(I) U V(J).

4. Si (1), es una familia de ideales en A, entonces V(Y cr I}) = (Nier V().
5. Si 1y J sonideales de A, se tiene que V(I) C V(J) siy solo si VI c VI

DemosTrACION. Los enunciados 1 y 2 son claros, asi que sélo resta probar los tres enunciados

restantes.

3. Sip e Spec(A) es tal que p € V(1J), entonces se tiene que IJ C p y como p es un ideal primo se
sigueque I CpoJ C p,esdecirque p e V(I) o p e V(J)lo cual implica que V(IJ) € V(1)U V(J).
Reciprocamente, como IJ C Iy IJ C J por el inciso anterior se sigue que V(I) C V(IJ)y V(J) C
V(1J) y consecuentemente se tiene que V(1) U V(J) C V(I1J).

4. Sea p € Spec(A). El hecho de que p € V(3,1 I;) es equivalente a que ) ;.- I; € p; luego, como
>ier I; es el ideal més pequefio de A que contiene a cada ideal /;, se sigue que ;. I; € p siy s6lo
si I; C p para todo i € I. De esta forma, tenemos que p € V([;) para cada i € I, en otras palabras,

P € Nier VU).
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5. Supongamos que VJ C VI. Sea p € V(I). Como I C p se sigue que VI C p, luego, nuestra
hipétesis implica que VJ € p'y como J C VJ se sigue que J C p. Por lo tanto p € V(J) y de este
modo se tiene que V(1) € V(J).

Reciprocamente, supongamos que V(I) C V(J). Seaa € A tal que a € VJ. Observemos que a € VJ
siy sOlo si a € p para cualquier p € Spec(A) tal que J C p. Esto implica que a € q para cualquier
q € Spec(A) tal que I C q, pues por hipétesis V(I) C V(J). Con esto, tenemos que a € VI y por lo
tanto concluimos que VJ € VI. -

Observemos que para cualquier anillo A los enunciados 1, 3 y 4 de la proposicion anterior nos
dicen que los conjuntos de la forma V(I), donde I es algin ideal de A, cumplen con los axiomas
de un sistema de cerrados de un espacio topoldgico. De este modo, considerando a los conjuntos
V(1) como cerrados dotamos a Spec(A) con una topologia, dicha topologia se llama la topologia de
Zariski. Asi, por construccion se tiene que los abiertos de Spec(A) son de la forma Spec(A)\V (/)
donde / es un ideal de A. Ahora, para cada elemento f € A vamos a definir el siguiente conjunto:

D(f) = {p € Spec(A) | f ¢ v}.
Dicho conjunto resulta ser un abierto de Spec(A): en efecto, sea q € Spec(A),
q € Spec(A\V(ASf) = a¢V(AS)
= Af¢Zq
= f¢é¢aq
— q¢€ D).

Mas audn, la familia formada por los conjuntos de la forma anterior constituye una base para la

topologia de Zariski de Spec(A).

ProposicioN 1.48. Sea A un anillo. La familia (D(f)) rea Jorma una base para la topologia de
Zariski de Spec(A).

DEmosTRACION. Sea U un abierto de Spec(A). Si U = 0, puesto que D(04) = 0 tenemos que U =
D(0,4). De este modo, podemos suponer que U es un abierto no vacio. Por construccién existe un
ideal 7 de A tal que U = Spec(A)\V(I). Ahora, sea p € Spec(A).
pelU & peSpec(A\VU)
— p¢ V)
— I¢p
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— dfel:fé¢p
— dfel:pe D)
= peUD(f).

feA

Por lo tanto, concluimos que la familia (D(f)) rea ©5 UNa base para la topologia de Spec(A). [

Los abiertos de la forma D(f) para algin f € A se llaman abiertos bdsicos. La siguiente proposicion

nos muestra algunas propiedades de dichos abiertos que nos seran de gran utilidad.

ProposiciON 1.49. Sea A un anillo. Se tienen las siguientes propiedades:

AN DN AW =

DEMOSTRACION.

. Si f,g € A, entonces D(f) N D(g) = D(fg).

.SiseNyfi,..., f; €A, entonces D(fy) N --- N D(fs) = D(fy -+ f5).

. Si feAyneN, entonces D(f") = D(f).

. Para cualquier f € A, D(f) = 0 si y solo si f es un elemento nilpotente.

. Para cualquier f € A, D(f) = Spec(A) si y sélo si f es una unidad.

. Para cualquier f € A el abierto D(f) es casi compacto. En particular, Spec(A) lo es.

1. Sean f'y g elementos de A. Sea p € Spec(A),

p € D(f) N D(g)

& peD(f)ypreD()
= fépyger

= fgép

— peD(fg).

Los enunciados 2 y 3 se derivan rapidamente del enunciado 1.

4. Sea f un elemento de A.

D(f)=0 <=

1117

Spec(A\V(ASf) =0
V(Af) = Spec(A)

Af Cp V pe Spec(A)
fep VpeSpec(hd)
f e Nil(A).
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5. Sea f un elemento de A.

D(f) = Spec(A) Spec(A)\V(A[) = Spec(A)
VAf) =0

V(Af) = V(A)

JAF = VA

Af=A

feU).

110107107

6. Sean f € Ay (U;),,, una cubierta abierta de D(f) en Spec(A). Como (D(x)),, es una base para
la topologia de Zariski, podemos suponer que para cada i € I se tiene que U; = D(g;) para algin
gi € A. De este modo D(f) C |;e; D(g:). Luego,

Dyl D) = V(O Ag)c VA

iel iel

== \/A_g /ZAg,-
i€l

= dmeZ,, JkeN,Ju;e AVje{l,....k}: " =mg + -+ &k
k

= JkeN: JAfC > Ag
i=1

k
= JkeN: V() Ag)C VAS)

i=1

k
= AkeN: D) c| D).

i=1

Por lo tanto, D(f) es casi compacto. -

Ahora, supongamos que tenemos a ¢ : A — B un homomorfismo de anillos. Recordemos que
la imagen inversa de un ideal primo bajo cualquier homomorfismo de anillos es un ideal primo,
de esta forma, si q € Spec(B), entonces se tiene que ¢~ '(q) € Spec(A). Con esto, de una manera
natural podemos definir una aplicacion entre los espacios topoldgicos Spec(B) y Spec(A). Ahora
bien, ;dicha aplicacion estd bien definida? Mds audn, ;jes continua? La siguiente proposicion nos

brindara respuestas a estas interrogantes.
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Proposicion 1.50. Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos. La aplicacion
¢" : Spec(B) — Spec(A)
RO

es una aplicacion continua entre espacios topologicos.

DemosTtrACION. Comenzaremos comprobando que la aplicacion ¢* estd bien definida: sean q y
elementos de Spec(B) tales que g = 1. Seax € A,

xeg() = xe¢ ()
@(x) €q
p(x) ex
xep ()

11101

x € ¢*(1).

De esta manera, tenemos que ¢* es una aplicacion bien definida. Lo que vamos a mostrar a conti-
nuacion es que esta aplicacion es continua; puesto que Spec(A) tiene a la familia (D(f)) fea COMO
una base de abiertos para su topologia de Zariski bastard probar que ¢*~'(D(f)) es un abierto de
Spec(B) paratodo f € A. Sean f € Ay q € Spec(B),

1€ (D) = ¢'(0)e D)
= ¢ (1) € D(f)
= feyg ()
= ¢(f)¢aqa
& g€ D).

Asi, como tenemos que la igualdad ¢*~'(D(f)) = D(¢(f)) se satisface para cualquier f € A,
concluimos que ¢* es una aplicacidn continua. -

Lo que haremos a continuacion seréd estudiar algunas propiedades de la aplicacion continua
construida en la proposicion anterior. Como se podrd observar, existe un caracter algebraico en el
comportamiento de dicha aplicacion continua.

ProposicioN 1.51. Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos. Se tienen las siguientes

propiedades:

1. Si I es un ideal de A, entonces ¢*~'(V(I)) = V(¢(I)B).
2. Si J es un ideal de B, entonces ¢*(V(J)) = V(o™ (J)).
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3. Si g es sobreyectivo, entonces ¢* es un homeomorfismo entre Spec(B) y el conjunto cerrado
V(Ker ¢) de Spec(A).

4. Si ¢ es inyectivo, entonces ¢*(Spec(B)) es denso en Spec(A). Mds aiin, ¢*(Spec(B)) es
denso en Spec(A) si y solo si Ker ¢ C Rad(A).

5. Siy : B — C es un homomorfismo de anillos, entonces (f o ¢)* = ¢* o Y™

DEMOSTRACION.

1. Sean [ un ideal de A y q € Spec(B),

1€ (VD) = ¢'(@eV)
= I<¢(@
= 1<y (a)
= ¢)<q
& qe€ V(e(I)B).

2. Sea J un ideal de B. En primer lugar probaremos que ¢*(V(J)) C V(¢~!(J)). Sea p € Spec(A),

peg’(V(J)) < dqeV):p=¢(q)
= JaqeV):p=¢'(q)
& JqeSpec(B):JCqyp=¢'(q)

— JqeSpecB): ¢ ' (N (@yp=¢(n)
= ')y
= pe Ve ')).

De este modo, la contencién ¢*(V(J)) C V(p~'(J)) implica que ¢*(V(J)) € V(e 1(J)) = V(¢ '(J))
y asi concluimos que ¢*(V(J)) C V(e~'(J)).

En segundo lugar, vamos a probar la contencién V(¢ !'(J)) C ¢*(V(J)). Si V(¢ '(J)) = 0 hemos
terminado. Asf, podemos suponer que V(¢ !(J)) # 0y considerar a p € Spec(A) de modo que
p € V(¢! (J)). Para mostrar que p € ¢*(V(J)) serd suficiente probar que para cada f € A de modo
que p € D(f) se tiene que D(f) N ¢*(V(J)) # 0. Sea f € A tal que p € D(f). Por hipbtesis tenemos

—1 . -1 4 -1 —
que ¢~ (J) C p con lo cual se sigue que +/¢~'(J) C p, ademds, recordemos que +/¢~!'(J) =
0 '(VJ). Como f ¢ p se tiene que f ¢ ¢ '(VJ), esto implica que ¢(f) ¢ VJ. Luego, como
VJ = Nevn 1, se sigue la existencia de q € Spec(B) tal que J C qy ¢(f) ¢ g, consecuentemente

)

tenemos que ¢~ !( V) ¢ oY)y f ¢ ¢ 1(q). De esta forma tenemos que ¢~ '(q) € D(f) y ademas,
el hecho de que ¢~ !(q) = ¢*(q) € ¢*(V(J)) implica que D(f) N ¢*(V(J)) # 0. Luego, como f
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fue un elemento arbitrario de modo que p € D(f), se sigue que p € ¢*(V(J)) y esto implica que
V(g™ () S ¢*(V(I)).

3. Supongamos que ¢ es un homomorfismo sobreyectivo. En primer lugar, vamos a probar que

¢*(Spec(B)) = V(Ker ¢), para ello, realizaremos dos observaciones:

a) SiJ € 0B, entonces Ker ¢ C ¢ (J). En efecto, sea J € dB. Sia € A es tal que a € Ker g, se
sigue que ¢(a) = 03 € J y con esto tenemos que a € ¢~ (J). Por lo tanto, Ker ¢ C ¢~ '(J).
b) Si p € Spec(A) y es tal que Ker¢ C p, entonces existe q € Spec(B) tal que p = ¢~ '(q). Sea

p € Spec(A) tal que Kere C p. Como ¢ : A — B es un homomorfismo sobreyectivo, por

el primer teorema de isomorfismos se sigue que la aplicacion inducida ¢ : — Bes

Ker ¢
un isomorfismo de anillos. Luego, como p es un ideal primo de A que contiene a Ker ¢ se

sigue que es un ideal primo de y por tanto se tiene que existe q € Spec(B) tal

ery

que @’(L) = q. Afirmamos que ¢~ '(q) = p: en efecto, seaa € A,
Ker ¢

€ — + Kergp €
acr “ 4 Ker ¢

— ¢la+Keryp)eq
= ¢la)eq
= acy¢ (9.
Sea p € Spec(A). Utilizando las observaciones anteriores se tiene que
p € ¢"(Spec(B)) <= dqe€ Spec(B):p = ¢ (q)
& JqeSpecB):p=¢ (1)
— KerpCyp
 pe V(Kerg).
Por lo tanto, tenemos que ¢*(Spec(B)) = V(Ker ¢). De esta forma, vamos a considerar la aplicacion
¢* : Spec(B) — V(Kergp)
A )
Obsérvese que la aplicacion ¢* es continua pues ¢* lo es y ademds, tenemos que ¢* es sobreyectiva
pues ¢*(Spec(B)) = ¢*(Spec(B)) = V(Ker ¢).

Ahora, mostraremos que ¢* es inyectiva: sean q y r elementos de Spec(B) tales que ¢*(q) = ¢*(1), es
decir tales que ¢~ '(q) = ¢ !(x). Sea b € B tal que b € q. Como ¢ es sobreyectivo se sigue que existe
a € A tal que ¢(a) = b, esto implica que ¢(a) € q y consecuentemente que a € ¢~ '(q) = ¢ '(1).
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De esta forma, como b = ¢(a) € t se sigue que q C r. De manera andloga se muestra que r C qy

asi tenemos que q = 1. Por lo tanto ¢* es inyectiva.

Lo tinico que nos resta probar para mostrar que ¢* es un homeomorfismo es que J“_l es una apli-
cacion continua, para ello, es suficiente mostrar que g;“ es una aplicacién cerrada. Sea J € 0B,
mostraremos que [p:(V(J)) = ¢"(V(J)) es un cerrado de Spec(A). Por el enunciado 2 sabemos
que o (V(J)) = V(e'())), de esta forma tenemos que ¢*(V(J)) € V(e '(J)). Reciprocamente,
sea p € Spec(A) tal que p € V(¢ '(J)). Como J es un ideal de B por la observacién a) tenemos
que Kerp C ¢ 1(J) y como ¢ '(J) C p se sigue que Kerp C p; de esta forma, por b) existe
q € Spec(B) tal que p = ¢ '(q). Luego, como ¢ es sobreyectivo se tiene que ¢(¢~'(q)) = g, esto
implica que ¢(p) = q y con ello tenemos que ¢(p) es un ideal primo de B; ademads, se tiene que
©* (@) = ¢ (¢(p)) = ¢ 1(q) = p. Por dltimo, nuevamente utilizando la sobreyectividad de ¢ se
tiene que J C ¢(p). De esta forma, como p = ¢*(¢(p)) y como ¢(p) es un ideal primo de B que
contiene a J se sigue que p € ¢*(V(J)) y con ello que V(p~'(J)) € ¢*(V(J)). Por lo tanto, tenemos
que *(V(J)) = V(¢ '(J)) = m y asi concluimos que (,;“ es una aplicacién cerrada.

4.
¢*(Spec(B)) es denso en Spec(A) m = Spec(A)
— ¢"(V({0s)) = Spec(4)
& V(¢ ({0s)) = Spec(A)
& V(Kerg) = V({04})

— +/Keryp = {04}

= Kerg C Nil(A).

5.Seay : B — C un homomorfismo de anillos. Puesto que (i o ¢)* y ¢* o /" tienen por dominio a
Spec(C) y por codominio a Spec(A), para mostrar la igualdad de dichas funciones sélo resta probar

que tienen la misma regla de asignacion. Sea r € Spec(C),
Wop)y () =Woe) ' ()=¢ " oy (1) =¢ 0y’ (x).

Por lo tanto, concluimos que (i o ¢)* = ¢* o Y*. .

4.2. El Espectro Afin de un Anillo. Fijemos un anillo A. En la seccién anterior hemos cons-
truido al espacio topoldgico Spec(A), ahora bien, utilizando dicho espacio topoldgico nuestro si-
guiente objetivo serd el de construir un espacio anillado, de esta forma, lo Gnico que necesitamos
es tener en nuestras manos una gavilla de anillos sobre Spec(A). En este apartado nos dedicaremos

a construir dicha gavilla y a estudiar algunas de sus propiedades.
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Vamos a comenzar la construccion una gavilla de anillos sobre Spec(A) a la cual denotaremos
por Ospec(a)- Sea U un abierto de Spec(A). Vamos a asignar un anillo Ospec(a)(U) al abierto U de
la siguiente forma: si U = (), entonces asignamos Ospec(4)(U) = {0}, de otro modo definimos a
Ospec(a)(U) como el conjunto de aplicaciones s : U — [,y A, que satisfagan las siguientes dos

condiciones:

1. Para cada p € U se tiene que s(p) € A,.
2. Se cumple que s es localmente un cociente de elementos de A, es decir, para todo p € U
existe una vecindad abierta V de p contenida en U y existen elementos a, f € A tales que

para cada q € V se satisface que f ¢ qy s(q) = ]ﬁp enA,.

Observemos que la segunda condicion puede reescribirse en funcion de los abiertos basicos de
Spec(A) de la siguiente manera: para todo p € U existe un abierto V de Spec(A) que contiene p,

estd contenido en U y existen elementos a, f € A tales que para cada q € V se cumple que q € D(f)

ys(q)=%

Luego, observemos que Ospec(a)(U) tiene una estructura de anillo con la suma y el producto

enA,.

definidos puntualmente como funciones. En efecto:

* Suma y producto. Sean s,t € Ospec(a)(U) y p € U. Como s es una seccion de Ospec(a) sobre
U existe un abierto V* de Spec(A) que contiene a p, estd contenido en U y existen elementos

as, fy € A tales que para todo q € V* se cumple q € D(f) y s(q) = & en A,; asimismo, como t es

N
una seccion de Ospec(a) sobre U existe V' un abierto de Spec(A) que contiene a p, estd contenido
) ) a
en U y existen a,, f; € A tales que para todo q € V' se tiene que q € D(f,) y t(q) = ?t en A,.

Observemos que la suma s + ¢ y el producto stz también son funciones de U a [],cy Atp y que
de manera clara satisfacen la primera condicion requerida, de este modo, sélo resta comprobar
que satisfacen la segunda condiciéon. En ambos casos el abierto de Spec(A) que consideramos es
V* N V', los elementos que tomamos de A para la suma son (fa, + fia,) y (fsf}) y para el producto
son (asa,) y (fyf;); de este modo, para cada q € V* N V' se cumple que (s + £)(q) = s(q) + #(q) y que
(st)(a) = s(q)t(q). Por lo tanto, tenemos que s + ¢ y que st son secciones de Ospec(a) sobre U.

* Conmutatividad y asociatividad. La conmutatividad y asociatividad se siguen del hecho que la

conmutatividad y asociatividad existe en los elementos de A, para cualquier q € Spec(A).

* Neutro aditivo y multiplicativo. Definimos el neutro aditivo como la siguiente aplicacion:

OOSpec(A)(U) : Ospeca)(U) — nAr

reU
q = 04

q
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Claramente tenemos que OOSpeC WO estd bien definida y satisface la primera condicion de la defini-
cién de Ospec(a)(U). Para comprobar la segunda condicién, para cada punto de U consideramos a U
como el abierto requerido y los elementos 04 y 14 también son los adecuados pues recordemos que
p € D(1,) para cada p € Spec(A). Luego, es inmediato de la construccion que s + OOSpec( HU) =S

para cualquier s € Ospec(a)(U). El neutro multiplicativo serd definido como la siguiente aplicacion:

Logpecay ) * Ospecy(U) - = nAr
relU

q — Iy,

En este caso también es claro que IOSpec( ) estd bien definida y que satisface la primera condi-
cién de la definicién de Ospec(a)(U). Para comprobar la segunda condicion, para cada punto de U
también consideramos a U como el abierto requerido y los elementos adecuados de A que consid-
eramos son 1, y 1,4. Ademads, por la construcciéon de manera inmediata se tiene que SlOSpec( HO) =S

para cualquier s € Ospec(a)(U).

* Inverso aditivo. Dado s € Ospec(a)(U), definimos la aplicacién

-5 OSpec(A)(U) - nAr

relU
q = —s(q)

Es claro que —s es una aplicacion bien definida y que satisface la primera condicion en la definicion
de Ospec(a)(U); ahora, comprobaremos que también satisface la segunda condicién: dado p € U se
tiene que existe un abierto V de Spec(A) que contiene a p, estd contenido en U y existen elementos
a, f € Atales que V C D(f) y para cada q € V se tiene que s(q) = % en A,. Para la aplicacion —s y

el punto p, considerar al abierto V' y a los elementos —a 'y f de A asegura que —s € Ospec(a)(U). De

este modo, de la construccion de —s se sigue de manera inmediata que s + (—s) = OOSpeC( 1)

El siguiente paso para construir una gavilla es definir los homomorfismos de restriccion. Dados
U y V abiertos de Spec(A) tales que V C U, definimos la restriccién pSpec(A)‘L// . Ospec(a)(U) —
Ospec( 4)(V) como la restriccion natural de funciones; ademds, observemos que claramente pgpec( A)‘L/’

es un homomorfismo de anillos.

Bajo las condiciones dadas anteriormente vamos a mostrar que Ospec(4) €8 una gavilla de anillos
sobre Spec(A). Por construccion claramente se satisfacen PG1, PG2 y PG3, asi, s6lo resta mostrar

que se satisfacen G1 y G2. Sean U un abierto de Spec(A) y (U;),.; una cubierta abierta de U.

G1. Sea s € Ospec(a)(U) tal que sly, = OOSpec(A)(Ui) paratodoi € I. Sea p € U, asi, existe j € [ de
modo que U; contiene a p. Por otro lado, por hipdtesis se tiene que s|y; = Oog,.. 4w, ¥ €Sto
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implica que s(q) = s[y;(q) = 04, para todo q € Uj;. Particularmente tenemos que s(p) = 0y,
y por tanto, como p fue un punto arbitrario en U se concluye que s = OOSpec WO

Sea (s;)ie; una familia de secciones de Ospec(a) modo que s; € Ospec(a)(U;) para cada i € 1
y de modo que sily.ny;, = Sjluny; para cualesquier i, j € I. Recordemos que si p € U se
tiene que existe j € [ tal que p € U;, tomando esto en cuenta vamos a definir la aplicacion
s : U — [JlieyA: como s(q) = s¢(q) donde k es un indice en I de modo que q € Uj.
Ahora, vamos a mostrar que s estd bien definida: sean i, j € I'y q € Ospec(a)(U) tales que

q € U;NUj, puesto que
5:(9) = Silvnv, (@) = sjluinu; (@) = s;(q)

se sigue que s estd bien definida. Ademds, por construccion se tiene que s|y, = s; para cada
i € 1. Lo tnico que resta a mostrar es que s es un elemento de Ospec(a)(U): claramente
s satisface la primera condicién de la definicion de Ospec(a)(U) asi que sélo resta mostrar
que satisface la segunda condicion. Dado p en U sabemos que existe j € I de modo que
p € U,y esto implica que s(p) = s;(p). Luego, como s; € Ospec(a)(U;) sabemos que existe
un abierto V; de Spec(A) que contiene a p, estd contenido en U; }c,z gxisten aj, fi € Ade
modo que para cualquier q € V; se tiene que q € D(f;) y s;(q) = 7’ en A,. El abierto V;
y los elementos a;, f; € A aseguran que s satisface la segunda condjici(’)n y de esta forma

tenemos que s € Ospec(a)(U).

Por lo tanto, concluimos que Ospec(a) €s una gavilla de anillos sobre Spec(A). Una vez con este

hecho, ya podemos realizar la siguiente definicion:

DErINICION 1.52. Sea A un anillo. El espectro del anillo A es el par (Spec(A), Ospec(a)) donde

Spec(A) es un espacio topoldgico con la topologia de Zariski y Ospec(a) €s la gavilla de anillos
definida arriba.

En el siguiente resultado se enuncian algunas propiedades de la gavilla estructural del espacio

de Zariski de un anillo. Solamente realizaremos un bosquejo rapido de la demostracion, para ver

los detalles completos de esta prueba puede consultarse [5].

ProposicioN 1.53. Sea A un anillo. Se satisfacen los siguientes enunciados:

1.
2.

Para cada p € Spec(A) existe un isomorfismo de anillos entre A, y Ospec(a),p-
Para cualquier f € A existe un isomorfismo de anillos entre Ay y Ospec(a)(D(f)). En par-
ticular, Ospec(A)(SpeC(A)) = A.

DEMOSTRACION.
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1. Sea p € Spec(A). En primer lugar, construimos el homomorfismo de anillos

p:A > OSpec(A),p
a - [(Ua)]

donde a : Spec(A) — [ espec(a) Aq €8 1a aplicacion tal que a(q) = liAq para cada q € Spec(A).
A
En segundo lugar, utilizando la propiedad universal de la localizacién se construye el siguiente

homomorfismo de anillos:

@ A, — OSpec(A), D
(a\
S

N CTON )

donde (Z) : D(s) = [lens) Aq €s la aplicacion de modo que (g)(q) = c—lAq para cualquier q € D(s).
s s s

El homomorfismo ¢ es el isomorfismo buscado.

2. Sea f € A. Comenzamos construyendo el homomorfismo de anillos

lﬁiA - OSpeC(A)(D(f))
a - v D - || 4

Luego, utilizando la propiedad universal de la localizacion para anillos se construye el siguiente

homomorfismo de anillos:

U:A; = Ospeciay(D(f))

& o w4
a € D(f)

El homomorfismo ¢ es el isomorfismo buscado. i

Para concluir con este apartado, como una consecuencia directa a la proposicion anterior tene-

mos el siguiente resultado que confirma la estructura anillada del espectro de un anillo.

CoroLArIO 1.54. Sea A un anillo. El espectro de A es un espacio localmente anillado.
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4.3. Nociones Basicas de Esquemas Afines. Finalmente, para concluir con esta seccion y
con este capitulo, vamos a definir a los esquemas afines, sus morfismos y a estudiar algunas de
sus propiedades. Los resultados aqui expuestos serdn utilizados frecuentemente en los capitulos

posteriores asi que es importante tenerlos presentes.

Al concluir la seccién anterior, mostramos que el espectro de un anillo es un espacio localmente
anillado. De hecho, el espectro de un anillo es el modelo del cual construiremos a los esquema

afines.

DEerNIcION 1.55. Un esquema afin es un espacio localmente anillado (X, Ox) el cual es isomorfo

como espacio localmente anillado al espectro de algun anillo.

Asi, si consideramos cualquier anillo y su espectro, entonces tenemos definido de manera au-

tomadtica un esquema afin.

La siguiente definicion que realizaremos es la de morfismo de esquemas afines. Puesto que en
particular un esquema afin es un espacio localmente anillado, no debemos de sorprendernos de la

siguiente definicion.

DErINICION 1.56. Un morfismo de esquemas afines es un morfismo de espacios localmente ani-
llados.

De esta manera, puesto que un morfismo de esquemas afines es sélo un morfismo de espacios
localmente anillados, las definiciones correspondientes a composicion de morfismos e isomorfis-

mos se extienden de una manera natural.

El siguiente resultado que presentamos nos muestra que los morfismos de esquemas afines
tienen un cardcter completamente algebraico. Nuevamente, sélo realizaremos un bosquejo de la

demostracidn, para ver todos los detalles de la prueba puede consultarse [S].

TeorREMA 1.57. Sean A y B anillos. Se satisface las siguientes propiedades:

1. Si ¢ : A = B un homomorfismo de anillos, entonces ¢ induce un morfismo de esquemas

afines (¢*, ¢") : (Spec(B), Ospec(p)) — (Spec(A), Ospec(a))-
2. Cualquier morfismo de esquemas afines entre (Spec(B), Ospec(p)) ¥ (Spec(A), Ospec(a)) €s

inducido por un homomorfismo de anillos entre A y B como en el enunciado anterior.

DEMOSTRACION.
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1. Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos. Por la Proposicién 1.50 sabemos que la aplicacion

¢" : Spec(B) — Spec(A)
N )

es una aplicacion continua. Ahora bien, definimos el morfismo ¢ : Ospec(a) = ¢*,(Ospec(p)) de la

siguiente manera: para cada abierto U de Spec(A) asignamos el siguiente homomorfismo de anillos:

ot 2 Ospecy(U) = Ospecy (9™ (1))
s e e gy - [] B
ree (V)
a2 gso @y (@)

donde para todo q € Spec(B) se define el homomorfismo local de anillos

8 Ay = By
a w(a)
— H ——

s @(s)

2. Sea (f, f% : (Spec(B), Ospec(B)) — (Spec(A), Ospec(a)) un morfismo de esquemas afines. Al
considerar el homomorfismo asociado al abierto Spec(A) obtenemos el homomorfismo de anillos
f;pec( nE Ospec(a)(Spec(A)) — Ospec(p)(Spec(B)). Luego, al considerar los isomorfismos de anillos
Ospec(a)(Spec(A)) = A'y Ospec(p)(Spec(B)) = B podemos construir un homomorfismo de anillos ¢
entre A y B. El morfismo de esquemas afines (¢*, ¢*) construido como en el enunciado 1 coincide

con (f, . -

El siguiente resultado nos muestra que los abiertos basicos de la topologia del espacio de Zariski

de un anillo tienen de una manera natural una estructura de esquema afin.

ProposiciON 1.58. Sean A un anillo y f un elemento de A. El espacio localmente anillado
(D(f),Op(p)) es isomorfo a (Spec(A ), Ospec(a Yy de este modo, tenemos que (D(f),Op(y)) es un

esquema afin.

DEmosTRACION. Para comenzar, recordemos que tenemos definido el homomorfismo natural de ani-
llos i? : A — Ay. De este modo, por el teorema anterior se sigue la existencia de un morfismo de
esquemas afines (¢, ¢") : (Spec(A ), Ospec(a ) — (Spec(A), Ospec(a)), donde

¢ : Spec(Ay) — Spec(A)

e G
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es una aplicacion continua y para cada abierto U de Spec(A) se tiene definido el homomorfismo de

anillos

@l Ospec)(U) = Ospeciapy(¢™ (V)
sk o e - | ] @p

t — gi(s 0 @l11n(1)

donde para cada t € Spec(Ay) se tiene el siguiente homomorfismo local de anillos:

gt:At,a‘l(t) - (Aph
a
14
s
14

En primer lugar, vamos a estudiar a la aplicacion continua ¢. Por la Proposicion 1.46 sabemos que

a

los ideales primos de Ay son de la forma p, para algin p € Spec(A) de modo que f ¢ p. Asi,
como ¢(ps) = p para cualquier p € Spec(A) tal que f ¢ p, se sigue de manera inmediata que

@(Spec(A)) = D(f). Luego, podemos considerar la aplicacion continua

¢ :Spec(Ay) — D(f)
I’f (ad T

Por construccion se tiene que ¢ es una biyeccion. Lo que mostraremos a continuacion es que ¢
es una aplicacion cerrada y con ello tendremos que ¢ es un homeomorfismo. Sea J un ideal de A,
vamos a probar que ¢(V(J;)) = V(J)ND(f). Puesto que V(J;) C Spec(A ) se sigue que ¢(V(Jy)) C
@(Spec(Ay)) = D(f); ademds, por la Proposicion 1.51 sabemos que ¢(V(J;)) = V(J) lo cual implica
que ¢(V(Jy)) € V(J). Consecuentemente tenemos que ¢(V(J;)) € V(J) N D(f). Reciprocamente,
sea p € Spec(A) de modo que p € V(J) N D(f). Las condiciones J C py f ¢ p implican que
Jr C pys. Asi, como py € V(Jr) y o(pys) = p se sigue que p € p(V(Jy)) y de esta forma tenemos que
V() N D(f) € @(V(Jy)). Por lo tanto, se concluye que ¢ es un homeomorfismo entre Spec(A;) y
D(f).

Nuestro siguiente objetivo es el de construir un isomorfismo entre las gavillas Op(s) y ¢.(Ospec(a )
sin embargo, antes de realizar dicha construccién vamos a mostrar que el homomorfismo de anillos
v, + Ap = (Ay)y, es un isomorfismo para cada p € Spec(A) tal que f ¢ p. Sea p € Spec(A) tal que
féew

: . a a
e g, esinyectivo: seana € Ay u € A\p tales que - € Ker g,,. De esta forma, como gpf(;) = O(Af)pf

. . 1% a OA
se sigue que existen v € A\py n € Z, de modo que — - — = —, consecuentemente tenemos que

ol 1y
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existe m € Z, tal que f"va = 04. Luego, como vy f estdn en A\p se sigue que f™v € A\p y esto
implica que

fMva 04
- frvu frvu

a
u
Por lo tanto, concluimos que g, es inyectivo.

e g, es sobreyectivo: sean a € A, u € A\p y n,m € Z,. Afirmamos que la imagen del elemento

a
Zf‘” bajo g,, es igual a fi: en efecto,
fm
af" a
af" . 1y [
gpf( I/lfn ) - u_f‘n - i
1A fm

.. . u af" wua uf" a .
donde la ultima igualdad se satisface pues — - af” = = f - —. De esta forma, concluimos
VAL VIR VIR VI A

que g,, es sobreyectivo.
Por lo tanto, tenemos que g,, es un isomorfismo de anillos.

A continuacién construiremos el morfismo de gavillas ¢* : Opp) = 0:+(Ospec(a »)- Sea U un abierto
de D(f). Puesto que U es un abierto de D(f) que a su vez es un abierto de Spec(A) y puesto
que Op(s) = Ospec(a)lp(p)» definimos el homomorfismo ¢, : Ops)(U) = Ospec(a f)('J‘l(U )) como
&} = ¢ De una manera inmediata se sigue que ¢* es un morfismo de gavillas. Ahora, para probar
que @' es un isomorfismo serd suficiente mostrar que para cada p € Spec(A) tal que f ¢ p la
aplicacion inducida a los anillos de gérmenes (,"0“’;’)t . 2 Op(prp = Ospeciay), p, 8 un isomorfismo. Sea

p € Spec(A) tal que f ¢ p. Observemos que el siguiente diagrama es un diagrama conmutativo:

—y
‘ppf

Op(). OSPEC(A_/),P/

113
113

Ay (A )y,

8y

De la conmutatividad de dicho diagrama se sigue de manera inmediata que Zéﬁf es un isomorfismo.
Ademads, como g, es un homomorfismo local también tenemos que (,?tf es un homomorfismo local

de anillos.
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De esta manera, concluimos que (¢, ¢") es un isomorfismo entre los espacios localmente anillados
(Spec(Ay), Ospec(ap) ¥ (D(), Opis)- [

Para concluir con este capitulo, en el siguiente resultado vamos a mostrar que cuando tenemos
que un abierto bdsico que estd contenido en otro abierto basico podemos ver al primero de ellos

como un abierto basico en el segundo.

Lema 1.59. Sean f y g elementos de un anillo A. Si D(f) C D(g), entonces D(f) es homeomorfo
al abierto bdsico D(l—) de Spec(A,) y de esta forma, podemos considerar a D(f) como un abierto

bdsico de D(g).

DEemosTrACION. En primer lugar, la hipdtesis D(f) € D(g) es equivalente a los siguientes enuncia-

dos:

D(f) S D(g) < Spec(A\V(Af) C Spec(A)\V(Ag)
— V(Ag) CV(ASf)

= AfcC JAg

— dmeN, d1eA: f" = Ag.

Ahora bien, realizando la composicion de las aplicaciones naturales A — A, y A, — (A,) L obte-
A

nemos el siguiente homomorfismo de anillos:

yiA — (Ag)ﬁ
a
a }_i
1

Luego, observemos que la imagen de f bajo ¢ es una unidad en (A,) Lien efecto,
A

oSl f s
o _ Lo 1o _ 14 _La
()[/(f) f - IA f - f _1 _I(Ag)ﬁ’
Ly 1a 1a 1a 14
S LS

1
donde la ultima igualdad es verdadera ya que 1—A R TEE T en A,. De esta forma, por
A la A A g
la propiedad universal de la localizacion para anillos se tiene la existencia del homomorfismo de
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anillos

a
a 1,4
—_— '._) E——
Iz 7"

L4

Vamos a probar que ¢ es un isomorfismo de anillos. Comenzaremos mostrando la inyectividad:

tenemos que existe z € Z, de

seana € Ay n € Z, tales que ]% € Ker Z Asi, como Z(i) O, L

fn

fz a OA W

modo que T T-1T en A,, consecuentemente existe w € Z, de modo que g" f*a = 04. Luego,
A la A

la dltima igualdad implica que 1*g" f*a = 04 y como f™ = Ag se sigue que f™**a = 0,. De este

a me+Za OA
modo, como — = =

fn - fmw+zfn - fmw+z+n

Ahora, probaremos que ¥ es sobreyectiva. Seana € Ay r,s € Z,. Afirmamos que la imagen del

= 04, concluimos que ¥ es inyectiva.

r

elemento I - bajo W es igual a > fs , en efecto:
14
a X a7 a
~ A'a 1 1 1 r 1
o ) = A Ia A _ & A

fmr+s - fmr+s - E ’ fmrfs - l_A fmrfs =
La Ly 1a 14 1a

Asi, concluimos que ¢ es un isomorfismo de anillos.

el IR LR

De este modo, como ¢ : A ¢ — (Ag) s es un isomorfismo, por la Proposicion 1.51 se sigue que
A

Spec((A,) s ) es homeomorfo a V(Ker J) = V({04,}) = Spec(Ay). Por ultimo, por la proposicion
Ta
anterior tenemos los homeomorfismos Spec((4,) s ) = D(li) y Spec(Ay) = D(f) de los cuales se
14 A ’

concluye que D(f) es homeomorfo a D(i). -
L4



Capitulo 2

Gavillas de Modulos

En este capitulo vamos a estudiar una clase especial de gavillas: las gavillas de médulos. En la
primera seccion definiremos las gavillas de médulos y estudiaremos algunas de sus propiedades,
no serd una sorpresa que en esta seccion y en las posteriores aparezcan algunos resultados andlogos
a los de la Teoria de Mddulos. En la segunda seccidén nos enfocaremos en una clase especial de
gavillas de mddulos, las generadas por una familia de sus secciones globales. Motivados por la
construccion de la gavilla imagen directa, en la tercera seccion construiremos una gavilla a partir
de una aplicacién continua entre espacios topoldgicos y una gavilla sobre el codominio: la gavilla
imagen inversa. Para finalizar con este capitulo, en la cuarta y tltima seccion realizaremos la cons-
truccion de una gavilla de médulos a partir de una pareja de gavillas de médulos, nos referimos al

producto tensorial de gavillas de modulos.

1. Nociones Basicas

En esta seccion introduciremos el concepto de gavilla de mdédulos sobre un espacio anilla-
do. Después de definir las gavillas de médulos estudiaremos algunas de sus propiedades, ademads,
motivados por algunos resultados de la Teoria de Mddulos obtendremos resultados andlogos para

gavillas. Comenzaremos definiendo al objeto que da nombre a este capitulo.

DerNiciON 2.1. Sea (X, Oy) un espacio anillado. Una gavilla de Ox-mddulos (respectivamente,
pregavilla de Ox-modulos) es una gavilla (respectivamente, pregavilla) de grupos abelianos ¥ sobre
X tal que para cada abierto U de X el grupo abeliano ¥ (U) tiene una estructura de Ox(U)-médulo,
y tal que para cualesquier abiertos U y V de X de modo que V C U se tiene que el homomorfismo
pgcg : F(U) = F(V) es compatible con el homomorfismo de anillos pOX‘L,’ :O0x(U) - Ox(V), es

decir, se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo:

poy Uxpsl pFY

45
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Vamos a fijar terminologia y realizaremos una observacion para un espacio anillado (X, Ox):

e Cuando no existan diferencias o confusién en tomar una gavilla o pregavilla de Ox-médu-
los, simplemente diremos que tenemos un Oyx-moédulo o un médulo sobre (X, Oy).
e Si ¥ es un Ox-mddulo, para cada p € X el grupo de gérmenes ¥, hereda una estructura de

Oy ,-modulo dada de la siguiente manera:

Ox, X% - Fp
IV, DLLU ) = [V NUpogyay) - priny())]

Para definir un morfismo entre gavillas de médulos, vamos a necesitar una condicién més a las

ya establecidas en los morfismos de pregavillas de grupos abelianos.

DEerINICION 2.2. Sean F y G mddulos sobre Ox donde (X, Oyx) es un espacio anillado. Un mor-
fismo ¢ entre ¥ y G es un morfismo entre las gavillas ¥ y G tal que para cada abierto U de X el
homomorfismo ¢, es una aplicaciéon Ox(U)-lineal.

Al igual que en la Teoria de Mddulos, dados ¥ y G médulos sobre Oy donde (X, Oy) es un
espacio anillado, podemos considerar el conjunto de todos los morfismos entre ¥ y G que deno-
taremos por Homy, (¥, G). Dicho conjunto no s6lo es un conjunto, también tiene una estructura

algebraica. En efecto, la siguiente proposicion nos hablara de este hecho.

ProprosicION 2.3. Sean F y G modulos sobre Ox donde (X,Ox) es un espacio anillado. De

manera natural, el conjunto Homp, (¥, G) tiene una estructura de Ox(X)-modulo.

DEMOSTRACION. Es claro que Homy, (¥, G) es un grupo abeliano, asi que solo resta definir un pro-

ducto de elementos de Homy, (¥, G) por elementos de Ox(X). Definimos la siguiente operacion:

-1 Ox(X) x Homo, (¥,G) — Homo, (¥,G)
donde para cada abierto U de X se define la aplicacion
ey : F(U) — G\)
a = poy(A) - gya

Comencemos verificando que el producto anterior estd bien definido. Sean 1 € Ox(X) y ¢ €
Homy, (¥, G). Observemos que para cada abierto U de X por construccion se tiene que (A¢)y
es una aplicacion Ox(U)-lineal (véase Lema A.1). Sélo resta probar la compatibilidad con las res-

tricciones para mostrar que Ag es un morfismo. Sean U y V abiertos de X tales que V € U, vamos
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a mostrar que el siguiente diagrama es conmutativo:

FU) — 2 Gw)
Py PGy
FV) = G(V)

Seaa e F(U),

P6v(poyy () - u(@))
= poyl (Poyy (D) - peY(eu(a))
Poxu(D) - pv(pri(a))

APy © pry(a).

Pgy © (Ap)y(a)

Asi, tenemos que Ag es un morfismo. Ahora, sean A, € Ox(X) y ¢,¢ € Homy, (7, G) tales que
(4, ) = (u, ). Vamos a mostrar que d¢ = iy, para ello, mostraremos que para cada abierto U de
X se tiene que (d¢)y = (uy)y. Sea U un abierto de X. La igualdad (4, ¢) = (u, ) implica que 4 = u
y que ¢ = i, a su vez este hecho implica que po, 3 (1) = po, (W) y que ¢y = Y. Seaa € F(U),

observemos que

(Ap)u(@) = po, (D) - ¢u(@) = poyy (W) - Yu(@) = (Wh)y(a).

De esta forma tenemos que las aplicaciones (d¢)y y (uy)y tienen el mismo dominio, codominio y
regla de asignacion se sigue que son iguales y como U fue un abierto arbitrario de X concluimos

que A¢ = . Por lo tanto, tenemos que el producto - esta bien definido.

Ahora, lo que resta a probar es que el producto - cumple con los requerimientos de un producto
externo. Sean A, 4 € Ox(X)y ¢, ¥ € Homp, (¥, G). Para mostrar las siguientes igualdades A(p+y) =
Ap+ Ay, (A+ ) = Ap+up, (e = Aue) y loyx)¢ = ¢ vamos a mostrar que para cada abierto U
de X las correspondientes aplicaciones Ox(U)-lineales son iguales. Sea U un abierto de X. Puesto
que todas las aplicaciones Ox(U)-lineales tienen por dominio a ¥ (U) y por codominio a G(U), sélo

resta probar que tenemos la misma regla de asignacion. Sea a € ¥ (U),

poxy() - (¢ + Y)u(a))

Poy (D) - (pu(a) + Yy(a))

POy () - ¢u(@) + o (D) - Yu(a)
(g + W), (a).

(Alg + )y (@)
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(A+we)y(@) = poy(d+p) - pu(a)

= (pox 3D + poyw) - pula)
= po,p(d) - eu(@) + po, (1) - pu(a)
= (g +pp)y(a).

((Ae)y(@ = poyy(Ap) - pula)
= (poxy(Wpocs (W) - ula)
= po.yD - (poxi (W) - pu(@))
= (Aup))y(@).

(Loy®) (@) = poy i (loyx) - u(@) = loyw) - eu(@) = u(a).

De esta forma, hemos comprobado que - es un producto externo y asi concluimos que Homy, (¥, G)
es un Ox(X)-médulo. —

Particularmente vamos a estar interesados en determinar al Ox(X)-médulo Homy, (Ox, ) don-
de ¥ es un Ox-mddulo sobre un espacio anillado (X, Ox). El siguiente resultado nos brindara una

caracterizacion de este modulo, el lector podra notar la similitud con el Lema A.2.

ProprosicioN 2.4. Sea F un Ox-mddulo sobre un espacio anillado (X, Oy). Existe un Ox(X)-
isomorfismo entre Homo, (Ox, ) y F (X).

DemosTRACION. En primer lugar, consideramos la siguiente asignacién entre Homg, (Ox, ) y F (X):
® : Homy,(Ox,F) — F(X)
¢ = ox(loyx))

Vamos a mostrar que @ es una aplicacioén bien definida: consideremos a ¢ y ¢’ elementos de
Homy, (Ox, ¥) tales que ¢ = ¢’, asi, para todo abierto U de X se tiene la igualdad ¢y = ¢},. De
manera particular, cuando U = X tenemos que ¢x = ¢} y esto implica que ¢x(1o,x)) = ¢y (Loyx))-
Por lo tanto, concluimos que ® es una aplicacion bien definida.

Ahora, observemos que ® es una aplicaciéon Ox(X)-lineal: en efecto, sean A, u € Ox(X) y ¢, ¢ €
HomOX (OXa T)a

O(Ap + ) (Ap + )y (Loyx))
(1p)x(loyx) + (w)x(1oyx))
Poxx() - ex(logx) + porx () - wx(loyx)

AD(p) + ud@).
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En segundo lugar, vamos a definir una aplicacion entre ¥ (X) y Homy, (Ox, 7). Para poder realizar
dicha construccion, dada una seccion global de ¥ debemos construir un morfismo Ox-lineal entre

Oxy ¥ .Sean s € ¥(X) y U un abierto de X. Consideramos la siguiente asignacion:
fo:0x(U) -  F(U)
a  a-pry(s)
Por construccién tenemos que f;; es una aplicacion Ox(U)-lineal entre Ox(U) y ¥ (U) (véase Lema

A.2). Ahora, consideramos a f* como la familia (f})) {U abierto de X} Afirmamos que f* es un morfis-

mo: en efecto, sean U y V abiertos de X tales que V € U. Vamos a mostrar que el diagrama

i

Ox(U) F(U)
Poxy Py
Ox(V) F V)

S

v

es un diagrama conmutativo. Sea a € Ox(U),

pry o fila) = pry(a-pri(s)
= poxy (@) - pry (PF7(8))
= poyy (@) - pry(s)
= fileo,y (@)
= [ o pogy(@).
Por lo tanto, f* define un morfismo entre los Ox-mddulos Oy y F. De este modo, definimos la
siguiente asignacion entre ¥ (X) y Homy, (Ox, F):
¥:F(X) — Homg,(Ox,F)
s - f
Comenzaremos mostrando que ¥ es una aplicacion bien definida: sean s y ¢ secciones de # sobre
X tales que s = ¢y sea U un abierto de X. Del hecho que s =  se sigue que pgy;(s) = psi (1),
esto implica que A - prp(s) = A - pspy para todo A € Ox(U), es decir que f;(1) = fi,(1) para todo

A € Ox(U) y de esto se sigue que f;; = f;,- De esta forma, como f;; = f{, para cualquier abierto U

de X se sigue que f* = f’. Asi, tenemos que ¥ es una aplicacion bien definida.

En seguida, mostraremos que W es una aplicacién Ox(X)-lineal. Sean A,u € Ox(X) y s,t € F(X).

Queremos mostrar que W(As + ut) es igual a AW(s) + u'¥(¢), es decir, queremos mostrar la igualdad
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entre los morfismos f¥* y Af* + uf'. De este modo, para probar la igualdad entre los morfismos
deseados vamos a probar que para todo abierto U de X se tiene que (f**),, = (Af* + uf"),. Sea
U un abierto de X. Como las aplicaciones (f**), y (A1f* + uf"), tienen el mismo dominio y

codominio sélo resta verificar que tienen la misma regla de asignacion. Sea a € Ox(X),

(f/lS+/Jt) U(a)

a- pry(ds + pr)

a- (o3 - pri(s) + po W) - pry(1))
oy - (a- pri(9) + po ) (a - pr(®)
= pos(D) - f35@) + po,h () - fi(@)

= (Af +pf)yla).

Asi, como tenemos que la igualdad (f¥**"),; = (Af* + uf")y se cumple para cualquier abierto U

de X, se sigue que los morfismos Y y Af* + uf' son iguales y por consiguiente se tiene que
Y(As + ut) = A¥(s) + u'¥(¢). Por lo tanto, W es una aplicacion Ox(X)-lineal.

Finalmente, vamos a mostrar que ® y ¥ son aplicaciones inversas, es decir, que ® o ¥ = idg#(x) y
que ¥ o @ = idHom, x5 Sea s € F(X), como

® o P(s) = DY(s)) = O(f*) = fy(loywm) = Loy - prx(s) = s

concluimos que ® o ¥ = id#(x). Ahora, sea ¢ € Homg, (Oy, ). Para mostrar que ¥ o ®(¢) es igual
a ¢ vamos a mostrar que para todo abierto U de X se tiene que (¥ o ®(¢)),, = ¢y. Sean U un abierto
de X y t € Ox(U). Observemos que ¥ o ®(p) = P(D(p)) = P(px(loyx))) = f#1ox@) esto implica

que

(¥ 0 (@), (1) = £ (1) = 1 prF(ex(Loy) = 1 - eu(poy S (Logwm) = eu(?).

De esta forma, como (Yo ®(y)),, y ¢y tienen el mismo dominio, codominio y regla de asignacion se
sigue que dichas aplicaciones son iguales. Ademds, como U fue un abierto arbitrario de X tenemos
que los morfismos Y o ®(¢) y ¢ son iguales y consecuentemente tenemos que Yo ® = idHomOX(OXf)-

Por lo tanto, como tenemos que @ y ¥ son aplicaciones inversas concluimos que existe un Oy(X)-
isomorfismo entre Homp, (Ox, ¥) y ¥ (X). -

Recordemos que a partir de una familia de médulos podemos construir el producto y la suma
directa que tienen una estructura de médulo (véase la Seccién 1 del Apéndice A). Basados en esta

idea vamos a realizar una construccién analoga para el caso de una familia de gavillas de médulos.

TeOREMA 2.5. Sea (F;)ic; una familia de gavillas de Ox-mddulos sobre un espacio anillado
(X, Oyx). El producto de gavillas denotado por [1;c; Fi es la gavilla de Ox-modulos definida de la
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siguiente manera: para cada abierto U de X asignamos ([1;e; F1) (U) = [l Fi(U), ysi U y V son
abiertos de X tales que V C U la restriccion pnielgg estd dada por

PrLa7y :(]_[7—7)«1) - (]—[ﬁ)m

i€l i€l
U
(Si)ier = (p?',-v(si)),-e[
Ademds, de manera natural para cada j € I tenemos definido un morfismo rt; : [;c; Fi — F; donde

para cada abierto U de X se tiene que

Ry (]_[ 7—7) ) - FiU)

iel

(8i)ier d S

DEemosTRACION. En primer lugar, mostraremos que [ [;; 7 es una gavilla de grupos abelianos. Sea U
un abierto de X. Puesto que cada miembro de la familia (;),c; es en particular una gavilla de grupos
abelianos se sigue que 7;(U) es un grupo abeliano para todo i € I y esto implica que [];e; F:(U)
tiene una estructura de grupo abeliano. Asi, para cada abierto U de X se tiene que ([[;c; F)(U) es

un grupo abeliano. A continuacién mostraremos que | [,c; 7 satisface los axiomas de una gavilla:

PG1. Como ¥; es una gavilla, entonces para cada i € [ se tiene que F;(0) = {0}, de esto se sigue
que [[,; F:(0) = {0} y por lo tanto tenemos que ([ [;c; F:)(0) = {0}.

PG2. Sean U un abierto de X y s; € 7;(U) para cada i € I. Como tenemos que pH’.E[?—'I.Z((Si)Z‘e]) =
(o70(5D))ier = (si)ier se concluye que pry,, 75 = idqy, 7).

PG3. Sean U, V y W abiertos de X tales que W C V C U. Sea s; una secciéon de F; sobre U para
cada i € I. Puesto que

p“ielﬁg/ opnislﬁg((si)iEI) = pl—liezﬂz//v((pﬁg(si))iel)
(Pﬁgv(pﬁg(si)))iel
(07w (5));er

= Pl ﬁ%((si)iel),

s€ tiene la igualdad pl_[ig '7'7& ° pniel 7‘75 = p“iel 7‘7‘%'

Ahora, sean U un abierto de X y (U,,),, una cubierta abierta de U.

G1. Sea s; € F,(U) para cada i € I de modo que pH[drﬁZ ((s1)ier) = Oy, 7w, Paratodo n € L.
De este modo, para todo n € L se sigue que (o7, (5)ic; = Pl 7ig;, ((5Dier) = Oy, 7w,
Sea i € I. La ecuacion anterior implica que pgcign(s,-) = O, para todo n € L, luego,

el hecho que (U,),; es una cubierta abierta de U y que 7; es una gavilla implican que
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s; = Ogy. Asi, como tenemos que s; = Og ) para todo i € I se concluye que (S;)ic; =
011, -

G2. Sea ((5])icr)ner una familia de secciones de []; F; tal que (s7)ic; € (I ];e; F1)(U,) para todo
n € Ly tal que pnielﬁg:wm((s;’)ie,) = pniel«,r[g:wm((sj”)ie]) para cualesquier n, m € L. Luego,

para cada n,m € L se sigue que

U, Uy, Un Un
Pl 7iow, ((5Dier) = 070" au, D)ier = OF 0, (57 ))ier = Pl 7w, (57 ier)-

. . . . . U ny __ Up m 1
Sea i € 1. La igualdad anterior implica que pg, /", (s}) = pg'y (s7) para cualesquier
n,m € L, ademds, como (U,),c, €s una cubierta abierta de U y F; es una gavilla se sigue
que existe s; € F;(U) tal que p;cl.g (s;) = s! para cada n € L. De este modo, (s;);e; €s la
seccidn que buscamos: en efecto, por construccion se tiene que (s;),c; €s una seccion de

[1i; Fi sobre U y para cada n € L tenemos que pyy,., 7, ((8)ier) = (07, (5))ies = (81ier-

De esta manera, concluimos que [[;;; 7; es una gavilla de grupos abelianos sobre X. Ahora bien,
puesto que cada miembro de la familia (7;),e; es un Ox-mdédulo y para cada abierto U de X se tiene
que F;(U) es un Ox(U)-modulo para cada i € I, se sigue que [],c; 7:(U) tiene una estructura de
Ox(U)-moédulo. Lo tnico que resta por verificar para concluir que [];.; 7; es un Ox-mddulo es la
compatibilidad de las restricciones con el producto externo: sean U y V abiertos de X tales que

V € U. Vamos a mostrar que el siguiente diagrama es conmutativo:

OX(U)X(E?Z)(U) (gﬁ)(U)
pOXl\jXpHielfig pl—lfelﬁ‘g
Ox(V) x (11 7’7‘) V) (I—; 7‘7') V)

Sean s; € F;(U) paracadai € I 'y A € Ox(U),
pHiezﬁg(/l : (si)iEI) = PHiezﬁg((/lsi)iel) = (poxg(/l) : p‘ﬁg(si))iel = pOX%/](/l) 'PH[ez‘ng((Si)iel)-
Por lo tanto, concluimos que [];;; 7; es una gavilla de Ox-mddulos sobre X.

En segundo lugar, vamos a mostrar que la aplicacién r; : [[;; #; — F; es un morfismo para cada

J € 1, donde recordemos que para cada abierto U de X se define

ﬂjui(nfi

iel

) — F,U)

(Si)ier = S
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Sea j € 1. Obsérvese que para cada abierto U de X la aplicacion r;,, es la proyeccion de un producto
de médulos a uno de los factores por lo cual 7, es una aplicacion Ox(U)-lineal. Ahora, sean V'y

W abiertos de X tales que W C V. Vamos a probar que el siguiente diagrama

(H, 9’,-) V) — 2 F(V)
Pllic Fivy Py
(_q %)(W) e FW)

es un diagrama conmutativo. Sea s; una seccién de ¥; sobre V para cadai € I,
v Vv _ 14 _ 14
PFiw © njV((si)iEI) - pﬁw(sj) - njw((p‘ﬁw(si))iel) =Ty © pl'[,-glﬁw((si)iel)-

Por lo tanto, tenemos que p#", o m;, = 7., © pr._ 7, y de esto se sigue que 7; es un morfismo.
Fiw jv Jw [lie: Fiw j

Como j fue un indice arbitrario en / concluimos que 7; es un morfismo para todo j € I. —

TEOREMA 2.6. Sea (F;)ic; una familia de gavillas Ox-moédulos sobre un espacio anillado (X, Oy).
La suma directa de gavillas denotada por @ielﬁ- es la gavilla de Ox-modulos definida de la
siguiente manera: para cada abierto U de X asignamos (@iel ﬁ) U) = @ielﬁ(U), ysiUyV

son abiertos de X tales que V C U la restriccion p@_dﬁg estd dada por

pes. o[ Bri| 0 ~ (D|w

i€l i€l
U
(sdiet = (O7v(8))es
Ademds, de manera natural para cada j € I tenemos definido el morfismo o : F; — @ie]ﬁ

donde si U es un abierto de X se tiene que

Tjy P FHU) = [@ %](U)
i€l
5j

S = 0'}‘1.((]) Sii€ I\{_]}

=S

s (S)ier = {

DEemosTRACION. La prueba de que @ie , Fi es una gavilla de Ox-mddulos es practicamente la misma
demostracion usada para mostrar que el producto de gavillas de Ox-mddulos es una gavilla de Oy-
modulos. Asi, s6lo nos resta mostrar que la aplicacion o; : F; — €., % es un morfismo para
todo j e I.
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Sea j € 1. Observemos que para cada abierto U de X la aplicacion o, es exactamente el encaje
de un médulo una suma directa de médulos por lo cual se tiene que o, es una aplicacién Ox(U)-
lineal. Ahora, sean V y W abiertos de X tales que W C V. Vamos a mostrar que el siguiente

diagrama

F(V) o (@ﬁ)m

iel

%
PTjw P®ict Tiw

FiW) —— (EB?:-)(W)

i€l
es un diagrama conmutativo. Sea s una seccion de ¥; sobre V. Por un lado se tiene que
v v v v
PD.., 7y © Tiv(9) = 0@, 7, (T () = P, 7y ((SDier) = (P (5))ies
y de esto se sigue que

PF(S)) = priv (5)

Vv
@,el w v { pﬁ}//v(sl) = 07:1'(W) S11 € I\{]}

Por otro lado tenemos que
T © P71y (8) = 0 (7,1,(9)) = (07,1, (i)
y esto implica que

(074, (5))j = P73, (8)
(pﬁ;/(s))i =0gsmw)  siiel\{j}

% R v . ,
De esta forma, tenemos que PP, iy © Tiv = Tjw © Py, Y de esto se sigue que 0; es un morfismo.

Tjyy © P (8) = {

Puesto que j fue un indice arbitrario en /, concluimos que 7; es un morfismo para todo j € 1. i

En resumen, a partir de una familia (7;),c; de gavillas de Ox-mddulos sobre un espacio anillado
(X, Ox) hemos construido su producto [];c; #; y su suma directa EB,‘ .; i que cuentan con una es-
tructura de gavilla de Ox-médulos. Ahora que hemos construido estas nuevas gavillas, una pregunta
natural es como son sus médulos de gérmenes. Los siguientes resultados nos daran respuestas a esta
pregunta, en el caso del producto tendremos una respuesta parcial y en el caso de la suma directa

tendremos una respuesta definitiva.

PRrOPOSICION 2.7. Sea (F;)ie; una familia de gavillas de Ox-mddulos sobre un espacio anillado

(X, Ox). Para cada p € X se tiene definida una aplicacion Oy ,-lineal entre ([1;c; F), ¥ [1ie/(F1) -
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DEmoSTRACION. Sea p € X. Definimos la siguiente asignacion:

ﬂﬁ] - [ &,
p

i€l i€l
(U, (s)ieD)] ([(Uasi)])iel

Comenzaremos mostrando que f es una aplicacién bien definida. Sean U y V abiertos de X que

f:

contienen a p y paracadai € I sean s; y t; secciones de F; sobre U y V respectivamente de modo que
[(U, (spier)] = [(V, (t)ier)]- Asi, existe W un abierto de X que contiene a p y que estd contenido en

U NV tal que pry,, 7 5((sDier) = pri., 7y (()ier), es decir, tal que (o7 5(5:);c; = (071(1));;: luego,
este hecho implica que pz 4 (s;) = pry,(;) para cualquier i € 1. Gracias al abierto W se sigue que

[(U, s)] = [(V, ;)] para cualquier i € I y consecuentemente se tiene que ([(U, 5))1);.; = ([V, t)]),;-

iel —

Por lo tanto, concluimos que f estd bien definida.

Ahora, vamos a probar que f es una aplicacién Oy ,-lineal. Sea U un abierto de X que contiene a
p, sean Ay u elementos de Ox(U) y para cada i € I sean s; y t; secciones de F; sobre U. Notese que

podemos suponer que todas nuestras secciones se encuentran sobre el mismo abierto.

S, VI, (s)ien)] + [(U, I, (t)ier)]) S, (s + pti)ien)])
= ([(U, As; + ut)]) g,
= ([, As)D);ie; + (LU, )]s
= ([U, DI, 50D, + (WU, U, 1)]),¢
= [(UD]- ([, s)])ig; + (U, 0] - (U, 1)])
= [(U, D] f(IWU, (s)ien]) +
[(U, )] - £, (t)ieD)])-

Por lo tanto, concluimos que f es una aplicacién Oy ,-lineal. 3

ProPOSICION 2.8. Sea (F;);e; una familia de gavillas de Ox-mddulos sobre un espacio anillado
(X, Ox). Para cada p € X existe un Oy, ,-isomorfismo entre (@ie[ ﬁ)p y @iel(ﬁ)p.

DEeMoSTRACION. Sea p € X. Vamos a considerar la siguiente asignacion:

r (@ ﬁ-) S D,
i€l P i€l
(U, (sDier)] ([(U, Si)])iez
La demostracién de que f es una aplicacién Oy ,-lineal es practicamente la demostracién realiza-

da en la proposicion anterior asi que omitiremos los detalles. Por otro lado, vamos a definir la
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asignacion

g: P, - [@T}

i€l iel

(WUirsDier = 1\ Un orf gy, (sidien)]

kel

Comenzaremos mostrando que g es una aplicacién bien definida. Para cada i € I consideramos
un abierto U; de X que contiene a py s; € F;(U;). Por hipétesis tenemos que todos los elemen-
tos de ([(U;, s:)]),.; son iguales a cero excepto un nimero finito de ellos, es decir, se tiene que
[(U;, s:)] = [(X, 0£x))] para todo i € I a excepcion de un nimero finito de indices, asi, sin pérdida
de generalidad podemos suponer desde el inicio que U; = X y que s; = Ogx) para todo i € [
a excepcion de un nimero finito de indices. Con esto se sigue que (;c; Ux €s una interseccion
finita de abiertos de X y por lo tanto es un abierto de X, ademads, dicho abierto contiene a p. Por
otro lado, para cada i € [ tenemos que pg%’k _ u,(81) es una seccién de F; sobre (e Uy, esto im-
plica que (pr,r ﬂk ) Uk(s,-))iel es una seccion de EBH ¥ sobre (\e; Uk y por lo tanto concluimos que
[(Nies Uk,pgciﬂkel v, (s0))] es un elemento de (€D, ) ,-

Ahora, para cada i € [ consideramos a U; y V; abiertos de X que contienen a p, s; € F;(U,)
y t; € Fi(V;) de modo que ([(U;, Si)]),-el = ([(V;, fi)]),-ep vamos a mostrar que g(([(U;, Si)])iel) =
g(([(Vi, t)]1),e;)- Sea j € 1. Puesto que [(U;, s;)] = [(V, ;)] se sigue que existe un abierto W; de X
que contiene a p de modo que W; € U;NV; y de modo que pf/% (sj) = pﬁ%(tj). Ahora bien, como
([(Uis s)1),e; ¥ ([(Vi5 1)]),; son elementos de la suma directa, se sigue que [(U;, s;)] = [(Vi,1)] =
[(X, O#x))] para todo i € I a excepcion de un nimero finito de indices; para los indices i € I que
cumplen con la igualdad anterior podemos considerar al abierto W; como el abierto X. Asi, el abierto
(Mker Wi asegura la igualdad [((e; Us, (pﬁﬁ”kd v, DieD] = [(Mier Vs (pﬁ%"kd v, ()ien)]: en efecto,
claramente (),c; Wi es un abierto de X que contiene a p, estd contenido en ((ee; Ux) N (Nies Vi) ¥

ademads se satisface que

Mker U R — Miker Uk .
p@/eszﬁklwk((pTﬂkelUA l))iel) - ( ’ﬂie;Wk meklU/u( ’))iel

pfﬂk IWk )el
- (pfﬂkelwk p7-‘W1(S))

= (pﬁm:{el Wi opﬂu;i(ti))iel

_ Vi )

- (p¢ {Mier W (t’))iel

_ Mier Vi Vi )

- ( Fiker Wi © P iMker Vk(t’))iel

aV
p@/el ]le‘/[ﬁ (@‘fﬂkelvk( ))161)
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De esta forma, comprobamos que g es una aplicacion bien definida.

En seguida, vamos a mostrar que g es una aplicacién Oy ,-lineal. Sea U un abierto de X que contiene
a p, sean A y u elementos de Ox(U) y sean s; y t; secciones de F; sobre U para cada i € I. Notese

que podemos suponer que todas las secciones involucradas se encuentran sobre el mismo abierto.

g (U] - (U, )N + (U] - (U 1)]),ey) = & (LU As; + pt)]),e, )
= [(U, (As; + pti)ier)]
= [(U,(AsieD)] + [(U, (uti)ier)]
= [(U, D] [, (spiep)] + [(U, ] - [(U, (t)ien)]
= (U] g (U, D)oy +
(U1 g (W 1)])yey) -
Con esto, hemos comprobado que g es una aplicacion Oy ,-lineal.

A continuacién, vamos a mostrar que f y g son aplicaciones inversas, es decir, vamos a probar que

of=id ue fog=1id . En primer lugar mostraremos que g o f = id :
§ f (@isl 7'—"),; yd f § Dic T p & que g f (@iel 7:t)
sean U un abierto de X que contiene a p y s; una seccion de F; sobre U para cadai € I,

g0 fUWU, (sDien) = & (LW, 50))iey) = (U, (sidien)].

Ahora probaremos que f o g = idg _(s,,: para cada i € [ sean U; un abierto de X que contiene a p
y s; una seccion de F; sobre U,,
£ o8 (Wi sDier) = FA ) Un lorfi, (50D = () Usoprifi 1, 5D Dics = (Ui, 50D -
kel kel
Con esto, hemos mostrado que f y g son aplicaciones inversas y de esta forma concluimos que
existe un Oy ,-isomorfismo entre (P, F1), y D, (F),- -

El préoximo resultado nos dice cudl es la relacidn entre la restricciéon de una suma directa de

gavillas y la suma directa de restricciones de gavillas.

Lema 2.9. Sea (F;),; una familia de gavillas de Ox-modulos sobre un espacio anillado (X, Oy).
Para todo abierto U de X se tiene un isomorfismo entre las gavillas ( @ie[ 7—',)| uY @ie , Filu.

DEmMosTRACION. Para mostrar el isomorfismo entre las gavillas deseadas mostraremos que para cada

punto de X se tiene un isomorfismo entre sus modulos de gérmenes. Sea p € U.

[( s> 7) U]p = (@?) = B, = P, > (D7)

i€l
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Por lo tanto, concluimos que (@ie] Ti)|U = @idﬁly. .

En el caso particular en que para una familia de gavillas de Ox-mddulos (77;);c; sobre un espacio
anillado (X, Oy) se tiene que F; = F para todo i € I, denotaremos
[r-r v @r-r
i€l i€l
Es probable que esta notacion nos recuerde a una clase de modulos que tienen una gran importancia

en el Algebra Conmutativa: los médulos libres. Nuestro siguiente objetivo serd el de definir la

nocidn de libre en la Teoria de Gavillas.
DeriNiciON 2.10. Sea ¥ un Ox-mdédulo sobre el espacio anillado (X, Oy).

1. F es libre si existe un conjunto no vacio / tal que F = Og{).

2. F es libre de rango r si existe r € N tal que F = Of.

3. F es localmente libre si existe una cubierta abierta (U;);e; de X tal que 7|y, es libre para
todoi € I

4. F es localmente libre de rango finito si existe una cubierta abierta (U;);e; de X tal que 7|y,
es libre de rango finito para todo i € I.

5. F es localmente libre de rango r si existen una cubierta abierta (U;),c; de X y r € N tales
que ¥ |y, es libre de rango r para todo i € 1.

6. F es invertible si  es una gavilla localmente libre de rango 1.

Consideremos a ¥ un Oy-médulo sobre un espacio anillado (X, Ox). Recordemos que en la
Proposicion 2.4 hemos determinado al Ox(X)-médulo Homy, (Oy, ¥). Utilizando nuestra nueva
terminologia, dicha proposiciéon nos dice que hemos determinado al Ox(X)-mddulo de morfismos
entre un Ox-mddulo de rango 1 y un Ox-mddulo. Lo anterior nos sirve de motivacién para pre-
guntarnos si es posible determinar al Oy(X)-médulo de morfismos entre un Ox-médulo libre y un
Ox-modulo cualquiera. El siguiente lema nos serd de gran ayuda para determinar dicho médulo.
Nuevamente, el resultado obtenido serd similar a uno que se tiene en Teoria de Mddulos, en con-

creto, al Lema A 4.

Lema 2.11. Sean (X,Ox) un espacio anillado y F un Ox-mddulo. Si [ € Homox(Og),T),

entonces f estd completamente determinado por fy.

DEmosTRACION. Sea U un abierto de X. Si U = (), nada a probar. Supongamos que U es no vacio.
. . . . X —
Como f es un morfismo y U es un abierto que estd contenido en X, se sigue que pgy, © fx =

fu o po(nfj . De manera particular, si consideramos la base estandar (¢));e; de Ox(X)” se tiene que
X
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pry o fx(ed) = fyo Poﬁ?é (¢X) para cada i € I. Por otro lado, sabemos que fy estd completa-
mente determinado por la base de Ox(U)": la familia linealmente independiente (e );c;. Sea i € 1.
Recordemos que Po;?f, actia coordenada a coordenada, de esta forma, tenemos que Pogﬁ)f, () =éV
y consecuentemente que fy(e”) = fy o pog)i (€X) = pgy o fx(eX). Por lo tanto, fy estd determinada

por fx. 3

ProprosicioN 2.12. Sean (X,Oy) un espacio anillado y F un Ox-mddulo. Existe un Ox(X)-
isomorfismo entre Homp, OD, F)y F(X).

DemosTrACION. Considerando la base esténdar (e)),., de Og)(X ), definimos la siguiente asignacion:

i€l

go:HomOX(Og),T) - FX)
f = (fX(er))iel

En primer lugar, mostraremos que ¢ estd bien definida: sean f, g € Homp, (Og), ¥ ) tales que f = g.
Como f = g se tiene la igualdad f; = gy para cualquier abierto U de X, de manera particular
tenemos que fy = gyx. Consecuentemente se tiene que fy(eX) = gx(e) para cada i € Iy de esta
forma tenemos que (fx(e))),.; = (gx(eX)),.;- Por lo tanto, ¢ estd bien definida.

Ahora, vamos a probar que ¢ es una aplicaciéon Ox(X)-lineal. Sean A y u elementos de Ox(X) y

sean f y g elementos de Homg, (O, F),

eAf +pg) = ((Af +pex(e))
(PoX() - fi(el) + po,Xh) - gx(e))),,
A+ (fute) + - (xte),,

Ap(f) + pup(g).

De esta forma, tenemos que ¢ es una aplicacion Ox(X)-lineal.

A continuacién probaremos que ¢ es inyectiva: sea f un elemento de Homy, O, F) tal que f €
Ker ¢. Como (fx(e))),; = Orxy tenemos que fx(eX) = Ogx) para cada i € 1. De esta forma, como
fx es una aplicacion que anula a cada elemento de la base estandar de Og) se sigue que fx es la
aplicacion nula. Ahora bien, por el lema anterior sabemos que f estd completamente determinada
por fx, consecuentemente se tiene que para cada abierto U de X la aplicacion fy es la aplicacion

nula y esto implica que f es el morfismo nulo entre Og) y ¥ . Por lo tanto, ¢ es inyectiva.
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Por ultimo, mostraremos que ¢ es sobreyectiva. Sean (s;);c; una familia de secciones de F donde
s; € F(X) paracadai € I y U un abierto X. Definimos la aplicacion
fu:OPW) - F(U)
(mier Z m; - gy (si)

i€l

Por construccion f;; es una aplicacion Ox(U)-lineal entre Og)(U )y ¥ (U) (véase Lema A.4). Ahora,
sean V 'y W abiertos de X tales que W C V. Vamos a mostrar que el siguiente diagrama

0wy — Fw)
P og(”; PFYy
oY w) F(W)

es un diagrama conmutativo. Sea n; una seccion de Oy sobre V para cada i € I. Observemos que

prw © fl(mier) = Pffgv(z ni - pry(si) = ZpOX}}/V(ni) prw(s) = fvo Pogprv((ni)iel)-
i€l i€l
De esta forma, la familia (f/)v es abierto de x3 €5 Un morfismo el cual denotaremos por f. Para finalizar,

vamos a verificar que ¢(f) = (s;)ic;: Observemos que para cada j € I se tiene que

X
fx(ej) = loyo - sj + Z Ooxco) - 51 = 83
i€N\)

consecuentemente tenemos que ¢(f) = ( fX(elX))l.E, = (8)ic; y asi tenemos que ¢ es una aplicacion

sobreyectiva.

Por lo tanto, como ¢ es una aplicacion inyectiva y sobreyectiva concluimos que tenemos un Ox(X)-

isomorfismo entre Homgp, (Og), F)yFX). —

También podemos preguntarnos acerca de los médulos de gérmenes de una gavilla libre y una
localmente libre. Con lo que hemos desarrollado hasta el momento podemos dar una caracterizacion

acerca de dichos modulos de manera inmediata.

ProposicioN 2.13. Sea F un Ox-modulo sobre un espacio anillado (X, Ox). Si F es libre, en-
tonces F, es un Ox ,-modulo libre para cada p € X. En particular, si & un Ox-modulo libre de

rango n para algiin n € N, entonces ¥, es un Oy, ,-mddulo libre de rango n.
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DEmosTRACION. Sea p € X. Como ¥ es libre existe un conjunto no vacio [ tal que ¥ = Og?.

Por otro lado, por la Proposicion 2.8 sabemos que (Og) ) = Og)p De esta manera, tenemos que
» g

Fp = (Og))p 5 Og)p y por lo tanto concluimos que ¥, es un Oy ,-médulo libre. i

ProprosiCION 2.14. Sea F un Ox-mddulo localmente libre de rango t para algiin t € N sobre un

espacio anillado (X, Ox). Para todo p € X se tiene que ¥, es un Oy, ,-mddulo de rango t.

DemosTRACION. Como ¥ es un Ox-médulo localmente libre de rango ¢, existe (U;),.; una cubierta
abierta de X tal que Fy, es un Oy,-mddulo libre de rango ¢. Sea p € X. Como (U;),,, es una
cubierta abierta de X existe i € [ tal que p € U,;. De este modo, por la proposicion anterior se
tiene que (¥ y,), es un Oy, ,-mdédulo libre de rango ¢ y por lo tanto, concluimos que ¥, es un

Ox p-mddulo libre de rango .

La proposicion anterior realmente fija una condicion muy estricta para modulos de gérmenes
de una gavilla localmente libre de rango finito r para algin r € N, pues nos dice que todos sus
modulos de gérmenes tendrdn el mismo rango que el que tiene la gavilla. Por ejemplo, si tenemos
una gavilla invertible sobre un espacio anillado, entonces no puede existir un punto tal que su
modulo de gérmenes sea de rango 99 pues por el lema anterior todos los médulos de gérmenes

deben ser libres de rango 1.

Para concluir con esta seccidn, vamos a presentar un resultado que establece una relacion entre

el rango de una gavilla libre con el nimero de generadores de sus médulos de gérmenes.

ProposiciON 2.15. Sea ¥ un Ox-mddulo sobre un espacio anillado (X, Ox). Supongamos que

existe p € X tal que F, estd generado por s elementos. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Si F es libre de rango r, entonces r < s.
2. Si F es localmente libre de rango finito, entonces existe un abierto V de X que contiene a

p tal que Fy es libre de rango finito menor o igual a s.

DEMOSTRACION.

1. Como ¥ es libre de rango r, para cualquier g € X se tiene que ¥, = Og(q, en particular tenemos
que ¥, = Oy ,- Luego, como ¥, es isomorfo a O;QP y ¥, esta generado por s elementos concluimos
que r < s (véase Proposicion A.23).

2. Como ¥ es localmente libre de rango finito tenemos que existe un abierto V de X que contiene
a p tal que ¥ |y es libre de rango finito, digamos rango r. De esta forma, por el enunciado anterior

de esta proposicion se concluye que r < 5.
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2. Ox-Moédulos Generados por sus Secciones Globales

En la Teoria de Mddulos es bien conocida y muy importante la nociéon de médulo finitamente
generado. En esta seccion estudiaremos una nocién similar para gavillas de mddulos: las gavillas
generadas por sus secciones globales. Una vez definida esta clase especial de gavillas estudiaremos
algunas de sus propiedades, el lector podra percatarse que obtendremos algunos resultados andlogos
a los que se tienen en la Teoria de Mddulos para mddulos finitamente generados. Es importante
sefnalar que durante todo el desarrollo de la seccion unicamente consideraremos gavillas de médulos

y no pregavillas. Iniciaremos con una definicion:
DEerNICION 2.16. Sean (X, Oy) un espacio anillado, ¥ un Ox-mdédulo e I un conjunto no vacio.

1. Una familia (s;);c; de secciones globales de F genera a F si la sucesion de Ox-médulos
Og) — F — 0 es una sucesion exacta, donde el morfismo Og) — F es el morfismo
inducido por la familia de secciones (s;);c; (véase la demostracién de la Proposicion 2.12).
En este caso, decimos que ¥ es generado por sus secciones globales.

2. F es finitamente generado si existe una familia finita de secciones globales que lo generan.

3. F es localmente finitamente generado si para cada p € X existe un abierto U de X que

contiene a p tal que ¥ |y es finitamente generado.

EsempLo 2.17. Sea (X, Ox) un espacio anillado. Sabemos que Oy es un Ox-modulo, mas atin, es
un Ox-mddulo finitamente generado. En efecto, consideremos la seccién 1o, x) de Ox(X). Luego,
el morfismo que induce esta seccion entre Oy y Ox es el morfismo identidad y consecuentemente

tenemos que la sucesion de Ox-modulos Ox — Oy — 0 es exacta.

A continuacion presentaremos una caracterizacion de las gavillas de médulos generadas por sus
secciones globales. Dicha caracterizacion serd de gran utilidad cuando trabajemos con gavillas de

modulos finitamente generadas y la utilizaremos con frecuencia en adelante.

ProprosICION 2.18. Sea F un Ox-mddulo sobre un espacio anillado (X, Ox). Los siguientes enun-

ciados son equivalentes:

1. F es generado por sus secciones globales.
2. Existe una familia (s;)ic; de secciones globales de 7 de modo que ((s;),)ier es una familia

generadora de ¥, para cada p € X.

DEMOSTRACION.

1. = 2. Supongamos que existe una familia (s;);c; de secciones globales de 7 tales que Og([) EA

F — 0 es una sucesion exacta donde f es el morfismo asociado a la familia (s;);;, es decir, f
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esta definido de la siguiente forma: para cada abierto U de X se asigna la aplicacién Ox(U)-lineal

fu:0W) -  FU)
(mic; Z m; 'PT)L(/(Si)
i€l

Sea p € X. Recordemos que por construccion la aplicacion Oy ,-lineal f, estd dada por

K (Og(l))p - Fp
(U, )il = ) (mi), - (51,
i€l
ademas, por hipotesis se tiene que f, es una aplicacion sobreyectiva. Sea V un abierto de X que
contiene a p y seat € F(V). Como ¢, es un elemento de ¥,, por hipdtesis se sigue que existe un
abierto U de X que contiene a p y existe una familia (A;),c; de secciones de ¥ sobre U de modo que

(U, (A)ier) = t,, es decir, t, = 3 ic/(A), - (s:),. Por lo tanto, como ¥, C <(si)p | i € I>O c ¥F,
X.p

concluimos que ¥, = <(Si)p | i€ I>O )
X.p

2. = 1. Supongamos que existe una familia (s;);e; de secciones globales de ¥ de modo que ¥, =
<(s,-),, | i€ I>O . Consideremos el morfismo f : Og? — F que estd asociado a la familia (s;);
X.p

como se describid en la implicacion anterior. Vamos a mostrar que f es sobreyectivo. Sea p € X.

Puesto que ¥, = <(Si) » | i€ ]>0 , de manera inmediata se tiene que la aplicacion Oy p-lineal f, :
X.p

(I) .
(Oy"), — F, es sobreyectiva. ‘:!

El siguiente lema y su posterior corolario nos dardn una manera de construir gavillas de médulos

finitamente generadas a partir de un nimero finito de gavillas de mddulos finitamente generadas.

LemMa 2.19. Sean F y G modulos sobre Ox donde (X, Ox) es un espacio anillado. Si ¥ y G son

finitamente generados, entonces ¥ @ G es finitamente generado.

DemosTtrACION. Como F es finitamente generado existen r € Ny f,..., f, € F(X) tales que la
., (3 . . .

sucesion Oy — F — 0 es exacta, donde ¢ es el morfismo inducido por las secciones fi,..., f;

asimismo, como G es finitamente generado existen s € Ny gy,..., g, € G(X) tales que la sucesion

¥ . . .
05 — G — 0 es exacta, donde ¥ es el morfismo inducido por las secciones gi, ..., g;.

Consideramos las secciones hy, hy, ..., 0, by, ... by de F @ G sobre X donde h; = (f;, Ogx))
parai = 1,...,r, y donde h,,; = (OFx), g) para j = 1,...,s. De este modo, vamos a mostrar que

., . el . .
la sucesion de Ox-médulos O — F @ G — 0 es una sucesion exacta, asi, vamos a mostrar que

. .y . ep®Y
para todo p € X se tiene que la sucesion de Oy ,-médulos Oy 5 F,8G, — 0 es exacta.
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. . ¢ . .

Sea p € X. Como la sucesién de Ox-médulos Oy — F — 0 es exacta se tiene que la sucesién
. “p . .. 2

de Ox ,-mddulos Og(p — ¥, — 0 es exacta; del mismo modo, como la sucesién de Ox-moédulos

¥ . .. . Yp
O — G — 0 es exacta se tiene que la sucesion de Oy ,-médulos O‘;(p — G, — 0 es exacta. De

. i} ©pdY ) ..
esta forma, por el Lema A.10 se sigue que O;r[j — ¥, ® G, — 0 es una sucesién exacta de

. . . . . oY
Ox,,-médulos y como p fue un punto arbitrario de X se sigue que O} A Fe G — 0esuna

sucesion exacta de Ox-moédulos. Por lo tanto, concluimos que # @ G es finitamente generado. [

CoroLARIO 2.20. Sea n € N y sean F1,...,F, modulos sobre Ox donde (X,Ox) es un espa-
cio anillado. Si Fi,...,F, son finitamente generados, entonces @:;1 Fi es finitamente generado.
Mds aiin, si F; es generado por r; secciones globales para cada i € {1,...,n}, entonces @::] Fi

estd generado por ), r; secciones globales.

Sabemos que las gavillas de médulos finitamente generadas son localmente finitamente gener-
adas, de esta manera, una pregunta natural que se presenta es la siguiente: ;la suma directa finita de
Ox-mddulos localmente finitamente generados es localmente finitamente generado? La respuesta
es afirmativa, sin embargo, para mostrar este hecho primero necesitaremos la ayuda dos lemas, la

demostracion del primero de ellos puede encontrase en el Apéndice C.

Lema 2.21. Sea ¢ : ¥ — G un morfismo de gavillas sobre un espacio topologico X. ¢ es
sobreyectivo si'y solo si para cualquier abierto U de X se tiene que el morfismo ¢|y : Fly — Glu

es sobreyectivo.

Lema 2.22. Sea ¥ un Ox-mddulo finitamente generado sobre un espacio anillado (X, Ox). Para

cualquier abierto U de X se tiene que F |y es finitamente generado.

.....

globales de 7 tales que la sucesién de Ox-mdédulos O} S F > 0es exacta, donde ¢ es el mor-
fismo inducido por las secciones fi,..., f,. Sea U un abierto de X. Puesto que ¢ es un morfismo
sobreyectivo y U es un abierto de X, por el lema anterior se sigue que el morfismo ¢|y : O}, — Fly
es sobreyectivo. Ahora, consideramos al morfismo ¢ : O}, — ¥y inducido por las secciones
filu, -+, fuly. Vamos a probar la igualdad entre los morfismos ¢|y y ¥, con esto habremos mostra-
do que las secciones fi|y,. .., f,lv generan a ¥ |y. Sean W un abiertode U y (4, ..., 4,) € Ox(W)",

observemos que

CodwA, A = > A+ filw = Y A Flodlw = gw(Ar, ., ).
i=1 i=1
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De esta forma, como las aplicaciones (¢|y)w y ¥w tienen el mismo dominio, codominio y regla de

asignacion se sigue que (¢|y)w = Yw y como W fue un abierto arbitrario de U este hecho implica
. . ., P v

que los morfismos ¢|y y ¢ son iguales. Asi, puesto que la sucesién de Oy-médulos O}, — Fly — 0

es exacta concluimos que ¥y es finitamente generado. —

ProPOSICION 2.23. Sean F y G mddulos sobre Oy donde (X, Ox) es un espacio anillado. Si F y

G son localmente finitamente generados, entonces F ® G es localmente finitamente generado.

DEemosTRACION. Sea p € X. Como ¥ es localmente finitamente generado existe un abierto U de X tal
que p € U y ¥y es finitamente generado; asimismo, como G es localmente finitamente generado
existe un abierto V de X tal que p € V y GJy es finitamente generado. Para mostrar que ¥ & G
es localmente finitamente generado vamos a encontrar un abierto W de X que contiene a p tal que
(F @ G)|w es finitamente generado. Consideramos dicho abierto como U N V: sabemos que U NV
es un abierto de X que contiene al punto p y ademds sabemos que (¥ ® G)lunv = F luav ® Gluny-
Luego, como 7|y es finitamente generado y U NV es un abierto de U, por el lema anterior se sigue
que ¥ |yny es finitamente generado; asimismo, como G|y es finitamente generadoy U NV es un
abierto de V, por el lema anterior se tiene que G|yny es finitamente generado. De esta forma, el
Lema 2.19 implica que ¥ |yny ® Gluny es finitamente generado y consecuentemente (¥ @ G)|yny €s

finitamente generado. 3

El siguiente resultado nos dira algunas de las propiedades que tienen los mddulos de gérmenes

de una gavilla de médulos que es localmente finitamente generada.

TeOREMA 2.24. Sea F un Ox-mddulo localmente finitamente generado sobre un espacio anilla-

do (X, Ox). Se tienen las siguientes propiedades:

1. Para todo q € X el Ox,-modulo T, es finitamente generado.
2. Si p € X es tal que existen r € N, un abierto U de X que contienea py si,..., s, secciones
de F sobre U tales que

?'p = OX,p(sl)p e OX,p(sr)pa

entonces existe un abierto V de X que contiene a p tal que V C U y tal que F |y es generado

por Sily, ..., Sv.

DEMOSTRACION.

1. Sea ¢ € X. Como ¥ es localmente finitamente generado se sigue que existe un abierto U de
X que contiene a g tal que ¥ |y es finitamente generado. Asi, existenn € Ny f,..., f, € F(U)
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¢ . . . .
tales que O}, — ¥ — 0 es una sucesion exacta, donde ¢ es el morfismo inducido por las secciones

. . . . ., ep
fis..., fn. Por consiguiente, para cualquier p € U se tiene que la sucesion O’Z/’p — ¥, = 0es
exacta lo cual implica que ¥, es un Oy, ,-mddulo finitamente generado, en particular, como g € U

se sigue que ¥, es un Oy,-mddulo finitamente generado.

2. Sea p € X. Por hipdtesis existen r € N, un abierto U de X que contiene a py sy, ..., s, secciones
de ¥ sobre U tales que

Fp =Oxp(s1)p + -+ Oxp(s:)p.
Como ¥ es localmente finitamente generado existe un abierto W de X que contiene a p tal que ¥ |w

es finitamente generado. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que W C U. Asi, existen
neNy fi,..., f, € F(W) tales que

ﬁ = OX,q(f] )q +-e+ OX,q(fn)q-

para cualquier g € W. De manera particular, como p € W tenemos que

Fp =Ox,(J1)p + -+ + Oxp(Ju)p-
Seai € {1,...,n}. Puesto que (f;), € ¥,y F, estd generado por (s;),, ..., (s,), se sigue que existen
Ay, ..., 4, € Ox, tales que
(f)p = Ai(s1)p + -+ 4(57),s
con A; = (i), donde ', € Ox(Z) para cada j = 1,...,ry donde Z es un abierto de X contenido
en W tal que p € Z. Notese que podemos suponer que i, . . ., (M, son secciones del mismo abierto.
Luego, se sigue que
o7z ()p = (Wipr7 (1) + - + 1,077 (51)),

y por lo tanto existe un abierto V; de X que contiene a p tal que V; C Z y de modo que pfy/‘j( )=
POy Y, WDPFY(51) + -+ + poy (u)pFy (sr). Luego, como tenemos un conjunto finito de indices
podemos considerar al abierto V = (;_, V; y de este modo tenemos que para cualquieri = 1,...,n

se satisface la igualdad
Py (F) = oy (WDPF Y (s1) + - + poc y()pry (5.).
De esta igualdad, para cada g € V se tiene que
(f)g = W)g(ory (s1))g + -+ + () (PFv ()5

lo cual implica que (f}); € Ox(pry(51))g + -+ + Ox (P74 (5,)), paratodo i = 1,...,n. Con esto,

finalmente concluimos que
T:] = OX,q(pTg(sl))q R OX,q(pTg(sr))q-

a
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CoroLARIO 2.25. Sea F un Ox-mddulo finitamente generado sobre un espacio anillado (X, Oy).
Si existe p € X tal que F, es libre de rango s, entonces existe un abierto U no vacio de X tal que

Flu estd generado por s secciones de F sobre U.

DemosTrACION. Como 7 es un Ox-mdédulo finitamente generado, de manera particular ¥ es local-
mente finitamente generado. Asi, como existe p € X tal que 7, es generado por s elementos, por
el teorema anterior se sigue que existe un abierto U de X que contiene a p tal que ¥ |y es generado

por s elementos. —

Lo siguiente que realizaremos es estudiar el soporte de una gavilla de médulos localmente

finitamente generada.

DEeFINICION 2.26. Sea ¥ un Ox-mddulo sobre un espacio anillado (X, Oy). El soporte Supp(F)

de ¥ es el conjunto definido de la siguiente manera:
Supp(F) = {p € X|IF,] = 2}.

CoroLarIO 2.27. Sea ¥ un Ox-médulo localmente finitamente generado sobre un espacio ani-
llado (X, Ox). El soporte de F es un cerrado de X.

DEMOSTRACION. Para probar que Supp(#) es un cerrado de X vamos a probar que X\Supp(¥) es
un abierto. Si X\Supp(¥) = 0, entonces es obvio que X\Supp(¥) es un abierto de X. De este
modo, podemos suponer que X\Supp(¥) # 0. Sea p € X tal que p ¢ Supp(¥), asi, el Ox -
moédulo 7, es nulo, mds atin, tenemos que ¥, = Oy, - (O#(x)),. Luego, como p € X, Ozx) € F(X)
y ¥, estd generado por (Og(x)), como Oy ,-mdédulo, por el Teorema 2.24 existe un abierto U de
X que contiene a p tal que F|y estd generado por Orx)|y = Os), por consiguiente, se tiene
¥4 = {0} para todo g € U. Consecuentemente para todo g € U tenemos que g € Supp(¥) y este
hecho implica que U € X\Supp(¥ ). Como U es un abierto que contiene a p y estd contenido en
X\Supp(¥F) concluimos que X\Supp(¥) es un abierto de X. i

Como toda gavilla de médulos finitamente generada es localmente finitamente generada, el
resultado anterior también es vélido para gavillas de médulos que son finitamente generadas. Ahora
bien, si el espacio anillado en el que trabajamos es localmente anillado, entonces podemos dar una

caracterizacion del soporte de una gavilla de médulos como nos muestra el siguiente resultado.

ProposicioN 2.28. Sea ¥ un Ox-mdodulo localmente finitamente generado sobre un espacio

localmente anillado (X, Oy). Se tiene la igualdad

T/
Supp(F) ={ge X 2140 }
upp(F) {q ‘mx,qﬂ {0}
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donde my, es el ideal maximal de Oy, para cada q € X.

DEMOSTRACION. Si Supp(¥) = 0, entonces para todo p € X se tiene que ¥, = {O¢,} y esto implica

Fq
My %y

igualdad deseada. Asi, podemos suponer que Supp(#) # 0 y de esta forma consideramos p € X tal

que ¥ es la gavilla nula, consecuentemente {q eX ‘ * {O}} = ( y con esto obtenemos la

que p € Supp(F). Luego, utilizando el lema de Nakayama se sigue que

peSupp(F) < F, # {0g}
— 7—‘,, * mX,pS’-‘p
Fp

iy,

— # {0}

o)
# {0} ¢ .
S {0}

[

— pE{qEX

Para concluir con esta seccion presentaremos resultados que nos hablaran del comportamiento
del cociente y de las sucesiones exactas de gavillas de mddulos finitamente generadas y localmente
finitamente generadas.

ProposicioN 2.29. Sean (X, Ox) un espacio anillado y G un Ox-submddulo de un Ox-modulo

F . Se tienen las siguientes propiedades:
. . 7 .
1. Si F es finitamente generado, entonces — es finitamente generado.
g 7
2. Si F es localmente finitamente generado, entonces g es localmente finitamente generado.

DEMOSTRACION.

1. Sea p € X. Como ¥ es finitamente generado existen r € Ny fi,..., f, € F(X) tales que
Fp = Ox,(f1)p + -+ + Ox,(f),. De lo anterior, de manera inmediata se sigue que

F-
(g ) = OX,p(fl + g(X))p +-t OX,p(fr + g(X))p
P
. ) s F )
Luego, recordemos que tenemos definido al morfismo de pregavillas ¢ : — — g y dicho
, _
morfismo satisface que 6, : (g ) - (E) es un isomorfismo (véase Teorema 1.12). De este
p p

.
modo, se sigue que (g) esta generado por la familia ((6 (f; + GX))p)ici1...n Y ademds tenemos
P
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a
que 6y (f; + G(X)) es una seccién global de g paracadai € {l1,...,r}. Por lo tanto, concluimos que

E es finitamente generado.

2.Sea p € X. Como ¥ es localmente finitamente generado se sigue que existe un abierto U de X que

contiene a p de modo que 7 | es finitamente generado. Asi, como G|y es un Oy -submaddulo de 7y
) ) ) Flu . Flo~ F
por el enunciado anterior se sigue que —— es finitamente generado. Luego, como — = —

Glu Glu G lv
Flo _(F~

por las propiedades de la gavilla asociada se sigue que —— = (—

Glb \G
(f‘ )LZ
Gl ~ ¢

o 7 : .
implica que E es finitamente generado. Por lo tanto, concluimos que E es
localmente finitamente generado. -

+
) , ademas, el hecho de que
U

U U

® v . .
TeoreMA 2.30. Sea 0 - G > F — H — 0 una sucesion exacta de Ox-mddulos sobre un

espacio anillado (X, Oy). Se tienen las siguientes propiedades:

1. Si Gy H son finitamente generados, entonces ¥ es localmente finitamente generado.

2. 8i Gy H son localmente finitamente generados, entonces ¥ es localmente finitamente

generado.
DEMOSTRACION.
1. Sea p € X. Como G es finitamente generado existenn € Ny gy,..., g, € G(X) tales que
gp = OX,p(gl)p + OX,p(gZ)p +oee+ OX,p(gn)p;
de la misma manera, como H es finitamente generado existenm € Ny hy,..., h, € H(X) tales que

Wp = OX,p(hl)p + OX,p(hZ)p t+ee T+ OX,p(hm)p-

.. % 1 .. P,
Como la sucesion 0 - G - ¥ — H — 0 es una sucesion exacta de Ox-modulos tenemos que
$p Yp ., P .
0 -G, — ¥, — H, — 0 es una sucesion exacta de Ox ,-médulos. De manera particular, vamos

a considerar a la aplicacion Oy ,-lineal sobreyectiva
Up: Fp H,
(U, N = [(Uyu(f)]

Seai € {1,...,m}. Como (h;), € H, y ¢, es sobreyectiva se sigue que existen un abierto U; de
X que contiene a p y f; € F(U)) tales que ¥, ([(U;, f)]) = (h;),. Asi, la igualdad [(U;, ¥y, (fi))] =
[(X, h;)] implica que existe un abierto W; de X que contiene a p, estd contenido en U; y es tal que
pq{g}[_(x/lui(ﬁ)) = pry,(hy), es decir tal que t//w,,(pf%i(fi)) = p#y,(h). Consideramos a W = (L, W
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Observemos que W es un abierto de X que contiene a p, estd contenido en U; y ademas es tal
que Ywl(or () = pa(hi), esto implica que para todo ¢ € W se tiene que (Y (o7 (), =
(o2 (hi)),,» es decir que para todo g € W se cumple que Uy ((ormi(£)) ») = (pay(h)),. En con-
clusién, tenemos que para cualquier ¢ € W y para cualquier i € {l1,...,m} se tiene la igualdad
V(o7 (1),) = (pzy(hi)),, en particular, tenemos que ¥, (o7 (f)),) = (p#iy(hi)), para todo
ie{l,...,mh

Luego, como tenemos que la familia {(pg)v‘v(gl)) s (0 (82)) s - - - (PG /(8n)) p} genera a G,, que la
familia {(p(H’Vf,(hl))p, (oryy () - - 5 (p(H{fV(hm))p} genera a H, y que la sucesién de Oy ,-médulos

¢ v . . £
0-G, SN Fp = H » — 0 es exacta, se sigue que 7, es finitamente generado (véase Lema A.15),

mads aun, tenemos que

Fo = OX,p((PW(pg)v([/(gl)))p + Ox,p(SOW(Pg)é/(gz)))p +oo Ox,p(SDW(Pg;(v(gn)))p +
Ox (5 (1)), + Ox (o7 (), + - -+ + Oxplory (fin) -

Asi, la igualdad anterior nos dice que existe una familia finita de secciones de ¥ sobre W que

genera a ¥ |y. Por lo tanto, concluimos que ¥ es localmente finitamente generado.

2.Sea p € X. Como G es localmente finitamente generado se sigue que existe un abierto U de X que
contiene a p y tal que G|y es finitamente generado; asimismo, como H es localmente finitamente
generado se tiene que existe un abierto V de X que contiene a p y tal que H|y es finitamente
generado. Consideramos al abierto U N V. Por el Lema 2.22 tenemos que Glyny Y Hluny son
finitamente generados, de esta manera, la exactitud de la sucesion 0 - G — ¥ — H — 0 implica
que la sucesion 0 = Glyny = Fluav = Hlynv — 0es exacta y por el enunciado 1 de este teorema
tenemos que existe un abierto W de X contenido en U N V que contiene a p y de modo que ¥ |y es

finitamente generado. De esta forma, se concluye que ¥ es localmente finitamente generado. —

3. La Gavilla Imagen Inversa

Sabemos que si tenemos una aplicacion continua entre espacios topolégicos y una gavilla sobre
el dominio de dicha aplicacion, siempre podemos construir su gavilla imagen directa. Ahora bien,
si tuviésemos una aplicacion continua entre espacios topolégicos y una gavilla sobre el codominio
de esta, ;es posible a partir de estos objetos construir una gavilla sobre el dominio? En esta seccion

daremos una respuesta a esta interrogante.

Vamos a fijar a f : X — Y una aplicacion continua entre los espacios topolégicos Xy Yy a

G una pregavilla de grupos abelianos sobre Y. Consideremos un abierto U de X no vacio. Vamos a
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definir el siguiente conjunto
Iy = {(V, s) | Vesunabiertode Y, f(U)CVyse Q(V)}

y vamos a considerar la siguiente relacién ~ sobre I'y: dados V; y V, abiertos de Y que contienen a
f(U) ydados s; € G(V))y s2 € G(V>), se tiene que (Vi, 51) ~ (V,, 5,) sty sOlo si existe un abierto
Wde Y talque f(U)CWCViNVoy silw = salw.

Lema 2.31. Con las notaciones anteriores, la relacion ~ es de equivalencia sobre I'y,.

DemosTRACION. Sean Vi, V, y V; abiertos de Y que contienen a f(U) y sean 51 € G(V)), 52 € G(V>)
y 53 € G(V3).

e Reflexividad. Observemos que (V, s1) ~ (Vy, s1) pues Vi es un abierto de Y tal que f(U) C V| C
VinViysly, = sly,.

e Simetria. Supongamos que (Vy, s1) ~ (Va, 52), asi, existe un abierto W de Y tal que f(U) C W C

VinV,yy silw = s2|lw, es decir, existe un abierto W de Y tal que f(U) CW C Vo, N Vi y solw = silw.
Por lo tanto (V», s5) ~ (Vq, 51).

e Transitividad. Supongamos que (Vi, s1) ~ (Va, 52) y que (V,, 52) ~ (V3, s3). De este modo, existe
un abierto W de Y tal que f(U) € W; C Vi NV, y silw, = s2lw,; asimismo, existe un abierto W, de
Y tal que f(U) € W, C VoNV3y 21w, = s3lw,. Consideramos W = W; N W,. Observemos que W
es un abierto de Y que contiene a f(U), esta contenido en V; NV, N V3 que a su vez estd contenido
en V; N V3 y ademds

silw = Silw)lw = S2lw)lw = s2lw = (s2lw)lw = (s3lw)lw = s3lw.

Asi, el abierto W implica que (Vy, s1) ~ (V3,83).

Una vez mostrado que ~ define una relacion de equivalencia sobre /'y podemos considerar el con-

r
junto cociente ~Y el cual denotaremos por f~1(@)"(U). Si V es un abierto de Y que contiene a
f(U)y s € G(V), vamos a denotar por [(V, s)] a la clase del elemento (V, s). Nuestro siguiente ob-
jetivo sera el de definir una estructura de grupo abeliano sobre f~'(G)~(U). Definimos la siguiente

operacion:

+: @ W% @ WU - G W)
[V, sDL [V, 1) = [(ViN Vo, silviav, + S2lviav)]

Lema 2.32. Con las notaciones anteriores, (f~'(G)(U), +) es un grupo abeliano.
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DEemosTrACION. En primer lugar, vamos a verificar que + es una operacion bien definida. Sean V|,
Vo, Ty y T, abiertos de Y tales que f(U) C ViNnVo,NT, NT,ysean s; € G(V)), s € G(V>),
n € Gyt € GVy) de modo que [(Vi,s1)] = [(T,1)] y [(Va,52)] = [(T2,1,)]. Vamos a
mostrar que [(Vy, s1)] + [(Va, $2)] = [(T1,1)] + [(T,, )], es decir, mostraremos que la igualdad
[(ViNVa, silv,av, + $2lviav,)] = (TN T, til7ar, + B2l7,a7,)] €8 verdadera. Como [(Vy, s1)] = [(T1, 11)]
existe un abierto W, de Y tal que f(U) C W, C ViNT,y silw, = tilw,; asimismo, como [(V3, 52)] =
[(T3, ;)] existe un abierto W, de Y tal que f(U) € W, € Vo, N T, y salw, = talw,. Consideramos
W = W; N W,. Obsérvese que W es un abierto de Y que contiene a f(U), estd contenido en
(Vin V)N (T, NT,) y ademas satisface que

(Silviav, + S2lvinv)lw - = silw + s2lw
= (silw)lw + (s2lwy)lw
= (tlw)lw + (2lw,)lw
= nhlw + tlw
= (tlnnr, + t2lrinr)lw.

Asi, el abierto W asegura la igualdad deseada y esto implica que + es una operacion bien definida.
En segundo lugar, mostraremos que + define una estructura de grupo abeliano sobre f~'(G)~(U):
sean Vi, V, y V3 abiertos de Y con f(U) C ViNV,NVsysean s; € G(Vy), s € G(Va) y 53 € G(V3).

e Asociatividad.

([(Vi, sDT + [(Va, s2)]) + [(V3, 53)]

(Vi N Vo, silviav, + s2lvinvy)] + [(V3, $3)]
= [((VinV2) N V3, (stlviavynvs + s2lvinvanvs) + s3lvinvynvs)]
= [(Vin (V2N V3), silvinvanvs) + (S2lvinvanvs) + $3lvinvanys))]
= [(Vi,sD] + [(V2 N V3, 820v,0v; + $3lvanvs)]

= [V, sDl+ ([(V2, s2)] + [(V3, 53)]).

e Conmutatividad.

[(Vi,s)] + [(Va, $2)] [(Vi 0 Vo, silviav, + $2lviav,)]
[(Va N Vi, salvaav, + Stlvaav,)]

[(V2, s2)] + [(Vy, s)].

e Neutro. Afirmamos que el elemento [(Y, Ogy))] es el neutro de nuestra operacion, en efecto:

[(Vi, sD)] + [(Y,0gr)] = [(Vi N Y, stlvay + Oginlviny)] = [(Vi, 51+ Ogvy)] = [(Vi, s1)].
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e [nverso. Afirmamos que el inverso del elemento [(V1, s1)] es [(V}, —s1)], en efecto:
[(Vi, sOT + [(Vi, =s)] = [(Vi, 51 + (=s1)] = [(V1, Ogv,)] = [(Y, Ogr)].
Por lo tanto, concluimos que (f~'(&)~(U), +) es un grupo abeliano. i

De esta forma, a cada abierto U no vacio de X le hemos asociado el grupo abeliano f~'(G)~(U).
Para el conjunto vacio consideramos f~!(G)"(0) = {0}. Ahora, para abiertos U, y U, de X que

cumplan la condicion U, € U;, vamos a definir un homomorfismo p ;1) Z; entre los grupos

abelianos f~1(@)"(U,) y f~'(G)"(U,). Sean U, y U, abiertos de X tales que U, C U,. Si U, = 0,

entonces consideramos a p -1(g)- g; como la aplicacion nula, de otro modo, definimos

Prigro t fHG (WU - Q) (U
(V9]  +—  [(Vs)]

Lema 2.33. Con las notaciones anteriores, p -1g)- Z; es un homomorfismo de grupos abelianos.

DemoOsTRACION. Comenzaremos por mostrar que 0 s-i(g)- g; estd bien definida. Sea V un abierto
de Y de modo que f(U;) € Vyseas € G(V). Puesto que U, C U, se sigue que f(U,) C
f(U,), ademas, el hecho de que f(U;) € V implica que f(U,) € V. De este modo, tenemos
que [(V,5)] € f4(G)"(U,). Ahora, sean V, y V, abiertos de Y tales que f(U;) € V, NV, y sean
s1 € GV y s, € G(V») de modo que [(Vy, 51)] = [(Va, 52)] (en f~1(&)(U;)). Vamos a mostrar
que p7-1g s ([(V1s 5D = oyt ([(Va, $2)1), es decir que [(Vi, s1)] = [(Va, )] en f71(G)(Ua).
Como [(Vy, s1)] = [(V2, 52)] existe un abierto W de Y tal que f(U;)) CW C VNV, y silw = salw.
Luego, como U, C U, se sigue que f(U,) € Wy asi, tenemos que W es un abierto de Y tal que
fWU) €W CVinV,y silw = solw. Con esto se tiene que [(Vi, s)] = [(Va, )] en f71(G) (Us) y
por lo tanto concluimos que ps-i(g)- g; estd bien definida.

A continuacion probaremos que pf—l(g)—gi es un homomorfismo de grupos abelianos. Sean V; y V,
abiertos de Y tales que f(U;) CViNV,ysean s; € G(V1)y s, € G(V>).

Pf*l(g)*g;([(vl, sl +[(Va, 52)]) = Pf*l(g)fg;([(vl N Vo, silviav, + S2lviav.)])
[(Vi 0 Vo, silviav, + $2lviav)]

[(Vi,sD] + [(V2, 52)]

= prigr o[V sD]) + praggr o ([(Va, 2))).

Por lo tanto, concluimos que ps-1g)- g; es un homomorfismo de grupos abelianos. —
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Una vez realizadas todas estas construcciones, lo que vamos a hacer es a definir una pregavilla

sobre X a partir de la aplicacion continua f'y la gavilla G.

ProposicioN 2.34. Con las notaciones anteriores, la pregavilla imagen inversa de G bajo f
denotada por f~'(G)~ es la pregavilla sobre X definida de la siguiente manera: f~(G)~(0) = {0},
para cualquier abierto U no vacio de X tomamos a £~ (G)~(U) como el grupo abeliano del Lema
2.32 y para cualesquier abiertos U, y U, no vacios de X tales que U, C U, la restriccion ps-g)- gé

es el homomorfismo de grupos del Lema 2.33.

DEMOSTRACION.

PG1. Por construccion, se tiene que £~ (&) (0) = {0}.
PG2. Sea U un abierto de X. Por construccién tenemos que
Prieg @ WU) - (G ()
(V9] = [(V,9)]

y de esto claramente se sigue que p f—l(g)—g = ids1g)y)-
PG3. Sean U,, U, y Us; abiertos de X tales que U; C U, C U;. Vamos a mostrar la igualdad

Pr1G)r gi P r-1(G) g; = PGy gl Sean V un abierto de Y que contiene a f(U;)y s € G(V).
pri@ry 0 Prier ot (Vi) = prgy 2 (L(V:5)])
= [(V,9)]
Py o [V, ))).

Asi, puesto que ambas aplicaciones tienen el mismo dominio, codominio y regla de asig-

nacion se sigue que son iguales.
Por lo tanto, concluimos que f~!(&)~ es una pregavilla. i
Ahora que tenemos definida una nueva pregavilla, una pregunta que es muy natural es si podemos

caracterizar a los grupos de gérmenes. El siguiente resultado nos brindard una respuesta a esta

interrogante.
Proposicion 2.35. Con las notaciones anteriores, para todo p € X existe un isomorfismo entre

los grupos abelianos f~(G), ¥ G (-

DEMosTRACION. Sea p € X. Vamos a considerar la siguiente asignacion

‘Pif_l(g),_, = Grop
[(U,9)] +» s



3. LA GAVILLA IMAGEN INVERSA 75

Comenzaremos mostrando que ¢ esta bien definida: sean U un abierto de X que contiene a p y
s € UG (U), asi, s = [(V,1)] para algln abierto V de Y que contiene a f(U) y para algiin
t € G(V). Como f(U) C V se sigue que f(p) € V, ademds, como V es un abiertode Y y t € G(V),

tenemos de manera inmediata que [(V, 7)] es un elemento de G ().

Ahora, sean U; y U, abiertos de X que contienen a py sean s, € f~ /(@) (U)) y 52 € f1(G) " (U,)
tales que tenemos la igualdad [(Uy, s1)] = [(U,, s2)] en f‘l(g);, ademas, s; = [(V}, ;)] donde V,
es un abierto de Y que contiene a f(U,)y t; € G(V1),y 52 = [(V,, 1,)] donde V; es un abierto de Y
que contiene a f(U,) y tob € G(V,). Vamos a probar que ¢([(Uj, 51)]) = ¢([(Ua, 52)]), es decir, que
51 = 82 en Gy Como [(Uy, 51)] = [(Us, 52)] (igualdad en f‘l(g);) existe un abierto Z de X que
contiene a ptalque Z C Uy N U,y pf-l(g)-gl(sl) = pf—l(g)—gz(S2). Luego, por la definicién de las
restricciones de la pregavilla f~1(G)~ se tiene la igualdad [(V;,#)] = [(Va, 1)) en f~1{(G)(Z), esto
implica que existe un abierto W de Y tal que f(Z) Cc W Cc ViNnV,y pg:,/‘} (1) = pgy(tz). Como
f(Z) € Wy p e Zsesigue que f(p) € W, ademds, W es un abierto de Y que estd contenido en
VinV,y pg“,/vl(tl) = pg‘v/;(lz). De esta forma, el abierto W asegura la igualdad [(V;, )] = [(V2, )]
en Gy y asi concluimos que ¢ esté bien definida.

A continuacién probaremos que ¢ es un homomorfismo de grupos abelianos. Sean U, y U, abiertos
de X que contienen a p y sean s; € £ 1(G)(U)) y 52 € £ 1(G)(U»),

e([(Uy, sD] + [(Ua, 52)]) = ([(U1 N Us, 51+ 52)] = 51+ 53 = 9([(Uy, s1)]) + @([(U2, 52)]).
De esta forma, concluimos que ¢ es un homomorfismo de grupos.

Lo siguiente que haremos es probar que ¢ es inyectiva. Sean U un abierto de X que contiene a p
y s € f 1@ (U) tales que [(U, s)] € Keryp, ademas, s = [(V,1)] para cierto abierto V de Y que
contiene a f(U) y cierto t € G(V). Vamos a mostrar que [(U, s)] = Of—l(g);, es decir, que existe
un abierto Z de X que contiene a p tal que Z C U y s = 041Gz, en otras palabras, vamos a
mostrar que existe un abierto Z de X que contiene a p tal que Z € U y que existe un abierto 7'
de Y tal que f(Z) C T C Vy pgy(t) = Ogary. Por hipétesis, como [(U, s)] € Kerg se sigue que
[(V,0)] = [(Y,0gr))] (igualdad en Gy ,)), asi, existe un abierto W de Y que contiene a f(p) tal que
W C V'y pgy(t) = Ogaw). Vamos a considerar Z = U N fY(W)y T = W. Observemos que tanto
U como f~'(W) son abiertos de X por lo cual U N f~'(W) es un abierto de X, ademds, como
f(p) € W se tiene que p € f~1(W) y consecuentemente p € U N f~1(W) y también se cumple que
U N f~Y(W) C U. Por otro lado, observemos que

FUNFAWY) C FU)NFF W) S FUYNWSWCV

y recordemos que pgy, (1) = Ogaw). Asi, gracias a los abiertos U N f~!(W) y W concluimos que ¢ es

inyectiva.
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Por ultimo, vamos a probar que ¢ es sobreyectiva. Sean V es un abierto de Y que contiene a f(p)
y t € G(V). Consideremos al elemento s = [(V,1)] de G((,. Vamos a mostrar que existen U un
abierto de X que contiene a py r € f1(G)"(U) tales que ¢([(U,7)]) = [(V,1)]. Consideramos
U= f'(V)yr=s:como V es un abierto de Y que contiene a f(p) y f es un aplicacién continua
se tiene que f~'(V) es un abierto de X que contiene a p, ademds, como f(f~'(V)) C V tenemos que
[(V,D)] € £71(G) (f1(V)). De esta forma tenemos que ¢([(f~'(V), 5)]) = s y de esto se sigue que ¢
es sobreyectiva.

Por lo tanto, para todo p € X concluimos que el grupo abeliano f‘l(g);7 es isomorfo al grupo
abeliano G(,).

Ahora que tenemos a la pregavilla f~'(G)” en nuestras manos, una pregunta natural es si dicha
pregavilla es una gavilla. La respuesta es que en general no, el siguiente ejemplo es una muestra de
ello.

EsempLo 2.36. Sean X = {a,b} y Y = {p, g, r} espacios topologicos con la topologia discreta y
sea A un grupo abeliano de cardinalidad diferente de uno. Consideramos la gavilla rascacielos A%,

sobre Y definida de la siguiente manera: si V es un abierto de Y asignamos

A sipeV

p _
AW _{ {0} sipegV

Ademés, si Vi y V, son abiertos de Y de modo que V, C V| asignamos

id, sipeV,
Pov "V 04 sipe Vs

Consideramos la aplicacién constante f : X — Y que a cada elemento de X lo envia a p. Vamos
a mostrar que f‘l(A’;)‘ no es una gavilla. Fijamos U, = {a}, U, = {b} y V = {p}. Puesto que
f(Uy) = f(Up) = f(X) =V se sigue de manera inmediata que

AN W) = fFFHUAD (V) = fTHAD(X).

Luego, como AY(V) = Ay tiene al menos dos elementos, podemos considerar x,y € A de modo
que x # y. Asi, como V es la imagen de U; y U, bajo f y ademds es un abierto no vacio de Y,
de manera inmediata se sigue que [(V, x)] y [(V,y)] son elementos de f ‘l(A‘;)‘(U Dy f ‘1(A§)‘(U2)
respectivamente. Ahora bien, pensando a los elementos anteriores como elementos de f ‘I(A’;)‘(U D)
se tiene que dichos elementos son diferentes: en efecto, si [(V, x)] = [(V, y)] tendriamos que existiria
un abierto Z de Y tal que V € Z C V de modo que pA;;;(x) = pAz;‘Z’(y) lo cual implicaria que x =y y

esto contradiria la eleccion de x y y.
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Por otro lado, el hecho de que U; N U, = 0 implica que

([(V;0]) = [(Y,04)] = Pr-a ([AA%))]

St f~ (A )~ fuese una gavilla, entonces deben existir un abierto W de Y que contienea Vyz €
AY(W) = A de modo el elemento [(W, z)] de f~ (A )~ (X) satisface que p - ALy ([(W 2)]) = [(V, x)]

Y Pricanyy, ( [(W,2)]) = [(V,y)]. De esta forma, dicho elemento satisface las 1gua1dades [(W,2)] =

[(V,0ly [(W 2] = [(V,y)] en f71(A})"(U)) lo cual implica que [(V,x)] = [(V,y)], sin embargo,
hemos visto que esto no puede suceder. Por lo tanto, concluimos que f~'(A})~ es una pregavilla

Pyl

y) UmU y) UmU

pero no una gavilla.

De esta manera, para tener definida una gavilla sobre X utilizando la construccién anterior vamos
a considerar la gavilla asociada a la pregavilla f~'(G)~, esta gavilla ser4 la gavilla imagen inversa
de G bajo f.

DEriNICION 2.37. Sean f : X — Y una aplicacién continua entre espacios topoldgicos y G una

pregavilla sobre Y. La gavilla imagen inversa de G bajo f es la gavilla asociada a la pregavilla
FY(G)" y es denotada por f~1(G).

EsempLo 2.38. Sean X un espacio topoldgico y F una gavilla de grupos abelianos sobre X.
Consideremos a Z un subconjunto de X y pensemos en Z como un espacio topoldgico con la
topologia inducida. Sabemos que tenemos la aplicacion inclusién ¢ : Z — X que es una aplicacion
continua. De esta manera, podemos considerar la gavilla :~!(¥) sobre Z. Enfaticemos que esta

construccion puede realizarse para cualquier subconjunto de X.

De una manera particular, vamos a estudiar el caso en que Z es un abierto no vacio de X. En este
caso, vamos a mostrar que la gavilla (*' () es isomorfa a la gavilla ;. Para mostrar este hecho,
en primer lugar construiremos un morfismo entre las pregavillas :*'(F)~ y F|;. Sea U un abierto

de X. Definimos la siguiente asignacion:
lunz 1 UNF)Y(UNZ) - FluUNZ)
[(V,1)] = lunz

Observemos que {7 €s una aplicacion bien definida: si V; y V, abiertos de X que contienena UNZ
y si t; y t, son secciones de F sobre V; y V, respectivamente y son tales que [(Vy, )] = [(Va2, 1)],
entonces tenemos que existe un abierto Wde X talque UNZ C W C ViNV,ytlw = Klwy de

esta forma tenemos que t|ynz = (tilw)lunz = (Glw)lunz = Blunz.

Luego, observemos que {ynz €s un homomorfismo de grupos: en efecto, sean V; y V, abiertos de
X que contienena U NZyseant; € F(V))yt, € F(Vs),

Conz([(Vi, tD] + [(Va, 2)]) = Lunz([(Vi 0 Vo, tilviaw, + Balviav,)])
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= (tlv,av, + t2lviav)lunz

(tilv,av)lunz + alv,av)lunz

tilunz + Blunz
Lunz([(V1, t)]) + Lunz([(Va, )]).

A continuacion, vamos a mostrar que la familia ({ynz){u es un abierto de X} define un morfismo al que

denotaremos por {. Sean U, y U, abiertos de X tales que U, C U,. Vamos a mostrar que el siguiente

diagrama es conmutativo:

{uynz
CUF)Y (U NZ) —— FlAUi N 2)
P=lF)- Z%Z PFiz g; 25
CHF)(U2NZ) —; Flz(U2NZ)
CULNZ
Sea V un abierto de X que contiene a U; y seat € F (V).
Priig © Luwcz((VDOD = pr s (Or [y (D)
= p?‘_‘[;mz(t)
Luynz([(V1)])

Cuynz © P (F)- Z;Q%([(‘/, D).
De esta forma, concluimos que ¢ es un morfismo entre ™' (¥)~ y F|.

Ahora vamos a construir un morfismo entre ¥z y ¢"'(¥)". Sea U un abierto de X. Definimos la

asignacion
funz 1 FlzlUNZ) — THF)(UNZ)
s —  [(UNZys)]

Comenzaremos mostrando que &y es una aplicacion bien definida. Si s € F|z(U N Z), entonces
como UNZesunabiertode X, (UNZ)=UNZyseFlz(UNZ)=FUnNZ) se sigue que
[((UNZ,s)] es un elemento de ¢~ (F)~(U N Z). Ahora, sean sy, s, € F|z(U N Z) tales que s; = 55,
vamos a probar que £ynz(s1) = Eunz(s2), es decir que [(UNZ, s1)] = [(UNZ, s,)], en otras palabras,
que existe un abierto Wde X talque UNZ C W C UNZYy si|lw = s2|lw. Consideramos W = U N Z:
claramente U N Z es un abierto de X que satisface la condicién deseada y ademads, la igualdad
s1 = s implica que s1|ynz = $2|lunz- Por lo tanto, tenemos que [(U N Z,s1)] = [(UNZ, s5)]y

asi concluimos que & esta bien definida.



3. LA GAVILLA IMAGEN INVERSA 79

Ahora, probaremos que £~z €s un homomorfismo de grupos abelianos. Sean sy, s, € ¥ |z(U N Z).

Eunz(s1+52) = [(UNZ, 51+ 5)] = [(UNZ s+ [(UNZ, $5)] = Eunz(s1) + Eunz(s).

Con esto, tenemos que £ynz €s un homomorfismo de grupos. Luego, consideramos a & como la
familia (€ynz)(U es un abierto de x}- De esta forma, para probar que & es un morfismo sélo nos resta
probar la compatibilidad con las restricciones de pregavilla. Sean U, y U, abiertos de X tales que

U, € Uy, mostraremos que el diagrama

‘fU nZ
Fl,(Uy N Z) —— (F) (U, N 2Z)
PFIz Z;Qﬁ P=1(y- Z;gé
Flz(U,NZ) CHF)Y (U, N 2Z)

SUNZ
es un diagrama conmutativo. Sea s € ¥ |z(U N Z).
Py o [(Ur N Z,5)])
[((UiNZ,s)]
(U2 N Z, sly,nz)]

= fuznz(s|uzmz)

UinZ
Py anz © Einz(S)

Uinz
é‘:UzﬁZ o pleU;mZ(S)'
De esta forma, concluimos que £ es un morfismo entre ¥, y ¢ ().

Por ultimo vamos a mostrar que { y ¢ son morfismos inversos, es decir, § o { = id1#) y que
{o¢ = idgy,, asi, para cada abierto de X debemos mostrar que se cumplen las respectivas igualdades
en los homomorfismos asociados a dicho abierto. Consideramos a U un abierto de X y sean V un
abierto de X que contienea U N Zy t € ¥ (V). Puesto que

(€ o Dunz(l(V,D]) = Eunz © Lunz([(V, 0)]) = Eunz(tlunz) = (U N Z, tynz)] = [(V,1)],

se sigue que (£ o {)ynz = 1d,-1(#)-(unz)- Ahora, sea s € F|z(U N Z). Como

(£ 0 E)unz(8) = Lunz © Eunz(s) = Lunz([(U N Z, 9)]) = slynz = s,

tenemos que (£ o0 )ynz = 1dg,wnz). De este modo, como U fue un abierto arbitrario de X se sigue
que § o = id,-1(#)- y { 0 & = id#|,. De manera particular, esto hecho implica que el homomorfismo
inducido ¢, : ¢ N(F ), = (Flz), es un isomorfismo para cualquier p € Z.
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Ahora bien, por la propiedad universal de la gavilla asociada existe un morfismo de gavillas I

TNF) = Flz de modo que £ = £ o 8 ). De esta forma, como para todo p € Z se tiene que
-1 . . - . -

g, &) y {, son isomorfismos se sigue que £, es un isomorfismo. Por lo tanto, tenemos que { es un

isomorfismo y asf concluimos que ¢™'(¥) y F |, son gavillas isomorfas.

Como puede apreciarse, cuando consideramos cualquier subconjunto abierto Z de X la gavilla
t~1(F) resulta ser s6lo la restriccién de la gavilla F a dicho abierto. De esta forma, cuando tra-
bajamos sobre cualquier subconjunto de X, no necesariamente un abierto, la gavilla :~!(¥) es una
generalizacidn del concepto de gavilla restringida a un abierto y precisamente este hecho motiva la

siguiente definicion:

DErNICION 2.39. Sean Z un subconjunto de un espacio topologico X y ¥ una gavilla sobre X.

La gavilla t™'(F) es la restriccion de ¥ a Z y es denotada por F ;.

En el Capitulo 5 retomaremos el concepto de la restriccion de gavillas en el sentido de la defini-
cion anterior y estudiaremos su aplicacion a las inmersiones cerradas entre espacios anillados y

esquemas.

Para finalizar esta seccion vamos a estudiar un caso especial de la gavilla imagen inversa. Sean
f X — Y una aplicacién continua entre espacios topoldgicos, Oy una gavilla de anillos sobre Yy
G un Oy-médulo. En primer lugar, vamos a mostrar que f~ (&)~ tiene una estructura de f~'(Oy)"-

modulo. Sea U un abierto de X. Definimos la operacion

O W)X G W) - (N
IV, OLIW, ) = [V AW 00,00 - pG1nw(s)]
Comenzaremos probando que la operacion anterior esta bien definida: sean V, V', W'y W’ abiertos
de Y que contienen a f(U) y sean 4 € Oy(V), I’ € Oy(V'), s € GIW)y s € G(W’) tales que
IV, DLIW, 1) = [V, )], [(W, $)]). Como [(V, )] = [(V/, )] existe un abierto Z de ¥ de
modo que f(U) CZ C VNV ypo, () = po,y (1); asimismo, como [(W, s)] = [(W’, s)] existe
un abierto 7 de Y tal que f(U) €T € WN W'y pglt(s) = pgl (s). Luego, el abierto ZN T de
Y asegura que [(V N W, 00, V() - pg ()] = [V W', 00, sy () - pg Yy (s)]: en efecto,
ZNTesunabiertode Ytalque f(U)CZNT C (VN W)n (V' N W)y ademds satisface que

pg‘z/rqy (pOY \‘;mw(/l) ’ pgy/vmw(s))

pOygnT(/D 'pg;VmT(s)
= (00 ny © POy (D) - (gL © P (5))
= (Poy2ns ©Poyy (1)) - (067 0 pay (s1)

= pOY;/%T(/l’) : F’Q%T(S,)

= oyt (Porvow ) PeYw ().
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Ahora, probaremos que la operacién definida anteriormente dota a f~!(G)”(U) con una estructura
de £~'(Oy)~(U)-médulo: sea V un abierto de Y que contiene a f(U), sean 1y A’ elementos de Oy(V)
y sean sy s’ elementos de G(V). Nétese que podemos suponer que todas las secciones involucradas

se encuentran sobre el mismo abierto.

[(V, D1 - (I(V, )] + [(V, s)])

[V, D1+ [V, )] - [(V. 9)]

[V, DIV, 0]) - [V, 9)]

[(V,A(s + s7)]

[(V, As + As")]

[(V, )] + [(V, A5")]
[V, D] - [(V, )] + [V, D] - [(V, s)].
[(V, (1 + 2)s)]

[(V,As + A's)]

[(V, )] + [(V, 's)]

[V, D] - [(V, )] + [(V, )] - [V, 5)].
[(V, (427)5)]

[(V, A 5))]

[(V, D] - [(V, A's)]

[(V, D] - ([(V, )] - [(V; 9)]).

[(Y, 1o,)] - [V, )] = [(V, Loy 9)] = [(V, 9)].

Asi, tenemos que f~!1(G)”(U) tiene una estructura de f~!(Oy)~(U)-médulo.

Lo tinico que resta a probar para tener que f~'(G)~ es un f~!(Oy) -médulo es la compatibilidad del

producto externo con las restricciones de pregavillas. Sean U y V abiertos de Y tales que V C U.

Vamos a probar que el siguiente diagrama es conmutativo:

1O () x f1(6)(U)

U U
P10 P ey

O M x UG (V)

@ (W)

U
P16y

@

Sea W un abierto de Y que contiene a f(U) y sean A € Oy(W) y s € G(W).

pri@gry (W, D1 - [(W, 9)])

P16y ([(W, A5)])
[(W, A5)]
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[(W, D] - [(W, )]
P10y (W, D) - prg-y (LW, )D).

De esta forma, concluimos que f~'(G)~ es un f~1(Oy) -médulo.

Lo siguiente que haremos serd probar que f~'(&) tiene una estructura de f~!(Oy)-médulo. Recorde-
mos que el hecho que f~'(G)™ tiene una estructura de f~'(Oy) -médulo implica que f~'(G); es un

f‘l(Oy);—m(’)dulo para cada p € X. Sea U un abierto de X. Definimos la operacion

S fONWO) X fHGOW) = fFHGW)
(4, 9) > s U= o),
qelU
pr Ap)-s(p)

Comenzaremos mostrando que la operacién anterior esta bien definida:

e Sean 1€ f(G)(U)y s € f{(G)(U). Vamos a mostrar que As cumple con las condiciones
requeridas de un elemento f~'(G)(U). Sea p € X. Sabemos que A(p) € f_l(Oy); y que
s(p) € f71(G),. Luego, como f~!(G), tiene una estructura de f~'(Oy),-médulo se sigue de
manera inmediata que A(p) - s(p) € f —l(g);,.

Por otro lado, como A € f~1(G)(U) se sigue que existe un abierto V de X que contiene a
p, estd contenido en U y existe u € f~'(Oy)~(V) tales que para todo ¢ € V se tiene que
A(q) = pg; asimismo, como s € FUG)(U) se sigue que existe un abierto W de X que
contiene a p, estd contenido en U y existe ¢ € f~'(G)"(W) tal que para todo g € W se tiene
que s(¢) = t,. Afirmamos que el abierto V N W y la seccién uz de f~1(G)"(V N W) son los
elementos indicados: en efecto, V N W es un abierto de X que contiene a p, claramente ut
es una seccioén de f~1(G)"(VN W) (pues f~1(G)" tiene una estructura de f~'(Oy) -mddulo)
y ademds para cada g € V N W tenemos que (As)(q) = A(q) - s(q) = py - t, = (ut),.

De esta forma, tenemos que As € f~1(G)(U).

e Sean 1, € f 1 (Oy)(U)y s,5 € f1(G)(U) tales que (4, s) = (1, s"). Sea p € U. Como
A=2Ays = s sesigue que A(p) = A'(p) y que s(p) = s'(p). Asi, como (A(p), s(p)) =
(A (p), s’(p)) se sigue que A(p) - s(p) = A'(p) - s'(p) y esto implica que As = A's’.

Por lo tanto, concluimos que la operacion anterior estd bien definida. Ahora, mostraremos que dicha
operacién otorga a f~'(G)(U) con una estructura de f~'(Oy)(U)-médulo: sean A, A" € f~1(Oy)(U),
5,8 € fHGWU)y p eX.
(A(s + D)) = Ap) - (s + 5)(p) = Ap) - s(p) + Ap) - 5'(p) = (A5 + A5")(P).
((A+)s5)(p) = (A+2)(p) - s(p) = Ap) - s(p) + X (p) - s(p) = (A5 + A'5)(p).
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((A)s)(p) = (A)(p) - s(p) = (A(p) - V() - 5(p) = A(p) - (X' (p) - 5(p)) = (A" 5))(p)-
(1 -10p@)$)(P) = 110wy (P) - $(p) = 1105 + 5(p) = s(p).
Las igualdades anteriores implican que f~'(G)(U) tiene una estructura de f~!(Oy)(U)-médulo. Lo
tinico que nos resta a probar para concluir que f~1(G) es un f~1(Oy)-médulo es probar la compa-

tibilidad del producto externo con las restricciones de gavilla. Sean U y V abiertos de X tales que

V C U. Vamos a probar que el siguiente diagrama es conmutativo:

FHOn)U) x fHG)(U) (&)
P10y 1 G)y Pr1G),
FHONWV) x FFHG)(V) @ w)

Sean 1 € f1(Oy)(U)y s € f7(G)(U). Vamos a probar la igualdad pgl(ds) = po, Y (Dpgh(s).
Como ambas aplicaciones tienen el mismo dominio y codominio, s6lo resta probar que tienen la

misma regla de asignacion. Sea p € X,

Py (As)(p) = (As)(p) = Ap) - s(p) = o,y (D(P) - PGy ()(P) = (o, y (Dps-1G)y ())(P)-

De esta forma, concluimos que f~!(G) tiene estructura de f~!(Oy)-mddulo. Todo esto que hemos

realizado culmina en el siguiente resultado:

ProposicioN 2.40. Sean f : X — Y una aplicacion continua entre espacios topologicos, Oy
una gavilla de anillos sobre Y y G un Oy-médulo. La gavilla f~'(G) (respectivamente, la pregavi-
lla f~'(G)") tiene una estructura de f~'(Oy)-mddulo (respectivamente, tiene una estructura de

£ (Oy)~-médulo).

4. El Producto Tensorial de Ox-Modulos

Recordemos que en la Teoria de Mddulos a partir de una pareja de médulos sobre un anillo
siempre es posible construir su producto tensorial sobre dicho anillo. En la Teoria de Gavillas
podemos hablar de una nocién andloga: el producto tensorial de gavillas de médulos. En esta sec-
cién nos daremos a la tarea de construir el producto tensorial de una pareja de gavillas de médulos

y estudiaremos algunas de sus propiedades.

Vamos a fijar una pareja (¥, G) de Ox-mo6dulos sobre un espacio anillado (X, Oy). A partir de
¥y G definiremos una pregavilla que denotaremos por (¥ ®o, G)~ de la siguiente manera: para
cada abierto U de X asignamos (¥ ®o, G) (U) = F(U) ®o,w) G(U) y para cualesquier abiertos U
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y V de X de modo que V C U asignamos p(r g, g)-g = prY ® pgl . Bajo estas condiciones vamos

a mostrar que (¥ ®p, G)~ es una pregavilla de Ox-mddulos sobre X:

En primer lugar, para cada abierto de U como 7 (U) y G(U) son Ox(U)-médulos, podemos con-
siderar el producto tensorial (U) ®o, ) G(U) que tiene una estructura natural de Ox(U)-médulo.
Por lo tanto, para cada abierto U de X se tiene que (F ®o, G) (U) es un Ox(U)-mddulo. Ahora,
probaremos que (F ®p, G) satisface las condiciones de pregavilla:

PG1. Puesto que ¥ y G son pregavillas y Oy es una gavilla, tenemos que 7 (0) = G(0) = Ox(0) =
{0}, esto implica que 7 (0) ®o, @) G(0) = {0} y por lo tanto (¥ ®o, G)~(0) = {0}.
PG2. Sea U un abierto de X.

U _ U U o . _
P g0, 6y = Pru ® Pey = 1drw) ® 1dgw) = idr ey, gy )-

PG3. Sean U, V 'y W abiertos de X talesque W C V C U.

PF @0, g)'éjv = prw ®Pgy
(PT% ° P?g) ® (Pg;/v o ng)
(orw ® pgw) © (ory ® pgy)

_ \%4 U
= PF @0y Gy CPF @0y 6) v+

Lo unico que nos resta probar para mostrar que (¥ ®o,G)~ es una pregavilla de médulos es compro-
bar la compatibilidad del producto externo con las restricciones de pregavilla. Sean U y V abiertos

de X tales que V C U. Vamos a probar que el siguiente diagrama conmuta:

Ox(U) X (F ®o, G)"(U)

(F ®o, G)(U)

U U U
POxy*P(F ®0, G) P(F @0y 7

Ox(V) X (F &0, G)(V) (F ®ox G)" (V)

Para mostrar que el diagrama anterior conmuta, sera suficiente con mostrar que la conmutatividad
se satisface cuando consideramos un generador de ¥ (U) ®o,w) G(U). Sean s € F(U),t € G(U) y
A€ Ox(U)

P o0, 67y (As ® 1)
Py (A5) ® pgy (1)

Poxy (Dpry () ® pgy (1)

PF a0, (A (s®1))
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po, L) - (p(,fs(s) ® pgl (r))

Poxy () - P a0, 6 ﬁ(s ® 1).

De esta forma, concluimos que (¥ ®o, G)~ es una pregavilla de Ox-médulos.

Ahora que hemos construido una nueva pregavilla de médulos, una de las preguntas naturales que
puede surgir es qué sucede con sus modulos de gérmenes. El siguiente resultado nos brindard una

respuesta a esta interrogante.

ProposiciON 2.41. Con las notaciones anteriores, para cada p € X existe un O ,-isomorfismo

entre (F ® G), y ¥ ®oy, Gp-

DEMOSTRACION. Sean p € X y U un abierto de X que contiene a p. Consideramos la siguiente
asignacion:
pu: FWU)xGWU) - F,®0,G)p
(s,0) = 5,01,
Observemos que ¢y es una aplicacion bien definida: sean s,s5" € F(U) y t,t' € G(U) tales que
(s,1) = (s',¢). Como s = s" yt = ' se sigue que s, = s,y que 7, = 1. Luego, la igualdad
(sp,1p) = (5),,1,) implica que s, ® 1, = s/, ® 1, y por lo tanto concluimos que ¢y estd bien definida.

Ahora, mostraremos que ¢y es una aplicacion Ox(U)-bilineal. Sean s,s" € F(U), t,t' € G(U) y
A, p € Ox(U).

pu(ds +us’, 1) = (As + us’), @1, = A,(5, ®1,) + (s, ®1,) = - oy (s, 1) + - (s, 1).

pu(s, At +ut’) =5, @ (At +put’), = A,(s, ®1,) + (s, ®1,) = A oy(s,1) + - y(s, 1)
Por lo tanto, por la propiedad universal del producto tensorial existe una tnica aplicacion Ox(U)-
lineal ¢ definida en los generadores de ¥ (U) Qo) G(U) de la siguiente forma
% : 7:(lj) ®Ox(U) g(U) - Tp ®Ox,p gp
st = 501,

Con la ayuda de la aplicacion anterior vamos a definir una aplicacién Oy ,-lineal entre (¥ ® G),
y F» ®oy, Gp- Bastara definir dicha aplicacion para los gérmenes de los elementos generadores
de (¥ ®o, G)"(U) para cualquier abierto U de X que contenga a p. Consideramos la siguiente
asignacion:

:(Feg), — Fp®o, Gy

(U, s®nD] =  gu(s®1)
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En primer lugar, mostraremos que { es una aplicacion bien definida: sean U y U’ abiertos de X
que contienen a py sean s € F(U), s € F(U'),t € GU)y t € GU’) tales que [(U, s @ t)] =
[(U’, s’ ® t')]. La igualdad anterior nos asegura la existencia de un abierto V de X que contiene
a p, estd contenido en U N U’ y es tal que pre,, 69y (S ® 1) = P ap, g)—g,(S’ ® t'), es decir,
prY(s) ® pgl(r) = prY (s") ® pgY ('). Ahora bien, de la igualdad anterior y del hecho de que la
aplicacion @y estd bien definida sigue que (o7} (5)),® (g} (1)), = (o (s)),®(pgy (t')),. es decir,
sp®t, = 5, ®1,. Por lo tanto, concluimos que £ es una aplicacion bien definida.

Ahora, vamos a mostrar que { es una aplicacion Oy, ,-lineal: sea U un abierto de X que contiene
apyseans,s € F(U), t,t' € GU)y A, u € Ox(U). Nétese que podemos suponer que todas las

secciones se encuentran sobre el mismo abierto.

(U, D] - [(U, sen] + [(U,w)] - [(U, " @ 1)]) ([U,As)y@t+ (us)®1)])
= @A)t + (us) 1)

= ou((A9)® 1)+ pu((us) ®1')
= A-ous®@t)+u-py(s’®1)

= 4, (U, s®D]) +p, - LU 5’ ®1))).

Lo siguiente que haremos serd definir una aplicacion Ox ,-lineal entre ¥, ®o,, G, y (¥ ®o, G),,-

Consideramos la siguiente asignacion:

&1 FpxG, - (F ®0, &),
(LU, HLIV, 0] = (U NV, pr50(5) @ pglrny ()]

Comenzaremos probando que & es una aplicacion bien definida: sean U, U’, V' 'y V' abiertos de X
que contienen a py sean s € F(U), s’ e F(U'),t € G(V) y t' € G(V’) tales que ([(U, s)], [(V,1)]) =
(L', sH1, V', t)]). Como [(U, s)] = [(U’,s)]y [(V,1)] = [(V',1')] se sigue que existen abiertos
Wiy W, de X que contienen a p tales que W; C UNU’, Wo € VNV, prl, () = priy () y
pg&(t) = pg&(t’). Observemos que W; N W, es un abierto de X que contiene a p, estd contenido
en(UNV)n (U’ NnV")y ademads satisface que

(P¢€]V?r‘n/w2 ° Pfgmv(s)) ® (pQg/?r‘w/Wz ° ngmv(t))

PF 8o, 6 %TXWQ (o7 Uy ($) ® pg iy (D)
= Prwom(5) ® Pay,au, (1)
= PT%,mWZ(S,) ®P§$mw2(f,)
= (pféjv/l?w‘l/alfz © PTg:mv'(S,)) ® (Pg?v/l%’/z © ngj'mv'(t’))

_ uav (U , %4 /
= P o6 WanZ(PTU'mv'(S ) @ PGy (1)-
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De este modo, tenemos que [(U NV, pzY () ® pghr D] = [(U NV, prl L (8) @ pgbr KNy
asi concluimos que £ es una aplicacion bien definida.

Ahora, probaremos que £ es una aplicacién Oy ,-bilineal. Sea U un abierto de X que contiene a
pysean s, s € F(U), t,t' € GIU)y A,u € Ox(U). Nétese que podemos suponer que todas las

secciones se encuentran sobre el mismo abierto.

LU, D1 - WU, )1 + [(U, ] - [(U, sH], [(U, 0]

E(LU, As + pus)H], (U, )])
= [(U,(As+pus")®1)]
= A, [(Us®)]+u, [(Us ®1)]
= A, &, 9L U, 0]) +
Hp - E(LCU, DL IU, D).
LU, 9L LU, D1 [WUD1+ [(U,w] - LU, )]) = &L, )], [(U, At + ut')])
= [(U,s® A+ ut'))]
= A, -[(Us®n]+u, [(Uset)]
= A, &, 9L U, 0]) +
up - E(LCU, )], [(U, 1)]).

Por lo tanto, por la propiedad universal del producto tensorial existe una tinica aplicacién Oy ,-lineal
£ definida en los generadores de Fp ®oy, G, de la siguiente forma:

& Fp®oy, Gy (F ®oy G),
(U, ) @V,0] = [UNV,pr50(5)®pglny(0))]

Lo tnico que nos resta a probar es que { y & son aplicaciones inversas. Comenzaremos mostrando

que Eo { =1diF gy, g);* sean U un abierto de X que contiene a p, s € FWU)yteG),

Eo0 (U, s® D)) = E@u(s ® 1) = EU, )1 ® [(U,0]) = [(U, s ® 1)].

Consecuentemente, tenemos que go { = id7g,, g);- Ahora, probaremos que ¢ o E = idg, 80y, Gr"
sean U y V abiertos de X que contienena pyseans € F(U)yte G(V),

LU NV, prgay(s) ® pgray)])
(U NV, pr50y (N1 LU NV, pgh ()]
(U, )] ® [(V,1)].

Lo E([U, ) @ [(V,)])

De esta forma se tiene que £ o & = idy, &5, g, Por lo tanto, concluimos que existe un Ox,,-
isomorfismo entre (¥ ®o, G), ¥ F) ®0oy, Gp- [y
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Ahora bien, en general la construccion anterior no siempre da como resultado una gavilla, el sigu-

iente ejemplo es una muestra de ello.

EsempLo 2.42. Consideremos a X = {p, g} dotado con la topologia discreta y a K un campo.
Vamos a tomar a las gavillas rascacielos Ky y K y a la gavilla constante Ky (esta es la gavilla
asociada a la pregavilla constante K, ) sobre X. Observemos que para r € {p, g} podemos definir

un morfismo de pregavillas ¢ : K, — K} dado de la siguiente forma: para cada abierto U de X

id[{ sirelU
Yu =

asignamos

Ok sirgUyU#0,0s1U=0
Luego, por la propiedad universal de la gavilla asociada podemos definir un morfismo Ky — Kj.
Gracias a este morfismo podemos dotar a K con una estructura de médulo sobre Ky. Ahora bien,
recordemos que por construccion se tiene que Kx({r}) es el conjunto de todas las aplicaciones con
dominio en {r} y codominio K que son localmente constantes, de este modo, de manera inmediata
tenemos que Kx({r}) = K. Asi, como X esta dotado con la topologia discreta se tiene que Kx(U) =

K para cualquier abierto U de X.

Lo que mostraremos a continuacién es que (K} ®k, K;)~ no es una gavilla. Consideremos a los
abiertos {p} y {g} de X. De la definicion de la pregavilla (K)’; Rk, K}q()‘ se sigue que
(K} ®k, K3)~Up}h) = {0} = (K} ®k, K3)~({g)).
(K} ®k, K3)"(X) = K.
Por otro lado, consideremos al elemento 1x ® 1x de (K)’; ®ky K;’()‘(X). Observemos que dicho
elemento satisface las siguientes igualdades:

P(K§®KXK;’(>-5;}(1K ® 1x) = Okrey k%) ((1p))-

p(K)’;@KXK;’()*f;}(lK ®lg) = O(K§®KXK;’()*({q})'
Si (K§ ®k, K3)~ fuese una gavilla, entonces las igualdades anteriores junto con el hecho de que X
tiene por topologia a la discreta implicarian que 1x ® 1 = Oz, x9)-(x) ¥ con ello tendriamos que

(K§ Rk K;’()‘(X) = {0} lo cual es absurdo. De esta forma, concluimos que (K)’; ®ky K;)‘ es una

pregavilla pero no una gavilla.

Para obtener una gavilla de médulos a través de la construccion realizada anteriormente vamos

a considerar la gavilla asociada a dicha pregavilla.

DerNiciON 2.43. Sean ¥ y G modulos sobre Oy donde (X, Ox) es un espacio anillado. El pro-
ducto tensorial de ¥ y G denotado por ¥ ®o, G es la gavilla asociada a la pregavilla de Ox-mddulos

(f ®oy G).
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El siguiente resultado nos muestra la relacion que existe entre la restriccion del producto tenso-

rial de gavillas con el producto tensorial de las correspondientes restricciones de gavillas.

Lema 2.44. Sean ¥ y G modulos sobre Ox donde (X,Oy) es un espacio anillado. Para todo
abierto U de X existe un isomorfismo entre las gavillas (F ®o, Q)| v Y Flu®oy, Glu.

DEmosTRACION. Para mostrar el isomorfismo entre las gavillas deseadas mostraremos que existe un

isomorfismo entre sus médulos de gérmenes para cada punto de X. Sea p € X.
((¢ ®0y g)IU) = (F ®0, G), = Fp ®0y, Gp = (Flv)y ®0y, (Gl0), = (Flu ®0, Glv),-
p

Por lo tanto, concluimos que (F ®o, Q)| v =Flu®o, Glu.

Recordemos que en la Proposicion 2.28 obtuvimos una caracterizacion del soporte de una gavi-
lla de médulos finitamente generada en el caso en que trabajamos con un espacio localmente anil-
lado. Utilizando este resultado podemos dar una caracterizacion muy agradable del soporte del

producto tensorial de gavillas finitamente generadas sobre un espacio localmente anillado.

ProposiciON 2.45. Sean F y G mddulos finitamente generados sobre Ox donde (X, Oyx) es un

espacio localmente anillado. Se tiene que

Supp(¥ ®o, G) = Supp(¥) N Supp(G).

DEMOSTRACION. Sea p € X. Como ¥ y G son Ox-mddulos finitamente generados se sigue que ¥, y
G, son finitamente generados sobre el anillo local (Oy j,, my,,). Luego, utilizando las Proposiciones
2.28 y A.24 se tiene que

(F ®ox G)p
p € Supp(F ®o, G) o7 B0, O # {0}
7_-17 ®0X,p gp + {0}

iy ,(F) ®ox, Gp)
Fr #1075}y G, # {0g,}

p € Supp(¥) y p € Supp(G)
p € Supp(¥) N Supp(G).

11101

-

Para concluir con esta seccion, utilizando el producto tensorial de gavillas vamos a construir
una gavilla a partir de un morfismo de espacios anillados y una pregavilla de médulos sobre el

codominio. Vamos a fijar un morfismo de espacios anillados (f, f*) : (X,0x) — (¥,Oy) y una
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pregavilla G de Oy-médulos. Comenzaremos mostrando que existe un morfismo entre f~'(Oy) y
Oy, para ello, es suficiente construir un morfismo entre f~'(Oy)~ y Oyx. Sea U un abierto de X,

definimos la asignacién
W, {0y (U) - Ox(U)
(Wl = pody ()

Vamos a mostrar que h*;, es una aplicacion bien definida. Sean W un abierto de Y que contiene
a f(U)y s € Oy(W). Como W es un abierto de ¥ podemos considerar el homomorfismo f;’f, :
Oy(W) — Ox(f~'(W)) y como s es una seccién de Oy sobre W se sigue que fi(s) € Ox(f~1(W)).
Ademas, como f(U) € W se sigue que U C f~1(f(U)) € f~1(W) y de esta manera podemos tomar
la restriccion de fi(s) al abierto U. Con esto, hemos comprobado que /¥, ([(W, )]) € Ox(f~'(U)).

Ahora, sean W, y W, abiertos de Y que contienen a f(U) y sean s; € Oy(W)) y 5, € Oy(W,) de
modo que [(Wy, s1)] = [(W2, 52)]. Vamos a mostrar que h*,([Wy, 51)]) = h*,([W2, 52)]), es decir,
mostraremos que pOX{]_I(W’)( ffWi(sy)) = pOX{]_l(WZ)( f*(s2)). Como Oy es una gavilla, para mostrar
la igualdad deseada mostraremos que para cualquier punto de U se tiene igualdad en los gérmenes
de dichas secciones. Sea p € U. Como [(Wy, s;)] = [(W,, s5)] existe un abierto Z de Y tal que
fWU) € Zc Wyn W,y tal que poy?/l(s]) = poyglz(sz). Por otro lado, para i € {1,2} tenemos el
diagrama conmutativo

Wi

Oy(W)) Ox(f~(W)))

Or.s(p) o Oxp
P

del cual se obtienen las siguientes igualdades:

(Poxi_](wl)(ml(sl)))p = fj((sl)f(p)) y (poxf,_'(w”(ﬁ@(&)))p = ]?)#((SZ)f(p))-

Ademés, el hecho que poygl '(s1) = poy?/z(sz) implica que (s1), = (s2), para cualquier r € Z, en
particular, como f(p) € Z tenemos que (1)) = (52)5»). Luego, como f;f es una aplicacién bien

definida se sigue que flf ((SD(py) = fl’f (($2)#(p)) y consecuentemente

(oxly ™, (D)), = 0500 = (2100 = (ogly " (fh(52))),

Asi, como (pox{]_l(wl)(fg,l(sl)))p = (pole;_](WZ)(f‘f,z(sz)))p para cualquier p € U y Ox es una gavilla
—1 —1 _

se sigue que po,t, P(Wis)) = poyd, P (F*(s2)). Por lo tanto, concluimos que A%y, es una

aplicacion bien definida.
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En seguida, probaremos que 4*;, es un homomorfismo de anillos. Sea W un abierto de Y que
contiene a f(U) y sean s y ¢ secciones de Oy sobre W. Nétese que podemos suponer que las

secciones se encuentran sobre el mismo abierto.

Wy ([(W, s + 1))
= po.d, V(s +1)
= pocy V(i) +porly V(f@)
= W (W, 9)]) + B (W, 1)),

R o([W, )1 - [WD]) = K ([(W, st)])
= poy (filsn)
= ot F() - porhy M (f@)
= W (LW,9)]) - By (LW, 0)).

K (LY Loy)]) = pory P o,m) = porX(low) = loxw)-

De esta forma, hemos mostrado que A*;, es un homomorfismo de anillos. Lo tnico restante para

B (LW, )] + [(W, 0)])

comprobar que 4" es un morfismo es mostrar que se satisface la compatibilidad del producto
externo con las restricciones de gavilla. Sean U, y U, abiertos de X tales que U, C U,. Vamos a

probar que el siguiente diagrama

Wy,
F(Oy)"(Uy) Ox(U))
Pf_l(()y)‘ Z; pOXZ;
FHOy) (Uy) e Ox(U,)

Ua

es un diagrama conmutativo. Sea W un abierto de Y que contiene a f(U;) y sea s una seccion de
Oy sobre W.

POy (pox{/_ll(w)(ﬂ#i/(s)))
poyt, V(fib(s)

h 0, (I 5)])

= h', OPf-'(Oy)-Z;([(W, )]).

poyy, © By, (LW, 9)])

Por lo tanto, concluimos que 42"~ : f~1(Oy)~ — Oy es un morfismo de gavillas. Asf, por la propiedad

universal de la gavilla asociada tenemos que existe un morfismo de gavillas #* : f~1(Qy) — Ox.



92 2. GAVILLAS DE MODULOS

Luego, como Ox y f~!(Oy) son gavillas de anillos, el morfismo A* otorga de manera natural a Oy

una estructura de f~!(Oy)-médulo.

Por otro lado, recordemos que la Proposicién 2.40 nos dice que f~'(G) tiene una estructura de
f~1(Oy)-médulo, de esta manera, podemos considerar el producto tensorial f~'(G) ® 10y Ox. De

estos hechos se deriva la siguiente definicion:

DerinicioN 2.46. Con las notaciones anteriores, el pullback de G bajo f denotado por f*(G) es
la gavilla dada por f~1(G) ®;-1(0,) Ox.

Para concluir con este capitulo vamos a determinar a los médulos de gérmenes del pullback de G
bajo f: como f*(G) es un producto tensorial de gavillas, si p € X, entonces por la Proposicion 2.41

se tiene que

Gy = (G ®10,)0x), = [ (G)y ®110p), Oxp = Grip) ®01 Oxp-



Capitulo 3

Esquemas

Los esquemas, objetos que tienen una gran importancia para la Geometria Algebraica Moderna
seran estudiados en este capitulo. La primera seccion se encargara de construir una clase especial de
esquemas para motivar nuestro estudio, para ello, realizaremos un repaso sobre ideales homogéneos
de anillos graduados. En la segunda seccion definiremos de manera formal a los esquemas y revisa-
remos algunas de sus propiedades principales. Para concluir con este capitulo, en la tercera seccion

nos centraremos en una clase especial de esquemas: los noetherianos y localmente noetherianos.

1. El Espectro Proyectivo de un Anillo Graduado

En esta seccién construiremos un ejemplo que servird de motivaciéon para el estudio de los
esquemas: el espectro proyectivo de un anillo graduado. Después de revisar las nociones necesarias
sobre ideales homogéneos de un anillo graduado, construiremos un espacio topoldgico sobre un
anillo graduado y estudiaremos algunas de sus propiedades. Por tdltimo, definiremos una gavilla
de anillos sobre dicho espacio topoldgico y finalizaremos esta seccion mostrando algunas de sus

propiedades.

1.1. Ideales Homogéneos de un Anillo Graduado. En este apartado definiremos los idea-
les homogéneos de un anillo graduado y estudiaremos algunas de sus propiedades, en particular,
vamos a estar interesados en estudiar los ideales primos homogéneos. Comenzaremos realizando un
recordatorio rapido sobre anillos graduados, sin embargo, se sugiere al lector consultar la Seccion

5.1 del Apéndice A para tener mayores detalles.

Recordemos que un anillo A es graduado si existe una familia (A,),ez, de subgrupos A de modo
A= @%% A, y de modo que para cualesquier n,m € Z, se tiene que A, X A,, € A, Ademas,
tenemos las siguientes terminologias y propiedades:

e A, es la componente homogénea de grado n paracadan € Z,.
e Dadon € Z,, cada elemento a, de A, es un elemento homogéneo de grado n.
e A" denota al conjunto de todos los elementos homogéneos de A.
e Cada elemento de A tiene una descomposicion tinica como suma de elementos homogéneos.
e Ag es un subanillo de A.
93
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e A, =P, Ay esunideal de Ay se llama el ideal irrelevante.

e A" denota al conjunto de todos los elementos homogéneos de A de grado positivo.

A continuacién iniciaremos con el estudio de los ideales homogéneos de un anillo graduado.
Antes de definir el concepto de ideal homogéneo presentaremos un resultado que es de gran utilidad

para saber cuando un ideal contiene al ideal irrelevante.

Lema 3.1. Sea I un ideal de un anillo graduado A. Se tiene que A, C I si y solo si para todo

d € N se cumple que Ay C 1.

DEMOSTRACION. Supongamos que A, C I. Sea d € N. Puesto que A; C A, se sigue de manera

inmediata que A, C 1.

Reciprocamente, supongamos que A; € [ para todo d € N. Seaa € A,. Como A es un anillo
graduado, existen s € Ny ay,...,a; € A tales que q; € A; paratodo i € {1,...,s} y de modo que
a = a; +---+a, De la hipbtesis se sigue que Ay, ..., A; estdn contenidas en / y por tanto ay, . .., d;

son elementos de 1. Asi, se sigue que a € I y de esta forma concluimos que A, C 1.

DEriNiciON 3.2. Un ideal 7 de un anillo graduado A es homogéneo si estd generado por elementos

homogéneos de A.

Para cualquier anillo graduado A vamos a denotar al conjunto de los ideales homogéneos de A

por 0"A. La siguiente cosa que realizaremos es dar una caracterizacion de esta clase de ideales.

ProposicioN 3.3. Sea I un ideal de un anillo graduado A = @n ez, An- Los siguientes enuncia-

dos son equivalentes:

1. I es homogéneo.

2. I contiene todas las componentes homogéneas de cada uno de sus elementos.

A A A+ 1
3. — es un anillo graduado donde — = EB Lo
I r = 1

DEMOSTRACION.

1. = 2. Seaa € I. Como I es homogéneo se sigue que existe H C [ tal que cada elemento
de H es homogéneo y (H) = I. Asi, existen r € N, hy,...,h, € Hy A;,...,4, € A tales que
a = Aih; + -+ + A.h,. Luego, como A es un anillo graduado, para cada i € {1,...,r} se tiene que
A=A+, +--+ /lit,- para cierto 1; € Z, y con 4;; € A; para cada j € {0,...,;}. De este modo,

r

a = 2 /l,‘]’li = Z i /L'jhl'.
i=1 j=0

i=1
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Ademds, como 4; h; estd en I y es un elemento homogéneo para cadai € {1,...,rty j€{0,...,1},

concluimos que / contiene cada componente homogénea de a.

2. = 1. Consideramos a H como el conjunto de todas las componentes homogéneas de cada uno

de los elementos de /. De esta forma, I = (H).

3. = 2.Seay € I. Como A es un anillo graduado existen n € Z, y yg,...,y, € A tales que y; € A;
paracadai € {0,...,n} yde modoquey =yy+---+y, Luego,comoy € I sesiguequey+I=1y
esto implica que Y\, (v; + I) = I. Asi, por hipétesis se tiene que y; + [ = [ paracada i € {0,...,n}
y consecuentemente tenemos que y; € I para cada i € {0,...,n}. Por lo tanto, I contiene cada

componente homogénea de y.

A
2. = 3.Sea x € —, asi, existe 4 € A tal que x = 4+ I. Como A es un anillo graduado se sigue que
existen s € Z, y Ag,...,d; € Ademodoque A; € A; paracadai € {0,...,s}ytalque A = Ap+- - -+ 4.
Luego, se sigue que

x=A+1=o+-+A)+ 1=+ D+ -+, +1])

A+ 1 A A+1 A
y esto implica que x € Z kT Por tanto, puesto que 7 - Z £ 7 C 7 concluimos que

keZ, keZ,
A A+ 1 .. .
- = Z . Lo que nos resta a mostrar es que la descomposiciéon de cada elemento es unica,
I keZ, I
para ello, es suficiente con mostrar el siguiente enunciado: si r € Z, y yg,...,M, € A son tales

que u; € A; paracadai € {0,...,r}y (uo + 1) +---+ (u. +I) = I, entonces yu; € I para todo
Jj€0,...,r}.Seanr € Z, y uo, ..., 1, € A tales que y; € A; paracadai € {0,...,r}y de modo que
(o +1)+---+ (u,+1)=1.Laigualdad

I=(uo+D+-+@+D= @+ - +u)+1

implica que o + - - - + 1, € 1. Luego, como y; es un elemento homogéneo para cada i € {0,...,r},
por hipoétesis se sigue que y; € I paratodoi € {0,...,r}. Con esto, queda mostrada la unicidad en

la descomposicion de cada elemento y por lo tanto concluimos que el anillo 7 es graduado con la

A +1
graduacion natural dada por (kT)kez+- 3

Algunas consecuencias inmediatas a la proposicion anterior se muestran en el siguiente resul-
tado:

CoroLARIO 3.4. Sea A un anillo graduado. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Si Iy J son ideales homogéneos de A, entonces I N J es un ideal homogéneo de A.

2. Si I es un ideal homogéneo de A, entonces VI es un ideal homogéneo de A.
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DEMOSTRACION.

1. Sean [ y J ideales homogéneos de A. Asi se sigue que existen H; € [ 'y H, € J de modo
que los elementos de H; y H, son homogéneos y ademds I = (Hy) y J = (H;). Luego, como

I'nJ =(H, N H,) la proposicion anterior asegura que / N J es homogéneo.

2. Sea I un ideal homogéneo de A. Sea x € VI, en particular, como x € A se sigue que existen
rezZ.ya; €A paracadai € {0,...,r} de modo que x = gy + --- + a,. Por otro lado, como
x es un elemento de V7 tenemos la existencia de n € N de modo que x" € I, esto implica que
ag + (otro términos) es un elemento de /. Posteriormente, como / es homogéneo se sigue que
ag € 1, es decir, tenemos que ag € VI. Luego, como x —ay = a; + --- + a, es un elemento de
VI, aplicando el razonamiento anterior tenemos que a; € VI. Continuando de esta manera se tiene
que cada componente homogénea del elemento x estd en VI con lo cual concluimos que VI es un

ideal homogéneo. —

Para nuestro estudio, vamos a estar interesados en aquellos ideales homogéneos de un anillo
graduado que sean ideales primos. El siguiente resultado nos brindard una caracterizacion para

identificar ideales primos homogéneos.

TreoREMA 3.5. Sea I un ideal homogéneo de un anillo graduado A tal que I # A. Los siguientes

enunciados son equivalentes:

1. I € Spec(A).
2. Para cualesquier elementos homogéneos a y b de A tales que ab € I se tiene que a € I o
bel

DemosTrAcION. Claramente el enunciado 1 implica al enunciado 2 asi que sélo resta probar que
el enunciado 2 implica al enunciado 1. Procederemos por contradiccién: supongamos que existen
a,beAtalesquea ¢ I,b¢ lyabel. Seas € Z, el minimo grado de la componente homogénea
de a que no estd en / y de igual manera, sea ¢ € Z, el minimo grado de la componente homogénea
de b que no estd en I. Como ab € I, por el enunciado 2 del Teorema 3.3 se sigue que la componente

homogénea (ab),,, de grado s + t de ab es un elemento de /. Luego, puesto que

s+t
(@) = ) aibos
i=0
= aobgy + atbgyy + -+ ag by +aghy + agbiy + -+ agibg
el el
se sigue que ab, € I 'y por hipétesis se tiene que a; € I 0 b, € I lo cual es una contradiccion con la

eleccionde sy 1.
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Vamos a denotar al conjunto de ideales primos homogéneos de un anillo graduado A por
Spec”(A). Dado un ideal primo p de A, vamos a denotar por p" al ideal generado por los ele-
mentos homogéneos de p. Uno puede preguntarse de manera natural si el ideal que acabamos de
construir es un ideal primo, mds aun, si es un ideal primo homogéneo, el siguiente resultado nos

brindara respuestas a dichos cuestionamientos.

Lema 3.6. Sean A un anillo graduado y p € Spec(A). El ideal v" es un ideal primo homogéneo
de Ay satisface que p" C p.

DEemosTRACION. Es claro que p" C p asf que sélo resta mostrar que p” es un ideal primo homogéneo.
Por construccién tenemos que p" es un ideal, mds atn, p" # A pues " C p c A. Ahora, sean
a,b € A" tales que ab € p". Luego, como ab € p y p es primo se tiene que a € p o b € p. Ademds,
como a y b son elementos homogéneos se sigue que alguno de ellos estd en la familia que genera a

p", esto implica que a € p" 0 b € p". Por lo tanto, p" es un ideal primo homogéneo de A.

Para concluir con esta seccion, el siguiente resultado nos dird cudl es el comportamiento de los

ideales primos minimales respecto a un ideal homogéneo.

TeorREMA 3.7. Sea I un ideal homogéneo de un anillo graduado A tal que I # A. Los ideales

primos minimales con respecto a I son homogéneos.

DEMOSTRACION. Sea p € Spec(A) tal que p es un ideal primo minimal con respecto a /. Consideramos
al ideal p”. Por el lema anterior sabemos que p" € Spec"(4) y ademds que p" C p, mas aiin, puesto
que las componentes homogéneas de los elementos de / estdn en p, necesariamente estas deben de
estar en la familia generadora de p" lo cual implica que I C p”. De este forma, puesto que I C p* C p
y p es un primo minimal respecto de I se sigue que p" = p. Por lo tanto, concluimos que p es un

ideal homogéneo. —

1.2. El Espacio Topologico Proj(A). Una vez realizado el estudio de los ideales primos ho-
mogéneos de un anillo graduado vamos a centrar nuestra atencién en un conjunto particular de
ellos. Después, siguiendo las ideas de la construccion del espectro afin de un anillo construiremos
un espacio topoldgico y posteriormente estudiaremos algunas de sus propiedades. Como el lec-
tor podrd percatarse, obtendremos resultados andlogos a los que se tienen para espectros afines.

Comenzaremos este apartado definiendo el conjunto de nuestro interés.

DEriniciON 3.8. Dado un anillo graduado A, Proj(A) es el conjunto de todos los ideales primos

homogéneos de A que no contienen al ideal irrelevante, es decir,

Proj(A) = { € Spec”(4) | A, ¢ p}.
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Retomando las ideas utilizadas en la construccion del espectro afin de un anillo, dado un anillo

graduado A y un ideal homogéneo I vamos a considerar el siguiente conjunto:
V.(I) = {p € Proj(4)| I C »}.

El siguiente resultado enlista algunas propiedades de estos conjuntos. Como podra notarse, dichas

propiedades son andlogas a las que se tienen en los espectros afines.

ProposiciON 3.9. Sea A un anillo graduado. Se tienen las siguientes propiedades:

Vi({04}) = Proj(A) y Vi(A) = 0.

Si Iy J son ideales homogéneos tales que J C I, entonces V.(I) C V.(J).

Si Iy J son ideales homogéneos de A, entonces V. (1J) = V. .(I) U V. (J).

Si (1;),r es una familia de ideales homogéneos de A, entonces V(Y icr I;) = Nier Vo (1).

Si 1y J son ideales homogéneos de A, se tiene que V.(I) C V.(J) siy solosi JNA, C VI.
Si I es un ideal homogéneo de A, entonces V. (I) = V,.(INA,).

AN o e

DemosTrACION. La demostracion de los enunciados 1, 2, 3 y 4 es andloga al caso afin (véase Proposi-

cién 1.47) asi que omitiremos los detalles. De este modo, sélo resta mostrar los enunciados 5 y 6.

5. Sean I y J ideales homogéneos de A. Supongamos que J N A, C VI. Sea p € V. (I). Puesto que
VI CIC psesigueque JA, C JNA, C p, luego, el hecho de que p es un ideal primo y no contiene
a A, implica que J C p. De este modo tenemos que p € V. (J) y por tanto V(1) C V. (J).

Reciprocamente, supongamos que V() C V,(J). Sea p € V4(I). Como I es un ideal homogéneo
se sigue que el ideal primo homogéneo p” contiene a I. Si A, ¢ p", entonces p" € V,(I) y con-
secuentemente p" € V,(J), de esta forma, se tiene que JNA, C " C p.SiA, C " se sigue de
manera inmediata que JNA, C A, C p" C p. Asi, como J N A, estd contenido en cada ideal primo
que contiene a I concluimos que J N A, C VI.

6. Como INA, C I el enunciado 2 implica que V. (I) C V,(INA,). Reciprocamente, sea p € Proj(A)
tal que p € V.(I N A,), asi, tenemos que I/ N A, C p. Luego, el hechoque IA, CINA, Cpy
que p es un ideal primo que no contiene a A, implican que / C p. Consecuentemente tenemos que

p € V.(I) y por tanto concluimos que V.(INA,) C V.(I).

Consideremos a un anillo graduado A. Gracias a los enunciados 1, 3 y 4 de la proposicion
anterior, tomando los cerrados de Proj(A) como los conjuntos de la forma V,(/), con I un ideal
homogéneo de A, se tiene que Proj(A) es un espacio topoldgico. Al igual que en el caso afin, dicha
topologia se llama la fopologia de Zariski. De este modo, por la eleccion de los cerrados de la
topologia se tiene que los abiertos de Proj(A) son de la forma Proj(A)\V. (/) para algiin I € 8"A.
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Ahora, vamos a centrar nuestra atencién en un conjunto particular: si f € A" definimos el conjunto

Dy(f) = {p € Proj(A) | £ ¢ p}.

Ademads, observemos que el conjunto D, (f) es un abierto de la topologia de Proj(A): en efecto,
como f es un elemento homogéneo se sigue que Af € 9"A, luego, si p € Proj(A),

p € Proj(A\V.(Af) < p ¢ V.(Af)
— Af¢vp
= fé&p
= peD.f).

A los abiertos de la forma anterior se les llama abiertos bdsicos y en la siguiente proposicion se

muestra una importante propiedad de dichos abiertos.

ProposicioN 3.10. Sea A un anillo graduado. La familia (D.( f))fe Al €S una base para la

topologia de Proj(A).

DEemosTRACION. Sea U un abierto de Proj(A). Asi, sin pérdida de generalidad podemos suponer que
existe un ideal homogéneo I de A tal que I € A, y U = Proj(A)\V.(I). Luego, como / es un ideal
homogéneo que estd contenido en A, se sigue la existencia de un subconjunto H de I formado por

elementos homogéneos de grado positivo de A tal que I = (H). De este modo,

U = Proj(A\V..() = ProjA\V.(Y" Ah) = | (ProjA)\V.(ah)) = || D.(h).

heH heH heH

Por lo tanto, concluimos que la familia (D, (f)) fean €5 UNA base para la topologia de Proj(A). —

Cuando consideramos un anillo graduado A = @n <z, An 'y estudiamos al espacio topologico
Proj(A), muchas veces es comun encontrarse con la hipétesis de que A es generado por A; como

una Ay-algebra. Para este caso podemos construir una cubierta abierta especial para Proj(A).

ProposicioN 3.11. Sea A = @neZ+ A, un anillo graduado. Si A es generado por A, como Ay-

dlgebra, entonces la familia (D, (f)) fea, €8 una cubierta abierta de Proj(A).

DEMOSTRACION. Es claro que (e, D+ (f) € Proj(A) asi que sdlo resta probar la otra inclusion. Sea
p € Proj(A). Supongamos que A; C p. Como A; genera a A, se sigue que A, C p lo cual contradice
el hecho de que p es un elemento de Proj(A). Asi, como A; £ p se sigue que existe f € A; tal que
S & p, es decir, tal que p € D, (f). Por lo tanto, concluimos que Proj(A) C (e, D+ (). i
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1.3. El Espectro Proyectivo de un Anillo Graduado. Ahora que hemos construido un espa-
cio topoldgico a partir de un anillo graduado vamos a proceder como en su momento procedimos en
el caso afin, es decir, vamos a construir una gavilla de anillos sobre nuestro nuevo espacio. En este
apartado estaremos utilizando las propiedades de la localizacion en anillos y médulos graduados
asi que se recomienda al lector revisar la Seccion 5.2 del Apéndice A para tener en mente dichas

nociones.

Vamos a fijar un anillo graduado A. Lo que haremos a continuacion es construir una gavilla
de anillos sobre Proj(A) la cual denotaremos por Opyoj(a). Sea U un abierto de Proj(A). Vamos a
asignarle un anillo Opyj(4)(U) al abierto U de la siguiente manera: si U = () entonces Opyoj(a)(U) =
{0}, de otro modo, definimos Opyj4)(U) como el conjunto de aplicaciones s : U — []ep A(g) que

satisfacen las siguientes dos condiciones:

1. Para cada p € U se tiene que s(p) € Agy).

2. Para todo p € U existe una vecindad abierta V de p contenida en U y existen a € A"y
f € (A\p) N A" elementos homogéneos del mismo grado tales que V C D, (f) y para cada
q € V se tiene que s(q) = % en A.

Con argumentos andlogos a los usados en la Seccién 4.2 del Capitulo 1 se verifica que Opyoja)(U)
es un anillo, lo tnico con lo que se debe de tener precaucion es la verificacion de que los grados de

los elementos de los cocientes que aparezcan sean los correctos.

Por otro lado, si U y V son abiertos de Proj(A) tales que V C U, vamos a considerar la restriccion

POpyjq A)‘[f : Oproja)(U) = Oproja)(V) como la restriccién usual de funciones.

Bajo estas condiciones se tiene que Opyoj(4) €s una gavilla sobre Proj(A). La demostracién de este
hecho es pricticamente la misma demostracién de que Ospec(4) €s una gavilla sobre Spec(A) asi que

omitiremos dicha prueba. Una vez con esto, podemos realizar la siguiente definicion:

DEFINICION 3.12. Sea A un anillo graduado. El par (Proj(A), Oprj(a)) €s el espectro proyectivo
de A, donde Proj(A) es un espacio topoldgico con la topologia de Zariski y Opyoj(a) s la gavilla de
anillos definida arriba.

Lo préximo que haremos serd estudiar algunas de las propiedades fundamentales del espectro

proyectivo de un anillo graduado, para ello, necesitaremos la ayuda de los siguientes lemas:

Lema 3.13. Sean A = @ne% A, un anillo graduado, f € A" donde grad(f) = ey q € Spec(As)).

El conjunto
b
p= \/<b‘]7req,rez+ybeA,e>
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es un ideal primo homogéneo de A. Ademds, para cualesquier d € Z, y a € A, se tiene que a € p
e

v 6l . a
szySOOSl]Tdeq.

DEmosTRACION. Por construccion tenemos que p es un ideal de A, mds atn, como p es el radical de
un ideal homogéneo se sigue que p es un ideal homogéneo de A. Antes de mostrar que p es un ideal

primo, mostraremos que dicho ideal cumple con la otra condicién deseada. Seand € Z, y a € A,.

¢ b
Supongamos que ¢ g. De esta forma, como a° € <b ‘ JTr €eqrezZ,ybeA, > se sigue que

fd

b
ae \/<b‘jTreq,r€Z+yb€A,e>,esdecir,aep.

Reciprocamente, supongamos que a € p. De este modo, tenemos que a° € p y esto implica que

fr
b
kEN,/ll,...,/lkEAybl,...,bkE{b‘ JTr6q,r€Z+yb€Are}talesqueae”:/llb1+---+/lkbk.

. b ) )
existe n € N tal que a” € <b —€q,reZ,ybeA, > Consecuentemente, se sigue que existen

Seai € {l,...,k}. Por la eleccion del elemento b; se sigue que existe s; € Z, de modo que f—S’ €q

y ademas b; € A,,. Ahora bien, como a** € Ay, sin pérdida de generalidad podemos asumir que

Ai € Agen—s,e. Luego, observemos que

a‘ " a’ /llbl /lkbk fsl /11[?1 fsk /lkbk /hfs] bl /lkfsk bk

Zd| T Fan T T TN Tan T s e VN o T T Tpan e VY T e

f fof fo e f frof faoo o
Asi, tenemos que (]Td) es un elemento de q y como g es un ideal primo de A, se sigue que % € q.

Para concluir con la prueba mostraremos que p es un ideal primo:

e p # A: supongamos que p = A, esto es equivalente a que 14 € p. Por lo que acabamos de
16
A _ A q, en otras palabras, es equivalente

mostrar este hecho es equivalente a tener que 077
A

a tener que q = A(y) lo cual es absurdo.

e Sean a,b € A" tales que a € Ay, b € A, y de modo que ab € p. Mostraremos que a € p 0

b e p:
abeyp = (]C:Z):eq
o
f*ofe
= a—eeqoﬁeq
1 fe

— a€poben.
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De esta manera, concluimos que p es un ideal primo homogéneo de A. —

Lema 3.14. Sean A = @

donde grad(f) = e. Para cada ideal primo homogéneo p de A se tiene que I C p si y solo si
Iy N Ap S Pr N Ay

nez, An un anillo graduado, I un ideal homogéneo de A 'y f € A"

DEMOSTRACION. Supongamos que / C p. De esta manera, tenemos que Iy C py y esto implica que

Ir N Ay € pp N A(p. Reciprocamente, supongamos que Ir N Ay € pr N Acp. Sea a € I de modo
a o .
que a € A, para algin d € Z,. Como ]Td es un elemento de Ir N Ay por hipdtesis se sigue que
e e

a . ) a . .
— € Py N Ay, particularmente se tiene que 7 € py. Luego, como p es primo se sigue que a° € p

y el hecho de que p es un ideal primo homogéneo implica que a € p. Por lo tanto, I C p. -

ProposICION 3.15. Sea A un anillo graduado. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Para todo p € Proj(A) existe un isomorfismo de anillos entre Opoj(a)p Y Awy)-
2. Paratodo f € A" se tiene que el espacio localmente anillado (D, (f),Op, () es isomorfo a

(Spec(Ay)), OSpeC(A<f))); y este modo se sigue que (D.(f),Op,s)) es un esquema afin.

DEMOSTRACION.

1. Sea p € Proj(A). Consideramos la siguiente asignacion:

¢ : Oprojiary = Aw)
(U, )] = s(p)
Vamos a mostrar que ¢ es una aplicacidon bien definida: sean U y V abiertos de Proj(A) que con-
tienen a py sean s € Opyoja)(U) y t € Opoja)(V) tales que [(U, s)] = [(V,1)]. De este modo, se sigue
que existe un abierto W de Proj(A) que contiene a p tal que W € UNV'y poy, A)“}’V(s) = POproica) ;}(t).
Dicha igualdad nos dice que s(q) = #(q) para cualquier q € W, en particular, como p € W se sigue
que s(p) = #(p). Asi, tenemos que ¢ estd bien definida.

A continuacién probaremos que ¢ es un homomorfismo de anillos. Sean U un abierto de Proj(A)
que contiene a py s, € Opyoj(a)(U). Nétese que podemos suponer que las secciones se encuentran

sobre el mismo abierto.
(LU, )] + [(U,0)]) = ¢([(U, s + D]) = (s + )(p) = s(p) + t(p) = ¢([(U, 5)]) + ¢([(U, )]).
o([(U, 9)] - [(U,D]) = ¢([(U, sn)]) = (s)(p) = s(mt(p) = ¢([(U, $)]) - p([(U, D]).

¢([(Proj(A), IOPrOj(A)(Proj(A)))]) = IOPrOj(A)(Proj(A))(p) = 14,
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De este modo, tenemos que ¢ es un homomorfismo de anillos.

Ahora, probaremos que ¢ es inyectivo: sean U un abierto de Proj(A) que contiene a py s €
Oproja)(U) de modo que [(U, s)] € Ker¢. Por definicién de s sabemos que existe un abierto V
de Proj(A) que contiene p y que esta contenido en U, y existen a € A" y u € (A\p) N A" elemen-
tos homogéneos del mismo grado tales que V C D, (u) y de modo s(q) = ZA(Q) para cada q € V.

. a _
Por hipétesis tenemos que — = s(p) = 04, consecuentemente existe w € (A\p) N A" de modo
u

que wa = 04. Ahora bien, observemos que POpyoja) ;’QD ( )(s) es la aplicacion nula: en efecto, sea
(w
re VnD,(w),
U a wa 04
. s =s(t)=—=— = — =04 ..
pOPrOJ(A)VﬁD+(VV)( )( ) ( ) u Wit Wit A

De esta manera, como

(U, )1 = [V 0 Do), P0prgjiay y gy )V = [V 0 D), 00,505 vm 0] = 00

se concluye que ¢ es inyectiva.

Por tltimo, mostraremos que ¢ es sobreyectiva. Sean a € A" y u € (A\p) N A" elementos ho-

mogéneos del mismo grado. Consideramos la siguiente asignacion:

(;;)ZD+(M) - 1—[ A

q€D4 (1)

a
I' g _A(r)
u

a ., . .
Observemos que (—) es una seccién de Opyoj(a) sobre D, (u): en efecto, de manera inmediata se
u

tiene que dicha asignacion esta bien definida, claramente satisface la primera condicion requerida

y para comprobar la segunda condicion el abierto a considerar es el propio abierto D..(u) y los

. a . . a
elementos adecuados son a y u. Luego, afirmamos que la imagen de (—) bajo ¢ es igual a —, en
u u

efecto:

a a a
AU, (2P = (2w = L.
u u u
De este modo se tiene que ¢ es sobreyectiva.
De manera definitiva, concluimos que ¢ es un isomorfismo entre los anillos Oproja),p Y A).-

2. Sea f € A" y supongamos que grad(f) = e. Como consecuencia del Teorema A.30 sabemos que
A() es un subanillo de Ay, de este modo, podemos considerar el homomorfismo natural i : Ay —
Ay. Ademas, recordemos que los ideales de A son de la forma /; para algtn ideal I de A y que los

ideales primos de A son de la forma ps donde p es un ideal primo de A de modo que f ¢ p. Luego,
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a partir del homomorfismo i, por la Proposicion 1.50 podemos considerar la siguiente aplicacion

continua:
i : Spec(Ay) — Spec(Ap)
Pro P PrNAg
Abhora bien, por la Proposicion 1.58 sabemos que la siguiente aplicacion es un homeomorfismo:
¢ Da(f) — Spec(Ay)
Y = Py

Recordemos que por construccion tenemos que Proj(A) € Spec(A), mas aun, tenemos que D, (f) =
Proj(A) N D4(f). De esta forma, podemos considerar la restriccién de ¢ al abierto D, (f) y después
podemos realizar la composicion de dicha aplicacion con i*. Asi, hemos construido la aplicacion

continua
{:D.(f) — Spec(As))
PP prNAgy

Lo siguiente que haremos es probar que { es una aplicacion inyectiva: sean p, p” € D, (f) tales que
{(p) = {(¥"), es decir, tales que py N Ay = p} N A(p). Como consecuencia directa del Lema 3.14

tenemos que p = p’ con lo cual concluimos que ¢ es una aplicacion inyectiva.

Ahora probaremos que ¢ es sobreyectiva: sea q € Spec(Ay)). Consideramos el siguiente conjunto:
a
—eq,r€Z+ya€Are>.

. \/<a g

Por el Lema 3.13 sabemos que p es un ideal primo homogéneo de A y satisface el siguiente enun-

. . . . . . a .
ciado: para cualesquier d € Z, y a € Ay se tiene que a € p siy s0lo si — € q. Ademds, observemos

e
que f ¢ p:si f € p, entonces por la condicion en p tendriamos que — = 2 q y esto implicaria

fe 1y

que q = Ay lo cual es absurdo. Por lo tanto, como f ¢ p se sigue que A, € p y de esta forma
tenemos que p € D, (f). Finalmente, vamos a probar que ¢(p) = q, es decir, que py N Ay = q:

a )
e pyNAy Ca:seanr € Z, y a € A,, tales que JTr € pr N A(p). De manera particular tenemos

a . . . . _y
que JTr € py, luego, como p es un ideal primo se sigue que a € p. Asi, por la condicion en

) a‘ a\ ) ) ) a
p se sigue que f—re = (F) € q y como q es un ideal primo se sigue que JTr € q.

e g C prNAp: Sea x € q. En particular, como x es un elemento de Ay existen r € Z, y

a
a € A, tales que x = F Puesto que x € q se sigue que x° € q, luego, el hecho de que
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e
C a
€ qy la condicién en p aseguran que a € p. De este manera, tenemos que — € pyy

a

e fr
consecuentemente concluimos que x € py N Ay).

Por lo tanto, tenemos que ¢ es una aplicacion sobreyectiva. De esta forma, se concluye que { es una

biyeccion entre D, (f) y Spec(A ).

Como consecuencia directa al hecho que ¢ es una biyeccion tenemos que i* es una aplicacion
sobreyectiva: en efecto, por construccion tenemos que { = i* o ¢|p, (f). Sea q € Spec(Ay)). Como ¢
es en particular sobreyectiva, se sigue que existe p € D, (f) tal que {(p) = q, de este modo tenemos
que i*(¢lp,H(P) = i*(vy) = q.

Para mostrar que £ es un homeomorfismo, como { = i* o ¢|p,(s) ¥ ¢ es en particular una aplicacién
cerrada, sera suficiente con mostrar que la aplicacion i* es cerrada. En primer lugar, enfaticemos
que si / es un ideal homogéneo de A, entonces Iy N Ay es un ideal de As): en efecto, como I es
la extension del ideal I bajo el homomorfismo i? : A — Ay se sigue que es un ideal de Ay; luego,
como I; N Ay es la contraccion del ideal /; bajo el homomorfismo i : Ay — Ay se sigue que es
un ideal de As). En segundo lugar, usando el hecho anterior, que i* es sobreyectiva y el Lema 3.14
vamos a probar que i* es una aplicacion cerrada. Sea I un ideal homogéneo de A.

qg€i'(Vally)) < Appe Vuly) :q=1i"(py)
ApeDu(f): Iy Srrya=i(py)

ApeDs(f) : Iy NAp S P NAp Y a=1i"(ps)
IyNAg CSa

11101

qe V+(If N A(f)).
De esta forma, tenemos que i* es una aplicacion cerrada. Por lo tanto,  es un homeomorfismo.

Por otro lado, sea p € Spec(A) tal que f ¢ p. Considerando a p como un A-mdédulo podemos
construir el A(s-submodulo p(s) de pr, mas aln, es inmediato que ps) = pr N Ay y por tanto que
P(s) es un ideal primo de Spec(Ay)). Ahora bien, recordemos que en la Proposicién 1.58 definimos
el siguiente isomorfismo local de anillos:

8t Ay & (Ap)y,
a
1
u
La

Luego, como A, es un subanillo de A, vamos a considerar la restriccion del homomorfismo ante-

a
- (g

rior a dicho subanillo. Denotaremos la restriccion de g,, a Ay, por g, . A continuacion vamos a

"
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mostrar que la imagen de A, bajo g, , es el anillo (A(y)), - Sean a € A"y u € (A\p) N A" tales que

grad(a) = grad(u) = a. Luego, como tenemos que

a a u' au!
ay_ 14 _ 1, fr "

8w (;) ~u T u 5! T € (A,
1A 1A fa f_a’

se sigue que gy, (Ay) € (A(p)y,,- Reciprocamente, sean n,m € Z,, a € Ay, y u € (A\p) N Ay
m

a 7 Ld . .
Observemos que ? es un elemento de Ay, ademas, la construccion de g, implica que
U :

a
]:t = 8vr (%) = 8 (%) = gvm(A(P))
fm

con lo cual se sigue que (A(s)p,, S &y, (Ay)- Por lo tanto tenemos que gy, (Aw) = (A, ¥
consecuentemente tenemos que g, es un isomorfismo entre los anillos Ay, y (A(f))p ., més atn,
es un isomorfismo local: en efecto, sabemos que g;(;)((p(f))p( ) € My, asi que s6lo resta probar la
otra contencién. Sean a € pN A" y u € (A\p) N A" tales que grad(a) = grad(u) = a. Puesto que

aue—l

a |
gp(f) (;) = ué € (p(f))n(f)a

e

. a _ . . _ .
se sigue que - € gp(_lf)((p( #)up) Y €sto implica que my,, C gp(;)((p( #)up)- De esta forma, concluimos

que gy, s un isomorfismo local entre los anillos Ay y (A(y))y,,,- Vamos a considerar al homomor-

fismo inverso de g, , que estd dado por

hp(f):(A(f))D(f) - A(P)

a
n a m
_,oaf
“ uf"
fm

Una vez con el isomorfismo anterior, vamos a construir el morfismo de gavillas ¢ : Ospec(A, S S

£.(Op,(s))- Sea U un abierto de Spec(As)). Consideramos la siguiente asignacion:

&b Ospecagn(U) = Oprojiay( (1))
soe IO N (O NS [

relN(U)
p = hp(f)(s © §|g*1(U)(P))
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Comenzaremos comprobando que la asignacion anterior esta bien definida. Sea s € OSpeC(A( ().
Claramente { f/(s) satisface el primer requisito de los elementos de Opyoj(a)({ ~1(U)), ahora mostrare-
mos que también satisface el segundo requisito: sea p € {~'(U). Como (p) = p(s) € U se sigue
que existe un abierto V de Spec(A(s)) que contiene a {(p), esta contenido en U y existen n,m € Z,,

acA,yuc (A\p)NA,,talesque V C D(flm) y para cada g5 € V se satisface que

a

n

f
() = T Ap-
fm
Afirmamos que {7'(V), af™ y uf" son los elementos indicados que nos aseguran que £} (s) satisface

la segunda condicién de una seccién de Opyoj(a) sobre { “L(U):

* Como V es un abierto de Spec(A(s)) que contiene a {(p) y que estd contenido en U, se sigue
que £~'(V) es un abierto de Proj(A) que contiene a p y que estd contenido en £~ (U).
* Se tiene que af™ € Agpim) Y Uf" € (A\DP) N A rim)-

+ Se satisface que ¢~'(V) € D,(uf™): supongamos que dicha contencién es falsa, de este

. ) u

modo existe q € £71(V) tal que uf" € q. De esto se sigue que I = f_’" es un elemento de
. . , u

q¢s)- Luego, el hecho que q € £~'(V) implica que q(;) € V' y ademds tenemos que f_’” € q¢p)

lo cual es absurdo.

 Para cada r € £7'(V) se satisface que

a
L) = I (5.0 Lo (0)) = By (5C2p)) = () = %A
ﬁ

Por lo tanto, tenemos que ¢ g(s) es una seccién de Opyj(a) sobre ~I(U). Ahora, sean s y t secciones
de Ospec(a,;,) sobre U tales que s = . Para mostrar que {f/(s) = g“f/(t) sOlo nos resta probar que

dichas aplicaciones tienen la misma regla de asignacién. Sea p € £~1(U),

LH()P) = Iy, (5.0 L1y (P)) = P (5PN = By (HELP))) = Ty, (2 © Ly (P)) = LG (D).

De esta forma, tenemos que ¢}, estd bien definida. Lo siguiente que haremos serd mostrar que ¢}, es
un homomorfismo de anillos: sean s y  secciones de Ospec(4,,,) sobre U. Nuevamente, para probar
las igualdades deseadas sélo resta probar que las respectivas aplicaciones tienen la misma regla de

asignacion. Sea p € /7 1(U),

Li(s +0(p)

Dy, ((s + 1) 0 L1 (D))
By, (5 © L1y (P) + 10 L1y (P))
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=y, (s 0 Lle10y () + Ay, (2 0 L1y (0))
= em+40Om

= () + L5 O)®).

ZsH®) =y, ((sD) 0 Lle10(P))

= Iy (50 Lern(P) - 10 L1 ())

= Iy, (s 0 Ll () - iy, (2 0 L1y (P))
RO ORHAGIE)

= (&) - 0w

hp(f)(l()spec(A(f))(U) o Llr1wy(p))

{g(lospec(A(f))(U))(p)
14

s
= hvm(ﬂ)

Ia

Ia
= TAp

I
- 10Pr0j(A)(U)(p)'

De esta manera, hemos comprobado que £ fj es un homomorfismo de anillos. El siguiente paso a dar
es comprobar que £* es un morfismo: sean U y V abiertos de Spec(A,s)) tales que V C U. Vamos a

probar que el siguiente diagrama es conmutativo

!
Ospec(a)(U) . Oprojt)(C 7 (U))
-1
POSpec(Aqs)y POprcj() 111y
OSpec(A(f))(V) r OProj(A) 04 _I(V))
\4

Sean s € Ospec(a,)(U) y p € L7'(V),

PObinr i © LD = ()(®)
= hmf)(s o {|(-1(U)(13))
I, (POSPeC(A(f))g(S) ° L1 (P)

= £} 0 POspeca s (S)D).
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¢ ) # _ o# U : #
Asi, puesto que POproji) g1y, © (s) =gy 0 PO pec( A(f))v(s), concluimos que " es un morfismo de
gavillas.

Lo que mostraremos a continuacién es que ¢* es un isomorfismo de gavillas, para ello, es suficiente
mostrar que para cada p € D,(f) el homomorfismo inducido {ﬁ : OSpec(A( gy = Oproj(A)’ p €S un

isomorfismo de anillos. Sea p € D, (f). Claramente el siguiente diagrama es conmutativo

a

OSPeC(A(/)% P Oproj(A).p

113
113

(A)ry, h= Awy)

W)

con lo cual se sigue de manera inmediata que {ﬁ es un isomorfismo. Mds ain, como A, , es un

PN
1somorfismo local de anillos, se sigue que ¢ ff también lo es.

Finalmente, con todo lo realizado concluimos que (D, (f),Op, () es isomorfo como espacio local-
mente anillado a (Spec(Ay)), Ospec(a ) i

2. Propiedades Basicas de Esquemas

En esta seccion finalmente definiremos de manera concreta a los esquemas, posteriormente re-
visaremos algunos ejemplos, las propiedades bdsicas de estos objetos y definiremos sus morfismos.
Antes de definir un esquema, en la siguiente definicién vamos a fijar terminologia que usaremos en

adelante.

DerNiciON 3.16. Sea (X, Ox) un espacio localmente anillado. Un abierto U de X es un abierto
afin si con la estructura inducida de espacio localmente anillado es un esquema afin. Una cubierta

abierta formada por abiertos afines es una cubierta afin.

DerNicioN 3.17. Un esquema es un espacio localmente anillado (X, Ox) de modo que X tiene
una cubierta afin. X es el espacio topoldgico subyacente del esquema (X, Oy).

El siguiente resultado obvio nos dara una caracterizacion de los esquemas.

Proposicion 3.18. Sea (X, Ox) un espacio localmente anillado. Los siguientes enunciados son

equivalentes:

1. (X,Ox) es un esquema.
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2. Para cada p € X existe un abierto afin U de X tal que p € U.

EsempLo 3.19. Para cualquier anillo A, el esquema afin (Spec(A), Ospec(a)) €s un esquema. En
efecto, para cualquier punto p de Spec(A) consideramos a Spec(A) como el abierto afin que contiene
ap.

EsempLo 3.20. Para cualquier anillo graduado A, el espectro proyectivo (Proj(A), Opyoj(a)) €s un
esquema. En efecto, consideremos a p € Proj(A). Como (D (f))sesn €8 una base para la topologia
de Proj(A) existe g € A" tal que p € D,(g). Ademas, el enunciado 2 de la Proposicién 3.15 nos
asegura que D, (g) es un abierto afin de Proj(A).

La propiedad de que un espacio localmente anillado sea un esquema es hereditaria a los abier-
tos del espacio subyacente con la estructura inducida de espacio localmente anillado. El siguiente
resultado nos hablara de este hecho.

ProposicioN 3.21. Sea (X, Ox) un esquema. Para cualquier abierto U de X se tiene que (U, Oy)

es un esquema.

DemosTrACION. Como (X, Ox) es un esquema se tiene que existe una cubierta afin (U;);e; de X. Sea
U un abierto de X. Observemos que (U N U,);; es una cubierta abierta de U. Sea p € U. Como
(U N U))ier es una cubierta abierta de U se sigue que existe j € [ tal que p € U N U;. Ahora bien,
como U N U; es un abierto de U; que es afin existe f € Ox(U;) talque p € D(f) y D(f) cUNU,.
Puesto que D(f) es un abierto de U; que a su vez es un abierto de X, se sigue que D(f) es un abierto
de X. Ademas, el hecho de que D(f) C U N U; C Uy de que U es un abierto de X implican que
D(f) es un abierto de U, mds atin, es un abierto afin. De esta forma, concluimos que (U, Oy) es un

esquema. [
La siguiente nocidn que definiremos es la de morfismo de esquemas. Una vez que tengamos
dicha definicién las nociones de composicion e isomorfismo se obtienen de manera natural.

DEriNICION 3.22. Un morfismo de esquemas es un morfismo de espacios localmente anillados.

Lo que haremos a continuacién es definir algunos tipos de esquemas que son dados gracias a

propiedades topoldgicas del espacio subyacente del esquema.
DerNicion 3.23. Sea (X, Ox) un esquema.

1. (X, Oy) es casi compacto si X es casi compacto.
2. (X, Ox) es irreducible si X es irreducible.

3. (X, Ox) es conexo si X es conexo.
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Los siguientes tipos de esquemas que definiremos provendran de propiedades de los anillos de

secciones de la gavilla estructural de esquema.
DEerNicION 3.24. Sea (X, Ox) un esquema.

1. (X, Oy) es reducido si Ox(U) no tiene elementos nilpotentes para cada abierto U de X.

2. (X, Ox) es entero si Ox(U) es un dominio entero para cada abierto U de X.

Aun nos resta definir a los esquemas noetherianos y localmente noetherianos, estas clases de

esquemas seran definidas y estudiadas en la seccion posterior.

Lo siguiente que realizaremos es definir dos clases de subconjuntos del espacio topoldgico
subyacente de un esquema, una clase estara formada por subconjuntos que tendran una estructura
de cerrado y la otra estard formada por subconjuntos que tendrdn una estructura de abierto. Como
veremos, dichos conjuntos generalizan en cierto sentido a los cerrados y los abiertos basicos de la
topologia de Zariski del espectro de un anillo. Comenzaremos construyendo los conjuntos cerrados,

para ello, necesitaremos la siguiente definicion.

DerinicioN 3.25. Sea (X, Ox) un espacio anillado. Un ideal I de Ox es un Ox-submédulo de
Ox.

PropOSICION 3.26. Sea I un ideal de Oy de un espacio anillado (X, Ox). El conjunto
V() = |peX|T, # Oy,

es un cerrado de X.

DEmosTRACION. Para probar que V() es un cerrado de X probaremos que X\V(J) es un abierto de
X. Si X\V(J) es igual al vacio, nada a probar. Supongamos que X\V(J) es diferente del vacio, asi,
podemos considerar un elemento p de X\V(J). El hecho que 7, = Oy, es equivalente a tener que
loy, € I,, consecuentemente existen un abierto U de X que contiene a py s € Z(U) tales que
[(X, 1o,x))] = [(U, s)], esto implica que existe un abierto V de X que contiene a p, estd contenido
en U y tal que sly = 1o, v). Por consiguiente, si g € V, entonces se tiene que s, = lg,, y como
sq € I, se sigue que 7, = Oy, de este hecho obtenemos que g ¢ V(I). De este modo, como V es
un abierto de X que contiene a p y estd contenido en X\V(J) se concluye que X\V(J) es un abierto
de X. -

Larazon por la cual estos conjuntos generalizan a los cerrados de la topologia de Zariski serd ex-
plicada en la Seccién 1 del Capitulo 4. Ahora, procederemos con la construccion de los conjuntos

abiertos.
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ProposiciON 3.27. Sean (X, Ox) un esquema 'y f una seccion global de Oy. El conjunto

X; = {p € X|fp € OX»P\mX’p}

es un abierto de X.

DEeMOSTRACION. Si X es vacio entonces nada a probar, de esta forma, podemos suponer que X es
no vacfo y considerar p € Xy, asi, existe y € Oy, tal que f, -y = 1o, . Puesto que y es un elemento
de Oy, se sigue que existen un abierto U de X que contiene a p y g una seccién de Oy sobre U tales
que y = [(U, g)]. Ahora bien, de laigualdad f,-y = 1o, se sigue que [(X, /)]-[(U, &)] = [(X, loyx))]
y esto implica que existe un abierto W de X que contiene a p y que estd contenido en U tal que
flw - glw = loyw). Consideramos h = gly. Sea g € W. La igualdad fly - h = 1o, w) induce la
igualdad f; - h, = 1o,,, con esto tenemos que f; € Ox,\mx, y consecuentemente que g € X. De
esta forma, como W es un abierto de X que contiene a p y estd contenido en X, concluimos que Xy
es un abierto de X. i

OBsERvACION 3.28. Sea A un anillo. Cuando consideramos el esquema afin (Spec(A), Ospec(a))
tenemos que Spec(A)y = D(f) para cualquier f € A. En efecto, sea f € A.

p € Spec(Ad); < f, € U(Ospec(a),p)

— —ecU))
=
— fé¢p
==

Vamos a fijar a un esquema (X, Oy) y a una seccién global f de Oy. Lo que haremos sera definir
un homomorfismo natural entre Ox(X); y Ox(X;). Consideramos el homomorfismo restriccién
poxf(f : Ox(X) — Ox(Xy). Vamos probar que f|x, es una unidad en Ox(Xy) y de esta forma,
por la propiedad universal de la localizacion para anillos tendremos el homomorfismo deseado.
Supongamos que Xy es no vacio. Por lo realizado en la proposicion anterior se tiene que para todo
p € Xy existen un abierto U, de X que contiene a p y h” una seccién de Ox sobre U, tales que
fly, - h* = loyw,). Luego, observemos que (U,) pex, €S UNa cubierta abierta de Xy y que (h”)pex,
es una familia de secciones de Oy de modo que h” € Ox(U,) para cada p € X;. Probaremos
que dicha familia se extiende a una seccién de Ox sobre X;. Sean p,q € X;, vamos a mostrar
que Ay, nu, = hly,nu,- De las igualdades fly, - b = loyw,) Y flu, - B = loyw,) se sigue que

fu,nv, - PPlu,nu, = loyw,nu,y = flunu, - Mlu,no,- Luego, sir € U, N U, entonces se tiene que
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(flU,,qu)r'(hp|U,,ﬂUq)r = (flU,,ﬂU,,)r : (hq|upmuq)r y como r € Xy se sigue que (hp|u,,mu,,), = (hqu,,ﬂUq)r-
Consecuentemente, como (U)),ex, €s una cubierta abierta de Xy y Oy es una gavilla se sigue que
h\y,qu, = hly,nu,- De este modo, utilizando nuevamente el hecho de que (U),) v es una cubierta
abierta de X y de que Ox es una gavilla se sigue la existencia de h € Ox(X) tal que hly, = h”
para cualquier p € X;. Ademds, tenemos que - flx, = loyx,) pues (h - fIx,)lu, = loyw,) para
cualquier p € X;. De esta forma, como f|x, es una unidad de Ox(Xy), por la propiedad universal de
la localizacién para anillos existe un homomorfismo de anillos ¢ : Ox(X;); — Ox(Xy) tal que el

siguiente diagrama conmuta

X
pOXXf

Ox(X) Ox(Xy)

Ox(X)y

Siguiendo con esta idea, sea W un abierto no vacio de X. Al tomar al elemento f|y de Ox(W) y al
considerar el homomorfismo restriccion pOxwmxf : Ox(W) — Ox(W N Xy), con un procedimiento
andlogo al anterior se construye un homomorfismo de anillos entre Ox(W)g,, y Ox(W N X;). Mds
aun, al pensar en Ox(W) como un Ox(X)-médulo podemos considerar al Ox(X)-médulo Ox(W);
y ademds, por la Proposicion 1.40 tenemos que existe un Ox(X)-isomorfismo entre Ox(W), y
Ox(W)y,,. Dicho isomorfismo junto con el hecho de que tenemos la aplicacion Ox(W)g, —

Ox(W N X;) implican la existencia de una aplicacién Ox(X)-lineal entre Ox(W); y Ox(W N X/).

Lo siguiente que haremos es dar una condicién para que el homomorfismo natural entre Ox(X) y
Ox(Xy) que acabamos de construir sea un isomorfismo. Para ello, debemos de definir la nocién de

buena cubierta.

DermvicioN 3.29. Sea (X, Ox) un esquema. Una buena cubierta de X es una cubierta afin finita
de X tal que la interseccion de cualesquier dos abiertos de dicha cubierta es una union finita de

abiertos afines.

Claramente tenemos que si (X, Ox) es un esquema afin, entonces (X) es una buena cubierta de
X. Ademads, como veremos en la proxima seccion, el espacio topolégico subyacente de un esquema

noetheriano también tiene una buena cubierta.

TeorEMA 3.30. Sean (X, Ox) un esquema y f una seccion global de Ox. Si X tiene una buena

cubierta, entonces el homomorfismo natural entre Ox(X); y Ox(Xy) es un isomorfismo de anillos.
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DEMOSTRACION. Sean r € N'y (U;),, ., una buena cubierta de X. Sea i € {1,...,r}. Mostraremos

..... r}
que el hecho de que U; es un abierto afin implica que U; N Xy = D(fy,). Sea p € U,.
pelUnX, < peXy

= f,€UOx,)
= (flv)p € UOy,p)

lu,
— lfU EOX(Ui)p\Pp
Ox(U))
— flu,&p

= peD(fly).
De esta forma, se tiene que U; N Xy = D(f]y,) y consecuentemente tenemos que
Ox(Ui N Xy) = Ox(D(f1v;)) = Ou,(D(flv,)) = Ou (Ui g, = Ox(U)p,, = Ox(U))y.

Por lo tanto, tenemos que existe un Ox(X)-isomorfismo entre Ox(U;); y Ox(U; N Xy) el cual de-
notaremos por ¥; para cada i € {1,...,r}. Por otro lado, recordemos que para cada abierto W
de X existe una aplicacion Ox(X)-lineal entre Ox(W); y Ox(W N X;), de esta forma, para cua-
lesquier i, j € {1,...,r} vamos a denotar por &; a la aplicacién Ox(X)-lineal entre Ox(U; N U;)s y
Ox(U;NnU; N Xy).

Ahora bien, de la definicion de gavilla tenemos que la siguiente sucesion de Ox(X)-médulos es

exacta:

@.1) 0 — Ox(X) — P oxW)
i=1

.....

Luego, utilizando la localizacién y la sucesion exacta anterior obtenemos la siguiente sucesion
exacta:

0—— OX(X)f LN @Ox(Ui)f i> @ OX(Ui N Uj)f
i=1
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Ahora bien, considerando la sucesi6n 2.1 con el abierto Xy y con la cubierta abierta (U; N X¢),¢(1.

de X/ se tiene que la siguiente sucesion es exacta:

0 — Ox(X) —~ Poxwinx) - P oxwinunxp.

Pt i, jEl L

De esta manera podemos construir el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas:

2.2) 0 — 0x(X); —— P Ox(U; D oxwinuy,
i=1

¢ - !

0 — Ox(Xy) s @Ox(U,' N Xy) — @ Ox(U;inU; N Xy)

st B ijell,.r?

.....

.....

anterior se sigue que el diagrama

Kery Keré&
0 — Ox(X)y — @ Ox(Uyy ! @ Ox(UiN U))y
=1

¢ - !

0 — 04X — EPOxUin X)) — P owinuinxy

i=1

0 —— Kergp

es un diagrama conmutativo con filas exactas. Como ¢ es una aplicacion inyectiva y como la
primera fila del diagrama anterior es exacta se sigue que ¢ es inyectiva. Observemos que para
obtener este hecho la unica hipotesis que hemos usado es que X tiene una cubierta afin finita, es
una buena cubierta se sigue que U;N Uy es una uniodn finita de abiertos afines, por lo tanto, podemos
realizar un procedimiento analogo al realizado para mostrar que ¢ es inyectiva para obtener que & i

también es una aplicacion inyectiva. Con esto, obtenemos que & es una aplicacion inyectiva.

Una vez que sabemos que & es una aplicacion inyectiva, regresamos al diagrama 2.2 para mostrar
que ¢ es una aplicacion sobreyectiva. Sea y € Ox(X). Considerando al elemento a’(y), como ¥ es

sobreyectiva se tiene la existencia de un elemento z € @;1 Ox(U)); tal que @'(y) = ¥(z). Por otro
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lado, como B'(@’'()) = Ogp, . oxwinu;nxy) s sigue que B'(¥(2)) = Ogy

por la conmutatividad del diagrama tenemos que £(3(z)) = Ogp

ijelt,..n2 OxUinUjnXy)+ Luego,

etz Ox(UNUNX) Y la inyectividad

de £ implica que z € Ker 8 = Im «, asi, existe x € Ox(X), tal que a(x) = z. Utilizando nuevamente

la conmutatividad del diagrama se sigue que a’(¢(x)) = ¥(a(x)) y consecuentemente tenemos que

@ (¢(x)) = Yl(a(x) = Y(2) = &' (y).

Finalmente, por la inyectividad de @’ se tiene que ¢(x) = y y con esto tenemos que ¢ es una

aplicacidn sobreyectiva.

De esta forma, como ¢ es una aplicacion inyectiva y sobreyectiva se sigue que ¢ es un isomorfismo.

Por lo tanto, concluimos que los anillos Ox(X); y Ox(Xy) son isomorfos. -

En la Seccion 3 del Capitulo 5 retomaremos el concepto de buena cubierta y utilizaremos los

abiertos definidos en la Proposicién 3.27.

3. Esquemas Noetherianos y Localmente Noetherianos

Para concluir con este capitulo, en esta seccion estudiaremos un tipo especial de esquemas,
hablamos de los esquemas noetherianos y localmente noetherianos. Puesto que estaremos utilizan-
do anillos y espacios noetherianos vamos a realizar un recordatorio rapido sobre ellos, sin embargo,

se recomienda al lector revisar el Apéndice B para obtener mayores detalles.

Recordemos que un anillo A es noetheriano si cumple alguna de las siguientes condiciones:

1. Cada sucesion creciente de ideales de A se estaciona.

2. Cada conjunto no vacio de ideales de A tiene un elemento maximal.
Ademads, tenemos las siguientes propiedades:

e Para cualquier conjunto multiplicativo S de A se tiene que S ~'A es un anillo noetheriano.

e SineNyux,...,x,son variables sobre A, entonces A[xy, ..., x,] es un anillo noetheriano.

Asimismo, un espacio topoldgico X es noetheriano si cada sucesion decreciente de cerrados de X

es estable. Ademas, tenemos las siguientes propiedades:

e X es casi compacto.
e Cada subespacio de X es noetheriano.

e Cada subconjunto de X es casi compacto.

A continuacién vamos a definir a los objetos centrales de esta seccion: los esquemas noetheria-

nos y localmente noetherianos.
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Dernicion 3.31. Sea (X, Ox) un esquema.

1. (X, Oyx) es noetheriano si X tiene una cubierta abierta finita construida por abiertos afines
cuyos anillos de secciones globales de sus gavillas estructurales son de Noether.
2. (X, Oyx) es localmente noetheriano si X tiene una cubierta afin (U;),c; tal que Ox(U;) es un

anillo de Noether para todo i € 1.

EsempLo 3.32. Si A es un anillo de Noether, entonces (Spec(A), Ospec(a)) €s un esquema noethe-
riano. De manera particular, el espacio afin A}, = (Spec(K[xy,...,x,]), Ospeczix,,....x,))) d& dimen-

.....

sién n es un esquema noetheriano.

OBseRrvVACION 3.33. Si (X, Ox) es un esquema noetheriano, entonces X tiene una buena cubierta.
noetheriano para cadai € {1,...,r}. Sean i, j € {1,...,r}. El hecho de que Ox(U;) es noetheriano
implica que el esquema afin (U;,Oy,) es noetheriano, ademads, recordemos que una base para la
topologia de U, est4d dada por (D(f))feOX(Ui)‘ Como U;NU; es un abierto de U; se sigue que U;NU;
es una union de abiertos afines. Ademas, el hecho de que Ox(U;) es un anillo noetheriano implica
que U, es un espacio noetheriano (véase Proposicion B.20) y consecuentemente cada subconjunto
de U; es casi compacto (véase Proposicion B.23). De este modo, se concluye que U; N U; es una

union finita de abiertos afines.

OBsERVACION 3.34. Si (X, Oy) es un esquema noetheriano, entonces X es un espacio topol6gico

noetheriano. En efecto, sabemos que existen r € N y una cubierta afin (U;)(1... , de X tales que

Ox(U,) es noetheriano para cada i € {1,...,r}. El hecho de de que Ox(U;) es noetheriano implica
que U; es un espacio noetheriano (véase Proposicion B.20) para cada i € {1,..., r}. De este modo,

como X = |Ji_, U;, la Proposicién B.24 implica que X es un espacio noetheriano.

El siguiente resultado establece condiciones necesarias y suficientes para determinar cuando un

esquema es noetheriano.

ProposicioN 3.35. Sea (X, Oyx) un esquema. (X,Oy) es noetheriano si y solo si es localmente

noetheriano y casi compacto.

DEMOSTRACION. Supongamos que (X, Oyx) es un esquema noetheriano, asi, existen » € N y una cu-
cubierta implica que (X, Ox) es localmente noetheriano. Ademds, como (X,Ox) es un esquema
noetheriano, por la observacion anterior sabemos que X es un espacio noetheriano y por lo tanto X

es casi compacto.
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Reciprocamente, supongamos que (X, Ox) es localmente noetheriano y casi compacto, asi, existe
una cubierta afin (U;),., de X tal que Ox(U,) es noetheriano para todo i € I. Luego, el hecho de que
X es casi compacto implica que (U;),., tiene una subcubierta finita que cubre a X. Dicha subcubierta
otorga a (X, Oy) una estructura de esquema noetheriano. -

Cuando nos encontramos trabajando con un esquema localmente noetheriano siempre es posi-
ble seleccionar una base muy particular para su espacio topoldgico. En efecto, el proximo resultado

nos dira como es dicha base.

LemA 3.36. Sea (X, Ox) un esquema localmente noetheriano. X tiene una base para su topologia

formada por abiertos afines cuyos anillos son de Noether.

DemosTrACION. Como (X, Ox) es localmente noetheriano existe una cubierta afin (U,),e; de X tal
que Ox(U;) es noetheriano para todo i € I. Seai € I. Como U, es un abierto afin sabemos que
(D(f))eox, €s una base para la topologia de U;, esto implica que |J;;(D(f))seoxw, €S una base
para la topologia de X. Ademas, para cada i € I al considerar un elemento f de Ox(U;), como
D(f) = Spec(Ox(U;)s) y como Ox(U;) es un anillo de Noether se sigue que Ox(U,) es un anillo de
Noether. 3

En el caso particular en que nuestro esquema sea un esquema afin podemos enunciar el lema ante-

rior de la siguiente manera

CoroLaRrI0 3.37. Si A es un anillo noetheriano, entonces (D(f)) rea es una base para la topologia

de Spec(A) construida por abiertos afines cuyos anillos de son noetherianos.

Para concluir con este capitulo presentaremos un resultado que estable condiciones necesarias y
suficientes para determinar cudndo un esquema es localmente noetheriano. Antes de pasar a dicho

resultado necesitaremos la ayuda del siguiente lema:

Lema 3.38. Sean A un anillo y (B;);c; una familia de anillos noetherianos. Si para todo i € 1
se tiene que Spec(B;) es un abierto de Spec(A) y Spec(A) = (J;e; Spec(B;), entonces A es un anillo

noetheriano.

DemosTRACION. Sea i € 1. Como Spec(B;) es un abierto de Spec(A) se sigue que existe f; € A
tal que D(f;) € Spec(B;), ahora bien, como Spec(B;) es un abierto afin de Spec(A) se sigue que
Bz = Ay donde f; es la imagen de f; bajo el homomorfismo de anillos que induce la inclusién
entre Spec(B) y Spec(A). De este modo, sin pérdida de generalidad podemos suponer desde el
inicio que Spec(A) = |J,; Spec(As) donde f; € Ay Ay es un anillo noetheriano para cada i € 1.
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Luego, como Spec(A) es casi compacto se sigue que existe r € N y existen f;,, ..., f; € A tales que
Spec(A) = U;zl Spec(A f"f) y donde A fi; €8 noetheriano para todo j € {1, ..., r}. Consecuentemente
tenemos que

Spec(d) = | _JSpec(ay) = [ D) = ] SpectN\V(Af,) = Speca [ | V(Af,)
j=1 j=1 j=1 j=1

y este hecho implica que
(Vs =vQy af)=o.
J=1 J=1

La igualdad anterior es equivalente a decir que Z;Zl A fij = A, ademas, como A 5, €8 noetheriano

paratodo j € {1,...,r} por la Proposicion B.15 se concluye que A es noetheriano. —

TeoreMA 3.39. Un esquema (X, Ox) es localmente noetheriano si 'y sélo si para todo abierto

afin U de X se tiene que Ox(U) es noetheriano.

DEMOSTRACION. Supongamos que para cada abierto afin U de X se satisface que Ox(U) es de noethe-
riano. Puesto que (X, Oyx) es un esquema, se sigue de una manera inmediata que (X, Oy) es local-

mente noetheriano.

Reciprocamente, supongamos que (X, Oy) es localmente noetheriano. Sea U un abierto afin de X.
Como (X, Oy) es localmente noetheriano por el Lema 3.36 tenemos que X tiene una base para su
topologia formada por abiertos afines cuyos anillos son de Noether, de esta forma, tenemos que
U = ;e W; donde W; es un abierto de la base en cuestion para cada i € 1. Luego, como U es un
abierto afin, U = J,;; W; donde W; es un abierto afin de U y Ox(W;) es noetheriano para cadai € I,

el lema anterior implica que Ox(U) es noetheriano. [

Cororario 3.40. Sea (X, Ox) un esquema afin. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. (X, Ox) es localmente noetheriano.
2. Ox(X) es noetheriano.

3. (X, Ox) es noetheriano.

DEMOSTRACION.

1. = 2. Como (X, Oy) es localmente noetheriano se tiene que Ox(U) es noetheriano para todo
abierto afin U de X. En particular, como X es un abierto afin se concluye que Ox(X) es un anillo

noetheriano.

2. = 3. Obvio, pues tenemos que Ox(X) es noetheriano y (X, Ox) = (Spec(Ox(X)), Ospecox(x)))-
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3. = 1. Obvio, pues tenemos que (X, Ox) es un esquema noetheriano y por lo tanto es localmente

noetheriano. —



Capitulo 4
Gavillas Casi Coherentes

En este capitulo realizaremos uno de los objetivos de este trabajo: la clasificacion de las gavillas
casi coherentes sobre esquemas afines. En las primeras dos secciones construiremos una familia de
gavillas de modulos sobre espectros afines y espectros proyectivos y nos daremos a la tarea de estu-
diar algunas de sus propiedades, dichas gavillas serdn nuestros modelos de gavillas casi coherentes.
Finalmente, en la tercera seccion definiremos a las gavillas casi coherentes y coherentes, estudiare-
mos algunas de sus propiedades principales y realizaremos su clasificaciéon cuando se encuentran
sobre esquemas afines. Para concluir con este capitulo, revisaremos algunas consecuencias de dicha

clasificacion.

1. Gavillas de Médulos sobre el Espectro Afin de un Anillo

Recordemos que en la Seccién 4.2 del Capitulo 1 realizamos la construcciéon de la gavilla es-
tructural del espacio de Zariski asociado a un anillo. Siguiendo con las ideas usadas en dicha cons-
truccion, en esta seccion vamos definir una clase de gavillas de médulos sobre el espectro afin de

un anillo. Posteriormente estudiaremos algunas de sus propiedades.

Vamos a fijar un anillo A y a un médulo M sobre dicho anillo. A partir de M construiremos
una gavilla de médulos sobre el esquema afin (Spec(A), Ospec(a)) que denotaremos por M.Sea U
un abierto de Spec(A). Vamos a asignar un Ospec(4)(U)-médulo M (U) al abierto U de la siguiente
manera: si U = () entonces asignamos M(U ) = {0}, de otro modo definimos a M(U) como el

conjunto de aplicaciones s : U — [],cy M, que satisfacen las siguientes dos condiciones:

1. Para todo p € U se tiene que s(p) € M,,.
2. Para todo p € U existe una vecindad abierta V de p contenida en U y existen m € M y
f e Atales que V C D(f)y paratodo q € V se tiene que s(q) = ? en M,.

Utilizando argumentos andlogos a los usados en la Seccion 4.2 del Capitulo 1 se muestra que M(U)

es un grupo abeliano para cada abierto U de Spec(A), asi que omitiremos los detalles.

Por otro lado, para abiertos U y V de Spec(A) tales que V C U vamos a considerar a la restriccion
P Mg ‘M ) - M (V) como la restriccion natural de funciones.
121
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Con las condiciones consideradas anteriormente y utilizando argumentos andlogos a los de la Sec-
cion 4.2 del Capitulo 1 se tiene que M es una gavilla de grupos abelianos sobre Spec(A). Més atn,
la gavilla M es un Ospec(a)-médulo. Para mostrar este hecho, en primer lugar debemos mostrar que
M (U) tiene una estructura de Ospec(a)(U)-modulo para cualquier abierto U de Spec(A). Sea U un
abierto de Spec(A). Consideramos la siguiente operacion:

- Ospecay(U) x M(U) —  M(U)
(1, 5) > s US> || M,
qeU
p = AP)s(p)

En primer lugar, vamos a mostrar que la operacion anterior esta bien definida:

e Sean A € Ospec(a)(U) y s € M(U). Vamos a mostrar que As satisface los requisitos de un
elemento de M(U). Sea p € U. Sabemos que A(p) € A, y que s(p) € M,, luego, como M,
tiene estructura de A, se sigue que A(p)s(p) es un elemento de M,,.

Por otro lado, como A € Ospec(a)(U) se sigue que existe un abierto V de Spec(A) que
contiene a p, estd contenido en U y existen a,r € A talesque V C D(r) y paracada g € V se
tiene que A(q) = a4 en A,; asimismo, como s € M(U ) se sigue que existe un abierto W de
Spec(A) que contigne a p, estd contenido en U y existenm € M y t € A tales que W C D(¢)
y para cada q € W se tiene que s(q) = 2 en M,. Es inmediato que VN W, am y rt son los
elementos indicados para que As satisfatga la segunda condicion requerida.

De esta forma, tenemos que As es una seccion de M sobre U.

e Sean A, A" € Ospecy(U) y 5,5 € M(U) tales que (4, s) = (A, s’). Vamos a mostrar que
As = A's’, para ello, como ambas aplicaciones tienen el mismo dominio y codominio sélo
nos resta mostrar que tienen la misma regla de asignacién. Sea p € U. Como A = A’ se
sigue que A(p) = A'(p); de igual forma, como s = s" se sigue que s(p) = s'(p). Luego,
como (A(p), s(p)) = (A'(p), s'(p)) se sigue que A(p)s(p) = A'(p)s’(p) y esto implica que
(As)(p) = ('s")(w).

Por lo tanto, concluimos que - es una operacion bien definida. En segundo lugar, vamos a verificar
que - cumple los requisitos de un producto externo. Sean A, A" € Ospeca)(U) y s, 5" € M(U). Para
probar las igualdades A(s + §') = As + As", (A + AU)s = As + s, (A)s = A(X's) y IOSpec(A)W)S =
lo tnico que nos resta a mostrar es que se tiene igualdad en la regla de asignacion en las correspon-

dientes aplicaciones. Sea p € U,

(A(s + 5))(P) = AP)((s + 5)(P)) = AP)s(p) + AP)s'(p) = (As + As)(p).
(A +2)s)(P) = (A + 2)(P)s(p) = Aw)s(p) + ' (p)s(p) = (s + A's)(p).
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((A)$)(P) = ((A)(P))s(p) = (AP)A'(P))s(P) = AP (P)s(p)) = (A 5))(p).
(1OSpec(A)(U)S)(p) = 105pec(A)(U)(P)S(D) = 1a,5(p) = s(p).

De este modo, tenemos que M (U) tiene una estructura de Ospec(a)(U)-médulo. Lo tnico que nos
falta a comprobar es que el producto exterior que hemos definido es compatible con las restricciones
de gavilla de M. Sean U y V abiertos de Spec(A) tales que V C U, vamos a verificar que el siguiente

diagrama es conmutativo:

Ospeca)(U) x M(U) M(U)
POSpec(A)y, PV Pity
Ospec(a)(V) X M(V) M(V)

Sean A € Ospeca)(U) y s € M(U). Vamos a mostrar la igualdad Piiv(ds) = pOSpeC(A)g(/l)pM‘lf(s).
Como ambas aplicaciones tienen el mismo dominio y codominio, sélo basta mostrar que tienen la

misma regla de asignacion. Sea p € U,
P (AS)(®) = (AS)(P) = AP)SE) = Pog ey LADDPY (S)P) = (Pogpeen) Vit (D)(P):
De esta manera, concluimos que M es un Ospec(a)-médulo.

OBSERVACION 4.1. Sea A un anillo. Sabemos que A tiene una estructura de médulo sobre si mis-
mo, asi que podemos construir la gavilla A. Puesto que A(U) = Ospec(a)(U) para cualquier abierto

U de Spec(A), concluimos que A= Ospec(A)-

El siguiente resultado nos muestra propiedades importantes de una gavilla construida a partir
de un médulo. Como el lector podréd notar, dichas propiedades son andlogas a las de la gavilla
estructural del espectro de un anillo, de hecho, puesto que la demostracion del siguiente resultado

es andloga a la de la Proposicion 1.53 sélo realizaremos un bosquejo de la prueba.
ProposiciON 4.2. Sea M un modulo sobre un anillo A. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Para todo p € Spec(A) existe un A,-isomorfismo entre Mp y M,.
2. Para todo [ € A existe un Ag-isomorfismo entre M(D( 1)y My. De manera particular, se
tiene que M (Spec(A)) = M.

DEMOSTRACION.
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1. Sea p € Spec(A). Como M, tiene estructura de A,-modulo se sigue que M, es un A-moddulo;
asimismo, como Mp es un Ospec(a), p-mOdulo y Ospec(a), p = A, se sigue que Mp es un A,-moédulo y
por tanto también tiene estructura de A-modulo. Luego, la siguiente aplicacion es A-lineal:

M > M,
m +  [(U,m)]

donde m : Spec(A) — []gespecta) My es la aplicacion tal que m(q) = lﬂMq para cualquier q €
A
Spec(A). Ahora bien, sea t € A\p. Consideremos la homotecia

hy: M, — M,
[(U,9)] = 1-[(U,s9)]

Observemos que para cualesquier abierto U de Spec(A) que contiene apy s € M(U) se tiene que

h([(U, )]) = £+ [(U, 9)] = [(Spec(A), D] - [(U, 5)],

ademds, recordemos que [(Spec(A),7)] es invertible en Ospec(a),p- Asi, definimos la aplicacién

L : Mp - M,

1
(U, )] ~ [(DQ®), (%))} - [(U, $)]

Puesto que 4, y [, son aplicaciones inversas, por la propiedad universal de la localizacion para
modulos existe una aplicacién A-lineal Z M, — Mp y es la unica aplicacion que satisface la
siguiente condicion: para cualesquier m € M y t € A\p se cumple que ¢ Z(?) = [(Spec(A), m)].
Luego, como la igualdad anterior se encuentra en 1\7,J y [(Spec(A), )] es invertible en Ospec(a),p,

podemos reescribir a ¢ de la siguiente forma

Z::Mv - Mp
m
t

m
= 10w, (%))
donde (7) : D(t) = [l4epe M, es la aplicacion tal que (7)((}) = TMQ para cualquier q € D(¢). La

aplicacion ¢ es una aplicacion A,-lineal y es el isomorfismo buscado.

2. Sea f € A. Como ]\7I(D( ) es un Ospec(a)(D(f))-médulo y Ospeca)(D(f)) = Ay se sigue que
M(D( f)) es un A,-moédulo y consecuentemente es un A-modulo. Luego, la siguiente aplicacion es
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una aplicacion A-lineal:
&M — M(D(f))
m —  &m) :D(f) - n M,

Ahora, consideramos la homotecia
hy : M(D(f) —  M(D(f))
S - f-s
Observemos que para cualquier s € M(D( f)) se tiene que

h(s)=f-s=fs,

ademads, recordemos que f es invertible en Ospec(a)(D(f)). De este modo, definimos la aplicacion

Iy : M(D(f)) — M(D(f))

(T;)

N = — S

f

Como h, y [, son aplicaciones inversas, por la propiedad universal de la localizacién para médulos se

sigue que existe la aplicacion E: M; — M(D( f)) y es la unica aplicacion que satisface el siguiente

enunciado: para cualesquier m € M y n € Z, se cumple que f" E( ) = &(m). Luego, como

m
_ _ I
la igualdad anterior estd en M(D(f)) y f es un elemento invertible en Ospec(a)(D(f)), podemos
reescribir la aplicacién Ede la siguiente manera

E:M; — MD(f)

oo (]%)f(m piH— [] M

La aplicacion & es una aplicacién A r-lineal y es el isomorfismo buscado. -

Una vez que tenemos estas propiedades ya podemos dar la razon por la cual los conjuntos

cerrados construidos en la Proposicion 3.26 generalizan a los cerrados de la topologia de Zariski.

OBSERVACION 4.3. Sea I un ideal de un anillo A. Consideremos al espectro (Spec(A), Ospec(a)) de

A. Como I es un ideal de A, entonces / es un A-mddulo y por tanto, podemos considerar la gavilla
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Tque es un Ospec(a)-m6dulo. Mds atin, como T esun Ospec(a)-submoédulo tenemos que I es un ideal

de Ospec(a).- Ahora, vamos determinar al conjunto V(T):

V(D)

{p € Spec(A) | T, # Ospeca.»)
{p € Spec()| 1, # 4,

{p € Spec(4)|(A\p) N 1 = 0]
{p € Spec(A)| 1 < )

140))

Los préximos resultados nos presentan algunas propiedades de las gavillas obtenidas a partir

de modulos.

TeOREMA 4.4. Sean M y N modulos sobre un anillo A. Se tiene el siguiente isomorfismo de

gavillas:

MR, N = M®OSpec(A) N.
Si ademds, (M;)c; es una familia de A-modulos, entonces se tiene el isomorfismo de gavillas:
S
iel iel

DEmosTRACION. Para mostrar los isomorfismos deseados vamos a mostrar que para todo punto de

Spec(A) los correspondientes modulos de gérmenes son isomorfos. Sea p € Spec(A).
(M®xN), = (M®; N), = M, ®, Ny = My ®0g,,. ., No = (M ®0g ) N,

De esta manera tenemos que Mfc;?;N =M ®OSpec( n N. Por otro lado,

[E@M]p ~ (EB M,-]p = EB(MI-),J =~ QE(M,.)p =~ [@ M,-)p.

i€l i€l i€l i€l i€l

Asi, concluimos que D, M; = D, ., M;.

EsempLo 4.5. Sea A un anillo y sea x una variable sobre A. Consideremos al anillo de polinomios
A[x]. Vamos a determinar a la gavilla f{[\;]. Observemos que
Alxl = P ar = FHa=a=.
€7, €2,

De esta forma, por el teorema anterior se tiene que

~ Z.) ~ AZy) _ AHZy)
AT = A%) = 3% = 0%
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ProposiciON 4.6. Sean (f, f*) : (Spec(B), Ospec()) — (Spec(A), Ospec(a)) un morfismo de es-
quemas afines y M un B-modulo. Existe un isomorfismo entre las gavillas ﬁk(ﬂ) y WM, donde sM

es M considerado con estructura de A-mddulo.

DEMOSTRACION. Recordemos que el morfismo de esquemas afines (f, f*) induce un homomorfismo
de anillos ¢ : A — B, ademds, recordemos que la familia (D(h)),, es una base para la topologia
de Zariski de Spec(A). Para mostrar que existe el isomorfismo entre las gavillas deseadas vamos a
probar que para todo & € A se tiene que ,;7\7[(D(h)) = ﬁ(lV[)(D(h)). Sea h € A. Por un lado se tiene
que

ZI\V/I(D(g)) = Mg = M.

Por otro lado, tenemos que

f(M)(D(g)) = M(f~'(D(g))) = M(D(¢())) = Mq).

De esta forma, concluimos que las gavillas f*(l\? )y 4+ M son isomorfas. -

Proposicion 4.7. Sean M, N y P médulos sobre un anillo A. La sucesion) - M — N —- P — 0

es exacta de A-modulos si y solo si la sucesion 0 — M — N — P — 0 es exacta de Ospec(A)-

modulos.
DEMOSTRACION.

0O->M—->N—->P—>0 Para todo q € Spec(A4),0 - M; - N, —» P, = 0

es exacta de A-moddulos es exacta de A,-modulos

Para todo q € Spec(A), 0 — Mq — ]VQ — Fq -0
es exacta de Ospec(a),q-modulos
0>M—->N-—>P—0
=

es exacta de Ospec(a)-médulos.

[

CoroLarI0 4.8. Sea M un mddulo sobre un anillo A. Si N es un A-submddulo de M, entonces

M
existe un isomorfismo entre las gavillas (N) y=.

N

. . ., , M
DemosTtrACION. Consideramos la sucesion exacta de A-modulos 0 - N —- M — N — 0. Por la

—~——

- = M
proposicion anterior se sigue que 0 > N - M — (ﬁ) — 0 es exacta de Ospec(a)-médulos y por
7\7) M

laP icion C.32 lui (— —=.
a Proposicion concluimos que N 5 -
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Proposicion 4.9. Sean (f, f*) : (Spec(B), Ospecs)) — (Spec(A), Ospecia)) un morfismo de esque-

mas afines y P un A-modulo. Existe un isomorfismo entre las gavillas f “(P) yP®,B.

DEmosTRACION. Para mostrar que las gavillas deseadas son isomorfas mostraremos que para cada

punto de Spec(B) se tiene que existe un isomorfismo en sus médulos de gérmenes. Sea q € Spec(B).

(P®y B)q = (P® B)q = Pyq) ®ay, By = Pro) ®OSPGC(A),f(q) Ospec(B).a = [ (P

—~—~—

Por lo tanto, concluimos que f “(P) = P®, B. -

2. Gavillas de Médulos sobre el Espectro Proyectivo de un Anillo Graduado

Motivados por la construccién del espectro afin de un anillo, en la Seccién 1 del Capitulo 3
construimos el espectro proyectivo de un anillo graduado. Ahora que hemos construido gavillas de
modulos sobre el espectro afin de un anillo, ;podremos construir de manera andloga gavillas de
modulos sobre el espectro proyectivo de un anillo graduado? En esta seccion daremos respuesta a
dicha interrogante. Como estaremos trabajando con médulos y anillos graduados se recomienda al

lector consultar la Seccion 5.2 del Apéndice A.

Vamos a fijar un anillo graduado A y un médulo graduado M sobre dicho anillo. A partir del
moédulo M construiremos una gavilla de médulos sobre (Proj(A), Opyojca)) que denotaremos por
M. Sea U un abierto de Proj(A). Vamos a asignar un Opyj(4)(U)-médulo M(U ) al abierto U de
la siguiente manera: si U = () entonces M(U) = {0}, de otra forma definimos a M(U ) como el

conjunto de las aplicaciones s : U — [],cy M, que satisfacen las siguientes dos condiciones:

1. Para todo p € Proj(A) se tiene que s(p) € M(y).

2. Paratodo p € U existe una vecindad abierta V de p contenida U y existen m € M"y f € A"
elementos homogéneos del mismo grado tales que V € D, (f) y para todo q € V se tiene
que s(q) = ? en M.

De una manera andloga a lo realizado en la seccion anterior para el caso de un espectro afin, se
muestra que M es una gavilla de Op;oj(a)-mbdulos sobre el espacio topoldgico Proj(A) por lo que
omitiremos los detalles.

OBSERVACION 4.10. Sea A un anillo graduado. Sabemos que A tiene una estructura de médulo
graduado sobre si mismo asi que podemos construir la gavilla A. Puesto que X(U ) = Oproja)(U)

para cualquier abierto U de Proj(A), concluimos que A= Oproj(A)-
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El siguiente resultado nos habla de dos de las propiedades mas importantes de las gavillas de
modulos construidas a partir de médulos graduados y como el lector podra notar, dichas propiedades

son andlogas a las que se tienen en el caso afin (véase Proposicion 4.2).
Proposicion 4.11. Sea M un médulo graduado sobre un anillo graduado A.

1. Para todo p € Proj(A) existe un A,-isomorfismo entre 1\7,, y M.
2. Para todo f € A" existe un Ospec(A,j,) -isomorfismo entre M| D.(f) Y M;) via el isomorfismo

entre (D.(f), Op,(r)) y (Spec(A(y)), Ospec(a,,,)) (véase Proposicion 3.15).

DEMOSTRACION.

1. Sea p € Proj(A). Definimos la siguiente asignacion:

g Mp - M(p)
[(U,$)] =  s(p)

Observemos que o es una aplicacion bien definida: sean U y V abiertos de Proj(A) que contienen
apysean s € Oproj(A)(U) yte Oproj(A)(V) tales que [(U, s)] = [(V,1)]. De este modo, se sigue que
. . . . U _ V
existe un abierto W de Proj(A) que contiene a ptalque W C UNV'y POpyoiq A)W(s) = POpyjq A)W(t).
Dicha igualdad nos dice que s(q) = #(q) para cualquier q € W, en particular, como p € W se sigue

que s(p) = 1(p).

Ahora, mostraremos que o es una aplicacion A, -lineal. Sea U un abierto de Proj(A) que contiene
apysean s,t € Oppja)(U), a,b € A" y u,v € (A\p) N A" de modo que grad(a) = grad(u) y
grad(b) = grad(v). Nétese que podemos suponer que las secciones se encuentran sobre el mismo
abierto.

a\ b
o ([(D, (), (g)n (U, )] + (D), (;))] )
= o([(Dsw) N D, ()N T,

(ad)
U/\D,(unD,(v)NU

@

- s(p) + b 1(p)
%

b
(S (U] + = - [(U.0)

P—

b
S|, wnp. v + | =

y Up. wnp,mnu)])

D.()ND,(MNU

b
S|p, wnp. U + (—)

" 1D, wnp. v )(P)

D, (u)ND.(v)NU

D, (u)ND,(v)NU

TR T

b
-o([(U, 9)]) + o o([(U,n)).
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De este modo, tenemos que o es una aplicacion A,,-lineal. La demostracion de que o es un iso-
morfismo es andloga a la demostracion de que la aplicacion ¢ en el enunciado 1 de la Proposiciéon
3.15 lo es, asi que omitiremos los detalles.

2. Sea f € A" tal que grad(f) = e. Recordemos que en el enunciado 2 de la Proposicién 3.15
construimos el isomorfismo (£, %) : (D.( ),0b.() — (Spec(As)), Ospec(a, 1)) de espacios local-
mente anillados. La construccién del isomorfismo deseado & : M(;) — ¢.(M|p,(s) es en esencia
la construccién del isomorfismo ¢* : Ospec(a;,) — &+(Op,(p) que realizamos en la proposicion
citada, s6lo debemos cambiar al anillo A por el médulo M en los lugares adecuados, por ello, rea-
lizaremos la prueba de este enunciado sin entrar en todos los detalles. Es importante recordar que

{ : D.(f) — Spec(A(y) es un homeomorfismo donde {(p) = ps) para cualquier p € D, (f).

Sea p € Proj(A) tal que f ¢ p. Recordemos que en la Proposicién 1.58 se construy6 el isomorfis-
mos de anillos g, : A, — (Ay),,. Luego, utilizando argumentos andlogos a los usados en dicha
proposicién podemos construir el siguiente (Ay)y,-isomorfismo:

L, i M, — (M),
m
L

u

1

m
—
u

Ahora bien, en el enunciado 2 de la Proposicion 3.15 mostramos que el homomorfismo de anillos
gy, induce un isomorfismo de anillos g, : Ay — (A(p)p,,, asi, utilizando argumentos andlogos
a los usados en dicha proposicion tenemos que el isomorfismo /,, induce el siguiente (As))y -
isomorfismo:

Ly s My — (Mp)y,,

u'm

m fgrad(m)
u

g z

u
fgrad(m)

donde de manera andloga a la proposicion citada, la aplicacion inversa de [, . es la siguiente apli-

P
cacion (Ay))p,,-lineal:

kp(f) : (M(f))p(f> - M(P)

n
u fSI/t

f
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Con el isomorfismo anterior nos sera posible definir el morfismo & : II/I‘(;) — L(Mlp, £)-Sea U un
abierto de Ospec(A( 5)- Consideramos la siguiente asignacion:

& MpU) - M\
s om0 - ] Mo

p = kp(f)(s o {|g-1(U)(P))
Utilizando argumentos anélogos a los de la proposicion citada se muestra que &, es una aplicacién
bien definida, ahora, mostraremos que es una aplicacion Ospec(A( m(U)-lineal: sean s,1 € M (U),
A, pt € Ospecia,)(U) y p € £1(U).
EAs+un®) = ky, ((As + pt) o Lle1y(0)

= kp(f)((/ls + ut)(®p)))

= o (AP SP() + ko, (P )1(P( 1))

= T, (A1) kg, (5(0(1)) + T (P () - Koy, (E(R(1))

= hp(f>(/l o Llr1w)(P)) - kp(f)(s o §|(-1(U)(D)) +

B, (1 0 L1y (D)) + kg, (2 0 L1y (D))
= (A &) +p- EO)W).

Asi, como las aplicaciones & (s + ut) y A - &5(s) + p - &(¢) tienen el mismo dominio, codominio

y regla de asignacion se sigue que son iguales y esto implica que £/, es una aplicacién Ospec(A ;)"
lineal. Por ultimo, de manera andloga a lo realizado para /* se muestra que £ es un morfismo y

posteriormente que es un isomorfismo de gavillas. i
Los proximos resultados nos mostrardn algunas de las propiedades de las gavillas obtenidas a
partir de moédulos graduados.

PrOPOSICION 4.12. Sea A = P

Ap-dlgebra. Si M y N son modulos graduados sobre A, entonces

nez, An un anillo graduado finitamente generado por A, como

M®, N = M®()ij(A) N.

DEMOSTRACION. Sea f € A" donde grad(f) = e. Vamos a definir una aplicacién A -lineal entre
(1\7 ®0ij( 4 N ) (D.(f)y Mf@/N (D+(f)), para ello, realizaremos las siguientes observaciones: a)
Del enunciado 2 de la proposicion anterior obtenemos los A y)-isomorfismos M(D.(f)) = My
N(D.(f)) = N, 5y b) En la Proposicion A.34 construimos una aplicacion Ay-lineal wy : M(y) ®4,
Ny = (M®4N)). De esta manera, vamos a definir la aplicacion Y. e (1\7 ®0Pr0j ( A)ﬁ ) (D.(f)) —
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M @, N(D.( f)) como la aplicacién obtenida de la composicion de las aplicaciones que aparecen

en el siguiente diagrama:

— —~ _ Yo —
(M ®0p, ;4 NI (D4 (f)) M ®, N(D.(f))
M(f) A N(f) or (M ®, N)(f)

Ahora bien, sean fi, f, € A" tales que grad(f)) = e; y D.(f>) € D.(f,). De la contencién anterior
se sigue que existen r € N, u € Z, y 1 € A, tales que f, = Af;. Para probar la igualdad

21 . D.(f1) o~ — o _ _7D+(fl)
(2.1) PUEND. (1) © VDt = V.t © Pl eop i 7 "
serd suficiente probar que el siguiente diagrama es conmutativo:

M, “
) By Ny (M &4 N)syy
H H>
Mg ®apyy Ny , (M &4 N)p,)

donde H; y H, son las aplicaciones naturales obtenidas del hecho que f; = Af;. Bastard con probar

que la conmutatividad se satisface para los elementos generadores: sean r,s € Z., m € M, y

m n me®n
Hj o wy, JTr®F = H s
1 1 1

A+ (m @ n)

fzt(r+ s)

(A'm) ® (°n)

r+ts
2

A'm  A’n
= wp tr ® 1s
2 2

m n
= w OH] (_r®_s)
f2 fl fl

De esta forma, como las aplicaciones H, o wy, y wy, o H; tienen el mismo dominio, codominio

n € NS€19

y regla de asignacion se sigue que son iguales y consecuentemente la igualdad 2.1 es verdadera.
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Asi, como (D,(f)) fean €S UNA base para la topologia de Proj(A) tenemos definido un morfismo
(M ®0pyica) N)~ — M ®, N. Ahora bien, para cualquier f € A, tenemos que la aplicacién w L
es un isomorfismo (véase Proposicion A.34), esto implica que ¢~ |p, p esun isomorfismo. Luego,
como (D, (f)) fea, €S UNA cubierta abierta de Proj(A) se sigue que (M ®0p, roi(A) N) =~ M®,. @4 Ny
consecuentemente obtenemos el isomorfismo de gavillas deseado. -

ProposicioN 4.13. Sean M, N, y P médulos graduados sobre un anillo graduado A. Si la
sucesion 0 - M — N — P — 0 es exacta de A-modulos graduados, entonces la sucesion
0> M — N — P — 0es exacta de Oproj(a)-modulos.

DEMOSTRACION. Sea f € A”. Como la sucesion 0 - M — N — P — 0 es exacta de A-mddulos
graduados se sigue que la sucesion 0 — M, — N; — P; — 0 es exacta de A;-mddulos. La
exactitud de la sucesion anterior implica que la sucesioén de las componentes homogéneas también
es exacta, en particular, la sucesion de las componentes homogéneas de grado cero 0 — M) —
Ny — P — 0 es exacta de A(y)-modulos. De este modo, la sucesion 0 — ]\7|D+(f) — N|D+(f) —
ﬁm( 5 — 0 es exacta de Opyoj(a)lp, (r-modulos. Luego, como la exactitud de la sucesion anterior se
cumple para cualquier abierto basico de Proj(A) se concluye que la sucesion 0 — M—>N->P-
0 es exacta de Opygj(a)-m6dulos. —

CoroLarIo 4.14. Sea M un médulo graduado sobre un anillo graduado A. Para cada A-submo-
My M
dulo graduado N de M se tiene que existe un isomorfismo entre las gavillas (ﬁ) y ﬁ

DEemosTRACION. Sea N un A-submoddulo graduado de M. Consideramos la sucesion exacta) — N —

M . g
M — N — 0y aplicamos la Proposicion 4.13. i

Comparando el resultado de la proposicién anterior con el andlogo que tenemos para gavillas de
modulos sobre espectros afines, nos daremos cuenta que s6lo tenemos una implicacion. En efecto,
la proposicion anterior lo que realmente nos dice es que la gavilla construida a partir de un médulo
graduado no estd determinada por el médulo, es decir, si M y N son médulos graduados sobre un
anillo graduado y no son isomorfos, entonces es posible que M = N.El siguiente ejemplo es una

muestra de este hecho.

EsempLo 4.15. Consideremos a M = P
A= @se% A,.Sead > 1. Definimos

sez, M un modulo graduado sobre un anillo graduado

M(d) = (@),

SE€Z
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donde (M(d)); = M, para cada s € Z,. Tenemos las siguientes observaciones sobre M(d):

e M(d) es un modulo sobre A con la estructura inducida por M.
e Por construccién tenemos que ((M(d));),., €s una familia subgrupos de M(d) tales que
M) = B, (M@)),.

e Para cualesquier s, r € Z, se satisface que
A X(M(d)s CA X Myys € Myirpg = (M(d)), 4.

De lo anterior se sigue que M(d) es un médulo graduado sobre A.

Sea f € A;. Vamos a considerar el A -mddulo M(d); donde recordemos que M(d); es un médulo

graduado con la graduacién ((M(d)y);),., donde para cualquier s € Z se tiene que

SEZ
m
f

Consideremos la componente homogénea de grado cero M(d)s). Vamos a mostrar que existe un

(M(d)s)s = {

teZ+,meMhygrad(m):d+s+t}.

A(p-isomorfismo entre M5 y M(d)s). Consideremos la siguiente asignacion:

My — M)y

d

o ffzn
Comenzaremos mostrando que ¢ estd bien definida: sean t,,, € Z,, m; € M, y my € M,, de
modo que f_’i = f_fi Asi, se sigue que existe v € Z, tal que f'f”m; = f'f"m,. La igualdad
anterior implica que f*f2f%m; = f'f" fYm,, ademds, el hecho de que grad(f‘m;) = d +t, y

fimy fimy

grad(f?m,) = d + t, implican la igualdad n Iz

definida.

en M(d)y). Por lo tanto, ¢ estd bien

A continuacién probaremos que ¥ es una aplicacion A y-lineal: sean t;,t,uj,u, € Z., m; € M,
my € M,,a €A, ya €A,,

¥

ay, my o ay mp\ faimy + 1" aymy
I i

FAUf 2 aimy + 17 apmy)
ft1+u1+t2+u2

ar fim az.fdmz

foo e e

s (m) @ (m
= e ‘/’(fn)+f"2 ‘”(ffz)'
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Ahora, probaremos que ¢ es una aplicacion inyectiva: sean ¢t € Z, y m € M, tales que ]Tz € Kery.

d
m 0 ) ) m
Como ! 7 = I—M, se sigue que existe u € Z, tal que f“*“m = 0y. De este modo, como — =
A
fu+dm OM

fu+d ft = fu+d+t

Por dltimo, mostraremos que ¢ es sobreyectiva: seant € Z, y m € (M(d)), = My,,. Afirmamos que

= Ou,, se concluye que ¢ es inyectiva.

la imagen del elemento J% bajo Y es %, en efecto:
m\ fim o m
4 fd+t - fd+[ - JTt

Asi, tenemos que ¥ es una aplicacion sobreyectiva.

De este modo, tenemos que ¢ es un Ap-isomorfismo entre My y M(d)s). Consecuentemente se

tiene que

Mlp,p = M) = Mmf) = mlmf)

y por lo tanto tenemos un isomorfismo entre las gavillas M y M(d). Sin embargo, en general el

modulo graduado M no es isomorfo al médulo graduado M(d).

3. Clasificacion de las Gavillas Casi Coherentes y Coherentes

En esta seccion, después de definir a las gavillas casi coherentes y coherentes y estudiar algunas
de sus propiedades realizaremos de manera definitiva la clasificacién de estos objetos cuando se
encuentran sobre un esquema afin, y como consecuencia también los clasificaremos cuando se
encuentran sobre un esquema arbitrario. Para concluir con esta seccion y con este capitulo, estudia-
remos algunas aplicaciones de esta clase de gavillas. Comenzaremos definiendo a los objetos de

nuestro interés.

DEerINICION 4.16. Sea ¥ una gavilla de Ox-mddulos sobre un esquema (X, Ox). ¥ es casi cohe-
rente (respectivamente, coherente) si existe una cubierta afin (U;),c; de X tal que para todo i € [
existe un Oy (U;)-médulo M; (respectivamente, Ox(U;)-mddulo finitamente generado M;) de modo
que Fly, = M.

Los siguientes resultados nos presentan propiedades de las gavillas casi coherentes que se en-

cuentran sobre un esquema afin.

Lema 4.17. Sean A un anillo y F un Ospec(a)-modulo casi coherente (respectivamente, cohe-
rente). Existen r € Ny gy,...,8, € A tales que Spec(A) = U, D) Yy Flpe) = N, donde N;
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es un modulo sobre A,, (respectivamente, un modulo finitamente generado sobre A,,) para cada
iefl,...,r.

DEemostrACION. Como F es una gavilla casi coherente (respectivamente, coherente) existe una cu-
bierta afin (U;),., de Spec(A) tal que ¥y, = M: donde M; es un Ospec(a)(U;)-mddulo (respectiva-
mente, Ospec(4)(U;)-médulo finitamente generado) para cada i € 1. Sea p € Spec(A). Como (U)ies
es una cubierta abierta de Spec(A) existe j € I tal que p € U;; por otro lado, como (D(g)) gea €8 UNA
base para la topologia de Spec(A) existe g; € A tal que p € D(g;) y D(g;) € U;, ademds, sin pérdida

de generalidad podemos suponer que D(g;) es un abierto basico de U ;. Luego, observemos que
F oy = Flu)loey) = Mo, = (M),

donde tenemos que (M), es un A, -mddulo (respectivamente, A, -mddulo finitamente generado).
Ademads, como (D(g;)),; es una cubierta abierta de Spec(A) y como Spec(A) es casi compacto

podemos considerar un nimero finito de abiertos de dicha cubierta. —

ProposiciON 4.18. Sean A un anillo, ¥ un Ospec(a)-mddulo casi coherente y f un elemento de

A. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Si s € F(Spec(A)) es tal que slpr) = Ofp(s)), entonces existe n € Z, de modo que f"s =

OT(Spec(A))'
2. Sit € F(D(f)), entonces existenn € Z, y s € 7 (Spec(A)) tales que sl|pr) = f"t.

DEMOSTRACION.

1. Sea s € F(Spec(A)) tal que s|psy = OF(p(ry. Como F es una gavilla casi coherente sobre Spec(A)
por el lema anterior existen r € Ny gy,...,8, € A tales que Spec(4) = Ui, D(&) Y F Ipe,) = ﬁ,
donde M; es un médulo sobre A, paratodoi € {1,...,r}. Seai € {l,...,r}. Vamos a denotar por s;
a la restriccion de s en D(g;), es decir, denotamos s; = s|p(,,). Puesto que ¥ [p(,) = 7\2 se sigue que
F(D(g;)) = M;. Ahora bien, veamos qué sucede con la seccidn s; cuando la restringimos al abierto
principal D(f) N D(g;) = D(fg:):

silpirnpiey = (Sl lpinnpen = Slognpey = Slog)lpirnpe) = OF s

asi, tenemos que Silp(re) = OFp(fq)- Ademds, como D(fg;)) € D(g) Y Flpe) = M; se sigue que
F(D(fg:) = (M;)s. De esta forma, como la imagen de s;|p(f,,) €n (M;) s es igual a cero existe n; € Z,.
tal que f"s; = 0y, y como s6lo tenemos un nimero finito de indices involucrados podemos suponer
que existe n € Z, tal que f"s; = 0y, para todo j € {1,...,r}, es decir, tenemos que " s|p;) = Op,

para cualquier j € {1,...,r}. De este modo, f"s es una seccién global de ¥ que se anula en la
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restriccion de cada abierto de una cubierta abierta de Spec(A), por lo tanto, como ¥ es una gavilla

se concluye que f"s = Oz(spec(a))-

2.Seat € F(D(f)). Nuevamente, como ¥ es una gavilla casi coherente por el lema anterior existen
reNyg,...,g €Atales que Spec(A) = Ui_; D(g) Y Flpe,) = M; donde M; es un médulo sobre
Ag paratodoi € {l,...,r}. Seai € {1,...,r}. Tomamos al abierto principal D(f) N D(g;) = D(fg:)
y vamos a considerar la restriccion de la seccidn ¢ a este abierto, es decir, consideramos a la seccion
(e Recordemos que el hecho de que D(fg;) € D(gi) y de que Flp,,) = M, implican que
F(D(fgi) = (M;);. De esta forma, se sigue que existen n; € Z, y una seccién t; de ¥ sobre
D(g;) que se restringe a f"t|p(r,i) €n D(fg;), es decir, tenemos que #|p(rq) = f"tp(se)- Puesto que
s6lo tenemos un nimero finito de indices involucrados podemos considerar n € Z, de modo que
exista 7; € F(D(g;)) y que satisfaga que #;lpre;) = f"flp(s,, para todo j € {1,...,r}. Por otro
lado, para cualesquier i, j € {1,...,r} se tiene que las secciones #; y t; coinciden en el abierto
D(f) N D(g;) N D(g;), en efecto:

tilpraiey = Uilpiren)lnireie
= (f"tlbre)Inereie)
= [tbireiey
= (f"tbirep)Ipireiey
= (tilpirep)lnireie
= 1ilpireig-

De esta igualdad de secciones se sigue que

(tilpgis;) = tilpigis ) ID(reis) = OF(D(faig )

y aplicando el enuncido 1 de esta proposicion tenemos que existe m;; € Z, tal que

" (tilpgonpigy — tilpe)npie)) = OFdigig,)-

Como so6lo tenemos un nimero finito de indices involucrados podemos considerar m € Z, tal que

J"(tilponnes) = tilpeonne)) = OF e

para cualesquier 7, j € {1,...,r}. De este modo, tenemos que la siguiente igualdad se satisface para

cualesquier i, j € {1,...,r}:
J"tipeonniey = f"tilpeonne;)s

ademds, como (D(g,-))l.e{1 es una cubierta abierta de Spec(A) y ¥ es una gavilla tenemos asegu-

,,,,, r}
rada la existencia de una seccion s de ¥ sobre Spec(A) de modo que s|p,) = f™f; para cualquier
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i € {l,...,r}. Vamos a mostrar que la seccion global s es la seccion buscada. Paracadai € {1,...,r}

observemos el comportamiento de la seccion s en el abierto D(f) N D(g;):

Sloren = Gloe)lpiren = [ tilpiren = f" F Hpiren = f™ " pirens

luego, la igualdad anterior implica que

(sloiy = " " Dlpirnpen = OFwire-

De este modo, puesto que la ecuacién anterior se cumple para cualquier i € {1,...,r}, ¥ es una

,,,,,

Por lo tanto, concluimos que s|p s = f™"t. 3

El siguiente resultado que mostraremos es uno de los objetivos de este trabajo: la clasificacion
de las gavillas casi coherentes sobre esquemas afines. Ademads, utilizando dicha clasificacién y
agregando la hipdtesis de que el esquema afin en que nos encontramos sea noetheriano, realizare-

mos la clasificacion de las gavillas coherentes sobre esquemas afines noetherianos.

TeorREMA 4.19. Sean A un anillo (respectivamente, anillo noetheriano) y ¥ una gavilla de
Ospec(a)-modulos. F es casi coherente (respectivamente, coherente) si'y solo si existe un A-moédulo

M (respectivamente, un A-modulo finitamente generado M) tal que F = M.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe M un A-mddulo (respectivamente, A-modulo finitamente
generado) tal que ¥ = M. Tomando a (Spec(A)) como la cubierta afin de Spec(A) requerida se
sigue de manera inmediata que F es una gavilla casi coherente (respectivamente, coherente).

Reciprocamente, sea ¥ una gavilla casi coherente sobre (Spec(A), Ospec(a)) donde A es cualquier
anillo. Vamos a fijar M = ¥ (Spec(A)). Nuestro objetivo serd el de construir un isomorfismo de
gavillas & : M — F. Puesto que (D(f)) rea €S UNa base para la topologia de Spec(A), para cons-
truir el morfismo deseado serd suficiente con construir las aplicaciones Ospec(a)(D(f))-lineales
Epp M(D( ) — F(D(f)) para cada f € A y comprobar la compatibilidad con las restric-
ciones de gavilla. Sea f € A. Para construir la aplicacion &p(s) observemos que es suficiente con
construir una aplicacion As-lineal {r : My — F(D(f)), para ello, utilizaremos la propiedad univer-
sal de la localizacién para médulos. Como aplicacién a considerar entre M y F (D(f)) tomamos la

restriccion en la gavilla F, luego, vamos a probar que la homotecia

hy : F(D(f) — F(D)

S (g le(f)S
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es una biyeccién. Observemos que precisamente f|ps) es un elemento invertible en Ospec(a)(D(f)),

de este modo, podemos definir la aplicacién

ly 2 F (D) — F(DU)

-1
s — f|D(f)s

Asi, puesto que claramente tenemos que /¢y [ son aplicaciones inversas, por la propiedad universal
de la localizacion para médulos tenemos que existe una aplicacion A-lineal £ : My — F(D(f))
y es la tnica aplicacién que satisface el siguiente enunciado: para cualesquierm € My u € Z, se

tiene que f“[pcs - {f (%) = mlp(s). Luego, del hecho que f|p) es invertible en Ospec(a)(D(f)) se

sigue que podemos escribir a la aplicacion {; de la siguiente manera:

My = F(D(f))
m -1

]TM = fulD(f)mlD(f)

Lo que haremos a continuacion es probar que {; es una aplicacion As-lineal: seanm,n € M,a,b € A

y u’V7W7Z € Z+7

(L 2e2 ) o g Fomfin)
(f (fw fu + fz fv) {f( fw+u+z+v

— fw+u+z+vll—)%f) (fZ+Vam + fw+ubn)|D(f)

+v =1 +v)—1
fw+u+z+v|D(f)fz+v|D(f)a|D(f)m|D(f) + fW+u+Z+V|D(f)fW+M|D(f)b|D(f)n|D(f)

-1 -1 -1
I Ionalog [ Ipgnmlogy + flonblog [ og il

i.g(ﬁ)i.g(i)
VD AN AV

De esta forma, tenemos que (¢ es una aplicacion A y-lineal. Mds atin, vamos a mostrar que {r €s un

isomorfismo:

e [ esinyectiva: seanm € M y u € Z, tales que ]Tu € Ker ;. Como f|ps) es invertible en

OSPeC(A)(D(f)), la igualdad f“|51f)m|D(f) = O}‘(D(f)) 1mphca que m|D(f) = O7—'(D(f)). Luego, el
enunciado 1 de la proposicion anterior implica que existe ¢ € Z, tal que f'm = 0y,. De esta
forma, como
m ff m  f'm Oy
T T - 0w
A A A A

concluimos que {; es inyectiva.
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e [, es sobreyectiva: sea t € F (D(f)). Por el enunciado 2 de la proposicién anterior tenemos

que existen u € Z, y m € M tales que m|ps) = f“t. Afirmamos que la imagen del elemento
m

fu

bajo {r es igual a ¢, en efecto:

f

Asi, se tiene que {r es una aplicacion sobreyectiva.

m -1 -1
Q-( ) = f'Ioymlogy = oo f gt = t.

De esta forma, tenemos que {; es un Ay-isomorfismo. Ahora, consideremos f,g € A tales que

D(g) € D(f), vamos a probar que el siguiente diagrama es conmutativo:

gr

My F(D(f))
H Pr i
M, F(D(g))

g

donde la aplicacion H : My — M, es la natural dada por el hecho de que existent € Ny 1 € A
tales que g' = Af.Seanme Myu € Z,.

oy . (I
o)

D(f) -1
PF D) (fulD(f)mlD(f))
-1
= f ulD(g)mlD(g)
_ -1 -1
= lpA"|pe) /Iy MIpie)

-1
= gtulD(g)(/lumND(g)

_ ¢ (/l“m)
- 58 g

= {goH(ﬁ).
fu

De esta forma, concluimos que la gavilla M es isomorfa a F.

Ahora, supongamos que A es un anillo noetheriano y que # es una gavilla coherente. Como ¥ es
en particular una gavilla casi coherente, preservando la notacién anterior tenemos que ¥ = M, de
esta forma, s6lo nos resta a probar que M es finitamente generado. Por el Lema 4.17 se sigue que
existenr € Ny gy,...,g, € Atales que Spec(A) = J;_, D(g;) y de modo que paracadai € {1,...,r}
se tiene que F |p,) = M donde M; es un A,,-mddulo finitamente generado. Seai € {1,...,r}. De

los hechos anteriores se sigue que M,, es un A,-modulo finitamente generado y esto implica que



3. CLASIFICACION DE LAS GAVILLAS CASI COHERENTES Y COHERENTES 141

existe 1; € Ny existen m;, € My 5;, € Z, paracada j € {1,...,1;} tales que

M, =Ty T A,
& = Ag 5, TAg Tt Ay Siy, *

i S,‘z

i i i

n . .
Sean € M. Como — es un elemento de M,, se sigue que existen a;,, a;,, ..., a; elementos de A,
A 1
tales que
l,
n N my
Ia Yol

De esta igualdad se sigue que existe u; € Z, de modo que

ti

u; _

gin= } ,bi.fmi.f
=1

para ciertos b;,, by, . . ., b;, elementos de A. Observemos que g“n € My que sin pérdida de genera-
lidad podemos suponer que u; > 0. Por otro lado, puesto que Spec(4) = U, D(g:) = Ui, D(g}")

se sigue que A = Ag|" + Agy’ +--- + Ag/" y consecuentemente existen Aj,..., 4, € A tales que

1A = 2 /llg?l
i=1

De esta forma, tenemos que

r

n= Aigin = Zr: Zt: Aibim;,.

i=1 i=1 j=1
Por lo tanto, tenemos que M = <m,»j | ie{l,....r}, je{l,..., ti}>A y de esta forma concluimos que

M es finitamente generado. -

Como corolario a la clasificacion de las gavillas casi coherentes sobre esquemas afines tenemos
su clasificacion sobre cualquier esquema. De manera andloga al caso afin, realizaremos la clasi-
ficacion de las gavillas coherentes cuando el esquema en que nos encontremos sea noetheriano.
Antes de realizar dicha clasificacion necesitaremos la ayuda del siguiente lema que es una de las

consecuencias de la clasificacion de las gavillas casi coherentes sobre esquemas afines:

LemaA 4.20. Sea ¥ un Ox-mddulo casi coherente (respectivamente, coherente) sobre un esque-
ma (respectivamente, esquema noetheriano) (X, Oyx). Si U es un abierto afin, entonces F |y es una

gavilla casi coherente (respectivamente, coherente) sobre (U, Oy).

DEemosTRACION. Sea U un abierto afin de X. Como ¥ es casi coherente (respectivamente, coherente)
existe una cubierta afin (V;),; de X tal que Fly, = M, donde M; es un Ox(V;)-mddulo, (respectiva-

mente, Ox(V;)-mdédulo finitamente generado) para cada i € 1.
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Sea i € [. Puesto que ¥y, es una gavilla de Oy,-mddulos sobre el esquema afin (V;, Oy,) (respec-
tivamente, esquema afin noetheriano (V;,Oy.)) y Fly, = M con M; un Ox(V;)-médulo (respecti-
vamente, Ox(V;)-mddulo finitamente generado) por el teorema anterior se sigue que 7 |y, es una

gavilla casi coherente (respectivamente, coherente).

Ahora bien, observemos que (U N V;),c; es una cubierta abierta de U, ademas, sin pérdida de gene-
ralidad para cada i € I podemos suponer que U N V; es un abierto bésico de U y consecuentemente
existe g; € Ox(V;) de modo que podemos ver a D(g;) como un abierto basico de U N V,. De esta

manera, COmo tenemos que
(Flo)lpey = Floey = (Flv)lpe) = Milpe) = (M),

donde (M,),, es un Ox(V;),,-médulo (respectivamente, Ox(V;),,-médulo finitamente generado) para
cada j € {1,...,r;}. Por lo tanto, concluimos que ¥ |y es una gavilla casi coherente (respectiva-

mente, coherente). 3

CoroLArIO 4.21. Sea F un Ox-mddulo sobre un esquema (respectivamente, esquema noetheri-
ano) (X,0x). F es casi coherente (respectivamente, coherente) si y solo si para todo abierto afin
U de X se tiene que Fly = M donde M es un Ox(U)-médulo ( respectivamente, Ox(U)-modulo

finitamente generado).

DEMOSTRACION. Supongamos que para todo abierto afin U de X tenemos que ¥ |y = M donde
M es un Ox(U)-mébdulo (respectivamente, Ox(U)-médulo finitamente generado). El hecho de que
(X,Ox) es un esquema implica de manera inmediata que ¥ es casi coherente (respectivamente,

coherente).

Reciprocamente, supongamos que # es una gavilla casi coherente (respectivamente, coherente) y
que (X, Ox) es cualquier esquema (respectivamente, esquema noetheriano). Sea U un abierto afin
de X. Como ¥ es casi coherente (respectivamente, coherente) por el lema anterior tenemos que
F v es casi coherente (respectivamente, coherente) sobre (U, Oy) que es un esquema afin (respec-
tivamente, esquema afin noetheriano), asi, por el Teorema 4.19 concluimos que 7|y = M donde M

es Ox(U)-médulo (respectivamente, Ox(U)-médulo finitamente generado). -

Como el lector ya podra haber notado, en el proceso para realizar la clasificacion de las gavillas
casi coherentes sobre esquemas afines mostramos que hay una equivalencia entre el Lema 4.17, la
Proposicion 4.18 y el Teorema 4.19. De hecho, algunos autores muestran en un sélo resultado su

equivalencia (ver por ejemplo [7], Teorema 1.11, pagina 45).
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Con la clasificacion de gavillas casi coherentes que hemos realizado, de una manera inmediata
podemos obtener resultados sobre las sucesiones exactas de gavillas casi coherentes y del cociente

de gavillas casi coherentes sobre esquemas afines.

CoroLARIO 4.22. Sean F, G vy H gavillas casi coherentes de Ox-mddulos sobre un esquema
afin (X, Oy). La sucesion de gavillas 0 - F — G — H — 0 es exacta si y solo si la sucesion
0- F(X) » G(X) > H(X) — 0es exacta de Ox(X)-modulos.

CoroLArIo 4.23. Sea (X, Ox) un esquema afin. Si G es un Ox-submaodulo casi coherente de un

) . F 5?55)) F .
Oyx-mddulo casi coherente F, entonces — = | ——\|. En otras palabras, — es casi coherente
9: ”T( )’ G (goo P G ’ Y

X
~(X) = =22,
ATy

Otra de las consecuencias de la clasificacion de las gavillas casi coherentes sobre esquemas
afines nos es dada por la demostracion: en efecto, la técnica usada para construir el morfismo en
dicha prueba puede generalizarse para obtener de manera inmediata el siguiente resultado del cual

omitiremos su demostracion.

ProprosicioN 4.24. Sean F y G gavillas de Ox-modulos sobre un esquema afin (X,Oy). Si
G es una gavilla casi coherente, entonces existe un Ox(X)-isomorfismo entre Homo (G, ) y
Homo,x)(G(X), F (X)). Ademads, si H es una gavilla casi coherente sobre (X, Ox), de manera par-

ticular tenemos que

Homo, (G(X), H(X)) = Homo,x(G(X), H(X)).

Con todo lo que hemos hecho hasta ahora, una pregunta natural es si es posible construir gavillas
casi coherentes a partir de gavillas casi coherentes conocidas. Para concluir con este capitulo, los

siguientes resultados contestardn a esta interrogante.

Proposicion 4.25. Si (X, Ox) un esquema, entonces Oy es una gavilla casi coherente.

DemosTrACION. En primer lugar, vamos a considerar el caso especial en que (X, Oy) es un esquema
affn. Como (X, Ox) es afin, existe un anillo A de modo que (X, Ox) = (Spec(A), Ospec(a))- Asi, se
tiene que Ox = Ospec(a) = A y de este modo se sigue que Oy es una gavilla casi coherente. Mdas

aln, puesto que A es finitamente generado tenemos que Oy es coherente.

Ahora, consideremos el caso general en que (X, Oy) es un esquema. Como (X, Ox) es un esquema

existe una cubierta afin (U;).., de X. Sea i € I. Puesto que U, es un abierto afin, por la primera

i€l
parte tenemos que Oy, = Oy|y, es una gavilla casi coherente. Por lo tanto, concluimos que Oy es
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una gavilla casi coherente. M4s atin, como A; es finitamente generado para cada i € I tenemos que

Ox es coherente. [

PropPosICION 4.26. Sea (X, Ox) un esquema. Si ¥ y G son Ox-mdodulos casi coherentes, entonces

F ®oy G es un Ox-modulo casi coherente.

DemosTtrACION. Comencemos considerando el caso en que (X, Ox) es un esquema afin. Como ¥ y
G son gavillas casi coherentes sobre un esquema afin tenemos que ¥ = 7/"3(/) yG = @(\JX) Luego,

utilizando el Teorema 4.4 se tiene que
F ®0y G = FX) g0 GX) = F(X) @000 G(X).

Por lo tanto, concluimos que ¥ ®q, G es una gavilla casi coherente.

Ahora, consideremos el caso general en que (X,Oyx) es un esquema. Sea U un abierto afin de X,
mostraremos que (¥ ®o, Q)| y esuna gavilla casi coherente sobre (U, Oy ). Por el Lema 2.44 sabemos
que (F ®o, Dlv = Flu ®oy, Glu- Luego, como F y G son casi coherentes sobre X, por el Lema
4.20 se tiene que F |y y Gly son casi coherentes sobre el esquema afin (U, Oy ). De este modo, por
la primera parte tenemos que ¥ |y ®p, Glv es una gavilla casi coherente. Por lo tanto, concluimos

que ¥ ®o, G es una gavilla casi coherente. -

Observemos que de una manera natural podemos extender el resultado anterior cuando conside-

ramos el producto tensorial de un nimero finito de gavillas casi coherentes sobre un esquema.

Proposicion 4.27. Sea (X, Ox) un esquema. Si (F;)ic; es una familia de Ox-modulos casi coher-

entes, entonces (P._, F; es un Ox-mddulo casi coherente.

DemosTRACION. En primer lugar, supongamos que (X, Ox) es un esquema afin. Como (X, Ox) es un
esquema afin y 7; es una gavilla casi coherente para todo i € I, se sigue que F; = ?Ci(\X/) para todo

i € I. De esta forma, por el Teorema 4.4 tenemos que

D F = P =P rco.

i€l iel i€l

Consecuentemente tenemos que €P._, 7; es una gavilla casi coherente.

i€l
Ahora, consideremos el caso general en que (X, Oyx) es un esquema. Sea U un abierto afin de X,

vamos a mostrar que (P Ti)| , ©s una gavilla casi coherente sobre (U, Oy). Por el Lema 2.9

i€l

sabemos que ( EB T,-)|U = EBI. ; Filu. Luego, como F; es una gavilla casi coherente, por el Lema

iel
4.20 se tiene que 7|y es una gavilla casi coherente para cada i € I. Ademads, como (U,Oy) es un
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esquema afin por la primera parte concluimos que (P ?'i)| p ©s una gavilla casi coherente. Por

iel

lo tanto, concluimos que @

.; Fi s una gavilla casi coherente. i

Gracias a las proposiciones anteriores ya sabemos una manera de construir gavillas casi cohe-
rentes sobre esquemas dados. De esta forma, si consideramos al esquema (X, Oy), puesto que Oy
es una gavilla casi coherente podemos considerar el producto tensorial finito y la suma directa de
gavillas Oy para obtener gavillas casi coherentes. Sin embargo, el considerar el producto tensorial
no nos dard como resultado ninguna nueva gavilla: en efecto, consideremos un elemento p € X'y
observemos que

(Ox ®o, Ox), = Ox,) ®oy, Ox,p = Ox,p,
lo cual implica que Ox ® Ox = Oy. Sin embargo, el considerar Og) para algun conjunto / no vacio
si nos dard nuevas gavillas casi coherentes pues en general Og) # Oy. Estos son los modelos por

excelencia de las gavillas casi coherentes.

ProposiciON 4.28. Sea F una gavilla de Ox-mddulos sobre un esquema (X, Ox). Si F es libre,
entonces F es casi coherente. Si ademds (X, Ox) es un esquema afin, entonces F (X) es un Ox(X)-

modulo libre.

DEemostrACION. Como F es libre, existe un conjunto no vacio / tal que ¥ = Og). Puesto que ng) es

una gavilla casi coherente, se concluye que F es casi coherente.

Ahora, supongamos que (X, Oy) es un esquema afin. Por la parte anterior sabemos que ¥ es casi
coherente y como (X, Ox) es un esquema afin tenemos que ¥ = 7/-:(\)_(/) Por otro lado, el hecho de
que (X, Oyx) es afin implica que Oy = Ox(X) y consecuentemente que Og) > Ox(X). Finalmente,
puesto que F = Og) se sigue que F(X) = Ox(X)D y asf tenemos que F(X) = Ox(X)?. Por lo
tanto, concluimos que ¥ (X) es un Ox(X)-modulo libre. i






Capitulo 5

Inmersiones entre Esquemas

En este capitulo llevaremos a cabo el segundo objetivo de este trabajo: la clasificacion de los
subesquemas cerrados de esquemas. Para llevar a cabo este objetivo, serdn cruciales para nosotros
las nociones de inmersion cerrada entre espacios anillados y entre esquemas asi como algunas de
sus propiedades, es por esta razon que gran parte de este capitulo nos encargaremos de estudiar
dichos objetos. Lo que haremos en la primera seccion es la construccion de una inmersion cer-
rada entre espacios anillados para motivar nuestro estudio. En la segunda seccion definiremos las
inmersiones abiertas y cerradas entre espacios anillados, revisaremos algunos ejemplos y realizare-
mos la clasificacién de las inmersiones cerradas entre espacios anillados. La tercera seccion se
encargard de definir y de estudiar algunas de las propiedades de las inmersiones cerradas entre es-
quemas que necesitaremos para realizar nuestro objetivo. Finalmente, en la cuarta y ultima seccion

realizaremos de una manera definitiva la clasificacioén de los subesquemas cerrados de un esquema.

1. Una Motivacion a las Inmersiones

Antes de definir de manera concreta las inmersiones entre espacios anillados y esquemas, en es-
ta seccidon vamos a realizar las construcciones de un espacio anillado y de un morfismo de espacios
anillados que satisfacen propiedades muy particulares. Como podré verse en la siguiente seccion,

realmente construiremos una inmersion cerrada entre espacios anillados.

Durante el resto de la seccién vamos a fijar un espacio anillado (X, Ox) y un ideal 7 de Ox.

Recordemos que a partir del ideal 7 podemos considerar el siguiente conjunto
V(D) ={peX|I,#Ox,)

que tiene una estructura de cerrado en X (véase Proposicion 4.3). Sabemos que 7 es una gavilla de

ideales sobre X, ademas, como 7 es una subgavilla de la gavilla de anillos Ox vamos a considerar la

o
gavilla cociente 7X la cual es una gavilla de anillos sobre X. Ahora, vamos a considerar la restric-
. . O : : : :
cion de la gavilla TX a V(7)) para obtener una gavilla de anillos sobre V(Z), es decir, consideramos
o
la gavilla ¢! (TX) sobre V(I') que denotaremos por Oy ). De este modo, a partir de un ideal 7 de

147
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Oy y considerando al cerrado V(Z) como un espacio topolégico con la topologia inducida por X,

hemos construido un espacio anillado (V(Z), Oy(z)).

Ahora bien, una vez que tenemos los espacios anillados (V(Z), Oy)) y (X, Ox) vamos a definir un
morfismo de espacios anillados entre ellos. En primer lugar, necesitamos una aplicacion continua
entre V(Z) y X, asi que podemos considerar de manera natural la aplicacién inclusiéne : V(1) — X.
En segundo lugar, necesitamos un morfismo de gavillas (¥ : Ox — .(Oy(z)). En lo que resta de la

seccion nos dedicaremos a construir dicho morfismo.

. . Ox
Para comenzar, vamos a construir un morfismo entre las gavillas ya e t.(Oy). Luego, puesto

: : Ox : - :
que tenemos definido el morfismo proyeccién entre Oy y 7 realizando la composicion de dichos
morfismos tendremos definido al morfismo «*. De esta forma, nuestro siguiente objetivo sera el de

) ) Ox . )
construir de manera explicita un morfismo A : ya — 1.(Oy()). Ahora bien, es conveniente recordar

o o Ox\
que por construccién Oy = ¢! (TX) y que ¢! (TX) es la gavilla asociada a la pregavilla ¢! (YX)

(véase la Seccion 3 del Capitulo 2). Para construir el morfismo A deseado vamos a proceder de

. . . . . X
la siguiente manera: en primer lugar vamos a construir un morfismo de pregavillas entre 7 y

Ox\ %)
L (L—l (TX) ) y en segundo lugar construiremos un morfismo entre las pregavillas ¢, (L_l (TX) ) y

L. (L_] (7}()) Asi, al realizar la composicidon de dichos morfismos obtendremos al morfismo A.

- . o o )
Iniciaremos con la construcciéon del morfismo ¢ : TX - L (L_l (7X) ) Sea U un abierto de X.

Consideramos la siguiente asignacion:

§U:OX(U) - L—l((ﬁ)_(vmvu”))

T 7
S = [(U9 S)]

o e Ox
Comenzaremos por mostrar que {; es una aplicacién bien definida. Si s € 7(U ), entonces tene-

o
—X) (UNV(Z))pues U es un abierto de X que contiene a

mos que [(U, s)] es un elemento de ¢! ( 7
(&

UNV(Z)y sabemos que s € 7

0w\
(U), de esta manera hemos comprobado que £y(s) € ¢! (7X) ).

(@)
Ahora, sean sq, 5, € TX(U) tales que s; = s,, vamos a mostrar que {y(sy) = {y(s,), es decir
que [(U, s1)] = [(U, sy)], en otras palabras, mostraremos que existe un abierto W de X tal que
UnvZ)cwcUy poléfv(sl) = P&Z(Sz)- Considerando a W como el propio abierto U se
I I

concluye de manera inmediata que {;; es una aplicacion bien definida.
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) (0]
Luego, tenemos que {yy es un homomorfismo de anillos: en efecto, sean s, y s, elementos de TX(U ),

Lu(si +52) = [(U, s1 + 52)] = [(U, s)] + [(U, $2)] = {u(s1) + Lu(s2).

CLu(si - 52) = [(U, s1-52)] = [(U, s1)] - [(U, $2)] = Lu(s1) - Lu(s2).

éU(lOTX(U)) = [(Ua 107X(U))] = [(X’ IOTX(X))] = 1L_1(07X)_(U0V(I))

Lo siguiente que haremos es probar la compatibilidad con las restricciones de pregavilla. Sean U y

W abiertos de X tales que W C U. Vamos a probar que el siguiente diagrama es conmutativo:

%(U) Lo (%) (U NV
Poiu ‘DL-I - _unv()

Tw I} wnv)

OX -1 OX B

W) (7) (W V(D)

o oifonV(I)o‘:U(S) = pfn(oix)fUmV(I)([(U,S)])
) wnv(I) 7 wnv()
= [(U,s)]
= [(W.pox ()]
= oo ()

U
= opoy ().
GwopoU(s)
De esta manera, tenemos que  es un morfismo de pregavillas.

Ox\ o
Ahora, realizaremos la construccién del morfismo & : ¢, (L_l (TX) ) - L (L_l (%)) Sea U un

abierto de X. Observemos que el homomorfismo &; que queremos definir tiene como dominio a

! (%) (UNV(T))y como codominio a ¢! (%) (UNV(T)), de esta forma, de una manera natural

-1 %x -1( 9%
;Jm(vfl))’ donde glzm(vl(rj))

1% Ox\ o 1%
de pregavillas 6 1( IX) st TX) — ! (TX) (véase Teorema 1.12). Luego, como 6 1( IX) es un

vamos a definir &y = 6 es el homomorfismo de anillos asociado al morfismo

morfismo se sigue de manera inmediata que € es un morfismo de pregavillas.



150 5. INMERSIONES ENTRE ESQUEMAS

. o .
Por lo tanto, al definir A = £ o { tenemos que A : 7X — 1.(Oy(1)) es un morfismo. Posteriormente,

: . Ox .
al considerar al morfismo proyeccién 7 : Oy — 7 se sigue que A o : Ox — 1.(Oy)) es un
morfismo. De esta forma, tomando ¥ = A o 7 obtenemos el morfismo deseado.

Lo siguiente que haremos serd realizar algunas observaciones sobre los objetos que acabamos de
construir:

e La primera observacion que realizaremos es sobre la aplicacidn entre espacios topoldgicos que
elegimos: aplicacion continua ¢ : V(Z) — X es un homeomorfismo entre V(Z) y el cerrado V(') de
X.

e Como segunda observacion tenemos que A es un isomorfismo de gavillas: en efecto, vamos a
. Ox .
mostrar que para todo p € X se tiene que A, : (7 — 1.(Ov(r)), €s un isomorfismo. Sea
p

p € X. Puesto que A, = &, o {,, para mostrar que A, es un isomorfismo basta mostrar que ¢, :

(%)F -1, (L_l (%) )p yép it (L_l (%) )p - L (L_l (%))p son isomorfismos. Observemos

que si p ¢ V(1), puesto que

3]k ) - 3 -

se sigue que ¢, y &, son la funcion nula y el resultado es claro. Asi, podemos suponer que p € V(J).

* {, es inyectiva: sean U un abierto de X que contienea py s € %(U ) tales que [(U, s)] € Ker{),.
Como &,([(U, $)]) = OL*( (%)) se sigue que [(U,{y(s)] = [(X, OL*( (%))

T ) )
P
abierto W de X que contiene a p, estd contenido en U y tal que P, (rl (o )_)U (Lu(s) = Ot* (rl (o )-)(W),

dicha igualdad implica que [(U, s)] = OL,1 (%) W vy = [(X, OOTX (X))]. De este modo, se tiene la

)], asi, existe un

existencia de un abierto Zde X talque WNV(J)C ZCc Uy pox [Z](s) = OOTX @) Ademas, como
p e WnNV(I)sesigue que p € Z. De este modo, se sigue que

(U, 5)] = [(Z.po. ()] = [(Z,00: )] = [(X. 00 )]

y esto implica que £, es inyectiva.

* {, es sobreyectiva: sean U un abierto de X que contiene a p, W un abierto de X tal que UNV(J) C

@) (@)
Wyse TX(W). Tomando ¢ = [(W, s)] € ! (7X (U N V(Z)), vamos a encontrar una preimagen

para el elemento [(U, )] bajo {,. Obsérvese que U N W es un abierto de X que contiene a p pues
peUNV(I)yUNV(I) C W. Nuestro candidato a preimagen es el elemento [(UNW, po, V' ()],
T Unw
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en efecto,
(LU N WPOXW (S)) D=LUN W{mw(poxw (S))) = [(U,1)]

pues

Py s (O=Paoy (W) =Wl =[UNWpo (9= Lvwlpor, ().
Asi, se concluye que ¢, es sobreyectiva.
* £, es inyectiva: sean U un abierto de X que contiene a p, T un abiertode X talque UN V(X)) C T
ys € %(T). Tomamos t = [(T, s)] € (%)_ (UnNV(I))y supongamos que [(U,1)] € Keré,.
Asi, como &,([(U,n)]) = 0, (" (%), tenemos que [(U, 0;;(‘,0(720))] = [(X,0, (- (1(2) x)] Y por tanto
que existe un abierto W de X que contiene a p, esta contenido en U y tal que

(%)

OL* (%)W) = P, (L‘I(OTX)) o QUm(V(Iz(t) WnV(]) Opt_l(ox Unv(1) (t) = CH(F )(t)

Wﬁ V()

r ) wnV(I)

. Ox\ .
Luego, consideramos a [(W N V(I),1)]: este es un elemento de ¢! (7X) y ademads satisface la
P

siguiente igualdad:

dy PO 0 VD01 = [ 2 V.6, LS00 = [0V 0 VD0, 00y = 03

wnv(I)
(%)

De este modo, como 6’ es un isomorfismo se sigue que [(W N V(Z),1)] = 0., (%) y conse-
I)p

cuentemente existe un abierto Z de X que contiene a p de modo que ZNV(J) € W N IV(I )y de

modo que p, i o,y W“VV((;)(t) =019y znvay
que p. ( (&) )i mZ(t) =0 (rl (2 )7)(UOZ). Por altimo, como U N Z es un abierto de X que contiene
a p se tiene que

asi, se tiene que 7 = 0, (%) znvin) y esto implica

unz

(U= MUNZp, (1 (e )U ON=1UNZ0, (o)) =0t or(2)
Por lo tanto, concluimos que &, es inyectiva.

. . . o
* £, es sobreyectiva: sean U un abierto de X que contiene a py s € t, (L‘1 (—X)) (U). Vamos a

I

(0)
encontrar una preimagen del elemento [(U, s)] bajo &,. Como s es un elemento de ! (TX) Un

Ox
ViI) y 9 (%) es un isomorfismo se sigue que existen un abierto 7 de X que contiene a p y
Ox

te (7) (T N V(I)) de modo que 9 (OX)([(T NV(I),0]) = [(UnNV(),s)], es decir, tal que

Ox
(T NnV(), QTQE/(I)) (1)] = [(UNV(I),s)]. Asi, existe un abierto W de X que contiene a p tal que
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WnvV@cUnTnVA)yp o[V o ¢ (% )(t)—

Unv(I)
0 s). De este modo, nuestro
" wov TV (F WnV(I)( )
candidato a preimagen es el elemento (U NWNT,p ( )T ()], en efecto:
e Unwnt
&IUNWNT.p TN = WAWATE ) ep e D (o)
- - ’ -1
! ( H(F) )UOWQT wnwnDnv) (%) wownnva
= [(U,s)]
pues tenemos la siguiente igualdad:
e (%) op, V(D) O = porion VD ol (ox)(t)
wawnDWV@ “E (E) pawarynvan ) wawarva TV
— wnv(T) nV() ( )
= 10 op_ o of t
P F)wowannvan P WAV(I) T”V(I)( )
_ WOV(I) Unv()
= 1 (0 oOpP_i(0 S
Per(% (UNWAT)NV(T) Py "(Fwava
_ Unv(I)
= s).
p 1( )(UnWmT)nV(I)( )

Por lo tanto, tenemos que &, es una aplicacion sobreyectiva.

De esta forma, como ¢, y &, son isomorfismos se sigue que A, es un isomorfismo y como p fue un

punto arbitrario de X concluimos que el morfismo A es un isomorfismo.

e Nuestra dltima observacién es que el morfismo * : Oy — t.(Oy(r)) es sobreyectivo: en efecto,
vamos a probar que para cada p € X el homomorfismo L#p 0 Oxup) — L(Oy), es sobreyectivo.

. . _ #
Sea p € X. Si p ¢ V(J), entonces por el Lema C.16 se sigue que ¢.(Oy(r)), = {0} y claramente [
es sobreyectivo. Ahora, supongamos que p € V(Z). Por construccion tenemos que Lﬁ =(Aom), =
A, o m,, de este modo, como 7, y A, son sobreyectivos se sigue que el homomorfismo L#p es

sobreyectivo.

Todo el trabajo realizado en este apartado culmina en el siguiente resultado con el cual daremos

por concluida esta seccion.

Proposicion 5.1. Con las notaciones anteriores, se tiene que V(1) es un cerrado de X y ademds
existe un morfismo natural (1, (") entre los espacios anillados (V(T), Ov) y (X, Ox) donde * esun

morfismo sobreyectivo.

2. Inmersiones Abiertas y Cerradas entre Espacios Anillados

En esta seccion vamos a definir a las inmersiones abiertas y cerradas entre espacios anillos. El
resultado principal de esta seccidn es la clasificacion de las inmersiones cerradas entre espacios
anillados, cabe sefialar que dicho resultado sera esencial para el desarrollo de las siguientes sec-

ciones. Para concluir con la seccion construiremos de manera concreta una inmersion cerrada de
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espacios anillados a partir de un ideal de un anillo. A continuacién iniciaremos con el estudio de

estos objetos.

DEerFINICION 5.2. Sea (f, f*) : (X, Ox) — (¥, Oy) un morfismo de espacios anillados.

1. (f, f*) es una inmersion abierta si

a) f es un homeomorfismo entre X y un abierto de Y.

b) Para todo p € X se tiene que el homomorfismo f;f : Oy, — Ox,p s un isomorfismo.
2. (f, f*) es una inmersion cerrada si

a) f es un homeomorfismo entre X y un cerrado de Y.

b) Para todo p € X se tiene que el homomorfismo f;f : Oy, — Ox,, €s sobreyectivo.

EsempLo 5.3. Sea (X, Ox) un espacio anillado. Consideramos el morfismo identidad (idy, id’;) :
(X,0x) — (X,0x), donde idy : X — X es la aplicacién identidad y donde id?( : Oy — 1d,(Oy)
es el morfismo identidad. Observemos que idy es un homeomorfismo entre X y el cerrado X de
X (respectivamente, el abierto X de X). Ademas, para cada p € X tenemos que el homomorfismo
id*;(p : Ox,, — Oy, s sobreyectivo (respectivamente, es un isomorfismo). Por lo tanto, (idy, idi) es

una inmersion cerrada (respectivamente, una inmersion abierta).

EremprLo 5.4. Sean (X,Oy) un espacio anillado e 7 un ideal de Oy. La Proposicion 5.1 nos
dice que existe (¢,¢*) : (V(T),0y(1)) — (X,Ox) un morfismo de espacio anillados que satisface los

requisitos de una inmersion cerrada.

EsempLo 5.5. Sean (X, Ox) un espacio anillado y U un abierto no vacio de X. Sabemos que
podemos construir el espacio anillado (U, Oy). Ahora bien, vamos a considerar el morfismo de
espacios anillado (i, #) : (U,Oy) — (X,0x) donde i : U — X es la inclusién y el morfismo
i* : Ox — i.(Oyp) estd dado de la siguiente manera: para cualquier abierto V de X,

it Ox(V) — Oy(VvnU)

N = Slvau

Observemos que i es un homeomorfismo entre U y el abierto U de X. Por otro lado, vamos a
estudiar el comportamiento del homomorfismo de anillos if, : Oxp — Oy, paratodo p € U. Sea

p € U. Recordemos la definicion de la aplicacion en cuestion

#
ll’ . OX,p — OU,p

[(V.9)] = [(VNU,slvau)l
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Luego, notemos que esta aplicacion es exactamente la aplicacion que nos da la existencia de un
isomorfismo entre Oy, y O, (véase Proposicién C.13) por lo cual tenemos que iﬁ es un isomorfis-
mo. Por lo tanto, concluimos que (i, i) es una inmersion abierta entre los espacio anillados (U, Oy)
y (X, Ox).

El siguiente resultado que presentaremos es la clasificacion de las inmersiones cerradas entre
espacios anillados. Es importante sefialar que dicho resultado serd fundamental para poder realizar

la clasificacion de los subesquemas cerrados de un esquema.

TeorREMA 5.6. Sea (f, f*) : (X,0x) — (Y,Oy) una inmersion cerrada entre espacios anillados.

Existe un ideal I de Oy tal que el siguiente diagrama conmuta

S S

(2.1) (X, Ox) (Y,Oy)

(h,h?)
(M)

(V(D), Ovry)

donde (1,1*) es la inmersion cerrada asociada al ideal I y donde (h,h") es un isomorfismo de

espacios anillados.

DemosTrACION. Realizaremos la demostracion de este teorema en cinco partes:

1. El morfismo f* es sobreyectivo.

2. Lasucesiéon 0 —» 7 — Oy AN £.(Ox) — 0 es exacta de Oy-médulos, donde 7 = Ker f*.
3. f(X) = V().

4. Existe un isomorfismo de espacios anillados (4, %) : (X,0x) — (V(I), Ovr))-

5. El diagrama 2.1 es conmutativo.

1. Para mostrar que el morfismo f* : Oy — £.(Ox) es sobreyectivo vamos a mostrar que para todo
q € Y se tiene que el homomorfismo ff : Oy, — (f.(Ox)), es sobreyectivo. Sea g € Y. Vamos a

distinguir entre dos casos:

e Caso I: ¢ ¢ f(X). En este caso, por el Lema C.16 tenemos que f.(Ox), = {0} y asi, el
homomorfismo fq# : Oy, — {0} claramente es sobreyectivo.

e Casoll: g € f(X). Sea p € X tal que f(p) = q. En este caso, por el Lema C.16 tenemos que
existe un isomorfismo ¥, : f.(Ox), — Ox,. Por otro lado, como (f, /*) es una inmersién
cerrada se sigue que para cualquier r € X el homomorfismo f : Oy s,) — Ox,, es sobreyec-

tivo, en particular tenemos que f; : Oy, — Ox,, es sobreyectivo. Ademds, recordemos



2. INMERSIONES ABIERTAS Y CERRADAS ENTRE ESPACIOS ANILLADOS 155
que por construccion tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

o U
OY,q - f*(OX)q - OX,p

\ﬁ/

es decir que fi = , o fI. De esto se sigue que f = ¢3! o f¥y como f¥y ¢;' son

sobreyectivos, se sigue que ff es sobreyectivo.

De esta manera, se concluye que el morfismo f* es sobreyectivo.

2. Sea I = Ker f*. Consideremos la siguiente sucesién de Oy-médulos:

0750, 5 £.00 -0

donde j* : T — Oy es el morfismo natural entre la gavillas Ker f* y Oy. Dicha sucesién es una
sucesion exacta de Oy-modulos, en efecto:

e Por construccién del morfismo j* se tiene que este es inyectivo.
e Paratodo ¢ € Y se tiene que Ker f} = (Ker f*), = 7, = Im j}.
e Por el enunciado 1 tenemos que f* es un morfismo sobreyectivo.

. ., I
De esta manera, concluimos que la sucesion 0 - 7 — Oy — f.(Ox) — 0 es exacta de Oy-

moédulos.
. . ., I
Como consecuencia de la exactitud de la sucesion 0 — I — Oy — f.(Ox) — 0 tenemos que

- O
existe un isomorfismo de gavillas f# : 7Y — f.(Oy) (véase Proposicion C.32) y de esta forma para

o) . O
7)1,

cualquier r € Y se tiene que f.(Oy), = (

(0]
3. Vamos a mostrar que V(Z) = f(X). Sea g € Y. Teniendo en cuenta que ALY f:(Ox), se tiene

q
que

geE V() & I1I,=0y,

O,
Iq
= £.(0x),=0)

— q¢ fX).

= {0}

De esta forma, se sigue que ¢ es un elemento de V(Z) siy s6lo si g es un elemento de f(X) y esto
implica que f(X) = V(7).
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4. Ahora, nuestro primer objetivo sera el de construir un morfismo de espacios anillados (4, ") :
(X,0x) = (V(1), Oy (1)) y como segundo objetivo tendremos el de mostrar que (A, h*) es un isomor-

fismo. Para comenzar necesitamos definir una aplicacién continua 4 entre X y V(Z'), consideramos
h:X — V)
p = fp)

Observemos que £ es una aplicacion continua pues f lo es, mas aun, como V(Z) = f(X)y f esun

homeomorfismo entre X y f(X), se tiene que /4 es un homeomorfismo entre X y V(7).

A continuacién, vamos a definir un morfismo A" entre las gavillas Ov( ¥ h.(Ox). En este punto,

0 o
es importante recordar que Oy ) = (™ (7Y) y que ¢! (TY) es la gavilla asociada a la pregavilla

0 . o .
! (7Y) . De esta forma, para construir el morfismo A* : (7! (7}/) — h.(Ox) basta con definir un

_ Oy\
morfismo A" : 7! 7Y — h.(Oy) y después aplicar la propiedad universal de la gavilla asociada.

Sea U un abierto de Y. Observemos que
h(Ox)(U N V(D) = Ox(h™ (U N V(D) = Ox(f (U N V(D)) = Ox(f~'(U)),

de esta manera, consideramos la asignacion
W () wava Ox(f (U
vavap b wunvll) - x(f(U))

(W] = po o) o fry(s)
La demostracién de que este es un homomorfismo de anillos y que de esta manera definimos un
morfismo de gavillas es anédloga a lo realizado para poder definir el pullback de una gavilla bajo
una aplicacion continua (véase Definicion 2.46) por lo cual omitiremos los detalles. Asi, como

W ! Or)

T — h.(Oy) es un morfismo, por la propiedad universal de la gavilla asociada existe

o
el morfismo A" : (7! (7Y) — h,(Oyx) de modo que el siguiente diagrama conmuta:

2.2) ! (%) N h(Oy



2. INMERSIONES ABIERTAS Y CERRADAS ENTRE ESPACIOS ANILLADOS 157

Ahora probaremos que 4" es un isomorfismo, para ello, mostraremos que para todo abierto U de Y

el homomorfismo h?]ﬁV( 7 esun isomorfismo. Sea U un abierto de Y. Recordemos que en la seccién

o o
anterior construimos al isomorfismo de gavillas A : ?Y - L, (L_l (YY)) donde para cualquier

abierto W de Y se tiene definido el homomorfismo
o 0
Ay TY(W) — ! (TY) (W N V(D))

(2
t s QWQV(I) © §W(t)

y donde

I
r = [(W, )]

dw %(W) - (&)_ (Wn V(D))

es un homomorfismo de anillos. Ademads, recordemos que tenemos el isomorfismo de gavillas f# :

(0] ) .. .
TY — f.(Ox). De esta manera, podemos considerar el siguiente diagrama:

<

2.3) %(m Ox(f~\(U))

Ay

#
Unv(I)

! (%) unv))

: : : : Oy
que es un diagrama conmutativo: en efecto, considerando a s una seccién de ya sobre U y recor-
dando la conmutatividad del diagrama 2.2 se tiene que

_ifo
Lll

Byevi © Au($) = By © Oy, © £0() = B 4oy (U 91) = poy i) () = FHy(s).

#
unv(l)

es un isomorfismo. De esta forma, concluimos

Asi, de la igualdad ]7#[] = nt o Ay se sigue que h = FU o Ay~!, ademds, el hecho de que

Unv(1)
f*, vy Ay~" son isomorfismos implican que h?]ﬂV( 7

que /¥ es un isomorfismo de gavillas.

Por lo tanto, como 4 es un homeomorfismo y 4* es un isomorfismo se concluye que (A, h*) es un

isomorfismo de espacios anillados entre (X,Ox) y (V(Z), Oy1)).
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5. Para concluir con la demostracion de este teorema vamos a mostrar que el diagrama 2.1 es un

diagrama conmutativo, es decir, que (f, f*) = (,¢*) o (h, h*). Asi, debemos comprobar que f = toh

#

y que para cualquier abierto U de Y se verifica que f;; = n, W

od.

Comenzaremos por mostrar la igualdad entre las aplicaciones f y ¢ o h. Puesto que dichas aplica-
ciones tienen como dominio a X y como codominio a Y, s6lo resta mostrar la igualdad en la regla

de asignacion. Sea p € X,

o h(p) = uh(p)) = u(f(p) = f(p).

#
(%))

cualquier abierto U de Y. Sea U un abierto de Y. Vamos a considerar el siguiente diagrama:

De esta forma, concluimos que f = ¢ o h. Por dltimo, probaremos la igualdad fj; = h o para

24) 0y(U)
bg f;
o Zo—— Ox(f™ W)
| fu
\ .
\ h?mvu')
0]

! (7Y) (U N V(D))

y vamos a mostrar que es un diagrama conmutativo. Para mostrar la conmutatividad de dicho dia-
grama, es suficiente con mostrar que cada diagrama que lo conforma es conmutativo. Observemos
que tenemos la igualdad f, = Ay o 7y pues precisamente esta es la forma en como se defini6 ¢f,
(véase la seccion anterior). Luego, cuando mostramos que 4" es un isomorfismo mostramos que
el diagrama 2.3 es conmutativo, dicho diagrama nos dice que F*U = hfmv( 7
s6lo nos resta mostrar que f; = ]EE y © my. Para mostrar dicha igualdad debemos recordar como se

o Ay. De esta forma,

definen los homomorfismos 7y, y f*,,. Por construccién del morfismo 7 (véase Proposicion C.27)
Oy Oy
se satisface la igualdad 7y = 6,7 o 7, donde 6] es el homomorfismo proveniente del morfismo

y Oy O
907:7)/ —>7yyd0nde

m,;:Oy(U) — %_(U)

t - t+I(U)
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es un homomorfismo de anillos. Por otro lado, de la construccién del morfismo f# (véase Proposi-

cién C.32) se define el homomorfismo de anillos

~— Oy

fro: 5 @) - ox(fwWy
s+I(U) & fl#}(s)

_ - oy —_
y se satisface la igualdad f*, = f*, 0 6] . De esta forma, para probar que f;; = f*, o 7y vamos a

mostrar que el diagrama

(2.5) Oy(U)

Wl F O oWy

Oy
-

Oy P—— —_~ OY
. . N7 _ 4 _ r# T . .2
es un diagrama conmutativo. Puesto que my = 6,/ omy, y f*, = f#,,00,] se tienen por construccion,

s6lo resta mostrar la igualdad f; = ]E*Z, ony.Seas € Oy(U),

fryomy(s) = fru(s + I(U)) = fis).

Por lo tanto, el diagrama 2.5 es conmutativo y esto implica que f; = f*;, o 7y, consecuentemente

el diagrama 2.4 es un diagrama conmutativo y con ello tenemos la igualdad f;, = h?

#
vnva) © tu- De

esta forma, finalmente concluimos que el diagrama 2.1 es conmutativo. —

Lo que realizaremos a continuacion es la construccion de una familia de inmersiones cerradas a
partir de una anillo, ademds, como veremos en las siguientes secciones dicha construccion serd de

gran importancia para nuestro objetivo.
TeOREMA 5.7. Sea I un ideal de un anillo A.

A A
1. La proyeccion m : A — 7 induce una inmersion cerrada entre (Spec(Y),OspeC(/%)) y
(Spec(A), Ospec(a))-
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A
2. El espacio localmente anillado (V(I),Oy)) es isomorfo a (SpeC(Y),OSpeC(/T\ )), y de este

modo (V(I), Oy(y)) es un esquema afin.

DEMOSTRACION.

A
1. Por el Teorema 1.57 sabemos que el homomorfismo de anillos 7 : A — 7 induce un morfismo

A
de esquemas afines (7*, ) : (Spec(Y), OSpeC(%)) — (Spec(A), Ospec(a)) donde

A
o Spec(Y) —  Spec(A)
a = 7'

es una aplicacion continua y donde para cada abierto de U de Spec(A) se tiene el homomorfismo

de anillos

A
s > ﬂ’f](s) 7 N(U) > n (7)
renI(U) !

r = fi(s 0 |1y (1))
) A . .
ademds, paracadar € Spec(7) el homomorfismo local de anillos f; se define de la siguiente forma:
A
- A,T— T (_)
ferdow = 7))

a a+1
- —
t t+1

Como 7 es una aplicacion sobreyectiva, por el enunciado 3 de la Proposicion 1.51 se sigue que

* es un homeomorfismo entre Spec(7) y el cerrado V(Kern) de Spec(A). Ademas, puesto que

Kerm = I, tenemos que Spec(7) es homeomorfo a V(I).

A
Sea q € Spec(Y). Vamos a mostrar que el homomorfismo 7¥ : Ospec(a @ — Ospec(g ).q €S 8O-

A
breyectivo. Como q es un elemento de Spec(—) existe p € Spec(A) que contiene a / tal que q = ;
y esto implica que 7*(q) = p. Por otro lado, recordemos que para cada anillo B y para r € Spec(B)

la aplicacion

OSpec(B),r - B
[(U,5)] — s(v)
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es un isomorfismo de anillos. Luego, a partir del homomorfismo nﬁ podemos construir el siguiente

diagrama conmutativo:

#

Ty

OSpec(A),p OSpec(*}),q

I
It

A
A (7)
fa 1 q

Claramente f; es una aplicacion sobreyectiva y asi, por la conmutatividad del diagrama anterior se

sigue que 712‘E es un homomorfismo sobreyectivo.

De esta forma, concluimos que la proyeccion natural 7 : A — 1% induce una inmersion cerrada
(n*, n") entre los esquemas afines (Spec(?), Ospec(% ) Y (Spec(A), Ospec(a))-

2. Consideremos la al_)Jicacién inclusién ¢ : V(I) — Spec(A) y recordemos que OSpec(AL = A. Luego,
a partir de la gavilla .é. de anillos sobre Spec(A) construimos la gavilla de anillos ¢! (é) sobre V(I)
que denotaremos porIOV(I). Obsérvese que (V(I), Oy () es un espacio localmente anillIado.

Por otro lado, como (7%, %) : (Spec(?),OSpec(/; ) — (Spec(A), Ospec(a)) €s una inmersion cerrada,

aplicando el teorema anterior sabemos que (V(Ker n*), Oy(Kern#)) €8 isomorfo como espacio local-

mente anillado a (Spec(Y), OSpec(*T‘ ))- Sea p € Spec(A) tal que I C p. Observemos que tenemos el

siguiente diagrama conmutativo:

#

Ty

0 Ker ﬂﬁ OSpec(A), P OSPGC(%), 7
I A 4t
0 P P I,

De dicho diagrama se sigue que Kern? = I, y esto implica que (Kern*), = Kern = I, = I,.
Consecuentemente tenemos Ker " = Iy de esto se sigue que (V(Kern*), Oy (Kerr#)) €s isomorfo

a (V(T)»OV(T))» ademads, observemos que (V(T),OV(T)) = (V(),Oy()- De esta manera, concluimos

A
que (V(1), Oy(p) es isomorfo como espacio localmente anillado a (Spec(Y), Ospec(i} ) i
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OBSERVACION 5.8. Sea [ un ideal de un anillo A. Por el enunciado 2 del teorema anterior sabe-

1

A
mos que si equipamos a V(I) son la gavilla ¢~ ?), entonces (V(I), Oy ;) es un esquema afin. Sea

A
n € N. Sabemos que V(I) = V(I"), de esta forma, podemos equipar a V(I) con la gavilla (™! (:) y
In
utilizando de nueva cuenta el resultado mencionado tendremos que (V(I), Oy() tiene una estruc-

tura de esquema afin, ademds, notese que en general dicha estructura es diferente a la estructura
de (V(I), Oyp). Por lo tanto, es posible dotar al conjunto cerrado V(I) de diferentes estructuras de

esquema afin.

3. Inmersiones Abiertas y Cerradas entre Esquemas

Una vez que hemos definido las inmersiones abiertas y cerradas entre espacios anillados, de una
manera natural podemos pensar cudl es la manera correcta de definir una inmersion entre esquemas.
En esta seccidn definiremos las inmersiones abiertas y cerradas entre esquemas, luego, estudiare-
mos algunos resultados de inmersiones cerradas entre esquemas que seran de gran importancia en

la siguiente seccion. Comenzaremos nuestro estudio con una definicion.

DEerFINICION 5.9. Sea (f, f*) : (X, Ox) — (¥, Oy) un morfismo de esquemas. (f, f*) es una inmer-
sion cerrada (respectivamente, es una inmersion abierta) si es una inmersion cerrada (respectiva-

mente, inmersion abierta) de espacios anillados.

Puesto que los esquemas son en particular espacios anillados, la clasificacion de las inmersiones

cerradas entre espacios anillados sigue siendo valida para esquemas

Recordemos que si (X, Oy) es un esquema una buena cubierta de X es una cubierta afin finita
de X tal que la interseccion de cualesquier dos abiertos de dicha cubierta es una union finita de
abiertos afines. El siguiente resultado que presentamos nos da una condicion para que un esquema

tenga una buena cubierta.

Lema 5.10. Sea (f, f*) : (Z,0;) — (X, Ox) una inmersién cerrada de esquemas. Si (X, Ox) es

afin, entonces Z tiene una buena cubierta.

DemosTRACION. Como (Z,0z) es un esquema sabemos que existe una cubierta afin (Z;);c; de Z.
Luego, puesto que Z = |J,.; Z; se sigue que f(Z) = |U;e; f(Z;) de la hipétesis se tiene que f(Z;)
es un abierto de f(Z) paracadai € I. Seai € I. Puesto que f(Z;) es un abierto de f(Z) existe un

abierto X; de X tal que f(Z;) = X; N f(Z). Ademds, f~!(X;) es un abierto afin de Z, en efecto:
Xy = ffxnX

XN LA2) U X\F))])



3. INMERSIONES ABIERTAS Y CERRADAS ENTRE ESQUEMAS 163

= (X0 DIV XN (X\f(2)])
= XN f@)u XN (X\f(2)))
= X f(2)

= (@)

= Z.

Ademds, de manera inmediata tenemos que la familia (f~'(X;)),., es una cubierta abierta de Z pues

riew=Jz=z2

i€l i€l
Con esto, tenemos que la familia (X;);e; es una familia de abiertos de X tal que (f~'(X})),, es una

cubierta afin de Z.

A continuacién vamos a probar que la cubierta (f~'(X;)),., es finita, para ello probaremos que
(Uies X)) U (X\f(Z)) = X. Para mostrar la igualdad anterior sera suficiente con mostrar que f(Z) C

Uier Xi. Observemos que cumplen las siguientes igualdades:

f@=rJz=rz = J&xnr2)= [U Xi] N f(@).
i€l i€l i€l i€l

De esta forma, se sigue que f(Z) C J,; X; y por lo tanto tenemos que X = (J;o; Xi) U (X\f(2)).

Luego, como X es casi compacto se sigue / es un conjunto finito. Consecuentemente tenemos que

la cubierta (f~'(X;)),., de Z es una cubierta afin finita.

iel
Lo unico que nos resta a probar es la condicion de interseccion sobre los elementos de la cubierta.
Puesto que la topologia de X tiene a los abiertos bdsicos como una base, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que X; es un abierto basico para cada i € I. Sean i, j € I. Consideremos al
abierto f~1(X;) N f~1(X;) = f~'(X; N X;) que estd contenido en f~(X;) y ademds recordemos que
7' (X;) = Z; es un abierto afin de Z. Ahora bien, como X; N X ; €s un abierto basico de X que
estd contenido en el abierto basico X; de X, por el Lema 1.59 se sigue que X; N X; es un abierto
bésico de X;. Luego, puesto que la aplicacién f|;-i(x, : f7'(X;) — X; es una aplicacién continua
entre espacios topologicos subyacentes de esquemas afines y X; N X; es un abierto basico de X;, se
sigue que f~'(X; N X;) es un abierto basico de f~'(X;).

Por lo tanto, concluimos que (f~'(X;)),.; es una buena cubierta de Z.

El siguiente resultado nos mostrara qué sucede con una inmersion cerrada entre esquemas cuan-
do el codominio es un esquema afin. Cabe sefialar que este serd un resultado fundamental para

lograr nuestro objetivo.
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TeoreEMA 5.11. Sea (f, f*) : (Z,02) — (X, Ox) una inmersion cerrada de esquemas. Si (X, Oyx)

es afin, entonces (Z,07) es afin y existen un tinico ideal I del anillo A = Ox(X) y un isomorfismo f

entre (Z,0z) y (Spec(Y), Ospec(% )) tales que el siguiente diagrama conmuta

3.1 2.0 —— " (x.00

|

(m* )

A
(SPeC(Y)’ OSpec(%))
donde (n*, %) es la inmersion cerrada asociada al ideal I.

DEMOSTRACION. Puesto que (f, *) es una inmersion cerrada entre el esquema (Z, O;) y el esquema
afin (X, Oy), en particular es una inmersion cerrada entre espacios anillados y asi, por el Teorema
5.6 sabemos que al considerar 7 = Ker f* se tiene que la sucesiéon 0 — 7 — Oy ﬁ f.(Oz) - 0
es exacta de Oy-mddulos y ademds tenemos que existe un isomorfismo de espacios localmente

anillados (h, ") : (Z,0,) — (V(T), Ov(r)) de modo que el siguiente diagrama conmuta:

ff

(3.2) (Z,07) (X, Ox)

(h,h*)
(V)

VD), Ovr))

Por otro lado, como (f, f*) es una inmersién cerrada y (X, Oy) es un esquema afin, por el lema

anterior tenemos que Z tiene una buena cubierta.

Sea g € Ox(X). Como f* : Ox — £.(Oz) es un morfismo se tiene que el siguiente diagrama es

conmutativo
i
Ox(X) f(O2)(X)
Pox )zg(m Pt (Oz)gm
Ox(D(g)) £(O2)(D(g))

4
D(g)
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Lo que probaremos a continuacién es que f~1(D(g)) = Zf;;(g) donde Zf;(g) es el abierto asociado a
la seccion global ff(g) de Z (véase Proposicién 3.27). Sea g € Z. Recordando que (X, Ox) es un

esquema afin se tiene que

(f£(2))g 2 UOzy)
fH8rq) & UOzy)
17 (8rq) € Mzy
g € () (mzy)
8@ € MX.f(q)

81 & UOx f(q)
f@) ¢ X,

f(@) & D(g)

q ¢ [ (D).

q ¢ Zf};‘(g)

1 I A O

De esta forma, como f~1(D(g)) = Zf;;(g) se sigue que Oz(f(D(g))) = OZ(Zf)?(g)). Ademas, como
£(0)(X) = 042) y £.(0)(D(g)) = O(f~'(D(g))) se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

Ox(X) . 04(Z)
POX i) Poz %;;( ©
Ox(D(g)) " Oz (Zf,?(g))
D(g)

Ahora, vamos a extender el diagrama anterior de la siguiente manera:

i
(3.3) Ox(X) 07(2)
/ PO e £0z gf;?(g) \
OX (X)g (f)‘?)g OZ (Z)g
Ox(D(g)) 0 (Zf}‘(g))

D(g)
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y vamos a mostrar que este nuevo diagrama es un diagrama conmutativo. Observemos que el dia-

grama

Ox(X)

~

OX(X)g pOX)Ig(g)

113

Ox(D(g))

claramente es conmutativo pues el isomorfismo entre Ox(X), y Ox(D(g)) se construye precisamente

utilizando la restriccion de Ox(X) a Ox(D(g)) (véase Proposicion 1.53). Ahora bien, como Oz(Z)

es un Ox(X)-modulo y {g” ne Z+} es un conjunto multiplicativo de Ox(X), podemos localizar a
Oz(Z) en dicho conjunto. Luego, puesto que (fi), es la aplicacién inducida en las localizaciones,

se tiene asegurada de manera inmediata la conmutatividad del diagrama

X

Ox(X) 02(2)

/ .

OX(X)g o OZ(Z)g

Sélo nos resta mostrar la conmutatividad de la parte derecha del diagrama 3.3. Recordando que Z

tiene una buena cubierta podemos considerar el diagrama

04(2) 02(2),
(S 4 =
e
OZ(ijf(g)) = OZ(Z)f;‘(g)

que es un diagrama conmutativo: en efecto, observemos que la parte inferior de este diagrama es
exactamente el diagrama usado para construir el isomorfismo del Teorema 3.27 y la parte superior
es el diagrama usado en la demostracion de la Proposicion 1.40. Por lo tanto, tomando la com-
posicion de los dos isomorfismos que aparecen en el diagrama anterior obtenemos un isomorfismo

entre Oz(Z), y OZ(Zf;(g)) y utilizando la conmutatividad de dicho diagrama se sigue que el siguiente



3. INMERSIONES ABIERTAS Y CERRADAS ENTRE ESQUEMAS 167

diagrama es conmutativo:

02(2)

z
@

OZ (Z)g

I

Oz(Zyy o)

Consecuentemente, tenemos que el diagrama 3.3 conmuta y esto implica que el siguiente diagrama

también es conmutativo:

(e

Ker (7))

OX (X )g

OZ (Z)g

14
It

0

Ker g(g)

Ox(D(g))

P 0z (Zf)’;‘ (g))
Die)

Ademads, como las aplicaciones del centro y de la derecha son isomorfismos se sigue que la apli-
cacién de la izquierda es un isomorfismo y por lo tanto se tiene que Ker ((f3),) = Ker fg(g) (véase
Lema A.8).

Ahora bien, puesto que 7 = Ker f* se sigue que 7(X) = Ker f;. Por otro lado, la exactitud de la

# f;(#
sucesion 0 —» 7 — Oy f—> f-(Oz) — 0 implica que la sucesion 0 — 7(X) — Ox(X) — Oz(2)
es exacta de Ox(X)-mddulos (véase Proposicion C.30). De este modo, al realizar la localizacién
ne Z+} se sigue que 7(X), = Ker((f¥),).

de dicha sucesion en el conjunto multiplicativo {g"

Consecuentemente tenemos que

I(D(g)) = Ker fi,, = Ker (f),) = 1(X), = T(X)(D(g)).

Asi,como I e I’(VX) son gavillas sobre el esquema afin (X, Ox) y como 7 (D(g)) = ZF(SE )(D(g)) para
cualquier g € Ox(X) se sigue que 7 = 7(X). De esta forma, considerando / = 7(X) tenemos que 7

es isomorfo a /.

Ahora bien, puesto que 7 = T se sigue que V(I) = V(J), mas atin, tenemos que (V(7 ), Ovr)) =
v, Oy ). Por otro lado, de la Observacion 4.3 y del Teorema 5.7 se sigue que (V(f),OV(i)) =
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(V(I),Oy() y consecuentemente tenemos que (V(Z), Oy(r)) = (V(I),Oy(). De este modo, la con-

mutatividad del diagrama 3.2 implica que el siguiente diagrama es conmutativo:

)
(3.4) (Z,07)

(X’ OX)

VD), Oy

Luego, aplicando el Teorema 5.7 tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo:

(n* )

A
(3.5) (SpeC(Y),OSpeC@)) (X,O0x)

I3

(V(I)’ OV(I))

A
De este modo, puesto que (Z,0z) = (V(I),Oy)) = (Spec(7), Ospec(i} )) se sigue la existencia de

un isomorfismo de espacios localmente anillados ]_‘ :(Z,0,) — (Spec(Y), Ospec(% )). Por 1ltimo, la

conmutatividad de los diagramas 3.4 y 3.5 implican que el diagrama 3.1 conmuta.

Lo unico que nos resta a probar es la unicidad del ideal /. Supongamos que existe otro ideal J de
A que satisface todas las propiedades deseadas, en particular, tenemos que el siguiente diagrama es

conmutativo:

(.S
(Z,02) (X,Ox)

f/

A
(Spec(j)’ OSpec(%))
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A A
De esta forma, se sigue que (Spec(Y), Ospec(% )) es isomorfo a (Spec(j), Ospec(fjx )) y ademas tene-

mos que el siguiente diagrama es conmutativo:

14

A A
(Spec(j), OSpec(4)) (Spec(Y), Ospec(4))

(Spec(A), OSpec(A))
De esta manera, el diagrama anterior induce el siguiente diagrama conmutativo de anillos:

A
J

A

7
\ /-
A

Bajo estas condiciones vamos a mostrar que / = J. Seaa € A.

|6

acl & a+l1=1
pla+1)=J
poma)=1J
ny(a)=J
at+J=J

110101

ac€J.

De esta manera, concluimos que el ideal / es tnico. -

4. Clasificacion de los Subesquemas Cerrados de Esquemas

Finalmente, con todas las herramientas que hemos desarrollado y estudiado, en esta seccién
vamos a definir a los subesquemas cerrados de un esquema y realizaremos el segundo objetivo de
este trabajo: la clasificacion de los subesquemas cerrados de esquemas. Comenzaremos definiendo
el objeto principal de este trabajo:

DEerINICION 5.12. Sea (X, Ox) un esquema. (Z, Oz) es un subesquema cerrado de (X, Oy) si
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1. (Z,0z) es un esquema.

2. Z es un cerrado de X.

3. La aplicacion inclusion ¢ : Z — X induce una inmersion cerrada de esquemas entre (Z, Oy)
y (X, Ox).

Recordemos que si ¥ un Ox-moddulo sobre un esquema (X, Oy), entonces 7 es casi coherente si
para cada abierto afin U de X existe un Ox(U)-médulo M tal que F |y = M (véase la Seccion 3 del
Capitulo 4). Una vez recordado esto, ya estamos listos para clasificar a los subesquemas cerrados

de un esquema.

TeOREMA 5.13. Sea (X, Ox) un esquema. Cualquier subesquema cerrado de (X, Oy) estd deter-

minado por un ideal casi coherente.

DEMOSTRACION. Sea (Z, O) un subesquema cerrado de (X, Ox). Asi, se tiene que (¢, (") es una inmer-
sién cerrada entre (Z,0) y (X, Ox) y considerando J = Ker(*, por el Teorema 5.6 se tiene que el

siguiente diagrama es conmutativo:

(%))
(Z,07) (X,Ox)

I3

(V(I), Oyo)

Vamos a mostrar que . es un ideal casi coherente. Sea U un abierto afin de X. Puesto U N Z es un
abierto de Z y (Z,Oz) es un esquema se sigue que (UNZ, Oynz) es un esquema. Luego, el morfismo
(¢, ") induce un morfismo de esquemas (t|ynz, L|’§mz) :(UNZ,0pynz) — (U,Op) donde t|ynz s la
restriccion de ¢ a U N Z y donde para cada abierto W de U se tiene que (ulf,.,)w = . Lo que

probaremos a continuacion es que (t|ynz, Lﬁmz) es una inmersion cerrada entre esquemas.

En primer lugar, como la aplicacion ¢|y~z : U N Z — U es la restriccion de la aplicacion ¢ se sigue
que t|ynz es una aplicacién continua, mas atin, es un homeomorfismo entre UNZy el cerrado UNZ
de U.

En segundo lugar, vamos a mostrar que para cada p € U N Z se tiene que el homomorfismo
(L#IUnz)p : Oup = Ouynz,p s sobreyectivo. Sea p € U NZ. Como U es un abierto de X se sigue que

Ou,p = Oy,p; asimismo, el hecho que U N Z es un abierto de Z implica que Oynz, = Oz,. De esta
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forma, tenemos que el siguiente diagrama:

#
("Umz)p

Up > UnZz,p

~
I3
I

o

Ox,p 0z,

es un diagrama conmutativo: en efecto, sea W un abierto de X que contiene a py sea s € Oy(WNU),

GofIWNU ) = g(((WNUs))

= [(WNUNZ Gyy(s))]

= g(WNUNZGyry(s)])

= g([(WNUNZ W )wou(s)])
= g o WUpn (W N U, 9)).

De esta forma, tenemos que (¢[f,,), = 7' © Lf, o f y como cada uno de los homomorfismos de la

composiciOn anterior es sobreyectivo se sigue que (Ll*fmz) », también lo es.

Por lo tanto, tenemos que (LlUmz,LF;]mZ) es una inmersion cerrada de esquemas. Ademds, como
(U,Op) es un esquema afin, por el Teorema 5.11 se sigue que Ker (*(U) es el tnico ideal de Oy (U)

de modo que J|y = Ke?F(U ). Por lo tanto, tenemos que J es un ideal casi coherente.

Reciprocamente, tomemos a 7 un ideal casi coherente de Oy. Consideramos el espacio localmente
anillado (V(J), Oy(y)). Vamos a mostrar que (V(J), Oy()) es un subesquema cerrado de (X, Ox).
Por construccién sabemos que V() es un cerrado de X, ademads, la aplicacion inclusién¢ : V(J) —
X induce la inmersion cerrada de espacios localmente anillados (¢, () : (V(J), Ov() — (X,0y).
De este modo, lo tnico que nos resta probar es que (V(J),Oys)) es un esquema. Distinguimos

entre dos casos:

e Caso I: (X, Oy) es un esquema afin. Fijamos A = Ox(X). Como J es un ideal casi coherente
de Ox y como (X, Oy) es afin, por el Teorema 4.19 tenemos que J = J donde J = J(X).
Luego, por el Teorema 5.7 sabemos que tenemos un isomorfismo de esquemas afines entre
<Spec<§‘>, Ospec(2)) ¥ (V(J),0vp) y puesto que (V(J), Oy() = (V(F), Ovi), concluimos
que (V(J),Oy(q)) es un esquema afin.

e Caso II: (X, Ox) es un esquema arbitrario. Sea p € V(). Mostraremos la existencia de un

abierto afin de V() que contiene a p. Como (X, Ox) es un esquema se sigue que existe un
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abierto afin U de X tal que p € U, luego, U N V(9) es un abierto de V() que contiene
a p. Ahora bien, por los argumentos usados en la primera parte de la prueba sabemos
que la inmersion cerrada (¢, ) @ (V(9),0y5) — (X,Oy) induce la inmersioén cerrada
de espacios localmente anillados (Llymv(j),tl’;mvg)) (U N V(I),Ovnviy) — (U Op).
Luego, puesto que el ideal que determina dicha inmersién es J|y y es casi coherente, por
el caso I se tiene que (V(J|v), Ov(y,)) €s un esquema afin y consecuentemente tenemos
que (U NV(T),Ounv(s) es un esquema afin. De esta manera, U N V(J) es un abierto afin
de V() que contiene a p.

Por lo tanto, concluimos que (V(J), Oy(q)) es un subesquema cerrado de (X, Oy). i



Apéndice A

Teoria de Modulos

En este apéndice revisaremos algunas definiciones y resultados provenientes de la Teoria de
Modulos. La primera seccion se encargard de revisar algunas propiedades del conjunto de morfis-
mos entre una pareja de modulos, ademads, recordaremos la construccién del producto y la suma
directa de mddulos y revisaremos algunas de sus propiedades. La nocién de sucesion exacta y al-
gunos resultados que la involucran serdn estudiados en la segunda seccion. En la tercera seccion
definiremos y estudiaremos las propiedades de una clase especial de médulos que tienen una gran
importancia: hablamos de los modulos finitamente generados. Una herramienta poderosa del alge-
bra conmutativa serd discutida en la cuarta seccidn: el producto tensorial de médulos. Para concluir
con el apéndice, en la quinta seccién hablaremos de anillos y médulos graduados y revisaremos

algunas de sus propiedades.

1. Nociones Basicas

En esta seccidén nos encargaremos de recordar que el conjunto de todos los morfismos entre
una pareja de mddulos tiene una estructura algebraica de mddulo y revisaremos algunas de sus
propiedades. También recordaremos la construcciones del producto y la suma directa de modulos

y realizaremos algunas observaciones de dichos médulos.

Consideremos a M y N modulos sobre un anillo A. Vamos a denotar al conjunto de todos las
aplicaciones A-lineales entre M 'y N por Hom,(M, N). Dicho conjunto cuenta con una estructura

algebraica, el siguiente resultado se encargard de comprobar este hecho.

Lema A.1. Con las notaciones anteriores, Homy (M, N) tiene una estructura de A-modulo.

DEemosTrACION. Es claro que Homy, (M, N) tiene una estructura de grupo abeliano, asi que sélo resta
definir un producto externo por elementos de A. Consideramos la operacion
-t A X Homy(M,N) — Homyu(M,N)
(a,p) - ap M— N

m +— ap(m)

173
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Vamos a mostrar que la operacion anterior estd bien definida. Claramente para cualesquier a € A
y ¢ € Homu(M, N) se tiene que ap es una aplicaciéon A-lineal. Ahora, sean a,b € Ay ¢, €
Hom, (M, N) tales que (a,¢) = (b,¥). Como ¢ = ¥, se sigue que ¢(m) = Y(m) para cualquier
m € M, ademds, como a = b se sigue que agp(m) = by(m) para cualquier m € M. De esta forma,
como las aplicaciones ap y by tienen el mismo dominio, codominio y regla de asignacion se sigue

que son iguales y consecuentemente tenemos que la operacion anterior esta bien definida.

Abhora, probaremos que dicha operacion satisface los requisitos de un producto externo. Sean a, b €
Ay @, € Homy(M, N). Queremos mostrar las igualdades a(p + ¢) = ap + ay, (a+ b)p = ap + by,
(ab)p = a(by) y 1ap = ¢, puesto que las respectivas aplicaciones tienen el mismo dominio y

codominio sélo nos resta mostrar que tienen la misma regla de asignacion. Seam € M.
(ale +¥))(m) = ale + Y)(m) = a(p(m) + Y(m)) = ap(m) + ap(m) = (ap + ay)(m).
((a + b)p)(m) = (a + b)p(m) = ap(m) + bp(m) = (ap + b)(m).
((ab)p)(m) = (ab)p(m) = a(byp(m)) = (a(bg))(m).
(Lag)(m) = Lagp(m) = @(m).

De esta manera, tenemos las igualdades deseadas y con esto concluimos que Homy(M, N) tiene

una estructura de A-modulo. -

Ahora que sabemos que el conjunto de morfismo entre una pareja de moédulos tiene una es-
tructura de modulo, vamos a estar interesados en un caso particular: si M es un modulo sobre un
anillo A, vamos a estar interesados en determinar al A-médulo Homu (A, M). El siguiente resultado

se encargard del estudio de este modulo.

Lema A.2. Sea M un modulo sobre un anillo A. Existe un A-isomorfismo entre los A-modulos
Homyu(A, M) y M.

DemosTrAcION. Consideramos la asignacion

®: M — Homu(A,M)
m dOm) A->M
A Am
Comenzaremos mostrando que @ estd bien definida. Claramente ®() es un aplicacién A-lineal
para cada m € M. Ahora, sean m,m’ € M tales que m = m’ y sea A € A. Vamos a probar que

d(m)(1) = O(m’)(A). Como m = m’ se sigue que (4,m) = (1, m’) y esto implica que Am = Am’,

es decir que ®(m)(1) = O(m’')(A). De esta forma, como las aplicaciones A-lineales ®(m) y O(m’)
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tienen el mismo dominio, codominio y regla de asignacion se sigue que son iguales. De esto con-

cluimos que ® es una aplicacion bien definida.

A continuacién vamos a mostrar que ® es una aplicacion A-lineal, es decir, que para cualesquier
AL,A € Aymm € M se tiene que O(Am + A'm’) = AD(m) + ’P(m’). Sean 1, € Ay sean
m,m’ € M. Como las aplicaciones deseadas tienen el mismo dominio y codominio, sélo resta

probar la igualdad en la regla de asignacion. Sea a € A,
OAm+ Am)a) = a(Adm+ A'm’)
= a(Am) + a(A'm")
= Alam) + A’ (am”)
= AD(m)(a) + X' (m’)(a)
= (A®(m) + X O(m"))(a).

De esta forma, se sigue que ®(Am + A’'m’) = AD(m) + A’DO(m’) y por lo tanto concluimos que ® es

una aplicacion A-lineal entre M y Homy (A, M).
Ahora, vamos a considerar la aplicacién
VY :Homu(A,L M) —» M
@ = p(ly)

Claramente ¥ es una aplicacion bien definida. Ahora, vamos a mostrar que ¥ es una aplicacion
A-lineal: sean 1, " € Ay ¢, ¢’ € Homy(A, M).

Yo+ X¢") = (Ap + V¢ )(14) = (Ap)(14) + (A'¢")(14) = Ap(14) + @' (14) = A¥(p) + "V (¢).
De esta forma, concluimos que W es una aplicacién A-lineal entre Homs(A, M) y M.

Por tltimo, vamos a probar que @ y ¥ son aplicaciones inversas, es decir que ¥ o @ = idy y

® o ¥ = idHom,@.m)- Sea m € M, puesto que
Yo @(m) = ¥(P(m)) = P(m)(14) = 1ym =m,
concluimos que ¥ o @ = id,,. Ahora, sea ¢ € Homy,(A, M). Para mostrar que @ o ¥(¢) es igual a ¢,

como estas aplicaciones tienen el mismo dominio y codominio, mostraremos que tienen la misma

regla de asignacion. Sea A € A. Siguiendo las construcciones de @ y ¥ tenemos que

D o ¥(p) = ©(Y(p)) = e(14)),

donde ®(¢(1,)) es la aplicacion A-lineal entre A y M tal que ®(¢(14))() = pe(ly) = @(u) para
todo u € A, en particular, tenemos que @(¢(14))(1) = ¢(1). De esta forma, se tiene que ®o'¥(p) = ¢

y consecuentemente tenemos que @ o ¥ = idHom, (4,m)-
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Por lo tanto, concluimos que existe un A-isomorfismo entre Homy(A, M)y M. —

A partir de una familia de médulos siempre es posible construir nuevos médulos, a contin-
uacién recordaremos dichas construcciones. Sea (M;),., una familia de médulos sobre un anillo A.
Definimos el conjunto

l_[ M; = {(mi)l-el | m; € M; paracadai € I}.
i€l
Dicho conjunto equipado con la operacién natural suma dada por
+:HM,‘XHMi - l_lMl
i€l i€l i€l

((m)ier, (M) jer) = (Mg + Mieer

y con la operacion producto externo dada por

(/l, (mi)iel) = (Amy)ier

tiene una estructura de A-moédulo, dicho médulo se llama el producto de modulos. Ademas, para
cada j € I la aplicacién

T l_[ Mi g Mj
i€l
(Mp)ier = m j
claramente es una aplicacion A-lineal y se llama la proyeccion. Luego, consideramos el siguiente
subconjunto de [[;c; M;:

@ M; = {(mi)iel

iel

m; € M; paracadaielyel
conjunto {j|mj * OMj} es finito | -
Dicho subcojunto es un A-submoddulo del producto y se llama la suma directa de médulos. Ademas,

para cada j € I la aplicacién

oM - M

m (M) :{

m;=m
m; = OMi siie€ ]\{]}
es una aplicacion A-lineal y se llama el encaje. Ahora, realizaremos algunas observaciones de estos

modulos:

e En caso que el conjunto / es un conjunto finito se tiene que [[;c; M; = EDI. o M.
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e Si tenemos que M, es un anillo A; para cualquier i € I, entonces [[,; A; no solamente es un
A-modulo sino que también tiene estructura de anillo. En efecto, ademéds de la operacion
suma, se define la operacion producto de la siguiente manera:

ax]a ~ []a
i€l i€l i€l

((Cli)ieb(bj)jel) = (abiker

Aqui, 177, 4, es la familia donde cada elemento es el uno de su correspondiente anillo.

e Suponiendo de nueva cuenta que M; es un anillo A; para cada i € I, se tiene que el modu-
lo 6B, , A también tiene estructura de anillo definiendo el producto de dos elementos de
manera analoga como el definido en el punto anterior. Aqui, Iy 4, es la familia donde
cada entrada no nula es el uno de su correspondiente anillo. Obsérvese que @I. . Ai no es
un subanillo de [ [, A;.

e Si M; = M para todo i € I, denotamos [[,; M; = M" y .., M; = M". Si ademés [ es
finito con r elementos, denotamos EB,- gMi=M".

El siguiente resultado nos permitira determinar el médulo de morfismos entre una suma directa

de mdédulos y cualquier otro médulo.

Lema A.3. Sea (M,;);c; una familia de modulos sobre un anillo A. Para cualquier A-moédulo N
existe un A-isomorfismo entre ||, Homy(M;, N) y HomA(@iel M;,N).

DemosTRACION. Sea N un A-mddulo. Consideramos la siguiente asignacion:

f - Homy(EP M. N) — ]—[HomA(M,-,N)

iel iel

¥ = (QD °© O-j)jel

Claramente f es una aplicacion bien definida. Ahora, vamos a mostrar que f es una aplicaciéon
A-lineal: sean A, € Ay ¢,y € Homa(€D,_, M;, N),

JFQg + ) ((Ap + pp) 0 7)) je;

= ((Apoo)) + o))y
= (Apoc)) i, + (o))
= Apo0))+uoo))y
= Af(p) +uf@).

De esta forma, concluimos que f es una aplicacion A-lineal.
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Ahora, consideramos la siguiente asignacion:

g: | |Homu(M;,N) — Hom(E]) M. N)

i€l i€l
(@ier = g((QD,’),’eI) : @ M, — N
i€l
(m)ier — Z @j(m;)

jel

Sea ¢; € Homy(M;, N) para cada i € I. Es claro que g((¢;)ic;) €s una aplicacion bien definida,

asi que solo nos resta probar que es A-lineal. Sean A, u € Ay m;, k; € M; paracadai € I.

8((@)ier)(Am;) jer + p(k;) jer) g((@ien)((Am; + pik;) i)

D eAm; + pk))

jel

D im) +p ) ik

Jel Jjel

A8((@ier)((m}) jer) + 1g((@i)ier) (k) jer)-

De esta forma, concluimos que g((¢;);c;) es una aplicacion A-lineal. Con esto, claramente se sigue
que g es una aplicacion bien definida, asi que s6lo nos resta probar que es una aplicacién A-lineal.
Sean A,u € Ay ¢;,¥; € Homu(M;, N) para cada i € I. Queremos mostrar la igualdad entre las
aplicaciones g(A(¢))ic; + uWicr) ¥ Ag((0)icr) + ug((W)ier), como dichas aplicaciones tienen el
mismo dominio y codominio sélo resta mostrar que tienen la misma regla de asignacion. Sea m; €
M; paracadai € I,

g(/l(%)iel + /l(wi)iel)((mj)jel) g((Ag; + lllﬁi)iel)((mj)jel)

= D (g + uy;)(m;)
jel
= A gim)+p ) wm))
jel jel

= Ag((@dier)((m)) jer) + ug(Wi)ier)((m;) jer)
= (Ag((@ier) + pg((Wri)ier))((m)) jer).

Consecuentemente se tiene que g es una aplicacion A-lineal.

Por dltimo, vamos a probar que f y g son aplicaciones inversas. Comenzaremos mostrando que
go f = iduom, @, m. v Sea ¢ € Homa(ED,.; M;, N). Puesto que las aplicaciones go f(¢) y ¢ tienen
el mismo dominio y codominio, para mostrar que son iguales s6lo debemos comprobar que tienen



1. NOCIONES BASICAS 179

la misma regla de asignacion. Sea m; € M; paracadai € I,

g((fo O'i)iel)((mj)jel)
D (Foayim)

jel

D Flojmy)

jel

80° f(QD)((mj)jel)

f( Z O'j(mj))

jel

J(m)jer).

Asi, tenemos que g o f = idyom, @, i, v)- Ahora, vamos a mostrar que f o g = idpy,, Homs (M, M-
Sea ¢; € Homy(M;, N) para cada i € I. Puesto que f o g((¢,)icr) = (g((¢i)ier) © O'j)jel, para mostrar
la igualdad f o g((¢i)ier) = (¢i)ier €s suficiente mostrar que g((¢;)ies) © 0°; = ¢, paracada j € I.
Sea j € I. Puesto que las aplicaciones deseadas tienen el mismo dominio y codominio, sélo resta

comprobar la igualdad en la regla de asignacion. Seam € M;,

8((@ier)((my)ier)

Z wi(m;)

iel

@i(m;)

8((@i)ier) © o j(m)

@;(m).
De esta forma obtenemos la igualdad deseada y por lo tanto tenemos que g o f = idyg, A(D,, M N)-

Por lo tanto, concluimos que existe un A-isomorfismo entre los médulos [];c; Homs(M;,N) y
HomA(@iel M,‘,N). D_

Como consecuencia directa del lema anterior, tenemos el siguiente resultado que determina por

completo al médulo Homy (A", M) para cualquier médulo M sobre un anillo A.

Lema A.4. Sea M un médulo sobre un anillo A. Existe un A-isomorfismo entre Homy (A", M)
y M.

DemostrAcION. Utilizando los lemas A.2 y A.3 se sigue que

Homu(A?, M) = HomA(EB A M) = ]_[ Hom,(A, M) = ﬂ M=M.

i€l i€l i€l

-
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2. Sucesiones Exactas

A partir de una pareja de morfismos de modulos de manera que el codominio de uno de ellos
es el dominio del otro, nace la nocién de una sucesion exacta. En esta seccion nos encargaremos de
estudiar dichas sucesiones y algunas de sus propiedades. Comenzaremos por definir al objeto que

da nombre a esta seccion.

DEerNICION A.5. Sean ¢ : N - M y s : M — P aplicaciones A-lineales donde A es un anillo.

- @ 4 .
La sucesion N - M — P es exacta en M si Kery = Im .

Partiendo de la definicion se deriva claramente el siguiente resultado.
LemA A.6. Sean M y N modulos sobre un anillo A. Se tienen las siguientes propiedades:

. ¢ C . .
1. La sucesion 0 — N — M es exacta siy solo si ¢ es inyectiva.

. v . . . .
2. La sucesion N - M — 0 es exacta si y solo si  es sobreyectiva.

Para nuestro estudio vamos a estar interesados en las sucesiones exactas de A-modulos de la

formaO0 - N - M — P — 0, dichas sucesiones se llaman sucesiones exactas cortas.

A través de un médulo M sobre un anillo A siempre es posible construir de manera natural
sucesiones exactas cortas. En efecto, si N es un A-submodulo de M, entonces considerando las

aplicaciones inclusiéon i : N — M y proyecciéon r : M — N de manera inmediata se tiene que la

. i b/g M ., L
sucesion) - N—- M — N — 0 es una sucesion exacta de A-moddulos.

En el pédrrafo anterior, a partir de un médulo hemos construido una sucesion exacta corta gracias
a las relaciones existentes entre los médulos elegidos. Ahora bien, si comenzamos con una sucesion
exacta corta, jpodemos establecer alguna relacion entre los médulos que la conforman? El siguiente

resultado responde a esta interrogante.

Proposicion A.7. Sean M, N y P médulos sobre un anillo A. Si la sucesion 0 — N LS M ﬂ

P — 0 es exacta, entonces existe un isomorfismo natural \ : P.

o)

DemosTtrACION. Como la aplicacién ¢ : M — P es sobreyectiva, por el primer teorema de isomor-

fismos se tiene que la siguiente aplicacion A-lineal es un isomorfismo:

1/

P
Kery

m+ Kery +—  y(m)
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Luego, de la exactitud de la sucesion se tiene que Keryy = Im . De esta forma, concluimos que

M
existe un isomorfismo natural entre YP. 5
@(N)

A continuacion presentamos algunos resultados acerca de sucesiones exactas.

ProposicioN A.8. Sean M, M’, N y N’ modulos sobre un anillo A. Consideremos el siguiente

diagrama conmutativo con filas exactas

P

0 Ker f M N
7 ¢ v

0 Kerg M N’

Si ¢ y ¥ son isomorfismos, entonces ¢ lo es.

DemMosTRACION. Comenzaremos mostrando que ¢ es inyectiva. Sea m € M tal que m € Ker f y de
modo que m € Kerp. Por definicion de la aplicacion ¢ se tiene que ¢(m) = ¢(m) = Oy. Luego,
como ¢ es en particular inyectiva se sigue que m = 0, y esto implica que Ker¢ = {0y}, es decir, ¢

es inyectiva.

Ahora, probaremos que ¢ es sobreyectiva. Seam’ € M’ de modo que m’ € Ker g. Como ¢ es en par-
ticular sobreyectiva se sigue que existe m € M tal que ¢(m) = m’. Ahora bien, de la conmutatividad
del diagrama anterior sabemos que ¢ o f = g o ¢, esto implica que ¥ o f(m) = g o p(m) = Op-.
Luego, utilizando del hecho de que y es particularmente inyectiva se sigue que f(m) = Oy y por lo

tanto m € Ker f. Asi, se tiene que ¢(m) = m’ y por lo tanto concluimos que ¢ es sobreyectiva. —

Proposicion A.9. Sean M, N, P, M’, N’ y P’ modulos sobre un anillo A. Consideremos el

siguiente diagrama conmutativo

f g
0 N M P 0
v ¢ I
0 N’ , M’ , P’ 0
f g

donde , ¢ y { son isomorfismos. Si la primera fila es exacta, entonces la segunda también lo es.
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DemostrAcION. Comenzaremos mostrando que f” es inyectiva. Sea n’ € N’ tal que n’ € Ker f”.
Como ¥ es sobreyectiva existe n € N de modo que ¥(n) = n’. Por otro lado, por la conmutatividad
del diagrama tenemos que o f = f’ oy, esto implica que ¢ o f(n) = f’ oy(n) = 0y, Luego, como
@ es inyectiva se sigue que f(n) = 0y y por la inyectividad de f se sigue que n = Oy. De este modo,

tenemos que Oy = Y(n) = n’, es decir, n’ = Oy.. Por lo tanto, concluimos que f’ es inyectiva.

Ahora probaremos que g’ es sobreyectiva. Sea p’ € P’. Como { es sobreyectiva se sigue que existe
p € P tal que {(p) = p’. Luego, como g es sobreyectiva se sigue que existe m € M de modo
que g(m) = p. Por la conmutatividad del diagrama tenemos que g’ o ¢ = o g, esto implica que
g op(m) = o g(m) = p’. De esta forma, como g’(¢(m)) = p’ concluimos que g’ es una aplicacion

sobreyectiva.

A continuacién comprobaremos que Im f” C Kerg’. Sea m’ € M’ tal que m’ € Im f’. Asi, existe
n’ € N’ de modo que f’(n") = m’. Luego, como { es sobreyectiva se sigue que existe n € N de
modo que ¥(n) = n’. Por otro lado, de la conmutatividad del diagrama tenemos que ¢ o f = f" oy
y que { o g = g’ o ¢. De esta forma se sigue que

g'm') =g'(f'(n) = &'(f W) = &' (e(f(m)) = {(8(f(n))) = 0p..
Asi, concluimos que m’ € Ker g’.

Por altimo, mostraremos que Kerg’ € Im f’. Sea m’ € M’ tal que m’ € Kerg’. Como ¢ es so-
breyectiva existe m € M de modo que ¢(m) = m’. Por la conmutatividad del diagrama tenemos
que { o g = g’ o ¢, esto implica que { o g(m) = g’ o ¢(m) = Op.. Luego, como ¢ es inyectiva se
sigue que g(m) = Op, es decir que m € Ker g = Im f, consecuentemente existe n € N de modo que
f(n) = m. De la conmutatividad del diagrama también sabemos que ¢ o f = f” oy, esto implica
que ' oy(n) = wo f(n) = m’. Asi, como f'(¥(n)) = m’ se concluye que m’ € Im f". i

La técnica usada para la demostracién de la proposicion anterior se conoce como persecucion
del diagrama. El siguiente resultado general muestra que la exactitud se preserva bajo la suma
directa de mddulos, puesto que la demostracion en su mayoria es una persecucion del diagrama

s6lo realizaremos algunos comentarios sobre dicha prueba.

Lema A.10. Sean (M))ic;, (Ny)ic1 y (P))ics familias de modulos sobre un anillo A. Los siguientes

enunciados son equivalentes:

. Pi Yi .
1. La sucesion 0 - N; — M; — P; — 0 es exacta para cada i € 1.

. Dic1pi DierYi
2. La sucesion 0 — EBieI N; — EBie[ M, — @ie] P; — 0 es exacta.

DEMOSTRACION.
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. ., Dicrpi Bic1Vi .
1. = 2. La exactitud de la sucesién 0 — P, N; — B, M; —> P,_, Pi — 0 se deriva del

hecho de que las aplicaciones ®;c;¢; y ®;ic;tf; actiian elemento por elemento.

. . ., ®j 4] . ..
2. = 1. Sea j € I. La exactitud de la sucesiéon 0 — N; SAN M; SEN P; — 0 se obtiene del siguiente
diagrama conmutativo:

®j v

0 N; M; P; 0

@iel Ni @iel M; @ie[ P

Bicipi BicrVi

3. Modulos Finitamente Generados

En esta seccion estudiaremos brevemente un tipo especial de médulos que tienen una gran im-
portancia en el Algebra Conmutativa, hablamos de los médulos finitamente generados. Después de
definir otra clase importante de médulos, los médulos libres, definiremos a los médulos finitamente
generados, daremos algunas caracterizaciones de esta clase de modulos y estudiaremos algunas de
sus propiedades. Concluiremos la seccién con uno de los resultados més importantes del Algebra
Conmutativa: el lema de Nakayama.

DEerINIcION A.11. Sea M un mddulo sobre un anillo A.

1. M es libre si existe un conjunto no vacio I de modo que M es A-isomorfo a AD.

2. M es libre de rango finito si existe r € N de modo que M es A-isomorfo a A", en tal caso,
M es libre de rango r.

3. M es finitamente generado sobre A si existen r € Ny my,...,m, € M de modo que
M =Am; +---+ Am,.

EsempLo A.12. Todo médulo libre de rango finito es finitamente generado. De manera particular,

cualquier anillo visto como mddulo sobre si mismo es finitamente generado.

Como veremos en el siguiente resultado, la propiedad de que un moédulo sea finitamente gene-
rado se hereda cuando consideramos cocientes de dicho submdédulo.

ProposiciON A.13. Sea M un médulo finitamente generado sobre un anillo A. Para cada A-

submodulo N de M se tiene que N es finitamente generado sobre A.
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DemosTtrACION. Como M es finitamente generado existen r € Ny my,m,,...,m, € M tales que
M = Amy + - - - + Am,. Se sigue claramente que los elementos m; + N,my + N, ..., m, + N generan
M
a—.
N2

En el siguiente resultado presentaremos algunas caracterizaciones de los mddulos finitamente

generados.

ProposicioN A.14. Sea M un médulo sobre un anillo A. Los siguientes enunciados son equiva-

lentes:

1. M es finitamente generado.
2. M es isomorfo al cociente de un modulo libre de rango finito.

3. Existenr € Ny € Homu(A", M) de modo que ¢ es sobreyectiva.

DEMOSTRACION.

1. = 2. Supongamos que M es finitamente generado sobre A. De esta forma existen r € Ny

my,...,m, € M de modo que M = Am; + --- + Am,. Consideramos la siguiente asignacion:
@ A" — M
(/11,...,/1r) — Aimy+ -+ Am,

Por la Proposicién A.3 tenemos que ¢ es A-lineal, ademds, es una aplicacion sobreyectiva: en

efecto, sim € M, entonces existen 4y, ...,4, € Ademodo que m = Aym;+---+A,m, = (4y,...,4,).
r

~

De esta forma, por el primer teorema de isomorfismos concluimos que <
er g

2. = 3. Supongamos que M = ~ para cierto s € N y cierto A-submédulo N de A°. Luego, consi-

N

. n A% = . L L
deramos la sucesion exacta A* - — — M — 0. Realizando la composicion de las aplicaciones se

obtiene la aplicacion sobreyectiva deseada.

3. = 1. Supongamos que existen r € Ny ¢ : A~ — M una aplicacién A-lineal sobreyectiva. Por

el primer teorema de isomorfismos se tiene que =~ M. Como A" es finitamente generado, por

Ker ¢
s
la Proposicién A.13 se sigue que N es finitamente generado y esto implica que M es finitamente

generado. a

El préximo resultado que estudiaremos establecerd una relacion entre los modulos finitamente

generados y las sucesiones exactas.
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. @ 4 ., , .
ProposicioN A.15. SeaO0 - N - M — P — 0 una sucesion exacta de modulos sobre un anillo

A. Si Ny P son finitamente generados sobre A, entonces M también lo es.

DemosTtrACION. Como N es finitamente generado sobre A existen r € Ny ny,...,n, € N tales que
N = An;+---+An,; asimismo, como P es finitamente generado sobre A existen s € Ny py,..., ps €
P tales que P = Ap; + --- + Ap,. Luego, como ¢ es sobreyectivo existen my, ..., m; € M tales que
Y(m;) = p; paracadai € {1,...,s}. Vamos a mostrar que la familia {¢(n,), ..., ¢(n,), my,...,mg}
genera a M. Puesto que ¢(n),...,¢(n,),my,...,msson elementos de M, se sigue que

Ap(ny) +---+Ap(n,) + Amy +--- + Am, C M.

Reciprocamente, sea m € M. Como y/(m) es un elemento de P se sigue que existen A;,...,d;, € A
tales que Y(m) = A1 p; + - -+ + A;ps. Luego, tenemos que Y(m) = Ay(m;) + - - - + Agy(my) y por lo
tanto que Y(m— (A4ym+ - - -+ A;my)) = Op. Asi, como m — (Aymy + - - -+ A;my) € Kery = Im ¢ existe
n € N tal que ¢(n) = m — (4ym; + --- + Agmy). Ademds, como N es finitamente generado existen

M1, ..., M, € Atales que n = pyny + -+ - + p,n,. Consecuentemente tenemos que
m = () + - - -+ pp(n,) + imy + - - + Aamy

y esto implica que M C Ap(ny) + --- + Ap(n,) + Amy + - - - + Am,. Por lo tanto, concluimos que M
es finitamente generado. -

Para concluir con esta seccion vamos a mostrar un poderoso resultado del Algebra Conmutativa,

hablamos del lema de Nakayama. Antes de pasar a la prueba necesitaremos del siguiente resultado:

LEmA A.16. Sea A un anillo. Para cada a € A se tiene que a € Rad(A) si 'y solo si para cualquier
A € A se satisface que 14 + da € U(A).

DEMOSTRACION. Sea a € A. Asumamos que a € Rad(A). Vamos a proceder por contradiccion:
supongamos que existe 4 € A de modo que 1,4 + Aa no es una unidad de A. Luego, como (1, + da) #
A se sigue que existe m € Max(A) tal que (14 + Aa) € m. De esta forma, el hecho que a € my de

que 14 + Aa € m implican que 14 € m lo cual es absurdo.

Reciprocamente, asumamos que para todo A € A se tiene que 14 + da € U(A). Procederemos por
contradiccion: supongamos que existe m € Max(A) de modo que a ¢ m. Asi, comom C m+ {(a)y
m es maximal se sigue que m + (a) = A. Luego, como 1, € m + (a) se sigue que existen m € my
A € A tales que 14 = m + Aa. De este modo, tenemos que m = 1, — da y por nuestra hipdtesis se
sigue que m contiene una unidad, lo cual es absurdo. i



186 A. TEORIA DE MODULOS

TeoreEmMA A.17 (Lema de Nakayama). Sean M un médulo finitamente generado sobre un anillo
A el unideal de A tal que I C Rad(A). Se tiene que IM = M si 'y solo si M = {0y}. En particular,
si Rad(A)M = M, entonces M = {0y}

DemostrACION. Si M = {0y} es claro que /M = M. Reciprocamente, supongamos que IM = M,
mostraremos que M es el mdédulo nulo por contradiccion. Supongamos que M # {0,}. Distin-

guimos entre dos casos:

e Caso [: M tiene sélo un generador. Supongamos que M = Am para cierto m € M. De
la hipétesis M = IM se sigue que existe 4 € I de modo que m = Am, esto implica que
(14 — A)m = 0y,. Ademas, como A es un elemento de Rad(A), por el lema anterior se sigue
que (1, — 1) € U(A) y asi, la igualdad (1, — A)m = 0y implica que m = 0y lo cual es
absurdo.

e Caso II: M tiene al menos dos generadores. Sea r € N tal que r > 2 y es el minimo entero
positivo para el cual existe una familia generadora de M con dicha cardinalidad, de este
modo, sean my,...,m, € M de modo que M = Am; + --- + Am,. De la hipétesis M = IM
se sigue que existe A; € I paracadai € {1,...,r} de modo que m; = Aym; + - -- + A,m,, asi,
tenemos que (14 — Ay)m; = Aumy + - -+ + A,m,. Puesto que 4, es un elemento de Rad(A),
por el lema anterior se sigue que u = (14, — 1) € U(A) y consecuentemente la igualdad
(14 — ADmy = Aomy + -+ + Am, implica que m; = pu~' Aymy + - - - + u~ ' A,m,.. Por lo tanto,
hemos construido una familia generadora de M con r — 1 elementos lo cual contradice

nuestra hipotesis.

De esta forma, concluimos que M = {0y,}. i

CoroLArIO A.18. Sea M un modulo finitamente generado sobre un anillo local (A, m). Si mM =
M, entonces M = {0y}.

4. Producto Tensorial de Modulos

En esta secci6n estudiaremos una de las construcciones de mayor relevancia dentro del Algebra
Conmutativa: el producto tensorial de mddulos. El siguiente resultado nos hablard del producto
tensorial de modulos y de la propiedad universal que satisface. Para nuestros fines practicos, sélo
necesitaremos de algunas propiedades del producto tensorial asi que presentaremos el siguiente
resultado sin una demostracion del mismo. Para mayores detalles acerca de la prueba puede con-
sultarse el Capitulo 2 de [1].
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TeOREMA A.19. Sean M y N médulos sobre un anillo A. Existe un par (T, 60) formado por un
A-modulo T y una aplicacion A-bilineal 6 : M X N — T que satisface la siguiente propiedad
universal: para cada A-modulo Py para cada aplicacion A-bilineal ¢ : M X N — P existe una

tinica aplicacion A-lineal ¢ : T — P de modo que el siguiente diagrama conmuta:

M XN

P

T

Consideremos a M y N médulos sobre un anillo A. Vamos a realizar algunos comentarios sobre

el teorema anterior:

e El médulo T se llama el producto tensorial de M 'y N sobre A y se denota por M ®4 N.

e El moédulo M ®, N esta generado por el siguiente conjunto
M®s N = <{m®n|meMyn€N}>A.

De esta forma, cada elemento de M ®, N es una combinacidn lineal de elementos genera-
dores de M ®4 N. Ademads, utilizando la bilinealidad del producto tensorial, sin pérdida de
generalidad siempre se puede suponer que un elemento de M ®4 N es s6lo una suma finita
de generadores de M ®, N.

e Si M y N son finitamente generados, entonces M ®, N es finitamente generado. De hecho si
{my,...,m}y{ny,..., ng son familias generadoras de M y N respectivamente para ciertos

r, s € N, entonces

MeyN=(fmenliefl,....riyjell,....s), .

e Si M o N es nulo, entonces M ®, N también lo es.

Los siguientes resultados nos muestran algunas de las propiedades principales del producto ten-
sorial. S6lo enunciaremos los resultados sin demostracién. Como mencionamos anteriormente, el

lector interesado en profundizar en estos topicos puede consultar [1].
Proposicion A.20. Sean M y N modulos sobre un anillo A.

1. Para cualquier A-modulo P existe un A-isomorfismo entre los modulos Homs(M ®4 N, P)
y Bil4(M X N, P).

2. Para cualquier A-médulo P existe un A-isomorfismo entre los modulos Hom,(M ®4 N, P)
y Hom, (M, Homu (N, P)).
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TeorREMA A.21. Sea A un anillo.

1. Si M es un A-modulo, entonces A , M = M.

2. Si M y N son A-modulos, entonces M @, N = N @, M.

3. Si M, Ny P son A-modulos, entonces (M @4 N) ®4 P = M ®4 (N @4 P).

4. Si (M,)ic; es una familia de A-modulos y N es un A-modulo, entonces (@iel M;)®4 N =

@iez(Mi ®a N). En particular, para cualquier r € N se tiene que A" @4 N = N'.

A M
5. Si M es un A-médulo y J es un ideal de A, entonces 7 Q4 M = e

. ¢ ¥ .. .
ProposicioN A.22. Sea 0 - M —- M — M” — 0 una sucesion exacta de modulos sobre
. . . . . @®idy YRidy
un anillo A. Para cualquier A-modulo N se tiene que la sucesion M’ ®y N —— M @4 N ——

M” ®4 N — 0 es exacta de A-modulos.

Para concluir con esta seccion presentaremos algunas aplicaciones directas de las propiedades

del producto tensorial.

ProposicioN A.23. Sea M un modulo sobre un anillo A que estd generado por s elementos para

cierto s € N. Si existe r € N tal que M = A’, entonces r < s.

DemosTtrACION. Como M estd generado por s elementos, por la Proposicion A.14 se sigue que existe
una aplicacion A-lineal sobreyectiva ¢ : A* — M. Puesto que M = A’, realizando la composicion

de esta aplicacion con ¢ obtenemos la siguiente sucesion exacta A* — A" — 0. Consideramos a

m un ideal maximal de A, asi, por la proposicion anterior se tiene que la sucesion A* @4 — —
m

A . .
A" ®4 — — 0 es exacta. Luego, por el enunciado 4 del Teorema A.21 tenemos los isomorfismos
m
A A\ A s . L S
A Q) — = (—) VA" ® — = (—) , de esta manera, la exactitud de la sucesion anterior implica
m m m m

on (A) = (AY : AV (AY
que la sucesion (—) - (—) — 0 es exacta. Ahora bien, como tenemos que (—) y (—) son
m m m m

A A r
2 espacios vectoriales, la sobreyectividad de la apli (—) (—) I <s.
—~espacios vectoriales, la sobreyectividad de la aplicacion | ) — | — | implica que r <'s.
ProposicioN A.24. Sean M y N modulos finitamente generados sobre un anillo local (A, m). Los

siguientes enunciados son equivalentes:

1. M®AN = {OM®AN}-

2. M ={0y} o N ={0y}.
M®s N (o1,

' m(M®AN) -

DEMOSTRACION.



5. ANILLOS Y MODULOS GRADUADOS 189

1. = 2. Supongamos que M ®4 N = {Oy,n}. Vamos a distinguir entre dos casos:

e Caso I: A es un campo. En este caso, M y N son A-espacios vectoriales de dimension finita.

Luego, como
0 = dims(M ®4 N) = dims(M) - dimus(N),

se sigue que dimy (M) = 0 o dimuy(N) = 0, esto implica que M = {0y} o N = {Oy}.
A
e Caso II: A es cualquier anillo. De la igualdad M ®4 N = {0} se obtiene la igualdad (E ®a

A A M
M)®4 (N ®4 —) = {0}. Por el enunciado 5 del Teorema A.21 sabemos que — ®4 M = —
m m

mM
A N M N
y que N ®, - = N de esta forma se sigue que —y ®a N {0}. Luego, como el

A
producto externo de A no cambia respecto a - la igualdad anterior implica la igualdad

M N A
—— ®a —— = {0} y consecuentemente, como — es un campo, por el caso I tenemos que
mM ™ mN m

M
— ={0}o v {0}. Sin pérdida de generalidad supongamos que — = {0}, es decir
que M = mM. Como M es finitamente generado y m = Rad(A), por el lema de Nakayama
se concluye que M = {0,}.

De esta forma, concluimos que M = {0y} o N = {Oy}.

2. = 3. Obvio.

M®s N
% = {0}, es decir, que M ®, N = m(M ®4 N). Como M y N

son finitamente generados se sigue que M ®4 N es finitamente generado, ademds, como A es local

3. = 1. Supongamos que

se sigue que m = Rad(A). Asi, por el lema de Nakayama se concluye que M ®4 N = {0} —

5. Anillos y Médulos Graduados

En esta seccidn nos encargaremos de estudiar a los anillos y los médulos graduados. Después de
definir estos objetos y de estudiar sus propiedades principales, en el segundo apartado realizaremos
un estudio de la localizacién en anillos y médulos graduados, en especial, estaremos interesados
en aquellos conjuntos multiplicativos formados por elementos homogéneos. Para concluir con esta

seccion, estudiaremos el producto tensorial de médulos graduados sobre un anillo graduado.

5.1. Nociones Basicas. En este apartado vamos a definir a los anillos graduados, a los médu-
los graduados y estudiaremos sus propiedades principales. Comenzaremos definiendo a los anillos

graduados.
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DernicION A.25. Un anillo A es graduado si existe una familia (A;);ez, de subgrupos abelianos

de A tal que

1.A:@An.

nez,
2. Para cualesquier r, s € Z, se cumple que A, X A; C A,,.
Para cualquier n € Z,, A, es la componente homogénea de grado n 'y cada elemento de A, es un

elemento homogéneo de grado n.

De acuerdo con la definicién anterior, una de las condiciones necesarias para que un anillo
A sea un anillo graduado es que exista una familia (A,),cz, de subgrupos abelianos de A tal que
A= @ne& A,. Dicha igualdad es en el sentido de que la aplicacion

go:@An - A

nez,

(X ez, P Xo+ X1+ + X,

es un isomorfismo. Gracias a este hecho, se tiene que cada elemento de A tiene una descomposicion

unica en elementos homogéneos.

EsempLo A.26. Sean A un anillo, n € Ny xy, ..., x, variables sobre A. El anillo de polinomios
Alxy,...,x,] en n variables sobre A es un anillo graduado considerando a A, como el conjunto de
todos los polinomios homogéneos de grado r para cada r € Z,.

El siguiente resultado enlista las propiedades principales de un anillo graduado.
ProposICION A.27. Sea A = EBn cz, Anun anillo graduado. Se tienen las siguientes propiedades:

1. Ningtin elemento de A tiene dos grados diferentes a la vez salvo 0.
2. 04 es el vinico elemento que tiene todos los grados.

3. La componente homogénea de grado cero Ay es un anillo.

4. A, es un Ayg-modulo para todo n € N.

5. A, = @%N A, es un ideal de A y se llama el 1deal irrelevante.

DEMOSTRACION.

1. Supongamos que existe x € A tal que x € A;NA; para ciertos i, j € Z, y sin pérdida de generalidad
supongamos que i < j. Al escribir a x en su descomposicion de elementos homogéneos tenemos
que
x= 04 + x = x + 04
—_—— ~——

~—
€A; €Aj €4; €A;
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Luego, por la unicidad en la descomposicion de los elementos de A podemos igualar componente

a componente, asi, tenemos que 04 = x € A; y x = 04 € A;. Por lo tanto, x = 0,4.

2. Puesto que A, es un subgrupo abeliano de A para todo n € Z, se tiene que 04 € A,, para cualquier
n € Z,. Ademas, por el enunciado anterior sabemos que ningun elemento de A salvo 0,4 tiene dos
grados distintos a la vez.

3. Observemos que Ay hereda las operaciones de suma y producto definidas en el anillo A y por
hipotesis sabemos que (Ag, +) es un grupo abeliano. La cerradura del producto de elementos de A
se da gracias a la hipétesis de que Ay X Ay C Ay, ademads, puesto que el producto que consideramos
es el heredado por A tenemos de manera inmediata que es asociativo y que es distributivo con
respecto a la suma. Lo Unico que nos resta por verificar es que 14 estd en Ay. Puesto que 1, es un

elemento de A, dicho elemento tiene una descomposicion en elementos homogéneos
lA =Xpt+tXx;+---+ X,

para algun r € Z, y para algunos xi,...,x, € A de modo que x; € A; para todo j € {0,...,r}. Sea

k €10,...,r}. Obsérvese que tenemos la siguiente igualdad:
Xp=laxe=(xo+ X1+ -+ X)X = XoXp + XX+ + XX .
S—— Y S~——
€Ak EAk+1 EAfsr
Puesto que la descomposicién en elementos homogéneas es tnica se sigue que xox; = X; y que
x;x; = 04 paratodo j € {1,...,r}. De este modo, se sigue que

la=x0+ x4+ X = XX + X0X1 + -+ XX, = Xo(x0 + X1 + -+ + X)) = Xo.

La ecuacion anterior nos dice que xy = 14 y esto implica que tenemos que 14 € Ay. Por lo tanto, la

componente homogénea de grado cero Ay es un anillo.

4. Sea s € N. Puesto que A es un anillo graduado, para todo r € Z, se cumple que A, X Ay C A, ;.
Particularmente lo anterior se satisface para r = 0, es decir, tenemos que Ay X A; C A;. Luego,

como Ay es un anillo se concluye que A es un Ap-moédulo.

5. Comenzaremos por mostrar que (A, +) es un subgrupo abeliano de (A, +). Es claro que 04 es un
elementode A, yaque Ay CA,y04 € Ay.

Sean a,3 € A,. Vamos a mostrar que @« — 8 € A,. Como « y 8 en particular son elementos de A,

consideramos las descomposiciones en elementos homogéneos de a y :
a=a1+---+a, y B=b+---+b,,

donde r € N, ay,...,a,,by,...,b, € Ay ademds a;,b; € A; paracadai € {1,...,r}. Obsérvese que

sin pérdida de generalidad podemos suponer a y § tienen el mismo numero de elementos en su
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descomposicion. Luego,

(@ +---+a)—(br+--+b,)

R
|
=
Il

= a+-+a,—b——b,

(al_bl)+"'+(ar_br)-
~—— ~—~——

Aq Ay

De este modo, tenemos que @ — 8 € A,. Por otro lado, sea 4 € A. Vamos a mostrar que Ada € A,.

Como A es un elemento de A podemos considerar su descomposicion en elementos homogéneos:
A=coy+c+--+c;
donde s € Z,, ¢, ...,c5,€ Ay ademds c; € A; para todo j € {0, ..., s}. Luego,
Ada = (co+c1+:--+cy)a+---+a,)
= (co+c1+--+c)ar+---+(co+c1 +---+cya,

= cyay +Cqaq +---+ cay +---+ coa, + 1a, +---+ cya, .
—_——  —— —— —_——  —— ——
€A} €Ay €A+ €A, €A1 €Ayt

De este modo tenemos que Ada € A.. Por lo tanto, concluimos que A, es un ideal de A. —

Ahora vamos a dar paso a la definicién de médulo graduado sobre un anillo graduado.

DErFINICION A.28. Sea M un médulo sobre un anillo graduado A = € _, A,. M es un graduado

nez,
sobre A si existe una familia (M;);cz, de subgrupos abelianos de M tales que

2. Para cualesquier r, s € Z, se cumple que A, X My C M, ;.

Para cualquier n € Z,, M,, es la componente homogénea de grado n 'y cada elemento de M, es un

elemento homogéneo de grado n.

Por argumentos similares a los usados en anillos graduados, cada elemento de un médulo gra-

duado M = &P, ., M, tiene una descomposicion nica como suma de elementos homogéneos.
+

El siguiente resultado enuncia las propiedades principales de médulos graduados. Por la simili-
tud en la demostracion de estas propiedades con las de anillos graduados omitiremos su demostra-
cion.

ProposICION A.29. Sea M = P

D, oz, An. Se tienen las siguientes propiedades:

pez, My un modulo graduado sobre un anillo graduado A =

1. Ningtin elemento de M tiene dos grados diferentes a la vez salvo Oy,.
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2. Oy es el tinico elemento que tiene todos los grados.

3. M, es un Ay-modulo para cada n € Z,.

5.2. Localizacion de Anillos y Modulos Graduados. Puesto que un médulo graduado sobre
un anillo graduado sigue siendo un médulo, podemos realizar la localizacion en algin conjunto
multiplicativo del anillo sobre el que se encuentra. Ahora bien, una pregunta interesante es cuando
al médulo obtenido de localizar se le puede dotar con una graduacion. En esta seccidon nos daremos

a la tarea de resolver esta interrogante.

Comenzaremos por dar una respuesta a la interrogante planteada en el caso en que realizamos

la localizacién en un anillo graduado.

TeorEmA A.30. Sea A = P
A de modo que cada elemento de S es homogéneo, entonces S~'A es un anillo graduado con la
graduacion ((S7'A),,)

pez, An un anillo graduado. Si S es un conjunto multiplicativo de

ez, donde para cada m € Z se define

s

acAl seSy grad(a)—grad(s):m} .

DEMOSTRACION. En primer lugar, vamos a mostrar que (S 'A),, es un subgrupo abeliano de S 'A
paracadam € Z. Seam € Z.

0
e Claramente Og-1, es un elemento de (S ~'A),, pues Og-14 = 1—A y 04 tiene cualquier grado.

A
e Seana,b € A"y s,t € S tales que grad(a) — grad(s) = m y grad(bh) — grad(r) = m. Sabemos

que a b ta-—sb
ue — — — =

; T ademads, observemos que fa — sb es un elemento homogéneo de grado
s s

grad(s) + grad(r) + m y st es un elemento homogéneo de grado grad(s) + grad(?). De esta
forma, como

grad(ta — sb) — grad(st) = grad(s) + grad(t) + m — grad(s) — grad(r) = m,

es un elemento de (S ~'A),,.

se sigue que

De este modo, concluimos que (S ~'A),, es un subgrupo abeliano de S ' A.

Ahora, consideremos m, n € Z. Vamos a probar que (S ~'A),, x (S 'A), € (S'A),4,. Sean a, b € A"

b b

y s,t € § de modo que grad(a) — grad(s) = m y grad(b) — grad(t) = n. Sabemos que a. 7= a—t,
s

ademds, ab es un elemento homogéneo de grado m + grad(s) + n + grad(¢) y st es un elemento

homogéneo de grado grad(s) + grad(¢). Luego, como

grad(ab) — grad(st) = m + grad(s) + n + grad(¢) — grad(s) — grad(t) = m + n,

b
se sigue que a_t es un elemento de (S ~'A),,,, y esto implica que (S ~'A),, X (S'A), € (S'A)psn-
s
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Lo siguiente que haremos serd mostrar que S 'A = Y, (S ~'A),. La contencién Y, (S 'A), C

S~'A es clara asi que s6lo resta mostrar la otra contencién. Sean a € Ay s € S, consideremos

a ) .
al elemento — de S'A. Como a € A, se sigue que existen m € Z, y aop,dai,...,a, € A tales que
s

a=ayp+a;+---+a,demodo que g; € A; paracadai € {0,...,m}. De esta forma, se sigue que

a a+a+---+a, a a an

s s s s s

a; -1 . .

Luego, como tenemos que " es un elemento de (S A); _ graas) para cada j € {0,...,m}, se sigue

que 9 Z(S’lA)n. Asi, concluimos que S 7!'A = 3,.-(S ' A),.
s

nez

Lo unico que nos falta probar es que la descomposicion de cualquier elemento es unica. Sea z €

S~'A. Sin pérdida de generalidad existen s,z € S, m € Z, y aq, ..., an, by, ...,b, € A con aj,b; €
A para cada j € {0, ..., m} tales que
o G b b
S S t t

De la igualdad anterior se sigue que
tag+ -+ +1ta, _ sby+---+ sby

1y 1y ’

y consecuentemente existe u € S de modo que u(tag + - -- + ta,) = u(sby + --- + sb,). Sea i €

{0,...,m}. Como la descomposicién en A es Unica se sigue que uta; = usb;, esto implica que
ta; sb; .
— = — y de esta forma se tiene que
la 14
a; _ lA ta; _ lA Sb,' _ bl'
s st 14 st 14 ot
Asi, como — = 7’ y el indice i fue arbitrario en el conjunto {0, ..., m}, se concluye que la descom-
S

posicién de z en S "' A es unica.

Por lo tanto, de manera definitiva concluimos que S~'A es un anillo graduado con la graduacién

(87" Az

Lo que realizaremos a continuacion es aplicar el teorema anterior a los conjuntos multiplicativos

que son de nuestro interés. Sea A = P _, A, un anillo graduado.

nez,

Consideremos a p un ideal primo de A. Observemos que el conjunto (A\p) N A" es un conjunto

multiplicativo de A:

e Sabemos que 14 es un elemento de grado cero, asi que 1, € A". Por otro lado, como A\p
es un conjunto multiplicativo se tiene que 14, € A\p. De esta forma se tiene que 14 €
(A\p) N A",
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e Sean 5,7 € (A\p) N A". Como s y ¢ son elementos del conjunto multiplicativo A\p se sigue
que st € A\p. Luego, como sy t son elementos homogéneos se tiene que st también es un

elemento homogéneo y con ello concluimos que st € (A\p) N A"

Por lo tanto, tenemos que (A\p) N A" es un conjunto multiplicativo de A que estd formado por
elementos homogéneos. Del teorema anterior se tiene de manera inmediata que ((A\p) N A")~'A es
un anillo graduado y consecuentemente su componente homogénea de grado cero que denotaremos

por Ay es un subanillo de dicho anillo, es decir, el conjunto
Ay = {% | ac A" te(A\p)NA"y grad(a) = grad(t)}

es un subanillo de ((A\p) N A")"'A. M4s atn, dicho anillo es un anillo local: en efecto, vamos a
mostrar que el conjunto de los elementos que no son unidades en Ay, es un ideal de A;,). En primer

lugar vamos a determinar a las unidades de A,). Afirmamos que

(5.1) UAy) = {% a,s € (A\p)N A"y grad(a):grad(s)}.

Si ay s son elementos de (A\p) N A" del mismo grado, entonces 2 es una unidad de Ay en
s

efecto, claramente el inverso del elemento Tes 2 y estd en A,. Reciprocamente, sean a € A"y

s a
s € (A\p) N A" elementos homogéneos del mismo grado de modo que 2 ¢ U(Ay)). Asi, existen
s

b € A"yt € (A\p) N A" elementos homogéneos del mismo grado tales que a. o= 14, De esta
S
ab 1

forma, como i I_A se sigue la existencia de z € (A\p) N A" de modo que zab = zst. Luego, la
s A

. .. . . . a
igualdad anterior junto con el hecho que zst ¢ p implican que a ¢ p y con ello concluimos que —
esta en el conjunto deseado. Consecuentemente tenemos se satisface la igualdad 5.1 y por lo tanto

tenemos que

Ap\UAy) = {g

acpnAt se(A\pnAy grad(a):grad(s)} .

Por ultimo, mostraremos que el conjunto anterior es un ideal de A(,). Sean a,b € p N Al ¢ e A" y
s,t,7 € (A\p) N A" de modo que grad(a) = grad(s), grad(h) = grad(f) y grad(c) = grad(r). Puesto
que

1 St
c a ca
ros rs

y puesto que ta — sb y ca son elementos de p de modo que sus grados son iguales al grado de

ta—sb ca
Y estan en A, \U(Ay)). De esta forma, tenemos

st y rs respectivamente, se sigue que "
s
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que A)\U(A(p) es un ideal y por lo tanto concluimos que A, es un anillo local. Lo que hemos

realizado se puede resumir en el siguiente resultado:

ProposicioN A.31. Con las notaciones anteriores, el anillo A, es local de ideal maximal

a
My = ;

Por otro lado, consideremos a f un elemento de A que no es nilpotente. De este modo, como el

acpnA se(A\p)NA"y grad(a):grad(s)} )

conjunto multiplicativo { ftlne Z+} es un conjunto multiplicativo de A donde cada elemento es

homogéneo, por el teorema anterior se sigue que A es un anillo graduado y con ello, tenemos que

su componente homogénea de grado cero que denotaremos por Ay es un subanillo de Ay, es decir,

a
Ag = {]Ts

es un subanillo de Ay.
Lo que haremos a continuacion es contestar nuestra interrogante en el caso en que trabajamos

el conjunto

acAl,seZ,y grad(a):s-grad(f)} .

con moédulos graduados. Si asumimos las mismas hipdtesis asumidas en el caso de anillos gradua-
dos, entonces podemos obtener una respuesta andloga a la obtenida en dicho caso. El siguiente
resultado nos hablara de este hecho de manera concreta y por su similitud con la demostracion del
Teorema A.30 omitiremos su prueba.

TeoreEma A.32. Sea M = P dez, Ma un modulo graduado sobre un anillo graduado A =
P dez, Aa- SIS es un conjunto multiplicativo de A de modo que cada elemento de S es homogéneo,
entonces S~'M es un modulo graduado sobre S™'A con la graduacion ((S™'M),) ., donde para
cada d € Z se define

(S'M), = {@ ‘m eMh seSy grad(m)—grad(s):d.}.
h)

De nueva cuenta, lo que estudiaremos a continuacion son los médulos que podemos obtener a
partir de los conjuntos multiplicativos que son de nuestro interés. Sea M = € Jez. Mq un modulo
+
graduado sobre un anillo graduado A = (B, Aq.

Sea p un ideal primo de A. Sabemos que (A\p) N A" es un conjunto multiplicativo de A que
estd formado por elementos homogéneos, de esta manera podemos construir el médulo gradua-
do ((A\p) N A")~'M sobre el anillo graduado ((A\p) N A")"'A. Asi, como ((A\p) N A")"'M es un
médulo graduado sobre ((A\p) N A")'A se sigue que la componente homogénea de grado cero de

dicho médulo que denotaremos por M, es un A,-modulo.

Ahora consideremos un elemento homogéneo f de A que no es nilpotente. Como { ftne Z+} es

un conjunto multiplicativo de A que esta formado por elementos homogéneos, podemos construir



5. ANILLOS Y MODULOS GRADUADOS 197

el médulo graduado M, sobre el anillo graduado Ay. De esta manera, como My es un modulo
graduado sobre A se tiene que la componente homogénea de grado cero de dicho médulo que

denotaremos por M5, es un As-mddulo.

5.3. Producto Tensorial de Médulos Graduados. Si consideramos una pareja de médulos
graduados sobre un anillo graduado, puesto que en particular dichos médulos graduados son médu-
los, entonces podemos realizar su producto tensorial. Ahora bien, ;el médulo obtenido al realizar
el producto tensorial es un modulo graduado? Para concluir con este apéndice mostraremos que la

respuesta a esta interrogante es afirmativa.

Vamos a fijar médulos graduados M = P gez, May N = P dez, Na sobre un anillo graduado
A= @ dez, Ag. Vamos a dotar a M ®4 N con una estructura de modulo graduado. Para cadad € Z,

consideramos el siguiente subconjunto de M ®4 N:
(M®yN); = {<m ®n | m € M", ne N'"y grad(m) + grad(n) = d>A}.
Claramente se tiene que (M ®4 N), es un subgrupo de M ®4 N para cualquierd € Z,.

Ahora, observemos que para cualesquier d, e € Z, se tiene que A, X (M @4 N); € (M @4 N)ye: €n
efecto, sean d,e € Z,,a € A,, m € M" y n € N" tales que grad(m) + grad(n) = d. Sabemos que
a(m®n) = (am) ® n, luego, como grad(am) = grad(m) + e se sigue que (am) ® n es un elemento de
(M ®4 N)g... Por lo tanto, tenemos que A, X (M ®4 N)y; € (M &4 N)gye.

De esta forma, tenemos que P dez, (M ®4 N)q es un médulo graduado sobre A. Lo que haremos
a continuacién es construir un A-isomorfismo entre @ dez. (M ®4N);y M®4 N, de esta manera,
podremos dotar a M ®, N con la estructura de médulo graduado que posee P dez, (M ®4 N)g.

Consideramos la siguiente asignacion:

0 @(M@A Ny, — M®,N

deZ,
E X; = Z Xi

deZ, deZ,
Es claro que esta aplicacion estd bien definida pues dos elementos de la suma directa son iguales
si y sOlo si son iguales coordenada a coordenada. Ahora, probaremos que ¢ es una aplicacion A-
lineal: sean ez X; Yy 2cz, yi elementos de $ gez, (M ®4 N)q y sin pérdida de generalidad sean A
y u elementos homogéneos de A,

G- Y xitue ) = @ ) Axi+ pay)

deZ, deZ, deZ,

Z AX; + [y

deZ,
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/l'in"',U'Z)’i

dezZ., deZ.,
= Ap( Do x) (D y).
deZ.. deZ

Ahora bien, sabemos que un elemento de M ®, N es una suma finita de generadores, ademads,
puesto que cada elemento de M y N tiene una descomposicién en elementos homogéneos, de
manera general tenemos que un elemento de M ®4 N es de la forma

>3 S men

i€Z, jEZy keZy
donde cada una de las sumas anteriores es una suma finita. De esta forma, vamos a definir la

siguiente asignacion:

w:  M®,N N @(M@A Ny
deZ,
ZZZmij®nik = ZZZmif@nik
i€Zy j€Zy keZ, i€Zy j€Zy k€L,

Lo que mostraremos a continuacion es que ¢ y i son inversas, comenzaremos mostrando que
Yoy =idg (e, Sed Lgez, X; un elemento de D ez, (M @4 N)a:
pop( D x)=w( D x) = %
deZ, deZ, deZ,

Reciprocamente, mostraremos que ¢ o ¢ = idye,n: S€a Xz, X jez, 2ikez, Mi; ® Ny, un elemento de

M®AN3
90°¢(ZZZmi,®”ik)=¢(zzZmi,@’nik):ZZZmi_;@’”ik-

i€Z, jeZy k€Zy i€Zy jeZy k€Zy i€Z, JEZy k€Zy
De esta forma, se sigue que ¢ es una aplicacién A-lineal y por lo tanto tenemos que ¢ es un A-
isomorfismo. Consecuentemente, tenemos M ®, N es un médulo graduado sobre el anillo A. De

esto que hemos realizado se obtiene la siguiente proposicion:

ProposicioN A.33. Con las notaciones anteriores, M ®4 N es un modulo graduado sobre A con
la graduacion (M ®x N)a) 4z, -

De manera particular, vamos a estar interesados en el siguiente caso: consideremos a f un elemen-
to homogéneo de A de grado positivo, digamos grad(f) = e. Consideramos al médulo graduado
M ®4 N sobre A y vamos a realizar la localizacion de dicho modulo en el conjunto multiplicativo
v

nente homogénea de grado cero (M ®4 N)s de dicho médulo graduado. Por otro lado, podemos

ne Z+} para obtener al médulo graduado (M ®4 N);; luego, vamos a considerar la compo-

considerar las componentes homogéneas de grado cero My y Ny de My y Ny respectivamente y
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después podemos construir al A(y-médulo M) ®g,,, N(s). Lo que haremos a continuacion es cons-
truir una aplicacion natural A y)-lineal entre los médulos M ®4 , N(y) y (M®4N),s). Comenzaremos

definiendo la siguiente asignacion:
ws i M X Ny — (M ®a N
m n m@n

N

- s una aplicacion bien definida: sean s,t € Z, ,m € M,; y n € N,,. Puesto

Vamos a mostrar que w
que
grad(m ® n) = grad(m) + grad(n) = es + et = e(s + 1) = grad(f**)

men

s+t

tenemos que es un elemento de (M ®4 N)(f). Ahora, sean s, € Z,,m' € M.y yn' € N,y

tales q (—m _n) (—ml _n’) Las igualdades — men_n implican que existen ez
s que | —, =|—,—| Lasigu S — = — = — implican que existen u, v

7 ft , £ f ’ fs 7 g +
de modo que f“f*m = f*fm’y f'f"n= f"f'n'. De esta forma, tenemos la igualdad

S me (ff n) = fm)e (f f'n),
es decir, obtenemos que

fu+st’+t/ (m ® I’l) — fu+st+t(mr Q I’l,).
men _men

fs+t - fs’+t’

Consecuentemente se tiene que se satisface la igualdad y por lo tanto la aplicacién

E esta bien definida.

w

f
s, s’ tbu,veZ,,me M,, m" € Myg,n € Nyyac A,,yb eA,,.

A continuacion mostraremos que la aplicacion w7 es una aplicacion Ay)-bilineal. Consideremos

fa m b m n) " am + f“bm’ n
U\ + R Furstvrs i
(fv+s’am + fu+sbm/) ®n

fu+s+v+s’+t

(fv+x’am) ®n . (f””bm’) n

fu+s+v+s’+t fu+s+v+s’+t

a m®n b m®n

IS +]TV'W

_gdgz%zggz)
- fu f fs’fz f A fs"fz :

La linealidad en la segunda coordenada se muestra de manera andloga. Por lo tanto, por la propiedad

universal del producto tensorial existe una aplicacion Ay)-lineal entre M(y) ®,,, Nis)y (M ®4 N)p)
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definida en los generadores de la siguiente manera:
wp i Mip ®ap Ny = (M@ Ny
m n men
»eE 7 Fori

De esta forma tenemos el siguiente resultado:

ProrosicioN A.34. Con las notaciones anteriores, existe una aplicacion natural Ay -lineal wy
entre M(f) ®A(f) N(f) y (M ®a N)(f).

En general la aplicacion anterior no es un isomorfismo, sin embargo, vamos a mostrar si f es de
grado 1 entonces wy si lo es. Supongamos que f € A;. Necesitaremos la ayuda del siguiente lema
para mostrar este hecho.

Lema A.35. Sea P = P gez, Pa un modulo graduado sobre un anillo graduado B = $H dez, Ba:
Si h € By, entonces existe un homomorfismo de anillos entre By B, y existe una aplicacion B-lineal

entre Py Py,

DemosTRACION. En primer lugar mostraremos la existencia del homomorfismo de anillos entre By

B ). Consideramos la siguiente asignacion:

Sy, - B - B
0 "
Qb e Z;z

i=0

Es claro que ¢p,, es una aplicacion bien definida pues la descomposicion de cada elemento de B es
Unica. A continuacion probaremos que ¢p,, €s un homomorfismo de anillos: sean € Z, y sean a; y
b; elementos de B; paracadai € {0,...,n}.

S‘B(h>( an a; + Zn: b;)
i=0 i=0

n
gB(h)( Z a; + bz)
i=0

i=0 K
o
i=0 K i=0 h

= Guu( D) + 55, D b).
i=0 i=0
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gB(h)( Zn: ai - Zn: bj) = gB(h)( i Zn: aibj)
i=0 =0

=0 =0

n n ib‘
- Z—Z’;ﬁfﬁ :

J=0

{agh
[4

j=0 i=0
- Z W Ldhi
i=0 Jj=0
= gB(h)( Z ai; ) gB(h)( Z b])
1
S5, (15) = 7= = 1p,,.
B

De esta forma, concluimos que ¢, €s un homomorfismo de anillos entre B'y B,. Obsérvese que
dicho homomorfismo otorga a P una estructura de B-mddulo.

En segundo lugar procederemos con la construccion de la aplicacion B-lineal entre Py P,. Con-

sideramos la siguiente asignacion:
gP(h) . P - P(h)
n n
Xi
S - 3
i=0 i=0

De nueva cuenta es claro que ¢p,, es una aplicacion bien definida pues la descomposicion de cada
elemento de P es tnica. Ahora, probaremos que ¢p,, es una aplicacién B-lineal: sean € Z, y sean
Xi,yi € Piya;,b; € B;paracadai € {0,...,n}.

gP(/,)(iai : ixi + ibi : iyi)
=0 =0 =0 =0

Span i i a;x; + b;y;)

j=0 i=0

n

_ Z Dico @jXi +bjyi

i+j
j=0 h
—22””“
B j=0 =0 hi*d

R

J=
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J i J i
Jj=0 h i=0 Jj=0 i=0
n n
= da gP(h)( Z X,) +b gP(f)( yl)
i=0 i=0

Por lo tanto, concluimos que ¢p,,, €s una aplicacion B-lineal. .

Una vez con el lema anterior, de manera inmediata podemos construir una aplicacién A-lineal entre

M ®4 Ny M) ®a,, N definida en los generadores de la siguiente manera:
9 M®A N — M(f) ®A(_/) N(f)

me@n = gM(f) (m) ® gN(f) (n)

Con lo que acabamos de realizar ya estamos listos para mostrar que wy es un Ay-isomorfismo.
Comenzaremos mostrando que wy es una aplicacion inyectiva, para ello, serd suficiente con mostrar

que la inyectividad se satisface en los generadores. Sean s,f € Z,, m € M;y n € N, tales que

el m®n  Oyg,n
Wy (]TS ® F) = Owe,n),- De esta forma, como Fori = »
fr(m®n) = Oye,n, s decir, tal que (f'm)®n = Oyq,n. De esta forma, se sigue que I((f'm)®@n) =

se sigue que existe r € Z, tal que

Omie ay Nipys €8 decir que ® ]7[ = 0M(f)®A(f) N, Por lo tanto, concluimos que wy es inyectiva.

fr+ N

A continuacion mostraremos que wy es sobreyectiva, para ello, serd suficiente con mostrar la so-
breyectividad para los generadores de las componentes homogéneas de M ®4 N sobre una potencia

men
de (M®AN)(f).

de f.Seank,s € Z, conk > s,m € M;yn € N;_,. Consideremos al elemento I

m n . .
Observemos que — y —— son elementos de My y Ny respectivamente, ademads, tenemos que se

o (E®L)_m®”
f fs fk—s - fk )

Por lo tanto, concluimos que wy es una aplicacion sobreyectiva.

satisface la siguiente igualdad:

Todo esto que hemos realizado culmina en el siguiente resultado con el cual daremos por concluido
este apéndice.

Proposicion A.36. Con las notaciones anteriores, si f es un elemento homogéneo de grado 1,

entonces wy es un Ap-isomorfismo entre los modulos My ®a ) Niy) y (M ®4 N)(p).



Apéndice B
Moédulos, Anillos y Espacios Noetherianos

En este apéndice nos daremos a la tarea de estudiar objetos del algebra y de la topologia
que tienen el adjetivo “noetheriano”. La primera seccion de encarga de definir y de estudiar las
propiedades de los mddulos noetherianos. Luego, en la segunda seccién definiremos los anillos
noetherianos y ademds de los resultados de la seccion anterior obtendremos resultados que son
propios de anillos noetherianos. En la tercera y ultima seccion llevaremos nuestro estudio hacia la

topologia para definir a los espacios topolégicos noetherianos y revisar sus propiedades principales.

1. Modulos Noetherianos

En este seccion vamos a definir y a estudiar las propiedades de una clase especial de médulos:
los mddulos noetherianos. Antes de definir la nocién de mddulo noetheriano vamos a mostrar el

siguiente resultado general:
Lema B.1. Sea (%, <) un conjunto ordenado. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. Cada sucesion creciente de elementos de X es estable.

2. Cada subconjunto no vacio de elementos de X tiene un elemento maximal.

DEMOSTRACION.

1. = 2. Sea I' un subconjunto no vacio de elementos de X. Mostraremos que I" tiene un elemento
maximal por contradiccion. Supongamos que I no tiene elementos maximales. Como I no es vacio
existe xy € I'. Puesto que x( no es un elemento maximal existe x; € I' tal que xy < x;. Luego, como
X1 no es un elemento maximal se sigue que existe x, € I tal que x; < x;. Continuando de esta
manera, construimos la sucesion xp < x; < x, < --- de elementos de £ que no es estable lo cual
contradice la hipétesis.

2. = 1. Sea (x,),en una sucesion creciente de elementos de X. Luego, como el conjunto A =

M

maximal, asi, existe m € N tal que para cualquier y € A con x,, < y se tiene que y = x,,. Sear € N

ne N} es un subconjunto de X que no es vacio, por hipétesis dicho conjunto tiene un elemento

de modo que r > m. Puesto que la sucesion (x,),«v €S creciente se tiene que x,, < x,, luego, como

203
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x, € A, por la maximalidad de x,, se sigue que x, = x,,. Por lo tanto, concluimos que la sucesion

(x,)nen €5 estable. .

DEeriNiciON B.2. Sea M un mddulo sobre un anillo A. M es noetheriano si satisface una de las

siguientes dos condiciones:

1. Cada sucesion creciente de submoddulos de M es estable.

2. Cada subconjunto no vacio de submodulos de M tiene un elemento maximal.

El siguiente teorema nos dard una caracterizacion de los médulos noetherianos en funcién de

sus submodulos.

TeoREMA B.3. Sea M un médulo sobre un anillo A. M es noetheriano siy solo si cada submodu-

lo de M es finitamente generado.

DEmosTRACION. Supongamos que M es noetheriano. Sea N un A-submoddulo de M. Consideramos

el conjunto

I= {L <a N | L es finitamente generado} .

Observemos que I no vacio: en efecto, {0,,} es un submddulo de N y ademas es finitamente genera-
do. Luego, puesto que cada A-submddulo de N es también un A-subméddulo de M, como M es
noetheriano se sigue que I tiene un elemento maximal, asi, existe P un A-submédulo de N finita-
mente generado que es elemento maximal de I'. Vamos a mostrar que P = N. Sabemos que P C N,
asi que sdlo resta probar la otra contencion. Sea n € N. Consideremos el A-médulo P + An: como
P + An es un A-subméddulo de N y ademas es finitamente generado se sigue que P + An € I, luego,
como P <, P + An, por la maximalidad de P se sigue que P = P + An y por lo tanto n € P.

Consecuentemente, tenemos que N C P.

Reciprocamente, supongamos que cada submddulo de M es finitamente generado. Sea (M,,),c una
sucesion creciente de submddulos de M. Como (M,),cy €S una sucesion creciente se sigue que
(Upeny M, es un A-submédulo de M y por hipdtesis se tiene que es finitamente generado. De este

modo, existen r,ny,...,n, € Nyexistenm; € M,,,...,m, € M, tales que

UM,,:Am1+~--+Am,.

Sea k = max{n,,...,n,}. Como (M,),n €s una sucesion creciente se sigue que

MkQUMH:Am1+---+Amrng
neN
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y esto implica que |,y M, = My. Seat € N tal que t > k. Puesto que
Mic M, c| M, = M,
neN

se sigue que M, = M, y de esta forma tenemos que (M,),cn €s una sucesion estable. Por lo tanto,

concluimos que M es un médulo noetheriano. -

A continuacion estudiaremos la manera en que se relacionan los médulos noetherianos y las

sucesiones exactas.

¢ v ., . .
TeorREMA B.4. Sea 0 — N - M — P — 0 una sucesion exacta de modulos sobre un anillo A.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. M es noetheriano.

2. Ny P son noetherianos.

DEMOSTRACION.

1. = 2. Comenzaremos mostrando que N es noetheriano. Sea (N;);cy una sucesion creciente de
A-submoédulos de N. Como (¢(N;)),,; es una sucesion creciente de A-submédulos de M y M es
noetheriano se sigue que existe r € N de modo que si # € N con ¢ > r se tiene que ¢(N;) = ¢(N,).
Asi, paracadat € N cont > r se sigue que N, = N, pues ¢ es una aplicacion inyectiva. Por lo tanto,

concluimos que N es noetheriano.

Ahora, probaremos que P es noetheriano. Sea (P;);cn una sucesion creciente de A-submodulos de
P. Como (¢ (P})),; €8 una sucesion creciente de A-submédulos de M y M es noetheriano se sigue
que existe 7 € N de modo que si t € N con ¢ > r se tiene que ' (P,) = ¢~ '(P,). De esta forma,
para cadat € N con ¢ > r se sigue que P, = P, pues ¢ es una aplicacion sobreyectiva. Por lo tanto,

concluimos que P es noetheriano.

2. = 1. Sea (M;);ay una sucesion creciente de A-submédulos de M. Como (¢~ (M))),oq Y (W(M))) 0
son sucesiones crecientes de A-submodulos de N 'y P que son noetherianos, se sigue que existen
r,s € N de modo que ¢~ '(M;) = ¢"'(M,) y y(My) = y(M,) para cualesquier j,k € Ncon j > ry
k > s. Seat = max{r, s}. Asi, ¢ '(M;) = ¢"'(M,) y ¥(M}) = ¢(M,) para cualesquier j,k € N con
j=tyk>t.

Sea j € N tal que j > ¢, vamos a mostrar que M; = M,. Puesto que M, C M, s6lo resta probar la
otra contencion. Sea x € M;. Como y¥(x) € y(M;) = y(M,) existe y € M, tal que ¥(x) = ¢¥(y). La
igualdad anterior implica que x —y € Ker ¢ = Im ¢, de esta forma, existe z € N tal que ¢(z) = x —y.
Como x € M;jyy € M, se sigue que x —y € M;. Luego, el hecho de que ¢(z) € M; implica
que z € ¢ (M) = ¢"'(M,) y asi ¢(z) € M,. De este modo, como x = y + ¢(2) y ¢(2),y € M, se
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sigue que x € M, y consecuentemente tenemos que M; C M,. De esta forma, concluimos que M es

noetheriano. —

Como consecuencias directas al teorema anterior tenemos los siguientes corolarios.

CoroLArIO B.5. Sea A un anillo y sea N un A-submodulo de un A-modulo M. M es noetheriano

si y solo si N es noetheriano y N es noetheriano.

Cororario B.6. Sean M| y M, médulos sobre un anillo A. M, y M, son noetherianos si y solo
si M, & M, es noetheriano.
, 1 ., M, & M, .
DEemosTtrAcION. Considérese la sucesion exacta0 —» M; - M, & M, — . — 0y apliquese

1
el teorema anterior. l:!

Cororario B.7. Sean r e Ny My, ..., M, médulos sobre un anillo A. M; es noetheriano para

cadai€{1,...,r}siy solo si @::1 M; es noetheriano.

2. Anillos Noetherianos

En la seccion anterior realizamos el estudio de los médulos noetherianos, de manera particular,
como un anillo es mdédulo sobre si mismo también podemos pensar en la nocién de anillo noethe-
riano. En esta seccion nos encargaremos de estudiar algunas propiedades propias de los anillos

noetherianos. Comenzaremos definiendo dicho objeto, la definicion realmente no serd una sorpresa.

DerinicioN B.8. Un anillo A es noetheriano si lo es como A-moddulo.

El siguiente resultado nos dard un caracterizacion para un médulo noetheriano siempre y cuan-

do dicho médulo cumpla con una condicién extra.

Proposicion B.9. Sea M un modulo sobre un anillo noetheriano A. Los siguientes enunciados

son equivalentes:

1. M es finitamente generado.

2. M es noetheriano.

DemosTrACION. Es obvio que el enunciado 2 implica al enunciado 1, asi que s6lo resta mostrar la
otra implicacion. Supongamos que M es finitamente generado. De esta forma, existe » € N de modo

. ¢ . . . . .
que la sucesion A” - M — 0 es exacta. A partir de la sucesion anterior construimos la sucesion
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exacta) — Ker¢ - A” - M — 0. Luego, como A es un anillo noetheriano, por el Corolario B.7

se sigue que A" es noetheriano y por el Teorema B.4 concluimos que M es noetheriano. —

Si A es un anillo noetheriano, entonces por el Teorema B.3 tenemos que cualquier ideal de A es

finitamente generado. Ahora bien, si / es un ideal de A, entonces por el Corolario B.5 sabemos que

7 es un A-moddulo noetheriano. La pregunta natural que surge de este hecho es si 7 es noetheriano

como anillo. El siguiente resultado nos brindara una respuesta a esta interrogante.

A
Proposicion B.10. Sea A un anillo noetheriano. Para cualquier ideal I de A el anillo 7 es

noetheriano.

A
DemosTRACION. Sea I un ideal de A. Consideramos un ideal K de 7 asi, existe J € 0A tal que

J
ICJykK-= T Luego, como A es noetheriano y J es un ideal de A se sigue que J es finitamente

generado, es decir, existen r € Ny xy,...,x, € J tales que J = Ax; + --- + Ax,. Ademads, como el
producto externo por elementos de A no cambia respecto de 7 se sigue que

J A
K=%=

A
=—x+D+-+—=(x+ D).
7= 7w +D 7+ D)

. ) A ) .
Asi, K es finitamente generado. Por lo tanto, concluimos que 7 es un anillo noetheriano. —

Cororario B.11. Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos sobreyectivo. Si A es noetheriano,

entonces B es noetheriano.

Lo siguiente que haremos serd comprobar que la propiedad de ser noetheriano se preserva bajo
la localizaciodn.

TreorREMA B.12. Sea S un conjunto multiplicativo de un anillo A. Si A es noetheriano, entonces

S~1A es noetheriano.

DEMOSTRACION. Sea J un ideal de S 'A. Por la Proposicién 1.41 sabemos que existe I € 0A tal

que J = S7!I. Luego, como I es un ideal de un anillo noetheriano se sigue que existen n € N

o [ x X
y Xi,...,X, € I tales que I = Ax; + --- + Ax,. Vamos a mostrar que la familia —1, - 1—"} es
A A
- X X , ,
una familia generadora de S~'/. Es claro que <1—1, e 1—"> C ST asi que sélo resta probar la
A A
otra contencién. Seany € Iy s € §. Como y € [ se sigue que existen 4;,...,4, € A tales que

y=A1x; + - + 4,x,. De esta forma, se sigue que
y x4+ 4x A4 ox Ay X

_+‘
K Ky s 14

S.lA
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. . y X1 Xn
y esto implica que — € ( —,..., —
S 1A IA

concluimos que S ~'A es un anillo noetheriano. -

>. Asi, tenemos que J es finitamente generado y por lo tanto

Recordemos que si ¢ : A — B es un homomorfismo de anillos y J es un ideal de A, en general
¢(J) no es un ideal de B (esto si ocurre si ¢ es sobreyectivo). Sin embargo, de la manera mas natural
podemos construir un ideal en B a partir de ¢(J): la extension del ideal J es el ideal generado por
¢(J) en By es denotado por ¢(J)B. De manera andloga, podemos considerar a H un ideal de By
considerar a ¢~ (H), en este caso, siempre se cumple que ¢~ !(H) es un ideal de A: la contraccién
del ideal H es el ideal ¢~'(H) en A.

Los siguientes dos lemas nos ayudaran a mostrar una caracterizacion para anillos noetherianos

en funcion de la localizacion.

Lema B.13. Seanr € Ny fi,..., f, elementos de un anillo A tales que {fi,..., f,) = A. Para

cualesquier ny, ... ,n, € Z, se tiene que (f", ..., f") = A.
DEMOSTRACION. Sean ny,...,n, € Z,. Sin; = 0 para algiin i € {1,...,r}, entonces el resultado es
claro. Supongamos que n; > O paracada i € {1,...,r}, observemos que

\/\/IFI’“+-~+ Af

VAT -+ VAT,
VAR +- -+ Af,
VA

A.

\/Afl"' b ASY

Por lo tanto, concluimos que {(f{",..., fi") = A. [

Lema B.14. Sean A un anillo, r € Ny fi,..., f, € A tales que {fi,..., f,) = A. Para cada
J € 0A se tiene que

7= @A,
k=1

donde ¢ : A — Ay, es la aplicacion natural de A en Ay paratodok =1,...,r.
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DEmosTRACION. Mostraremos la igualdad deseada probando la doble inclusion. Comenzaremos

mostrando que J € ();_, go,:l(cpk(J)Afk): seaa € A,

acl) = ola)epJ) Ykell,...,r}
= @(a) € pp(NA;, Yhkefl,...,r}
= ac SDEI(SDk(J)Aﬁ() Vkel{l,...,r}
= ac( e (@A)
k=1
De este modo, tenemos que J C (i, ¢ (pe(D)Ay).
Reciprocamente, sea a € A tal que a € (\i_; ¢ (pu(J)Ap). Sea k € {1,...,r}. Puesto que a €

<p,;1(90k(J)A #) se sigue que ¢i(a) € gr(J)Ay,. Como los elementos de ¢r(J)A 4 son sumas finitas de

productos de elementos de Ay, y ¢i(J), siempre podemos suponer que un elemento de ¢(J)Ay, es
Ay

T

de la forma para algin g, € J y algin n; € Z,, més alin, podemos suponer que n; € N ya

k
que si n; = 0 podemos multiplicar y dividir por la misma potencia de f; y como el numerador es

. . , a a .
un elemento del ideal J, dicho producto quedard en J. De este modo, como = —nkk se sigue
A k

que existe my € Z, tal que f" f*a = f,"ax, ademds, como a; € J tenemos que f;"""a € J. Por

otro lado, por hipétesis tenemos que (fi, ..., f;) = A, de este modo, el lema anterior implica que
MM, Ty = Ay consecuentemente tenemos que 14 = Ay f{"" + -+ A /7" para ciertos
A1,...,4, € A. De esto se sigue que a = /llflm””la + -+ A" a y puesto que cada término

estd en J se sigue que a € J. Por lo tanto, tenemos que (), _, QDI:I(QDk(J)Afk) cJ. -

ProposicioN B.15. Sea A un anillo. A es de Noether siy solo si existe r € Ny existen fi,..., [, €
A tales que (f,. .., f,) = Ay Ay es un anillo de Noether para todo i € {1, ...,r}.

DEMosTRACION. Supongamos que A es un anillo noetheriano. Podemos considerar r = 1y f; = 14,
ademds, tengamos en cuenta el hecho que la localizacion de un anillo noetheriano para cualquier

conjunto multiplicativo es un anillo noetheriano.

Reciprocamente, supongamos que existen r € Ny fi,..., f, € A tales que (fi,...f,) = Ay donde
Ay es un anillo noetheriano para todo k € {1,...,r}. Para mostrar que A es un anillo de Noether
mostraremos que toda sucesion creciente de ideales de A es estable. Sea (/) una sucesion cre-

ciente de ideales de A:

LChC - Cl,Cly

Por otro lado, sea k € {1, ..., r}. Consideremos el homomorfismo natural de anillos ¢, : A — Ay,

Usando este homomorfismo de anillos podemos considerar la extension de los ideales de la sucesion
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anterior y asi, tenemos la siguiente sucesion creciente de ideales en A, :

orI)Af €+ CorI)Ag € oi(Li1)Ap S

Como Ay, es un anillo de Noether tenemos que la sucesion anterior es estable, es decir, existe
n, € N tal que si m € N con m > n; se tiene que ¢(1,,)As = ¢i(l,)Ay. Puesto que solo tenemos
un ndmero finito de indices involucrados, siempre podemos suponer que existe N € N tal que la
sucesion anterior es estable paratodo k € {1,...,r}. Ademads, sim € Ny es tal que m > N, entonces

al tomar la contraccion del ideal ¢ (1,,)A ;, obtenemos que

@i (erIAg) = ¢ (eIn)Ay)

y esta igualdad se cumple para todo k € {1,...,r}. De esta forma, como (fi,..., f,) = A, por el

lema anterior tenemos que si m > N, entonces se satisface la igualdad
L= ()¢ @Az = ()¢ (@lnAg) = Iy,
k=1 k=1

De esto se sigue que la sucesion (I,),cn es estable y por lo tanto concluimos que A es un anillo de
Noether. —

Consideremos A un anillo y a x una variable sobre A. Si A[x] es un anillo noetheriano es claro

que A es noetheriano: en efecto, consideramos el homomorfismo de anillos

l: Alx] — A
X = OA

A31 B> A

Luego, como A[x] es noetheriano aplicamos el Corolario B.11. Ahora bien, ;el reciproco de la afir-
macion anterior es verdadero? Para concluir con esta seccidn, presentamos un importante resultado

sobre anillos noetherianos que contesta la interrogante anterior: el teorema de la base de Hilbert.

TeoremA B.16 (Teorema de la base de Hilbert). Sean A un anillo y x una variable sobre A. Si

A es noetheriano, entonces el anillo Al x] es noetheriano.

DemosTrACION. Sea I un ideal de A[x]. Consideramos el siguiente conjunto

F:{OA}U{/IEA

Existe p(x) € I de modo que 4
es el coeficiente principal de p(x) | -

Vamos a mostrar que I" es un ideal de A:

e 04 es un elemento de I" por construccion.
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e Sean A, € I', vamos a mostrar que A —u € I'. Si 4 = 04 o u = 04, entonces el resultado es claro.

Supongamos que A # 04 y p # 04. De esta manera, se sigue que existen polinomios p(x), g(x) € 1

tales que
p(X) = A"+ a,_ X+ -+ aix +ag
q(x) = ux™ + b X"V + -+ bix + by
para ciertos n,m € Ny ag,ay,...,a,-1,by,b1,...,b,—; € A. Sin pérdida de generalidad asumimos

que m < n. Consideremos al polinomio x"™"g(x): dicho polinomio estd en / pues g(x) estien I y

ademds tenemos que

1

px) —x""g(x) = AX"+a, X" +--+ag— (ux" + D1 X771 o 4 Do)

= A=X" + (ap_y — by )X" + - + ay.

De este modo, como p(x) — x""g(x) es un elemento de I cuyo coeficiente principal es 4 — p,
concluimos que A —u €T

e Seana € Ay A € I'. Vamos a mostrar que ad € I'. Si a = 04 0 4 = 04, entonces el resultado es

claro. Supongamos que a # 04 y 4 # 04. De este modo, existe un polinomio p(x) € I de modo que

px) = A"+ ap X+ aix + ag

para cierto n € N y ciertos ag, a,...,a,-1 € A. Como [ es un ideal de A, se sigue que ap(x) € I y
ademads tenemos que

ap(x) = alx" + aa,_ | X""' + - - + aa; x + aay.

De este modo, como ap(x) € I y su coeficiente principal es ad se sigue que ad € I'.

Con esto, hemos comprobado que I es un ideal de A. Luego, como A es noetheriano se sigue que
I' es finitamente generado, asi, existen r € Ny 4y,...,4, € ' tales que I' = (4,...,4,)4. Sea

ie€{l,...,r}. Como 4; es un elemento de I" no nulo, existe ¢;(x) € I tal que
@i(x) = X" + a;i_lx"i_l + o+ a

para ciertos n; e Nyaj, ... ,afli_l € A.Sean = max{n,,...,n,}.

Por otro lado, sea M = (l4,x,...,x"!)4. Lo que vamos a mostrar a continuacién es que I =
(P1(%), ..., @u(X)Nap + (M N I). Claramente tenemos que {@(x),...,on(X)Nag + M N 1) C I,
asi que sélo resta probar la otra inclusion. Sea p(x) € I. Si p(x) = 04, entonces es claro que
p(x) € (@1(X), ..., @u(X))apg + (M N I). Si grad(p(x)) < n, entonces p(x) € M N1y por tanto p(x) €
(@1(x), ..., @u(X))apy + (M N I). Por dltimo, supongamos que grad(p(x)) > n. Como p(x) € I\{Oaq}
se sigue que

p(x) =bx +b_ X'+ 4+ by
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para ciertos t € Ny by, ...,b,_1,b, € A. Como b, es el coeficiente principal de un polinomio de /
se sigue que b, € I' y esto implica que existen ay,...,a, € A tales que b, = a;d; +--- + @, 4,. Sea
i €{l,...,r}. A partir del polinomio ¢;(x) consideramos el siguiente polinomio:

t—1 f—n;

;X "i(x) = @i dix + aja, x4+ aiagx

Consecuentemente obtenemos al polinomio
r r r
Z a;ixMpi(x) = (Z a;d)x + (Z aia;i_])xt_l + (Otros términos).
i=1 i=1 i=1

Asi, se sigue que

bx' + b x4+ by —

p(x) = >~ i ()
i=1

.
bx' + (Z a/,-aili_l)xt‘l + (Otros términos)]
i=1

(2.1)

.
(b1 - Z a;a,_)x'"" + (Otros términos).
i=1

De manera general, el proceso anterior nos dice que dado un polinomio ¢g(x) del ideal I podemos
restarle un elemento de (¢ (x), ..., ¢,(x))4[y de manera que la diferencia tiene un grado menor al de
q(x). Ahora bien, si el grado del polinomio 2.1 es mayor a n, como dicho polinomio es un elemento
de I podemos repetir el proceso descrito para obtener un polinomio de menor grado. Repetimos el
proceso anterior con el polinomio p(x) las veces que sea necesario hasta obtener un polinomio de
grado menor o igual n — 1, asi, se sigue que existe un polinomio f(x) € {(¢i(x),..., (X)) de

modo que
p(x) — f(x) = c,,_lx"_l + cn_zxn_2 + 40

para ciertos ¢, . . ., Cy2, Cu_1 € A. Como p(x) — f(x) € I, se sigue que ¢, X" + X" 2 +---+ ¢
es un elemento de M N I. Luego, como tenemos que

P(x) = FX) + Cp1 X+ CpaX" P+ +

se sigue que p(x) es un elemento de {@(x), ..., (X)) + (M N I)y con ello se sigue que I C
(@1(x), ... @u(X))apy + (M N I). De esta forma, como tenemos la doble inclusién concluimos que

I'={01(x),...,0,(X))ap + (M NI).

Por otro lado, como M es un mdédulo finitamente generado sobre el anillo noetheriano A, por la
Proposicion B.9 se sigue que M es noetheriano. Asi, como M NI es un A-submddulo de M se sigue

que es finitamente generado sobre A, es decir, existen s € Ny A(x),...,hy(x) € M N[ tales que
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MnNI=h(x),...,h(x))s. Luego, como A C A[x] se sigue que M N[ = (hy(x),...,hy(x))a. De

este forma, como tenemos que

I ={1(%),...0()apg + (hi(x), ..., h(X))arx

se sigue que / es finitamente generado sobre A[x]. Por lo tanto, como / fue un ideal arbitrario de

Al[x] concluimos que A[x] es un anillo noetheriano. -

CoroLarIiO B.17. Sean A un anillo, n € Ny xy,...,x, variables sobre A. Si A es noetheriano,

entonces el anillo Al x, ..., x,] es noetheriano.

Una buena referencia para los interesados en estudiar anillos noetherianos es [11].

3. Espacios Topologicos Noetherianos

La nocién de “noetheriano” no solamente existe en objetos provenientes del dlgebra, también
podemos encontrar esta nocién en la topologia. En esta seccidon vamos a definir a los espacios
topoldgicos noetherianos y estudiar algunas de sus propiedades. Comenzaremos definiendo al ob-

jeto que da el titulo de esta seccion.

Dernicion B.18. Un espacio topoldgico X es noetheriano si cada sucesion decreciente de sub-
conjuntos cerrados de X es estable.

El siguiente resultado nos presenta algunas caracterizaciones para espacios noetherianos.
Lema B.19. Sea X un espacio topologico. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. X es noetheriano.
2. Todo conjunto no vacio de cerrados de X tiene un elemento minimal.
3. Toda sucesion creciente de abiertos de X es estable.

4. Todo conjunto no vacio de abiertos de X tiene un elemento maximal.

DEemosTrACION. Por el Lema B.1 tenemos que 3 y 4 son equivalentes. La equivalencia entre los

enunciados 1 y 2 se realiza utilizando argumentos andlogos a los del lema citado.

1. = 3. Supongamos que cada sucesion decreciente de cerrados de X es estable. Sea (U,);en
una sucesion creciente de abiertos de X. A partir de (U,);en se construye la sucesion decreciente
(X\U,)ien de cerrados de X. De esta forma, por hipdtesis tenemos que existe m € N tal que para
todo r € N con r > m se tiene que X\U, = X\U,,. De este modo, tenemos que existe m € N tal que

para todo r € N con r > m se satisface que U, = U,,. Por lo tanto, la sucesion (U;)ay es estable.
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La implicacion 3. = 1. se prueba de manera andlogaa 1. = 3. —

Una pregunta que puede surgir de manera natural es si existe alguna relacion entre los ani-
llos noetherianos y los espacios noetherianos. La respuesta es que si y el préximo resultado nos

hablara de dicha relacion.

Proposicion B.20. Si A es un anillo noetheriano, entonces Spec(A) es un espacio noetheriano.

DEMOSTRACION. Sea (V(I,,)),; Una sucesién decreciente de cerrados de Spec(A):
V) 2V(L) 22 VU) 2 V(1) D -+

Dicha sucesién induce la siguiente sucesion creciente de ideales de A:

VhcLc eI, L,c--

Asi, como A es un anillo noetheriano se sigue que existe r € N tal que para cualquier t € N de
modo que r < ¢ se tiene que VI, = VI,. Consecuentemente, si ¢ € N de modo que r < t, entonces
tenemos que

V(1) = V(NI) = V(NI = V(1)
Por lo tanto, como la sucesién (V(1,)), . €s estable concluimos que Spec(A) es un espacio noethe-

riano. g

Para concluir con este apéndice, lo siguiente que haremos serd estudiar algunas propiedades de

los espacios noetherianos. En primer lugar, necesitaremos la ayuda del siguiente lema:

Lema B.21. Sea Y un subconjunto de un espacio topologico X. Si C un cerrado de Y, entonces

se tiene que C = C NY, donde C es la cerradura de C en X.

DEMOSTRACION. Sea C un cerrado de Y. Es claro que C C C N 'Y asf que sélo nos falta probar la otra
contencion. Puesto que C es un cerrado de la topologia inducida sobre Y existe un cerrado Z de X
tal que C = ZNY. El hecho que C C Z implica que C C Z y como Z es un cerrado de X se tiene que
C C Z. Por otro lado, consideremos x € CNY. Como C C Z se sigue que x € Z y consecuentemente
tenemos que x € ZN Y, esto implica que x € C y de este modo se tiene que CNY C C. Por lo tanto,
concluimos que C =C NY. Oy

ProposiciON B.22. Sea X un espacio noetheriano. Se tienen las siguientes propiedades:

1. X es casi compacto.

2. Cada subespacio de X es noetheriano.



3. ESPACIOS TOPOLOGICOS NOETHERIANOS 215
DEMOSTRACION.

1. Sea (U,);c; una cubierta abierta de X. Definimos el conjunto

r= UU,-‘JQIyJesﬁnito
icl
Como I es un conjunto no vacio de abiertos de X que es un espacio noetheriano se sigue que I
tiene un elemento maximal V = (J,cy U; donde H C [ y es finito. Ahora, sea i € I. Puesto que
VCVUU;yVUU,es unelemento de I', por la maximalidad de V se sigue que V = V U U,. De

esta forma, concluimos que V = X y con ello que X es casi compacto.

2. Sean Y un subconjunto de X y (C;);ay una sucesion decreciente de cerrados de Y. Paracadai € N
consideramos la cerradura de C; en X que denotaremos por C.. Luego, la sucesion (C;);en induce la
sucesion decreciente (a)ieN de cerrados de C'y como X es noetheriano se sigue que existe m € N
tal que para cualquier 7 € N con r > m se cumple que C, = C,,. Utilizando este hecho y el lema

anterior, para cada r € N de modo que r > m se tiene que
C,=C,NnY=C,NY=C,

Por lo tanto, concluimos que Y es noetheriano. —

ProposicioN B.23. Sea X un espacio topologico. X es noetheriano si y solo si cada subespacio

de X es casi compacto.

DEemosTrACION. La proposicion anterior nos dice que si X es noetheriano, entonces cada subespacio
es noetheriano y consecuentemente es casi compacto, asi que solo resta mostrar la otra implicacion.
Sea (U,);en una sucesion creciente de abiertos de X. Sea V = | ;o U;. Como V es un abierto de X,
por hipétesis es casi compacto, asi, como (U;),en €s una cubierta abierta de V se sigue que existe
una subcubierta finita de dicha cubierta que cubre a V. Luego, como la sucesion (U;)cy €s creciente,
lo anterior implica que existe m € N tal que V = U,,. Ahora, sea r € N tal que r > m. Puesto que
U,cU,cV=U,,sesigue que U, = U,, y con ello que la sucesion (U;);cy se estaciona. De esta

forma, concluimos que X es noetheriano. -

Proposicion B.24. Sean r € Ny X, ..., X, subconjuntos de un espacio topologico X. Si X; es
un espacio noetheriano para cada i € {1,...,r}y X = Ui_, X;, entonces X es noetheriano.
DEmosTRACION. Sea (F',),«n una sucesion decreciente de cerrados de X. Seai € {1, ..., r}. A partir de

la sucesion decreciente (F),),cn podemos construir la sucesion decreciente (F,, N X;),n de cerrados

de X;. Luego, como X; es un espacio noetheriano tenemos que existe s; € N tal que que para
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cualquier + € N de modo que s; < t se tiene que F;, N X; = F;, N X;. Sea s = max{s;,...,s}.

Claramente se tiene que F, N X; = F,N X; para cualesquier i € {1,...,r} yt € N de modo que s < t.
Ahora bien, si t € N de modo que s < #, entonces tenemos que

F, = F,nX
= F,AnXUX,U---UX,)
= (F,NnX)UF NX)U---U(F,NX,)
= (F,NX)UF,NX)U---U(FsNX,)
= F,n(X;UX,U---UX,)
= F,NnX
= F,

De esta forma, la sucesion (F,),cxy €s estable y asi concluimos que X es un espacio noetheriano. i



Apéndice C
Teoria de Gavillas

Este apéndice esta dedicado al estudio de una de las principales herramientas de la Geometria
Algebraica Moderna: la Teoria de Gavillas. Las nociones bésicas de la Teoria de Gavillas tales como
pregavilla, gavilla y grupos de gérmenes son tratadas en la primera seccidn. La segunda seccion se
encargard de revisar las propiedades principales de los morfismos de pregavillas y gavillas. En la
tercera seccion realizamos un recordatorio de algunas pregavillas y gavillas importantes y de sus
propiedades principales. Para concluir con este apéndice, las sucesiones exactas de gavillas serdn

estudiadas en la cuarta y ultima seccion.

1. Pregavillas y Gavillas

En esta seccion estudiaremos los objetos basicos y necesarios en la Teoria de Gavillas, hablamos
de las pregavillas y gavillas. Como se vera mds adelante, los grupos de gérmenes de una gavilla nos
dardn la posibilidad de tratarla desde un punto de vista local. Iniciaremos nuestro estudio definiendo

los objetos que dan nombre a esta seccion.

DEerinicion C.1. Sea X un espacio topoldgico. Una pregavilla de grupos abelianos sobre X es
un par (¥, pg) donde ¥ es una aplicacion que a cada abierto U de X le asigna un grupo abeliano
F(U), pF es una aplicacién que a cada par de abiertos U y V de X tales que V C U les asigna un
homomorfismo de grupos abelianos pr,r‘[{ : F(U) — ¥(V)y ademas, dichas aplicaciones satisfacen

los siguientes tres enunciados:

PG1. 7(0) = {0}.
PG2. Para cada abierto U de X se tiene que p# ) es la identidad en F(U).
PG3. Para cualesquier abiertos U, V'y W de X tales que W C V C U se satisface la igualdad

\% U _ U
pTW OP‘FV - pfw-

La pregavilla de grupos abelianos (F, p#) serd una gavilla de grupos abelianos si ademads, para cada

abierto U de X y para cada cubierta abierta (U;),., de U se cumplen los siguientes dos enunciados:

iel

G1. Si f € F(U) es tal que pfgi(f) = O, para todo i € I, entonces se tiene que f = O (y).

217
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G2. Para cada familia (f;);c; de secciones de ¥ donde f; € ¥ (U;) para todo i € I y de modo que

: U L .
p(fg:_nt(fi) = pf,ranUj(fj) para cualesquier i, j € I, existe f € F(U) tal que pgcgi(f) = f;
para cualquier i € 1.

Si (7, pr) es una pregavilla sobre un espacio topoldgico X, vamos a fijar las siguientes nota-
ciones y terminologias:

e Para referirnos a la pregavilla (¥, p#) simplemente diremos F es una pregavilla sobre X y
omitiremos la aplicacion pg#.

e Si U esun abiertode X y f € F(U), entonces diremos que f es una seccion de ¥ sobre U.

e Si g € F(X), entonces diremos que g es una seccion global de F .

e Si Uy V son abiertos de X tales que V C U, entonces diremos que el homomorfismo pgY)
es la restriccion de U a V.

e Si Uy V son abiertos de X tales que V € Uy h € ¥(U), siempre y cuando no exista

confusion escribiremos pgy (h) = hly.

OBservaciON C.2. Sea ¥ una pregavilla de grupos abelianos sobre un espacio topoldgico X.
Obsérvese que si U es un abierto de X se puede escoger a ¥ (U) como un anillo, un médulo, etcétera
y las restricciones a considerar respectivamente serdn homomorfismos de anillos, morfismos de
modulos, etc. En cada caso, decimos que tenemos una pregavilla de anillos, una pregavilla de

modulos, etc.

Consideremos una pregavilla F de grupos abelianos sobre un espacio topolégico X y conside-

remos un punto p de X. Vamos a definir el siguiente conjunto:
r,= {(U, s) | U es un abierto de X que contienea py s € T(U)} .

Ademas, vamos a definir una relacion ~ sobre I', de la siguiente manera: si U y V son abiertos
de X que contienena py s € F(U)yt € F(V), se tiene que (U, s) ~ (V,¢) si y s6lo si existe un
abierto W de X que contiene a p tal que W € U NV y sly = tlyw. Obsérvese que dicha relacion
es una relacion de equivalencia, en efecto, sean U, V' y Z abiertos de X que contienen a p y sean

seFU),teF(V)yreF(2):

e Reflexividad. El abierto U de X asegura de manera inmediata que (U, s) ~ (U, s).

e Simetria. Supongamos que (U, s) ~ (V, 1), asi, existe un abierto W de X que contiene a p tal
que W C UNVysly = tly. El abierto W asegura que (V, t) ~ (U, s).

e Transitividad. Supongamos que (U,s) ~ (V,t) y (V,t) ~ (Z,r). De esta forma, existen
abiertos W, y W, de X que contienen a p talesque W, CUNV, W, CVNZ, sly, =tlw, y
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flw, = rlw,. Luego, el abierto W; N W, asegura que (U, s) ~ (Z, r): en efecto, W; N W, es un

abierto de X que contiene a p, esta contenido U N Z y ademas

S|W10W2 = (S|W1)|W10W2 = (t|W1)|WmW2 = t|W10W2 = (ﬂWz)lW[ﬂWz = (r|W2)|WlﬁW2) = r|W10W2-

De esta forma, como ~ es una relacion de equivalencia podemos considerar el conjunto cociente

F, = —2.Si U es un abierto de X que contiene a p y s € F(U), vamos a denotar a su clase por
[(U, s)]. Lo que haremos a continuacién es a equipar al conjunto anterior con una estructura de

grupo abeliano. Consideramos la operacion

+: FpXF, — )
(U, 9L IV,D]) = [(UNV,slyay + tluav)]

Vamos a mostrar que dicha operacién estd bien definida: sean U, U, V y V abiertos de X que
contienen a p y sean s € F(U), § € F(U)), t € F(V)yie F(V) tales que [(U,s)] = [(U, 5]
y [(V,5)] = [(V,D)]. Probaremos la igualdad [(U, s)] + [(V,0)] = [(U, ] + [(V, D], es decir, que
(U NV, sluay + tHua)] = (T NV, 8lgav + Agai)]. Como [(U, s)] = [(U, 5)] se sigue que existe un
abierto W, de X que contiene a p tal que W; C U nU y Slw, = $lw,; asimismo, como [(V,?)] = [(V,D)]
se sigue que existe un abierto W, de X que contiene p tal que W, € VNV y t|y, = fly,. Consideramos
W3 = W, N W,: Ws es un abierto de X que contiene a p y es tal que W3 € (UN V)N (U N V).
Ademds, como W3 C W, se sigue que s|y, = §lw, y de igual manera, como W3 C W, se sigue que
tlw, = flw,. De esta forma, como sly, + flw, = Slw, + flw, tenemos que el abierto W5 asegura la
igualdad [(U NV, slyav + tyuav)] = (onv, Slony + Honm)]-

Ahora probaremos que + cumple con los requisitos de una operacién de grupo abeliano. Sean U,
V'y Z abiertos de X que contienena pyseans € F(U),t € F(V)yr e F(2).

e Asociatividad.
(U, N+ [V, +[(Z,n] = [(UNV,slyay + tuav)] + [(Z,7)]
= [((UNV)NZ, (sluavnz + Hwunvinz) + Hlonvnz)]
(U NVNZ),slunwvnz) + UHunwnz) + Hlunwnzn)]

[
= [(U, )]+ ([(VNZtvaz + rlvaz)])
[(U, )] + ([(V, D] + [(Z, )]).

o Conmutatividad.

[(U, )] + [(V,D] = [(U NV, sluav + tlun)] = [V D U tlyau + slvao)] = [V, D] + [(U, 9)].
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e Neutro. El elemento neutro de nuestro grupo es el elemento [(X, O#x))]: en efecto,

(U, )] + [(X, OT(X))] =[(UNX, slynx + OT(X)lUﬁX)] = [(U, sly)] = [(U, 5)].

e Inverso. El inverso del elemento [(U, s)] es el elemento [(U, —s)]: en efecto,
(U, )]+ [(U,-9)] = [(UNU,slunv + (=Dlun)] = [(U, s = 5)] = [(U, O] = [(X, OFx)].

De esta forma, concluimos que ¥, es un grupo abeliano. Todo lo que hemos hecho hasta el mo-

mento culmina en la siguiente definicion:

DEerniciON C.3. Con las notaciones anteriores, ¥, es el grupo de gérmenes de secciones de ¥

en p.

Si U es un abierto de X que contiene a py s € ¥ (U), denotaremos [(U, s)] = s, y diremos que s,
es un germen de ¥,. Ademads, existe un homomorfismo natural entre los grupos abelianos F(U) y

¥ », en efecto, consideremos la asignacién dada por
U.
Y, :FWU) — F,
S i Sp

Claramente yll,] es una aplicacion bien definida y ademds es un homomorfismo de grupos: en efecto,

si s,t € ¥ (U), entonces se tiene que
vy (s+10) = [(U, s+ 0] = [(U, )] + [(U, 0] =y, (s) + y5 (1)

El siguiente resultado empieza a dar muestras de que a través de los grupos de gérmenes se

puede estudiar una gavilla de manera local.

Proposicion C.4. Sean F una gavilla sobre un espacio topologico X y U un abierto de X. Si s

y t son secciones de ¥ sobre U, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. s=1t

2. s, = t, para cualquier p € U.

DemosTrAcION. Claramente el enunciado 1 implica al enunciado 2, asi que sélo resta probar la otra
implicacién. Si U es el conjunto vacio, entonces el resultado es claro. Supongamos que U # 0y
asi, consideremos un punto p € U. Como [(U, s)] = [(U, 1)] se sigue que existe un abierto W, de X
que contiene a p tal que W, C Uy slw, = tlw,, es decir, (s — Dlw, = Or,). Luego, como (W) ey

es una cubierta abierta de U y como ¥ es una gavilla se sigue que s — t = O¢ (), €s decir, s = ¢. i

Para concluir con esta seccion, vamos a definir la nocion de subpregavilla de una pregavilla.
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DermvicioN C.5. Sea F una pregavilla de grupos abelianos sobre un espacio topolégico X. Una
subpregavilla G de ¥ es una pregavilla de grupos abelianos sobre X de modo que para cada abierto
U de X se tiene que G(U) es un subgrupo de ¥ (U) y de modo que las restricciones de G son las

correspondientes restricciones de 7 .

Obsérvese que si G es una subpregavilla de una pregavilla F sobre un espacio topoldégico X, de
manera natural podemos definir un morfismo j* : G — ¥ dado de la siguiente manera: para cada
abierto U de X consideramos al homomorfismo j’;] : G(U) - F(U) como la inclusién. Ademas,
para cada p € X se sigue que el homomorfismo inducido jf, : G, — ¥, esinyectivo y de esta forma

podemos identificar a G, con un subgrupo de ¥,,.

2. Morfismos de Gavillas

Una vez construidas las pregavillas y gavillas, una pregunta que surge naturalmente es como
definir una aplicacién entre dichos objetos. En esta seccidon nos encargaremos de definir y estudiar
los morfismos entre pregavillas y gavillas. Como lo hemos venido anticipando, en esta seccion se
mostrard la importancia de los grupos de gérmenes para el estudio de las gavillas. Comenzaremos
definiendo al objeto que da nombre a esta seccion.

Derinicion C.6. Sean ¥ y G pregavillas de grupos abelianos sobre un espacio topolégico X.
Un morfismo de pregavillas ¢ : ¥ — G es una aplicacion que a cada abierto U de X le asigna un
homomorfismo de grupos ¢y : F(U) — G(U) de modo que si U y V son abiertos de X tales que

V C U, entonces se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

Yu

F(U) Gg)
prY pgY
F(V) g\v)

Yv

Consideremos un morfismo de pregavillas ¢ : £ — G sobre un espacio topoldégico X. Para
cada punto p de X es posible definir de una manera natural un homomorfismo entre los grupos ¥,

y G,. Consideremos p un elemento de X. Definimos la siguiente asignacion:

et Fp P Gp
[(U,s)] = [(U,eu(s))]
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Vamos a verificar que dicha asignacion esté bien definida: sean U y V abiertos de X que contienen
apyseans € F(U)yt € F(V) tales que [(U,s)] = [(V,1)]. Mostraremos que ¢,([(U, s)]) =
e, ([(V,1)]), es decir, que [(U, pu(s))] = [(U, py(1))]. Por hipétesis existe un abierto W de X que
contiene a p tal que W C UNV'y pri.(s) = pry,(£). Como ¢ es un morfismo, para cualquier abierto

Z de X tal que W C Z se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

Yz

F(2) G(2)
PFYy et
F (W) Gw)

Yw

Ahora bien, como U es un abierto de X que contiene a W se sigue que pgg, 0 Yy = w O Py
asimismo, como V es un abierto de X que contiene a W se sigue que pgy, © v = @w © pry,. De esta

forma tenemos que

P&l 0 pu(s) = gw 0 prY(s) = @w o pry(t) = pgl, o Py (?).

Asi, el abierto W asegura la igualdad [(U, ¢y(s))] = [(V,¢v(?))] y con esto concluimos que ¢, €s
una aplicacion bien definida. A continuacion verificaremos que ¢, es un homomorfismo de grupos.
Sea U un abierto de X que contiene a p y sean s, € ¥ (U). Sin pérdida de generalidad podemos

suponer que las secciones se encuentran sobre el mismo abierto.

@p([(U, )] + [(U,n])

ep([(U, s + D)])
[(U, pu(s +1)]
[(U, ou ()] + [(U, pu(0)]
ep([(U, 9)]) + @p([(U, D).

Por lo tanto, concluimos que ¢, es un homomorfismo de grupos. Luego, observemos que por la
construccion que hemos realizado, si U es un abierto de X que contiene a p, entonces el siguiente
diagrama es conmutativo:

Yu

F(U) G
Wff mé’
Fp Gy

ep
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La siguiente definicion nos presenta las nociones de composicion de morfismo, isomorfismo,

morfismo inyectivo y sobreyectivo.

Dermicion C.7. Sean X un espacio topolégicoy ¢ : F — Gy ¢ : G — H morfismos de

pregavillas.

1. El morfismo composicion y o ¢ de ¢ y ¥ es el morfismo entre  y H dado de la siguiente
manera: para cada abierto U de X asignamos (¥ o @)y = Yy o ¢y.

2. ¢ es un isomorfismo si existe un morfismo de pregavillas £ : G — F tal que p o &€ = idg
y € o ¢ = id#, en tal caso, decimos que ¥ y G son isomorfas y denotamos este hecho por
F = G. Aqui, si & es una pregavilla sobre X, el morfismo idg : & — & estd dado por
idgw) : &(U) — E(U) para cada abierto U de X.

3. Asumiendo que ¥ y G son gavillas, ¢ es inyectivo (respectivamente, sobreyectivo) si para
todo p € X se cumple que el homomorfismo inducido ¢, es inyectivo (respectivamente,
sobreyectivo).

Consideremos morfismos de pregavillas ¢ : ¥ — Gy ¥ : G — H sobre un espacio topolégico
X y tomemos un punto p de X. Sabemos que podemos construir los homomorfismos de grupos ¢,
y ¥, luego, podemos realizar la composicién para obtener el homomorfismo ¢, 0 ¢, : F, = H,.
Ahora bien, podemos considerar al morfismo o ¢ : F — H y después considerar el homomorfis-
mo (Y o ), : ¥, = H,. Como uno podria imaginarse, tenemos que los homomorfismos ¥, o ¢, y
(Y o), son iguales: en efecto, como ambos homomorfismos tienen el mismo dominio y codominio
sOlo resta probar que sus reglas de asignacion son iguales. Sea U un abierto de X que contiene a p
yseas e F(U).

¥y 0 @p(L(U, 9)]) = ¥, ([(U, eu(s)]) = [(U,¢u 0 pu(s)] = [(U, @ ° @)u(s)] = W 0 @), ([(U, 9)]).

El siguiente resultado nos dard a conocer caracterizaciones para isomorfismos de gavillas. Di-
cho resultado confirma la importancia de los grupos de gérmenes para el estudio de las propiedades

de una gavilla.

TreorEMA C.8. Sea ¢ : F — G un morfismo de pregavillas sobre un espacio topologico X. Los

siguientes enunciados son equivalentes:

1. ¢ es un isomorfismo.
2. oy : F(U) —» G(U) es un isomorfismo para cada abierto U de X.

Si ademds F y G son gavillas, los enunciados anteriores también son equivalentes al siguiente

enunciado:
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3. ¢, : F, = G, es un isomorfismo para cada p € X.

DemosTRACION. Los enunciados 1 y 2 claramente son equivalentes siguiendo la definicion de com-
posicion de morfismos. Asumimos que ¥ y G son gavillas. Vamos a mostrar la equivalencia del

enunciado 2 con el enunciado 3.

2. = 3. Sea p € X. En primer lugar, mostraremos que ¢, es inyectiva. Sean U un abierto de X que
contiene a py s € F(U) de modo que [(U, s)] € Ker¢,. Asi, puesto que [(U, py(s))] = [(X, Ogx))]
se sigue que existe un abierto W de X que contiene a p tal que W C U'y pgl,00u(s) = Ogw,. Por otro
lado, como ¢ es un morfismo tenemos que gy o prY, = pgh o @y lo cual implica que @y o pri(s) =
pglv{, o ¢y(s) = Ogaw). Luego, como ¢y es un isomorfismo se sigue que pr}‘%(S) = Ogw). De esta
forma, tenemos que [(U, s)] = [(W, p(,r{,{,(s))] = [(W,0Fw))] = [(X,0#x))] y consecuentemente

tenemos que ¢,, es inyectivo.

En segundo lugar, mostraremos que ¢, es sobreyectivo. Sean U un abierto de X que contiene a p 'y
t € G(U). Como ¢y es un isomorfismo se sigue que existe s € ¥ (U) de modo que ¢y (s) = t. Luego,

claramente se tiene que ¢,([(U, 5)]) = [(U, 1)]. Por lo tanto, concluimos que ¢, es sobreyectivo.

3. = 2. Sea U un abierto no vacio de X. En primer lugar, mostraremos que ¢y es inyectivo.
Sea s € F(U) de modo que s € Keryy. Sea p € U. Puesto que ¢y(s) = Og) se sigue que
(eu(s)), = [(U.gu(5)] = 0g,. luego, como Og, = [(U.gu(s)] = ¢,(s,) ¥ ¢, es en particular
inyectiva se sigue que s, = Or,. De esta forma, como s, = O, para cualquier p € U, por la

Proposicién C.4 tenemos que s = Og. Por lo tanto, ¢ es inyectivo.

En segundo lugar, mostraremos que ¢ es sobreyectivo. Sea t € G(U), mostraremos que 7 tiene una
preimagen bajo ¢y. Sea p € U. Como ¢, es en particular sobreyectivo existe un abierto U, de X
que contiene a p y que sin pérdida de generalidad estd contenido en U y existe s(p) € ¥ (U,) de
modo que ¢,([(U,,, s(p))]) = £,.. De este modo, como [(U,, ¢u, (s(p)))] = [(U, 1)] se sigue que existe
un abierto W, de X que contiene a p de modo que W, C U ,, y pg%” o @y, (s(p)) = pg“{,p(t). Luego,
como ¢ es un morfismo tenemos que gy, pch Y(s(p)) = ng opy,(s(p)) = pg%p(t). Obsérvese que
(W,)peu €s una cubierta abierta de U, ademas, (pch”(s(p)))peu es una familia de secciones de
de modo que pch 7 (s(p)) € F(W,) para cada p € U. Probaremos que dicha familia de secciones se

extlende a una seccion de T sobre U. Sean p y g elementos de U. Vamos a mostrar que la igualdad

pch W, (p(,r (s(p))) pTW W, (p(,r (s(q))) es verdadera. Observemos que

w07 o, O (SPD)) = Pww, (0, oy, (5(P))
pQg/meq(t)

ow,ow, (07 v o, (5(@)))
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= ‘PW,,qu(PTanWq(P‘F (S(Q))))

asi, como consecuencia de que gy, nw, €s inyectivo obtenemos la igualdad p¢W W, (pch (s(p) =
pch aw, (png (s(q))) De esta forma, como ¥ es una gavilla se sigue que existe s € ¥ (U) tal que
prpr(s) = pr,rW "(s(p)) para cada p € U. Por ultimo, vamos a mostrar que ¢y (s) = . Como ¢ es
un morfismo tenemos que pgwp o py(s) = ¢w, © pr,rwp(s) = ngp(t) para cada p € U, es decir,
pgg/’) (pu(s) — 1) = Ogaw,)- Luego, usando el hecho de que U = (J ey W, y de que G es una gavilla se
sigue que ¢y (s) —t = Ogy y consecuentemente tenemos que ¢y(s) = t. De este modo, concluimos
que @y es sobreyectivo. i

De la demostracion del teorema anterior se pueden obtener las pruebas del siguiente resultado
que muestra algunas propiedades de morfismos.

Proposicion C.9. Sea ¢ : ¥ — G un morfismo de gavillas sobre un espacio topologico X.

1. @ es inyectivo si y solo si @y es inyectivo para cada abierto U de X.
2. Si ¢y es sobreyectivo para cada abierto U de X, entonces ¢ es sobreyectivo.

3. ¢ es un isomorfismo si y solo si ¢ es inyectivo y sobreyectivo.

El siguiente resultado nos mostrard una manera de construir morfismos de gavillas.

Proposicion C.10. Sean F y G gavillas de grupos abelianos sobre un espacio topologico X y
sea B una base para la topologia de X. Si para cada B € B se tiene que g : F(B) — G(B) es un
homomorfismo de grupos de modo que para cualesquier By, B, € B con B, C B, se tiene que el

siguiente diagrama

¥ (B1) G(By)
Wg; ng
¥ (B>) G(B»)

es un diagrama conmutativo, entonces existe un vnico morfismo ¥ : ¥ — G tal que para todo

B € B se tiene que Y = @p.

DEmoSTRACION. Sea U un abierto no vacio de X. Como 8B es una base para la topologia de X se
sigue que existe un conjunto Iy de modo que U = |Ji;, B; donde B; € B para cada i € Iy. Sean
s € F(U)ei € Iy. Puesto que Prp U(s) es un elemento de F(B;) se sigue que g, (pch (s)) es un

elemento de G(B;). De este modo, tenemos (g, (0F B,-(S))) es una familia de secciones de G tal

i€ly



226 C. TEORIA DE GAVILLAS

que @p, (p;rg (8)) € G(B;) paracadai € I;. Mostraremos que dicha familia se extiende a una seccion
de G sobre U. Sean i, j € I;. Vamos a mostrar que pr nB; (s, (pr (s) = pr nB; (¢5, (p(,rg (5))). Si
B;N B; = 0 nada a probar. Supongamos que B; N B; # 0, asi, podemos considerar p € B; N\ B; y por
consiguiente existe By, € B8 de modo que p € By, y By, € B; N B;. Utilizando la hipétesis sobre los
homomorfismos de los abiertos de la base se sigue que

BﬂB B; U _ B; U
pr]\ Oprl-ﬂBj o (pBi OpTBi(S) - prkp o ‘;DB,- OpTBi(S)

= ¥B, © Pfgip °© PTzL;/i(S)
= SDka o p'}_gkp (S)

Bj

U
= ¢B, °PTp, ° prp,(s)

B,
= Psg, © ¢, © Prg,(5)

BinB; B; U
= PQBk ' © PG, © PB; © P7p,(S)s

de este modo, la igualdad anterior implica que

B:NB;

Pés, (0650, (5,07 5,(9))) — P65, 8, (#8,(075,())) = Oga,,)-

Luego, como B; N B; = U ,epns ka y G es una gavilla, la ecuacion anterior nos brinda la igualdad
deseada. Ademds, como U = | J,,, B y G es una gavilla tenemos que existe una seccion de G sobre
U que denotaremos por ¢y (s) de modo que pgp (wU(s)) = @p, (pr,r (s)) para cada i € Iy. De esta

forma, vamos a definir la asignacion ¢y de la siguiente manera:
Yo FWU) - GWU)
s Yuls)

donde para cada s € F(U) se tiene que ¥ (s) es la seccion descrita arriba. Vamos a mostrar que
dicha asignacion estd bien definida. Sean s, € #(U) de modo que s = ¢, es decir de modo que

s —t = Oz ). Observemos que para cada i € [ se tiene que

ng(l//U(S) Yu(t) = o7y (5)) — e5,(P7 5 (1) = e5(P7 5 (s — 1)) = Ogz)-

Asi, como U = Ji, Bi y G es una gavilla se sigue que yy(s) — yy(t) = Ogu), es decir que
Yy(s) = Yy(t). De este modo, tenemos que i esta bien definida.

Ahora, probaremos que ¢y es un homomorfismo de grupos. Sean s,¢ € F(U). Paracadai € Iy se

tiene que

pey Wuls +1) = yy(s) — yy())

05,07 5,(5 + 1)) = 95,07 5,(5)) = 5,07 (1))
= goB‘.(pr,rgi(s +t—5—1)

= Ogsy)-
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De este modo, puesto que U = (¢, Bi y G es una gavilla se sigue que yy(s +1) —y(s) —y(t) =
Ogy y esto implica que Yy (s + 1) = Yy(s) + Yy(). Con esto hemos comprobado que ¢ es un
homomorfismo de grupos.

A continuacion probaremos que la familia () {U es abierto de X} €S UN morfismo el cual denotaremos

por . Sean U y V abiertos de X tales que V C U. Vamos a probar que el siguiente diagrama es

conmutativo:
F(U) ——— G
oy pey
F(V) Gg\v)

%

es decir, vamos a mostrar que pgl o Yy = Yy o pry. Sea s € F(U). Observemos que para cada

i € Iy se satisfacen las siguientes igualdades:

pgn(Pgy © Yu(s) =y 0 pry(s)) PGy, © Pgy © Yu(s) = pgy 0 Yy © pry(s)
QDB,-(pTgi(S)) - SDB,-(PTgi °P¢3(S))

= Ogs)-

Usando el hecho de que V = |Ji;, B: y G es una gavilla se sigue que pgl o ¢ry(s) — ¢y 0 pri(s) =

Og(v), es decir que pgg oYy(s) =iyyo pﬁlf (). De esta manera, se concluye que ¢ es un morfismo.

Por dltimo, vamos a comprobar que para cada B € B se tiene que g = ¢p. Sea B € B. Puesto que
las aplicaciones en cuestion tienen el mismo dominio y codominio, s6lo resta probar que tienen la

misma regla de asignacion. Sea s € ¥ (B). Por construccién de la aplicacion 3 se tiene que

Us(5) = PopWs()) = @p(pr5(5) = @a(s).

De esta forma, concluimos que ¥p = @p. —

Cororario C.11. Con las condiciones de la proposicion anterior, si ¢g es un isomorfismo para
cada B € B, entonces F = G.

DEemosTRACION. Por la proposicion anterior sabemos que existe el morfismo de gavillas ¢ : ¥ — G.
Para probar que ¢ es un isomorfismo probaremos que para todo p € X el morfismo inducido a los

grupos de gérmenes i, : ¥, — G, es un isomorfismo. Sea p € X.

En primer lugar probaremos la inyectividad de ¢ ,: sean U un abierto de X que contiene a p 'y
s € F(U) tales que [(U, s)] € Kery,. Como B es una base para la topologia de X existe B, € 8 tal
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que p € By B; € U. Puesto que [(By, ¥ (075 ()] = [(X, Ogx))] se sigue que existe un abierto
W de X que contiene a p, estd contenido en By y es tal que pgﬁ,‘ (lﬁBl(pfgl(S))) = Ogw). Usando
nuevamente el hecho de que B es una base para la topologia de X tenemos que existe B, € B tal que
p € Byy B, € W. Luego, la igualdad pgy;! (5, (074 (5))) = Ogay) implica que pg (¥, (o7, (5))) =
Og(s,) y usando el hecho de que ¢ es un morfismo tenemos que 5, (p'y—'g; o pry (5)) = Ogeay. Asi,

como ¥, es inyectivo se sigue que pr,rgz(s) = O (p,) y consecuentemente tenemos que

(U, )] = [(Ba, pry,(s)] = [(Ba, O7(5,))] = O,
Por lo tanto, concluimos que ¥, es inyectivo.

En segundo lugar, probaremos que ¢, es sobreyectivo: sean U un abierto de X que contiene a p 'y
t € G(U). Consideremos al elemento [(U, 1)] de G,. Como 8B es una base para la topologia de X se
sigue que existe B € Btalque p € By B C U. Luego, como i3 es sobreyectivo se sigue que existe
s € F(B) tal que y5(s) = pgh (7). Luego, como tenemos que

U, ([(B, $)]) = [(B,¥5(s))] = [(B, pg )] = [(U, 1],
concluimos que ¢, es sobreyectivo.

De esta forma, como ¢, es un isomorfismo para cada p € X concluimos que ¢ es un isomorfismo

de gavillas.

3. Algunas Pregavillas y Gavillas Importantes

En esta seccion definiremos y estudiaremos propiedades de algunas gavillas importantes. Las
gavillas aqui estudiadas son: la gavilla restringida, la gavilla imagen directa, la gavilla asociada, el

kernel de un morfismo, la imagen de un morfismo y la gavilla cociente.

3.1. La Gavilla Restringida. Supongamos que tenemos una gavilla sobre un espacio topolo-
gico, luego, consideramos un abierto de dicho espacio y lo dotamos con la topologia inducida.
Sabiendo que tenemos una gavilla sobre el espacio original, ;jexiste una manera natural de asociarle
a dicho subespacio una gavilla? La respuesta es si y en esta seccidon veremos cOmo es posible

realizar esto.

Sean ¥ una pregavilla de grupos abelianos sobre un espacio topolégico X y U un abierto no
vacio de X. Podemos dotar a U con la topologia inducida por X y de este modo tenemos que U
es un espacio topoldgico. Ahora, vamos a definir la pregavilla ¥ |, de la siguiente forma: para
cada abierto V de U asignamos ¥ |y(V) = F(V) y para abiertos V' 'y Z de U de modo que Z C V

asignamos ps,» = psy. Puesto que U es un abierto de X y # es una pregavilla, por la construccién
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se sigue de manera inmediata que |y es una pregavilla sobre U. Mds ain, si ¥ es una gavilla,

entonces también es inmediato que 7|y es una gavilla. Dicha gavilla tiene un nombre concreto:

DEernicion C.12. Con las notaciones anteriores, 7 | es la restriccion de la gavilla F al abierto
U.

Ahora, vamos a determinar a los grupos de gérmenes de esta gavilla. Sea p un punto de U. Consi-

deramos la siguiente asignacion:

e Flo)p =  Fp
[(V.o)] = [(V,9)]

De manera inmediata tenemos que ¢, es un homomorfismo de grupos abelianos. Mds atn, es un

1somorfismo:

e ¢, es inyectivo: consideremos un abierto V de U que contiene a py a s € F[y(V) tales
que [(V, s)] € Kerg,. Puesto que [(V, s)] = [(X, 0#(x))] se sigue que existe Z un abierto de
X que contiene a p de modo que Z C V' y prr(s) = Ogz). Luego, como Z es un abierto
de U que contiene a p y que estd contenido en V se sigue que [(V, 5)] = [(Z, ps, 5 ()] =
[(Z N U, O01,z00)] = [(U, Of,))]. Asi, concluimos que ¢, es inyectivo.

e ¢, es sobreyectivo: sea V un abierto de X que contiene a p y sea s € F (V). Puesto que VNU
es un abierto de U que contiene a p podemos considerar al elemento [(V N U, pg,,,(5)]
de (Fy),. Luego, claramente se tiene que ¢,([(V N U,pgcw“ﬁnU(s))] = [(V,s)] y con esto

concluimos que ¢, es sobreyectivo.
Podemos resumir esto que hemos realizado en el siguiente resultado:
ProposicioN C.13. Con las notaciones anteriores, para cada p € U se tiene que (¥1,) es iso-

morfo a F,.

El siguiente resultado nos presenta una manera de saber si un morfismo de gavillas es sobreyec-

tivo utilizando la restriccion de gavillas.

Lema C.14. Sea ¢ : ¥ — G un morfismo de gavillas sobre un espacio topologico X. ¢ es
sobreyectivo si 'y solo si para cualquier abierto U de X se tiene que el morfismo ¢|y : Fly — Glu

es sobreyectivo.

DEMosTRACION. Supongamos que para cualquier abierto U de X se tiene que ¢|y : Fly — Glu es

un morfismo sobreyectivo. Particularmente, considerando al abierto X tenemos que el morfismo



230 C. TEORIA DE GAVILLAS

¢lx : Flx — Glx es sobreyectivo y puesto que ¢lx = ¢, Flx = F y Glx = G concluimos que
¢ : F — G es sobreyectivo.

Reciprocamente, supongamos que el morfismo ¢ : ¥ — G es sobreyectivo. Sea U un abierto de X.
Si U = 0, entonces ¢|y es el morfismo entre las gavillas nulas y claramente es sobreyectivo. De esta
forma, podemos suponer que U es un abierto no vacio y asi consideramos p € X. Observemos que

tenemos el siguiente diagrama conmutativo

(elv)p

Flo)p

(glU)p

R
13

Fo Gp

Pp

De este diagrama, se sigue que (¢|y), es la composicion de tres homomorfismos que son sobreyec-
tivos lo cual implica que (¢|y), es sobreyectivo. Como p fue un punto arbitrario en U concluimos

que ¢|y es sobreyectivo. —

3.2. La Gavilla Imagen Directa. En esta seccién veremos como es posible transportar una
gavilla de un espacio topoldgico a otro a través de una aplicacion continua y estudiaremos algunas

de sus propiedades.

Consideremos una aplicacién continua f : X — Y entre espacios topolégicos y tomemos una
pregavilla # sobre X. A través de f'y ¥ vamos a definir la pregavilla f.(¥) sobre Y de la siguiente
manera: para cada abierto V de Y asignamos £,(F)(V) = F(f'(V)) y para cualesquier abiertos
Zy W de Y de modo que W C Z asignamos py, -5, = pﬂiii%. Bajo estas condiciones, vamos a

mostrar que f.(7) es una pregavilla sobre Y:

PG1. Por construccion se tiene que f.(F)(0) = F (¢ 1(0)) = F(0) = {0}.
PG2. Para cada abierto V de Y tenemos que py, ), = prfzjg; = idg g1y = g 7).

PG3. Para cualesquier abiertos V, Zy W de Y de modo que W C Z C V tenemos que

z V_  ¢'@ o'y _ T 4
pf*(T)W opf*(?—)z - pT(p_l(W) o p‘}-cp‘l(Z) - pT‘p—l(W) - pf*(?’—)W

Asi, hemos comprobado que f.(¥) es una pregavilla sobre Y. Mds atin, si ¥ es una gavilla, entonces

también lo es f.(7): en efecto, sean V un abierto de Y y (V,),; una cubierta abierta de V.

G1. Sea s € f.(F)(V) tal que pf*(gc)&_(s) = O, para todo i € I. De esta forma, para cada

. . —ly .
i € I se tiene que p"fr;*liv,-))(s) = py (r,r)&(s) = 0rm vy = Opr1(v)- Ademas, como (V;)e;
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es una cubierta abierta de V se sigue que (f ‘I(V,-))l.e ; €s una cubierta abierta de f (V). De
esta forma, como ¥ es una gavilla se tiene que s = Oz(/-1(yy), €s decir, s = 0y, 7).
G2. Sea (s;)ic; una familia de secciones de f.(F) de modo que s; € f.(F)(V;) para cadai €

I y tal que pf*mgjmvj(si) = pf*(ﬂ“;fmvj(sj) para cualesquier i, j € I. De este modo, para
(%) _ D)

Aoy = PE wnwy
como (f~'(V})),,, es una cubierta abierta de f~'(V) y como ¥ es una gavilla se sigue que

existe s € F(f71(V)) tal que ps ];::E“;))

s € f.(F)(V) de modo que pf*(q—‘)“ii(S) = s; para cualquier i € I.

cualesquier i, j € I se sigue que pH; (s;). De esta forma,

(s) = s; para todo i € I. Asi, concluimos que existe

De este forma, hemos comprobado que f.(¥) es una gavilla sobre Y. Esta construccién nos brinda

la siguiente definicion:

DEermnvicion C.15. Con las notaciones anteriores, f.(7) es la gavilla imagen directa de ¥ bajo

f.

El siguiente resultado nos dard una respuesta satisfactoria para nuestros fines acerca de los

grupos de gérmenes de la gavilla imagen directa.

ProposicioN C.16. Sean f : X — Y una aplicacion continua entre espacios topologicos y F
una gavilla de grupos abelianos sobre X. Si [ es un homeomorfismo entre X y un cerrado de Y,

entonces para cada q € Y se tiene que

{0} sig e Y\f(X)

= { Fp siq=f(p)para algin p € X

DEMOSTRACION. Sea g € Y. Vamos a distinguir entre dos casos:

e Caso I: ¢ ¢ f(X). Sean U un abierto de Y que contiene a gy s € f.(F)U) = F(f1(U)).
Consideremos al elemento [(U, s)] de f.(F),. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que U C
Y\f(X) (pues Y\ f(X) es un abierto). Puesto que U C Y\ f(X) se sigue que f~'(U) C f1(Y\f(X))
y ademds tenemos que f~'(Y\f(X)) = 0: en efecto, si f~!(Y\f(X)) # 0, entonces considerando
r € fY(Y\f(X)) tendriamos que f(r) € (Y\f(X)) N f£(X) lo cual es absurdo. De esto se sigue
que f~'(U) = 0 y consecuentemente s = Of.w)- Asi, tenemos que [(U, s)] = [(U,0f5w))] =
[(Y,0f,x)] y por lo tanto concluimos que f.(F), = {0}.

e Caso II: ¢ € f(X). Como g € f(X) existe p € X tal que f(p) = ¢. Para mostrar que f.(¥), es
isomorfo a ¥, vamos a considerar la siguiente aplicacion:

g f(F), — 7,
(U, )] — (W),



232 C. TEORIA DE GAVILLAS

En primer lugar, vamos a mostrar que ¢ es una aplicacion bien definida. Sean U un abierto de Y
que contiene a gy s € f.(F)(U). Consideramos al elemento [(U, s)] de f.(F),. Como f(p) € U
se sigue que p € f~'(U), ademas, tenemos que s € f.(F)U) = F(f1(U)). De esto se sigue que
[(f~'(U), 5)] € F,. Ahora, sean U; y U, abiertos de Y que contienen a f(p) y sean s; € f.(F)(U;)y
57 € f.(F)(Uy) tales que [(Uy, s1)] = [(Us, s2)]. Vamos a mostrar que y([(Uy, s1)]) = ¢([(Ua, s2)1),
es decir que [(f~1(U)), s1)] = [(f1(U>), 5»)]. Por hipétesis tenemos que [(U}, s1)] = [(Us, 5,)], esto
implica que existe un abierto W de Y que contiene a f(p) talque W C U, N U,y pﬁ(ﬁ%'(sl) =
P gvz(sz). Observemos que f~'(W) es un abierto de X que contiene p, se encuentra contenido en
Y U) N f71(U,) y ademas satisface que

i) _ U _ U _
Pff_l(wl) (s1) = prey (51 = prey (s2) = Psff_l(wz) (52).

De esta forma, el abierto f~!(W) asegura la igualdad [(f~'(U,), s1)] = [(f~'(U>), s2)] y por lo tanto
concluimos que ¥ es una aplicacion bien definida.

En segundo lugar, vamos a probar que ¢ es un homomorfismo de grupos abelianos. Sean U, y U,
abiertos de Y que contienen a f(p) y sean s; € f.(F)U,)y s, € f.(F)U>).

Y([(U1, sD] + [(U2, 52)])

WU 0 Vs prmr o) o, (51 + 0. 0 o, (52)])

[(F U U)ol 50+ prln 0 (5]
[ (U, sD] + [ (U2), 52)]
W([(Uy. s + ¥([(Un, 52)])-

Por lo tanto, tenemos que ¥ es un homomorfismo de grupos.

En tercer lugar, vamos a probar que ¥ es inyectivo. Sean U un abierto de Y que contiene a f(p)
y s € fu(F)U) tales que [(U,s)] € Kery. Vamos a mostrar que [(U, s)] = O ), €s decir,
mostraremos que existe un abierto W de Y que contiene a f(p) tal que W C U y py.rm(s) =
0. )w). Como [( ), 91 = (X, O#(x))] existe un abierto V de X que contiene a p tal que V C
iy pgr{,_l(U)(s) = Og(v). Por la hipétesis sobre f se sigue que f(V) es un abierto de f(X),
consecuentemente se tiene la existencia de un abierto Z de Y tal que f(V) = Z N f(X). Observemos
que el hecho de que g € f(V) implica que g € Z y ademds observemos que

fzny
FHZNLfX) U@\ fX)])
FHIZ N OOV [Z 0 (N\FX))])
fHEZn fGO)u fHEZ X\ (X))

@
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FZn X))
a0il%)
=V,

Asi, como tenemos que V = f~1(Z) se sigue que f~'(Z) € f~'(U). De esta forma, vamos a consid-
erar W = U N Z: observemos que U N Z es un abierto de Y que contiene a g, estd contenido en U y

ademads satisface que

U _ (%
Pr Pz = pr—'(UmZ)(S)

@ ()
- pr"(UﬂZ) op?f—l(z) (S)

@
- p'ff—l(UmZ)(OT(f_l(Z)))
= Or1wnz)

= Orowno-
Con esto, concluimos que ¢ es una aplicacién inyectiva.

Por ultimo, vamos a probar que ¢ es una aplicacion sobreyectiva. Sean U un abierto de X que
contiene a py s € F(U). Queremos mostrar que existen un abierto V de Y que contiene a g y
t € f(F)(V) tales que Y([(V,1)]) = [(U, s)], es decir, que [(f~1(V),1)] = [(U, s)]. Por la hipétesis
sobre f se sigue que f(U) es un abierto de f(X), asi, existe Z un abierto de Y tal que f(U) =
Z N f(X). Por la observaciones hechas cuando mostramos la inyectividad de i se tiene que g € Z'y
que f1(Z) = U. Ademas, como F(U) = F(f1(2)) = f.(F)(Z) se tiene que s € f.(F)(Z). Luego,
afirmamos que el elemento buscado es [(Z, s)]: en efecto, claramente [(Z, s)] es un elemento de

f(F), vy satisface que
Y((Z.9)) = [(f (2. 9)] = [V, 5).

Asi, tenemos que ¥ es una aplicacion sobreyectiva. De esta manera, como i es una aplicacion

inyectiva y sobreyectiva se tiene que f.(¥), es isomorfo a 7.
Por lo tanto, para todo g € Y concluimos que

{0} sig e Y\f(X)

J(F)g = { F» q = f(p)paraalginp € X

(1

3.3. La Gavilla Asociada. Sabemos que toda gavilla es una pregavilla, ;seréa cierto el recipro-

co de este enunciado? En general la respuesta es no y una muestra de ello es el siguiente ejemplo.
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EsemprLo C.17. Sean X un espacio topologico Hausdorff con al menos dos puntos y A un grupo
abeliano de cardinalidad diferente de uno. Consideramos la pregavilla constante Ay, sobre X defini-

da de la siguiente manera: para cada abierto U de X asignamos

B A SsiU#0
AX(U)_{{O} siU =0

Ademads, para cualesquier abiertos U y V de X de modo que V C U asignamos

U idy siV#0
Py = .
04 siV=0
Vamos a mostrar que esta pregavilla no es una gavilla. Sean x y y puntos distintos de X. Como X
es de Hausdorff existen abiertos Uy V talesque x € U,y € Vy U NV = (). Sean a y b elementos
diferentes de A de modo que a € Ay (U) y b € A (V). Luego, se sigue que pA;(ng(a) =04 =
v

pa;, Um/(b). Si Ay fuese una gavilla, entonces existiria ¢ € A, (U U V) tal que pA)—(ZUV(c) =ay
pasy(c) = b, de esta forma tendriamos que a = pa ;" (c) = ¢ = paz}"V(c) = by con ello que

a = b lo cual contradice nuestra hipétesis. Por lo tanto, Ay es una pregavilla pero no una gavilla.

Como pudo apreciarse en el ejemplo anterior, en general una pregavilla no es una gavilla. Sin
embargo, a cada pregavilla es posible asociarle una gavilla de manera tnica salvo isomorfismo. En
este apartado veremos como es posible construir dicha gavilla y ademds, mostraremos que dicha

gavilla satisface una propiedad universal.

Consideremos a ¥ una pregavilla de grupos abelianos sobre un espacio topologico X. A partir
de ¥ vamos a construir la gavilla " sobre X de la siguiente manera: ¥ "(0) = {0} y para cada
abierto U no vacio de X asignamos a ¥ *(U) como el conjunto de todas las aplicaciones f : U —
[1,ev Fp que satisfacen las siguientes dos condiciones:

1. Para cualquier p € U se tiene que f(p) € 7.
2. Para cualquier p € U existen una vecindad abierta V de p contenida en U y una seccion
s € F(V) de modo que para todo g € V se cumple que f(g) = s,.

Ademas, consideramos las restricciones de ¥+ como las usuales de funciones. Bajo estas condi-
ciones vamos a mostrar que ¥ es una gavilla de grupos abelianos sobre X. Observemos que para
cada abierto U de X se tiene que ¥ *(U) es un grupo abeliano con la suma definida puntualmente.
Luego, claramente de la construccion se satisfacen PG1, PG2 y PG3, asi que sélo resta mostrar
que se satisfacen G1 y G2. Sean U un abierto de X y (U,),; una cubierta abierta de U.
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G1. Sea f € ¥*(U) tal que fly, = O+, para todo i € I. Consideremos un punto p de U.
Como U = J, U; existe un j € [ tal que p € Uj, luego, por hipdtesis se sigue que
f(p) = flu,(p) = Og,. Por lo tanto, concluimos que f = Oz ).

G2. Sea (f)ic; una familia de secciones de ¥ con f; € F(U;) para todo i € I y tal que
filviau; = filunu; para cualesquier i, j € I. Observemos que si p € U, como (U,)¢; €s una
cubierta abierta de U, entonces existe k € I tal que p € U,. De esta manera, definimos
f U — [l ¥, dada por f(q) = fi(q) donde k € I de modo que ¢ € Uy. Ahora
probaremos que f estd bien definida. Sea p € U y supongamos que existen i, j € I de modo
que p € U; N U;. Por hipétesis, se sigue que fi(p) = filu,nv,(p) = filunu,(p) = fi(p) y esto
implica que f esta bien definida.

Para concluir, debemos mostrar que f es en efecto es una seccién de ¥ *(U). Por construc-
cién f satisface la primera condicion requerida asi que s6lo resta mostrar que satisface la
segunda condicion. Si p € U, entonces existe k € I de modo que p € Uy, luego, como
fr € F(Uy) se sigue que existe un abierto V; de X que contiene a p y estd contenido en U
y existe s € ¥ (Uy) de modo que para cada g € V se satisface que fi(q) = s,. Luego, como
f(p) = fi(p), el abierto y la seccién anteriores funcionan como los elementos adecuados.

De esta manera, se tiene que f € ¥ *(U).

De este modo, concluimos que #* es una gavilla de grupos abelianos sobre X. La gavilla ¥ se

llama la gavilla asociada a la pregavilla F .

Ahora bien, vamos a definir un morfismo de pregavillas entre ¥ y ¥+ que denotaremos por 6" .

Sea U un abierto de X. Consideramos la siguiente asignacion:
0], :FWU) — FHU)
s - 0 U— ﬂ?‘q

qeU

p = Sp

Lo primero que mostraremos es que para cualquier s € ¥ (U) se tiene que 0?;(5) es un elemento
de F*(U). Sea s € ¥(U). Por construcciéon tenemos que H?(s) satisface la primera condicién
requerida; luego, para la segunda condicion, el propio abierto U y la propia seccién s son los
elementos adecuados. De esta manera, tenemos que H?(s) € F7(U). Ahora, sean s,t € F (U) tales
que s = t. Puesto que s = t se sigue que s, = t, para cualquier p € U, esto implica de manera

inmediata Qﬁ(s) = 9(’; (1) y con esto concluimos que 6" es una aplicacion bien definida.

Ahora, vamos a mostrar que 9? es un homomorfismo de grupos abelianos. Sean s, € ¥ (U). Para
mostrar la igualdad 95+(s+ 1) = Q(ZT(S) + H? (1), como las aplicaciones involucradas tienen el mismo

dominio y codominio, tnicamente debemos de mostrar que tienen la misma regla de asignacion.
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SeapeU,
07 (s +0(p) = (s+1), =5, +1, =0, (5)(p) + 65, ()(p) = (6], (5) + 6, (1))(p)-

De este modo, se sigue que 9({7(S +1) = 6’5+(s) + G?(t) y por lo tanto tenemos que 0(5 es un

homomorfismo de grupos.

Por tltimo, vamos a mostrar que 6" es compatible con las restricciones de pregavilla. Sean U'y V

abiertos de X tales que V C U. Vamos a probar que el siguiente diagrama conmuta:

o7
F ) F(U)
Py Py
F(V) ———— F*(V)

%

; UgsgFt — g7° U ieac
es decir, mostraremos que pg+y, © 6, = 6, o pgy,. Sea s € F(U). Puesto que las aplicaciones
+ + . . o . .« . P .
pr+l o 97; (8)y 95‘,: o psY(s) tienen el mismo dominio y codominio, sélo resta probar que tienen la
misma regla de asignacion. Seag € V,

pr+l 0617 (5)(q) = 6 (5)@) = 5, = (orY()y = 6 (orY())q) =6, 0 pri(s)(q).

. . . + +
De esta manera, como s fue un elemento arbitrario de #(U) se tiene que pg+Y o 97; = 05 0 Pry.
Por lo tanto, concluimos que 8" es un morfismo de pregavillas.

Una propiedad importante de 6 que utilizaremos constantemente es que H?f+ es un isomorfismo

para cada p € X. En efecto, sea p € X:

o 9;” es inyectivo: sean U un abierto de X que contiene a py s € F(U) de modo que
s, € Ker6” . Como [(U, 67" (s))] = [(X, O+ x))] se sigue que existe un abierto W de X que
contiene a p tal que W C U y p7 (67, (s)) = Og+(y. La dltima igualdad implica que para
cualquier g € W se tiene que pg+ %(Q?(S))(q) = Og,. Como 6”" es un morfismo tenemos
que &7, oprl = pr-Y 087, esto implica que 6, 0psY(s) = pr+¥ 067 (s). De esta manera,
para todo ¢ € W se tiene que (or4y(s)), = 6} (or4())@) = pri(6] ())@) = Og,
en particular, como p € W se tiene que (p¢€jv(s))p = Og,. De este modo, como s, =
(pgc%(s))p = O, se concluye que 9? es inyectivo.

° H;ﬁ es sobreyectivo: sean U un abierto de X que contiene a py f € F(U). Como f es
una seccién de ¥ sobre U tenemos que existe un abierto V), de X que contiene a p tal
que V, C Uy existe sy, € F(V,) tal que para todo g € V, tenemos que f(q) = (sv,)q4-
Afirmamos que Hlf+((svp)p) = [(V,, Hrg(svp))] = [(U, f)]: en efecto, V, es un abierto de X
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que contiene a p, V,, € U y ademds, para cualquier g € V, tenemos que Qg(svp)(q) =
(sv,)g = f(@) = flv,(q), asi, como H‘T(SVP) y flv, tienen el mismo dominio, codominio y
regla de asignacion, se sigue que son iguales. Por lo tanto, 9? es sobreyectivo.

. + . .
De esta manera concluimos que 9? es un isomorfismo. Una de las consecuencias de este hecho es
lo siguiente: si la pregavilla de la que construimos su gavilla asociada es una gavilla, entonces la

gavilla asociada es isomorfa a dicha gavilla.

Al comienzo de este apartado mencionamos que la gavilla asociada cuenta con una propiedad

universal, para concluir con este apartado, a continuacion vamos a mostrar dicho resultado.

Teorema C.18. Con las notaciones anteriores, el par (F*,0” ") satisface la siguiente propiedad
universal: para cada gavilla G sobre X y para cada morfismo de pregavillas ¢ : F — G existe
un tnico morfismo de gavillas ¢* : F+ — G tal que ¢ = ¢* o 8", es decir, tal que el siguiente

diagrama conmuta

(3.1) F

F+

- + . .
Ademds, el par (F*,60” ") es iinico salvo isomorfismo.

DEMOSTRACION. Sea ¢ : ¥ — G un morfismo de pregavillas. A partir de ¢ vamos a definir un mor-
fismo ¢* : ¥ — G, asi, para cada abierto U de X queremos definir el homomorfismo de grupos
¢y - FT(U) — G(U) y después probar la compatibilidad con las restricciones de gavilla. Sean U un
abierto de X y f € #*(U). Por la segunda condicién que satisfacen los elementos de ¥ *(U), para
cada p € X vamos a considerar un abierto V,, de X que contiene p tal que V, C U y también consid-
eramos una seccion sy, € (V) de modo que para cualquier g € V), se satisfaga que f(q) = (sv,),-
Asi, tenemos que (V) ey €s una cubierta abierta de U y que (tpvp(svp))peU es una familia de sec-
ciones de G con gy, (sy,) € G(V,) para cada p € U. Vamos a probar que los elementos de esta famil-
ia de secciones se extienden a un elemento de G(U), para ello, probaremos que pg“;z av, © wv,(sy,) =
pg“jzﬁvq o ¢y, (sv,) para cada p,q € U. Sean p,q € U. Si V, NV, = 0, nada a probar. Supongamos
que V, NV, # 0, asi, sea r un punto de V, N V,. Puesto que f(r) = (sy,), = (sy,), se sigue que
(7 v, (5v,)), = (o7, (57,)),. esto implica que @, (o7 y, (57,)),) = (P oy, (5v,)),), es de-
cir, (govpqu(prfgi qu(SVp)))r = (govpqu(pﬁ‘jzqu(qu)))r. De esta forma, como G es una gavilla, por

. v, v,
la Proposicién C.4 tenemos que @y, v, (07, ~y (5v,)) = @v,av,(0F ' v (sv,)). Por lo tanto, usando
14 q 4 q
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nuevamente el hecho de que G es una gavilla se sigue la existencia una seccion de G(U) que de-
notaremos por ¢;,(f) y es tal que pggp(gozr/( ) = ¢v,(sy,) para cada p € U. Obsérvese que una
de manera de caracterizar a este elemento es a través de su germen: para todo p € U se tiene que

(SOE(f))p = (ngp(‘/’+(f)))p = (‘PV,,(SV,,)),, = ¢,((sv,)p) = ©p(f(p)). De esta forma, consideramos la
asignacion
oy FTWU) - GU)
= el

donde para cada f € F*(U) la seccién ¢[,(f) es la construida arriba. En seguida vamos a mostrar
que ¢y, estd bien definida. Sean f, g € ¥ (U) tales que f = g. Como estas secciones son iguales,

se sigue que f(p) = g(p) para todo p € U, luego, ¢,(f(p)) = ¢,(g(p)) para todo p € Uy esto
implica que (¢;,(f)), = (¢;(g)), para cada p € U. Asi, como G es una gavilla, por la Proposicién
C.4 tenemos que ¢, (f) = ¢;(g) y con ello concluimos que ¢;, estd bien definida. En seguida

mostraremos que ¢;; es un homomorfismo de grupos abelianos. Sean f, g€ F*(U)y p € U.

(o (f +8), ep((f + 8)(p)
= ¢,(f(p) +2(p)
= ¢, (f(p) + ¢,(g(p))
= (pp(N), + (¢y(®),
= (ep(f) +9p(9),

Nuevamente, usando el hecho de que G es una gavilla y la Proposicion C.4 se sigue que ¢, (f+g) =

o () + ¢},(g). Asi, tenemos que ¢}, es un homomorfismo de grupos abelianos.

Ahora, vamos a probar que ¢* es compatible con las restricciones de gavilla. Sean U y V abiertos

de X tales que V C U. Vamos a mostrar que el siguiente diagrama

FHU) — > G(U)
Prey Pay
FHV) = G(V)

conmuta, es decir que pgl o ¢, = ¢} o pr+Y. Sean f € F*(U)y p € V. Recordando que las

restricciones de 7 son las usuales para funciones, tenemos que

(o) © @11, = (@1(), = ©u(f(P) = eplor+ Y ((P) = (¢} © prey (),
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De esta forma, utilizando de nueva cuenta el hecho de que G es gavilla y la Proposiciéon C.4 se
sigue que pgl o ¢f,(f) = ¢} o pr+U(f), consecuentemente, como f fue una seccién de F* sobre
U arbitraria obtenemos la igualdad pg! o ¢}, = ¢}, o ps+U. Por lo tanto, concluimos que ¢* es un
morfismo.

Para finalizar la parte de existencia, vamos a mostrar que el diagrama 3.1 es conmutativo, es decir,
que ¢ = ¢* 0 67", para ello, mostraremos que ¢y = @, ° 0? para cada abierto U de X. Sean U un
abierto de X, s € ¥ (U) y p € U. Observemos que

(eu()), = @p(sp) = @p(0], ()(P)) = (0367 (5))),,.

Luego, el hecho de que G es gavilla y la Proposicion C.4 implican que ¢, o 97;(5) = @y(s). Asi,
tenemos que ¢ = ¢* o 6" y con ello concluimos que el diagrama 3.1 es conmutativo.

Ahora, probaremos la unicidad del morfismo ¢*. Supongamos que existe otro morfismo y* : £+ —
G de modo que ¢ = ¥* 0§ . Vamos a probar que ¢y, = Y, para cada abierto U de X. Sea U un
abierto de X. Si U = 0 nada a probar. Si U # 0, sea p € U. Las igualdades ¢, = ¢, o 9;’? y
¢p = ¥, o 6 implican que ¢} 0 07" =y} 0 67 y como ¢/ es un isomorfismo se sigue que

¢, = y,. Ahora bien, consideremos una seccién f de ¥ sobre U. Puesto que

(er(N), = LW, (N1 = ¢, (LU, N]) = ¥, (LU, N]) = [, y;(fN] = W(),»

p es un punto arbitrario de U y G es una gavilla, por la Proposicion C.4 se sigue que ¢,(f) = ¥,(f).
De esta forma, como las aplicaciones ¢, y ¢, tienen el mismo dominio, codominio y regla de

asignacion se sigue que son iguales. Por lo tanto, concluimos que ¢ es tnico.

Por tltimo, probaremos la unicidad de #* y de 6" salvo isomorfismo. Supongamos que existen
otra gavilla H* y otro morfismo 6*" con las propiedades deseadas. Como ¥+ y H* son gavillas,

podemos considerar los diagramas conmutativos

6H+ 9T+

7 H a

F+

e¢+ 6“H+
64H+ + 07.+ +

F+ H+

. + + .
los cuales nos dicen que 67" = 67" 06" yque 7 =67 067" respectivamente. De este modo,

tenemos que 67 =6 06" 067" Sea p € X. La tltima igualdad que escribimos implica que

+ ++ ++ + P + . . ++ ++ .
0 =6" 0 oM , 007", ademds, como ¢/ es un isomorfismo se sigue que 6" o oM , = idgs.

. . A+ ++ ++ + ,
De manera similar, puesto que 67" = 6" 06" o ¢"", con argumentos andlogos obtenemos que

+ + . . s . .
6" 06" = idy;. Por lo tanto, concluimos que * y ¢ son tnicos salvo isomorfismo.
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3.4. El Kernel de un Morfismo. Si tenemos un homomorfismo de grupos abelianos, sabe-
mos que su kernel siempre es un subgrupo del dominio de dicho homomorfismo. Ahora bien, si
tenemos un morfismo entre gavillas de grupos abelianos, ;podemos definir la nocién del kernel de

dicho morfismo? En este apartado nos encargaremos de responder a esta interrogante.

Sea ¢ : ¥ — G un morfismo de pregavillas. A partir de ¢ vamos a definir la subpregavilla
Ker ¢ de ¥ de la siguiente manera: para cualquier abierto U de X asignamos Ker ¢(U) = Ker gy y
consideramos las restricciones como las correspondientes restricciones de . En primer lugar, para
cada abierto U de X se tiene que Ker ¢(U) es un subgrupo de ¥ (U); en segundo lugar, si U y V son
abiertos de X de modo que V C U, tenemos que la restriccion pKewg tiene por dominio a Ker ¢(U)
y por codominio a Ker ¢(V): en efecto, sean U y V abiertos de X talesque V C U y sea s € ¥(U)
de modo que s € Ker¢(U). Luego, como ¢ es un morfismo tenemos que ¢y © pri = pgl o ¢y y

esto implica que

Pv(PKer oy () = @v(pr v (5) = pgy(eu(s) = pgy(Ogw)) = Ogw).

Luego, por construccion se sigue de manera inmediata que Ker ¢ es una pregavilla de grupos abelia-
nos sobre X. Mds aun, si ¢ es un morfismo entre gavillas tenemos que Ker ¢ es una gavilla. En
efecto, sean U un abierto de X y (U;);c; una cubierta abierta de U.

G1. Sea s € ¥(U) de modo que s € Kerg(U) y tal que PKewZ,-(S) = OKer g, paratodo i € 1.
Por construccion, la condicién pKewg_(s) = OKer ;) implica que prfrg’_(s) = Og, para
cada i € I. De esta forma, como (U,);; es una cubierta abierta de U y ¥ es una gavilla se
sigue que s = Oz vy = OKerp(v)-

G2. Sea (s,);c; una familia de secciones Ker ¢ de modo que s; € Ker ¢(U;) para cualquieri € I 'y

1 U; _ Uj 1 . . I L . ld d . . 1
tal que Pgerg Uint(si) = PKerwuimUj(S j) para cualesquier i, j € I. Laigualdad anterior implica
que p7—'g§ A U,-(Si) = P’Fgfn Uf(sj) para cualesquier i € I, asi, como (U,);; €s una cubierta abierta
de Uy ¥ es una gavilla se sigue que existe s € F(U) de manera que prfgi(s) = s; para cada
i € I. Vamos a probar que s € Kero(U). Seai € I. Como ¢ es un morfismo tenemos que

Y. © p7—gi = pggi o ¢y y consecuentemente que

Pgu, © u(s) = ¢u, © pry,(s) = pu,(s) = Ogwy-
Asi, como pggi o @y(s) = Ogw, paracada i € I, (U;);; €s una cubierta abiertade U y G es
una gavilla, se sigue que ¢y (s) = Og). Por lo tanto, s € Ker ¢(U).
De esta forma, hemos comprobado que Ker ¢ es una gavilla de grupos abelianos sobre X. Todo esto

culmina en la siguiente definicion:

DErinicioN C.19. Con las notaciones anteriores, el kernel del morfismo ¢ es la gavilla dada por
Ker ¢.
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Lo que haremos a continuacion es determinar a los grupos de gérmenes de la gavilla Ker ¢. El

siguiente resultado nos dard una respuesta definitiva.

ProposicioN C.20. Con las notaciones anteriores, para cada p € X se tiene que (Keryp), =

Ker,, donde ¢, : ¥, = G, es el homomorfismo natural inducido por ¢.

DEMOSTRACION. Sea p € X. En primer lugar, mostraremos que (Ker ¢), € Ker ¢,,. En efecto, sean U

un abierto de X que contiene a py s € ¥ (U) de modo que s € Ker ¢(U). Luego, puesto que

ep(sp) = [(U, pu(s)] = [(U, Ogw))] = [(X, 0gx))] = Og,,

se sigue que s, € Kerg,.

Reciprocamente, vamos a mostrar que Ker ¢, C (Ker ¢),. Sean U un abierto de X que contiene a p'y
s € F(U) de modo que s, € Kerg,. Como [(U, ¢y(s))] = [(X, Ogx))] se sigue que existe un abierto
W, de X que contiene a p tal que W, C Uy pg%p(goy(s)) = Ogaw,). Luego, como (W,),cy es una
cubierta abierta de U y G es una gavilla se tiene que ¢y (s) = Ogyy, esto implica que s € Ker ¢(U)

y con ello se sigue que s, € (Kerp),. —

Para concluir con este apartado recordemos el siguiente hecho: como Ker ¢ es una subgavilla de
tenemos definido el morfismo natural inyectivo j* : Ker¢ — F donde j¥, : Kerp(U) — F(U) es

el homomorfismo inclusién para cualquier abierto U de X.

3.5. LaImagen de un Morfismo. Siguiendo las mismas ideas de la seccién anterior, a par-
tir de un morfismo entre pregavillas vamos a definir una gavilla a través de las imdgenes de los

homomorfismos asociados a dicho morfismo.

Consideremos un morfismo de pregavillas ¢ : £ — G sobre un espacio topolégico X. Vamos
a definir la subpregavilla Im™ ¢ de G de la siguiente manera: para cada abierto U de X asignamos
Im™ o(U) = Im ¢y y las restricciones las tomaremos como las correspondientes restricciones de G.
Primero observemos que Im™ ¢(U) es un subgrupo de G(U) para cada abierto U de X. Luego, vamos
a comprobar que si U y V son abiertos de X, entonces la restriccion pIm—solV] tiene por dominio a
Im™ ¢(U) y por codominio a Im™ ¢(V): sean U y V abiertos de X talesque V C U yseat € G(U) de
modo que 7 € Im™ ¢(U). Asi, existe s € F(U) tal que ¢y (s) = t. Como ¢ es un morfismo, tenemos
que gy o pgc‘[{ = pgg o ¢y y consecuentemente se sigue que

ev(pFy(9) = Py (Pu(9) = Poy (D) = Prm-gy ().

De esta forma, tenemos que las restricciones son las adecuadas. Después, por construccion se veri-

fica de manera inmediata que Im™ ¢ es una pregavilla de grupos abelianos. Uno podria pensar que
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lo siguiente es asumir que tanto ¥ como G son gavillas y luego mostrar que Im™ ¢ es una gavilla

sobre X. Esto en general no sucede, el siguiente ejemplo es una muestra de ello.

Esempro C.21. Fijamos como nuestro espacio topologico a C\{O} = C* con la topologia usual.
Consideramos a la gavilla de funciones holomorfas O" sobre C* definida de la siguiente manera:
O"(0) = {0}; para cada abierto no vacio U de C* asignamos O"(U) como el conjunto de todas las
funciones f : U — C de modo que f es holomorfa (ndtese que este es un grupo con la suma
definida puntualmente); y como restricciones consideramos las usuales de funciones. Del mismo
modo, consideramos la gavilla de funciones holomorfas invertibles 0" que sobre C* definida de
la siguiente forma: O""(0) = {0}; para cada abierto no vacio U de C* asignamos O" (U) como el
conjunto de todas las funciones f : U — C* de modo que f es holomorfa e invertible (nétese que
este es un grupo con la multiplicacidon definida puntualmente); y como restricciones consideramos

las usuales de funciones.

. * . . . .-,
Ahora, vamos a definir un morfismo @ : 0" — O" de la siguiente manera: aq es la aplicacién nula

y para cada abierto no vacio U de X asignamos

ay :ONU) — O"(U)
f = exp(f)

De manera inmediata se sigue que este es un morfismo. Consideremos U = C*. Observemos que
podemos cubrir a U por los abiertos U, y U, donde U; = C*\R" y U, = C*\R™. Como U, es sim-
plemente conexo se sigue que existe una rama del logaritmo f; = log,, tal que f; es holomorfa y
exp(fi) = idy,; asimismo, como U, es simplemente conexo se sigue que existe una rama del logar-
itmo f, = log,;, tal que f; es holomorfa y exp(f>) = idy,. De este modo, tenemos que ay, (f1) = idy,
y ay,(f2) = idy, y esto implica que idy, € Im™ a(U,) y que idy, € Im™ a(U,); ademads, claramente
tenemos que poh*g: o, (@, () = poh*gfn u,(@u,(f2)). Si Im”a fuese una gavilla, entonces deberia
existir f € Im”a@(U) de modo que poh*gk( f) =1dy, para cada k € {1, 2}, luego, dicha condicién im-
plicaria que f = idy. Sin embargo, sobre U no podemos definir una rama del logaritmo ya que no
es simplemente conexo, asi que idy no esta en la imagen del morfismo @ para cualquier funcion

holomorfa definida en U. Por lo tanto, Im™a no es una gavilla.

Puesto que en general con la construccion anterior no obtenemos una gavilla, vamos a considerar

la gavilla asociada de Im™ ¢ para obtener una gavilla sobre X.

DErinicioN C.22. Con las notaciones anteriores, la imagen del morfismo ¢ denotada por Im ¢ es

la gavilla asociada a la pregavilla Im™ ¢.
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Ahora, vamos a estar interesados en determinar los grupos de gérmenes de la imagen de un morfis-
mo. Por las propiedades de la gavilla asociada, es suficiente con determinar los grupos de gérmenes
de la pregavilla de la que proviene.

ProprosicioN C.23. Con las notaciones anteriores, para cada p € X se tiene que (Im™ ¢), =

Im g, donde ¢, : ¥, — G, es el homomorfismo natural inducido por .

DEMOSTRACION. Sea p € X. En primer lugar, mostraremos que (Im™ ¢), € Im¢,,. Sea V un abierto de
X que contiene a py seat € G(V)de modo que t € Im™ ¢(V). De este modo, existe s € 7 (V) tal que
@v(s) = t. Al considerar al elemento [(V, s)] de F, se tiene que ¢,([(V, 5)]) = [(V, ov(s)] = [(V,1)]
y esto implica que [(V,7)] € Im ¢,

Reciprocamente, mostraremos Im¢, C (Im™ ¢),. Sea V un abierto de X que contiene a p y sea
t € G(V) de modo que [(V,1)] € Img,. De esta forma, se sigue que existen un abierto U de X
que contiene a py s € ¥ (U) de modo que ¢,([(U, s)]) = [(V,1)]. Asi, como [(U, py(s)] = [(V,1)]
sabemos que existe un abierto W de X que contiene a p tal que W C U NV y pgl(¢u(s)) = pgy(0).
Utilizando el hecho de que ¢ es un morfismo, la igualdad anterior implica que @w (o7 (s)) =

pg%(t). De este modo, tenemos que pg%(t) es un elemento de Im¢y y con ello que [(V,7)] =
[(W, pgy, ()] estd en (Im” ¢),.

Para concluir con esta subseccidon vamos a realizar algunos comentarios acerca de morfismos in-
yectivos entre Im™ ¢ y Gy entre Im ¢ y G. Puesto que Im™ ¢ es una subpregavilla de G sabemos que
existe un morfismo natural inyectivo de pregavillas j* : Im™ ¢ — G donde j*, : Im™ p(U) — G(U)
es la inclusion para cada abierto U de X. Ademds, si G es una gavilla, entonces por la propiedad
universal de la gavilla asociada se sigue que existe el morfismo j* : Im¢ — G de modo que
7 = j* o #!™¥. Mas atin, dicho morfismo es inyectivo: en efecto, sea p € X. La igualdad
J, =1 d)mga implica que j# = j* o (9},“1‘/7)_1 y consecuentemente que j% es un homomorfismo

inyectivo. Asf, como j* es inyectivo podemos identificar a Im ¢ con una subgavilla de G.

3.6. La Gavilla Cociente. Continuando con el recordatorio de ideas provenientes del Alge-
bra, ahora podemos pensar la nocion del grupo cociente, jen la Teoria de Gavillas podemos definir
una idea basada en este concepto? La respuesta es que si y eso es lo que realizaremos en este
apartado.

Consideremos una pregavilla ¥ de grupos abelianos sobre un espacio topoldgico X y una sub-
pregavilla G de #. Vamos a definir la pregavilla g de grupos abelianos sobre X de la siguiente

) ) ¥ FU , ..
manera manera: para cada abierto U de X asignamos — (U) = L ademas, las restricciones las

G Gy’
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consideremos como las inducidas por las restricciones de ¥ en los respectivos cocientes: si U y V

son abiertos de X de modo que V C U, sabemos que tenemos definida la restriccion pg) : F(U) —

T(‘V/)) : finalmente, como prY/(G(U)) = pgl(G(U)) € G(V).
del homomorfismo anterior podemos considerar el homomorfismo
STW W)
v GU) gV)
s+GWU) = pry(s) +G(V)

Por construcciéon, de manera inmediata se sigue que E es una pregavilla de grupos abelianos.

F(V), luego, podemos ir al cociente

Pr-
G

Podriamos pensar que lo siguiente a realizar es considerar a # como una gavilla y a G como una

. 7 . . .
subgavilla y mostrar que — es una gavilla, con la construccion anterior en general no obtenemos

una gavilla, el siguiente ejemplo es una muestra de ello:

EsempLo C.24. Consideramos el morfismo a : 0" — 0" de gavillas sobre C* que fue definido

en el Ejemplo C.21. Para cada abierto U de C*, por el primer teorema de isomorfismos tenemos

Oh U . Oh -
e Ke%w(l)]) = Im~ a(U), en otras palabras, para cada abierto U de C* tenemos que Kora U) =

o

qu

Im~a(U). Sin embargo, como Im™a no es una gavilla se sigue que tampoco lo es a pesar de

que O" y Ker a sf lo son.

De este modo, para obtener una gavilla de la construccién que hemos realizado vamos a considerar

la gavilla asociada.

, . . : : ¥
Dernicion C.25. Con las notaciones anteriores, la gavilla cociente de ¥ por G denotada por E

es la gavilla asociada a la pregavilla g .

L . ) . F
Lo que haremos a continuacion es a determinar los grupos de gérmenes de la gavilla —. Puesto

que esta es una gavilla asociada, basta con determinar los grupos de gérmenes de la pregavilla que
le da origen.

- 7,
Proposicion C.26. Con las notaciones anteriores, para cada p € X se tiene que (— ) ~ 2
p

G Gp

DEemosTrACION. Sea p € X. Consideramos la siguiente asignacion:
_ il ‘)
o F - —
p (g )
(U, 9] = [Us+GU))]
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Comencemos comprobando que dicha aplicacion esta bien definida: sean U y V abiertos de X que
contienen a py sean s € F(U) y t € F(V) de modo que [(U, s)] = [(V,t)]. Vamos a mostrar
que 7, ([(U, $)]) = 7, ([(V,0]), es decir, que [(U,s + G(U))] = [(V,t + G(V))]. Por hipdtesis se
sigue que existe un abierto W de X que contiene a p tal que W C U NV y pri(s) = pgy, (D).
De este modo, puesto que pgi(s) + G(W) = psy, (1) + G(W), el abierto W asegura la igualdad
[(U, s + GU))] = [(V,t + G(V))]. Por lo tanto, 7, esta bien definida.

Ahora, probaremos que 7, es un homomorfismo de grupos. Sea U un abierto de X que contiene
a pysean s,t € F(U). Obsérvese que podemos suponer que las secciones se encuentran sobre el
mismo abierto.

7, (LU, )] + [(U, )])

m,([(U, s + 1)])

= [(U,(s+1)+G0))]

= [(U,(s+GW)) + (1t + G(U)))I

= [(U,s+GU))]+ (U, 1+ G(U))I
= 7,([(U, )]) + 7, (LU, D).

De este modo, tenemos que 7, es un homomorfismo de grupos. Luego, claramente 7, es un homo-
morfismo sobreyectivo. Lo que probaremos a continuacion es que Ker 7, = G,,. Claramente se tiene
que G, € Ker, asi que solo resta probar la otra inclusién. Sean U un abierto de X que contiene a p
y s € F(U) de modo que [(U, s)] € Kern;. Como [(U, s+G(U))] = [(X, Og—(x))] se sigue que existe
un abierto W de X que contiene a p, estd contenido en U y de modo que pg—:’v(s +GU)) = G(W),
es decir, de modo que pgc%(s) + G(W) = G(W). La igualdad anterior implica que pr,r%{,(s) eGW)y
consecuentemente tenemos que [(U, s)] = [(W, pgcﬁ(,(s))] €G,.

Por lo tanto, por el primer teorema de isomorfismos concluimos que el homomorfismo inducido

- (f)
G, G,

(U] +G, = [(Us+GWU))]

)
|

es un isomorfismo. 3

En la Teoria de Grupos sabemos que tenemos el homomorfismo proyeccion entre un grupo y
alguno de sus cocientes, ademds, sabemos que dicho homomorfismo es sobreyectivo. Ahora bien,
(en la Teoria de Gavillas tenemos un resultado similar cuando trabajamos con la gavilla cociente?

La respuesta se encuentra en el siguiente resultado.
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Proposicion C.27. Con las notaciones anteriores, existe un morfismo natural sobreyectivo entre
?

. i . . o .
DemosTrACION. Como E es la gavilla asociada a la pregavilla E , para construir el morfismo natu-

7 : . 7 . .
ralm : F — g es suficiente con construir un morfismo 7~ : ¥ — g y después realizar la

. . r £ F
composicion de dicho morfismo con el morfismo 8¢ : E - —.

G

: . F . .
Para cada abierto U de X consideramos a r, : ¥(U) — E (U) como la proyeccion natural. Asi,
por construccion tenemos que 7y, es un homomorfismo de grupos abelianos para cada abierto U de
X. Ahora, vamos a probar la compatibilidad con las restricciones de pregavilla: sean U y V abiertos

de X tales que V C U. Mostraremos que el siguiente diagrama es conmutativo:

Ty 7—'_
FU — U
W) g()
pFY pg'g
F-
FV — (Vv
W) s V)

Sea s € F(U),
pgg oy (s) = pg—g(s +G(U) = pry(s) + GV) = my(pry () = Ty 0 pry (s).

Consecuentemente tenemos que 7~ es un morfismo. Ademds, 7~ es sobreyectivo: en efecto, en la

proposicion anterior mostramos que 7, es un homomorfismo sobreyectivo.

. T o . .
De esta manera, consideramos m = 8¢ o ™. Por tltimo, obsérvese que 7 es sobreyectivo: en efecto,

Vi
para cada p € X tenemos que 7, es sobreyectivo y que 6, en particular lo es. [

4. Sucesiones Exactas de Gavillas

Una de las nociones importantes dentro del Algebra Conmutativa es la de sucesion exacta de
modulos, en la Teoria de Gavillas también resulta de gran importancia la nocién de sucesion exac-
ta de gavillas. Para concluir con este apéndice, en esta seccion vamos a definir y a estudiar las

sucesiones exactas de gavillas. Iniciaremos nuestro estudio definiendo el objeto en cuestion.
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DermNicion C.28. Sean g : G — F y ¥ : F — H morfismos de gavillas de grupos abelianos
sobre un espacio topolégico X. La sucesion G L5 2 H es una sucesion exacta de gavillas si la

., @, Uy .
sucesién G, — 7, — H, es exacta de Z-médulos para todo p € X.

Luego, siguiendo la definicion se obtiene de manera inmediata el siguiente resultado.

Proposicion C.29. Sean ¥ y G gavillas sobre un espacio topologico X. Se satisfacen los si-

guientes enunciados:

. ¢ C . .
1. La sucesion 0 — G — F es exacta si 'y solo si ¢ es inyectivo.

. Y . . . .
2. La sucesion G — F — 0 es exacta si 'y solo si ¢ es sobreyectivo.

Nosotros estaremos interesados en sucesiones exactas de gavillas de la foorma 0 - G —» F —
H — 0, dichas sucesiones se llaman sucesiones exactas cortas. El siguiente resultado estudia la

sucesion de secciones sobre un abierto proveniente de una sucesion exacta corta de gavillas.

Proposicion C.30. Sean F, Gy H gavillas de grupos abelianos sobre un espacio topologico X.
Si la sucesion de gavillas 0 — G 4 F 2 H — 0 es exacta, entonces la sucesion 0 — G(U) 2,

F(U) ﬂ H(U) es exacta de Z-mddulos para cualquier abierto U de X.

DEmosTRACION. Sea U un abierto de X. Como ¢ es un morfismo inyectivo, por la Proposicion C.9 se

sigue que ¢y es un homomorfismo inyectivo. Lo tnico que nos resta a probar es la igualdad entre

Imyy y Keryy.

En primer lugar mostraremos que Im ¢y € Keryy. Seat € F(U) tal que ¢ € Imgy. Asi, existe
s € G(U) tal que ¢y(s) = t. Sea p € U. La igualdad anterior implica que ¢, = (ch(s))p = @p(Sp)s
luego, como 7, € Im g, = Ker ¢, tenemos que i ,(t,) = Og,. La igualdad [(U, ¢y (2)] = [(X, Ogx))]
implica que existe un abierto W, de X que contiene a p, estd contenido en U y de modo que
pwéjvp(lﬁu(l)) = Ogw,. De esta forma, como (W,),cy es una cubierta abierta de U y # es una

gavilla se sigue que ¥y(¢) = Og ). Por lo tanto, tenemos que ¢ € Ker .

En segundo lugar mostraremos que Keryy € Imyy. Sea t € F(U) de modo que t € Keryy.
Consideremos un punto p de U. El hecho de que ¢ € Keryy implica que ¢ ,(7,) = Oy, asi, como
t, € Kery, = Img, se sigue que existen un abierto V,, de X que contiene a p 'y s(p) € G(V),)
tales que ¢,((s(p)),) = t,. Ahora bien, la igualdad [(V, ev,(s(p))] = [(U,1)] implica que existe
un abierto W, de X que contiene a p talque W, C UNV,y pr,r;’;(govp(s(p))) = p¢%p(t). Luego,
observemos que (W),) ey €s una cubierta abierta de U y recordemos que ¢ es un morfismo inyectivo.

De esta forma, al considerar la familia (pg&(s(p)))pd] de secciones de G y utilizar argumentos
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andlogos a los usados en la implicacion 3. = 2. del Teorema C.8 tenemos que existe una seccion s

de G sobre U de modo que ¢y (s) = t. Consecuentemente tenemos que ¢ € Im ¢y

Por lo tanto, la sucesién 0 — G(U) SNy ) Lo, H(U) es una sucesion exacta de Z-mdodulos. i

El préximo resultado establece una manera de comprobar cudndo una sucesion de gavillas es

exacta utilizando la restriccion de gavillas.

Proposicion C.31. Sean F, G y H gavillas sobre un espacio topologico X y sea B una base
para la topologia de X. La sucesion de gavillas 0 - G — F — H — 0 es exacta si y solo si la

sucesion de gavillas 0 — Gl — Flp = H|pz — 0 es exacta para cada B € B.

DEemosTrACION. El resultado es inmediato por dos razones: la primera es que si B € 8, entonces para
cualquier p € B se tiene que G, = (Glg)p, Fp = (Flp)p Yy H, = (Hlp),; y la segunda es que para
cualquier p € X existe B € Btal que p € B. i

En la Teoria de Médulos sabemos que a partir de un médulo y un submdédulo siempre es posible
construir una sucesion exacta corta, en la Teoria de Gavillas podemos hacer lo mismo: considere-
mos una gavilla ¥ de grupos abelianos sobre un espacio topoldgico X y una subgavilla G de 7.

Como G es una subgavilla de ¥ sabemos que el morfismo natural j* : G — ¥ es inyectivo. Luego,

consideramos al morfismo sobreyectivo 7 : ¥ — E que construimos en la subseccién anterior. Lo

L. ., J ~ F
tinico que nos resta a probar para tener que la sucesion 0 - G > ¥ — G — 0 es exacta es que

para todo p € X se tiene que Im jf; = Kern,. Sea p € X. De la construccion del morfismo 7 (véase

Proposicion C.27) se sigue que el siguiente diagrama es conmutativo:

/ , 7
gp ! 7:1) (_ )
P

>
oM

Tp

5),

Utilizando dicho diagrama vamos a mostrar que Im jf, = Kern,. En primer lugar mostraremos que

Im jf, C Kerrm,:seay € ¥, tal que y € Im j‘;, asi, existe x € G, tal que jﬁ(x) = y. Luego, puesto que

Vi Vi
7 = 05 o, 0 j4() = 05 Oz )
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se sigue que y € Kerm,. Ahora, mostraremos que Kerz, C Im jf,: sea x € F, tal que x € Kerm,.
Puesto que

7
0(5)10 =m,(x) = 6, om,(x)

Vi
y 6, es en particular inyectiva se sigue que m,(x) =0 . Luego, puesto que Ker7, = G, = Im jﬁ

&
tenemos que x € Im jf,. Por lo tanto, tenemos Im jf, = Ker,. De esta manera, concluimos que la
#
iy j x F :
sucesion0 - G — F — E — 0 es exacta de gavillas.

El siguiente resultado con el que concluiremos este apéndice tiene como consecuencia un anélo-

go al primer teorema de isomorfismos en la Teoria de Gavillas.

Proposicion C.32. Sean F, G y H gavillas sobre un espacio topolégico X tal que G es una

. . . . ¢ .
subgavilla de F. Si la sucesion de gavillas 0 — G 5 F 5 H — 0 es exacta, entonces existe un

isomorfismo natural @ : g — H.

DEeMoSsTRACION. Para construir el morfismo deseado es suficiente con construir un morfismo @~ entre
7 . L . w
— y H. Sea U un abierto de X. Por la Proposicién C.30 sabemos que la sucesion 0 —» G(U) —

G

F(U) SNV (U) es exacta de Z-mddulos. De este modo, tenemos que la siguiente aplicacion es un

homomorfismo inyectivo de grupos:

F-
5. — (U) —» HU
Yy Q() )

s+GWU) = ¢u(s)

Ahora, vamos la probar la compatibilidad con las restricciones de pregavilla. Sean U y V abiertos

de X de modo que V C U. Mostraremos que el siguiente diagrama es un diagrama conmutativo:

¥ 2y

— (U HU

G ) )
PE- pHY
F-

G V) - HV)

Sea s € F(U),

pry © y(s +GU)) = puy © ¢u(9) = ¢v © pry () = Glory () + GV)) = Gy 0 pr- (s + G(U)).

De esta manera, concluimos que @~ : — — H es un morfismo.

G
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Por otro lado, consideremos un punto p de X. Puesto que @, es un homomorfismo inyectivo para
cada abierto U de X, como consecuencia al Teorema C.8 se sigue que ¢, es un homomorfismo

inyectivo. A continuacién vamos a probar que dicho homomorfismo también es sobreyectivo. Sean

. . . F
V un abierto de X que contiene a p y ¢t € H(V), mostraremos que existe z € (— ) de modo que

p
$,(2) = [(V;1)]. Puesto que el homomorfismo ¢, : F, — H,, es sobreyectivo se sigue que existen

un abierto U de X que contiene a py s € ¥ (U) de modo que ¢,([(U, s)]) = [(V,1)], es decir, de
modo que [(U, ¢y(s))] = [(V, 1)]. Luego, afirmamos que el elemento buscado es [(U, s + G(U))]: en
efecto,

¢,([(U, s + GUND) = [(U, gy (s + GUM] = [(U, pu(s)] = [(V,1)].
Asi, tenemos que @, es un homomorfismo sobreyectivo. Por lo tanto, concluimos que @, es un
isomorfismo para cualquier p € X.

Ahora bien, por la propiedad universal de la gavilla asociada sabemos que existe el morfismo ¢ :

5 il il
7 — H y es tal que satisface la igualdad §~ = ¢ o 05. Sea p € X. Puesto que ¢, = ¢, 00, y6,

.

. . — o~ ? _1 , ~_ .
es un isomorfismo se sigue que ¢, = @, o (¢,)”", ademds, el hecho de que ¢, es un isomorfismo
implica que ¢, también lo es. De este modo, como p fue un punto arbitrario de X concluimos que

@ es un isomorfismo.
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