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Introduccion

La teoria espectral permite un profundo analisis de la estructura de
ciertos operadores definidos en espacios de Hilbert. Para dar una ilustracién
y motivacién de esta teoria, recordemos que una funcién medible acotada
y real f definida en un espacio X de medida finita, puede aproximarse
uniformemente por funciones simples. Méas precisamente, dado € > 0 existe
una familia disjunta de funciones caracteristicas {x;} y una familia finita de
mimeros reales tal que [f() — >_; Ajx;(t)| <e.

El andlogo a este tipo de funciones en teoria de espacios de Hilbert, son
operadores lineales autoadjuntos, y ya que las funciones simples son idempo-
tentes, es intuitivamente claro que en este contexto, éstas se identifican con
las proyecciones. La aproximabilidad de funciones reales por funciones sim-
ples, corresponde, en analogia, a la aproximabilidad de operadores autoad-
juntos por una combinacién lineal real de proyecciones; mas explicitamente,
sumas del tipo Riemann-Stieltjes en la norma de operadores, lo que da lugar
a una representacién integral del operador.

En esta tesis, abordamos dicha representacion integral para el caso de op-
eradores autoadjuntos. La tesis esta organizada como sigue: En el capitulo
1 presentamos las definiciones y resultados fundamentales que serviran para
el desarrollo de la teoria y las conclusiones que se obtendran en los capitulos
posteriores.

En el capitulo 2, trabajamos con operadores autoadjuntos compactos
T, presentamos sus propiedades espectrales para finalmente, representar al
operador como una suma a lo mas numerable de proyecciones definidas en
subespacios invariantes de T'.

iii



Introduccidn iv

En el tercer capitulo, se considera el caso en el que T ademds de ser
autoadjunto es acotado. Mostramos la existencia de una familia de proyec-
ciones £ asociada a T, llamada familia espectral, lo que da lugar a la
definicién de la integral de T respecto a €.

El ultimo capitulo esta dedicado al caso en el que T es autoadjunto no
acotado con espectro puntual puro (definicién 4.5). A partir de la teoria
expuesta en el capitulo 3, establecemos la representacién integral de T" por
medio de la familia espectral correspondiente, cuya obtencién se bosqueja
en [4] y nosotros desarrollamos en la seccién 4.3. Concluimos con un breve
analisis del operador de diferenciacion al que aplicamos el teorema espectral
obtenido.



CAPITULO 1

Preliminares

A lo largo de esta tesis H denotard un espacio de Hilbert complejo y B un
espacio de Banach complejo, a menos que se especifique lo contrario.

En este capitulo presentaremos las definiciones y resultados béasicos de
la teoria de operadores lineales definidos en espacios de Hilbert.

1.1 Operadores lineales compactos en espacios de
Hilbert

Definicion 1.1 Sean X y Y espacios normados. Un operador lineal T :
X — Y es compacto si para todo subconjunto acotado M de X, la imagen
T (M) es relativamente compacta, esto es, la cerradura T (M) es compacta.

Algunos de los operadores lineales que aparecen en andlisis son com-
pactos. Veremos algunos ejemplos méas adelante. Mientras tanto enunciare-
mos algunas de sus propiedades.

1.1.1 Propiedades de los operadores lineales compactos

A partir de la definicién, es posible demostrar que todo operador compacto
es acotado y si el operador identidad se aplica en un espacio normado de
dimensién infinita, entonces no puede ser compacto. Vedse [1] pag. 407.
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De las propiedades conocidas para un conjunto compacto, se deriva in-
mediatamente la siguiente:

Proposicion 1.1 Sean X yY espacios normados y'T : X — Y un operador
lineal. Entonces T es compacto si y sdlo si toda sucesion acotada {x,} C X
es aplicada por T' sobre una sucesion {T'z,} en'Y que tiene una subsucesion
convergente.

Para la prueba, vedse [1] pag. 407. Es facil ver que la suma de dos ope-
radores compactos T',.S es compacto, y si « es un escalar, o1 es compacto
también. Es decir, el conjunto de operadores compactos entre dos espacios
normados X y Y forma un espacio vectorial. Respecto a la composicién
tenemos la siguiente:

Proposicion 1.2 Suponga que S,T son dos operadores acotado y compacto,
respectivamente, en un espacio normado X. Entonces las composiciones ST
y TS son operadores compactos.

En particular, como un operador compacto es acotado, se sigue que la
composicién de operadores compactos es un operador compacto. Tenemos
también la siguiente proposicién, cuya prueba puede verse en [1] pag. 407.

Proposicion 1.3 Sean X yY espacios normados y'T : X — Y un operador
lineal. SiT es acotado y dimT(X) < oo, el operador es compacto.

El siguiente teorema establece condiciones bajo las cuales el limite de
una sucesion de operadores compactos es compacto. Este resultado sera
muy util en los ejemplos que veremos después.

Teorema 1.1 Sea {T,,} una sucesion de operadores lineales compactos de
un espacio normado X en un espacio de Banach B. Si {T,} es uniforme-
mente convergente, digamos ||T,, — T|| — 0, entonces el operador limite T
es compacto.

1.1.2 Ejemplos de operadores lineales compactos
Una sucesién {x, }nen € [? donde se denotard por z.

Ejemplo 1.1 Considere al operador lineal T : [? — [? definido como Tz =
{%2}.Entonces T es compacto.
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En efecto, definamos 7} : 1 — [ como Tz = {z1, Z,... 0,0, }.
Es facil ver que T} es acotado:

T2 X
T.2l12 = _]’070...
H JmH H{xlﬂ 9’ ; ] s

Es decir, ||T}|| <1, paratodo j € N.

Finalmente, dim7}(X) = j < co. De acuerdo con la proposicién 1.3, T
es compacto para toda j € N. Ademds, es claro que:

2 _ - ’xk’ 2 -
IT-Telf = 30 5 < Z i < gl

Al tomar el supremo sobre todo € 12 de norma 1 tenemos que

1
T =Tjll </ ==
j+1

De este modo, T — T' y por el teorema 1.1, T es compacto.

Ejemplo 1.2 Sea p(z) un polinomio con coeficientes reales. Sea T : [2 — [?
el operador del ejemplo anterior y considere entonces al operador p(T). Para
cada k € N tenemos que 7% : 12 — [? definido como T%z = y donde
y = {1, SR By .} es compacto. Ahora, si p(x) es un polinomio sin
término constante (consideracién que se hace porque el operador identidad
I :1?> — I%2 no es compacto, por ser [? un espacio de dimensién infinita),

tenemos, en este caso, que p(T) : 12 — [? también es compacto.

En general, si p(x) es un polinomio con coeficientes en C sin término
constante, y T" es un operador compacto, entonces p(7) : X — X es com-
pacto.

Ejemplo 1.3 Considere un espacio de Hilbert (H,( , )) arbitrario. Sea
{z,} C H un conjunto ortonormal, y {\,} cualquier sucesién de nimeros
reales con A\, — 0. Sea T : H — H definido como

T = Z AT, Tp) T
p)
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l
Veamos en primer lugar que T estd bien definido. Seay; = > Ap(z, z)xk.
k=1

Suponga n,m € N y que n < m. Entonces, usando la ortonormalidad de la
coleccién {zy} obtenemos

2

Hym_ynHQ = Z A (@, ),
k=n+1
= < Z )\k(ac,xk)xk, Z )\k(x,xk)xk> (1.1)
k=n+1 k=n+1
= > Az )
k=n+1

Luego, dado € > 0 existe N € N tal que k¥ > N implica |A\;| < €, de modo
que tomando la suma en 1.1 para kK > N y aplicando la desigualdad de
Bessel, obtenemos

m
lym = yall® < D AR, ap)?

m
< @) laawl® < el
k=N

Por lo tanto, {y;} es una sucesién de Cauchy en el espacio de Hilbert H y
en consecuencia 7T estd bien definido. Para ver que T es compacto, definase
Tox =Y 5 i Me{@, zg)xr. Entonces T), es un operador acotado. En efecto,
sea. M > 0 tal que |A\,|] < M para toda n € N. Nuevamente, por la
desigualdad de Bessel se obtiene

1 Tazl[* = < > Melw ap)ze, Y Ml $k)$k>
k=1

k=1

A

< I e P [l (1.2)

k=1
M2 |||,

IN
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es decir, ||T,|| < M para todo n € N. Como dim(7,,(X)) < oo, tenemos
que T, es compacto.

Por un calculo similar al hecho en la ecuacién 1.1, existe N € N tal que
para n > N tenemos

(T =Tzl < Y A,z

k=n+1
< &l
Al tomar el supremo sobre los  tales que ||z|| = 1 se obtiene que la sucesién

{T,} converge a T'. Por el teorema 1.1 se sigue que T' es compacto.

1.2 Operadores lineales autoadjuntos en espacios
de Hilbert

Definicién 1.2 (Operador adjunto de Hilbert T*.) Sea T : H; — Ho
un operador lineal acotado, donde Hi y Ha son espacios de Hilbert. El
operador adjunto de Hilbert T* de T es el operador

T* : HQ — Hl
tal que para todo x € H1 yy € Ha,

(Tz,y) = (x,T"y).

Para que esta definicién tenga sentido, se debe tener, desde luego, que
dado T operador arbitrario, T* existe y es tnico. La demostracién de este
hecho puede verse en [1], pdg 197. Tomando en cuenta dicho resultado,
tenemos la siguiente:

Definicion 1.3 Un operador lineal acotado T : H — H sobre un espacio de
Hilbert es autoadjunto si T* =T.

Es bien sabido que un operador lineal T" definido en un espacio de Hilbert
complejo H es autoadjunto si y sélo si el nimero (T'z,x) es real para todo
x € H (vedse [1], pdg. 202). De este modo, podemos establecer una relacién
de orden en el conjunto de operadores lineales, diciendo primeramente que
un operador autoadjunto 7' es positivo, lo cual denotaremos por T > 0, si
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(Tx,z) > 0 para toda x € H y dados T y S operadores lineales autoadjun-
tos, diremos que T'> S (o bien S <T)si T — S > 0.

Es facil ver también que si 77 < 15 y S es un operador acotado cualquiera,
S+T1 <S+1T5ysia<0esun nimero real entonces a1y > aTb.

1.2.1 Ejemplos de operadores lineales autoadjuntos acotados

Ejemplo 1.4 Considere el ejemplo 1.1. Si el espacio [? se toma sobre los
numeros reales resulta entonces que 1" es autoadjunto. En efecto, queremos
probar que (Tz,y) = (z, Ty), para todo z,y € [*>. Entonces

o~ T — T
(Tz,y) =Y S0 =D o = (@.Ty).
k=1 k=1

Como T es compacto, se sigue que 1" es autoadjunto acotado.

Ejemplo 1.5 El operador definido en el ejemplo 1.2 resulta ser también
autoadjunto, ya que dado cualquier k& € N tenemos que (T%)* = (T*)F y
como T es autoadjunto, se sigue que 7% también lo es. Ademds, si p(z) =
anx™ + ap_12" 1 4+ -+ 4+ a1z es un polinomio con coeficientes reales resulta
que:

(P(T))" = (anT"+ - +arT)" = an(T")"+- - AmT" = anT"+ - +ar T = p(T).
de donde p(T") es autoadjunto y compacto.

Ejemplo 1.6 Considere nuevamente el operador definido en el ejemplo 1.3.
Sean z,y € H. Probaremos que (T'z,y) = (x,Ty). Entonces, considerando
la definicién de T = limy, 00 Y5y Ak (2, )2y y usando la continuidad, y
las propiedades del producto interno (,), ademds de la ortogonalidad del
conjunto {x,} obtenemos

k=1

n
— nlLII;O<ZAk<$,xk>xk7y>
=1
n

= nlLII;O;Ak<$,$k> (Tr,y)
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= lim > Nelywr) (@, k)
=1

> (@ Aely, ax))

lim
n—oo
k=1

- lim <$,ZAk<y,xk>Ik>
n—o00 Pt

k=1
= (x,Ty).

Como z,y € H fueron arbitrarios tenemos que T es autoadjunto. Final-
mente, de la expresion 1.2 se deduce que T es acotado.

Ejemplo 1.7 Considere el operador de multiplicacién T : L?[0,1] — L2[0,1]
definido por

y(t) = (Tx)(t) = ta(t),
donde D(T) = L?[0,1]. Es facil ver que T es acotado

1
T2 = /0 () < |Ja]%

Ademsds, T es un operador autoadjunto. En efecto, por la definicién del
producto interno definido en L2[0, 1] y el hecho de que ¢t € [0,1] C R tenemos
para z1(t), z2(t) € L2[0,1]

<T1I1, JI2> = /01 t xl(t):lig(t)dt = /01 :Cl(t)t xg(t)dt = <:L’1,T:L’2>

1.3 Proyecciones

Esta seccién estd dedicada al estudio de algunas propiedades de las proyec-
ciones, ya que desempenan un papel fundamental en el desarrollo de los
capitulos 3 y 4.
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Definicion 1.4 Un operador P definido en un espacio de Hilbert H es una
proyeccion si existe Y subespacio cerrado de 'H tal que Y es el rango de P,
Y+ es el espacio nulo de P y Ply es la identidad.

A continuacidén, tenemos la siguiente caracterizacién de una proyeccion.
Los detalles se encuentran en [1], pag 481.

Proposicion 1.4 Un operador lineal acotado P : H — H es una proyeccion
sobre un espacio de Hilbert H si y solo si P es autoadjunto e idempotente,
esto es, P2 = P.

A partir de este resultado, es claro que las proyecciones P son operadores
positivos de norma menor o igual a uno. Probemos ahora el siguiente:

Lema 1.1 Si P:H — Y es una proyeccion sobre un subespacio Y yx € 'H
es tal que ||Pz|| = ||z|| entonces Pz = x.

Demostracion.
Como ¢ = Pz + (x — Pz) y yaque Px € Y y x — Pz € Y se sigue por
la identidad de Pitdgoras que ||z||> = ||Pz||> + || — Pz||?>. Por hipétesis
||Pz|| = ||x|| de modo que ||z — Pz|| =0.n

Considerando la relaciéon de orden que mencionamos para los operadores
lineales autoadjuntos, tenemos el siguiente teorema que serd de gran impor-
tancia en el capitulo 3.

Teorema 1.2 Sean P,Q proyecciones definidas en un espacio de Hilbert
H. Sean'Y = P(H) y Z = Q(H) los espacios sobre los cuales H es proyec-
tado por P y Q respectivamente. Sean N (P) y N(Q) los subespacios nulos
correspondientes. Los siguientes enunciados son equivalentes:

i) P<Q

ii) ||Pz|| < ||Qz|| para todo = € H
iii) Y C Z

) N(P) D N(Q)

v) PQ=QP =P
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Demostracion.
i) = ii) Si P < @Q entonces ||Pz||> = (Px,z) < (Qz,7) = ||Qz||*.

i1) = 1) Si ||Px|| < ||Qz|| para toda x € H y consideramos en particular
x € Y entonces ||z|| = [|Pz|| < ||Qz|| < ||z|| (porque ||Q|] < 1), por lo
tanto, de acuerdo con el lema 1.1, Qz = x es decir, x € Z.

iii) = iv) Por definicién, Y+ = N(P) y Z+ = N(Q), de modo que la
hipétesis Y C Z implica que Z+ C Y.

iv) = iii) Como Z+ = N(Q) C N(P) = Y' y Y, Z son subespacios cerra-
dos de H, se sigueque Y =Y = (YY)t c (ZzH)+ =7 =

N

iti) = v) SiY C Z entonces Pz € Z y por lo tanto QPx = Px para todo
x € H. Como Py @ son autoadjuntos (proposicién 1.4) al obtener el ad-
junto de la igualdad QP = P obtenemos P = P* = (QP)* = P*Q* = PQ.

v) = 1) Si PQ = P entonces

(Pz,x) = ||Pz||* = || PQu||* < [|Qz|* = (Qz,).

Para finalizar esta seccién, enlistaremos una propiedad més para una
sucesién decreciente de operadores. Para la prueba, vedse [1], pag. 473.

Proposicién 1.5 Sea {T,} una sucesion decreciente de operadores lineales
autoadjuntos sobre un espacio de Hilbert H. FEs decir,

W2>T>2T3>...>2 K

donde K es un operador lineal autoadjunto. Suponga que T; conmuta con
K y con T,, para cualesquier j,m € N. Entonces {1} es fuertemente

convergente a un operador limite T que es lineal, autoadjunto y satisface
T>K.

Tenemos por tltimo, los siguientes resultados.
Proposicion 1.6 Sean Py y P> dos proyecciones en un espacio de Hilbert

‘H. Entonces P = P1 Py es una proyeccion si y solo si, P1 y Po conmutan.
Si P es una proyeccion entonces Ran(P) = Ran(P;) N Ran(Ps).
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Demostracion.
Como (P1P)* = PP;, tenemos que las ecuaciones (PiP2)* = PPy y
PP, = P,P; son equivalentes, es decir, P es autoadjunto si y sélo si P,
y P> conmutan. Claramente P es idempotente si y sélo si P; y P> conmu-
tan. Esto prueba el primer enunciado.

Suponga ahora que P = P; P5 es una proyeccién. Es claro que el rango de
un producto de dos operadores esta contenido en el rango del primer factor,
de modo que la conmutatividad de P; y P, implica que Ran(P) C Ran(P;)N
Ran(P,). Por otro lado, si z € Ran(P;)NRan(P) entonces Pix =z 'y Pyx =
x y por tanto Pz = x. En consecuencia Ran(P;) N Ran(P;) C Ran(P). n

Proposiciéon 1.7 Sean Py y P> proyecciones sobre un espacio de Hilbert H.
La diferencia P = Py — P; es una proyeccion st y solo si Po > Py. En ese
caso, Ran(Py — P1) = Ran(Py) N (Ran(Py))*

Demostracién.
Si P es una proyeccion entonces, para cualquier x € H,

(Pyx,x) — (Piz,x) = (Py — Pz, z) = (Px,z) = ||Pz||> > 0.

Reciprocamente, si P» > Py entonces PP, = PP, = P; y por tanto

(Py—P)?=P; —P,P,—PP,+P:=P,—2P +P =P, — P,

de donde P es idempotente. Como P; y P, son autoadjuntos resulta que
P = P, — P es también autoadjunto. Asi, P es una proyeccién. Sea ) =
I — Pi. Es claro que @ es una proyeccién con rango Ran@ = (Ran(Py))* .
Luego, como P, y ) conmutan, porque P, — P, = Po(I — P;), tenemos por
la proposicién 1.6 que Ran(P, — P;) = Ran(P,) N (Ran(P;))*. n

El interés por estudiar las propiedades de las proyecciones se verd en
el capitulo 3, pues asociado a un operador lineal definido en un espacio de
Hilbert, existe una familia de proyecciones con las cuales se obtiene una
representacién del operador mas sencilla.
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1.4 Nociones basicas de Teoria Espectral

La Teoria Espectral es una rama muy importante del andlisis funcional,
porque a partir de las propiedades espectrales del operador, permite una
representacion del operador, en términos de proyecciones, que resulta ser
mas sencilla y de la cual es posible deducir ciertas propiedades importantes
e interesantes del operador original.

Suponga que H es un espacio de Hilbert complejo. Si T : H — H es
un operador con dominio D(T) C H, para cada A € € a T le asociamos
el operador T, con T\ = T — AI donde I es el operador identidad en
H. Si el operador T} es invertible, denotaremos por R(T") (o simplemente
R)) a su inversa (Ty)~!. A éste lo llamaremos operador resolvente de 7.
En la siguiente definicién, se hacen algunas consideraciones en cuanto a la

continuidad de R) (si es que existe), y a su dominio de definicién.

Definicién 1.5 Sea X # {0} un espacio normado complejo y T : D(T) —
X un operador lineal con D(T) C X. Un valor regular A\ de T es un
nimero complejo tal que Ry\(T') existe, es acotado y estd definido sobre un
subconjunto denso de X.

El conjunto resolvente p(T') de T es el conjunto de todos los valores
requlares de T. El espectro de T es el conjunto o(T) = C\ p(T'), y estd
particionado como sigue:

Espectro puntual 0,(T). Es el conjunto en el que R\(T') no existe.
Espectro continuo o.(7T"). En este caso R\(T) existe, estd definido en
algin subconjunto denso de X pero no es acotado.

Espectro residual o.(T). En este caso Ry\(T) existe (ya sea que esté
acotado o no) pero su dominio no es denso en X.

Esté claro a partir de la definicién que los subconjuntos en los que se
particiona o(7") son ajenos entre si y en el caso en el que la dimensién de
X sea finita entonces 0.(T) = 0 = 0,(T). Tenemos ahora la definicién de
radio espectral.

Definicién 1.6 El radio espectral ro(T') de un operador acotado T definido
en un espacio de Banach B es el radio

ro(T) = sup [A|
Ao (T)
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del disco cerrado centrado en el origen mds pequeno que contiene a o(T).

Los resultados clasicos en teoria espectral muestran que tanto el con-
junto resolvente como el espectro, son subconjuntos no vacios de C y que el
espectro es cerrado. Ademas se tiene que 7,(7T") < ||T||.



CAPITULO 2

Teorema espectral para operadores
compactos autoadjuntos

A lo largo de este capitulo, asumiremos que los operadores mencionados son
compactos y autoadjuntos, a menos que se especifique lo contrario.

2.1 Propiedades espectrales de un operador
compacto autoadjunto

En esta seccién, enlistaremos las propiedades fundamentales del espectro de
un operador compacto. Las pruebas de los resultados pueden verse en [5],
pag. 301.

Teorema 2.1 Si T : X — X es un operador compacto en un espacio nor-
mado X entonces cada punto distinto de cero es un valor propio del opera-
dor. Dicho conjunto es numerable (quizds finito o vacio) y el dnico punto
de acumulacion posible es A = 0.

Veamos ahora, algunas propiedades del espectro de un operador autoad-
junto acotado. Varias de estas propiedades serdn de importancia fundamen-
tal en el desarrollo de éste y el siguiente capitulo. Las demostraciones se
encuentran en [1], pdg 465.

13



2. Teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos 14

Proposicion 2.1 Sea T : H — H un operador lineal autoadjunto acotado
sobre un espacio de Hilbert complejo H. FEntonces: i) todos los valores
propios de T (si existen) son reales; ii) los vectores propios correspondientes
a valores propios distintos son ortogonales.

Tenemos incluso el siguiente teorema.

Teorema 2.2 El espectro o(T') de un operador lineal autoadjunto acotado
T :H — H sobre un espacio de Hilbert complejo H es real. Aun mds, o(T)
estd contenido en el intervalo cerrado [m, M| donde

m= inf (Tz,x) M = sup (Tz,x).
[J]|=1 ||| |=1
Los nimeros m y M estan relacionados a T' como sigue:

Teorema 2.3 Si T es un operador lineal acotado autoadjunto definido en
un espacio de Hilbert complejo 'H, entonces

IT]| = max{jml[,|M|} = sup [(Tz,)].

||lz||=1

2.2 El Teorema Espectral

En esta seccion demostraremos el teorema espectral para operadores linea-
les autoadjuntos compactos. Antes de enunciar el teorema y su respectiva
demostracion, consideremos el siguiente:

Lema 2.1 Sea T' un operador autoadjunto sobre (H,(,)). FEntonces exis-
ten un valor propio A\ de T tal que |\ = ||T|| y un vector propio x € H
correspondiente a X tal que ||z|| =1 y |(Tx,z)| = ||T].

Demostracion.
Es claro que si T = 0 el teorema es trivialmente cierto. Podemos suponer
entonces que T # 0.

De acuerdo con los teoremas 2.2 y 2.3 existe una sucesién {z,} C H tal
que ||z,|| =1y (Txp,x,) — A, donde |A| = ||T||. Luego,

[Tz — Azn||? = || Txn||? — 2MTxp, 20) + N2z,
IT|1? = 2M(Txp, 20) + A2

IN A
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Como (T'zp, z,) — A, de la expresién anterior se deduce que || Tz, — Azy|| —
0 de donde Tz, — Az,, — 0. Dado que T es compacto, por la proposicién
1.1, existe una subsucesién de {T'z,}, que denotaremos por {Tyx}, que es
convergente, digamos a z € H y {yr} es una subsucesién de {z,}. Como

0= klim (Tyr — \y) = 2z — klim AYk,

se sigue que y, — 3z = 2 y como ||yx|| = 1 entonces ||z|| = 1. Por hipdtesis,
T es compacto, y por tanto, continuo de modo que

Ar=z= lim Ty, =Tz.
k—o0

Finalmente, es claro que |[(Tx,z)| = |A| ||z||> = ||T|, lo cual debiamos
demostrar. n

Recuerde que si T' es un operador compacto autoadjunto, su espectro
consta de un conjunto finito o a lo més numerable de ntiimeros reales cuyo
Unico punto de acumulacién es A = 0. El teorema espectral que presentare-
mos, considera solamente este caso, pues si el conjunto de valores propios
es finito, el teorema. correspondiente se deduce facilmente del teorema més
general.

Suponiendo entonces que T’ tiene una cantidad numerable de valores
propios, se sigue que 1" tiene un numero infinito de subespacios propios.
Como T es autoadjunto, los espacios propios M; asociados a los valores
propios del operador A\; son ortogonales entre si y tienen dimensién finita.
A continuacién, deseamos darle un sentido a la expresién Z;’il @®M;. Para
ello, considere la siguiente:

Definicién 2.1 Suponga que {z,}, donde a € A, A conjunto de indices
arbitrario, es una coleccion de elementos de un espacio normado X. FEn-
tonces {xo} es sumable (o conmutativamente convergente) a x € X, escrito
COMO Y cA Ta = T i para cada € > 0 existe algiin conjunto finito de indices
N, C A, tal que para todo conjunto finito de indices J O N,

Zma—x < €.

aed

Observacion: Note que si en la definicién anterior se tiene que {z,} es
una coleccién de nimeros reales no negativos, entonces, podemos definir a
x como x = sup{)_,c;Ta:J C A es finito}.
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Lema 2.2 Sea H un espacio de Hilbert complejo y sea {My : o« € A} una
coleccion de subespacios cerrados de H. Sea M = Y M, el conjunto de
todas las sumas conmutativamente convergentes Za To CON Ty € M. Sea
lin(UM,,) el espacio lineal generado por UM. Entonces

lin(UaMy) = M.

Demostracion.
Es claro que M es un subespacio vectorial conteniendo a U, M, y por tanto

M D lin (UaM,).

Reciprocamente, sea

S = {Zxa : o € M,y para casi toda a, x4, = 0} )

o

Tenemos entonces que S C lin (U, M,,) lo cual implica que

S C lin (UgM,).

Ya que los términos en M son limite de miembros de S, se sigue que M C S
y por tanto M C S lo cual prueba el lema. n

Una vez que tenemos el lema anterior, probaremos un resultado muy
similar, anadiendo la hipétesis de que los subespacios cerrados M, son
ortogonales entre si. En ese caso, > M, se denotard por ) @&M,.
Previamente, consideremos el siguiente:

Lema 2.3 Sean B un espacio de Banach y{zq}aca C B. Entonces {Tq}acn
es sumable si y soélo si para todo € > 0 existe un conjunto finito de indices
K C A tal que para cualquier subconjunto finito de indices J, satisfaciendo
JNK =0 se tiene || Y cjzal| <€

Demostracion.
Suponga que {z,} es sumable a z. Sea € > 0. Por definicién, existe K C A
finito tal que para todo I D K se tiene ||} ;%o — || < e Sea J C A
finito y tal que J N K = (). Entonces
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S S e Y

aed acJUK acK
< Z To — x| + Zl‘a—$ < 2e.
acJUK acK

Reciprocamente, por hipdtesis, para cada n € N existe J,, subconjunto
finito de indices tal que si J es cualquier subconjunto de indices, con JNJ,, =
0, entonces || Y c s Tal| < 1/n. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir
que la sucesién {J,} es creciente, de lo contrario, para cada k € N sea
I, =J1UJyU...UJ;. Entonces para n < m se tiene que

D ma= ) vl =] D

aEJdm acdy OlGJm\Jn

1
— <=,
n

porque (Jp\Jp)NJp = 0. De este modo, tenemos que la sucesién {}° c; o}
es de Cauchy. Por la completez de B, existe x € B tal que || >
0 cuando n — oo.

aEJn xa_xH -

Sea e >0y Ny € N tal que 1/N; < €/2y Ny € N tal que para n > Nj,
1> acs, Ta — || < €/2. Luego, si J es cualquier subconjunto finito de
indices con J O Jy donde N = max{N;, N2} entonces

Soce| = | B samor T s
acJ OLEJ\JN acJn
< | 2 4| T
OcEJ\JN aeJy
< €.

Asi, {z,} es sumable. §

Teorema 2.4 Con la notacion del lema 2.2, si {My} es una familia de
subespacios cerrados ortogonales entre si entonces

lin(UaM,) = Z ®M,,.
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Es decir, x € lin(UaM,) se puede escribir de manera tnica como x =
Y aTa, CON Ty € My.

Demostracion.
En vista del lema 2.2

lin(UaMa) = > OMa DY &M,
(0% (0%

Ahora, sea x € lin(U,M,). Como cada M, es cerrado, H = M, @ Mof
y por tanto x = x4 + Yo donde x4 € My ¥ yo € M para cada o € A.
Asi, tenemos una infinidad de formas de escribir x. Ahora, consideremos
aquéllos indices A’ tales que z, # 0. Tenemos entonces que

(o) = (oo o) = S5l
] feall ! = Tizal

Como el conjunto {z,/||zall : za # 0} es ortonormal, la desigualdad de
Bessel implica

> llzall? = K, za/llzal)? < Il
(6% (e

y consecuentemente

D lzal]? < oo
(0%

De acuerdo con el lema 2.3, dado € > 0 existe un conjunto finito K C A
tal que para todo conjunto finito J C A, JNK = @ se tiene Y. ; ||za]]* < e
Por el teorema de Pitdgoras resulta que

2
Zﬂ?a = Z\|:pa||2 <e€

acJ aeJ

lo cual implica, segiin el lema 2.3 que Y cn/Ta = ) 4ca Ta CONVErge a
algin w € ) ®M, C lin(UsM,), y ya que z € lin(UsM,) se tiene que

x—w € lin(UgM,).

Sea y € Mg, donde 3 € A es arbitrario. Entonces
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<x—w,y> = <xﬁ+yﬂ Z$a,y> = <$ﬂ,y> - < Zxaay>

aEA aEA
= <xﬁ7y> - Z<$a>y> = <xﬁ’y> - (xg,y>
acA
= 0.

De ahf que x —w € M para toda o € A, es decir, 2 — w € Naea(My)* =

{0}. Resulta que x — w = 0, esto es,
rT=w= Z xQGZ@Ma
aeA! e}
y por lo tanto, lin(UaMy) C >, ®Mqy. 1
Con los resultados dados anteriormente, enunciemos y demostremos el

teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos. En este caso,
el conjunto A de los resultados anteriores se puede suponer igual a N.

Teorema 2.5 Sea T' : H — H un operador compacto autoadjunto en un
espacio de Hilbert H. Si || > |Xo| > ... > |\j| > ... es una sucesion
infinita de valores propios y para cada j € N, M; denota el espacio propio
de \j y Pj : H — M; es la proyeccion ortogonal, entonces

i)

o
T =Y )P,
j=1
donde la convergencia es en el sentido de la norma de operadores. Ademds

ii)

n

T - NP

=1

= |An+1]

para toda n € N. Las proyecciones son de rango finito y ortogonales entre
St.

Demostracion.
Sean |A1| > [Ao| > ... > |\, > ... los valores propios de T'. Considere la
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variedad lineal M = Zjoil ®M; y sea My = M L el cual existe porque H
es un espacio de Hilbert. Afirmamos que 7|5z, = 0. En efecto, como Ty,
es autoadjunto compacto, el lema 2.1 implica que existe A valor propio de
T|n, tal que |A| = ||T|agl||- Ahora bien, los vectores propios correspon-
dientes a dicho valor propio A estan en My, vy ya que A es valor propio de
T'|n,, también es un valor propio de T'y por lo tanto, los vectores propios
correspondientes estan en algin M, C Z;’il ®M; lo cual es imposible pues
MoynM = {0}. Se sigue que T'| s, no tiene valores propios distintos de cero,
y por lo tanto 0 = X\ = ||T'|ay,||, es decir, T'|as, = 0.

Luego, sea Py la proyeccién de ‘H sobre My. Entonces cualquier x € ‘H
se escribe como

[e.e]
r=FPyr+y yEZEBMj.
j=1

Si P; denota la proyeccién de ‘H sobre M; se sigue que Iz = Z;’;l Pz y
por la linealidad de 7" obtenemos Tz = 3 72 T'(Pjz) = > 22, Aj(Pjx) para
toda x € H. Luego, para cualquier x € H

T — Z)\ij = ij(ij) - Z)‘j(ijU) = Z Aj(Pj).
j=1 j=1 Jj=1

j=n+1

Usando la ortogonalidad de los subespacios M; tenemos

n 2 [e.9] oo
H T NPl = > MIPzl? < A0 Y 1Pl < Ansallal?
j=1 j=n+1 j=n+1

Consecuentemente,

T - Zn:Aij

J=1

S |)‘n+l"

Dado que lim \,, = 0 obtenemos 7).

Finalmente, si se toma x € M, 41 entonces Z;’inﬂ Pjx = \py1x y por
lo tanto,
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= |An+1/-m

T - an AP
j=1

2.3 Ejemplos del teorema espectral para un
operador compacto autoadjunto

Ejemplo 2.1 Considere al operador lineal del ejemplo 1.1. Encontremos
ahora la descomposicion espectral de T. Tenemos en primer lugar que los
valores propios del operador son {\,, = %|n € N} con subespacios propios
M, =1in((0,0,...,1,0,0,...)) y proyecciones P, : [> — M,, definida como
P,({zx}) ={0,0,...,2,,0,0,...}.

Luego, de acuerdo con el teorema espectral T' se descompone como:

o0 o 1
T=> MPe=)_ = Pe
k=1 k=1

donde la serie anterior converge en la norma del espacio de operadores.

Ejemplo 2.2 Recuerde el operador autoadjunto compacto p(T") del ejem-
plo 1.2. No es dificil ver que el conjunto de valores propios de T™ corres-
ponde a {k,in|k: € N}. Luego, los subespacios propios invariantes son My =
lin((0,0,...,1,0,0,...)), con proyecciones Pj, : I — Mj, definidas de manera
obvia. Asi, el teorema espectral para este operador compacto y autoadjunto
corresponde a la suma infinita:

1
n _ J—
™ = g 0 Py
k=1
donde la convergencia es con respecto a la norma en el espacio de operadores.

Extendiendo el razonamiento anterior para toda m € N, observamos
que un célculo directo muestra que el conjunto de valores propios de p(T")
corresponde a {\, = % +--- + G|k € N} donde n corresponde al grado del
polinomio p(x), y los espacios propios son My, = lin((0,0,...,1,0,0,...)) con
proyecciones Py, : 12 — My, definida como Py({z,}) = {0,0,...,24,0,0,...}.
Por lo tanto, la representacién espectral para el operador compacto autoad-
junto p(7T) es
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p(T) = gp (1)~

Ejemplo 2.3 Considere al operador autoadjunto compacto del ejemplo 1.3.
Es decir, si {\;} C R es una sucesién convergiendo a 0y {zj} es un conjunto
ortonormal de H entonces T : H — H se define como

Txr = Z e (T, )y,
k=1

Debido a que el conjunto {z} es ortogonal, es ficil ver que cada A\j
es un valor propio del operador con vector propio x;. Veamos que T no
tiene otros valores propios. Suponga que « # 0 es un valor propio del ope-
rador T' con vector propio y. Entonces Ty = ay = > 2o ATk, y) 2. Sea
V = lin({zx}). Se sigue que y € V. Como {zy} es una base completa
para V tenemos y = Y po (@n, y)Ty y por lo tanto, ay = > 07 | alxn, y)Tn.
Como ay = Ty se deduce que Y po; (Mg — a){zg, y)zr = 0. Dado que 0 € V,
se escribe, respecto a la base {zp} de V como 0 = ) Oz, se tiene que
(A — a){xk,y) = 0 para toda k y como {Az} es una sucesién de valores
reales distintos entre si tenemos que (x,y) = 0 excepto para algin k, pues
de otro modo, y seria igual a cero, lo cual es imposible. Luego, o = A\ para
algin k.

Finalmente, es claro que la proyeccién Py : H — lin(xy) corresponde a
Pyx = (xg, x)xy, de donde T tiene representacién espectral

Tx = Z PYRC A TRY
k=1



CAPITULO 3

Teorema espectral para operadores
autoadjuntos acotados

En este capitulo trataremos inicamente con operadores autoadjuntos acota-
dos definidos en espacios de Hilbert. En el capitulo anterior, las proyecciones
desempenaron un papel muy importante para la representaciéon de un ope-
rador lineal compacto autoadjunto. Ahora, veremos que a cada operador
autoadjunto continuo, le corresponde una familia de proyecciones, llamada
familia espectral, que servird para la representacion integral del operador.

3.1 Familia Espectral

Si T es un operador autoadjunto, entonces T2 es positivo. Dado un ope-
rador autoadjunto positivo acotado, existe S operador autoadjunto positivo
acotado (tinico) tal que S? = T. Decimos que S es la raiz cuadrada positiva
de T (vedse [1] pdg. 476). Considere los siguientes resultados que nos seran
utiles para la teoria que se presentara a lo largo de este capitulo.

Lema 3.1 Si dos operadores lineales autoadjuntos acotados S y T sobre un
espacio de Hilbert conmutan y son positivos, entonces su producto ST es
positivo.

Para los detalles de la prueba, vedse [1] pag. 470.

23
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Definicion 3.1 Sea T : H — H un operador autoadjunto acotado en un
espacio de Hilbert 1complejo H. Considere al operador autoadjunto acotado
T? y sea B = (T?%)2 su raiz cuadrada positiva. Sean

T = %(BJFT)
1

T~ = —-(B-T
5(B-T)

Entonces T y T~ son llamadas las partes positiva y negativa de T respec-
tivamente. Finalmente, denotamos por E : H — N (T™") la proyeccion de H
sobre el espacio nulo de T .

Noteque T =T+ —T~y B =T7T+T~. Recuerde que para A € R denota-
mos T\ = T'— A\I, y andlogamente, se definen los operadores B, T;r Ty, E).
Estos operadores tienen propiedades interesantes entre si, como lo muestra
el siguiente lema (para la prueba, vedse [1] pag. 498).

Lema 3.2 Sea T : H — 'H un operador lineal autoadjunto en un espacio de
Hilbert complejo H. Sea A un numero real arbitrario. Entonces

i) B)\,T;r,TA_ son operadores acotados autoadjuntos.

i) By, T;\F y T\ conmutan con cualquier operador lineal acotado que con-
mute con Ty; en particular, B\T\ = T)B), T;'TA = TAT;, T, T\ =
T\Ty ., TyTy =T, T, .

iii) Ey conmuta con cualquier operador lineal acotado que conmute con
Ty; en particular, ExT\ = ThE), ExB) = B\FE).
Ademds

w) TYTy, =0=T, Ty

v) TYEx=0=E\Ty; Ty E\=ET, =T,
vi) TNE)x = =Ty ; T\(I—E\) =Ty
vii) Ty >0, Ty >0

Finalmente, para cualesquiera numeros reales k, \, i, v, T los siguientes
operadores conmutan: Ty, BA,TJ,T;F, E;.

Introducimos ahora la definicién de familia espectral y con el lema ante-
rior en mente, demostraremos el teorema 3.1.
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Definicién 3.2 Una familia espectral (o resolucion de la identidad) es un
congunto de proyecciones € = {E\} donde el parametro \ es un nimero real,
que satisface las siguientes condiciones:

i) Si A < p entonces Ex < E,

ii) Si {un} es una sucesion convergiendo por la derecha a p, lo cual de-
notaremos fin4o — j entonces B, 1o — E, fuertemente.

Si ademds existen «, 3 € R tales que
iii) p < o implica B, =0y
w) p > B implica £, =1

diremos entonces que la familia estd acotada inferior y superiormente por o
y B respectivamente. Los numeros a, 3 son conocidos como cotas espectrales.

Teorema 3.1 Sea T : H — H un operador lineal autoadjunto sobre un
espacto de Hilbert H complejo. Sea Ey, A € R la proyeccion de 'H sobre el
espacio nulo ./\/'(T;r) de la parte positiva T)'f de Tx. Entonces €& = {E\} er
es una familia espectral sobre el intervalo [m, M] C R donde m y M son:

m:Hi]|c|1f1|<Tx,a:>| M = sup [(Tz,x)]| (3.1)
= ||lzf|=1

Demostracion.
Probaremos que & = {E,} definida por E) : H — N(T}") la proyeccién de
‘H sobre el espacio nulo de T;' satisface las 4 propiedades de la definicién 3.2.

Sea A < u. Entonces T = T;r -7y, < T; porque —T" < 0 por el lema
3.2vii), y entonces Ty — T, > Ty — T, = (u— A)I > 0. Luego, Ty — T},
es autoadjunto y conmuta con T, por el lema 3.2 y 7,7 > 0. El lema 3.1
aplicado a T, y T, ¥ — T, implica que

T (TN =T,) =T, (Ty =T, +T,)>0.

Usando 7,77, = 0 (lema 3.2iv)) en la igualdad anterior, tenemos que
TJT;' > (TJ)Q, es decir, para todo x € H

(T 2, 2) > (1), 2) = || TF 2| > 0
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Asi que, de acuerdo a la desigualdad anterior, si T' ;“ x = 0 entonces le' x =0,
es decir, N(T}) C N(T}f), y en vitud del teorema 1.2 esto equivale a tener
Ey < E, para A < p.

Por contradiccién, asuma que A < m y Ey # 0. Entonces E)z # 0 para
algin z € H. Sea z = E)z. Se sigue que Fhx = Eiz = FEyz = z. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que ||z|| = 1. Resulta que

(T\E)z,z) = (T\z,x) = (Tx,z) — XA > Hi]|r|1f1<Tx,:c> —A=m-—A>0.

Por el lema 3.2vi) y vii), T\E\ = =T, <0, por lo tanto, E\ # 0 es imposi-
ble.

Andlogamente, suponga que A > M pero Ey # I. Entonces, existe
x € H, ||z|| = 1, tal que (I — E))z = x. Por tanto

(T\(I — Ex)z,z) = (Tha,x) = (Tz,z) — A < sup (Tz,z) — A= M — )\ <0.
[lz]]=1

Esto contradice la identidad T\(I — E,) = Ty > 0 obtenida del lema 3.2 vi)

y vii).

Sélo resta probar que la familia dada, es continua por la derecha, lo
cual probard también que Ej; = I. Considere el intervalo A = (A, u] y
al operador F(A) = E, — E), Como E\ < E,, el teorema 1.2 implica que
E\(H) C E,(H) y la proposicién 1.7 que E(A) es una proyecciéon. Nueva-
mente, por el teorema 1.2 v) se sigue que

E,E(A) =E, — E,E\ = E, — E\ = E(A) (3.2)
(I — E\)E(A) = E(A) — Ex(Ey — E)) = E(A).
Dado que E(A), T, y T;“ son positivas y conmutan entre si, (vedse lema

3.2) los productos T, E(A) y T;E(A) son positivos por el lema 3.1. Luego,
la ecuacién 3.2 y el lema 3.2vi) implican

T,E(A) = Tu(EE(A)) = ~T, E(A) <
T\E(A) = Th[(I - E\E(A)] = T B(A) >
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es decir, TE(A) < pE(A) y TE(A) > AE(A), esto es,

AB(A) < TE(A) < uE(A). (3.3)

Fijemos ahora A en la ecuacién anterior y sea {u,} una sucesién decre-
ciente convergiendo por la derecha a A. Obtenemos entonces una sucesion de-
creciente de operadores E(A,,) = E,, —F) acotada inferiormente por Ey. En
efecto, por la primer propiedad de € resulta que E(A,) —E(Ant1) = (B, —
E\)—(Eu,.. —E\) =Eu, —E,,_, > 0dedonde E(A,,) > E(Ay41). Tene-
mos entonces una sucesiéon de operadores autoadjuntos acotados {E(A,)}
conmutando entre si y conmutando con E. Por la proposicién 1.5, se sigue
que E(A,) converge fuertemente a digamos, P()\). Aqui, P(\) es autoad-
junto y acotado y ya que E(A,,) es idempotente, también lo es P(X). Por
lo tanto, P(\) es una proyeccién. Ademas, AP(\) = T'P(\) por (3.3) (escri-
biendo A, en lugar de E(A)), esto es, T\ P(A) = 0. De este hecho y el lema
3.2vi) obtenemos

Ty P(N) = [IW(I = BEX)P(N) = (I — Ex)TAP(\) = 0.

Por lo tanto, Ty P(A)z = 0 para todo z € H. Esto muestra que P(\)z €
N(Ty"). Por definicién, se sigue entonces que Ey\P(\)z = P(\)z, para toda
x € H, es decir, ExP(\) = P()\). Por otra parte, tomando la misma sucesién
{{n} convergiendo a A, de la segunda identidad en (3.2) reescribiendo E(A,,)
por E(A) tenemos que al hacer tender p, a \ obtenemos (I — E))P()\) =
P()). Por lo tanto P(A\) = P(\) — E\P(\) = 0. Se sigue entonces que
E(A,) — P(X) =0 lo cual prueba que £ es continua por la derecha. m

Hasta ahora, sabemos que asociado a cada operador lineal autoadjunto
acotado T, existe £ = {F)} familia espectral del operador, acotada. Dicha
familia da lugar a una representacion integral, del tipo de sumas de Riemann-
Stieltjes, convergiendo en la norma de operadores a T

Definicién 3.3 Sea €& = {E\} una familia espectral con cotas infima y
superior A, B respectivamente. Una funcion f : [A, B] — R es E-integrable
si dado € > 0 existen T operador lineal acotado y & > 0 tales que para
toda P = {A =to,t1,...,t, = B} particion de [A, B] satisfaciendo n(P) =

max |tj11 —t;| <0 (M(P) la norma de la particion) implica que
0<j<n-—1

T — Z f(t;‘)[Etj - Etjfl]

<€
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donde t; € [tj—1,t;] es arbitrario. La convergencia anterior se denota como

B
T:/A FO\) dEy,.

Para dar la representacion espectral de T' serd necesario considerar los
siguientes resultados.

Lema 3.3 Si T es un operador lineal acotado autoadjunto definido en un
espacio de Hilbert H tal que T > I entonces T—1 existe y satisface ||T71|| <
1.

Demostracion.
Sea x € ‘H. Usando la desigualdad de Schwarz y la hipdtesis tenemos que

1Tl ||z|| > (Tz,2) > (z,2) = ||| (3.4)

Asi, Tz = 0 implica z = 0, de donde T es inyectiva. Ademads, T(H) es
denso en H. En efecto, si y € (T(H))*, para toda z € H tenemos 0 =
(Txz,y) = (x,Ty). Por lo tanto, Ty = 0 y entonces y = 0. Ahora, sea y € H
y {Tx,} C H una sucesién convergiendo a y. Por la desigualdad anterior
tenemos que

[Ty — Trm|| = |T(2n — 2m)|| = |70 — 2|

de donde {z,} es una sucesién de Cauchy en H. Sea z € H su limite. Como
T es un operador continuo tenemos que Tx,, — Tx y ya que Tx, — y se
sigue que Tz = y. Por lo tanto, T es una biyeccién y por tanto 7! existe.
Luego, la desigualdad 3.4 con y = T'z implica que ||| < 1. s

Lema 3.4 SiT es un operador lineal autoadjunto definido en un espacio de
Hilbert H y es positivo entonces el espectro de T estd contenido en [0, 00).

Demostracion.
Sea A > 0. De acuerdo con el lema anterior, para cualquier .S operador lineal
definido en H satisfaciendo S > AI se tiene que S~! existe. Sea S = T + \I.
Como T es positivo entonces T+ Al > Al y por la observacién anterior
(T_»)"! existe, lo cual implica que —\ € p(T) para todo A > 0, es decir,
(—00,0) C p(T). En consecuencia, o(T) C [0,00). B

Con el lema anterior en mente, demostraremos el siguiente teorema que
serd de utilidad para el teorema espectral de un operador lineal acotado
autoadjunto.
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Teorema 3.2 Sea T un operador lineal autoadjunto definido en un espacio
de Hilbert H. Entonces ||T|| <1 siy solo si =1 <T <1.

Demostracion.
Suponga que ||T|| <1y sea x € H. Entonces

(I =T)z,2) = (z,2) = (Tw,z) > [[z||* —||Tz|| |||
>l = |71 |l=[1* = [l2]1*(1 = [|7]])
> 0,

de donde T < I. Anéalogamente se prueba que —1 < T.

Reciprocamente, suponga que T' < I. Entonces I — T > 0 y por lema
anterior el espectro de I — T estd contenido en [0,00) y por lo tanto, el
espectro de T estd contenido en (—oo,1]. Un razonamiento similar para el
caso —I < T nos lleva a que el espectro de T estd contenido en [—1, 00).
Resulta entonces que o(7T") C [—1,1] y por lo tanto el radio espectral de T,
ro(T), es tal que 7,(T") < 1. Como T es autoadjunto, r,(1T") = ||T|| y asi
obtenemos el resultado deseado. n

De acuerdo con el teorema anterior, si € > 0 y T es un operador li-
neal autoadjunto entonces las expresiones ||T'|| < ey —el < T < €l son
equivalentes. Si S es un operador lineal acotado, es claro también que las
expresiones ||T — S|| < ey —el <T — S < el, son equivalentes.

Teorema 3.3 Representacion espectral de T'. Sea T : H — H un ope-
rador lineal autoadjunto en un espacio de Hilbert complejo H. Sea & = {E\}
la familia espectral asociada aT' dada en el teorema 3.1, con cotas espectrales
m, M. Entonces:

i) T tiene representacion integral

i1) Para todo z,y € H

M
(Tz,y) = / Ndg(N),  g(N) = (Bxz,y)

m—0
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donde la anterior, es una integral en el sentido ordinario de Riemann-
Stieltjes.

i11) Mas generalmente, si p es un polinomio en A con coeficientes reales,
entonces el operador p(T) tiene la representacion espectral

M

pr) = [ b amy (3.5)
y para todo x,y € H
M
o) = [ p0) dg). o) = (Brz)  (6)

Observacion. Dado que la familia espectral € es continua por la derecha,
la notacion m —0 es usada porque debemos tener en cuenta una posible con-
tribucion en A = m, la cual ocurre si E,, # 0.

Demostracién.
Sea {P,} una sucesién de particiones del intervalo [a,b] donde a < m y
b> M. Cada Py, es una particiéon de (a,b] en intervalos de la forma A,; =
(Anjs tnj] con longitud I(Ay;) = pin; — Apj. Note ademds que fin; = A j+1
para j = 1,...,n — 1. Asumimos ahora que la norma de cada particién es
tal que n(Py) — 0 cuando n — oo. Usando la expresién (3.3) con A = A,
tenemos que

A E(Anj) < TE(Anj) < ping E(Apj). (3.7)

Ahora bien, por las propiedades de £ (definicién 3.2) es claro que

T E(Anj) =T (Epu, — Bx,)) =T(By,, —Ex,)) =T (3.8)
j=1 j=1

La condicién n(P,) — 0 cuando n — oo implica que para cualquier € > 0
existe n € N tal que

n

Dt E(Anj) =Y A E(Anj) = (ptnj — Anj)E(Anj) < el (3.9)
st =1

J=1
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Al hacer la suma sobre j desde 1 hasta n en la desigualdad (3.7), y con-
siderando la igualdad (3.8), tenemos que

j=1 j=1

de donde obtenemos

T Anj Z (ftng — Mnj) E(Anj).
j=1 j=1

Luego, por la ecuacién (3.9), dado € > 0, existe N € N tal que para toda
n > Ny cualquier eleccién de A7, € A,; tenemos

T — Z)\ ) < el.

Por las observaciones posteriores al teorema 3.2 se sigue que

T - zn: X B(A,
j=1

lo cual prueba i). La eleccién de los puntos a, b no es trascendente (siempre
que a <myb> M) porque E) es constante para A < m y A > M. Ahora,
sea y € H fijo. Considere la funcién continua Fy : H — C definida como
Fy(z) = (z,y). Sea T, = 3771 A ;E(Ay;). Hemos demostrado entonces
que ||T — T,|| — 0 cuando n — oo, lo cual implica que, en particular, para
todo & € H, tenemos |Fy(T'x) — Fy(Tn:c)| — 0 cuando n — oco. Es decir,

<e (3.10)

(Te.y) — (Tuzy)l = |(Tey) - <ZA y>

= |(Tz,y) — Z)\ (Apj)z,y)| — 0

cuando n — oo. En el contexto de la integral de Riemann-Stieltjes, esto
quiere decir que la funcién f(A) = A es integrable con respecto a la funcién
continua g(A\) = (E\x,y) para z,y € H fijos, y de hecho, tiene el valor
(Tz,y). Es decir,
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M M
(Tz,y) = / V) dg(n) = / A d((Exe, ),

m—0

lo cual prueba 7).

Sea p(t) = t", r € N. Con la notacién anterior, sea {P,} una sucesion
de particiones del intervalo [a,b]. Podemos asumir que para j < m se tiene
Anj < pnj < Apm < fnm- Entonces

E(An])E(Anm) = (E,unj - E)\nj)(ENnm - E/\nm)
= By, —Eyu,; — E/\nj + E)\nj =0,

es decir, E(Ap;)E(Apm) = 0 para j # m y dado que E(A,;) es una
proyeccién resulta que E(A;)° = E(Ay;). Por lo tanto,

T
n

DA EAn) | =Y () E(Aw),
j=1

j=1

donde A}, € Ap; es arbitrario. Por la continuidad de la composicién de
operadores respecto a la norma de operadores, tenemos que si la expresién
en (3.10) se satisface, entonces para todo n > N se tiene

T" =) (M) E(An))

J=1

< €.

- [SaEen)| | -
j=1

Luego, el inciso iii) es una consecuencia de lo anterior con un argumento
andlogo al hecho en 7). n

El teorema 3.1 provee una demostracion constructiva de una familia es-
pectral asociada a T' que satisface las férmulas (3.5) y (3.6), no asi garantiza
la unicidad de dicha familia. El siguiente teorema, cuya prueba puede verse
en [3], padg 111, nos da la unicidad deseada.

Teorema 3.4 La integral de Stieltjes

[ @) dotw
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donde a(x) es una funcion de variacion acotada, define un funcional lineal
en el espacio de funciones continuas f(x), y reciprocamente todo funcional
lineal T' puede escribirse de esta forma. Ademds, el funcional T determina
la funcion a(x) en sus puntos de continuidad salvo una constante aditiva.

Note entonces que la igualdad (3.6) es valida para cualquier polinomio
definido en [m, M] y el lado izquierdo de dicha igualdad estd definida in-
dependientemente de £. FEntonces, el teorema anterior establece que para
cualesquier z,y € H fijos, la expresién g(\) = (E\x,y) estd determinada,
salvo una contante aditiva, por (3.6) en sus puntos de continuidad y en
m—0y M. Dado que (Epz,y) = (x,y) y {E\} es continua por la derecha,
tenemos que g(\) estd determinada de manera tnica en todas partes.

3.2 El teorema espectral para el operador de
multiplicacion

Sea T : L?[0,1] — L?[0,1] definido por Tz(t) = tz(t) = y(t) con dominio
D(T) = L?[0,1]. En el ejemplo 1.7, demostramos que el operador de mul-
tiplicacién es autoadjunto y acotado. El objetivo de esta seccién es ilustrar
el teorema espectral en dicho operador encontrando la familia espectral aso-
ciada.

Afirmamos que o(7) = [0,1]. En efecto, es facil ver que (Ryz)(t) =
(t — A)"laz(t) la cual estd bien definida si A ¢ [0,1]. Como T es autoad-
junto, el espectro residual o,(T"), es vacio y el espectro puntual, en este
caso, también, pues si Ag € [0, 1] satisface (T' — A\oI)x(t) = (t — No)z(t) =0
entonces z(t) = 0, por lo que A9 no puede ser un valor propio de 7. Final-
mente, si A € [0, 1] Nuestra afirmacién entonces, queda demostrada.

Procedemos ahora a calcular la familia espectral de T'. De acuerdo a los
pasos dados en la demostracién de nuestro teorema, calculemos en primer
lugar By = (Tf)% No es dificil ver que (T3x)(t) = (¢t — A\)?z(t). Entonces
(Baz)(t) = |t—Al|z(t) y consecuentemente (T )(t) = 3[|t—A|+ (t—\)]z(t).

Consideramos entonces los siguientes casos.

Caso 1. Si A<0, entonces 0 <t <t— X < 1— A Por lo tanto,
(T z)(t) = (t — N)z(t) y entonces N(Ty) = {0} porque t — A > 0. En este
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caso entonces, la proyeccién buscada E) : L?[0,1] — N (TAJr ) es B\ =0.

Caso 2. SiA>1entoncest — A < 1— X < 0. Se tiene entonces que
(T z)(t) = 0y ast N(Ty) = L?[0,1] y la proyeccién Ey : L?[0,1] — L?[0, 1]
en este caso es By = I.

Caso 3. Suponga ahora que 0 < A < 1. Como ¢ € [0, 1] también, consi-
deraremos entonces las siguientes posibilidades:

i) Si0<t< X entonces t — A < 0y por lo tanto, como en el caso 2,
N(Ty) =L?[0,1] y Ey\ = I.

ii) Si A <t <1 entonces 0 <t — . Se sigue que (T3 z)(t) = (t — N)z(t)
y como en el caso 1, N(T}) = {0} y E) = 0.

Finalmente, sea

Cfoa(t) st 0<t<A
(S”C)(t)_{o siA<t<1

Asi, la familia espectral para el operador de multiplicacién resulta ser

0, si A<O
Ey=<¢ S, si 0<)<1
I, si A>1

De este modo, de acuerdo con el teorema espectral calcular (T'z,y) =
fol tz(t)y(t) dt para x,y € D(T) equivale a calcular

1
/0 Ndg(N), g(\) = (Exz,y).



CAPITULO 4

Teorema espectral para operadores no
acotados con espectro puntual puro

En este capitulo, nos ocuparemos del teorema espectral para operadores au-
toadjuntos no acotados T definidos en un espacio de Hilbert H, con
espectro puntual puro, esto es, 0.(T) = 0 = 0,(T). La idea fundamental
es establecer la existencia de un sistema ortogonal de variedades lineales
cerradas que generen al espacio H y tales que T' se comporta como un
operador autoadjunto acotado en cada variedad. Asi, aplicamos el teorema
espectral del capitulo anterior en las restricciones obtenidas y el compor-
tamiento de T en H se obtiene de su comportamiento en cada variedad.
Esta idea se encuentra bosquejada en [4], y nosotros nos ocupamos de dar
una demostracién detallada en la seccién 4.3.

4.1 Operador adjunto de Hilbert

La existencia y unicidad del operador adjunto de Hilbert T para opera-
dores lineales acorados T', estd garantizada siempre que el operador sea
acotado. De hecho, se dice que T es autoadjunto si para todo z,y € H se
tiene (T'x,y) = (x,Ty). Ahora bien, si T es un operador definido sobre un
espacio de Hilbert (es decir, D(T') = H) satisfaciendo la igualdad anterior,
el operador necesariamente es acotado. Ese es el contenido del teorema de
Hellinger- Toeplitz cuya prueba puede verse en [1]. En consecuencia, en el

35
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caso de que T no sea acotado, el dominio de T no puede ser todo H, de ahi
que consideremos extensiones del operador.

Definicién 4.1 Sea T : D(T) — H un operador lineal definido en un
espacio de Hilbert H. Un operador S : D(S) — H es una extension de T', lo
cual se denotard por T C S, si D(T) C D(S) y Slpr)y =T

A continuacién, veremos que el operador adjunto T* de un operador T'
no acotado, se define de manera similar que en el caso de que el operador
en cuestion sea acotado. El teorema de Hellinger-Toeplitz, sugiere que el
dominio de T' desempena un papel importante para poder considerar exten-
siones del operador.

Definicién 4.2 Sea T : D(T') — H un operador densamente definido en un
espacio de Hilbert H. El operador adjunto de Hilbert T* : D(T*) — H de
T se define como sigue: el dominio de T* es D(T*) = {y € H : existe y* €
H tal que (Tx,y) = (x,y*) Yo € D(T)}. Para tales y € D(T™) el operador
adjunto de Hilbert se define como T y = y*.

Proposicion 4.1 Suponga que T es un operador no acotado. El operador
T* estd bien definido (es una aplicacion) si y sélo si D(T) es denso en H.

Demostracion. N
Suponga que D(T") # H. Como H = D(T) @ D(T')  existe 0 # y; € H tal
que y1 L D(T), esto es, (x,y1) = 0 para todo = € D(T). Luego,

(x,y") = (x,y") + (x,y1) = (x,y" +y1) Ve D).

Por lo tanto, y* +y1 # y* satisface la definicién de T™* por lo que 7™ no estéd
bien definida.

Reciprocamente, si (x,y*) = (z,y) para todo x € D(T) entonces
(x,y* —§) = 0 para todo x € D(T). Como D(T) es denso en H, se sigue
que D(T)* = {0} y asi, y* — § = 0 lo cual prueba unicidad. u

A partir de la proposicién anterior, supondremos a menos que se especi-
fique lo contrario, que los operadores no acotados con los que trabajaremos,
son de dominio denso en H. Por la linealidad de 7', es facil ver que T es li-
neal. Veamos que es cerrado. Sea {z,} C D(T*) una sucesién convergiendo
ax € H y supongamos que T*x,, — y. Entonces, para todon € N, z € D(T)
se tiene que (T'z,x,) = (2, T*x,). Por la continuidad del producto interno
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al hacer n — oo, obtenemos (T'z,z) = (z,y) para toda z € D(T'). Por la
definicién de T, se sigue que x € D(T*) y T*x = y, de donde T™* es cerrado.

Ahora bien, como estamos trabajando con operadores no acotados, sera
necesario introducir la siguiente:

Definicién 4.3 Sea T : D(T') — H un operador lineal densamente definido.
Entonces T' es un operador simétrico si para todo x,y € D(T) se tiene
(Txz,y) = (x,Ty). El operador T es autoadjunto si T = T*.

Con base en la definicién, el siguiente lema es inmediato.

Lema 4.1 Un operador densamente definido T en un espacio de Hilbert H
es simétrico st y solo st T C T™*.

En el contexto de este capitulo, es facil ver que si T es autoadjunto,
entonces es simétrico, mientras que el reciproco es falso, pues si T* es una
extension propia de T', (es decir D(T') C D(T™)) es obvio que T' # T*.

Las propiedades espectrales en el caso no acotado se siguen preservando,
es decir, o(T') es real y cerrado aunque no necesariamente acotado (vedse

[1])-

4.2 Criterio de autoadjunticidad para operadores
no acotados

Dado un operador lineal no acotado 7', determinar el operador adjunto co-
rrespondiente T, depende del dominio en el que T esté definido, como ya
hemos visto. En esta seccién, enunciaremos un resultado que no requiere
conocer necesariamente, el dominio de 7', y en algunos casos, resulta mas
util que tratar de determinar T directamente.

Teorema 4.1 Sea T : H — H un operador lineal simétrico definido en un
espacio de Hilbert complejo H. Entonces T es autoadjunto si y solo si T es
cerrado y Ker(T* £ 4I) = {0}.

Demostracion.
Suponga que 1" es autoadjunto, es decir, 7' = T*. Entonces T es cerrado
porque T* lo es. Ahora, x € Ker(T™* +4l) implica que (T* +iI)x = 0. Como
T es simétrico obtenemos
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0= [[(T + il)z|* = | Ta|* + ||z

de donde ||z|| = 0 y por tanto x = 0. Similarmente se prueba que

Ker(T —iI) = {0}.

Reciprocamente, suponga que 7' es un operador simétrico, cerrado y que
Ker(T* £ iI) = {0}. Sobre el subespacio D(T™*) considere

(@, y)e = (T"2,T"y) + (2,9),

donde ( , ) denota el producto interno en H. Es facil ver entonces, usando
la linealidad de 7™, que ( , ). define un producto interno en D(T*). Ain
mas, (D(T%),(, )«) es un espacio de Hilbert. Para verlo, sea {z,} C D(T%)
una sucesién de Cauchy respecto a la norma || ||, inducida por ( , )., que
por brevedad, denotaremos sucesiéon x-Cauchy, y andlogamente tendremos
sucesiones de H-Cauchy.

Entonces dado € > 0, existe n € N tal que n,m > N implica

|20 — 2|} = [|T* (20 — zm)|* + o — 2ml]? <€, (4.1)
Como los sumandos en la expresién anterior son no negativos, se sigue
que {T*z,} v {z,} son sucesiones de H-Cauchy. Suponga entonces que
T*z, L Yy Tn 7 . Dado que T™* es cerrado, se sigue que = € D(T*) y

T*z = y. Por la definicién de (, ). vemos que x, L implica que z, — .
De este modo D(T™) es completo respecto a la norma || || inducida por (, ).

Ahora, ya que T es simétrico, tenemos que D(T) C D(T*) y ademas, es
cerrado en D(T*). En efecto, sean z € D(T*) y {x,} C D(T) C D(T*) una
sucesién convergiendo a z con la norma || ||«. Similarmente a la desigualdad
(4.1), se deduce que T*zy, T g Y Tn 2 2. Como T C T* tenemos que

Txy T ey vV Tp 7 2. Dado que T es cerrado, se sigue que z € D(T) y
Tz = T*z, lo cual prueba nuestra afirmacién.

En consecuencia D(T*) = D(T)@D(T)* donde D(T)* es el ortogonal de
D(T) respecto al producto ( , ). Asi, z € D(T*) se escribe como z = = + y,
donde x € D(T') y por tanto y = z—x € D(T*). Luego, para toda & € D(T)
se tiene
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Usando el hecho de que T' C T*, lo anterior es equivalente a (T'z,T*y) =
(z,—vy), para toda & € D(T), es decir, T*y € D(T*) y T*(T*y) = —vy.
Factorizando la igualdad anterior como (7 +¢I)(T* —iI)y = 0, la hipStesis
Ker(T' + ¢I) = {0} implica y = 0. Por lo tanto, T = T, es decir, T es
autoadjunto. n

Note que el teorema anterior requiere de la definicién precisa de T, lo
cual desedbamos evitar. Para resolver este inconveniente, tenemos el siguien-
te teorema que evita el calculo de T™ y nos dice que, bajo las hipétesis dadas,
demostrar que Ker(7T™ +¢I) = {0} es equivalente a tener Ran(T F i) = H.

Teorema 4.2 Sea T : H — H un operador lineal simétrico y cerrado.
Entonces

H = Ran(T + iI) ® Ker(T* FiI)

Demostracion.
Afirmamos que Ran(T + il)* = Ker(T* —iI). En efecto,

y € [Ran(T +iI)]*+ (T 4 il)z,y) = 0 Va € D(T)
(Tz,y) — (x,iy) = 0 Yz € D(T)
(Tz,y) = (x,iy) Ve € D(T)
yeD(I™) vy Ty =1y

(T* —il)y=0

y € Ker(T™ —il)

rreeey

Ahora, sea x € D(T'). Usando la hipétesis de que T' es simétrico resulta

(T +il)z|[? = (T +il)z, (T +il)x) = ||T|]” + [||]?,

y entonces |[(T + il)z|| > ||z|| lo cual muestra que T + il tiene in-
versa continua. Ademds, como T es cerrado, T + il es cerrado y por tanto
(T + 4iI)~! es cerrado. Queremos ver que Ran(T + il) es cerrado. En
efecto, suponga que y € [D(T + il)~!] = Ran(T + iI). Entonces existe una
sucesién {y,} en D(T+4I)~! convergiendo a y. Luego, ||T =} yn —T " ym|| <
Cl|yn — Ym|| donde C' = ||T=}||, por lo que {T~'y,} es de Cauchy. Por la
completez de H resulta que {T:ilyn} converge a algin z € H. Ya que T:il

es cerrado, se sigue que y € [D(T +4I)7 1] y T:ily = z. En consecuencia
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Ran(T +iI) es cerrado.

Por lo tanto H = Ran(T+4I) @ [Ran(T +il)]* = Ran(T +il )& Ker(T* —
il). Intercambiando los signos en el argumento anterior se obtiene también
H =Ran(T —il) ® Ker(T* +il). n

4.3 EIl Teorema Espectral

Definicion 4.4 Suponga que T es un operador autoadjunto en un espacio
de Hilbert H. Si o.(T) = 0 y el conjunto de vectores propios asociados a
op(T) forma una base de Hilbert de H, se dice entonces que T' tiene espectro
puntal puro.

En el caso de que T tenga espectro puntual puro, existe una manera
genérica de obtener la familia espectral asociada al operador T'.

Teorema 4.3 Sea T un operador autoadjunto con espectro puntual puro.
Sean X € 0p(T) y Ny = Ker(Ty). Para cada o € R considere My, la variedad
lineal cerrada mds pequena que contiene a N para toda A\ < «. Definase
E, como la proyeccion de H sobre la variedad M. Entonces £ = {Eq}acr
es la familia espectral de T.

Demostracion.
Es claro que M, = lin (Ag N ,\> es la variedad lineal requerida. Como T
<«

es cerrado, es facil ver que Ker(T)) es cerrado. En efecto, suponga que
x € Ker(Ty) y sea {x,} C Ker(T)) una sucesién que converja a x. En-
tonces, T(z,) = 0 para toda n, de donde T'z,, = \z,, Dado que Az,, — Az
y T es cerrado se tiene que Tx = Az, lo cual implica que x € Ker(T)). Re-
cuerde ahora que si A # p, entonces los subespacios Ny y N}, son ortogonales

(proposicién 2.1). Por el teorema 2.4, tenemos que lin ()\L<J N,\) =Y &N,
Sao Ao
En adelante entonces, escribiremos M, = > @& N,.
A<a
Ahora, para cada A € o,(T), sea {qx;}ics, una base ortonormal com-
pleta de Ny. Si A # p, tenemos que {gxi}ics, U {qu;}jes, es una base
ortonormal completa de N\ & N,,. Continuando de este modo tenemos que
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op(T) = o(T) equivale a tener que R U T){QAZ-} es una base ortonormal com-

Eop
i€y
pleta de H. Entonces cada = € H se escribe como z = ). (x,qx;)qn- Por
Aeop(T)
i€dy

brevedad, omitiremos ¢ € Jy en la suma anterior, y se sobreentenderéd que el
indice ¢ corre en un conjunto J) que depende inicamente del subespacio Ny,

para cada A € o(T), simplificando asi con la notacién x = > (x, ¢ri)qx-
Aeo(T)
La misma notacién se extiende para sumas similares.

Luego, para o < p claramente tenemos que M, C M, lo cual equivale a
tener I, < E,,.

Veamos ahora que F, — 0 fuertemente cuando a@ — —oo. Sea ¢ > 0.

Tenemos la identidad de Parseval > [(z, q\:)|?> = ||=||*>. Entonces, para el
Xeop(T)

e dado, por el lema 2.3 existe F{y C 0,(7T") finito tal que para todo J C o,,(T)

finito, con J N Fy = ) se tiene

—€< Z (2, qr) | < e

AeJ

Tomando el supremo sobre conjuntos finitos J C o,(T") con J N Fy tenemos,
de acuerdo a la observacién hecha después de la definicion 2.1, que

—e<  sup {Z’<x’Q>\i>’2}: Y. ol <e  (42)
finito AeJ

JCop(T)
AT Aeap(T)\Fo

Luego, como My = } ), ®N,, es facil ver que E,x = Y a<alTs Oxi) Qri-
Sea ap < min{f : f € Fy}. Entonces, para toda a < ay, se tiene, usando la
ortonormalidad de la base y la desigualdad (4.2) que

| Eaz|* = (Baw,z) = < D lmaoaaon || D @ andan >

A< Aeop(T)

= Z(x,qxi><qxi, > <$,qxj>qxj>

A<a Aeay(T)

— Z(x, q@W(qm i)

A<a
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= Z ’<x7 Q)\i>’2

A<a

< >z <e

A€oy (T)\FO

Por lo tanto, E, — 0 fuertemente cuando o — —oo.

Andlogamente probamos que FE, — I cuando a — oco. En efecto, sea
x € H, € > 0. Entonces existe Fy C o(T) finito tal que para todo J C o(T)
finito con J N Fy = ) se tiene

—€< Z [z, )] < e.

AeJ
Se deduce nuevamente la desigualdad (4.2). Usando la ortonormalidad de
la base y tomando entonces ag > max{f : f € Fy}, se tiene que para todo
a > Qp,

(I = Ea)z|” = (I - Ea)
= < (x Q)\z>q/\z_z<x7fb\i>q}\i7 Z <967q/\j>Q)\j>
Aeop(T) A<a Aeop(T)
= < (T, @xi) Qi Z ($,QAj>QAj>
A>a Aeop(T)
= D {0 <qm, > <x7Q>\j>Q>\j>
A>a Xeop(T)
= > (@ @) (@ o) (an a)
A>a
= Z‘(x’QAlHQ < Z ’<x’q>\i>’2 <e
A>a Aeop(T)\Fo

Finalmente, veamos que la familia dada & = {E,} es continua por la
derecha. Sean ag € R fijo y {a,} una sucesién convergiendo por la derecha
a «ap, es decir, {a,} es una sucesién monétona decreciente. Entonces para
todo n € N, E,, — E,, es una proyecciéon. Sea € > 0. Por el lema 2.3
existe Fy C o(T) finito tal que para todo F' C o(T) finito, con F'N Fy = 0,
se tiene Y\ p [{(7,qxi)| < €. Sea § > 0 tal que la vecindad [ag, ag + 6) no
interesecte a Fy. Entonces existe N € N tal que para todo n > N tenemos



4. Teorema espectral para operadores con espectro puntual puro 43

ay, € [ap, a0 + 0). Usando la ortonormalidad de la base, resulta que para
todon > N

1(Ea, — an)33||2 = ((Ba, — Eap)7, )
= <(Ean — Eq,) Z (T, qri)qris <$7Q)\j>Q>\j>
AEap(T) AEap(T)

= < d (oo — > (T Y <90,q,\j)qxg>

A<an A<ag Ae€op(T)

= Z (x, i) (T, i) — Z (T, i) (T, qxn)

)\San )‘SQO

= Z (2, )| < sup {2@7%)’2}
apg<A<an FC;’%(;O):%HHO \eF

< e

Por lo tanto, E,, converge fuertemente a E,, y asi, la coleccién de proyec-
ciones £ = {Fy }acr es la familia espectral de 7' n

Hasta este momento, hemos dado una demostracion constructiva de la
existencia de una familia espectral asociada al operador T, la cual dara lu-
gar a su representacién integral. Sélo nos resta probar la unicidad de dicha
familia, lo cual haremos al final de esta seccién, pues antes serdn necesarias
algunas observaciones. Mientras tanto, asumiremos tal unicidad de T sin
que esto derive contradicciones en lo sucesivo.

Como tltima observacién, no es dificil ver que de acuerdo al modo en
que definimos la familia de proyecciones £ = {E, }, sus elementos conmutan
con el operador T para cada o € R, es decir, TE, = E,T.

A continuacién, aplicaremos el teorema espectral del capitulo anterior
en ciertos subespacios cerrados en los que T es autoadjunto y acotado.

Teorema 4.4 Sean oy < ag numeros reales arbitrarios. Considere la va-
riedad lineal mds pequena que contiene a N para todo \ € (a1, as]. Sobre
esta variedad T es un operador autoadjunto acotado.

Demostracion.

Primeramente, es claro que la variedad lineal requerida es lin (Uy, < x<ay N2 )-
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Luego, E,, — Eq, es una proyeccion con rango My, N M, OJ;Q (proposicién 1.7).
Es facil ver entonces que M, N MOJ;I = oy <r<ay ©N). Por el teorema 2.4

se sigue que lin (Uay <x<aoNa) = D4, crca, NA = Ran(Eq, — E,, ). Como
T es autoadjunto tenemos que es cerrado, y por tanto, Ran(Eq, — Eq,) es
invariante bajo T

Sea z € Ran(Eq, — Eq,). Entonces z = 37 -, (7,qx)qn- Luego,
usando el hecho de que A es un valor propio de Ty {¢);} es una base
completa de N, tenemos

|Tz|* = (T, Tx) = (x,T"Tx)

= < Z <377Q)\i>Q)\iaT*T$>

a<A<az

= Y (oo T )

a1 <A<az

= Z <a:,q,\i)<T*Tq,\i, Z <«T7Q)\j>Q>\j>

ap<A<as a;<A<asg

- Z (z, qxi) Z (@, a0 ) (T'qris Tang)

a;<A<asg a1 <A<as
2 VP
= Z A, q) (T, @)
a;<A<ag
2 2
< aglf|
En consecuencia, T es acotado en Ran(Fy, — Ey,). Veamos ahora que T es
simétrico en dicho subespacio. Sean z,y € Ran(F,, — E,, ). Entonces

(Tz,y) — (x,Ty) = (2,Ty) —(z,Ty)
= Z <$a Q)\z> <q)\i7 T*y - Ty>
a1 <A<as
= Z <$7 q)\l> <Tq)\ia Z/> - Z <£L’, Q/\l> <T*Q)\i7 y)
ap<A<asz a]<A<asz
= Z )\<$7Q)\i><q/\i7 Z <y’Q)\]>q/\]>
ap<A<asz a]<A<agz

- Z (@, qni) Z (Y, o) (T axis )

ap<A<asz a;<A<asz
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= Z Mz, a3i) (Y, gni)

ap<A<asg

= Y Mazaw) D Wi o o)

ap<A<asg a;<A<asz

= Z}\<ﬂ§‘,q>\i><y,§b\j>_ Z Mz, 02i) (Y Oj)

ap<A<asg a;<A<asg
= 0.

Finalmente, al considerar a la variedad lineal Ran(E,, — E,,) como
un espacio de Hilbert (porque es cerrada), tenemos que T'|gan( Foy—Fay) €S
autoadjunto. n

Una vez que contamos con la familia espectral £ = {E,} asociada a T,
vamos a establecer la representacién integral de T'. De hecho, tendremos
que T = ffooo adF,. Para hacer mas preciso el significado de una integral
de este tipo, sera necesario el siguiente:

Lema 4.2 Sea L1,Lo,...,L,,... una sucesion ortogonal de wvariedades
lineales cerradas tal que Y > | &L, = H. Six € H, denote la proyeccion
de x en L, por x,. Sean T, operadores que son autoadjuntos acotados en
L,. Entonces existe un unico operador lineal autoadjunto S (que en general
no es acotado) tal que S coincide con T, en L,. El dominio de S, D(S)
consiste de todos los x € H tal que Y o0 | || Tnzn||? converge. Siz € D(S),

entonces Sz = 00 | Ty,

Para la demostracién de este lema, vedse [4].

Considere la familia espectral £ = {E, }4ecr de T obtenida en el teorema
4.3. Para cada n € Z, sea L, = Ran(E, — E,_1). Por la definicién de E,
y los subespacios M, = ., ®N, en los que se proyecta, es claro que la
sucesién de subespacios cerrados £,, satisface las hipétesis del lema 4.2.

Paran € Z, sea T, =Tz, . Por el teorema 4.4 tenemos que la sucesién
{T, }nez satisface las hip6tesis del lema 4.2. Por lo tanto, existe un operador
lineal tnico S con dominio D(S) = {z € H : 00 |[Thxn|* converge}.
Por la unicidad de S y la definiciéon de T,, obtenemos T' = S. Veamos que
D(T) € D(S). Sea z € D(T) y denote por y = Txz. Como la familia de
proyecciones £ = {E, } conmuta con 7" para cada o € R tenemos que si @,
denota la proyeccion de ‘H en L,,, entonces (), también conmuta con T" para
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toda n. Consecuentemente, y, = (Tz), = Qn(Tz) = TQnx = Tx,. Dado
que los subespacios L,, son ortogonales entre si, tenemos que

o0 [e.o]

ST TElE = S ol = il < oo,

n=—oo n=—oo

lo cual implica que z € D(S). Segin el lema, para z € D(T), Tz =
Yome oo Tnzp. Veamos que, definido de acuerdo con el lema, tenemos la
representacion integral de T' deseada.

Es fécil ver que o(T,,) C (n — 1,n]. En efecto, si Ao € o(T},), entonces
Ap es un valor propio de T}, porque el espectro de T consta sélo de va-
lores propios del operador. Sea x un vector propio asociado a Ag. En-

tonces x = > (x,qni)qn y satisface T,z = Agz. Se deduce entonces que
by
’L'EJO)\O
Ao € (n—1,n].

Como T, es un operador autoadjunto acotado, existe F = {Fy , } familia
espectral de T}, definida sobre el intervalo [n—1, n]. Entonces F, ,, : £, — Ly,
es una proyeccién (y por tanto es autoadjunto) y es acotada para cada
a € R. Por el lema 4.2, existe un operador lineal autoadjunto F, tal que
Folz, = Fan- Respecto a la coleccién {F,} tenemos el siguiente resultado.

Lema 4.3 Sea £ = {E,} la familia espectral dada en el teorema 4.3. En-
tonces {Fy} es una familia espectral de T y en consecuencia si o € (n—1,n]
entonces E, = F, ,, para cadan € N.

Demostracion.
La demostracién de este lema se sigue de que H = Y 7 @®Ly, Fy |z, =
Fonyque {F,,} es una familia espectral de T}, definida en £,,. La unicidad

de la familia € prueba la segunda afirmacion. n

En este momento, estamos en posiciéon de dar la representacion integral
de T, esto es, establecer la férmula T = ffooo adFEy,.

Suponga que xz € D(T). Sea Qnr = =z, la proyeccién de = en L,.
Por la definicién del operador T,, = T |, tenemos que T,z, = T,z. Sea
f:il adF, , la representaciéon espectral del operador autoadjunto 7). De
acuerdo con el lema anterior, si restringimos el parametro « al intervalo
(n — 1,n] entonces E, = F,,, de modo que la integral anterior se puede

oy . n . .
escribir como fn_l adFE,. Considerando estas observaciones resulta que
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Tr = i Thxn = io: Thx = i (/” adFa,n> T
n=—oo n=—oo n=—00 n—1
= (i/" OédEa>CU=(/OOadEa>x
n=—o0 N1 —00

Probaremos ahora la unicidad de la familia espectral £ = {E,} de T.
Suponga que & = {E! } es una familia espectral arbitraria tal que la integral
ffooo adFE!, es también igual a T. Consideradas como transformaciones del
subespacio £, = Ran(E,, — E,_1) en s{ mismo, las proyecciones E, y E,
conforman dos familias espectrales tales que la integral de a con respecto
a cada una de ellas, es igual al mismo operador simétrico T |z, = T,,. Por
tanto, estas familias coinciden en los subespacios £,, y ya que éstos son or-
togonales entre si y generan a H, resulta del lema que 4.2 que conciden en
todo H.

Para finalizar con esta seccién, hagamos unas observaciones. Si para
x € D(T) fijamos z,, = (E), — E_1)z, entonces la serie

00 00 00 n

STl = Y (Tlap,an) = Y / &P d(Epin, )
n=-—oo n=—oo n=—00 n—1
converge, o lo que es lo mismo, dado que Eyx,, = Fqor — E,_1x en el

intervalo n — 1 < a < n, el dominio de T" consta de aquéllos = € ‘H para los
cuales la integral

/ o?(Eqz, )

converge.

4.4 El operador de diferenciacion

En esta seccién, mostraremos un operador lineal autoadjunto no acotado
con espectro puntual puro. El objetivo es ilustrar la teoria expuesta ante-
riormente, y en nuestro ejemplo particular, obtener la serie de Fourier de la
derivada de una funcién definida en el espacio de Hilbert L?[0,27] usando
teoria espectral.
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Considere al operador T' : L?[0,27] — L2[0,27] definido por (Tz)(t) =
—i%ﬂt) = —i2/(t) cuyo dominio corresponde al subespacio D(T') = {z €
AC|0,27] : 2/(t) € L?[0,27],2(0) = 2(27)}, donde ACJ0,27] corresponde al
espacio de funciones definidas en [0, 27] absolutamente continuas, es decir,
aquellas funciones x(t) expresables en la forma z(t) = ¢+ fot y(s)ds donde
c es una constante arbitraria y y € L?[0,27]. La condicién en la frontera
x(0) = z(27) nos dice ademds, que y es ortogonal a la funcién g(t) = 1, esto
es, f027r y(s)ds = 0.

En primer lugar, veamos que el dominio de T', D(T'), es denso en L[0, 27].

Proposicién 4.2 Sea S : L?[0,27] — L2[0,27] el operador de diferen-
ciacion con dominio D(S) = {x € AC[0,2n] : 2'(t) € L?[0,27],z(0) =
0 = x(27)}. Entonces D(S) es denso en L?[0,27].

Demostracion.
El resultado de nuestra proposicién equivale a demostrar que D(S)*+ = {0}.
Sea f € D(S)*. Entonces, para todo = € D(S) tenemos

2w

(f,x) = f(®)x(t)dt = 0.

0

Sea F(t) = f(f f(s)ds. Integrando por partes resulta que

2w

27
0= (f,2) = 2O F)]2" — /O PO @ =~ [ POT0r (43

Ahora, note que para toda x € D(T), ' € L?[0,27] es una funcién
arbitraria ortogonal a g(t) =1

2
o, g) = /0 (1)t = 0.

De acuerdo a (4.3) y a la caracterizacién del espacio AC[0, 27], tenemos que
F e (lin({g})1)* =lin({g}) = lin({g}) (porque lin({g}) es unidimensional)
de modo que F' = Ag para algin A € C, esto es F'(t) = fot f(s)ds = A. Luego,
F'(t) = f(t) = 0 casi en todas partes, es decir, f = 0 c.t.p. lo cual debiamos
demostrar. Asi D(S)+ = {0} y por tanto D(S) es denso en L2[0,27]. n

Envidentemente D(S) C D(T'), de modo que la proposicién anterior im-
plica que D(T) es denso en L2[0, 27].
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T oM
2

Figure 4.1: Sucesién de funciones xy,(t)

El operador de diferenciacion no es acotado. Para verlo, considere la
sucesion de funciones definidas por

—Zt 41, si 0<t< &
an(t) =14 0, si & <t<2m— ghm
Zyp_ontl 41, sl 2r— g <t<2nm

Esta sucesion se bosqueja en la figura 4.1.

Hasta ahora, hemos probado que 7" es un operador lineal no acotado con
dominio denso en L?[0,27]. Queremos ver que ademés es autoadjunto. Para
ello, mostraremos que T satisface las hipdtesis del teorema 4.1.

Proposicion 4.3 El operador de diferenciacion T es simétrico, cerrado y
Ran(T +il) = L?[0,27].

Demostracién.
Sean z,y € D(T). Usando integracién por partes tenemos

2T 2T -
(2, Ty)—(Tex, ) = /0 () iy (D) dt+ /0 i’ (g (@)t = iz (t)y(t) 27 = 0.

Entonces T es simétrico. Veamos ahora que T es cerrado. Sea {z,} C D(T)
una sucesién convergiendo a z € L2[0, 27| y T'z,, convergiendo a una funcién
y € L?[0,27]. Supongamos que para toda n € N, 2,,(0) = z,,(27). Resulta
que
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(o)~ [Cuoar] = |- [0 - sien
< [T-io-vora @

= |[Tzn —yll” <e,

para todo € > 0 y n suficientemente grande. Ahora, como z, € D(T)
tenemos

2n(0) = 2m(0) = zn(s) — 2m(s) — /08[562(75) — (1)) ds,

y entonces

2n(0) =2 (0)] =

[N
7 N N
S— S
Do [ ]
3 3
B} B}
3 3
w =
S~— ~—
| |
8 8
3 3
—~ —~
»
~— ~—
= —~
QL o8
@ &
N——— ~—
0 wl

/ T (8) — i (t)]dt

1
2 2
ds} ,

de donde {z,(0)} (y similarmente {x,(27)}) es una sucesién de Cauchy
con algun limite a. Dado que z,(0) = z,(27) para toda n, tenemos que
Zn(2m) — a, es decir, (0) = z(27). Como x,, converge a z en la norma de
L?[0,27], existe una subsucesion que converge puntualmente para casi toda
s € [0, 27]. Denotemos por {z} a dicha subsucesién. De acuerdo con (4.4)
tenemos x(s) = hrn a:k = a —i [ y(t)dt para casi toda s € [0,27]. Ya

que funciones que dlﬁeren en conjuntos de medida nula definen el mismo
elemento en L?[0,27] se sigue que x(s) = o — i [j y(t)dt. Asi, z € D(T) y
Tz(s) = —i% (i + [y y(t)dt) = y(s). Por lo tanto, T es cerrado.

Por ltimo, veamos que Ker(T* —il) = {0} o equivalentemente,
Ran(T + il) = L?[0,27]. Sea y(t) € L?[0,2n]. Demostraremos que existe
x € D(T) tal que (T'+il)x(t) = y(t), es decir, queremos resolver la ecuacic’)n
diferencial: —ix’(t)+iz(t) = y(¢). La solucién es x(t fo (s)ds+c]
donde ¢ es una constante que determinaremos a contmuamon



4. Teorema espectral para operadores con espectro puntual puro 51

Es claro que = € ACJ[0,2n]. Ahora, x debe satisfacer la condicién de
frontera x(0) = x(27), donde z(0) = ¢ y por tanto

z(0) = ¢ = z(21) = *™ [z /0% ety (t)dt + c} .

Se deduce entonces que

. 2
¢ —t
=t /0 ety (t)dt (4.5)

donde la integral anterior es finita porque y € L?[0,27] C L[0,27]. De este
modo, tenemos que z(0) = z(27).

Ahora, como y € L?[0,2x], z € L?[0,27] por ser una funcién continua,
resulta que z'(t) = x(t) + iy(t) € L?[0,2x].

Andlogamente se demuestra que Ran(T —il) = L?[0,27]. En consecuen-
cia, por el teorema 4.1 tenemos que 1 es un operador no acotado autoad-
junto. m

Recuerde que o, (T') corresponde al conjunto de valores A € C, tales que
la resolvente Ry (T') existe, pero su dominio no es denso en H. En el caso
de que T sea autoadjunto (ya sea que esté acotado o no), dicho conjunto es
vacio. Vedse [1] En nuestro ejemplo, resulta que el espectro continuo, o.(7),
es vacio también. Para demostrar esta afirmacién, considere el siguiente:

Teorema 4.5 Sea I C R un intervalo de medida finita. Si T : L(I) — L(I)
es un operador integral cuyo kernel k(t,s) es de tipo Hilbert-Schmidt, es
decir, [, ;|k(t,s)|?dt ds < oo, entonces T' es acotado.

Demostracion.
Por hipétesis, |k|? es integrable sobre I x I. Por el teorema de Fubbini,
7 k(2 5)|?ds existe para casi todo t € I y de nuevo, por el mismo teorema,
J;(J7 |k(t, )|*ds)dt existe. Por lo tanto, si y(s) es cualquier funcién en L(I)
la integral [, k(t,s)y(s)ds existe para casi todo t € I. Definase x(t) =
J; k(t,s)y(s)ds. Entonces, por la desigualdad de Holder tenemos que

G s)!ly(s)\dsr
[1we.spas| | [nopas

2
lz(t)* =

IA

/k(t, s)y(s)ds

I

IN
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y entonces

/l|$(t)|2dt§/j/l|k(t,s)2ds dt/jw(s)'%

Haciendo ¢ = [, [;|k(t,s)[?ds dt y escribiendo la igualdad anterior en
términos de 1" obtenemos

1 Ty|” < [yl

es decir, T es un operador acotado. &

Estamos ahora en posicién de calcular el espectro o(7T) del operador de
diferenciacién T.

Teorema 4.6 El espectro del operador de diferenciacion T : D(T) — L?[0, 27]
con dominio D(T) = {x € ACI0,2x] : ' € L?[0,2x],2(0) = 2(27)} corres-
ponde a o(T) = op(T) = Z y asociado a cada valor propio A\, = n, el vector
correspondiente es yp(t) = %emt.

Demostracion.
Es facil ver que 0,(T) = Z. En efecto, suponga que X es un valor propio
de T con vector propio y € D(T'). Entonces Ty = Ay es decir, tenemos la
ecuacion diferencial —iy’(t) — Ay(t) = 0, cuya solucién es y(t) = e***¢ donde
c es una constante que determinaremos de modo que los vectores resultantes
estén normalizados. Como y € D(T') debe satisfacer la condicién en la fron-
tera y(0) = y(27), esto es, y(0) = e = 2™+ = 4(27), lo cual se satisface
siy s6lo A € Z. Al normalizar los vectores correspondientes, tenemos que
Yp = \/%eint‘

Ahora para ver que o.(T) = 0, suponga que A € R\ Z. Mostraremos
que A € p(T). Como D(R)) = Ran(Ty), y T es cerrado, mostrar que
D(R)) = L?[0, 27] es equivalente a demostrar que Ran(T)) = L?[0, 27].

Sea y € L?[0,27]. Buscamos x € D(Ty) = D(T) tal que (T — )z =y,
lo cual implica resolver la ecuacién diferencial z'(t) — Xixz(t) = iy(t) con
condicién en la frontera z(0) = z(27). Resulta entonces que

. t .
x(t) = Mt [/ ie Sy (s)ds + ¢
0
donde
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Z'€27Ti)\ 27 i
_ = —Xis
€= T o / e "y(s)ds
0

es una constante que estd bien definida por la eleccion de A y porque y €
L?[0,27] C L[0,27]. Es claro entonces que & € AC[0, 27], y por la definicién
de ¢ tenemos que z(0) = z(2w). Luego, dado que z'(t) = iy(t) + Xiz(t),
y(t), z(t) € L]0, 27], tenemos que z'(t) € L?[0, 27].

Hemos probado también que Ry : Ran(Ty) — L2[0,27] estd definida
como

(Rag)(t) = e [ /0 ey (s)ds + c}

donde ¢ esta definida en (4.5). Veamos entonces que R) es un operador
acotado. Note primeramente que

b Nili—s) et
L R e IO

27 ,Le)\i(t—s) i i
= /0 T e2min [X[o,t](s)(l — e¥™) + ¢ /\] y(s)ds

2w
= / F(t,s)y(s)ds
0

con
- ANi(t—s .
o %, si 0<s<t<2rm
(ts) =3 S50 nis) 0<t<s<2
17@2771',\6 ; S1 Si<szom

que es claramente el kernel de tipo Hilbert-Schmidt del operador integral
S : L2[0,2r] — L2[0,2n] definido por (Sy)(t) = [ F(t,s)y(s)ds. Por
el teorema 4.5 se sigue que S es acotado, es decir, Ry es acotado, y esta
densamente definido para A € R\ Z. Asi, 0.(T) = 0. n

Los vectores propios asociados al operador 1" conforman una base de
Hilbert del espacio L?[0,2n]. Los subespacios M, definidos en el teorema

4.3 resultan ser M, = ngi_oo @lin (\/%emt) Asi la familia espectral de

T esta definida como (E,, — E,—o)x = (z,yn(t))yn(t) para cada n € Z. De
modo que si ¢ € D(T') entonces (Tx, Yn)yn = (x, Tyn)yn = (T, NYn)yn y por
tanto
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o0 [e.9]

Tx = Z (T, Yn)yn = Z T, Yn ) Yn-

n=—oo n=—oo

De acuerdo con el teorema espectral para T lo anterior es igual a la férmula

Tx—/ NEyx.

—00
En vista de las observaciones hechas al final de la seccién 4.3, tenemos
que x € D(T) equivale a la convergencia de

Z nz\(x,ynﬂzz/ Nd(Eyz, ).

n=-—oo -

Este ejemplo particular ilustra sélo una parte de la importancia y rele-
vancia que tiene la teoria espectral en el andlisis funcional.
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