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Introduccion

La meta de este trabajo es obtener la solucion explicita del problema de Neu-
mann en un angulo plano de magnitud menor que 7, y demostrar que esta solucion
pertenece a la clase Lo, si los datos sobre la frontera pertenecen a cierto espacio.
Sea 2 un angulo plano de magnitud 0 < # < 7, con vértice en el origen y lados

Iy :={(z,0): x>0}, T9:={(scosf,ssenf):s>0}.
Consideramos el problema de Neumann en este angulo

(A - 1)“(*1'7 y) 07 (3:7 y) € Q7
Onulr, = g(z), (0.0.1)
0.

8nu|1"2 =

Aqui, la primera ecuacion se llama Ecuaciéon de Helmholtz, 0,, denota las derivadas

normales exteriores a la frontera de ©, la funcién g(x) pertenece al espacio H, 3te
(el cual va a ser descrito a continuacién) y € € (0,1). Al problema (0.0.1) se re-
duce el problema més general cuando d,ulr, = ¢1(x) y dpu|r, = ¢2(x), donde
(g1(2), go(x)) € H-2=(I'; UTy) (véase [22]). El espacio de Sobolev H~2+¢(I'; UT),
es el espacio sobre una curva que no es suave. La teoria de tales espacios, fue creada
en [4] y es bastante complicada, en este trabajo, no vamos a introducir este espacio,
mencionamos solamente que la reduccién fue hecha en [22].

Sea H*(IR") el espacio de Sobolev sobre IR", con norma || - ||s. Recordemos
que este espacio se define como el espacio de las funciones generalizadas u € S'(IR"™)
(véase el Apéndice A .4), cuya Transformada de Fourier u(€) es localmente integrable
en el sentido de Lebesgue y tal que

2 = [ (€)1 + l¢)*de < oc.

Sea V C IR" un dominio. Denotamos por H*(V) el espacio de restricciones de las
funciones de H*(IR") a V con la norma estandar, la cual también denotamos por
|| - ||s- Definimos Hs, := {f € H*(IR") : supp f C V} con la norma || - |5, como el
subespacio de H*(IR") que consiste de las funciones de H*(IR™) con soporte sobre
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V. En el caso V = IRT, denotamos este espacio por H 7. La solucion u del problema
(0.0.1) se busca en el espacio H'*¢(Q).

_1
En el articulo [22], se demostr6 que si ¢ € H, * entonces existe una tinica solucion
del problema de Neumann (0.0.1) que pertenece al espacio H'(Q). Para 0 < ¢ < 1

1y, 1
el problema sigue abierto. Sin embargo, como H+2+ C H.? y H*(Q) c H'(Q),

entonces la unicidad del Problema de Neumann (0.0.1) cuando g € H e sigue
del resultado de [22]. Para demostrar la existencia de la solucién en el espacio H'*¢,
es suficiente probar que la solucién que se obtuvo en [22] pertenece a H*. Esto se
hace en dos etapas:

1. ue LyQ). (0.0.2)

2. Byue H(Q), [=1,2 (0.0.3)

En este trabajo nos limitamos a la demostracién de (0.0.2). La prueba de (0.0.3), es
técnicamente mucho mas complicada y queda como problema pendiente; sin embar-
go, las principales ideas para su demostracién estaran implicitas durante el desarrollo
del trabajo. El plan de trabajo es el siguiente:

En el Capitulo 1, damos la representacion de la solucion usando el método de
las caracteristicas complejas [6].

En el Capitulo 2, reducimos el problema de Neumann (0.0.1) a la ecuacién en
diferencias y resolvemos esta ecuacion.

En el Capitulo 3, demostramos que dicha solucion pertenece al espacio L.

Finalmente, en el Apéndice, damos algunos resultados auxiliares que son nece-
sarios para el trabajo.



Capitulo 1

Representacion de la solucién del
problema de Neumann

1.1. Reduccién del problema de Neumann en
angulo al problema en un cuadrante

En esta seccién transformamos el problema de Neumann (0.0.1) en dngulo
arbitrario, al problema de Neumann en el primer cuadrante. Para este propdsito,
realizamos el siguiente cambio de variable. Consideremos la transformacion lineal
del 4ngulo € al primer cuadrante K, := {x € R*: x;, 25 > 0}, con
lados 7 := {(21,0) € R*: 2, >0} y 79 :={(0,25) € R*: x5 > 0} dada por

Y
, =L(z,y) = —ycotB,—— |, 0<pB <. 1.1.1
(21, 32) = L(z,y) <$ ycot 3 senﬁ) B<m (1.1.1)
Bajo esta funcién, el operador de Helmholtz se transforma en el operador (véase el

Apéndice A.3):

A( 0.9 ) = ! (A—Qcosﬁ o - sen2ﬁ>. (1.1.2)

0xy O sen?(3 0x1015

Luego, si v(z,y) satisface la primera ecuacién de Helmholtz en (0.0.1), entonces
u(zy, m9) 1= v(L (21, 29))

satisface la ecuacion de Helmholtz transformada, i.e.

g 0
A (a—xl, 8—332> U(l'l,iCQ) =0.

Similarmente a H'¢(), definimos el espacio H'™¢(K ), con = K. Obviamente,
u(wy, x9) € H'WE(K ), sii v(z,y) € H'T(K ).
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El problema de Neumann (0.0.1) después de la transformacién (1.1.1), pasa al sigu-
iente problema en el cuadrante K (véase el Apéndice A.3):

A ( 0 9 ) u(zy,e) =0, (x1,29) € K4,

89~ 0 ) u@1,0) = g(ar), a1 >0 (1.1.3)
send cOs 9. 9ms u(xy, =g(x1), 11 , 1.

0 0
<_8—a:1 + cosﬂa—@> u(0,22) =0. x9 > 0.

Precisamente, este sistema constituye el objeto principal de la tesis. El siguiente
paso consiste en tomar la Transformada de Fourier de este sistema.



1.2. Reduccién del problema de Neumann en el
cuadrante al problema de Neumann en el plano

Definicién 2.1. Sea u € C*°(K,), es decir; u tiene derivadas continuas de todos
los ordenes en la cerradura de K. Entonces,

 fou(z), reK,
uo() = { 0, r¢ K,

es una extension por cero de u € C=(K) a IR*.

Definicién 2.2. Para u € C®(K ) definimos:

Oer) = wo(er,0),  ublas) = [

ou(xy, xs)
(9.1'1 0

xr1=0
(1.2.1)

I

ud(x2) = ug(0, 22), wi(@1) = [%;52)1

x2=0

donde [-]o denota la extencion por cero de la funcion. Las funciones ulﬁ, para l =1,
2, yB3=0,1, sellaman los datos de Cauchy.

En el siguiente Teorema representamos el resultado de la aplicacién del operador A
a la funcién ug, a través de los datos de Cauchy, bajo la hipétesis de que u es una
solucion del problema de Neumann.

Teorema 2.3. Sea uy una extension por cero de la funcion u(xy, z5) € C*(K,) tal

que se cumple (1.1.3), y A (8%1, 8%2) el operador Helmholtz transformado (1.1.2),
entonces

o 9
A Yz = o), o
donde
1 9 J
ol a) =~ {0 cos B u(ra) — a(ra) cos B ui ()

(1.2.3)
+6 (w1)ul(w2) + 6 (z2)ul (1) — 0(2) senfg(z1)} ;

aqui, § es un funcional lineal continuo que pertenece a S'(IR*) y &' denota su deriva-

da.



Demostracién. Ya que ug(z1, x2) es discontinua sobre 0K, entonces utilizando la
Definicién 2.2, tenemos que

0 [ Ou(xy, x9) 0
a—xluo(xl,mg) = [ . L + 0(x1)us(x2). (1.2.4)
De aqui,
0? OPu(zy, x ,
8—x%u0($1’ Tg) = [%] i + 8(z1)uy(z2) + &' (21)uy(29). (1.2.5)
Anélogamente,

0? 0? , ,
agw@hu>:{4%§§2]+v@ﬁﬁ@n+6@ﬁ@mn.
0

Un procedimiento similar para las derivadas parciales iteradas, implica que

0? 0*u(xy, xg)]
0

ug(zy, x2) = 9 0
890281:1 O\ 2 81’281’1

—l—é(:@)a%u?(xl) +5(x1)a7u2(a:2)— o)
! 2 1.2.

5(%1)5($2)U0(0, 0)

Sustituyendo (1.2.5)-(1.2.6) en el lado izquierdo de la igualdad (1.2.2), y utlizando
que u(x1, xy) satisface la primera ecuacién de (1.1.3), obtenemos que:

A ( 0 9 ) up(z1, x2) = ! {5(1‘1)@(@) + &' (z1)ud(w2) + 6(2)uj(z1)+

dxy” Dy sen?(3
(1.2.7)
y@gwum—aamﬁGmwggﬂ@m+wmn§%@mg—6@hmmﬁ},

donde 0(z1,x9) = 0(x1)0(x2) ¥ up = up(0,0). Por otro lado, la segunda ecuacién de
(1.1.3) implica que

(1, 932)]

= senfg(xy), =z €R.

x2=0

COSﬁ [aimu(xlv x2)]

— |=—u
0lza=0 la‘w 0

Utilizando (1.2.4) y la definicién 2.2, la igualdad anterior es equivalente a la expresion
0
cos 3 <a7u[1)(1:1) - 5(x1)u> —uy(z,) = senfBg(z1), w1 € R.
1

De aqui,
0
uy(z1) = cos ﬁa—xlu?(:pl) — cos 3(x1)u — senfBg(w). (1.2.8)



Ademas, de la tercera ecuacion de (1.1.3) se sigue que

- [a%u@x)]

Utilizando un procedimiento similar al mencionado arriba, por (1.2.1), la expresién
anterior implica que

:0, JIQGIR.

x1=0

+ cos 3 [aiu(xl, .132)]
0

)

0 I1=0

0
uz(zs) = cos 637u2(x2) — cos 36(x2)u. (1.2.9)
2
Luego, sustituyendo en (1.2.7), en lugar de uj(x;), para | = 1, 2, sus expresiones
(1.2.8) y (1.2.9), obtenemos (1.2.2) con fy(x1,x2) dada por (1.2.3). u

Observacién 2.4. El Teorema 2.3 se demuestra bajo la hipotesis de que la funcion
u es suave. Sin embargo; resulta que cuando u € S/(K+) existe ug, una continuacion
por cero de u, tal que ug € S'(K4) y fo tiene la misma representacion (1.2.3). Esta
afirmacion estd demostrada en [6]. Ademds, de los resultados de [6] se sigue que

(1.2.2) y (1.2.3) implican (1.1.3) con v = u(]’K .
+

1.2.1. Transformada de Fourier-Laplace en conos

Recordemos algunos hechos basicos acerca de la Transformada de Fourier comple-
ja (la cual, de aqui en adelante serd llamada simplemente Transformada de Fourier).
Sea @ C €" un dominio, denotamos por H(O) el conjunto de todas las funciones
holomorfas en @. Sean K C IR" un cono convexo con vértice en el origen, que no
contiene lineas rectas; K*={r € R" :7-2 >0Ve € K}, y CK* := IR"+iK"*. Para
una funcién prueba f(z) € C§°(IR"), su Transformada de Fourier esta definida por

fz)=Fo.lf] = / ¢ f(2)dr, =€ R"

Si f(x1,72) v f(z) son distribuciones temperadas con soportes en K, y IRT
respectivamente, entonces el Teorema de Paley-Wiener [8] establece que las funciones
f(z1,2) v f(2) son densidades locales de funcionales analiticos sobre los conjuntos
CK* == {2z € @ Imz, > 0} y C" := {z € €, Imz > 0} (de aqui en adelante,
diremos simplemente “funcionales analiticos sobre los correspondientes conjuntos”)
dadas por

f(2) = (f(x),e™), 2€ CKL o z€C
Por otro lado, f € S'(K) sii (véase [18])

f(2)| < CA+|2)p(2), 2€CKT o z€CT, (1.2.10)
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donde p,v € IR, p(2) es la distancia de z a la frontera de CK* o de C". Ademas,
también es valida la siguiente afirmacién (véase [18]): la Transformada de Fourier
real f(o) con o € IR", es el valor de frontera de la funcién analitica f(z) con
z =0 +i71 cuando 7 — 0+, 7 € K*; en el siguiente sentido:

; r . 7 ! n
Jin Fo+in = o) en SR,
La Transformada de Fourier del espacio de las funciones de S’ (K) se denotaré por
S'(K). Otra propiedad importante de la Transformada de Fourier-Laplace compleja
es la siguiente: sea f € C§°(IR"), entonces

[e.o]

Fpo[f (2)] = e f(x)dz = f(x)e=

io —iz ofo e f(z)dx

— —izf(2).

Por lo tanto, el ”simbolo de operador derivada” bajo la Transformada de Fourier es
—iz, 1.e.

d
o (—iz). (1.2.11)
Anélogamente,

Por lo tanto, el simbolo del operador de Helmholtz bajo la Transformada de Fourier
esta dado por -

AP P L
Luego, el simbolo del operador de Helmholtz transformado (1.1.2), bajo la Trans-
formada de Fourier es:

1 2

Az, 2) = A(z1,21) = %Tﬁ?[_zl — 22 + 22129 cos B — sen’] (1.2.14)

1.2.2. Representacion de la solucion del Problema de
Neumann

En esta seccién damos la representacion de la solucién del problema (0.0.1). Apli-
cando la Transformada de Fourier-Laplace compleja a la igualdad (1.2.2) y usando
las propiedades (1.2.11)-(1.2.13), obtenemos:

A(Zl, 22)110(21, 2,’2) = fo(Zl, 22), A @KI_, (1215)
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donde A(z, z3) esta dado por (1.2.14). Para encontrar fo(z1, 25), aplicamos la Trans-
formada de Fourier-Laplace compleja a la funcién fy definida por (1.2.3), y usando
las propiedades (1.2.11)-(1.2.13) obtenemos:

fo(z) = “sen?3 [— senf3g(z1) + (iz1 cos B — iz)ur(21) + (iz2 cos B — iz1)Uz(22)]
(1.2.16)
donde
9(21) = Foyzyg(21)], 210 € €T (1.2.17)

Ahora vamos a dar la condicién necesaria y suficiente para que se cumpla la igualdad
(1.2.15). Para esto, necesitamos la siguiente:

Definicién 2.5. Las caracteristicas complejas del operador A se definen como
Vi={2e: A(z) =0}. (1.2.18)
Ademas, consideramos el dominio:
Vi =V NnCK™. (1.2.19)

Luego, la condicién necesaria para que (1.2.15) se satisfaga, es:

fo(z) =0 para ze V", (1.2.20)

por que la parte izquierda de (1.2.15) se anula sobre V*. La ecuacién anterior juega
un gran papel en el Método de las Caracteristicas complejas (véase [6]), y se llama
la ecuacién de conexioén.

Supongamos que (1.2.20) se cumple, entonces la funcién

- L ]EO(Z)
Uo(2) = ()

z e CK*\V. (1.2.21)

pertenece al espacio H(CK™*) ( ya que Uo(z) se puede definir en V' de manera que
la funcién obtenida pertenezca al espacio H(CK™)). Ademaés, se puede demostrar
que la funcién g(z) admite una cota del tipo (1.2.10). De aqui, por el Teorema de
Paley-Wiener, existe

uo() = F L [io(2)], = €R? (1.2.22)
y _
supp uo(z) C K. (1.2.23)
Sea

u(z) = uo(x)‘ (1.2.24)

Usaremos el siguiente resultado.
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Teorema 2.6. (véase [22], Teorema 5.1) Sean 1y 2(21,2) € S'(IRY) tales que (1.2.20)
se cumple para fo definido por (1.2.16). Si u(z) definido por (1.2.24) pertenece a
H"¢(K,), entonces u(x) es solucidn del problema de Neumann (0.0.1).

De esta manera, la solucién del problema de Neumann (0.0.1) se reduce al siguiente
problema:

A. Encontrar dos funciones i 2(21,2) € S '(IR*) tales que u(z) definida
por (1.2.24), con fy definida por (1.2.16) pertenezca a H'*¢(K ).



Capitulo

La ecuacion en diferencias

2.1. Reduccion a la ecuacion en diferencias

En esta seccién reduciremos el problema A a una ecuacion en diferencias, us-
ando el Método de las Caracteristicas complejas, expuesto en [6], [7], [12], [14]. A
continuacion describiremos breve, pero completamente el algoritmo correspondiente.

Parametrizamos la superficie de Riemann V C €2 de ceros del simbolo del oper-
ador A(z) mediante el paramétro w € €, por las siguientes férmulas

z = z(w) := (z1(w), z2(w)) := ( senhw, senh(w + i3)). (2.1.1)
Para a < b, denotamos por II® la franja horizontal en el plano complejo definida por
={w:a<Imw <b}.

Obviamente, las funciones senhw y senh(w + i3) proveen una cubierta de 2-hojas
de € por 117 y II” ﬁﬁ respectivamente. Sean Vl =Ty Vb =1 ﬁ . Consideremos
los automorﬁsmos

h(w) = —w+ir, we Vi, (2.1.2)
Y . .
ho(w) = —w +im — 2i3, w € V,'. (2.1.3)

Notemos que las cubiertas II] y H:—g son invariantes bajo le y fzg respectivamente.
Ademds, es facil verificar que hl( ) es simétrico en Vi* con respecto al punto im /2,
y hy es simétrico en V2 con respecto al punto iw/2 — 3. Definimos las funciones
g(w) y 0y 2(w) mediante las férmulas

i (w) =iy (zn(w), weV, (2.1.4)
do(w) = a2 (w)),  weVy, (2.1.5)
g(w) = gz (w)), we Vit (2.1.6)

13
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Obviamente, la analiticidad de @1 (21) y de §(2;) en C" es equivalente a la analiticidad
de 41 (w) y g(w) en V;*, con la condicién de automorfia (la cual nombraremos en lo
sucesivo, la simetria de las funciones):

(h(w)) =t (—w+ir) = 4 (w) we U+
dw b in) = g(w) eVt (2.1.7)

Y, de forma andloga, la analiticidad de iy(22) en € es equivalente a la analiticidad
de diy(w) en V5" con la condicién de simetria:

do(ho(w)) = tia(—w + im — 2i8) = tGs(w), w € Vit (2.1.8)

N

Reescribimos la ecuacién de conexion (1.2.20) en la variable w usando las férmulas
(2.1.1), (2.1.4) y (2.1.4). Aqui, para el dominio V* C V, el dominio correspondiente
en V (su levantamiento) es V* := II7 N 7, f—f{weC:0<Im<r— [} Después
de algunas manipulaciones trigonometrlcas y dividiendo por sen(3, obtenemos

iy (w) cosh w — Gy (w) cosh(w + if) = §(w), we V™. (2.1.9)
Esto prueba la siguiente afirmacion.

Lema 1.1. La ecuacion de conexion (1.2.20), en la clase de funciones analiticas en
C*, es equivalente al sistema (2.1.7)-(2.1.9) para las funciones w(w) con | = 1,2,
analiticas en los dominios V;*, respectivamente.

Ahora reducimos el sistema (2.1.7)-(2.1.9) a una ecuacién en diferencias .

Como 1, y ¢ son analiticas en IIfj, entonces la funcién 1y tiene continuaciéon mero-
morfa en IT§ por la ecuacién (2.1.9), y por lo tanto, en el dominio 17 5 = IT§ UTI™, ﬁ,
de aqui, la ecuacién (2.1.9) se cumple en el dominio IIf. Ya que, la func1on ug( )
es meromorfa en II™ 5 y simétrica con respecto al punto imw/2 — i3 (véase (2.1.8)),
se puede continuar a una funcién meromorfa y simétrica en el dominio II7,; =
7, u fLQHT_rﬁ mediante la formula ty(w) = dg(ho(w)), w € MT,y; (véase la figura
2.1). Por otro lado, evaluando la ecuacién (2.1.9) (considerada sobre IIf), en el au-
tomorfismo hy, sumando la ecuacién obtenida con (2.1.9), y usando la simetria de
las funciones 4; y ¢ (véase (2.1.7)), i.e.

Gy (hy(w)) = tig(hohyw) = Gy (w — 2if3), (2.1.10)
obtenemos
tg(w) cosh(w + i) — ta(w — 2ifF) cosh(w — i) = —2¢(w), w € Ij, (2.1.11)
donde ty(w) tiene continuaciéon meromorfa en 17,5, y
tg(ho(w)) = Ua(w), w € Iy (2.1.12)

Esta es la ecuacién en diferencias que deseabamos obtener. Asi, el sistema (2.1.7)-
(2.1.9) implica (2.1.11) y (2.1.12). Investiguemos ahora la afirmacién opuesta.
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Figura 2.1: Continuacién por simetria de ty(w).

Lema 1.2. Sea us(w) analitica en Higﬁ, meromorfa en 117,45 con posibles polos en
los puntos donde cosh(w +i3) = 0, y tal que satisface el sistema (2.1.11)-(2.1.12).
Entonces la funcion

’111(11}) =

es analitica en 11T y el par Gy, Uy es solucion del problema (2.1.7)-(2.1.9).

g(w) + tz(w) cosh(w + i3)
cosh w

. well] (2.1.13)

Demostracién. La igualdad (2.1.13) implica que 4y y 49 satisfacen (2.1.9). La
funcion uy satisface (2.1.8) por (2.1.12). Probaremos ahora que 4, satisface (2.1.7).
De (2.1.13) tenemos que

1

cosh w

(9(—w +im) — Go(—w + iw) cosh(w — if)), w € IIf.
(2.1.14)

Esta igualdad, junto con (2.1.8), (2.1.9) y (2.1.11), implican que @, satisface (2.1.7).
Finalmente, la analiticidad de @, (w) en II] se sigue de la analiticidad de §(w) en II,

al(—w—i—m) = —
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la analiticidad de 1y en IIf, y el hecho de que §(im/2)+tq(im/2) cosh(ir/2+i3) = 0.
La tltima igualdad se sigue de (2.1.11) para w = iw/2 después de usar (2.1.12) (véase
el Lema A.1.4 del Apéndice A.1). El lema esta probado. [ ]

Los sistemas (2.1.7)-(2.1.9) y (2.1.11)-(2.1.12) son equivalentes en la clase
de funciones analiticas en sus dominios correspondientes. Nosotros encontraremos
una solucién “natural” de (2.1.11)-(2.1.12) de esta clase, y checaremos que el
correspondiente par de funciones (z1) y %s(22) es una solucién del problema A.
Mas precisamente, las siguientes afirmaciones se cumplen:

Teorema 1.3. Sea uy(w) € H(Hig’g), meromorfa en 11755, con posibles polos en los
puntos donde cosh(w + i3) = 0 y solucion del problema (2.1.11)-(2.1.12). Supong-
amos que U (z) paral = 1,2, definidas por las formulas (2.1.13) y (2.1.4) pertenecen
a S'(RY) y que u(x) definida por (1.2.22) pertenece a H'*(K.). Entonces u(z) es
solucion del problema A.

Demostracién. Por el Lema 1.2, 4 y @5 son solucion de (2.1.7)-(2.1.9). Por el Lema
1.1, el ultimo problema es equivalente a la ecuacién de conexién (1.2.20) en la clase
de funciones analiticas. Si, ademds, @;(z) € S"(IRY) con { = 1,2, y u(z) definida por
(1.2.22) pertenece a H'**(K ), entonces u es solucién del problema A, el cual es
equivalente al problema (0.0.1) por el Teorema 2.6. El Teorema esta probado. [ ]

En las siguientes dos secciones, comenzamos con algunas propiedades de la fun-
cién g(w). Después, en las secciones 7 y 8 construimos una solucién de la ecuacién
en diferencias homogénea.
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2.2. Levantamiento del dato de Neumann

2.2.1. Definicién de levantamiento

Sean )
ge Hz™(IRY), £€10,1) (2.2.1)

§(z1) == Fp o g(x1)], 21 € CF (2.2.2)

la Transformada de Fourier-Laplace de la funcién g(x;). Por el Teorema de Paley-
Wiener [§]
g(z1) € H(C). (2.2.3)

Luego, para cualquier f(z) € H(TY denotamos por f(w) el levantamiento de la
funcién f(z1) a la cubierta universal V:

f(w) == f( senhw), w € II7. (2.2.4)

entonces, por (2.2.2) y (2.1.1)
g € H(IIY), (2.2.5)

s
y es simétrico en este dominio con respecto a ZE
g(—w +im) = g(w), w e Ilj. (2.2.6)

En la siguiente seccion y en lo que resta de esta, w se representard como w = w+1iwo,
con wy, wy € IR.

2.2.2. Propiedades del levantamiento

Ahora probaremos la principal propiedad de g(w) (véase la Proposicién 2.5).
Iniciamos con un lema auxiliar.

Sea /1 + &2 una rama de /z tal que /1 + &2 > 0, para £ € IR.

Lema 2.4. Eziste C > 0 tal que para cualquier o € [w/2 — 1,7/2 + 1], se satisface
la cota uniforme

||f(§ cosa +iy/1 + &% sena) || L,y < Ol fll,m+y, [ € Ly(IRY). (2.2.7)

Demostracion. Notemos que

[e.e]

| f(€cosa+iy/1+ €2 sena) ||z, ry < /e_V 1462 senaw | £(2)| g (2.2.8)

0
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Por lo tanto, es suficiente aplicar la prueba de Schur (véase el Apéndice A.1, Lema
A.1.6) al operador generado por el kernel

e Sencwm/l—l—@7 l’,é > 07

0, en otro caso;

K(x,§) = { (2.2.9)
y demostrar que D y E se pueden escoger para toda « € [r/2 — 1,7/2 + 1].
Sean p(z) = % y q(&) = ﬁ, probaremos que

o0

/67 senazy/ 1+£2 1 dr <

7 (2.2.10)

<c
z

1
/e—”1+22—dz << (2.2.11)

donde C' no depende de a € [r/2 — 1,7/2 + 1]. Demostremos primero (2.2.10).
Hacemos el cambio de variable:

ds 1 (1 —{—52)%\/ seno
V48l =s=2dr=——F—+—, — = .
senax & S x o e /i NG

Sustituyendo estas expresiones en (2.2.10), obtenemos

T — senazy/ 1+£2 1 1 Ooe_s C D

/e —dx = /—ds < < ,

) Vi V14 &2/ sena / NG V1+82/sena — v/1+ &2
(2.2.12)

para |a — /2| < 1.
De manera similar se prueba la desigualdad (2.2.11), con ayuda del cambio de vari-
able x{ sena = s. [ |

Para a € IR, denotamos C, = {w € C: Imw = a}.

Proposicién 2.5. (véase [22], Lema 7.2) La funcién g(w)es™! es cuadrado inte-
grable sobre cada linea recta C, C IIf, con |a — w/2] < 1 paralela al eje real, con la
siguiente cota uniforme

/|g(w)|2625lw||dw| <ClglP e la—m/2 <1 (2.2.13)
Ca

1.
Demostracién. Por la hipétesis (2.2.1) g(z1) € HJF2+ (IR*), de aqui, por el Teo-
rema de Paley-Wiener [3] §(z;) es analitica en C".
Definimos ~
gs(fEl) = F_l [%1 s (2214)

Z1—X1 A\ = —
2 +1)27¢
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donde la rama de la funcién exponencial en (2.2.14), es tal que es analitica en el
dominio C". Obviamente,

1
-1+
lgsllo < Cullgll_34er 9 € H* (2.2.15)

Por otro lado, aplicando el Lema 2.4 a la funcién g,(z;), obtenemos

195(&1 cos a +iy/1 + &F sena) [,y < Cillgsllpomny,  la—7/2[ <1, (2.2.16)

ie.

/ 1G5 (&1 cos @ + /1 4 &7 sena) [2d&y < Chllgsllf, )y la—7/2] <10 (22.17)
Ademas, de (2.1.1) se sigue que la tltima desigualdad puede escribirse como:

o0

/ 13 ( senh(wy +ia))[?| coshwi|duwn < Cllgy2 eyl —7/2/ S 1. (2.2.18)

Por (2.2.14), |gs( senh(w; + ia))|? = |g( senh(w; + ia))[*( senh(w; + i) + )% L.
Entonces, sustituyendo esta expresién en (2.2.18) obtenemos:

/ |5( senh(w;+ic))|*( senh(w; +ia)+i)* | cosh wy |dw; < 01||g||3%+8, la—m/2| < 1.
(2.2.19)
Ya que, para |a — 7/2| < 1 se cumple que
sin(wy + i) +i|?> = | senhw; cos o + i cosh w sena + i |?
(2.2.20)
> (1+ coswya)? > C?coshwy, -
entonces
sen(wy + 14 12571 cosh wy | > Che , W ) 2.
| sen(wy + ia) + i|*7| coshw, | > Che*Iil cR (2.2.21)
Por lo tanto
/ 3 senh(wy +ia)) P duy < Cyllgl® s, la-m/2 <1 (2222)
Por (2.2.4) esta expresién es equivalente a
(e}
/ 31 + i) P ldw; < Cyllg|? .. Ja—m/2 <1, (2.2.23)

la cual es equivalente a la cota uniforme (2.2.13). [
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2.3. La funcién T'(w)

Para construir la solucién del problema de Neumann (0.0.1), el papel clave lo
juega una funcién 7'(w) que es solucién de la ecuacién en diferencias que corresponde
a la ecuacion en diferencias (2.1.11)

T(w+if) — T(w—if) = —2§(w +ir/2), wel™?, (2.3.1)
con la condicién de antisimetria
T(—w) = -T(w), wel’,. (2.3.2)

. . L 24
Mas detalladamente, queremos encontrar una funciéon analitica en H:r/ﬂ /£ 3

que satisfaga (2.3.1) y (2.3.2). Para evitar complicaciones técnicas en la continuacion
analitica de T'(w), de ahora en adelante supondremos que 7/2 < 3 < 7.

Notemos que la Proposicién 2.5 prueba, en particular que g(w) es cuadrado inte-
grable sobre la linea recta C z, y por lo tanto, sobre esta linea existe su Transformada
de Fourier-Plancherel:

_ /g(w +ir/2)e™ dw € Ly(IR). (2.3.3)

Ademas,
1G] Lowy = 19(w +17/2) || Loy < Cllgll -2 (2.3.4)

por(2.2.13). Notemos también que de (2.2.6) se sigue que g(w + im/2) es par sobre
Co y por lo tanto, G es par sobre IR.

Introducimos el siguiente espacio. Para cada § > 0 y cualquier linea recta C
paralela a la linea real, definimos Lo 5(C) como el espacio de las funciones cuadrado
integrables sobre C con peso o(w) = (1 + |w|)™17?, i.e.

Lo s(C { /|f 2(1 + |w|) " 2dw < oo}. (2.3.5)

Ahora podemos presentar la funcién 7'(w).

Definicién 3.6. Para G(t) definida por (2.3.3) y7/2 < [ < m, definimos la funcion:

[e.e]

T(w) = i / senwt segrg?ﬁtdt’ w € R. (2.3.6)

—00
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Notemos que (A.2.23) y la desigualdad de Cauchy-Schwartz implican que para w €
R

o0

senwt C(w, B)

1 7 e
T (w)| < 54 GOl < ZEE [ e Mg (237)

2

o 1/2 / - 1/
< w (/ e—%tldt> (/ |g(t)|2dt) < o0, (2.3.8)

va que e Pl € Ly(IR) y G(t) € Ly(IR) por (2.3.3). Por lo tanto, T'(w) esté bien
definida. En el siguiente Teorema y en la siguiente seccién, damos varias propiedades
importantes de la funcién T'(w).

Teorema 3.7. (véase [22], Lema 7.3) La funcion T'(w) posee las siguientes propiedades:

i) T admite continuacion analitica en 7
Py . . 1 7/
11) T(w) € Los(Cp) para cualquier m € [—f3, 5] y para cualquier § > 5 ademds

1T (@) |2, 50y < Cllgll-ssei (2.3.9)

2
13t) Euxiste el limite de la funcion T'(w)|c,, cuando m — £03 en Los para 6 > 1/2;

Demostracién. i) Consideremos la integral (2.3.6) para w € 117 5- Notemos que la

estimacién (A.2.3) implica la convergencia absoluta de esta integral para w € I’ 5
Ademas, diferenciando bajo el signo de la integral (2.3.6) obtenemos la integral

i 7 G(t)
— 2.3.1
27/ t cos wt senhﬁtdt’ (2.3.10)

la cual converge absolutamente para |ws| < [, por (A.2.4). Por lo tanto, la in-
tegral (2.3.6) admite continuacién analitica en n’ 5- También denotaremos a esta
continuacién como T'(w). Entonces,

T(w) = L / senwt seglffl)ﬁtdt’ w eI’ (2.3.11)

Luego, T'(w) € H(H_ﬂﬁ).
ii) Representemos la funcién T'(w) en la forma
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donde . Gt
)
T :——/ i 2.3.1
1(w) 5 senw senhr weC (2.3.13)
[t|<1
' ' g1
v g
TQ(U}) = %M/I Senwtmdt, w € H—/B (2314)
>

1) Demostraremos que T1(w) € Los(Cp) para § > 1/2 y m € [—f3, 5], con la cota

senwt w senwt
— — cuando t — 0, entonces

senh (3t 1] senh (3t <
C[—1,1]. Luego, el hecho de que G(t) € Ly[—1,1] y la desigualdad de Cauchy-
Schwartz implican la convergencia absoluta de la integral (2.3.13). Ademas, difer-

t t 1
COSUY _, 2 cuando t — 0y

(2.3.9). Ya que, para w € C,

enciando bajo el signo de la integral, observando que

senh (3t 15}
usando un argumento analogo al anterior, obtenemos
dT; t
w) = — / t cos wt———— G(1) dt <oo, weC. (2.3.15)
dw senh (3t

\t|<1

Por lo tanto, la funcién T} (w) es analitica en C, en particular en I’ 5y continua

t
hasta la frontera. Por otro lado, (A.2.3) implica que SONWE Lo[—1,1] para |wy| <
senht
B,y
senwt
T <C 1, .. 2.3.16
Ty(w) < \emw ol 2.3.16)

Calculando la norma en (2.3.16), y gracias a (A.2.3) obtenemos
Ti(w)] < Clwlllgll-1yer [wa| < 6. (2.3.17)
Esto implica que, para § > 1/2
11 € Las(Co). I Tillascn < Cllgll e ¥m € [=5,8). (2.3.15)

En efecto, (A.2.3), (2.3.17) y el hecho de que § > 1/2 implican

T3 (w)|? Cligl® . Jw?
T / d / dw (2.3.19
| 1||L25(Cm o) Tt w2 w < o T w ( )
1
<C /761 < Cllgll? 2.3.20
1||g||—_+5 (1+|w|)25 w 1||g||—%+g ( )

ya que 26 > 1.
2) Demostraremos que Ty(w) € Los(C,,) para 6 > 0y m € [—03, ], con la cota
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(2.3.9). Ya que G(t) es par y e”™" = coswt — i senwt, entonces podemos escribir
(2.3.14) como:

LT G 5
Ty(w) = QW_ZOX@ et w e T (2.3.21)

Por lo tanto, Ty (w) es la Transformada de Fourier inversa de la funcién

e’u)gt
A0, sl <5, (23.22)
Le. G0
t
Ty(w) = FL,, [ (-2 ﬁtewﬂ] sl <5 (23.23)
Por otro lado, de (A.2.23) se sigue que
wat
OO0 <COOL > 1 el <s a2

De aqui, por (2.3.4) la funcién (2.3.22) pertenece a Lo(IR). Luego, el Teorema de
Plancherel establece que T, pertenece a Lo. De aqui

1 |To(w)]? ClG O]l Lamw) 1
T |3 = / dw < 2 / dw(2.3.2
] QHLQ"S(C’W) 27TC (14 |w])?0+2 = 2 ; (14 |w])?0+2 w(2.3.29)

< Cillgll dw < Cillg||2s ., (2.3.26)

1
—l+s/ 20+2
J el

m

si 0 > —1/2. En particular, para § > 1/2
T € Lys(C), 1 T2llLssicn) < Cllgll-rye Vme [=5,0]. (2.3.27)

Luego, (2.3.18) y (2.3.27) implican ii).

iii) Probaremos el caso cuando m — [ — 0. El caso m — —f + 0 se demuestra
de forma similar. Sea w € Cy, demostraremos primero esta afirmacién para la fun-
cién T (w) de (2.3.12). De (2.3.13) se sigue que

1
Ty (w + i) — Ti(w + im)| QL /1 sen(wt +if0t) — sen(wt + imt)| | s|egrfh)ﬁ|t| dt. (2.3.28)

Representando la diferencia de senos como un producto, reescribimos la desigualdad
anterior como
1

Ty (w +iB) — Ty (w +im)| < %/ SGHM cos (wt +

it(5 — m)) G)|
2 | senhft|
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para w € Cp. Usando la estimacién (A.2.5) con x = t(f —m)/2 para (5 — m)
suficientemente pequenos, y la estimacién (A.2.6) , obtenemos

i3 = m )

senf) cos (wt + 5 < ClB—mllt|, para [t|<1, w € Co.

(2.3.29)

De aqui, para (§ — m) suficientemente pequeﬁos

L

il +30) = Tl im) < CG =m) | 1o a1

(t)|dt < C(B—m), w e Cy,

(2.3.30)

ya que la funcién G(t) € C|—1,1]. Por lo tanto,

senh/3t
Ti(w+im) — Ty (w+iF) — 0 uniformente con respecto de w € Cy. (2.3.31)

Por lo tanto, la cota (2.3.18) y el Teorema de Lebesgue implican que para 6 > 1/2

Ty(w+im) —Ti(w+iB) -0 en Lys5(Cy) cuando m — f. (2.3.32)
Ahora, probaremos iii) para Ty. Por (2.3.23), tenemos que
To(w +iB) — To(w +im) = FL, [ X (1) sgegg’t (et —emh] . (2.3.33)
Notemos que
1. —x(t) G(t) (et — e™) — 0 puntualmente cuando m — 3.
senh (3t

2. De (2.3.24) con we = 3 6 m, se sigue que

<ClgH)| teR, 0<m<p.

Ademés, como G(t) € Ly(IR), entonces el Teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue implica que
Gg(t)
—x(t
x(t) senh gt

Por el Teorema de Plancherel, esto implica que

("' —e™) — 0 en Ly(IR,) cuando m — B —0. (2.3.34)

F 1 —x() G(t) (7" —e™)| — 0 en Ly(IR,) cuando m — 3 — 0.

sent
(2.3.35)
De aqui,
To(w+im) — To(w + i) en Lo(IR,) cuando m — 3 —0. (2.3.36)

Ya que el embedimiento natural Ly, — Lss es continuo para ¢ > —1, entonces
(2.3.36) se cumple en Ly 5 para § > 1/2. Esto prueba iii). [
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2.4. Continuacién analitica de T'(w) y la ecuaciéon
en diferencias

Iniciamos esta seccion introduciendo las siguientes notaciones:
a:=7r/(203), a=aw, b=aw'. (2.4.1)
Teorema 4.8. (véase [22], Lema 7.3) La funcion T (w) posee las siguientes propiedades:

i) El limite de la funcion T'(w)|c,, cuando m — £ en Lo para § > 1/2, satisface
la ecuacion en diferencias (2.53.1) para w € Cy;

11) T'(w) puede continuarse a una funcion analitica en HT_r/f/Jgéﬁ que satisface (2.3.1)
y la condicion de antisimetria (2.5.2);

Demostracion. i) Primero demostraremos que
Ty(w+iB) — Ti(w —if) = F, 7, [-26(t)(1 = x(®))], w € Co. (2.4.2)

De (2.3.13) se sigue que

1

Ti(w+im) =Ty (w—1m) = QL/
T

Gg(t)
senh gt

[sen(w+7jm)t— sen(w—im)t} dt. (2.4.3)

Ya que sen(w + im)t — sen(w — im)t = 2i senhmt coswt, entonces la igualdad
anterior se puede escribir como

1
1 senhmt
Ty (w + im) — Ty(w — i :——/ tG(¢)dt. 2.4.4
(w4 im) — Ty (w — im) | e cos wtG(t) ( )
s . ) ) ., senhmt
Como cos wt = e~ "'+4 senwt, y usando la imparidad de la funcién Tﬂt senwtG(t),
en

con respecto de ¢ (véase (2.3.3)), obtenemos

Ty (w + im) — T1(w — im) = —% / Ziii;’fe—iwtg(t)u —x(t)dt  (2.4.5)
- i, [0 S o). o

Por otro lado, notemos que:

senhmt

senh gt

1) -2 G(t)(1—x(t)) — —2G(t)(1—x(t)) cuando m — 3—0, p.c.t. t € IR;

(2.4.7)
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senhmt
2 — 5 1-— < < < 1:
) senh3t G —x@) <Clg@®)], Iml<p y [t <1
(2.4.8)
3) G(t) € Ly(IR). (2.4.9)
Por lo tanto, el Teorema de la convergencia dominada de Lesbegue implica que
senhmt
e GH)(1—x(t) — —2G6(H)(1 — x(t)) cuando m — B—0 en Lo(IR).

(2.4.10)
Ya que Ty (w + im) — Ty (w — im) — Ty(w + i) — Ty (w — if3), por el Teorema 3.7
(iii), entonces el Teorema de Plancherel, (2.4.10) y (2.4.5) implican (2.4.2).
Ahora demostraremos que

Ty(w +iB) = To(w — i) = F,7, [-2G(H)x(1)] . w € Co. (2.4.11)
De (2.3.23) tenemos que

To(w + im) — To(w — im) = F;w[ 2G(t) Zzz}}lg;x(t) . (2.4.12)

Similarmente a (2.4.7)-(2.4.9), por el Teorema de Lebesgue obtenemos

senhmt

—29(t) senhﬂtX

De aqui, por el Teorema de Plancherel

(t) — —2G(t)x(t) en Ly(IR) cuando m — 3 —0. (2.4.13)

Fi | —26(t)

F, [=26()x(t)]  en  Ly(Co) cuando m — 50,
(2.4.14)

senhmt 0
senh 3t X

1.e.

Ty(w+im) —To(w—im) — F 1, [-2G(t)x(t)] en Ls(Cy) cuando m — B—0.
(2.4.15)
De la afirmacién iii) del Teorema 3.7 se sigue que

To(w+im)—Ty(w—im) — Ty(w+ifB)—Ty(w—if) en Ly(Cy) cuando m — (5 — 0,

por lo tanto, (2.4.11) se cumple. Finalmente, (2.3.1) se sigue de 2.3.12), (2.4.2) y
(2.4.11).

ii) Sea w € ™/ /;ﬂ 5y w ¢ Cip. Definimos una continuacién de la funcién 7'(w)

mediante las férmulas
T(w —2if) — 24(w —if +ir/2), w1y
T(w) = T(w), well’, (2.4.16)
T(w+ 2i6) + 2g(w + i + iw/2), w E H:g/Q_ﬁ
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1) Probaremos que T'(w) es analitica en H_”W//Q;_ ﬁﬁ\Cig. En IT° 5, T es analitica por i)

del Teorema 3.7. Supongamos que w € Hg/ 248 esto implica que w — 2i3 € H:r/; h
H_ﬁﬂ y w—2if+in/2 € 117, C II§. De aqui, la analiticidad de T(w) en H_’Bﬁ y la
analiticidad de ¢ en IIJ (véase (2.2.5)), implican que T es analitica en Hg/ 24P , por
la primera igualdad de (2.4.16). Un argumento andlogo muestra que 7" es analitica
en H:g P

2) Ahora demostraremos que T(w) satisface la ecuacién en diferencias (2.3.1) en

/2

H’i/f /2 Supongamos que w € 115", esto implica que

a) w+if € Hg/ 2+8 , luego, por la primera igualdad de (2.4.16) obtenemos

T(w+if) =T(w—16) — 2g(w +in/2); (2.4.17)
b) w—i3 € HT_F/;_B C HEB, por lo tanto
T(w — iB) = T(w — if). (2.4.18)

De aqui, se sigue (2.3.1) para w € Hg/ ®. La demostracién para el caso cuando

w e HBW/Q es analoga.

3) Probaremos que T satisface (2.3.2), para w € H’_f/f/;fiﬁ\cﬂ.
Supongamos que w € Hg/ 2+h , esto implica que —w € H:ﬁ 2 luego de la segunda

identidad de (2.4.16) se sigue que

T(—w) =T(—(w —2i8)) — 29(—(w — if) + i7/2). (2.4.19)
Ya que w—2i3 € H[z@, entonces T'(—(w—2i3)) = =T (w—2if3) por (2.3.11). Ademas,
para w — if € 115/ G(—(w —if) +in/2) = g(w — i + im/2), por (2.2.6). Por lo
tanto, (2.4.19) implica

T(—w) = —T(w — 2iB) + 2§(w — i +in/2),  w e My**7. (2.4.20)

La tltima expresién es igual a —T (w) por la primera igualdad de (2.4.16). De forma

analoga obtenemos (2.3.2) cuando w € H:f/Q_ﬁ.

4) Demostraremos ahora que T es analitica sobre las lineas Cip C Hi/f ;;é 5 Notemos

que de (2.3.2) se sigue que es suficiente probar que T' es analitica sobre Cg.
a) Sean A, B € IR", A < B. Probaremos primero que

lim T(w+if+ie) =T(w+iB) en Li[A B], para w € C. (2.4.21)

e—0+

Por iii) del Teorema 3.7 y (2.4.16) se sigue que existe el limite

11’1&r TwxifFic) =T(w=xif) en Los[A B, wely, 0>1/2. (2.4.22)
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Por otro lado, de la primera igualdad de (2.4.16) tenemos que

T(w+if+ie) =T(w—if +ic) — 2g(w +ic + im/2). (2.4.23)
Como la funcién g(w + im/2) € H(HZQ/Q) entonces
1. glw+in/2+4ie) — g(w+ir/2), cuando ¢ -0+ y w €A, B
2. existe C' > 0 tal que

|g(w+im/2+ie)| < C, we[AB], ee€[-1,1]. (2.4.24)

Por lo tanto, del Teorema de Lesbegue se sigue que
g(w+ir/2 +ie) — g(w +in/2), cuando ¢ — 0+, en L4[A, B]. (2.4.25)
De aqui, por (2.4.16) obtenemos

lim T(w +if + ie) = T(w — i) - 24(w + im/2), en Li[A,B], (24.26)

por (2.4.33). Usando la ecuacién en diferencias (2.3.1) para w € Cy, obtenemos
(2.4.21).

b) Demostraremos que

T(w+if —ie)| < C(w)e %, weCy, &>0; (2.4.27)

T (w+if +ie)] < Cy(w)e 2, weCy, &>0. (2.4.28)

Probaremos primero la desigualdad (2.4.27). La férmula (2.3.11), la desigualdad
(2.3.4) y la desigualdad de Cauchy implican

. . C sen(w + i — ie)t
T B <L 2.4.29
T (w + i3 — ie)| < 27r||9||—§+a senh 3t La(Co) ( )
Por otro lado, de (A.2.3) con wy = 3 — € se sigue que
3 o)
sonw £ 5 Z I _ o, ) expl—cli]} ¢ € Co. (2.4.30)
senh gt
De aqui,
. . 2
_ 1
sen(w + i3 — ie)t < C(w,B)-. (2.4.31)
senht L(Co) €

Por lo tanto, las desigualdades (2.4.29) y (2.4.31) implican (2.4.27).
Probaremos ahora (2.4.28). De la primera igualdad de (2.4.16) tenemos que

T(w+iB+ic) = T(w —iB +ic) — 2g(w + ic + iw/2). (2.4.32)
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De aqui,
IT(w+ i3+ ie)| < C +|T(w — i3 + ie)| (2.4.33)

ya que § € H(IIJ). Luego, de forma ansloga a la demostracion de (2.4.27), obtenemos
(2.4.28).
cl) Para 0 < e <gg < 1, sean

7)) ={w+i(B—¢):w e [A, B}, (2.4.34)

vale) = {A+ i€ €] < e}, (2.4.35)
y

ve(e) ={B+if: & < e} (2.4.36)

Consideremos el contorno

Ye = 71(e) U [ni(e) + 2ig] Uvale) Uvn(e) (2.4.37)

orientado en sentido positivo. Sean w = w; + iwsy, con 0 < & < |ws| < €g; y V2 un
dominio que contenga a 7., no contenga w y tal que T'(w) € H(V. \ IR) (estamos
suponiendo que gq es tan pequeno, que V. siempre existe).

Sea

c(w) = / ;(Q_”’ZU duw'. (2.4.38)

Notemos que las cotas (2.4.27) y (2.4.28) implican que c.(w) esta bien definida.
Demostraremos que

c(w) = 0. (2.4.39)
T(w'

Evidentemente, es analitica en V. \ IR con respecto a w’, por lo tanto, por

el Teorema de Cauchy c.(w) no depende de € > 0. De aqui, es suficiente demostrar
que
lim c.(w) = 0. (2.4.40)

e—0
Las integrales sobre [A + if8 —ie, A+ i + ie] y [B+if8 — ie, B+ i + ic] tienden a
0, cuando € — 0 por las cotas (2.4.27) y (2.4.28). Ademas

/B T(w' + i + ie)
A

B
T(w +1

dw' — /de', cuando € — 0, (2.4.41)

(W' +if +ic) —w (

w' +if) —w

_ B =

T / . _. T !/ -

(W +if — ie) s /((w—“@dw/, cuando £ — 0,  (2.4.42)
w'

+if —ie) — w' + 1) —

:B\U:J

(
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por (2.4.21). Esto prueba (2.4.40).
¢2) Definamos la funcién
T(w")
Flw) = / S, w € Uy (2.4.43)
Yeo

donde UL, es el interior del contorno v.,. Por las cotas (2.4.27) y (2.4.28) la integral
(2.4.43) converge, y por lo tanto F(w) esta bien definida. Ademés F'(w) existe, ya
que es posible diferenciar (2.4.43) bajo el signo de la integral por las cotas antes
mencionadas.
¢3) Demostraremos que

F(w) =T(w), wel,\R. (2.4.44)

Sea w € U, \ IR, por ejemplo, sea w tal que Imw = [+ ¢, con 0 < & < &y.
Consideremos los siguientes contornos auxiliares:

y= [A+if+ic/2,B+if+ic/2]U[B+if +ic/2, B+ i + iy

(2.4.45)
U [B+if+icg, A+ if +igo] U[A+if +icog, A+ i +ic/2],
y
Y2 = [A+1if —igy, B+iff —igo] U[B +iff —icy, B+ il +ic/2]
(2.4.46)
U[B+iB+ic/2,A+if+ic/2] U[A+iB+ ic/2, A+ i — igy].
Es evidente que
1 T , , 1 T .
71 Y2
De (2.4.39) se sigue que
T !
/ ,(w ) dw' = 0. (2.4.48)
w' —w
Y2
Ademas el Teorema de Cauchy implica que
1 Tw) , ,
o / L du! = T(w), (2.4.49)

2

va que T'(w) es analitica en U, \ IR. Esto prueba 4). [
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2.5. Solucion de la ecuacion en diferencias

Definicién 5.9. Definimos la funcion ts(w) como
tp(w) = T(w +if —in/2)/ cosh(w +iB3), w €7, (2.5.1)

Lema 5.10. La funcion tuy(w) es analitica en H:f, meromorfa en 11" o5 con posibles
polos en los puntos donde cosh(w + i) = 0, y resuelve el sistema (2.1.11)-(2.1.12).

Demostracién. La funcién T'(w + iff — im/2) es la translacién de la funcién T'(w)
por i(7/2 — [3), luego T'(w + i3 — im/2) es analitica en

/2 (T T
H—/w/j;é,g + (5 - ﬁ) = 1T, (2.5.2)

por ii) del Teorema 4.8. Por lo tanto, iip(w) es meromorfa en 17,5, con posibles
polos en los ceros de cosh(w-+i3), por (2.5.1). Ya que T'(w) es impar, entonces
T(w+if —in/2) = 0 en w = i(n/2 — 3) por (2.3.11). De aqui, tUy(w) no tiene
una singularidad en este punto. Ya que cosh(w + i/3) no tiene otros ceros en H:;ﬁ
entonces Us(w) € H (H’i},ﬂ ). Obviamente, el argumento anterior prueba que s (w)
definida por (2.5.1) es meromorfa en 11", con posibles polos en los puntos donde
cosh(w + i) = 0.

Probaremos (2.1.11). Sustituyendo (2.5.1) en el lado izquierdo de (2.1.11), obtenemos
que (2.1.11) es equivalente a

T(w+if —in/2) = T(w—if —in/2) = —2¢(w), w € IIj. (2.5.3)

Pero esto se cumple por ii) del Teorema 4.8.
Probaremos ahora (2.1.12). Sustituyendo (2.5.1) en el lado izquierdo de (2.1.12),
obtenemos

o) = o T~ e 25

por (2.1.3) y la condicién de antisimetria con respecto de cero de T'(w) en Hi/j /Jgé 5

Luego, usando (2.5.1) obtenemos (2.1.12). u
Ahora, vamos a "bajar” us(w) a @ZE. Sea z, € €', ya que el mapeo

zo(w) = senh(w + i), w € H:_@ﬂ (2.5.5)

es una cubierta de dos hojas de €, entonces existen w; y wy € Higﬁ tales que

29 = z9(wy) = 2z(wo), (2.5.6)

wsy = ha(wy). (2.5.7)
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Definamos la funcion
a2(22> = ﬁg(w), 29 € @+ (258)

donde w es cualquiera de los puntos w; s tal que se cumple (2.5.6), y ts(w) es la

funcién definida por (2.5.1). Ya que G2(w) es automorfa con respecto de hq, entonces
la funcién (2.5.8) esta bien definida. Ademas,

Corolario 5.11. La funcidn tis(zs), 22 € C* es analitica en C".

Demostracidn. Se sigue del Lema 5.10 ya que uq(w) € H(Hi}ﬁ). [ |

Definimos ahora ; (w) por (2.1.13) usando la funcién @y (w) definida por (2.5.1). Ya
que o (w) satisface las condiciones del Lema 1.2, entonces el par @ y s es solucién
del problema (2.1.7)-(2.1.9) por el Lema 1.2. Ademas, la funcién

7:L1(Zl) = ﬁl(w), Z1 € (D+, (259)

donde w € IIf es tal que z,(w) = 21, estd bien definida por la antisimetrfa de i, (w),
con respecto de hi(w) (véase (2.1.7) y el Lema 1.2). Por lo tanto, (z,) € H(C")
va que uy(w) € H(IIT) por el Lema 1.2. Este argumento prueba el siguiente:

Corolario 5.12. La funcién 1(z1), z2 € C* es analitica en C".

Para usar el Teorema 1.3 y demostrar que ug(x) definida por (1.2.22) es solucién del
problema (0.0.1), nos falta demostrar que

(%) e S (RY), para [=1, 2. (2.5.10)

Esto lo haremos en el siguiente capitulo.



Capitulo 3

Sumabilidad Cuadrada de la

solucion

3.1. Propiedades de las funciones w;(21) y ua(22).

En esta seccion y en lo que sigue recalcamos el hecho de que estamos trabajando
bajo la hipétesis /2 < § < 7.

Teorema 1.1. Las funciones w/(z) para | = 1,2, definidas por (2.5.9) y (2.5.8),
pertenecen a S (IRT).

Demostracién. La afirmacion ii) del Teorema 3.7 implica que para 7 > 0

[ V(@) (1 + explwl) (1 + ful) > dw < CllglP 5., ¥me [=fm—F). (3.11)
Cm

Ahora usaremos el Teorema II de [16] (véase el Lema A.1.5 del Apéndice A.1).
Consideremos la funcién

v(w) = Gy (w)[cosh(w + i — im/2)]Y2 (im 4+ w) 2, (3.1.2)

aqui, tomamos la rama de la raiz cuadrada de manera que sea analitica en Higﬁ .

Entonces v(w) es analitica en Higﬁ (por que ug(w) lo es), y

/ o(w)|2dw < C Y m e [-8,7— 3], (3.1.3)
Cm

por (3.1.1). Luego, el Teorema antes mencionado (intercambiando la parte real y la
parte imaginaria), implica que

o(w) 1 [7 v(wy +im — i) duwy — 7 del] . (3.1.4)

T or wy +im —if —w wy — i —w
—00
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De aqui, por la desigualdad de Cauchy obtenemos

o(w)] < Cill(wy +im —iB —w) |y, + Call (w1 —iB—w) Ly, w e T,

Calculando las normas que aparecen arriba, la expresion anterior es equivalente a
lo(w)| < Cp~ /2 (w, o117, (3.1.5)

donde p(w, R) es la distancia de w a R (véase el Lema A.1.1 del Apéndice A.1). Las
férmulas (3.1.2) y (3.1.5) implican que

[its(w)| < C(1 4 exp [w])™*(1 + |w])?p™" (w, ITIT). (3.1.6)
Luego, los Lemas A.1.2 y A.1.3 del Apéndice A.1, y (2.1.1), implican que

(1+ | exp(w))? < C(1 + |))?, we ™5’ (3.1.7)

(14 el 712712 (w, o) < C(Imzg) Y%, 2 € € (3.1.8)

Estas dos desigualdades implican la cota:
|Tig(22)| < C(1 + |22])(Imzy) 1. (3.1.9)

Por lo tanto, el Teorema de Paley-Wiener y la tultima estimacién (véase (1.2.10)),
implican que is(2) € S’(IRT). La estimacién correspondiente para i (z1) se prueba
de forma analéga, comenzando con (2.1.13) y (2.5.1) en el lado derecho de (3.1.1).
El Teorema esta probado. [ ]

Corolario 1.2. Las funciones u(w) para | = 1, 2 definidas por (2.5.8) y (2.5.9)
pertenecen a Ly(C_g).

Demostracion. Para la funcién s (w) la afirmacion se sigue de (3.1.1). De aqui (2.1.13)
y la Proposicién 2.5 implican una cota similar a (3.1.1) para la funcién o (w), lo
cual termina la demostracion. [ ]
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3.2. Estimacion de la norma de la solucion u(x) en
L.

Esta seccién probaremos que la solucién del Problema A, definida por (1.2.24)
pertenece a Lo(K, ).

Teorema 2.3. Sean @y (21) y Uz(22) definidas por (2.5.8) y (2.5.9) respectivamente.
Entonces u(xy1, x2) definida por (1.2.22) pertenece a Lo(K ), y

lullz, < Cligll -1y (3.2.1)

Demostracién. De (1.2.22) y el Teorema de Parseval se sigue que es suficiente
probar que g(z) € Lo(IR?), z € IR?. Para este fin, hacemos el siguiente cambio
de variable. Denotemos ¥ = Cy x C_g. En lo que sigue, supondremos que w :=
(w1, wq) € X, donde w esta conectado con (21, z2) por las férmulas

z1 = senhwy, zg = senh(wy +if3), w € . (3.2.2)

Reescribiendo fy(z1, z3) definida por (1.2.16) en las variables (w1, w;), obtenemos

. 1

folwy,we) = seT%{ — senfg(w) + [i senhw, cos f — i senh(wy + i )]0y (wy)

(3.2.3)
+[i senh(wy + i) cos B — i senhwl]ﬁg(wg)},

por (2.5.8), (2.5.9) y (2.1.4). Sustituyendo en lugar de @ (w;) su representacién
obtenida en la expresién (2.1.13), tenemos que

. 1
folwy,wy) = sen?d [ — senfg(wq) + (i senh(wq + i3) cos f — i senhwy )l (ws)
(3.2.4)
R X I :
(i senhuw; cos B — i senh(ws + i3)) <Q(w1) + Gig (w1 ) cosh(wy + zﬁ))] _
cosh w;
Sean
A;(w) = i senhw; cos f — senh(ws + i3)] cosh(w; + if3), (3.2.5)
y
Ay (w) = i[ senh(wsy + i) cos § — senhw;] cosh w;. (3.2.6)
Entonces, la expresion (3.2.4) puede escribirse como:
B 1 i : :
folwy,wy) = m{zg(wl)[ senh(w; + i) — senh(wsy + 3] o

—f-ﬂg (U)l)Al (W) + ﬂg (wg)AQ (W) } .
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Ahora, vamos a expresar el simbolo del operador de Helmholtz transformado (1.2.14)
en términos de w. Sustituyendo en lugar de z; y 25 sus expresiones (3.2.2), obtenemos

A 1
Alw) = sen?3

{— senh®w; — senh®(wy+i3)+2 senhw; senh(wsy+i/3) cos B— senQﬁ}.

(3.2.8)
Factorizando esta expresiéon, y usando férmulas de trigonometria hiperbdlica,
obtenemos la siguiente expresion equivalente

A 1
Aw) = ol [( senhw; — senhw,)( senhw; — senh(ws + 2@'5))}. (3.2.9)
Luego, la férmula (1.2.21) implica que la solucién del problema A en la variable
W € X se expresa como:

i(w) = ig(wy)( senh(wy +i0) — senh(wy +1i3)) N Ug(wq) Ay (W) + U (ws) Az (W)
cosh w; A(w) cosh wy A(w) 7
(3.2.10)
por (3.2.7). Luego, las férmulas (3.2.2) implican que la inclusion (21, 22) € Lo(IR?)

es equivalente a la inclusién u(w) € Ly(X, P(w)), donde

Ly(%, P) = {f(W) : /If(W)I2P(W)|dW| < OO}; P(w) = exp(jws| + |wal).

(3.2.11)
Ahora necesitamos la siguiente estimacién del denominador en (3.2.10).
Lema 2.4. Sea A(w) definido por (3.2.9), entonces
|A(w)| > C(e2vrl 4 e2v2l) we s, (3.2.12)

Demostracion. Ya que ws € C_g, entonces tenemos que wy = wy — i3, wy € Cy. De
aqui

| senhw; — senh(ws + 2iF)| = 2 5 5 5

(3.2.13)
Ya que /2 < (§ < 7, la ultima expresién nunca se anula para (ws, w;) € Cy x Cy.
Asi, de (3.2.13) tenemos que

o : / :
senh <w1 wa _ §>| ‘cosh <w1 W + ﬁ)’

| senhw; — senh(wq+2i3)| > Cexp{|wi —ws|/2+ |w1 +ws|/2},  (wr,w)) € Co X Co.
(3.2.14)
Similarmente,

| senhw; — senhwsy| > Cexp{|w; — wh|/2 + |wy +wh|/2}, weX.  (3.2.15)
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De (3.2.9), (3.2.14) y (3.2.15) obtenemos que
|A(w)| > C exp{|wy — wh| + |wy +wh|}. (3.2.16)

Considerando varias configuraciones posibles del par w; y wj, obtenemos la esti-
macion (3.2.12) de (3.2.16). El Lema esta probado. [

Continuamos con la demostracion del Teorema 2.3. Consideremos el primer término
en (3.2.10). La definicién (3.2.11) y el Lema 2.4 implican que para probar que la
funcién pertenece a Lo(X, P) es suficiente probar que

)2l 2
/e|w1(62|w1| + 62\w2|) |dW| < C||g||—%+g (3217)
%

Para esto, integrando el primer término de la expresién anterior sobre wy € C_g,
obtenemos que

w2 C
e

Cp
Luego, de (3.2.18) y usando la condicién (2.2.13), obtenemos (3.2.17).
Consideremos ahora el segundo término en (3.2.10). Este término es la suma de dos
funciones A; y A,, donde

gy = ) Alw) =12 (3.2.19)
cosh wy A(w)
Por el Lema 2.4 y (3.2.5) tenemos que
Al(W) C
< . 3.2.20
coshwlA(w)‘ ~ exp |wy| + exp |ws| ( )

Por lo tanto, de (3.2.18) y (3.2.20) tenemos que

[ 1A EPw)law] < C [ faz(w)Pldun| < Cllgl?, .. (3.2.21)
by Co

por (3.1.1) con m = 0. Consideremos Ay (w). Las férmulas (3.2.6) y (3.2.11) implican
que

|dw1]
e|w1‘ (€2|w1| + €2|w2|)

[1As(w)EPw)ldw| < C [ fiafws) el | [ (du3.2.22)

C_g Co

Integrando el interior de la integral sobre w;, obtenemos

/ |dw1| < Oe—3|w2‘/2
6|w1\( ’

e2|w1] +62|w2‘) >
Co
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Esta estimacién y (3.2.22) implican
_%4_57

[ MAaw)P(w)law| < € [ Jiia(wa) e dws| < Cllg|?
2 C_p

por (3.1.1). Asi, todos los términos en (3.2.10) pertenecen a Ly(3, P) y el Teorema
esta probado. [ ]



Capitulo 4

Conclusiones

En nuestro trabajo, encontramos la solucion explicita del Problema
de Neumann (0.0.1). Dicha solucién se obtiene en la forma de la Trans-
formada de Fourier inversa de una funciéon que depende de los datos
de Cauchy, estos datos se encuentran usando las condiciones de frontera
por el Método de las caracteristicas complejas. La parte principal de este
método, es el uso de la propiedad de simetria de los datos de Cauchy.
Esto nos permite encontrar un dato desconocido, como solucién de una
ecuacion en diferencias. Resolvemos esta ecuacion en forma explicita e
investigamos completamente la solucion obtenida. Al final, usando sus
propiedades, demostramos que la soluciéon del problema de Neumann
pertenece al espacio Lo.
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Apéndice A

A.1. Lemas auxiliares

En esta seccion, se enuncian y demuestran los lemas auxiliares que se han uti-
lizado a lo largo del trabajo.

Lema A.1.1. Seay € C*, y =y, + ip. Entonces

1

< Cp~V/2 (A.1.1)
|z =yl

Lo(Rg)

Demostracién. Ya que |z — y|*> = (z — y1)? + p* (véase la figura A.1), entonces

o0

1 1
< [ e (A.12)
==yl ,m,) ~ L (@—wn)+p
p 4
- p=r+ig
I
L it
Fly
R
F L1
/ \
! L3
¥ 1}
rl LY P
1 I-}:I]. T

Figura A.1: Interpretacion geométrica de la distancia p.

Haciendo el cambio de variable z — y; = t, obtenemos

o0

/(g;_yl x—/t2+p x—%, (A.1.3)
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de aqui se sigue (A.1.1). [

Lema A.1.2. FExiste C > 0 tal que para cada w € H:}B se cumple la siguiente
desigualdad
(1+ |w]) < C(1+ | senh(w +iB)]), w eI, (A.1.4)

Demostraciéon. Haciendo el cambio de variables w + i3 «— w reducimos (A.1.4)
a la desigualdad

1+ |w—if| < C(1+ | senhw|), w € IIf. (A.1.5)
Es evidente que existe C7 > 0 tal que
1+ w—iB] <Ci(1+|w|), weC. (A.1.6)
Por lo tanto, es suficiente demostrar que
1+ Jw| < C(1+| senhwl), w €IIf, (A.1.7)

para algun C' > 0.
Notemos que para w := w; + 1w,

| senhw| = cosh® w; — cos® wy > cosh?w; — 1, (A.1.8)

de aqui
1+ | senhw| > cosh®wy, w € C". (A.1.9)

Por lo tanto, es suficiente demostrar que existe C' > 0 tal que
1+ |w| < Ccosh®w;, w €I, (A.1.10)
Ya que, para w € IIfj se cumple que
L+ |w| =14+ |wy +iwy| <14 |w| +m, (A.1.11)
entonces es suficiente demostrar que existe C' > 0 tal que
1+ |wi| +7 < Ccosh®>w;, w; € IR. (A.1.12)
Este hecho se sigue de las siguentes afirmaciones:

cosh? w
C + |w|

— 00, cuando w — o0;

2. Para cada N > 0 existe C'y tal que
1+ |w| +7 < Oycosh®>w, |w| < N; (A.1.13)

ya que cosh?w > 1, para w € IR.
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Luego, el Lema esta probado. [ ]

Lema A.1.3. Sea 2z : H:ﬁ — € la transformacion definida como:
zo(w) = senh(w + i3). (A.1.14)
Entonces, existe C' > 0 tal que
Imzg(w)| < (14 e)p(w, 11757), wen™,”. (A.1.15)

Demostracién. Con el cambio de variable w «— w+1(3, la cota (A.1.15) se reduce
a la siguiente expresion:

[Imzy (w)] < (14 €"h)p(w, 117), (A.1.16)

donde,

z1(w) = senhw. (A.1.17)
Ya que, para w = w; + iwq € IIfj se cumple que
|Imz(w)| = coshw;| senwsy| < C(1 4 ") min(wg, ™ — wy) = C(1 + ewl)p(w, OHg).

(A.1.18)
Como el*1l < elvl para w € 17, entonces la cota (A.1.16) esta demostrada. [ |

Lema A.1.4. Sea Q C C un dominio. Si f € H(S) y es antisimétrica con respecto
de a € §2, entonces

fla)=0 (A.1.19)
Demostracion. Ya que
f(=w+2a)=—f(w) YweQ, (A.1.20)

por ser f antisimétrica con respecto de a. Entonces, en particular

f(=a+2a)=—f(a) < f(—a)=—-f(a) = 2f(a)=0, (A.1.21)
lo cual prueba (A.1.19). u

Lema A.1.5. (véase el Teorema II de [16], pagina 5). Sea F(s) wuna funcion de
variable compleja s = o +it. Supongamos que F(s) es analitica sobre —\ < o < p,
y tal que

/LHU+MPM<C (A.1.22)

sobre la region —\ < o < u. Luego, si s estd en el interior de esta region, entonces

[e.o]

Flp+iy) , 17ﬂji@@ (A.1.23)

1
Fls)= o [ EEWay -
() 2 141y — s Y7 or Aty —s

—00 — 00
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Para probar una de las principales propiedades del levantamiento g(w), utilizamos
la Prueba de Schur (véase [5], Teorema 6.2).

Lema A.1.6. (Lema de Schur) Sea T un operador integral con kernel de Schwartz
no negativo K(x,z), parax € X yz € Z:

Tf(z) = [ K(w2)f(x) do.
%
Si existen funciones p(z) > 0 y q(z) > 0, y nimeros D >0, y E > 0 tales que
/ K(z,2)q(2) dz < Dp(x) (A.1.24)
Y

para casi todo x, y

/Xp(w)K(a:,Z) dr < Eq(z) (A.1.25)

para casi todo z, entonces T es continuo de Lo(Y') a Lo(X), con norma acotada por

HTHL2*>L2 < VDE.
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A.2. Estimaciones auxiliares

Esta seccién esta dedicada a la demostraciéon de algunas estimaciones impor-
tantes para la construccion de la funcién T'(w) (véase [22]).

Sea
X(t) := char([t| > 1). (A.2.1)

Entonces
1 — x(t) = char(|t| < 1). (A.2.2)

Lema A.2.1. Sean |we| < § y wy € R. Eziste C(3) > 0 tal que

senwt
< _ (Jw2]=B)] : 9
| < COlula = (o) + 00} e (A23)
t coswt
- (lwsl—B)1H : A24
senh3t| — C(ﬂ)e ) t € R; ( )
| senizx| < 2|z, lz] < 1; (A.2.5)
| cos(wt+iat)| < C, lt] <1, welR.
(A.2.6)

Demostracién. I) Probaremos primero la desigualdad (A.2.3).
Ia) Consideremos el caso |t| < 1. Definimos

senwt
senhﬁt’ t#£0, te [—1,1]
fi(w) = v, (A.2.7)
g

La cota (A.2.3) para t = 0 es obvia. Sea t # 0, t € [—1,1]. En este caso la funcién
fi(w) es entera en C,. Usamos la representacién integral para f;(w). Ya que f;(0) =
0

)

[d
mwzzEm&m (A.28)
donde la integracién se hace sobre el intervalo [0, w]. Esto implica que
) d
()] < s {| £ 70) - € € 0.1} (A29)

De (A.2.7) se sigue que

‘ift(£)| = | cosét| < C| cos |, (A.2.10)

dg

t
senh 3t
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ya que [t| < 1. Nos falta demostrar que
lcosét| < C, €ell’, |t <L (A.2.11)
Esto se sigue de la representacion
cos &t = cos(&y + i&s)t = cos &t cosh &t — i sené;t senhéat. (A.2.12)

La cota (A.2.3), esta probada para |t| < 1.
Ib) Consideremos ahora el caso |t| > 1. Ya que la funcién | senwt/ senhft| es par,

. , senwt elwlt
es suficiente demostrar (A.2.3) para t > 1. Ademds, como |————| < ——————
senh/3t | senhft|
entonces, es suficiente demostrar que existe C' > 0 tal que
e elnl-o 1 A2.13
< w2 t> < 0. 2.
Esta desigualdad es equivalente a
e P senhft > Cp, t>1, |wy| < 3. (A.2.14)
Ya que
—Bt L st —pt 1 —28t 1
e "' senhft = 3¢ (e —e ™) = 5(1 —e ) — 5 cuando t — +oo (A.2.15)
entonces, existe ty/5 > I:
1
e Pt senhft > 7 t >t |we| < 6. (A.2.16)

Por otro lado, como e™#* senh3t > 0y continua sobre [1, ¢1 5], entonces existe Cy > 0:
e " senhfBt > Cy, t € [1,11)9). (A.2.17)

Luego, para C' = min{Cy, 1/4}, obtenemos (A.2.3).
II) La prueba de (A.2.4) es andloga a la demostracién 2) de (A.2.3).

IIT) Demostraremos ahora la desigualdad (A.2.5). Ya que | seniz| = | senhz|, en-
tonces es suficiente demostrar que

senhr <2z, 2z €|0,1]. (A.2.18)
Consideremos la funcién
f(z) := senhz — 2z, x€]0,1]. (A.2.19)

Notemos que
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L f(0) =0
2. f(x)=coshz —2<0,zc]0,1]
Entonces, (1) y (2) implican que
f(z) <0, para x€][0,1], (A.2.20)

lo que prueba la afirmacion.

IV) Ahora demostraremos la desigualdad (A.2.6). Sea t € [—1, 1], entonces

| cos(wt + iat)| = | cos wt coshiat — i senwt senat| (A.2.21)
< cosat + | senhat| < C, [t| <1 (A.2.22)
ya que la funcién cos at + | senhat| es continua. [ |

Corolario A.2.1. Eziste C(w,3) > 0, tal que

senwt
< —Aitl . A2.2
| senhﬁt‘ < Clw,B)e™ M, w,teR (A.2.23)

Demostracidon. Se sigue de (A.2.3), cuando wy = 0. u
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A.3. Transformaciéon del problema de Neumann
en angulo al primer cuadrante

En este apéndice reduciremos el problema de Neumann (0.0.1) en el dangulo €,
al problema en el primer cuadrante K .
Y

Sea (x1,x9) € Ky, entonces (x1,22) = (z1(x,y),z2(x,y)) = (x—ycotﬁ, w)

Consideremos la primera ecuacién de (0.0.1). De la igualdad (1.1.1) y la regla de la
cadena se sigue que

0 0 Oxy 0 0Oxo 0

— = = A3.1
Oor Oxy Ox - Oxy Ox  Oxy’ (A-3.1)
por (1.1.1). De aqui,
0? 0 Ox, 0? Oxy  O?
0x2  0x} Ox  Oxyxe Ox Oz} (A-32)
Anélogamente,
9, 0 Oy 0 Oy 0 1 0
— = = —cot . A.3.3
dy  Oxy Oy + 0xo Oy 0 5(%1 + sen3 0xo ( )
Por lo tanto,
0? 5, 07 cosf 0? 1 02
— = -2 . A.34
Oy? cot 68$% sen?3 0x1xy  sen?f3 Ox3 (4.3.4)
Luego,
0? 0?
(A —=1) pye + o 1
02 , 02 cos3 0? 1 02
T 022 ot ﬁﬁx% —2 sen?( Ozizo | sen?3 03 ! (4.3.5)
1 0? 0? 0? )
= sl <8x% + 923 — 2cos ﬁ@xlmg — sen ﬂ) :

De la ultima igualdad de la expresion anterior se sigue la primera ecuacién de (1.1.3).
Transformemos ahora las derivadas normales del problema de Neumann (0.0.1). Ya
que estamos considerando las derivadas normales exteriores (véase la figura A.2),
entonces, para (z1,x) definido por (1.1.1) tenemos que

d 37 0 37 0 0
= sen =

(A.3.6)

= — —Cotﬁa + L 0y __ 1 cosﬁi—i
N Ox1  senfdzry)  senf oxry Oxy)’



por (A.3.3). Anédlogamente,

d 0 0 0 0
T [cos(5 + W/Q)]% + [ sen(fS + W/Q)]a—y =— senﬁ% + Cosﬁa—y
0 0 1 0
= _ senﬂa—x1 + cos (3 (— cot 68% + son a@)
0 cos? cos( 0
T o ( senf3 + senﬁ) senf3 0w
sen3 \ O, o8 0xy )’
por (A.3.3)

Figura A.2: Direccion de las derivadas normales a la frontera de €.
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(A.3.7)

Luego, de (A.3.5)-(A.3.7) se sigue que el problema de Neumann (0.0.1), después de

la transformacién (1.1.1), pasa al siguiente problema en el cuadrante K, :

A (i i) u(zy,xe) =0, (x1,29) € K4,

(A.3.8)
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A.4. Los espacios de Schwartz

Definiciéon A.4.1. Sea Ny := INU{0}, y p = (p1,...pn) € No X ... X Ny. El Espacio
de Schawrtz sobre IR" se define como

m or
() = {p e ) vme Ny s (D" 2 I5EI < b aa)
z€R™ =
. HP Il (2
Aqui, [p| =p1+ ... +pn y ng = %'

Para m € Ny, el espacio de Schwartz esta dotado con las normas:

el A+l o |2 (A42)
m = Su x — . 4.

i reR lpl<m | 0P

Lema A.4.1. || - ||,n, definida en (A.4.2) es una norma para cada m € Ny; i.e.,

i) |ollm >0V @€ S(IR™),Vme N,.

ii) [[¢llm =0<= ¢ =0,V me No.

iii) [Aollm = Ml@lln ¥V A€ € ¥ e S(R), ¥ m e N,
iv) [l + ¥llm < ll@llm + [[¥]lm ¥V ¢, ¢ € S(IR"), V m € No.

Demostraciéon. Sea m € Ny, i) es evidende de (A.4.2), ii) se sigue de (A.4.2) y
del hecho de que g% =0Vp: 0<|pl <m = ¢ =0, iii) se sigue de (A.4.2)
y de las propiedades lineales de la derivada, y finalmente iv) se sigue de que para
cualesquiera conjuntos A y B, sup(A + B) < sup A + sup B, y del hecho de que

e, € S(R"). m

Topologia en S(IR")

En el espacio de Schwartz se puede definir una topologia mediante las vecindades
de cada punto de S(IR"). Definimos primero las vecindades de 0 € S(IR").
Sea m € Ny, Vn € IN

Vinn ={ @ € SR™) : [|¢llmnm < £ }. (A.4.3)
Lema A.4.2. El sistema {V,,.m}, forma una base de vecindades para 0.

Ahora definimos las vecindades de cualquier elemento de S(IR"). Sea ¢ € S(IR"),
entonces una familia de vecindades de ¢, es el conjunto de translaciones de las
vecindades de 0, i.e. V}, es una vecindad de ¢ sii 3 V{, vecindad de O :

Vo =Vo + 6. (A.4.4)
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Lema A.4.3. Dado ¢ € S(IR"), el sitema de vecindades (A.4.4) genera una topologia
75 en S(IR™) de la siguiente forma:

Uerg<=VeoecU3IV,CU. (A.4.5)

Observacién A.4.1. La topologia inducida por este sistema de vecindades (A.4.4)
es metrizable, es decir, sean ¢, 1» € S(IR") entonces

= = gl
d = (LR E— L. A 4.
W)= 2 P T o (A.46)

satisface:
1. d(¥,p) es una métrica, i.e.,
I) d(v, ) >0V ¢,¢ € S(R™), V. m € Np.
IT) d(¢,p) =0<= 1Y =, Vm € Ny.
IIT) d(v,¢) = d(p, ) ¥ o, € S(R™), ¥V m € Ny.
IV) d(v, ) < d(¥,¢) + d(¢,¢) ¥V ¢, ¢, ¢ € S(R"), V. m € No.

2. d(v, ) determina la topologia de S(IR™); i.e.,
V B(,r)3Vy:Vy CB,r), yvV Vy 3 B(,r): Vy D B, r).

3. ok — ¢ <= |k —¢@llm — 0 ¥Ym € Ny,

4. d estd dotada con estructura lineal, es decir, sean {¢n }new, {¥n}nen C S(IR™),
yo, v € S(IR") entonces

"oy 0y — Y = ot Y — 9+ Y enS(Rn>’

» Sea {cp}tnen C C tal que ¢, — ¢ € C.
Si o, — @ entones @, + ¢, — @ + ¢ en S(IR").

Demostracion.

(1): I) se sigue de (A.4.6) y del Lema A.4.1-i), II) se sigue de (A.4.6) y del Lema
A.4.1-i), III) se sigue de (A.4.6) y del Lema A.4.1-iii), y iv) resulta del hecho
de que la funcion f : R" — IR™ definida como f(t) = X5, es creciente en

IR* y del Lema A.4.1-4).
(2): Se sigue del Lema A.4.3 y de la definicién (A.4.4).
(3): Se sigue de (A.4.6).
(4): Se sigue de (3) y de (A.4.6).
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Definicién A.4.2. Un espacio lineal que satisface (1)-(4), se llama Espacio de
Fréchet.

Definicién A.4.3. El espacio de Schwartz S'(IR") es el espacio dual de S(IR"), es
decir, el espacio de los funcionales lineales continuos sobre S(IR™).
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