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Resumen

En este documento se presenta una metodologia de modelado y andlisis de convertidores
de potencia a través de la herramienta matemadtica conocida como la teoria de Floquet
para sistemas lineales periédicos. El documento argumenta que la teoria de Floquet es tan
efectiva y eficiente como las mas conocidas aproximaciones que utilizan representaciones
invariantes en el tiempo o las técnicas generalizadas de promediacion usadas para el anélisis
de convertidores de potencia en un gran nimero de articulos técnicos. El trabajo valida el
alcance de la teoria en estudios de sistemas de potencia como lo son la respuesta en estado
estable, andlisis modal, andlisis de respuesta a la frecuencia y estabilidad, ademds de pro-
porcionar un algoritmo para la identificacion del sistema. En los casos de estudio de la tesis,
es aplicada la teoria de Floquet para desarrollar la caracterizacién de tres diferentes conver-
tidores, tanto del tipo DC-DC, como del AC-DC; compardndolos con métodos numéricos de
resolucion provistos por programas computacionales de uso comun, en este caso, Wolfram
Mathematica. Se puede observar que al ser un método analitico, no se presentan problemas
de integracién y estabilidad numérica; ademas, no es necesario aumentar las dimensiones del
sistema para obtener resultados, mitigando de manera considerable el costo computacional

que requiere.

Palabras clave: Teoria de Floquet, Convertidores de Potencia, Sistemas Periédicos, Anali-

sis Armonico, Anélisis de Estado Estable, Respuesta a la Frecuencia.






Abstract

This document presents a methodology for modelling and analyzing power converters th-
rough the mathematical tool known as Floquet’s theory for periodic linear systems. The
thesis argues that Floquet’s approach is as effective and efficient as the best-known approa-
ches using time-invariant representations or the generalized averaging techniques used for
power converter analysis in many technical articles. The thesis validates the scope of the
theory in power system studies such as steady-state response, modal analysis, frequency
response analysis and stability, and providing an algorithm for system identification. In the
case studies of the thesis, Floquet’s theory was applied to develop the characterization of
three different converters, both DC-DC and AC-DC types, comparing them with numerical
resolution methods provided by commonly used computer programs like Wolfram Mathe-
matica. As it is an analytical method, there are no problems with integration and numerical
stability; in addition, it is not necessary to increase the dimensions of the system to obtain

results, considerably mitigating the computational cost that it requires.
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Capitulo 1

Introduccion.

En esta tesis se aborda el problema del modelado y analisis de convertidores de po-
tencia utilizando la teoria de sistemas variantes en el tiempo, a través de la cual se realizan
los estudios méas comunes que se efectiian a los sistemas de este tipo, tanto en el dominio
del tiempo como en el dominio de la frecuencia. Al ser posible modelar los convertidores de
potencia como sistemas periddicos, se pueden utilizar herramientas matematicas que tienen

como base la teoria de Floquet para sistemas lineales.

Diferentes enfoques y procedimientos son utilizados en diversos casos de estudio
correspondientes a los convertidores de potencia, con la intencién de validar su efectividad
y constatar la importancia de investigar y desarrollar aiin més estas herramientas. En este
capitulo se presenta una breve introduccién al tema, se realiza una revisién de los trabajos
relacionados de manera directa con el contenido de este documento y se dan a conocer los

objetivos y motivaciones de la presente tesis.

1.1. Planteamiento del Problema.

En la actualidad, los sistemas eléctricos de potencia estan cambiando su estructu-
ra con la intencién de incorporar recursos sustentables como fuentes principales de energia
con el objetivo de reducir las emisiones contaminantes y combatir el cambio climético. Sin

embargo, alcanzar estos objetivos puede comprometer la operacién y planeacion de los sis-
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temas eléctricos existentes debido al incremento de la penetracién de fuentes variables y
distribuidas de energia mediante diferentes configuraciones de subsistemas basados en con-
vertidores de potencia, ya que la propia naturaleza de estos dispositivos requiere de métodos

diferentes para su planeacién, operacién y control.

Entonces, al volverse los convertidores de potencia una parte importante de los
sistemas eléctricos, interactuando con elementos como los transformadores, lineas de trans-
misién o generadores AC que caracterizan a los sistemas tradicionales, la aplicacién de las
herramientas y métodos existentes para brindar soporte a las tareas de estabilizar, planear
y operar el sistema se veran limitadas. Ademds, no necesariamente el desarrollo de herra-
mientas de andlisis de los sistemas de potencia cldsicos pueden ser extendidos al anélisis
de convertidores de potencia. Por lo tanto, es clara la necesidad de desarrollar herramien-
tas matematicas y computacionales que funcionen para el andlisis de este tipo de sistemas

eléctricos.

Los circuitos de la electrénica de potencia, al ser sistemas no lineales, presen-
tan una variedad de comportamientos complejos, como cambios repentinos en la regién de
operacion, inestabilidad bajo ciertas condiciones, introducciéon de corrientes armoénicas, en
ocasiones subarmoénicas en el sistema, etc. Debido a lo anterior, los ingenieros estan cons-
tantemente resolviendo estos problemas durante el desarrollo de productos de electrénica de
potencia; y dado que el objetivo de los ingenieros es lograr que los circuitos trabajen en el
régimen de operacién esperado, la solucién usual es buscar la manera de eliminar cualquier
comportamiento no deseado; con frecuencia se utiliza algiin método rapido y heuristico pa-
ra ajustar los componentes y parametros a través de un procedimiento de prueba y error.
No obstante, al irse desarrollando cada vez mas el campo de la electrénica de potencia, la
necesidad de contar con métodos de diseno y analisis con mayor precisiéon y confiabilidad
ha ido aumentando, lo que lleva a los ingenieros a tratar de entender el comportamiento de
los sistemas bajo cualquier condicién préactica que se presente. Dicho conocimiento, por lo

tanto, requiere de una metodologia de modelado y andlisis méas profundo.
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Es por todo lo antes mencionado que en esta tesis se plantean enfoques que utilizan
como herramienta principal la teoria de Floquet para el modelado y andlisis de este tipo de
sistemas, poniéndolos a prueba en diferentes casos de estudio con diversos convertidores de

potencia.

1.2. Justificacién.

En la actualidad existe un especial interés en el diseno y andlisis de los converti-
dores de potencia debido a su creciente uso en los sistemas eléctricos actuales, al ser parte
fundamental de centrales con fuentes de energia renovable. Siendo elementos cada vez més
utilizados, las técnicas para su modelado y andlisis deben desarrollarse de manera que re-
sulte mas eficiente y preciso el diseno y control de dichos dispositivos para que su operacién

dentro de los sistemas actuales sea mas confiable.

Por esta razén, en los ultimos anos ha cobrado relevancia el desarrollo de nuevas
metodologias para modelar y analizar a los convertidores de potencia en las que se inclu-
yan los comportamientos complejos que presentan y que muchas veces son despreciados a

cambio de simplicidad.

Una herramienta bastante 1til para este propédsito es la teoria de Floquet, que per-
mite estudiar sistemas lineales periédicos sin necesidad de usar representaciones invariantes
en el tiempo para el analisis de los circuitos conmutados que forman a los convertidores de

potencia.

1.3. Antecedentes.

A lo largo de la historia se han realizado diferentes publicaciones que forman parte
del soporte tedrico de los sistemas peridédicos y los diversos campos en los que se encuentran,
como la electronica de potencia. Estos trabajos son clave para el desarrollo de las aplicacio-

nes de esta teoria, ya que ain hoy en dia siguen vigentes.



4 Capitulo 1: Introduccidn.

Podemos atribuir el primer trabajo publicado sobre los sistemas periédicos al fisico
inglés Michael Faraday en 1831 [Faraday31], cuando experiment6 con membranas vibrato-
rias en contacto con fluidos, donde se observa una variacién en algunos de los pardmetros
del sistema que almacena energia a una frecuencia especifica, fenémeno al que se le dio el

nombre de “resonancia paramétrica’”.

Posteriormente, el fisico britanico John Strutt repitié los experimentos con el ob-
jetivo de medir de manera precisa la frecuencia a la que se presentaba el fenémeno de re-
sonancia, demostrando que los resultados obtenidos por Faraday eran correctos [Strutt83].
Alrededor de esta misma época, Joseph Fourier publicé su trabajo sobre la propagacién del
calor en los sélidos [Fourier22], donde establecié los primeros resultados de la descomposi-
cién de funciones periédicas en una suma infinita de funciones senoidales y cosenoidales més
simples, lo cual seria més tarde la base de lo que se conoce como andlisis arménico. Esta
herramienta es conocida actualmente como la serie de Fourier y es fundamental en distintas
areas del conocimiento, como por ejemplo, el procesamiento de sefiales, la electrénica, entre

otras.

En 1868 se desarrollé el primer trabajo a profundidad del estudio de sistemas
periddicos variantes en el tiempo, por un matematico francés de nombre Emile Mathieu
[Mathieu68]. En ¢l aborda el problema de los modos de vibracién en los lagos que tienen
fronteras de forma eliptica y se propone una ecuacién en la que los coeficientes son funcio-
nes del tiempo. Esta ecuacion se puede utilizar para modelar diversos tipos de sistemas con
comportamientos similares, por lo que se volvié bastante popular. Un ejemplo de esto es el

modelo de un péndulo invertido de pivote vertical, reportado por Armando Neves [Neves05].

En 1883, otro matematico francés llamado Gaston Floquet desarrolld lo que actual-
mente se conoce como la teoria de Floquet [Floquet83]. Esta teoria es utilizada en diversos
campos de la ingenieria, ya que forma la base de muchas de las descripciones actuales de

los sistemas lineales periddicos. Los resultados obtenidos por Floquet son el pilar funda-
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mental del presente trabajo de tesis y seran desarrollados méas ampliamente en los capitulos

siguientes.

En 1883, el matematico estadounidense George Hill presenté un trabajo donde se
establecen por primera vez los fundamentos matematicos acerca de la teoria de estabilidad
en los sistemas periédicos, convirtiéndose en uno de los trabajos mas importantes en el
area al ser el primero en el que se publica una soluciéon a un problema real que involucra
un sistema periédico [Hill86]. El problema que se aborda en dicho documento se basa en
obtener una descripcién adecuada del movimiento de la Luna en su 6rbita al rededor de la
Tierra. Para lograrlo, se utilizé una ecuacion diferencial con coeficientes periédicos que es-

tablecia el efecto de la influencia gravitacional del Sol y de la misma Luna en su movimiento.

Durante el siglo XX también se obtuvieron bastantes resultados en el area de los
sistemas periddicos: En 1918 el fisico aleman Walter Meissner trabajé en la estabilidad de
las barras laterales de las locomotoras de la época [Meissnerl8], en donde se presenté una
ecuacién con parametros variantes en el tiempo (funcién rectangular), que contaba con la
particularidad de tener una solucién exacta, por lo que se convirtié en uno de los trabajos
mas importantes del area. Este resultado posteriormente fue utilizado por otros investigado-
res para resolver problematicas en otras areas. Por ejemplo, Ralph Kroing y George Penney
en 1931 publicaron un articulo en el drea de la mecdnica cudntica, en donde afirmaban
haber resuelto la ecuacién de Schrodinger a través de una funcién rectangular de energia
potencial, reduciéndose a una ecuacion de Meissner, creando asi la posibilidad de obtener

una solucién exacta [Kronig31].

Algunos de los primeros trabajos importantes publicados en el area de los circuitos
eléctricos fueron los de Charles Desoer [Desoer59] y Alfred Fettweis [Fettweis59] en 1959,
donde calculan el estado estable de circuitos con elementos variantes en el tiempo y con
interruptores accionados peridédicamente. Por otra parte, Henry D’Angelo en 1970 escribe
uno de los primeros libros completamente dedicado al andlisis de sistemas variantes en el

tiempo [D’Angelo70], en el que presenta un compendio detallado de las bases para el anélisis
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de estos sistemas. Posteriormente, John Alan Richards publica en el ano de 1983 la primera
edicién de su libro dedicado al anélisis de sistemas variantes en el tiempo [Richards12], don-

de utiliza las herramientas de esta teoria para aplicarlas en casos de estudio sobre ingenieria.

En 1991, H. R. Visser present6 un trabajo de modelado y analisis de circuitos con
interruptores periédicos [Visser91], en el que desarrolla un método para el andlisis de esta-
do estable y otro para la respuesta transitoria, utilizando modelos promediados y algunas
herramientas de la teorfa de Floquet. Anos después, en 1996, Gerald Heydt también pro-
pone un método para el andlisis de estado estable peridédico en circuitos con interruptores
conmutados, utilizando las propiedades de modulacién de frecuencia de la transformada de
Fourier [Heydt96], ademés de mostrar una comparacién con distintos métodos para diferen-

tes condiciones de periodicidad en los parametros del sistema.

Asi mismo, en el tema de andlisis de arménicos en convertidores de potencia tam-
bién existe gran interés, para lo cual han obtenido resultados importantes. Por ejemplo, L.J.
Bohmann en 1989 describié dos métodos para analisis de arménicos: el primero utilizando un
modelo a partir de la transformada de Fourier, y el segundo usando el analisis de las varia-
bles de estado, dando como resultado las ecuaciones del sistema con coeficientes variantes en
el tiempo [Bohmann89]. También, en 1995, B.K. Perkins presenté una metodologia para la
solucion de redes de potencia que contienen elementos no lineales en el dominio del tiempo,

mostrando la presencia de armdnicos debido a la saturacién de transformadores [Perkins95].

En el area de control también se desarrollaron investigaciones importantes, como
es el caso de Subhash Sinha que present6 diferentes estudios que se describen a continua-
cion. En 1994, presenté los resultados del uso de la transformacion Floquet-Lyapunov para
desarrollar controladores, aplicando su metodologia a un péndulo invertido triple sujeto a
cargas periddicas axiales [Sinha94]. Dos anos después, present6 un trabajo en el que deta-
lla el célculo de la transformada Floquet-Lyapunov, obteniendo la matriz de transicién de
estado de manera simbdlica [Sinha97]. En ese mismo ano, Mark Balas utilizé un enfoque

similar para disenar observadores de estado en sistemas de control periédicos, obteniendo
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una expresion para la matriz de transicién de estado mediante una aproximacién numéri-
ca [Balas97]. Posteriormente, en 1999, nuevamente Sinha en conjunto con R. Pandiyan,
presentaron un articulo en donde muestran el disenio de controladores peridédicos para la
estabilizacién del angulo de las palas en rotores de helicépteros utilizando la teoria de Flo-

quet [Pandiyan99].

En otras dreas del conocimiento también se publicaron trabajos donde se demues-
tra la importancia de la teoria de Floquet para cualquier sistema periédico. Un claro ejemplo
de esto es el drea de la aerondutica, en la que existe una gran cantidad de articulos que
abordan el tema. Un ejemplo es Patrizio Colaneri, quien en 2005 publicé un compendio de
aspectos tedricos sobre estos sistemas aplicado al control de las vibraciones en los rotores de
los helicépteros en condicién de vuelo frontal [Colaneri05]. Otra drea en la que se ha puesto
en practica la teorfa de Floquet es en la biologia, donde se utilizé para el estudio de sistemas
poblacionales y de modelos depredador-presa, como lo presenté Christopher Klausmeier en

su articulo de 2008 [Klausmeier08].

En la dltima década, se han publicado trabajos interesantes acerca de la aplica-
cién de la teoria de Floquet a los convertidores de potencia. Un articulo importante es el
publicado por J. A. Alvarez en 2011, en donde los autores desarrollaron una metodologia
para el calculo del estado estable de manera analitica utilizando la herramienta de la des-
composicién de Floquet [Martinl1]. También se desarrollaron técnicas para el analisis de la
estabilidad de convertidores DC-DC reportados por Hong Li, para convertidores multietapa

en 2017 [Lil7], y para sistemas con convertidores en paralelo en 2019 [Lil9].

Abordando el tema del anélisis en el dominio de la frecuencia de los convertido-
res modelados como sistemas periddicos, también es posible encontrar diferentes articulos
que muestran el interés en el tema. En 2019, Uriel Vargas presenté una caracterizaciéon en
el dominio de la frecuencia de convertidores conmutados utilizando la teoria de Floquet
[Vargas19]. En el 2020, H. Yang desarrolla un modelado y andlisis de estabilidad de conver-

tidores AC-DC como sistemas periédicos [Yang20], y en 2021, Jian Sun publicé un trabajo
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dividido en dos partes, que muestra la caracterizacién de convertidores AC-DC como redes

de dos puertos a través de modelos de inmitancias [Sun21b, Sun2lal.

En esta tesis se sigue la linea de investigacién mencionada en los parrafos anterio-
res, abordando los convertidores de potencia como caso de estudio principal y aplicando la
teoria de Floquet a su modelado y andlisis con estudios como el cédlculo de estado estable,
respuestas en el dominio del tiempo y frecuencia, estabilidad, etc. También se lleva a cabo la
identificacién de pardmetros con un algoritmo derivado de las herramientas proporcionadas
por la teoria de sistemas lineales periédicos. Al utilizar la teoria de Floquet, se obtienen
ecuaciones analiticas con las que se pueden realizar estos estudios sin presentar problemas
de integracién y estabilidad numérica, y sin la necesidad de aumentar el tamano del sistema,

por lo que se evitan problemas de truncado y se reduce el costo computacional.

1.4. Metodologia.

La metodologia utilizada para el desarrollo de esta tesis se describe a continuacién.

Primero se revisa el estado del arte de los métodos a utilizar a lo largo del docu-
mento. Se investigan las técnicas que existen para el modelado de sistemas lineales variantes

en el tiempo y las diferentes herramientas que se emplean para analizarlos.

Se analiza la estructura matematica de los sistemas lineales variantes en el tiempo,
haciendo énfasis en los sistemas de tipo periddico, y se revisan los fundamentos de la teoria
de Floquet, asi como de los dos principales resultados derivados de ella: la descomposicion

de Floquet y la transformacion Floquet-Lyapunov.

Se estudia el comportamiento complejo de los convertidores de potencia derivado
de su estructura fisica y de los componentes que forman sus circuitos; asi como las dife-
rentes técnicas utilizadas cominmente para controlarlos. También se analizan los diversos

modelos matematicos con los que se pueden representar y se revisa en detalle su modelo
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lineal periédico.

Posteriormente, se desarrollan herramientas analiticas para el analisis de los con-
vertidores de potencia para obtener respuestas en el dominio del tiempo y en el dominio
de la frecuencia, andlisis de estabilidad y se plantea un algoritmo capaz de identificar la
matriz de transiciéon de estado que permite posteriormente identificar los pardmetros del

convertidor.

Finalmente, se ponen a prueba las técnicas desarrolladas en tres diferentes casos
de estudio, dos convertidores DC-DC y un convertidor AC-DC, comparandolas con simu-
laciones numéricas obtenidas del software Wolfram Mathematica, que utiliza modelos inte-
ligentes para la seleccién de métodos numéricos para resolver las ecuaciones diferenciales,

generalmente el método de Runge-Kutta de 4° y 5° orden.

1.5. Hipotesis.

Es posible realizar, a través de la teoria de Floquet, un modelado y anélisis de
convertidores de potencia tan eficaz y eficiente como las metodologias basadas en represen-

taciones lineales invariantes en el tiempo utilizadas méas cominmente.

1.6. Objetivos de la Tesis.

1.6.1. Objetivo general

Utilizar la teoria de Floquet como una herramienta para el modelado y anélisis de

convertidores de potencia y validar su eficacia con diferentes casos de estudio.

1.6.2. Objetivos particulares

e Utilizar la teoria de Floquet para hacer un estudio de estado estable en convertidores

de potencia.
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e Obtener la respuesta en el dominio del tiempo en convertidores de potencia a través

de la descomposicion de Floquet.

e Realizar un analisis en el dominio de la frecuencia de distintos convertidores de po-

tencia utilizando la teoria de sistemas peridédicos.

e Efectuar un estudio de andlisis modal en convertidores de potencia para determinar

la estabilidad del sistema.

e Desarrollar un algoritmo para identificar el sistema aplicable a convertidores de po-

tencia.

1.7. Descripcién de Capitulos.

El contenido de esta tesis se estructura en seis capitulos, los cuales se describen

brevemente a continuacion.

El Capitulo 2 proporciona una visiéon general de los fundamentos de sistemas linea-
les periddicos y detalla los principales resultados de la teoria de Floquet. Primero, se descri-
ben los sistemas lineales variantes en el tiempo y se dan algunos ejemplos. Posteriormente,
se revisan los detalles de la matriz de transicién de estado, se establecen sus propiedades, y
se presentan algunos métodos para obtenerla. Finalmente, se discuten los conceptos de Ma-
triz de Monodromia, Descomposiciéon de Floquet y Transformacion de Floquet-Lyapunov,

todos importantes para el desarrollo de este trabajo.

En el Capitulo 3, se presenta una descripcién de las caracteristicas de los conver-
tidores de potencia y por qué es posible modelarlos como sistemas periédicos. Asi mismo,
se muestra el comportamiento que tienen los circuitos conmutados y diferentes métodos
utilizados para su control. Por ultimo, se mencionan algunas estrategias usadas para el mo-

delado de este tipo de sistemas.
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En el Capitulo 4, se plantea una metodologia para el analisis simbélico de conver-
tidores de potencia basada en la descomposicién de Floquet. Se presentan distintos métodos
para realizar estudios de estado estable, respuesta en el dominio del tiempo, analisis modal
y respuesta en el dominio de la frecuencia. Ademds, se presenta un algoritmo que permite
la identificacién del sistema cuando no se conocen los parametros del modelo a partir del

uso de las propiedades de la matriz de transiciéon de estado.

El Capitulo 5 muestra los resultados obtenidos en tres diferentes casos de estudio.
Se estudiaron dos convertidores DC-DC (boost y buck-boost), y un convertidor AC-DC
(inversor), en los que se comprobaron los procedimientos de célculo planteados a lo largo
de la tesis, comparando con los resultados obtenidos con un método de resolucién numérico

implementado en la herramienta computacional Wolfram Mathematica.

Por 1ultimo, en el Capitulo 6 se presentan las conclusiones generales y se plantean
algunos posibles trabajos futuros que se podrian desarrollar para continuar con esta linea

de investigacion.






Capitulo 2

Revision de la Teoria de Floquet.

2.1. Introduccion.

En este capitulo se introducen los fundamentos tedricos que sirven como base para
la aplicacion de las técnicas de analisis que se utilizan en este trabajo. Se presentan de
manera formal los conceptos que forman parte de la teoria de Floquet y se establece la

terminologia que se usara a lo largo del documento.

Asi mismo, de manera general se realiza una breve introduccién a los sistemas
variantes en el tiempo, y se muestran algunos ejemplos de como estos sistemas se presentan
en el mundo real. Posteriormente, se introduce el concepto de matriz de transicién de estado
y algunos métodos mediante los cuales se puede obtener. Finalmente, se analizan dos herra-
mientas importantes dentro de la teoria de Floquet que seran ampliamente utilizadas a lo

largo de esta tesis: la descomposicién de Floquet y la transformacion de Floquet-Lyapunov.

2.2. Descripcién de los Sistemas Lineales Variantes en el

Tiempo.

Existen un tipo de sistemas que han sido estudiados ampliamente y que estan

bien documentados en la literatura, los cuales pueden ser descritos por modelos causales,

13
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lineales e invariantes en el tiempo, y a partir de los cuales se han desarrollado a través de
los anos distintos métodos de andlisis que se utilizan en la ingenieria y otras disciplinas.
Sin embargo, existen sistemas que no necesariamente cumplen con esta caracteristica de ser
invariantes en el tiempo. Es por esta razén que en la presente tesis se aborda el analisis
de un grupo de sistemas mucho més amplio: el de los sistemas variantes en el tiempo. Los
conceptos planteados en este capitulo han tomado como base los resultados expuestos por

[D’Angelo70, Mohler91, Rugh96].

Los sistemas lineales variantes en el tiempo se pueden representar en un modelo
matematico similar, en muchos aspectos, al de los sistemas invariantes en el tiempo, con
la diferencia de que los coeficientes que acompanian a las variables de las ecuaciones son
funciones del tiempo. Es decir, la ecuacion diferencial que describe en forma generalizada a
estos sistemas es la siguiente, en el caso escalar, con una sola senal de entrada u(t) y una
sola de salida z(t):

dma(t) d"u(t)

ap(t) T + - Fap(t)x(t) = Bo(t) 2 + -+ Bm(t)u(t) (2.1)
donde los coeficientes ag, -+ ,an v Bo, - - , Bm son funciones en el tiempo. El caso multiva-
riable (varias entradas ui(t),- - - , up(t) y varias salidas y; (), - - - , y,(t)) se puede representar

a través de un espacio de estado de la siguiente manera:

dzq(t
) a0 (0) 4 -+ @ (0)al) + bia (s () -+ bron ()
(2.2)
dxp(t)
yrant an1(t)z1(t) + - - + apn(t)2n(t) + bp1 (B)ur (t) + - - - + b (E)um (t)
donde z1(t),--- ,x,(t) son las variables de estado del sistema; aji(t), -, ann(t) son los
coeficientes del sistema y by1(t), -, bnm(t) son los coeficientes asociados a las entradas.

Mientras que las salidas se representan como:
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y1(t) = cr1(t)z1(t) + - - + cin(O)zn(t) + dir (H)ur (t) + - - - + dim () um ()

(2.3)

yr(t) = cri®)o1(t) + -+ e (D) n(t) + drr(D)ur(t) + -+ - + dem () um(t)

donde ¢11(t),- -+ ,a(t) son los coeficientes de las salidas y di1(t), -+, dpm(t) son los coefi-

cientes asociados a la retroalimentacion.

El sistema multivariable descrito por los sistemas de ecuaciones (2.2) y (2.3) puede

ser expresado en forma compacta como se muestra a continuacion:

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (2.4)

y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t) (2.5)

donde A(t), B(t), C(t) y D(t) son matrices de orden n X n, n X m, r X n'y r X m respec-
tivamente, cuyos elementos son funciones del tiempo y el vector x(¢), de orden n x 1, es el
vector de estado del sistema. El vector u(t), de orden m x 1, representa las entradas del

sistema y el vector y(¢), de orden r x 1, a las salidas.

2.2.1. Ejemplos de Sistemas Lineales Variantes en el Tiempo.

Antes de revisar algunos ejemplos de sistemas lineales variantes en el tiempo, se
abordard la discusién de cémo es que estos surgen desde el punto de vista matematico.
Normalmente, estos sistemas son el resultado de un proceso de linealizacién al rededor de

una trayectoria solucién de un sistema no lineal méas general [Mohler91].

Supongamos que un objeto se mueve sobre una trayectoria x*(t), que es una solu-

cién particular de la siguiente ecuacién dindmica, para la condicién inicial z(0) = zf:

P — ex(t), u(t) (2.6)
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donde el vector de estado x(t) es de orden n x 1, la entrada de control u(t) es de orden

m x 1,y f(-) es diferenciable con respecto a los dos argumentos. Entonces

= f(x*(¢t),u*(t)) (2.7)

describe la trayectoria solucién x*(¢). Debido a que f(+) es diferenciable, sabemos que x*(t)
y mas generalmente x(t) es una solucién unica para (2.6) y (2.7), que corresponden a los

valores iniciales dados x(tp), x*(t9) y las entradas especificadas u(t), u*(t).

Consideremos ahora un pequeno cambio conforme a la trayectoria solucién dx(t)
provocada por un pequeno cambio en la entrada du(t), los cuales se pueden plantear de la

siguiente manera:

x(t) = x*(t) + ox(t) (2.8)
u(t) =u*(t) + du(t) (2.9)

Por lo cual, al hacer la resta de (2.7) y (2.6), se obtiene una ecuacién general de perturbacién:
0%(t) = £(x(t), u(t)) — £(x"(¢), u’(t)) (2.10)

Siempre y cuando f(-,-) sea una funcién analitica, es posible formular su expansién en una

serie de Taylor infinita, como sigue:

Fx(6), () = FO (1) W (6)) + 66 (0), 0 (0)5%(0) + 5 (x (1) w* () u(t) +x(x(1), ()

(2.11)
El término r(x(t),u(t)) = r(x*(t) + 0x(t),u*(t) + du(t)) = r(dx(t),du(t)) representa el
conjunto de términos de un orden mayor a uno. Si consideramos que 6x(t) y du(t) tienden
al origen, el término r(dx(t) + du(t)) se acercard a cero mas rapidamente que los térmi-
nos lineales en 0x(t) y du(t). Por lo tanto, en un vecindario suficientemente pequeno de

x*(t) y u*(t), la ecuacién de perturbacién (2.11) aproxima al sistema no lineal original.

Despreciando los términos r(dx(t) 4+ du(t)) se tiene:

or of

5(t) = (" (1), 0" ()3x() + 5= (x" (1), w* (1))du(?) (2.12)
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Si x*(t) y u*(t) son vectores apropiados para la trayectoria solucién, entonces (2.12) es un

sistema lineal variante en el tiempo con la siguiente estructura:

5x(t) = A(t)6x(t) + B(t)du(t) (2.13)

donde
Al = (1), (1) (2.14)
B(1) = 50 (' (1), u*(1) (2.15)

En general, podemos decir que si se lleva a cabo una linealizaciéon al rededor de
una trayectoria solucion de un sistema no lineal, se puede llegar a obtener un sistema lineal

variante en el tiempo.

Este tipo de sistemas tiene una amplia presencia en la naturaleza y se han docu-
mentado numerosos casos en la literatura, por ejemplo en la mecénica cudntica [Kronig31]

o en sistemas ecoldgicos [Klausmeier08].

Un area particular en el que se encuentran en su mayoria sistemas lineales va-
riantes en el tiempo es la electrénica de potencia, ya que los dispositivos que la componen
utilizan funciones de conmutacion que provocan que el sistema se comporte con diferentes
configuraciones conforme avanza el tiempo. Debido a que estos sistemas son los encarga-
dos de transformar la energia eléctrica generada a una forma adecuada para su utiliza-
cién, son muy utilizados en la ingenieria y son de mucha importancia. Ejemplos de dis-
positivos de la electronica de potencia que al ser modelados matematicamente presentan
coeficientes dependientes del tiempo en sus ecuaciones son los convertidores de potencia

[De Keyser06, Chenl8|.

Ma3s recientemente se han encontrado otros ejemplos de sistemas variantes con el
tiempo en el desarrollo tan acelerado que ha tenido la industria aeroespacial en los tltimos
anos. En el estudio de la dindmica de aeronaves que cambian sus parametros de acuerdo a

las condiciones del ambiente y con el interés de aplicar mecanismos de control adaptativo
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a estas, ha llevado a los investigadores a enfrentarse con el analisis de sistemas lineales

variantes con el tiempo [Schulz07, Snyder21].

Las ecuaciones que describen la dinamica de vuelo de las aeronaves contienen co-
eficientes que dependen explicitamente de la velocidad a la que se desplazan. Durante la
época de la aviacién subsénica; es decir, cuando las velocidades que alcanzaban las aero-
naves todavia no superaban la velocidad del sonido, era comun buscar hacer constante la
velocidad para de esta forma llegar a que las ecuaciones del sistema presentaran coeficientes
constantes. Estos resultados eran posibles debido a las aceleraciones relativamente bajas a
las que se podian aspirar con este tipo de aeronaves. Actualmente, las aeronaves modernas
alcanzan velocidades y aceleraciones que hacen evidente que los parametros que dependen
de la velocidad cambian a un ritmo considerablemente mas rapido [D’Angelo70]. Al ir a tan
altas velocidades se produce un mayor consumo de combustible y, como consecuencia, se
produce un cambio vertiginoso en la masa, el centro de gravedad y los momentos de inercia
de la aeronave. Ademads, debido a los cambios rdapidos de altura, se experimentan cambios
en las condiciones climaticas que inducen parametros variantes en el tiempo. Es por estas
razones que si se pretende hacer un andlisis y control automatico en la aeronautica moder-
na, es necesario tomar en cuenta los modelos con coeficientes variantes en el tiempo en las

ecuaciones diferenciales que los representan mateméaticamente.

También se identificé otro desafio que introduce parametros variantes en el tiempo
en el mismo campo del desarrollo espacial. Esta condicién se presenta cuando se analizan
las ecuaciones que representan la dinamica de los satélites artificiales al intentar llevarlos
a la érbita al rededor de un cuerpo celeste, es decir, al desplazarlos de una érbita a otra
[D’Angelo70]. Estas ecuaciones tienen variaciones ciclicas en los términos relacionados con el
torque mientras el satélite se desplaza sobre la 6rbita. Las maniobras de control para llevar
a la aeronave al curso correcto ocasionan cambios en el torque y las pequenas variaciones
entre orbitas introducen parametros que cambian con el tiempo, en este caso particular, las
ecuaciones diferenciales que describen al sistema presentan coeficientes periddicos y ape-

riédicos que deben tomarse en cuenta.
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2.3. Matriz de Transicion de Estado.

La matriz de transicién de estado se define como la relacién que existe entre las
variables de estado de un sistema lineal, sus condiciones iniciales y las entradas [D’Angelo70,
Rugh96]. Al conocer esta matriz, se puede encontrar la solucién a las ecuaciones diferenciales
que describen al sistema. A continuacién se presentan las principales propiedades de la

matriz de transiciéon de estado y los detalles de como obtenerla.

2.3.1. Respuesta Homogénea.

Consideremos ahora la ecuacion dinamica de estado del sistema homogéneo; es

decir, el caso en el que la entrada es igual a cero (u(t) = 0):
x(t) = A(t)x(t) (2.16)

La solucién de (2.16) es conocida como la respuesta homogénea y se puede escribir de la
siguiente manera:

x(t) = ®(t, to)zo (2.17)

En donde ®(t,1y) es conocida como la matriz de transicién de estado. La primera columna
de ®(t,t9) es la solucién de (2.16) con condicién inicial x(¢9) = (1,0,---,0)%, la segunda
columna de ®(t,%) es la solucién de (2.16) con condicién inicial x(tg) = (0,1,---,0) y

asi sucesivamente hasta llegar a que la condicion inicial para obtener la ultima columna es

x(tp) = (0,0,---, 1)T.

2.3.2. Propiedades de la Matriz de Transicion de Estado.

Es importante conocer las propiedades de la matriz de transicion de estado, ya
que a través de ella se pueden conocer muchas caracteristicas fundamentales de un sistema.

Algunas de las propiedades mds importantes se listan a continuacién:

1. ®(t,7) es no singular para todo t y 7.
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2. ®(t,t) = I,. En este caso I,, es una matriz identidad de orden n. Esta propiedad se

deduce al hacer t =ty en (2.17).

3. B(to,t1)®(t1,t0) = B(to,tp). Esta propiedad nos indica que el producto de dos ma-
trices de transicién de estado en diferentes intervalos de tiempo consecutivos, en este
caso los intervalos [to, t1] v [t1, t2], es igual a la matriz de transicién de estado tomando

en cuenta el intervalo [tg, to].

4. ®7(t,7) = ®(7,t)Vt, 7. La inversa de la matriz de transicién de estado es igual a la

matriz de transicion de estado del mismo sistema en el sentido opuesto.

5. %‘I’(t,T) = A(t)®(t, 7). Esto se puede establecer al observar que para un sistema
como el descrito por (2.16) con condicién inicial x(t9) = X, su respuesta es x(t) =
®(t,t0)x0. Al derivar la respuesta homogénea dada por (2.17):

x(t) = WXO (2.18)

y comparandola con (2.16) podemos obtener:

AB(t,to)

dt = A(t)‘I’(t,to)Xo (219)

2.3.3. Calculo de la Matriz de Transicion de Estado.

Existen diferentes métodos con los que se puede calcular la matriz de transicién
de estado [Moler03], sin embargo, en este trabajo de tesis se presentan dos: la aproximacién
simbdlica a través de la serie de Peano-Baker y la integracién numérica que se obtiene

utilizando la propiedad nimero 5 mencionada en la seccién anterior.

2.3.3.1. Aproximacién Simbdlica de la Matriz de Transicion de Estado.

Si se considera el sistema descrito por (2.16), es posible obtener una aproximacién
simbdlica de la matriz de transicién de estado por la serie generalizada de Peano-Baker de

la siguiente manera [Rugh96]:

e(t,7) = I"’/ A(sy d31+/ (s1 / A(s2)dsadsy

/ 51/ A(s2) - / A(s;)ds;---ds;+ -+ (2.20)
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donde I es una matriz identidad de orden n.

Calcular de esta manera la matriz de transicién puede resultar complicado cuando
se trata de sistemas grandes, debido al alto costo computacional que involucra. Sin embargo,
se han desarrollado técnicas que proveen de una mayor eficiencia en ciertos casos, como las
aproximaciones utilizando los polinomios de Chesbyshev [Sinha97] o la serie de Magnus

[Butcher09].

2.3.3.2. Integracion Numérica de la Matriz de Transicién de Estado.

A lo largo de esta tesis se ha utilizado principalmente la propiedad ntmero 5 de
las matrices de transicién de estado, mencionada anteriormente, para obtener una represen-
tacién numérica de la matriz de transicién de estado, donde ®(¢,ty) satisface la siguiente

ecuacién con las condiciones iniciales especificadas:

%(I)(t,to) = A(D)®B(Lto)
B(to,ty) = I, (2.21)

Al resolver el sistema de ecuaciones dado por (2.21), sujeto a las condiciones iniciales pro-

puestas, se obtiene la matriz de transicién de estado del sistema de forma numérica.

2.3.4. Respuesta del Sistema ante una Entrada.

Hasta el momento se consideré inicamente la respuesta homogénea de un sistema
variante en el tiempo, es decir, que no esta sujeto a excitaciones externas. En esta seccion

se mostrard la respuesta del sistema ante una entrada externa.

Considere el sistema descrito por (2.4), en donde se puede observar la presencia
de la matriz B(t) y el vector de entradas u(t). Si la condiciones iniciales son iguales a X,
la respuesta de este sistema estd dada por:

x(t) = B(t, to)x0 + / "B (1, 7)B(r)u(r)dr (2.22)

to
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Se puede observar que el lado derecho de la ecuacion estd formado por dos partes, la res-
puesta complementaria u homogénea (primer término) y la respuesta particular o forzada
(segundo término). Se puede comprobar que (2.22) es la solucién de (2.4) al llevar a cabo

el siguiente procedimiento. Derivando (2.22) se obtiene:

(1) = S (1 )0 + @ (1, HB()(r) + /tt da( B (223)
sustituyendo (2.21) en (2.23) se tiene que:
%(t) = A(D®(t.1o)xo + BO)u(®) + | AW®(t)B(r)u(r)dr (2.24)
factorizando A(f): )
(1) = A(t) [@(t, fo)x0 + /tt (1, T)B(T)u(T)dT] +B()u(®) (2.95)

de donde podemos observar que la expresiéon dentro de los corchetes es igual al lado derecho

de la ecuacién (2.22), por lo tanto, es solucién del sistema descrito por (2.4).

Con (2.22) se puede intuir que el aspecto central en el calculo de la respuesta

completa de un sistema se reduce a la obtencion de la matriz de transicién de estado.

2.4. Teoria de Floquet.

Existe un caso especial de los sistemas lineales variantes en el tiempo en el que los
coeficientes de las ecuaciones diferenciales evolucionan en el tiempo de manera periédica.
Este tipo de sistemas tienen la misma forma descrita por las ecuaciones (2.4) y (2.5), con la
particularidad de que sus matrices de coeficientes son funciones del tiempo con las siguientes

condiciones de periodicidad:
At)y=At+T), B(t)=B(t+1T), C(t)=C(t+T), D(t) =D(t+T) (2.26)
donde T es el periodo fundamental del sistema.
En el ano de 1883, el matematico francés Gaston Floquet desarrollé un analisis

importante para los sistemas periddicos que, al dia de hoy, sigue siendo una de las meto-

dologias de andlisis més utilizadas en la literatura para este tipo de sistemas [Floquet83].



2.4. Teoria de Floquet. 23

Algunos ejemplos de casos en los que se ha utilizado este enfoque en la ingenieria son: los
andlisis de estabilidad del rotor principal de los helicépteros de vuelo frontal [Wereley90], y
los resultados al tratar el fenémeno de pandeo (buckling) en las vigas que estdn sujetas a
cargas periddicas axiales [Timoshenko70]. En las siguientes secciones se presentan los prin-
cipales resultados de la teoria de Floquet y los conceptos que serviran para desarrollar las

herramientas utilizadas en los siguientes capitulos.

2.4.1. Matriz de Monodromia.

La matriz de estados tiene un lugar fundamental en el analisis de sistemas periodi-
cos debido a que los principales resultados de la teoria de Floquet estan basados en ella.
Al evaluarla en cada periodo fundamental del sistema, se obtiene un caso particular de la

matriz de transicién, como se explica a continuacion:

Definicién 2.1. La matriz de transicién de estado dada por ®(t+ T',t), se conoce como la

matriz de monodromia en el tiempo t.

Definicién 2.2. La matriz constante ®(t + 7', o), lleva el nombre de matriz fundamental

de monodromia.

Comunmente se asume que tg = 0, por lo que la matriz de monodromia puede ser
escrita también como ®(7',0). Conociendo esta definicién, podemos analizar a continuacién
los principales resultados de la teoria de Floquet, como la Descomposicién de Floquet y la
Transformacién Floquet-Lyapunov, las cuales son primordiales para el analisis de sistemas

lineales periédicos.

2.4.2. Descomposicion de Floquet.

La descomposicién de Floquet es el nombre que se le da a uno de los principales
resultados desarrollados por el matemético francés, a partir de la cual se puede separar la
matriz de transicién de estado de un sistema lineal peridédico en el producto de dos matrices,
una de ellas periédica (P(t)) y la otra constante (Q). Para entender la descomposicién

presentada a continuacién, primero es necesario conocer el concepto de matriz fundamental:
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Definicién 2.3. Cualquier solucién no singular del sistema homogéneo x(t) = A(t)x(t), de

orden n, es llamado matriz fundamental:

Teorema 2.1. [D’Angelo70] Si ®(t)es una matriz fundamental del sistema %(t) = A(t)x(t),
con A(t) periddica y de periodo T, entonces ®(t +T) también es una matriz fundamental.
Para cada ®(t), existe una matriz periddica no singular P(t) de periodo T y una matriz

constante Q tal que:

(1) = P(t)e¥ (2.27)

Demostracién. Debido a que una matriz fundamental satisface la ecuacion ®(t) = A(t)®(t),

es posible llegar a lo siguiente:

S(t+T)=A(t+T)®(t+T) (2.28)

donde se desprende que:

$(t+T)=At)®(t +T) (2.29)

Por lo tanto, ®(¢ + T') es también una matriz fundamental porque es la solucién de la
ecuacion diferencial del sistema. Debido a que el producto de una matriz constante K por
una matriz fundamental del sistema, es también una matriz fundamental (ver el teorema
2.6 en [D’Angelo70]), es posible relacionar ®(t) y ®(t+71') a través de una matriz constante
C:

®(t+7T)=®(t)C (2.30)

para la cual definimos la siguiente relacién:
C =7 (2.31)
sustituyendo (2.31) en (2.30) se llega a:
B(t+T)=®(t)e? (2.32)
Al definir la matriz P(¢) como sigue:

P(t) = ®(t)e @ (2.33)
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y al sustituir (2.32) en (2.33), se obtiene:
Pt+T) = ®(t)eUe e U
= B(t)e ¥ (2.34)
Comparando (2.33) y (2.34) se puede ver que:
P(t+T)=P(t) (2.35)

Con lo anterior se concluye que P(t) es una matriz periédica. Al postmultiplicar la ecuacién

(2.33) por el término e®* llegamos a la ecuacién (2.27):
P(t)e® = ®(t)e Ue¥
P(t)e® = ®(1) (2.36)
U

Para obtener la matriz constante Q, se debe conocer previamente la matriz ®(t),

para entonces poder utilizar la siguiente relacién multievaluada:
1
Q= Tln@(T) (2.37)

Para poder evaluar (2.37) es necesario realizar algunas operaciones intermedias, ya que para
poder obtener el logaritmo de una matriz, esta debe ser invertible y se debe encontrar una
matriz de transformacién V que contenga en sus columnas a los vectores propios de ®(t).

De esta manera se obtiene lo siguiente:
®(T)=V'eT)V (2.38)

En donde ®(7) es una matriz diagonal que contiene los valores caracteristicos de la matriz
®(T). De esta manera, es posible calcular el logaritmo natural de cada uno de los elementos

de la diagonal de ®(T') obteniendo la matriz D, lo que nos da como resultado lo siguiente:
In®(T) =V 'DV (2.39)

La expresion (2.39) nos permite conocer el logaritmo natural de la matriz de transicién de
estado evaluada en el periodo fundamental para poder sustituirla en (2.37). Es importante
mencionar que tanto la matriz P(¢) como la matriz Q pueden ser complejas y una vez

calculada la matriz Q es posible obtener la matriz P(¢) a partir de la ecuacién (2.33).
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2.4.3. Transformacién Floquet-Lyapunov.

Aleksandr Lyapunov fue un matematico ruso que trabajé con sistemas de ecuacio-
nes diferenciales con coeficientes variantes en el tiempo, y que obtuvo resultados similares
a los obtenidos por Floquet en Francia. Es por esta razén que la transformacion que se
describe en esta seccion lleva el nombre de estos dos matematicos, convirtiéndose en una de

las principales herramientas utilizadas en el anélisis de sistemas lineales periédicos.

Este resultado, al que llegaron ambos, surgio de la necesidad de obtener una repre-
sentacién equivalente de un sistema periddico con la forma de un sistema invariante en el
tiempo, de manera que a este sistema transformado se le pueden aplicar todas las técnicas

de analisis y control ampliamente conocidas para este tipo de modelos.

Considere la ecuacién homogénea del sistema periédico:
x(t) = A(t)x(t) (2.40)

Se realiza un cambio a las nuevas coordenadas z(t), definiendo la transformacién de Floquet-
Lyapunov:

x(t) = P(t)z(t) (2.41)
donde la matriz P(t) es de periodo T y se obtiene a través de la expresién (2.33). De esta
manera se puede obtener una nueva representacién del sistema original mostrado en (2.40),
que tiene la siguiente forma:

z(t) = Qaz(t) (2.42)
Partiendo de (2.41) y derivando esta expresién con respecto del tiempo se tiene que:
x(t) = P(t)z(t) + P(t)z(t) (2.43)
despejando z(t):
2(t) = PL(t) |x(t) — P(t)z(t)] (2.44)

Es posible derivar de la expresién de la descomposicién de Floquet ®(t) = P(t)e®t, para
obtener:

b(t) = P(t)eQ + P(1)Qe? (2.45)
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despejando

P(t) = [b(t) - P(t)Qth] e~ Q! (2.46)

Sustituyendo la propiedad de la matriz de transicién dada por ®(t) = A(t)®(t) y cancelando

los términos semejantes se llega a lo siguiente:

P(t) = A(t)®(t)e ¥ — P(1)Q (2.47)
2(t) =P~ (t) [A(t)x(t) — (A()@(H)e ¥ —P(H)Q) z(t)] (2.48)

z2(t) = P HH)A()x(t) — P L) A(t)®(t)e” Ua(t) + Qz(t) (2.49)

Despejando z(t) de la transformacién Floquet-Lyapunov (2.41) se obtiene la siguiente ex-
presion:

z(t) = P71 (t)x(t) (2.50)
Sustituyendo z(t) en (2.49):
z(t) = PTHHOA(D)x(t) — PHHOA()B(t)e  YP L (t)x(t) + Qz(t) (2.51)

De (2.36) podemos obtener que ®~1(¢) = e"¥P~1(t) y si se sustituye en (2.51), es facil
notar que los dos primeros términos se cancelan entre si y, por lo tanto, se llega a la siguiente

representacion equivalente del sistema original:
z(t) = Qaz(t) (2.52)

Ahora, se define la matriz L(t), de periodo 2T y que se obtiene usando la siguiente expresién

denominada descomposicion real de Floquet:
L(t) = ®(t)e ! (2.53)

donde la matriz Q; tiene la propiedad de ser siempre una matriz real y estd dada por
[Coddington55]:
1
Q= ﬁlni’@T) (2.54)
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Al utilizar la matriz L(¢) en la transformacién de Floquet-Lyapunov:
x(t) = L(t)z(t) (2.55)

es posible obtener una representacién del sistema original que es invariante con el tiempo y

que es completamente real:
#(1) = Qua(t) (2.56)

La ecuacién (2.53) se obtiene de la descomposicién real de Floquet que se representa me-
diante la siguiente expresion:

®(t) = L(t)eQ? (2.57)

Utilizando estas dos transformaciones es posible simplificar el sistema periédico
original a uno invariante, con lo cual, es posible aplicar todas las herramientas desarrolladas

para este tipo de modelos.

2.5. Conclusiones.

En la naturaleza se encuentran presentes una gran cantidad sistemas con compor-
tamientos variantes en el tiempo. La gran mayoria de métodos utilizados para el estudio
de estos sistemas se basa en el uso de técnicas para representarlos como sistemas invarian-
tes en el tiempo. Sin embargo, es posible estudiar los sistemas variantes con el tiempo sin
necesidad de realizar una simplificacién de este tipo con técnicas como la teoria de Flo-
quet para sistemas con comportamientos periddicos. Los resultados mas importantes de la
teoria de Floquet, la descomposicién de Floquet y la transformacién Floquet-Lyapunov, son

fundamentales para el desarrollo de este trabajo de tesis.



Capitulo 3

Modelado de Convertidores de

Potencia como Sistemas Periodicos.

3.1. Introduccion.

La operacién bésica de cualquier circuito de electrénica de potencia involucra al-
ternar entre un conjunto de topologias lineales y no lineales bajo un esquema de control
determinado [Undeland95]. Por ejemplo, en los convertidores conmutados simples, como los
mostrados en la Figura 3.1, los inductores son conectados y desconectados entre la entrada
y la salida a través de un elemento conmutado (nombrado S en la figura). El modo en el
que el inductor es conmutado determina el nivel de voltaje de salida y el comportamiento
transitorio. Usualmente, un interruptor semiconductor y un diodo son usados para imple-
mentar dicha conmutacién. A través del uso de circuitos de control, la duracién relativa
de los diferentes intervalos de conmutacién son ajustados constantemente, y dicha accién
de control define el comportamiento transitorio y de estado estable del circuito. De esta
manera, tanto la topologia del circuito como el método de control utilizado determinan el

comportamiento dindmico de los circuitos de electrénica de potencia.

En este capitulo se realiza una descripcién de los distintos comportamientos que

presentan los convertidores de potencia y las metodologias usadas para su modelado. Se

29
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Figura 3.1: Ejemplos de convertidores conmutados simples. (a) convertidor buck; (b) con-
vertidor boost; (¢) convertidor buck-boost; (d) convertidor Cuk.

presentan los diferentes métodos de control que es posible utilizar en estos dispositivos y la
dindmica que provocan en el sistema, haciendo énfasis en los dos mas comunes: el control
de voltaje retroalimentado y el control de corriente programado. Finalmente, se desarrolla
el modelo lineal periédico de los convertidores de potencia, en el que se utiliza un control de

lazo abierto y que serd el modelo utilizado en los casos de estudio de este trabajo de tesis.

3.2. Convertidores de Potencia Conmutados.

La mayoria de los convertidores de potencia estan construidos con base en los
convertidores simples mostrados en la Figura 3.1 [Severns85]. Normalmente, el interruptor y
el diodo son activados y desactivados de una manera ciclica y complementaria. El interruptor
es directamente controlado por una senal modulada de ancho de pulso que es derivada de un

circuito de retroalimentacién; mientras que el diodo se activa o desactiva dependiendo de las
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condiciones de sus terminales. Cuando el interruptor esté cerrado, el diodo estd polarizado
inversamente y, por lo tanto, estd abierto. Bajo estas condiciones, la corriente del inductor
aumenta. Cuando el interruptor se abre, el diodo se polariza directamente y forma un corto
circuito, lo que provoca que la corriente del inductor disminuya. Este proceso se repite
ciclicamente, por lo tanto, el sistema puede ser descrito por un conjunto de ecuaciones de
estado, cada una responsable de un estado particular de conmutacién. Para el caso descrito

anteriormente, tenemos dos ecuaciones de estado:

x=A;x+B;E interruptor cerrado y diodo abierto (3.1)
X = Asx + BoE  interruptor abierto y diodo cerrado (3.2)

donde x es el vector de estado que usualmente consiste en todos los voltajes de los capacitores
v todas las corrientes de los inductores, A y B son las matrices del sistema y E es el voltaje de
entrada. Ademads, debido a que la conduccion del diodo estd determinado por las condiciones
de sus propias terminales, existe una posibilidad de que el diodo se abra por si solo cuando
el interruptor estd abierto. Esto ocurre cuando la corriente del diodo se vuelve cero y no
puede invertir su direccion; en la literatura de la electrénica de potencia, a esta condicién
se le conoce como modo de conduccién discontinuo (DCM por sus siglas en inglés). Por
el contrario, el modo de conduccién continuo (CCM) se presenta cuando el interruptor y
el diodo operan de una manera complementaria, es decir, cuando uno estd abierto, el otro
esta cerrado. Claramente, tenemos otra ecuacion de estado para la situaciéon en que tanto

el interruptor como el diodo estan abiertos:

x

Asx + B3E  interruptor cerrado y diodo cerrado (3.3)

En la practica, la eleccién entre el modo de conduccion continuo y discontinuo
en que operard el convertidor es cominmente una decisién basada en la aplicaciéon en que
se implementara. El modo de conduccién continuo es mas adecuado para aplicaciones de
potencia alta debido a que presenta mayor eficiencia, mientras que el modo de conduccién
discontinuo estd limitado a aplicaciones de baja potencia, ya que los picos de corriente pre-

sentes producen mayor cantidad de pérdidas cuando la potencia se eleva. Por otro lado, el
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diseno del control del modo de conduccién discontinuo es mas sencillo y generalmente brin-
da respuestas transitorias mas rapidas. Claramente, un gran nimero de factores determina
si el dispositivo operara en el modo de conduccién continuo o discontinuo. Por ejemplo, el
tamano de la inductancia determina que tan rapido aumentard y disminuird la corriente vy,

por lo tanto, es un factor a tomar en cuenta al escoger el modo de conduccion.

3.3. Control de Convertidores de Potencia Conmutados.

Ahora examinemos el control de los interruptores de los convertidores; primero,
como en todo sistema de control, es necesario una entrada. Para los convertidores conmu-
tados, la eleccién més habitual es el ciclo de trabajo d, que es definido como la fraccién de

un periodo repetido 7T, durante el cual el interruptor esté cerrado:

=7

(3.4)

donde t. es el tiempo de duracién cuando el interruptor estd cerrado. En la practica, el
ciclo de trabajo es controlado continuamente por un circuito de retroalimentacién que debe
mantener el voltaje de salida a un nivel determinado, incluso aunque existan variaciones en
la entrada o en la carga. En estado estable, el voltaje de salida es una funcién dependiente
del ciclo de trabajo y del voltaje de entrada. Para el convertidor buck operando en el modo
de conduccién continuo, por ejemplo, el balance voltaje-tiempo para el inductor requiere

que la siguiente ecuacién se satisfaga en el estado estable:

(E — Vo)DT = Ve(1 — D)YT — Vg = DE (3.5)

donde las letras mayusculas representan los valores de estado estable de las variables. Del
mismo modo, para los otros convertidores de la Figura 3.1 operando en el modo de conduc-

cién continua, tenemos:

Vo=—— convertidor boost (3.6)
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E
Vo = D convertidor buck-boost (3.7)

E
Vo = 1D convertidor Cuk (3.8)

Asi, podemos ver que al variar el voltaje de entrada y el ciclo de trabajo, el voltaje
de salida convergera en un valor dado por las férmulas anteriores. Ademads, en el evento de
un transitorio en la carga o en el voltaje de entrada, el voltaje de salida experimentard un
transitorio también antes de alcanzar el valor de estado estable de nuevo. Asi mismo, en un
evento en el que el voltaje de entrada sufra un cambio, el ciclo de trabajo deberd ajustarse
de manera que se mantenga el voltaje de salida requerido en el convertidor. Claramente,

necesitamos un circuito de control para la regulacién del voltaje de salida.

Podemos imaginar que el método de retroalimentacion més sencillo compara el
voltaje de salida con una referencia y manda una senal de control para ajustar el ciclo de
trabajo de manera que el error sea minimo. También, una retroalimentacién completa de
estado puede ser considerada. Por ejemplo, en los convertidores buck, boost o buck-boost de
segundo orden, tanto el voltaje de entrada como la corriente del inductor pueden ser utiliza-
dos para retroalimentar el circuito. En la practica, dos métodos en particular se convirtieron
en el estandar de utilizacién en la industria para controlar los convertidores conmutados, el
control de voltaje retroalimentado y el control de corriente programado, también conocidos
como controles en modo voltaje y en modo corriente, respectivamente [Krein98]. El primero
utiliza solamente el voltaje de salida en el proceso de retroalimentacién y el segundo utiliza

tanto el voltaje de salida como la corriente del inductor.

3.3.1. Control de Voltaje Retroalimentado.

Un tipico convertidor buck controlado en el modo voltaje es mostrado en la Figura
3.2a. La clave de este control estd en la presencia de un lazo de retroalimentacién que
mantiene el seguimiento de la variacién en el voltaje de salida y ajusta el ciclo de trabajo

de acuerdo a lo requerido. Es decir, en este esquema de control, la diferencia entre el voltaje



34 Capitulo 3: Modelado de Convertidores de Potencia como Sistemas Periédicos.
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Figura 3.2: Convertidor buck controlado en el modo voltaje. (a) diagrama del circuito; (b)
formas de onda de la senal de control y la sefial triangular.
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de salida vc y la senal de referencia V,..r, es procesada por una red de compensacién que

genera una senal de control vy, es decir:

'Ucon(t) = g(V;“ef - 'UC’) (3'9)

donde g¢(-) es una funcién determinada por la red de compensacion. Esta sefial de control
indica de manera efectiva como se debe variar el ciclo de trabajo para lograr brindar la
mejor dinamica transitoria al voltaje de salida. En las implementaciones tipicas, esta senal
de control es comparada con una senal triangular periédica Viiang(t) para generar una senal
modulada de ancho de pulso (PWM) que activa y desactiva los interruptores. La senal

triangular normalmente toma la siguiente forma:

t
Vtm'(mg(t) =Vr+(Vy—Vy) <T mod 1> (3.10)

donde VI, Y Vi son los valores minimo y maximo de la sefial triangular. La Figura 3.2b
muestra la interaccion entre el voltaje de control y la sefial triangular. Supongamos que la
senal de control se mueve en la direccién contraria a la del voltaje de salida, es decir, veop,
aumenta cuando el voltaje de salida disminuye y viceversa. Entonces, el voltaje de salida

puede ser regulado con la siguiente regla de conmutacion:

cerrado  si Vi t) < Veon(t
Interruptor = triang (£) < Veon () (3.11)

abierto  si Vipiang(t) > veon(t)

que puede ser facilmente implementado con un comparador, como se muestra en la Figura

3.2a. Asi, el ciclo de trabajo en el n-ésimo periodo de conmutacioén d,,, estd dado por:

Veon((dn +1)T) = Vigiang((dn, +n)T) (3.12)

Podemos verificar facilmente en este caso que si se incrementa el valor de la senal de
control como resultado de una caida del voltaje de salida, el ciclo de trabajo se incrementara.
De esta manera, la accién de retroalimentacion regula el voltaje de salida, y la dinamica del

lazo cerrado puede ser configurado por la red de compensacion.
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3.3.2. Control de Corriente Programado.

Para el control en modo corriente se utiliza un lazo interno de corriente ademads del
lazo de retroalimentacion de voltaje. El objetivo de este lazo interno es forzar a la corriente
del inductor para que siga una senal de referencia tomada del lazo de retroalimentacion
del voltaje de salida, y como resultado, el control en modo corriente muestra una respuesta
mas rapida. Este tipo de control es aplicado principalmente a los convertidores boost y
buck-boost que presentan una respuesta de fase no minima indeseable [Krein98, Severns85.
Un esquema simplificado se muestra en la Figura 3.3a. La operacién del circuito del lazo
interno se describe a continuacién. Suponga que el interruptor se activa mediante un pulso
de reloj. La corriente del inductor comienza a incrementar y tan pronto como alcance el
valor de la corriente de referencia I,..f, la salida del comparador sube momentdneamente y
apaga el interruptor. La corriente del inductor entonces comienza a descender. El proceso
se repite cuando el siguiente pulso del reloj activa de nuevo el interruptor. La Figura 3.3b
describe la forma de onda de la corriente del inductor tipica. Inspeccionando la forma de
onda podemos escribir que el ciclo de trabajo al n-ésimo periodo de conmutacién esta dado

por:

Iref((dn + H)T) — iL(nT)
(E/L)T

dy = (3.13)

Para alcanzar la regulacién de voltaje, se requiere un lazo de voltaje de salida,
como se muestra en la Figura 3.3a. Este lazo mide el error en el voltaje de salida y ajusta
el valor de I,y correspondiente. En la préctica, el lazo de corriente interna es mucho mas
rapido que el lazo de voltaje de salida, y por esta razén cuando estudiamos la dinamica del

lazo de corriente interno, asumimos que I, es esencialmente constante o varia muy poco.

Teniendo en cuenta la corriente del inductor, el control en modo corriente general-
mente tiene un mejor desempeno. En la practica, sin embargo, la aplicacién del control en
modo corriente para el convertidor buck no tiene mucha ventaja sobre el control en modo
voltaje. Esto es debido a que la informacién de la corriente del inductor puede ser facilmente

derivada del voltaje de salida en el caso del convertidor buck. Asi, con un diseno apropiado
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Figura 3.3: Convertidor boost controlado en el modo corriente. (a) esquema del circuito;
(b) formas de onda de la corriente del inductor y de la corriente de referencia.
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del circuito de compensacion, el control en modo voltaje puede alcanzar resultados compa-
rables con el control en modo corriente. Por otro lado, cuando se aplica a los convertidores
boost y buck-boost, los beneficios comienzan a ser significativos. Principalmente, ya que la
corriente estd programada para seguir una corriente de referencia (que a su vez se deriva
del voltaje de salida), sus dindmicas de promediacién son eliminadas. Por lo tanto, para
frecuencias mucho méas bajas que la frecuencia de conmutacién, la dindmica de la corriente
del inductor se vuelve insignificante, haciendo que el diseno del compensador sea mucho
mas facil de realizar. Ademas, con la ausencia de las dindmicas de baja frecuencia de la
corriente, el problema de fase no minima inherente asociado a los convertidores boost y
buck-boost se elimina automéaticamente. Sin embargo, el control en modo corriente no esta
completamente exento de problemas de estabilidad, de hecho, se demostré que inestabilida-
des de alta frecuencia en la forma de subarménicos y caos son posibles en los convertidores

controlados con el modo corriente [Tse03].

3.4. Descripcion de las Estrategias de Modelado para Con-

vertidores Conmutados.

Como hemos visto hasta ahora, los convertidores de potencia son esencialmente
circuitos conmutados por segmentos. El nimero de topologias de circuito posibles suele ser
fijo y la conmutacién se hace de una manera ciclica (aunque no necesariamente periédica
debido a la accién de retroalimentacién). Esto da como resultado un modo de operacién no

lineal variante en el tiempo para su andlisis y diseno.

Los ingenieros en electrénica de potencia siempre se enfrentan con problemas no
lineales y se ven obligados a desarrollar métodos que no se usan normalmente en otras areas
de la teoria de circuitos, por ejemplo, el espacio de estado promediado [Middlebrook76b], el
andlisis de trayectoria por fase plana [Oruganti85], control basado en Lyapunov [Sanders92],
aproximaciones de las series de Volterra [Tymerski9l], etc. Teniendo en cuenta esto, para

lograr un diseno apropiado de los convertidores de potencia, es necesario seleccionar modelos
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simplificados adecuados. En el proceso de derivar modelos, la precisién es frecuentemente
intercambiada por la simplicidad por muchas buenas razones practicas. Debido a que la
estabilidad de lazo cerrado y las respuestas transitorias son aspectos de interés en el diseno
de sistemas basados en convertidores de potencia practicos, los modelos que permitan la
aplicacién directa de los enfoques convencionales de andlisis de pequeiia senial presentarin
grandes ventajas. Por esta razén, mucha investigacién en el modelado de circuitos electréni-
cos de potencia han sido derivados directamente de los modelos linealizados que pueden
utilizar el analisis de pequena senal, siendo la validacién limitada el precio a pagar. Otro
gran motivo para la utilizacién de este tipo de modelos es el hecho de que la mayoria de los
ingenieros estan acostumbrados a utilizar métodos lineales invariantes en el tiempo. El uso
de estos modelos para el andlisis de convertidores de potencia estd ampliamente documen-
tado en la literatura; sin embargo, es importante mencionar que dichos modelos no logran

predecir el comportamiento variante en el tiempo de los convertidores.

Dado que nuestro propdsito en esta tesis es el andlisis de los convertidores de
potencia modelados como sistemas periddicos, el comportamiento no lineal derivado de la
accion de retroalimentacion en el control del convertidor no se tomara en cuenta, es decir,
el circuito de control se encontrard en lazo abierto, de manera que los interruptores seran
activados y desactivados por seniales PWM fijas y periddicas, como se muestra en el ejemplo

de la Figura 3.4.

Por esta razon, los coeficientes dependientes del tiempo que presentan las ecuacio-
nes diferenciales que describen la dindmica de los convertidores electrénicos de potencia que
analizaremos, son debidos tinicamente a que los interruptores cambian su estado periddi-
camente entre varias configuraciones. La ecuacion que describe este comportamiento de los

circuitos se puede representar, de manera compacta, de la siguiente manera:
x(t) = A(t)x(t) + U(t) (3.14)

en donde x(t) es el vector de estado del sistema de orden n x 1 y A(t) es una matriz de

orden n X n que contiene coeficientes periddicos variantes con el tiempo que cumplen con
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Figura 3.4: Convertidor buck controlado en lazo abierto. (a) diagrama del circuito; (b) forma
de onda de la senal PWM.

la siguiente propiedad:
A(t)=A(t+T)para kT <t < (k+1)T (3.15)

donde T es el periodo fundamental y k € Z. Por otro lado, U(t) es un vector de entradas de
orden n x 1 y también presenta un comportamiento periédico. La matriz A(t) y el vector

de entradas se puede representar de manera generalizada como:

a11(t) aw2(t) - awn(t)
Alt)=| R (3.16)
anl (t) An2 (t) *r Ann (t)
T
U(t) = |ug(t) - un(t) (3.17)

De esta manera, el modelo de los convertidores de potencia tiene la misma forma
que los sistemas lineales variantes en el tiempo mostrado en el Capitulo 2, por lo que las
técnicas presentadas anteriormente pueden ser utilizadas en ellos. En el proximo capitulo
se presenta el procedimiento para realizar un analisis detallado de los convertidores de po-

tencia tanto en el dominio del tiempo como en el dominio de la frecuencia.
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3.5. Conclusiones.

Los convertidores de potencia son dispositivos que, de manera generalizada, pre-
sentan comportamientos no lineales variantes en el tiempo debido a la dindmica que propor-
cionan los elementos conmutados y las técnicas de control que se les aplican. Sin embargo,
a lo largo de la historia se desarrollaron diferentes metodologias que permiten simplificar
estos comportamientos complejos en modelos mas sencillos de estudiar. Los enfoques mas
habituales son los que utilizan representaciones lineales invariantes en el tiempo para ca-

racterizar dichos sistemas, intercambiando la precisiéon de los resultados por simplicidad.

Una alternativa a dichas metodologias invariantes en el tiempo es la de modelar a
los convertidores de potencia como sistemas lineales peridédicos, de manera que su naturaleza
variante en el tiempo no se desprecia. Esto se logra al controlar los interruptores del circuito
mediante senales fijas, es decir, un control de lazo abierto, de manera que la no linealidad
debida a la retroalimentaciéon no se presenta y es posible utilizar metodologias como la

teoria de Floquet para estudiarlos y analizarlos.






Capitulo 4

Aplicacion de la Teoria de Floquet

a Convertidores de Potencia.

4.1. Introduccion.

En este capitulo se describe la metodologia para realizar un analisis de los conver-
tidores de potencia utilizando la descomposicion de Floquet como base, obteniendo expre-
siones con las que se puede obtener el estado estable, la respuesta completa del convertidor
en el dominio del tiempo, estabilidad y la respuesta a la frecuencia, ademéas de un método
para realizar la identificacién del sistema. La metodologia descrita en este capitulo poste-
riormente se pondra en préctica en tres diferentes casos de estudio: el convertidor reductor

(buck), el convertidor elevador (boost) y un convertidor AC-DC (VSC).

El anélisis y diseno de convertidores de potencia usualmente se basa en modelos
de impedancia desarrollados utilizando técnicas de promediacién y linealizacion. Con este
enfoque, los métodos de promediacién en [Krein90] y [Sun97] son aplicados primero a mo-
delos de convertidores individuales para eliminar su discontinuidad. El modelo promediado
resultante es tipicamente no lineal y puede ser linealizado al rededor de un punto de ope-
racion para desarrollar modelos lineales de pequena senal, usualmente expresados en forma

de impedancias de entrada y de salida. Posteriormente, la estabilidad del sistema puede

43
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ser determinada al dividir la impedancia entre una fuente y una carga de un subsistema, y
aplicar el criterio de estabilidad de Nyquist a la relacién entre la impedancia de salida de la
fuente y la impedancia de entrada de la carga [Middlebrook76a]. Este andlisis del sistema
basado en la impedancia primero se desarrolld para el estudio de las interacciones dinamicas
de los convertidores de-dc y sus filtros de entrada [Middlebrook76a], y posteriormente se
convirtid en la base para el analisis de estabilidad de sistemas de potencia distribuidos com-
plejos [Sun00]. Los requerimientos de estabilidad de los sistemas basados en impedancias
pueden ser también utilizados para definir las especificaciones de impedancia para cargas
individuales, de manera que la estabilidad del sistema pueda ser garantizada por diseno
[Feng02]. Sin embargo, estas especificaciones son casi siempre muy conservadoras, dando

como resultado un incremento en el tamano y costo del diseno del sistema.

La mayoria de los métodos de promediacién pueden ser aplicados a los conver-
tidores con entrada y/o salida de AC que comunmente se encuentran en los sistemas de
potencia. Los modelos promediados resultantes, sin embargo, son no lineales en general y
no es posible linealizarlos con métodos convencionales de linealizacién de pequena senal,
debido a sus trayectorias de operacion variantes en el tiempo de forma periddica. Entonces,
al no ser posible utilizar técnicas de linealizacién y utilizar la teoria de control no lineal a
este tipo de sistemas complejos no resulta practico; uno frecuentemente se ve en la necesidad
de utilizar simulaciones numéricas para poder entender el comportamiento del sistema y sus
interacciones. Sin embargo, la simulacién por sf sola no produce la informacién cualitativa e
interna que los métodos analiticos nos pueden brindar. Incluso con el gran poder de cémputo
de los equipos actuales, el tiempo de simulacién puede ser demasiado grande para sistemas
de potencia complejos, particularmente cuando la simulacién tiene que ser repetida varias
ocasiones con distintos pardmetros con el objetivo de cubrir varios escenarios de diseno y
desarrollar conclusiones generales. La convergencia numérica también puede llegar a ser un

problema mayor, especialmente cuando los modelos son obtenidos por medios diferentes.

Los sistemas de potencia tradicionales lidian con el comportamiento variante en

el tiempo utilizando modelos basados en fasores [Kundur07]. Con este enfoque, los voltajes
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y corrientes sinusoidales son modelados como fasores que se convierten en variables de DC
en estado estable, permitiendo que los modelos puedan ser linealizados con el anélisis de
pequena senal. Otro método que es mas cominmente utilizado en la electrénica de potencia
es el de transformar el modelo a un marco de referencia rotatorio (dq) en el que las variables
trifasicas balanceadas se convierten en variables de DC, igualmente permitiendo el anélisis
de pequena senal [Krausel3]. La teoria de estabilidad de sistemas basada en la impedan-
cia discutida anteriormente ha sido también generalizada a dichos sistemas en coordenadas
dq transformadas [Belkhayat97], y han sido utilizados para analizar las interacciones de
convertidores PWM trifdsicos con sus filtros de entrada [Hiti96, Mao98|. En algunos casos
especiales, la no linealidad del circuito de electréonica de potencia puede ser eliminada utili-
zando técnicas de modelado de orden reducido, de manera que la linealizacién por pequena
senial puede ser evitada [Sun05]. También, la linealizacién arménica ha sido desarrollada co-
mo un nuevo método sistematico para linealizar sistemas no lineales variantes en el tiempo
de forma periddica, y se ha aplicado exitosamente a convertidores de correccién de factor
de potencia monofasicos (PFC) [Sun08], asi como a rectificadores de diodos no controlados

[Bing09).

Sin embargo, una metodologia que nos brinde soluciones analiticas a este tipo de
analisis nos brindaria mayor informacién de los sistemas. Es por esto que en este trabajo de
tesis utilizaremos los conceptos derivados de la teoria de Floquet mostrada en el Capitulo
2 para realizar los diferentes analisis de los convertidores de potencia, como se describe a

continuacién.

4.2. Respuesta en el Dominio del Tiempo.

Considere el siguiente sistema periédico de orden n:

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (4.1)
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y por simplicidad considere que el producto de B(t)u(t) = f(t) y que el tiempo inicial es

cero (tp = 0). La solucién general del sistema descrito en (4.1) se puede escribir como:
t
x(t) = B(t,0)x0 + [ Bt E(r)dr (1.2)
0

De la solucién (4.2), usando las propiedades de la matriz de transicién presentadas en la
seccién 2.3.2 y denotando ®(t,0) = ®(t), podemos descomponer la matriz de transicién

que aparece dentro de la integral para llegar a lo siguiente:
x(t) = ®(t)xg + ®(1) /O t & (7)f(7)dr (4.3)
Ahora, aplicando la descomposicion de Floquet:
®(t) = P(t)e¥ (4.4)
& L(t) = e ¥P (1) (4.5)
y sustituyendo en (4.3), se puede reescribir la solucién como:

x(t) = P(t)thxo + P(t)th /Ot e_QTP_l(T)f(T)dT (4.6)

El lado derecho de (4.6) se puede separar en dos términos, el primero, es la solucién del
sistema homogéneo, también conocida como solucién complementaria x.(t) o no forzada,

sujeta a la condicién inicial x(0) = xg, es decir:
x.(t) = P(t)eRzg (4.7)

Se puede concluir que esta solucién complementaria del sistema serd periédica si y solo si
Q = 0. También podemos ver si Q tiene valores propios con parte real negativa, entonces el

sistema es asintéticamente estable y la solucion complementaria desaparecerd con el tiempo.

El segundo término del lado derecho de (4.6) representa la respuesta forzada de
la solucién, conocida también como solucién particular y sera la tnica que prevalezca al
transcurrir el tiempo si el sistema es asintéticamente estable, por esta razén también se

conoce como la respuesta de estado estable del sistema:

xp(t) = P(t)th/O e VP (r)f(1)dr (4.8)
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En este punto, se puede hacer uso de la expansién en series de Fourier para obtener

una representacién de las matrices P(t) y P71(t) a través de las siguientes expresiones:

h
P(t)= Y  Ppelmo! (4.9)
m=—h
h .
Pl(t) = ) Prelho! (4.10)
k=—h

en donde wy es la frecuencia angular fundamental wy = 2%, h es el numero de armonicos
considerados en la serie, P y P son los coeficientes de la expansién en las series de Fourier
de P(t) y P~(t), respectivamente. Al mismo tiempo, se puede hacer uso del teorema de

Sylvester descrito en [D’Angelo70] y expresar los términos eQ? y e~ Q¢ de la siguiente manera:

n

() => Mz, (4.11)

=1

n
Q) =Y e Nz, (4.12)
=1

donde la variable \; representa a los valores caracteristicos de la matriz Q que proviene de
la descomposicién de Floquet. La matriz Z; corresponde a los covariantes de Frobenius de

Q y n es el orden del sistema.

Considerando un caso més general en el que el vector de entrada f(t) es periédico,
pero con una frecuencia fundamental diferente w; a la del sistema en cuestién, se puede

también llevar a cabo su expansion en series de Fourier:

h
f(t)= > Fe/it (4.13)

I=—h

y si se sustituye (4.10), (4.12) y (4.13) en (4.8), se obtiene lo siguiente:

t n h h
z,(t) = P(t)e /0 O ez ) (D Pre?™on)( > Fieli)dr (4.14)
=1

k=—h I=—h
Agrupando las sumatorias como una sumatoria triple anidada y moviendo la integral dentro

de las sumatorias, se obtiene:

n h h

t
2p(t) =P(1)e¥ Y " " N 7, PyF, /0 e(TAitikwotjlwi)T g (4.15)

i=1 k=—hl=—h
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Realizando la integral se obtiene:

—Aitjkwo+jlwi)t _

DAY Y Y nbm w16
ap(t NE Y .
i=1 k=—hl=—h —Ai +]kw0+]lwl

La expresion (4.16) se puede reescribir como:

h —NiFjkwo+jlw; )t

)eQt Qt
p(t Z Z > Z,PiF A Hmﬂlwl —P()e¥K (4.17)
i=1 k=—hl=—h

donde K estd definida como:

n

h h N
K=> > > 2o, Pl (4.18)
T, A T ko 4 glw

En este punto se puede remplazar P(¢) en su expansién de Fourier mostrada en (4.9) y

usando el teorema de Sylvester en €@ de acuerdo con (4.11), la solucién queda como:

—Ai+jkwo+jlw; )t

— Z P, elmeot)( Z eMNZy,) Z Z Z Z), PkFl_e)\ ke T+ jloy —P(t)e¥K

m=—h i=1 k=—hl=-h
(4.19)
Utilizando la propiedad de las matrices Z; del teorema de Sylvester [D’Angelo70]:
73 =7y,
Z)\Z.Z)\j =0, para i # j (4.20)

Podemos simplificar la expresion de la respuesta particular como:

Sy Yy Y

m=—h 1=1 k=—hl=—h

eJ J (mwo+kwo+lw; )t Qr
P,.Z P.F —P(t)e*K 4.21
Mt kT —\;i + jkwo + jlw; ®) ( )

4.3. Analisis de Estado Estable.

El correcto estudio del estado estable de los sistemas es de mucha importancia
para el andlisis y disefio de los convertidores de potencia. Los modelos méas valiosos para

este andlisis son aquellos que son capaces de brindar expresiones precisas para las formas de
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onda del convertidor, ya que esto permite determinar los limites de corriente y voltaje de
los elementos del circuito y, por lo tanto, realizar una correcta seleccién de ellos, estimar las
pérdidas, realizar comparaciones entre diferentes topologias, etc. Sin embargo, por la natu-
raleza variante en el tiempo propia de estos circuitos con comportamientos complejos en el
dominio del tiempo, resulta mas préactico utilizar diferentes técnicas de métodos numéricos
o por simulacién para este tipo de andlisis [Trincherol4, Daryaei2l]. Es aqui donde la teoria
de Floquet nos brinda una expresién completamente simbédlica para el estado estable que
se puede utilizar para obtener las formas de onda de corriente y voltaje de los convertidores

de potencia.

Se pueden hacer las siguientes observaciones a partir de (4.21) que describe la

solucién particular del sistema:

e Si la parte real de todos los valores propios de la matriz Q es negativa, entonces el
segundo término en (4.21) tiende a cero conforme pasa el tiempo. Por el contrario, si
la parte real es positiva, entonces la solucién crece sin limite a medida que transcurre

el tiempo.
e El estado estable general es aperiddico a menos que wy y w; sean multiplos entre si.

e Aun cuando la respuesta completa de estado estable se puede evaluar completamente
de manera analitica utilizando (4.21), esto depende de la disponibilidad de la matriz
de transicién de estado ®(t). En los casos de estudio subsecuentes, esta matriz se
calcula a través de la aproximacién numeérica al resolver el sistema de ecuaciones de

(2.21).

Considerando las observaciones anteriores y a partir de la solucién particular dada
por (4.21), se puede obtener una expresién simbdlica para el estado estable, considerando

solamente el primer término de la ecuacion:

J(mwo~+kwo+lw; )t
(4.22)

h n h h
2es(t) = Z Z Z Z (meAiPkFl _e)\i—i_jkwo—i_ﬂw

m=—h 1=1 k=—hl=—h

La expresion (4.22) puede ser evaluada en orden arbitrario, o bien, especifico con la intencién

de calcular los coeficientes armoénicos de manera independiente; es decir, llevar a cabo las
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multiplicaciones matriciales involucradas de tal forma que la suma m + k + [ sea igual al

armoénico de interés.

4.4. Analisis Modal.

Existen dos enfoques para el analisis de estabilidad arménica. El primer método
es el del anélisis de los valores caracteristicos basado en el modelo de espacio de estados en
el dominio del tiempo [Kundur07], que es comtinmente usado para analizar las oscilaciones
electromecanicas en los sistemas de potencia convencionales, donde abundan las maquinas
sincronas y de induccién. Las ventajas de este método es la identificacion de los modos de
oscilacién y los factores de participacién de los sistemas dindmicos [Wangl7]. Sin embargo,
debido a la amplia escala de tiempo dinamico de los convertidores, la dinamica electro-
magnética de las redes debe ser incluida en el modelo de espacio de estado, lo que significa
que el orden del sistema aumenta y esto requiere mas poder de cémputo [Sun09]. El segundo
método es en el dominio de la frecuencia, también conocido como andlisis basado en la im-
pedancia. En este método, la dindmica del convertidor es extraida de sus terminales usando
funciones de transferencia en el dominio de la frecuencia, que posteriormente se trasladan
a impedancias eléctricas, y de esta manera, la estabilidad del sistema puede ser analizado

a través de la teorfa de circuitos eléctricos [Sunll].

El enfoque basado en la impedancia fue desarrollado primero para analizar la in-
teraccion de los convertidores en las redes de potencia de corriente directa [Middlebrook76a]
y su mayor ventaja reside en el modelo de “caja-negra” del convertidor, que permite pre-
decir la dindmica del sistema sin conocer previamente los parametros del sistema. Adema4s,
el método basado en la impedancia predice la estabilidad del sistema en las terminales de
cada convertidor y, por lo tanto, la contribucién de cada convertidor a la estabilidad del

sistema puede ser identificada. Este segundo método se analizard més adelante.

El andlisis de los valores caracteristicos nos proporciona la informacion de la

dinamica del sistema, por lo que se ha convertido en una practica comin utilizarla pa-
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ra el andlisis de estabilidad de pequena senal en los sistemas eléctricos.

Al utilizar la teoria de Floquet en sistemas lineales periddicos, resulta muy sencillo
realizar este tipo de andlisis para conocer la estabilidad de los sistemas, al analizar los valo-
res caracteristicos de la matriz de monodromia. La matriz de monodromia se puede obtener
numéricamente utilizando la propiedad ntimero 5 descrita en la seccién 2.3.2. Al realizar el
analisis modal de esta manera, el orden del sistema a estudiar no aumenta y, por lo tanto,

no se requiere de mayor capacidad de computo.

Los pasos para realizar el andlisis de estabilidad son los siguientes:

1. Encontrar las condiciones iniciales para el estado estable de las variables de estado.

2. El andlisis de estabilidad de pequena sefial puede ser realizado en un punto cercano

al estado estable o en trayectorias arbitrarias de senal grande.

3. Realizar un analisis modal en la matriz de monodromia.

4. Localizar los valores caracteristicos de la matriz de monodromia en el disco unitario
y utilizar el segundo punto del criterio de estabilidad mostrado en [D’Angelo70]: Un

sistema periddico es estable asintéticamente si y solo si:

e Todos los valores caracteristicos de la matriz Q tienen la parte real negativa o

e Todos los valores caracteristicos de la matriz ®(7T) se encuentran dentro del disco

unitario.

Estos pasos pueden ser completamente automatizados en un programa compu-
tacional como Wolfram Mathematica o Matlab, para obtener diferentes respuestas en el
dominio del tiempo para distintas entradas y condiciones iniciales del circuito, y asi obser-

var un panorama mas amplio del comportamiento del sistema.
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4.5. Respuesta a la Frecuencia.

Como se describié anteriormente, existe otro enfoque para analizar la estabilidad
de los convertidores de potencia basado en la impedancia en el dominio de la frecuencia; este
tipo de analisis es estudiado ampliamente por los investigadores. Comtunmente los articu-
los que hablan sobre este tema hacen referencia a técnicas de promediacién, el andlisis del
dominio arménico extendido (EHD), o el estado estable arménico (HSS). Estos métodos
estan basados en representaciones de sistemas invariantes en el tiempo y la aplicacién de las
transformadas de Laplace y de Fourier. En este documento, a estos métodos, les daremos el
nombre de funciones de transferencia arménicas (HTF). Sin embargo, nosotros utilizaremos
el analisis en el dominio de la frecuencia tomando en cuenta la teoria de Floquet, a través

de las funciones de transferencia periédicas (PTF).

A continuacién se presentan una breve descripcién de ambos enfoques.

1) Funciones de transferencia armdnicas: El concepto de funciones de transferencia
armonicas utiliza las representaciones lineales invariantes en el tiempo de sistemas peridédicos
que hacen posible obtener un operador de dimensiones infinitas que describe la relacion

entrada-salida en el dominio de la frecuencia del sistema [Love08], es decir:

Y (jw) = H(jw)U(jw) (4.23)

donde U(jw) y Y (jw) son la transformada de Fourier de la entrada y la salida
respectivamente y H(jw) es la transformada de Fourier de la respuesta al impulso del sistema

v puede ser calculada de la siguiente manera:

H(jw) = (jul — A)~? (4.24)

Debido a que A es una matriz no diagonal, existe un acoplamiento entre las fre-
cuencias que no existe en los sistemas lineales invariantes en el tiempo. El hecho de que la
funcién de transferencia armoénica sea de dimensiones infinitas implica muchas dificultades

numéricas, por lo que, para su célculo, la matriz de dimensiones infinitas debe ser rempla-
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zada por una matriz truncada de dimensiones finitas, lo que puede llevar a algunos errores

en el analisis.

2) Funciones de transferencia periédicas: El concepto de respuesta al impulso defi-
nido para sistemas lineales invariantes en el tiempo puede ser modificado para su aplicacién
en sistemas lineales periddicos. Para hacer esto, note que la caracteristica fundamental de
la respuesta al impulso de un sistema invariante en el tiempo es que la respuesta depende
solamente de la diferencia entre el instante de observacién t y el instante 6 de aplicacién del
impulso unitario. Este concepto no se aplica en los sistemas lineales variantes en el tiempo
en general y, por lo tanto, tampoco en los sistemas periddicos. Afortunadamente, L. Zadeh
[Zadeh50] desarrolld, por analogia a los sistemas invariantes en el tiempo, una respuesta
al impulso para sistemas variantes en el tiempo que no depende solamente de la diferencia
de tiempo de la aplicacién del impulso unitario y el tiempo de observacién, sino también
del tiempo de la aplicacién del impulso, que en contraste con H(jw), dependerd de w y t,
es decir H(jw,t). Ademas, no solo H(jw,t) representa una extensién de H(jw), también
posee las propiedades fundamentales de H(jw). Por lo tanto, puede ser utilizada de manera
similar para calcular el estado estable o la respuesta transitoria de sistemas periédicos con
entradas arbitrarias. También se mostr6 en [Zadeh50] que con las consideraciones adecua-
das, es posible expandir H(jw,t) como una combinacién serie-paralelo de varios sistemas
lineales invariantes en el tiempo teniendo ganancias que varian sinusoidalmente. Lo anterior
puede traducirse como que el sistema es periédico por si mismo y se puede expresar como

una serie de Fourier de la siguiente manera:

e _ _ ;27kt
H(jw,t) = Y Hi(jw)e 7 (4.25)

k=—o0

donde H(jw) no involucra al tiempo y coincide con las funciones de transferencia
tradicionales de los sistemas invariantes con el tiempo. La mezcla de ¢ y w en cada bloque
de la funcién le permitié a Zadeh introducir el concepto de funciones de transferencia de
bi-frecuencia I'(jwi, jwa) que es simplemente la transformada de Laplace de H(jw,t). Por

lo tanto, el problema se reduce a la determinacién de H(jw,t). Zadeh nos proporciona dos
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alternativas en [Zadeh50], una de ellas involucra la resolucién de una ecuacién diferencial
de dos variables [D’Angelo70], que dard como resultado mayor dificultad que el problema
original; mientras que la segunda implica el cdlculo de la respuesta al impulso primero y
el célculo de H(jw,t) mediante la transformada de Fourier. Para calcular la respuesta al

impulso H(jw, t) de un sistema periédico, Zadeh nos muestra que puede ser definido como:

respuesta del sistema a e¥
elw

H(jw, t) = (4.26)

que coincide con la definicién usual de funcién del sistema de un sistema lineal
invariante con el tiempo. En consecuencia, el método para calcular H(jw,t) propuesto en
esta tesis es el de usar (4.21) para encontrar la respuesta al sistema con la entrada e/“ y

después dividirlo entre e/*. Este método es bastante sencillo de realizar.

También existe una alternativa algebraica que considera la descomposicién de Flo-
quet. El proceso algebraico sigue las derivaciones sugeridas en [D’Angelo70] y [Richards12].
La manera de obtener soluciones analiticas de sistemas periddicos utiliza la transformacion
Floquet-Lyapunov para alcanzar la invariancia en el tiempo, como se muestra a continua-

cién.

Tomemos en consideracién la entrada u(t). La ecuacion en espacio de estado de la

salida del sistema transformado estd dada por [Yang20]:
Ay(t) = QAy(t) + P1(t)B(t)Au(t) (4.27)

donde el producto L(t) = P~1(¢)B(t) también es periédico y su expansiéon en series de

—+00

S L,e?%nt. L, es la matriz de coeficientes de Fourier

Fourier es la siguiente: L(t) =

correspondientes.

Si AU(s) y AY(s) representan la transformada de Laplace de Au(t) y Ay(¢)
respectivamente, AU,(s) = AU(s — jaw,) vy AY4(s) = AY(s — jaw,) representan la
transformada de Laplace de las senales moduladas periddicas en el dominio del tiempo,

edwnt Au(t) y e/®ntAy(t). AU4(s) es la copia de la frecuencia desplazada de AU(s), al
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igual que AY,(s) y AY(s). Entonces, la transformada de Laplace de (4.27) estd dada por:

sAY (s) = QAY(s) + i L,AU,(s) (4.28)
De (4.28), AY (s) puede ser resuelta de la siguien;e; manera:

AY (s) = [sT — Q]! i L,AU,(s) (4.29)
Al ser la matriz sI — Q una matriz diagonal ﬁnit;,_suojnversa puede ser facilmente calculada.

Considere la transformaciéon Az(t) = P(¢)Ay(t) y la expansién en la serie de Fourier de

P(t) dada en (4.9), la transformada de Laplace de Az(t) puede ser calculada de la siguiente

AX(s) = i P, AY,,(s) (4.30)
AX(s)= > { > Pral(s — j(m — a)w,)T— Q]lLa} AU, (s) (4.31)

Por lo tanto, podemos definir:
H,(s)= Y Prgl(s—j(m - a)w,)I - Q] 'Lq (4.32)

como la funcién de transferencia de AU,,(s) a AX(s). Se puede observar el hecho de que
la respuesta a la frecuencia del sistema LTP puede ser descompuesta como la superposicion
de las respuestas a la frecuencia de los sistemas LTI {H,,(s), m € Z} a las entradas lineales
moduladas periédicamente {e/n!Au(t), m € Z}. Cuando el sistema es LTI, es decir, P(t)

y L(t) son constantes, la unica respuesta a la frecuencia diferente de cero es:
Hy(s) = Po[sI - Q] 'Ly (4.33)

que cuantifica la relacién entre AU(s) y AY (s), y es consistente con la teoria clésica de los

sistemas LTI.

4.6. Identificacion del Sistema.

Se puede notar que para realizar los andlisis presentados anteriormente es nece-

sario que la matriz del sistema A(t) sea conocida, lo que no siempre es el caso. Puede ser
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que estemos lidiando con un sistema periédico no modelado o con sistemas donde llegar a
expresiones como (4.1) sea muy complicado. Es aqui donde se puede realizar alguna técnica
de identificacién del sistema, que se refieren a la construcciéon de modelos matematicos de
sistemas dindmicos a partir de informacién obtenida en observaciones o experimentos. De
esta manera, la matriz de monodromia puede ser calculada como se presenta en [Semlyen95],
las ventajas de este procedimiento son claras, el analisis de estabilidad puede ser extendido
a modelos de sistemas mds grandes y detallados. En [Semlyen95] los autores presentaron
un algoritmo numérico que integra cualquier sistema n veces al rededor de una solucién
periédica, pero con condiciones iniciales perturbadas z; + €lj, donde I; es la columna j
de la matriz identidad I y € es un nimero pequeno. La matriz de monodromia resulta de
la diferencia entre los dos valores de las variables de estado al final del ciclo dividido por
€. Una caracteristica importante de este proceso es que calcular la matriz de monodromia
debe hacerse con informacion extraida de algin software de analisis transitorio, asi como

Electromagnetic Transient Program (EMTP), Simulink o SystemModeler.

Identificar un ciclo completo de la matriz de transicién de estado es mas desafiante,
pero afortunadamente un método ha sido propuesto en [Allen07]. El proceso consiste en un
enfoque de tiempo discreto que aprovecha el hecho de que es posible construir una coleccién
de N sistemas lineales invariantes en el tiempo discretos cuyas respuestas coinciden con las
de los sistemas lineales periddicos, cada uno en un tnico punto kAt donde k es un entero

k=0,1,2,...,N.

Como se mostré en la seccién 2.3.2, una de las propiedades de la matriz de

transicion de estado es que puede ser expresada como:

B(t,t0) = B(t, t1)B(t1, to) (4.34)

Por lo tanto, si la matriz A(t) es periddica con periodo T', entonces la matriz de
transicion de estado para ¢ > 0 puede ser construida de la matriz de transiciéon de estado

por 0 >t > tg, es decir:
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O(t + kT) = ®(t)®(T)" (4.35)

donde k = 0,1,2,..., N y ®(T) es la matriz de monodromia discutida anterior-

mente.

Como consecuencia de (4.35), sucedera que el sistema de ecuaciones:

x(ti+ (N = 1DT) = ®(t;)®(T)V xq (4.36)

se cumplird para cada tiempo discreto ¢;, con i = 0,1,2,..., N — 1 y N siendo el
ntmero de muestras discretas entre [0, 7]. Debido a que ®; puede ser considerado constante
y Xo asi como x(t; + kT') pueden ser obtenidos de simulaciones en el dominio del tiempo,
entonces la matriz de transicién puede ser estimada por un algoritmo de minimos cuadrados.
Note que si se requiere, la matriz A(t) puede ser calculada de ®(¢) mediante la siguiente

expresion:

@] (4.37)

donde la derivada de ®(t) puede ser calculada por métodos numéricos o de fuerza

bruta.

4.7. Conclusiones.

Debido a las caracteristicas fisicas de los convertidores de potencia, es posible
utilizar las herramientas de la teoria de sistemas periddicos para su modelado y anélisis,

como es el caso de la teoria de Floquet. A través de las herramientas mateméticas de la
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Descomposicién de Floquet y la Transformaciéon Floquet-Lyapunov, se pueden desarrollar
ecuaciones analiticas para los distintos estudios que se realizan cuando se hace un anélisis

detallado de los convertidores de potencia.

En este capitulo se presentaron los procedimientos para obtener ecuaciones analiti-
cas para los estudios de respuesta a en el dominio del tiempo, estado estable y respuesta en
el dominio de la frecuencia, asi como una metodologia para determinar la estabilidad de los
sistemas a través del andlisis modal que posteriormente se pondran a prueba con distintos
casos de estudio. También se desarrollé un algoritmo que utiliza los conceptos de la teoria

de Floquet para realizar una identificacién del sistema.



Capitulo 5

Casos de Estudio.

5.1. Introduccion.

En este capitulo se presentan tres diferentes casos de estudio en los que se ponen
en practica los métodos de analisis de convertidores de potencia descritos en el capitulo an-
terior. Primero se analizan dos convertidores DC-DC, el elevador y el elevador-reductor, y

posteriormente se analiza un convertidor AC-DC, un convertidor de fuente de voltaje (VSC).

Los ingenieros e investigadores han estudiado estos convertidores por mucho tiem-
po y existe una gran cantidad de informacion acerca de ellos. Sin embargo, en su mayoria
los articulos técnicos y libros que hablan de ellos, utilizan enfoques en donde los converti-
dores son caracterizados como sistemas invariantes en el tiempo, ignorando la naturaleza

periddica que presentan al cambiar de estado cada cierto tiempo.

Es por esto, que en las secciones subsecuentes se utiliza la teoria de los sistemas
periddicos, a través de la teoria de Floquet, para analizar detalladamente a estos converti-

dores.

59
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Vin J S C—_= vc R§ Vo

Figura 5.1: Convertidor DC-DC elevador (boost).

5.2. Convertidores DC-DC.

Como se vio en el capitulo 3, los convertidores de potencia se pueden modelar
matematicamente como un sistema de ecuaciones no lineales variantes en el tiempo, a partir
del cual se pueden realizar diferentes técnicas de linealizacion para su andlisis. En el caso
de los dos convertidores DC-DC que analizaremos a continuacién, asumiremos que cuentan
con un control de lazo abierto, por lo que la no linealidad debida a la retroalimentacién no

se presenta.

5.2.1. Convertidor Boost.

En la Fig. 5.1 se muestra el diagrama del circuito de un convertidor elevador
[Angl0]. Como se analiz6 anteriormente, una de las principales caracteristicas de este tipo de
convertidores es la presencia de dispositivos conmutados que funcionan como interruptores,
en este caso, el transistor S. La funcién de conmutacion para este transistor se muestra en

la Figura 5.2 y puede ser definida de la siguiente forma:

1 para 0 <t <Tp
s(t) = 0 para Tp <t <T (5.1)
s(t—T) paratodot>T
en donde T es el periodo de conmutacién y T es el tiempo en el que el transistor

estd cerrado. Las ecuaciones que describen la dindmica de este convertidor se pueden escribir
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v
Ciclo de trabajo
Amplitud
- ~ Periodo t

Figura 5.2: Senal de pulsos que acciona al interruptor.

en forma compacta como sigue:

_Rds(1—8(2)+RD8(t) _#
At) = o : (5:2)
el “CR
Vm—s(t)VD
U(t) = L (5.3)
0

en donde U(t) = B(t)u(t) y la funcién de conmutacién s(t) aparece explicitamente
como un coeficiente en ambas matrices, por lo que la forma del sistema que describe al
convertidor boost coincide con (4.1). El coeficiente Ry representa la resistencia entre el
colector y el emisor del transistor, Rp se utiliza para definir la resistencia de conduccién
del diodo y Vp es la caida de voltaje del diodo en conduccién. El vector de estado para este

caso es el siguiente:

ir,(t
x(t) = Q (5.4)

ve(t)
en el cual se tienen como elementos la corriente del inductor iz, (t) y el voltaje del
capacitor vc(t). En la Tabla 5.1 se muestran los pardmetros del convertidor utilizados en

este caso de estudio [Martinl1].



62 Capitulo 5: Casos de Estudio.

Tabla 5.1: Pardmetros del convertidor boost utilizado en el caso de estudio.

Parametro Valor
Voltaje de entrada (vjy,) 16V
Inductancia (L) 0.2 mH
Capacitancia (C) 0.2 mF
Resistencia interna del diodo (Rp) 0.001 ©
Caida de voltaje del diodo (Vp) 08V
Resistencia entre emisor y colector del transistor (Rgs) 0.001 2
Resistencia de la carga (R) 12.5 Q
Ciclo de trabajo (d) 0.5
Frecuencia de conmutacién (fs) 10 kH =

5.2.1.1. Analisis del Estado Estable.

Para iniciar el estudio del convertidor realizamos primero un analisis del estado
estable, para lo cual es necesario primero conocer la matriz de monodromia del sistema,
como se describe en la seccién 2.4.1. Con los datos proporcionados en la Tabla 5.1, se

obtiene lo siguiente:

0.968631 —0.244853
®(T) = (5.5)
0.240067  0.930723

Con la matriz de monodromia (5.5) es posible calcular los valores de estado estable

utilizando la ecuacién (4.22), obteniendo lo siguiente:

Iz, 7.03383 A
- (5.6)
Ve 31.1903 V

Ahora, si variamos el ciclo de trabajo, podemos obtener una grafica del compor-
tamiento del estado estable del convertidor bajo diferentes condiciones de control, como se
muestra en la Figura 5.3, donde se presenta la ganancia en el voltaje de DC y se puede
observar como al aumentar el ciclo de trabajo aumentard también la ganancia de voltaje

permaneciendo siempre por encima de 1, mostrando el comportamiento tipico de los con-
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Figura 5.3: Ciclo de trabajo vs. ganancia del voltaje del convertidor boost.

vertidores boost de este tipo [Rim88, Leon-Masich14]. En el caso de un ciclo de trabajo de
d = 0.5, la ganancia en el voltaje equivale a aproximadamente 2, lo que concuerda con lo

obtenido en (5.6).

Se puede observar también a partir de la figura, que existirdA un punto maximo
de la ganancia por tratarse de un convertidor no ideal, es decir, debido a que se considera
la resistencia del interruptor Rgs, el convertidor tendra un limite maximo de elevacién de
voltaje que dependerd del ciclo de trabajo d y la resistencia Rys y que se puede calcular

como se muestra en [Rim88, Leon-Masich14].

5.2.1.2. Respuesta en el Dominio del Tiempo.

Para el andlisis de la respuesta en el dominio del tiempo del convertidor boost rea-
lizamos una simulacion utilizando la solucién numérica que nos brinda el software Wolfram
Mathematica, que utiliza un modelo inteligente para la selecciéon del método numeérico a

utilizar, generalmente el Runge-Kutta de 4° y 5° orden; mientras que la soluciéon analiti-
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Figura 5.4: Respuesta en el dominio del tiempo del convertidor boost.

ca la realizamos utilizando las herramientas proporcionadas por la teoria de Floquet en el

capitulo anterior con la ecuacién (4.21).

En la Figura 5.4 se muestra la respuesta del sistema. En azul podemos observar
la respuesta numérica, mientras que en rojo observamos la respuesta analitica utilizando la
descomposicion de Floquet. En este caso en particular, solamente se utilizé un armdnico
para el célculo analitico de la forma de onda de la respuesta del sistema. Ambas respuestas
dan un resultado muy similar, lo que provoca que la linea azul se perciba poco en la figura e
incluso, si realizamos el andlisis analitico con un mayor nimero de arménicos, la diferencia
es practicamente imperceptible. El Error Porcentual Absoluto Medio (MAPE) de la solucién

analitica con respecto de la solucién numérica se puede calcular de la siguiente manera:

ZN—l ‘fn_Fn‘
MAPE = ==L Il 100 5.7
N

donde f;, representa la solucién numérica, F), la solucién analitica y N el niimero
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de puntos considerados en la muestra. Para este caso se obtuvo un error del 4.2085 % para

la corriente y 2.1432 % para el voltaje.

Se pueden observar algunas cosas de interés en la Figura 5.4. Al energizar el circuito
se presentard un transitorio que después de algiin tiempo se estabilizard en el valor de estado
estable obtenido anteriormente. Dicho transitorio es el resultado de evaluar el segundo
término del lado derecho de (4.21) que, por tratarse de un sistema estable asintéticamente,
tiende a ser cero con el paso del tiempo, quedando tnicamente el primer término que
describe el estado estable. También es posible notar un rizado en las formas de onda de las
respuestas, debidas a la accién de conmutacion de los interruptores y que se ven atenuadas
por efecto del capacitor del circuito. Es posible conocer el nivel de distorsion de la respuesta,

realizando un andlisis arménico a la senal.

5.2.1.3. Analisis Modal.

En la seccién 4.4 pudimos observar que es posible realizar un andlisis modal pa-
ra determinar la estabilidad de los convertidores utilizando la descomposiciéon de Floquet,
lo cual resulta muy sencillo realizar este andlisis sin utilizar un gran poder de cémputo,
Unicamente analizando el comportamiento de los valores caracteristicos de la matriz de mo-

nodromia.

La Figura 5.5 muestra los cambios en el plano complejo de los valores caracteristi-
cos de la matriz de monodromia ®(7") del convertidor boost mientras el ciclo de trabajo d
del PWM cambia. Los dos colores diferentes muestran la trayectoria de los dos diferentes
valores caracteristicos del sistema que, en este caso, se mantiene estable para cada valor de
d al permanecer dentro del circulo unitario, de acuerdo al criterio de estabilidad descrito en

la Seccién 4.4.

5.2.1.4. Respuesta en el Dominio de la Frecuencia.

Otro estudio de interés en la operacion de convertidores de potencia es el que de-

termina la respuesta a la frecuencia del sistema, ya que se ha observado que debido a la
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Figura 5.5: Lugar geométrico de las raices del convertidor boost.

naturaleza conmutada de este tipo de dispositivos, se presentan oscilaciones y resonancias

a altas frecuencias asociadas con las corrientes armdnicas que se generan.

Como se presenté en la Seccion 4.5, la teoria de los sistemas periddicos presenta
por lo menos dos alternativas para este analisis, los enfoques que utilizan representacio-
nes invariantes en el tiempo truncadas para prevenir las altas dimensiones derivadas de los
sistemas grandes a los que se somete este andlisis. Dicho enfoque, también llamado como
funciones de transferencia armoénicas, es muy aceptado y utilizado en el estudio de conver-
tidores de potencia, mientras que el método de las funciones de transferencia periédicas
es menos utilizado para este propdsito debido, tal vez, a la complejidad para obtener las

respuestas al impulso.
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Figura 5.6: Respuesta a la frecuencia de la impedancia de entrada del convertidor boost.

Utilizando el método descrito en la Seccién 4.5, un ciclo completo de la matriz
de transicién de estados es calculado utilizando una integracién numérica como se describe
en la Seccién 2.3.3.2. En la Figura 5.6 se muestra la representacién gréafica de la funciéon
de transferencia arménica de la impedancia de entrada del convertidor ?—L" ante diferentes
frecuencias. La linea azul muestra la respuesta donde la influencia de los armoénicos es des-
preciada completamente debido al modelo promediado utilizado por el método de resolucién
numérico, mientras que la linea roja muestra la respuesta considerando los arménicos debi-

dos a la conmutacién de los interruptores, como es posible apreciar de forma analitica desde
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Figura 5.7: Funcién de transferencia de la respuesta al impulso del convertidor boost.

la ecuacién (4.31). La Figura 5.6 fue calculada utilizando 5 arménicos y se puede observar
que a frecuencias maés altas que la fundamental, al rededor de cada valor de frecuencia
armonica, se presentan efectos de resonancia que, aunque son pequenas en este caso, de-
muestra que las corrientes armonicas si tienen una influencia en la respuesta a la frecuencia

de los convertidores de potencia.

También se considera el uso de la funcion de transferencia periédica, haciendo uso
de la respuesta al impulso. La Figura 5.7 muestra un elemento de H(jw, t) donde se puede
observar que la admitancia del convertidor boost cambia con el tiempo de forma periddica.
Se observa que al incrementar jw la respuesta a la frecuencia se aplana y la magnitud tiende
a cero. Claramente, ocurriran diferentes efectos de resonancia a diferentes tiempos cuando
la misma senal sinusoidal sea inyectada en el sistema. Los demas elementos de la matriz

H(jw,t) presentan un comportamiento similar al mostrado en la Figura 5.7.
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5.2.1.5. Identificacién del Sistema.

A continuacién se presenta como caracterizar un sistema lineal periédico usando
una metodologia utilizada con sistemas lineales invariantes en el tiempo para realizar la
identificacion de parametros de la matriz de transicién de estado del convertidor boost ana-
lizado. Se desarrollé un algoritmo que procesa la informacién de simulaciones en el dominio
del tiempo obtenida de programas de andlisis transitorio y posteriormente procesar dicha
informacién para usarla en algoritmos lineales invariantes en el tiempo de identificacion del

sistema.

La Figura 5.8 muestra los elementos de la matriz de transicion de estado del caso
de estudio; la linea punteada roja fue obtenida numéricamente a través de la propiedad 5
de las matrices de transicion descrita en la Seccion 2.3.2, mientras que la linea continua
azul muestra la trayectoria obtenida mediante el mecanismo de identificacién del sistema

descrito en la Seccion 4.6.
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Figura 5.8: Identificacién de la matriz de transiciéon de estado del convertidor boost.
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Figura 5.9: Convertidor DC-DC reductor-elevador (buck-boost).

5.2.2. Convertidor Buck-Boost.

En la Fig. 5.9 se muestra el diagrama del circuito de un convertidor reductor-
elevador. Este tipo de circuito, al igual que en el convertidor boost, cuenta con dispositivos
conmutados que funcionan como interruptores, en este caso, el transistor S. La funcién de
conmutacién para este transistor puede ser la misma que se utilizé en el convertidor boost,

mostrada en la Figura 5.2 y descrita matematicamente en (5.1).

Las ecuaciones que describen la dindmica del convertidor buck-boost se pueden

escribir en forma compacta como sigue [Rim88|:

A =1, . (5.8)
<~ TCOR
()
B(t) = (5.9)
0

en donde la funcién de conmutacién s(t) aparece explicitamente como un coefi-
ciente en ambas matrices, por lo que la forma del sistema que describe al convertidor boost
coincide con (4.1). El coeficiente Ry, representa la resistencia interna del inductor del cir-

cuito. El vector de estados para este caso es el siguiente:
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Tabla 5.2: Parametros del convertidor buck-boost utilizado en el caso de estudio.

Parametro Valor
Voltaje de entrada (vjy,) 24V
Inductancia (L) 20 uH
Resistencia interna del inductor (Ry) 0.01 Q
Capacitancia (C) 80 uF
Resistencia interna del diodo (Rp) 0.01 ©Q
Caida de voltaje del diodo (Vp) 0.7V
Resistencia entre emisor y colector del transistor (Rgs) 0.04 Q
Resistencia de la carga (R) 5Q
Ciclo de trabajo (d) 0.4
Frecuencia de conmutacién (f;) 100 kH z

x(t) = i (1) (5.10)
ve(t)

en el cual se tienen como elementos la corriente del inductor iz,(¢) y el voltaje del
capacitor vo(t). En la Tabla 5.2 se muestran los parametros del convertidor utilizados en

este caso de estudio [Asadil9).

5.2.2.1. Analisis del Estado Estable.

De la misma manera que el caso anterior realizamos primero un anélisis del estado
estable, utilizando nuevamente lo descrito en la secciéon 2.4.1 podemos conocer la matriz
de monodromia del sistema. Con los datos proporcionados en la Tabla 5.2, se obtiene lo

siguiente:

0.978003 —0.293153
®(T) = (5.11)
0.073435  0.964322

Con la matriz de monodromia (5.11) es posible calcular los valores de estado estable

utilizando la ecuacién (4.22), obteniendo lo siguiente:
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Figura 5.10: Ciclo de trabajo vs. ganancia del voltaje del convertidor buck-boost.

1y 2.79289 A
= (5.12)

Ve 15.5837 V
Ahora, si variamos el ciclo de trabajo, podemos obtener una grafica del compor-
tamiento del estado estable del convertidor bajo diferentes condiciones de control, como se
muestra en la Figura 5.10, donde se presenta la ganancia en el voltaje de DC y se puede
observar como al variar el ciclo de trabajo entre 0 y 0.5, la ganancia de voltaje serd menor
a 1, lo que significa que el convertidor reducira el voltaje con respecto al voltaje de entrada;
mientras que al variar el ciclo de trabajo entre 0.5 y 1, la ganancia serd mayor a 1, es decir,
que el voltaje de salida serd mayor con respecto al voltaje de entrada; dando como resultado
un comportamiento tipico de los convertidores buck-boost [Rim88|. En el caso de un ciclo

de trabajo de d = 0.4, la ganancia en el voltaje equivale a aproximadamente 0.65, lo que

concuerda con lo obtenido en (5.12).

Al tratarse de un convertidor no ideal, la ganancia tendrd un limite debido a la

resistencia del interruptor Rg4s. El punto méximo de ganancia que se muestra en la Figura
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Figura 5.11: Respuesta en el dominio del tiempo del convertidor buck-boost.

5.10 se encontrara con valores altos del ciclo de trabajo d y es posible conocerlo a través de

los célculos presentados en [Rim88].

5.2.2.2. Respuesta en el Dominio del Tiempo.

Para el andlisis de la respuesta en el dominio del tiempo del convertidor buck-boost
realizamos una simulacién utilizando la solucién numérica proporcionada por el programa
Wolfram Mathematica, mientras que la solucién analitica la realizamos utilizando la ecua-

cién (4.21) obtenida a partir de la descomposicién de Floquet.

En la Figura 5.11 podemos observar la respuesta del sistema. En azul se muestra
la respuesta numérica, mientras que en rojo observamos la respuesta analitica. Para esta
ocasién, se utiliz6 un nimero mayor de armonicos para el calculo analitico, 9 en este caso,
de forma que las dos respuestas son préacticamente iguales; para este caso, el MAPE ob-

tenido utilizando (5.7) es de 1.6871 % para la corriente y de 0.1398 % para el voltaje, por
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lo que se demuestra que con més arménicos se obtiene una forma de onda maés precisa al
considerar los efectos de las corrientes armonicas que aparecen debido a la conmutacion de

los interruptores.

Al tratarse de un sistema asintoticamente estable, el transitorio que se presenta al
inicio de la respuesta mostrada en la Figura 5.11 desaparecerd y se estabilizara en el valor
de estado estable descrito por (4.21). También se observa el rizado de las senales debido a

las componentes arménicas introducidas por los elementos conmutados del circuito.

5.2.2.3. Analisis Modal.
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Figura 5.12: Lugar geométrico de las raices del convertidor buck-boost.

A continuacion se realiza un estudio de estabilidad del convertidor buck-boost a
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través del andlisis modal. A partir de una integracién numérica se obtiene la matriz de
monodromia y se calculan sus valores caracteristicos para posteriormente ubicarlos dentro

del circulo unitario de acuerdo al criterio de estabilidad descrito en la Seccién 4.4.

En la Figura 5.12 se muestra los cambios en el plano complejo de los valores carac-
teristicos de la matriz de monodromia ®(7") del convertidor buck-boost mientras el ciclo de
trabajo d del PWM cambia. Se puede observar que el sistema se mantiene estable para cada
valor de d al permanecer todos los valores caracteristicos, mostrados en un color diferente

para cada uno, dentro del circulo unitario.

5.2.2.4. Respuesta en el Dominio de la Frecuencia.

Para continuar con el analisis del convertidor buck-boost se realiza a continuacién
un estudio de respuesta a la frecuencia. Debido a los elementos conmutados que forman
parte del circuito del convertidor, se esperaria que a altas frecuencias existan resonancias

debidas a la influencia de los armdnicos que aparecen en el sistema.

La Figura 5.13 muestra la representaciéon grafica de la funcién de transferencia
arménica de la impedancia de entrada del convertidor ”ZZ—L” ante diferentes frecuencias. La
linea azul muestra la respuesta donde la influencia de los armoénicos es despreciada com-
pletamente debido al modelo promediado utilizado por el método de resolucién numeérico,
mientras que la linea roja muestra la respuesta considerando los armonicos debidos a la
conmutacién de los interruptores, utilizando el método descrito en la Seccion 4.5. La Figura
5.13 fue calculada utilizando 5 armonicos y se puede observar que a frecuencias mas altas
que la fundamental, al rededor de cada valor de frecuencia armonica, se presentan efectos

de resonancia pequenos debidos a la influencia de las corrientes armodnicas.

También se realizé un estudio de respuesta al impulso para obtener la funcién de
transferencia periédica. En la Figura 5.14 se muestran un elemento de la matriz H(jw,t)

donde se puede observar el comportamiento periédico en el tiempo de la admitancia del
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Figura 5.13: Respuesta a la frecuencia de la impedancia de entrada del convertidor buck-
boost.

convertidor buck-boost, mientras que al incrementar la frecuencia jw, la superficie se aplana
y la magnitud tiende a cero, demostrando que los efectos de resonancia seran distintos a
diferentes valores de tiempo, aunque sea la misma senal la que excita el sistema. El resto
de elementos de la matriz H(jw, t) presentan un comportamiento similar al mostrado en la

Figura 5.14.

5.2.2.5. Identificacion del Sistema.

A continuacién se presenta como caracterizar un sistema lineal periddico usan-
do una metodologia utilizada con sistemas lineales invariantes en el tiempo para realizar la

identificacién de pardmetros de la matriz de transicién de estado del convertidor buck-boost
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Figura 5.14: Funcién de transferencia de la respuesta al impulso del convertidor buck-boost.

analizado. Se desarrollé un algoritmo que procesa la informacién de simulaciones en el do-
minio del tiempo obtenida de programas de andlisis transitorio y posteriormente procesar
dicha informacién para usarla en algoritmos lineales invariantes en el tiempo de identifica-

cion del sistema.

La Figura 5.15 muestra los elementos de la matriz de transicién de estado del caso
de estudio; la linea punteada roja fue obtenida numéricamente a través de la propiedad 5
de las matrices de transicién descrita en la seccién 2.3.2, mientras que la linea continua
azul muestra la trayectoria obtenida mediante el mecanismo de identificacién del sistema

descrito en la seccién 4.6.
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Figura 5.15: Identificacion de la matriz de transicién de estado del convertidor buck-boost.
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Figura 5.16: Diagrama del convertidor AC-DC, a) diagrama unifilar y b) diagrama del
convertidor.

5.3. Convertidor AC-DC.

En esta seccién se realiza el andlisis de un convertidor trifdsico AC-DC con un
modelo en el que se consideran parametros de control fijos, es decir, de lazo abierto. Esto
nos permite caracterizar al convertidor como un sistema lineal variante en el tiempo de

forma periédica con un modelo matematico de la forma (4.1).

Este tipo de convertidores se ha vuelto cada vez méas comin en los sistemas eléctri-
cos de potencia actuales, debido a su importante participacion en la adecuacién de la energia

generada con fuentes variables al conectarlas al sistema.

En la Figura 5.16 se muestra los diagramas del sistema que se analizard en este caso
de estudio, en donde a) muestra el diagrama unifilar, mientras que b) muestra el circuito

del convertidor trifasico cuyas ecuaciones dindmicas de forma compacta son las siguientes:
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en donde Ry y Lg son la resistencia y la inductancia de la fuente de AC (conexién a la
red), respectivamente, y C es la capacitancia en el lado de DC del sistema. Los coeficientes
perioddicos v,, vp ¥ v. son la componente fundamental de la aproximacion de la serie de
Fourier de la funcién de conmutacién aplicada a la compuerta de los interruptores. Estos

componentes fundamentales de la serie de Fourier se pueden expresar como:

va(t) = mgsin (wot + 0)

2
up(t) = mgsin (wot +0— ;)

ve(t) = mgsin (wot +6+ 2;) (5.14)

donde m, y 6 son la modulacién de la amplitud y el angulo de disparo de la sefial de control,
respectivamente. En la Figura 5.17 se muestra la forma de onda de la senal de control. El
andlisis del modelo descrito anteriormente revela que cuenta con una naturaleza bilineal
peridédica, involucrando bi-productos entre las entradas mg, 6 y las variables de estado del
sistema. Afortunadamente, el modelo se simplifica asumiendo que el andlisis es realizado
con valores fijos de m, vy 6. Es por esta razén, y porque no hay necesidad de hacer la apro-
ximacion de las series de Taylor, que el modelo se vuelve un sistema lineal periédico y la

teoria de Floquet se puede utilizar sin ningiin problema.

Los parametros del convertidor se muestran en la Tabla 5.3 [Sun21b].
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Figura 5.17: Senal de control del convertidor AC-DC.

Tabla 5.3: Pardmetros del convertidor AC-DC utilizado en el caso de estudio.

Parametro Valor
Inductancia de la fuente (L) 1 mH
Resistencia de la fuente (Rj) 0.1 0
Capacitancia del lado de DC (C) 750 puF
Frecuencia del sistema (f) 60 Hz
Modulacién de la amplitud del PWM (m,) 0.6
Modulacién de la frecuencia del PWM (my) 15
Angulo del PWM (6) 0.25 rad

5.3.1. Analisis de Estado Estable.

El anélisis de estado estable es probablemente el estudio que més se realiza en los
sistemas de potencia, ya que el objetivo de los ingenieros es que los sistemas operen siempre
en este régimen y siempre estdn buscando eliminar cualquier alteracién a la calidad de la

energia que se presente.

Para empezar con el andlisis del inversor realizamos primero un analisis del estado
estable. Utilizando nuevamente lo descrito en la seccién 2.4.1, podemos conocer la matriz
de monodromia del sistema. Con los datos proporcionados en la Tabla 5.3, se obtiene lo

siguiente:
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Figura 5.18: Valores de estado estable del convertidor de potencia, a) corriente de la fase a,
b) corriente de la fase b, ¢) corriente de la fase ¢ y d) voltaje de DC.
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En la Figura 5.18 se muestra el comportamiento de estado estable de las variables

de estado para diferentes valores de control. La superficie ilustra la relacién no lineal que

existe entre la entrada y la salida.

5.3.2.

Respuesta en el Dominio del Tiempo.

Para realizar el analisis de la respuesta en el dominio del tiempo del inversor se

comparo la solucién analitica brindada por la ecuacién (4.21), con la solucién numérica que
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Figura 5.19: Respuesta en el dominio del tiempo del inversor.

proporciona, el software Wolfram Mathematica.

La solucién numérica utilizando los datos del sistema mostrados en la Tabla 5.3

se muestran en la Figura 5.19 en color azul, mientras que la solucién analitica se muestra

en color rojo. La solucién fue calculada representando la matriz P(¢) con 30 arménicos.

Es interesante notar que la solucién puede ser calculada para una banda de espectros da-

do o considerando solamente componentes seleccionados para mostrar la influencia de los

armonicos individuales por separado.

En este caso en particular, el circuito cuenta con mas interruptores en comparacién
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de los convertidores DC-DC analizados anteriormente, por lo que se presenta una mayor
distorsién en la forma de onda y es necesario utilizar una mayor cantidad de armoénicos en
la solucién para incrementar la precision de la respuesta. El error obtenido al evaluar (5.7)
con la respuesta del inversor utilizando 30 armonicos es de entre del 7% y 8% para las

corrientes y de 1.9266 % para el voltaje de DC.

En la Figura 5.19 se puede observar el comportamiento transitorio que se presenta
al energizar el sistema, que transcurrido algin tiempo se estabilizara en el valor de estado
estable en el operara el sistema. También se puede notar la presencia de componentes
arménicas que producen un rizado tanto en las senales de la corriente como en la senal del

voltaje de DC.

5.3.3. Analisis Modal.

Para conocer si el sistema dindmico que estamos estudiando es estable o no, se
realiza un anélisis modal a los valores caracteristicos de la matriz de monodromia bajo di-
ferentes condiciones de control. Para este caso en particular, el analisis se efectiia variando
la modulacién de amplitud m, de la senal PWM para conocer la trayectoria en el plano

complejo de los distintos valores caracteristicos del sistema.

La Figura 5.20 muestra en cuatro colores diferentes los cambios en el plano comple-
jo de los valores caracteristicos de la matriz de monodromia ®(t) del sistema. Al permanecer
todos los valores caracteristicos para cada valor de m, dentro del circulo unitario, se pue-

de concluir que el convertidor operara de manera estable bajo cualquier condicién de control.

5.3.4. Respuesta en el Dominio de la Frecuencia.

Para el estudio de la respuesta a la frecuencia del inversor se utilizaran las metodo-
logias presentadas en la seccion 4.5, donde a partir de la teoria de Floquet se desarrollan los

conceptos de funciones de transferencia armoénicas y funciones de transferencia periédicas.
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Figura 5.20: Lugar geométrico de las raices del inversor.

Ambos enfoques presentan resultados interesantes en el comportamiento del convertidor.

En la Figura 5.21 se muestran las funciones de transferencia de las impedancias
de salida con magnitud en ohms para las distintas fases a, b y ¢. La linea azul muestra la
respuesta donde la influencia de los armédnicos es despreciada, mientras que la linea roja
muestra la respuesta a la frecuencia influenciada por los armoénicos causados por la con-
mutacién de los dispositivos electréonicos. La Figura 5.21 fue calculada considerando tres
armonicos unicamente; de esta manera, el andlisis preciso muestra que los arménicos tienen

un efecto en frecuencias por encima de la fundamental.

Finalmente, se considera el uso de la respuesta al impulso. Es posible darse cuenta
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Figura 5.21: Respuesta a la frecuencia de las admitancias propias del inversor.
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Figura 5.22: Respuesta al impulso del inversor.

desde la Figura 5.22, en la que se muestra un elemento de H(jw,t), que la admitancia del
convertidor presenta un comportamiento periédico en el tiempo, mientras que al incremen-
tarse la frecuencia jw la superficie tiende a aplanarse y la magnitud tiende a cero, lo que
demuestra que aunque se inyecte la misma senal de excitacién, ocurriran distintos efectos
de resonancia dependiendo de en que momento del tiempo se encuentre. El resto de los

elementos de la matriz H(jw, t) presentan un comportamiento similar.

5.3.5. Identificacién del Sistema.

La Figura 5.23 muestra los elementos de la diagonal de la matriz de transicién de
estado para el inversor; la linea punteada roja se obtuvo a través de la soluciéon numérica
mostrada en 2.3.2 mientras que la linea continua azul muestra el mecanismo de identifica-
cion del sistema descrito en la Seccidén 4.6, en el que se utiliza la informacion procesada a
partir de simulaciones y, posteriormente, utilizar la técnica de minimos cuadrados. Dos mo-
delos del convertidor fueron simulados para obtener las ecuaciones homogéneas (4.35). En

una simulacién, un caso base que captura un estado estable periddico y otro que simula el
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sistema, pero con condiciones iniciales perturbadas, es suficiente para que las restricciones
de pequenia senal se conserven. Las diferencias de las variables de estado son procesadas

como ecuaciones lineales algebraicas como se muestra en la Seccion 4.6.

Es importante notar que la precisién con la que se estimé la matriz del sistema
se realizé sin un conocimiento previo de la matriz A(¢). En casos mas complejos, se pue-
de obtener una mejor identificaciéon procesando al mismo tiempo las mediciones de varios

experimentos. Esta estrategia fue utilizada en [Melgoza01].
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Figura 5.23: Elementos de la diagonal de la matriz de transiciéon de estado identificada.
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5.4. Conclusiones.

En este capitulo se presentaron tres diferentes casos de estudio para poner a prueba
la metodologia propuesta en este trabajo de tesis. Se aplicaron distintos estudios a conver-
tidores tanto del tipo DC-DC, como del tipo AC-DC, en el dominio del tiempo y en el
dominio de la frecuencia a través de simulaciones por computadora realizadas en el software

Wolfram Mathematica.

En el caso del dominio del tiempo, se realizé un estudio con la respuesta completa
de los sistemas y otro del estado estable utilizando la descomposicién de Floquet, en los
que se obtuvieron resultados con bajo porcentaje de error comparados con los métodos
numéricos que utilizan representaciones invariantes en el tiempo. Ademads, se determiné la
estabilidad del sistema realizando un anélisis modal a los valores caracteristicos de la matriz

de transicion de estados.

Por otro lado, en el dominio de la frecuencia, se obtuvieron dos tipos de funciones
de transferencia, la arménica y la periddica, en las que se pudo observar la influencia de los

armoénicos debidos a la conmutacion de los elementos del circuito.

Finalmente, se puso a prueba un algoritmo que permite la identificacién de la
matriz de transicién en los tres diferentes convertidores cuando no se conoce la matriz
de coeficientes del sistema, obteniendo los mismos resultados que se obtienen cuando se

determina a través de una integraciéon numeérica.






Capitulo 6

Conclusiones.

6.1. Conclusiones Generales.

En diversos campos de la ingenieria aparecen sistemas que pueden modelarse como
sistemas lineales y variantes en el tiempo en forma periédica, como es el caso de la electréni-
ca de potencia, en el que la presencia de dispositivos conmutados es muy comun. Esto ha
llevado a los ingenieros a desarrollar diversas técnicas para el andlisis y modelado de este
tipo de sistemas, que generalmente se basan en representaciones de sistemas invariantes
en el tiempo, de las cuales se encuentra una gran cantidad de articulos en la literatura;
mientras que para el caso de los sistemas variantes en el tiempo, no existe una cantidad

equiparable de resultados considerando que es un tema que ha estado presente durante anos.

En este trabajo de tesis se realizé la revisién de una de las herramientas maés
importantes de los sistemas periddicos, la teoria de Floquet, como una alternativa a las me-
todologias mas comunmente aplicadas a los convertidores de potencia, tanto en el dominio
del tiempo como en el dominio de la frecuencia. Los dos pilares centrales alrededor de los
que se desarrolla la metodologia planteada en este documento, son la Descomposicién de

Floquet y la Transformacion de Floquet-Lyapunov.

Para lograr obtener los resultados mostrados en esta tesis, primeramente se estudié

93
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el modelo de los convertidores de potencia. Al ser dispositivos que cuentan con elementos
que cambian de estado cada cierto tiempo, presentan un comportamiento variante en el
tiempo de forma peridédica. Es por esta razon que es posible utilizar las técnicas derivadas
de la teoria de Floquet presentadas a lo largo del documento para analizar y modelar estos

dispositivos.

Posteriormente, mediante el uso de la descomposicién de Floquet y la transfor-
macion de Floquet-Lyapunov, se obtuvieron expresiones que permiten realizar de manera
analitica diversos estudios como lo son: estudio de estado estable, respuesta en el dominio
del tiempo, respuesta en el dominio de la frecuencia y andlisis modal; ademéas de desarro-
llar un algoritmo que permite la identificacién de la matriz de transiciéon de estado sin un

conocimiento previo de los parametros del sistema.

Finalmente, se pusieron a prueba estas técnicas previamente mencionadas en tres
distintos casos de estudio, dos convertidores DC-DC y un convertidor AC-DC, en los cua-
les se demostrd que las soluciones analiticas presentadas son perfectamente aplicables para
estudios de estado estable, y para las respuestas tanto en el dominio del tiempo como en el
dominio de la frecuencia. También se presentaron los resultados de la respuesta al impulso
periddica, que comunmente es olvidada en la literatura, y que es de importancia para el
andlisis arménico de los sistemas. Ademas de la posibilidad de obtener una estimacién de
la matriz de transicién de estado de un sistema a partir de mediciones en el dominio del
tiempo que permiten, posteriormente, realizar un analisis modal, preciso y de bajo costo

computacional.

Los resultados obtenidos en esta tesis permiten argumentar que la metodologia
propuesta con base en la teoria de Floquet, es efectiva, eficiente y bajo ninguna circuns-
tancia menos adecuada que las técnicas mas utilizadas de analisis y modelado de sistemas
periédicos. Aunado a esto, su implementacién resulta sencilla, sin necesidad de un gran
poder de cémputo de los equipos actuales, pudiendo ser aplicada a sistemas con tamanos

considerables que anteriormente resultaban complicados de llevar a cabo. Esto debido a que,
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al ser un método analitico, no se presentan problemas de integracion o estabilidad numérica

y sin la necesidad de incrementar las dimensiones del sistema original.

6.2. Trabajos Futuros.

El desarrollo de este trabajo de tesis ha permitido vislumbrar una serie de proyectos

que pueden ser realizados en el futuro cercano. A continuacién se plantean algunos de ellos:

1. Implementar los métodos de soluciones analiticas presentadas a lo largo de este docu-

mento con algin sistema de control de lazo cerrado en los convertidores de potencia.
2. Probar la metodologia propuesta con sistemas de convertidores conectados a la red.

3. Experimentar con algtin convertidor fisico en el laboratorio para validar los resultados

mostrados.
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