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Resumen

Resumen: Si Kx es el haz canénico de una curva suave X, la primera aplicacion
de Wahl ®x esta definida de las secciones globales de Kx a las secciones globales de
K$? y depende solo de la geometria de X. Ciliberto, Miranda y Harris demostraron
que la primera aplicaciéon de Wahl de la curva general de género 8 es inyectiva. En esta
tesis estudiamos esta aplicaciéon de Wahl y mostramos un ejemplo de una curva suave
de género 8 donde la primera aplicacion de Wahl no es inyectiva.

Palabras clave: primera aplicacion de Wahl, Jonathan Wahl, aplicaciones Gaus-
sitanas, haz canonico, curva general.

Abstract: If Kx is the canonical bundle of a smooth curve X, the first Wahl map
® is defined from the global sections of Ky to the global sections of K§® and depends
only on the geometry of X. Ciliberto, Miranda and Harris showed that the first Wahl
map of the general curve of genus 8 is injective. In this thesis we study this Wahl map
and show an example of a smooth curve of genus 8 where the first Wahl map is not
injective.
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Introduccion

Una manera de estudiar el espacio moduli de curvas suaves de género g es por
medio de las aplicaciones de Wahl. En este trabajo nos enfocaremos en estudiar la
primera aplicacién de Wahl. Para una curva suave X de género g y su haz canénico
Kx, llamamos a la aplicacion

O, NPHUX, Kyx) — HY(X,KP)
oNT +— odr—T1do

la primera aplicacion de Wahl de X. El comportamiento de esta aplicaciéon depende
solo de la geometria de X. Ciliberto y Miranda en [6] estratifican el espacio moduli
M, por medio del rango de la primera aplicacion de Wahl. Por su parte, Wahl en [17]
establece una interpretacién del dual del Coker(®g) en la teoria de deformaciones del
cono sobre la curva candénica en P91,

Con el fin de estudiar el comportamiento de esta aplicaciéon de Wahl, hemos desa-
rrollado el trabajo de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 estudiamos conceptos fundamentales como lo es el encaje canénico
de una curva, haces lineales y su equivalencia con divisores. Estos conceptos seran de
utilidad para los demés capitulos.

En el Capitulo 2 abordamos el concepto de variedad determinantal o locus de de-
generacion, éste es de gran importancia para continuar el estudio de las aplicaciones
de Wahl, pues brinda una herramienta para describir de una manera mas completa el
locus de degeneracion en el espacio moduli donde la aplicaciéon de Wahl tiene cierto
rango. Por ejemplo, Wahl demuestra en [I8] demuestra que el locus de curvas hiper-
elipticas en M, coincide con el locus de curvas tales que el corango de ® g, es 3g — 2.

En el Capitulo 3 definimos de manera formal la primera aplicaciéon de Wahl y enun-
ciamos ciertas interpretaciones que nos ayudaran a entender mejor esta aplicacién entre
las secciones globales del haz canoénico y el haz canénico tensorizado tres veces. El Teo-
rema nos dice el corango de la primera aplicaciéon de Wahl de curvas cuyo modelo
plano es de grado m y admite un nodo y un punto r—fold ordinario como sus tnicas
singularidades. Este teorema nos permite enfocarnos para el caso de curvas género 8.
Ciliberto, Miranda y Harris en [5] demostraron que la primera aplicacién de Wahl de
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INTRODUCCION v

la curva general de género 8 es inyectiva, es decir, para un abierto de Zariski en Mg se
cumple que la primera aplicacién de Wahl de cualquier curva en ese abierto es inyectiva.

La parte central del Capitulo 4 es el ejemplo de una curva suave de género 8 donde
mostramos que la primera aplicaciéon de Wahl no es inyectiva mediante calculos expli-
citos, lo cual afirma que el locus de degeneracién donde la primera aplicacién de Wahl
no es inyectiva es un cerrado no vacio en Msg.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo estudiaremos el encaje canénico de una curva, éste nos permite,
via un divisor muy amplio (el cual es el divisor canénico), poder encajar de manera
holomorfa una curva algebraica en el espacio proyectivo mediante las secciones globales
del haz canoénico. Este encaje es importante pues tiene una geometria muy rica y el
estudio de la curva candnica tiene muchas aplicaciones en la teoria de curvas algebrai-
cas, algunas estas aplicaciones las veremos en el siguiente capitulo, donde se estudiara
el haz canénico y el haz normal de una curva algebraica. Para esto vamos a estudiar
la relacion entre divisores y haces de linea sobre curvas.

Las pruebas de los resultados que cito sin demostracion en este capitulo se pueden
ver en [15].

1.1. Encaje canénico

A lo largo de este capitulo consideramos tinicamente curvas algebraicas complejas
irreducibles, suaves y proyectivas.
Se denotara por D a un divisor sobre una curva algebraica X, y por div(f) al divisor de
una funcién meromorfa f en X. Si D = Y, n; - p; entonces D(p;) denotard el orden del
divisor D en el punto p;, D(p;) = n;. Por su parte, el espacio de funciones meromorfas
con polos acotados por D se escribird como L(D) = { f meromorfa en X|div(f) > —D}
y el sistema lineal de D como |D| = {FE divisor en X|E ~ D, E > 0}, donde la
equivalencia lineal ~ se define como: E ~ D si y solo si, su diferencia es el divisor de
alguna funcion meromorfa.

Sistema lineal de una funcién holomorfa

Sea ¢ : X — P" una funciéon holomorfa de una curva algebraica X al espacio
proyectivo de dimension n. A la funciéon ¢ le podemos asociar un sistema lineal de la
siguiente manera:

Consideremos ¢ = [fo : f1 : -+ : f,], donde cada f; es una funcién meromorfa en X.
Sea D = —min;{div(f;)} el inverso del minimo de los divisores de las funciones. De
ahi que —D < div(f;) para cada i; asi f; € L(D) para todo i.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 2

Si denotamos por V; al conjunto de todas las combinaciones lineales 3_; a; f; con a; € C,
tenemos que Vy C L(D) es un subespacio lineal de L(D). Por lo tanto, el conjunto de
divisores |¢| = {div(g) + D|g € V;} forma un sistema lineal en X, especificamente, un
subsistema del sistema lineal completo |D| (| D] es el conjunto de todos los divisores
positivos linealmente equivalentes a D).

El siguiente lema nos dice que el sistema lineal |¢| no depende de la eleccion de las
funciones meromorfas { f;} inducidas por la funcién ¢.

Lema 1.1. El sistema lineal |¢| estd bien definido.

Demostracion. Supongamos que ¢ esta definido por ciertas funciones meromorfas f; y g;

en X,estoes, 0= 1[fo:fi:-:falyo=1[g0: - gn]. Consideremos p € X tal que no
sea parte del conjunto de ceros y polos de las funciones f; y ¢; (los cuales son un conjunto
finito porque X es compacta). Se tiene que [fo(p) : -+ : fu(P)] = [9o(P) : -+ : gu(D)] ¥

ninguna de las coordenadas son cero.

Por lo tanto, existe A(p) que depende de p tal que g;(p) = fi(p)\(p) para todo i. Asi,
A es una funcién meromorfa en X y solo es holomorfa en esos puntos p, debido a
que es igual a 4. Puesto que, div(g;) = div(A) + div(f;), si denotamos por Dy D" al
negativo del minimo de los divisores de los f; y de los g;, respectivamente; entonces
D" = D —div(\) y |D'| = |D|. Para ambos conjuntos de funciones {f;} y {g;}, se tiene
\pf|={div(>; aifi) + D}y |¢y|={div(>; aig;) + D'}. Un elemento en |¢,| es un divisor
de la forma div(}"; a;g;) + D’, entonces

div(z a;g;) + D' = div(z a\fi)+ D' = div(z a;fi) + D,

éste también es un elemento de |¢f|. Asi, |pf| = |dyl. [ |

Definicién 1.2. Sea X una curva algebraica. Dada una funcién holomorfa ¢ : X — P
con imagen no degenerada, el sistema lineal |¢| es llamado el sistema lineal de la funcion

o.

Un sistema lineal de dimensién proyectiva n cuyos divisores tienen grado d se denota

por (tg’CrlL 77'

Definicién 1.3. Sea Q un sistema lineal (esto es, () es un ¢} para ciertas r y d) en una
curva algebraica X. Un punto p es un punto base del sistema lineal () si todo divisor
E € @ contiene a p (es decir, para todo E € @ satisface £ > p). Un sistema lineal @
es llamado libre de puntos base si no tiene puntos base.

Notemos que si ¢ : X — P" es una funcién holomorfa con imagen no degenerada,
entonces el sistema lineal asociado |¢| es libre de puntos base.

Lema 1.4. Si ¢ : X — P" es una funcion holomorfa con imagen no degenerada
entonces para todo p € X eziste un divisor E € |¢| el cual no tiene a p en su soporte.
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Demostracion. Consideremos p € X fijoy ¢ = [fo : --- : fu] para ciertas funciones
meromorfas f;, definimos D = — min;{div(f;)}. Supongamos que el orden minimo de
las f; en p es k y corresponde a f;, esto es, ord,(f;) = k. Entonces D(p) = —k, y
E = div(f;) + D es un elemento del sistema lineal |¢|. Asi E(p) = ord,(f;) + D(p) =
k — k = 0, es decir, p no pertenece al soporte de E. |

Si consideramos el divisor D = >, n; - p; entonces el divisor D —pes Y, n;, - p;i—py
el espacio de funciones meromorfas L(D — p), por definicién, es el espacio de funciones
meromorfas L(D) con una restriccion mas, la cual es que aumente en 1 el orden de
la funcién en p. La siguiente proposicién establece una equivalencia entre el hecho de
que p es un punto base del sistema |D| y que coincidan las dimensiones de los espacios
L(D)y L(D —p).

Proposicion 1.5. Sea D un divisor en una curva algebraica X. Entonces, un punto
p € X es un punto base del sistema lineal completo |D| si y solo si dimL(D — p) =
dimL(D). Ademdas, |D| es libre de puntos base si y solo si para todo punto p € X,
dimL(D — p) = dimL(D) — 1.

El divisor hiperplano de una funcién holomorfa a P"

Supongamos que H C P" es un hiperplano definido por los ceros de un polinomio
homogéneo de grado uno. Consideremos ¢ : X — P" tal que la imagen no estd comple-
tamente contenida en H. Fijemos un punto p € X, y supongamos que L es la ecuacion
lineal homogénea de H. Escojamos otra ecuaciéon lineal homogénea M que no se anule
en ¢(p) y consideremos la funcién h = (£ ) o ¢ definida en una vecindad de p. Esta fun-
cién es holomorfa cerca de p. Definimos ¢*(H)(p) como el orden ord,(h) de h en p, como
h es holomorfa, este entero no es negativo; mas atn, es positivo si y solo si ¢(p) € H.
Esto define un divisor ¢*(H) en X, y es llamado un divisor hiperplano para la funcion ¢.

El siguiente lema establece que el conjunto de los divisores hiperplanos forma exac-
tamente el sistema lineal |¢]|.

Lema 1.6. Supongamos que las coordenadas homogéneas de P son [xg : -+ : x,], y
H estd definido por la ecuacion L =Y ; a;x;. Sea ¢ la funcion holomorfa definida por
o= 1fo: - fal y D=—min; div(f;). Si ¢(X) no estd contenida en el hiperplano H,
entonces

¢"(H) = div(}_a;f;) + D.

7

La propiedad de que un sistema lineal sea libre de puntos base esta caracterizada
por una funciéon holomorfa.

Proposiciéon 1.7. Sea Q) C |D| un sistema lineal libre de puntos base de dimension
(proyectiva) n en una curva algebraica compacta X . Entonces existe una funcion holo-
morfa ¢ : X — P™ tal que Q = |p|. Mds ain, ¢ es unico salvo cambios de coordenadas
lineales.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 4

Dado cualquier divisor D con |D| libre de puntos base, denotamos por ¢p la funcién
holomorfa asociada al sistema lineal completo |D|.

Proposicion 1.8. Sea X una curva algebraica compacta, y D un divisor en X cuyo
sistema lineal completo |D| no tiene puntos base. Entonces, ¢pp es una funcién holo-
morfa inyectiva y un isomorfismo sobre su imagen, si y solo si para cualesquiera dos
puntos p y q de X se satisface que dimL(D — p — q) = dimL(D) — 2.

Cuando la funcién ¢p es un isomorfismo sobre su imagen, decimos que es un encaje.
Un divisor D tal que |D| no tiene puntos base y ¢p es un encaje, es llamado un divisor
muy amplio.

El encaje canénico para curvas no hiperelipticas y el morfismo
candnico para curvas hiperelipticas

Consideremos ahora el sistema lineal candnico |K| en una curva algebraica X, esto
es, | K| consiste de los divisores de 1-formas holomorfas en X. Si X tiene género 0,
entonces este sistema es vacio. Veremos que para género mayor a cero este sistema no
tiene puntos base.

Lema 1.9. El sistema lineal candnico |K| en un curva algebraica X de género g > 1
es libre de puntos base.

Demostracion. Recordemos que las secciones globales del haz canénico son las 1—formas
diferenciales holomorfas. Por el teorema de Riemann-Roch, este espacio de secciones
globales tiene dimension igual a g. Supongamos que |K| tiene un punto base p € X,
entonces por la proposicion [1.5[se tiene que dimL(K —p) = dimL(K) = g, y aplicando
el teorema de Riemann-Roch dimL(p) —dimL(K —p) = deg(p) —g+1. Asi dimL(p) = 2,
esto nos dice que existe una funcién meromorfa no constante en X que tiene un tinico
polo simple en p. Por lo que X es biholomorfa a P!, lo cual es una contradiccion. W

Dado que |K| es libre de puntos base, entonces esta definida la funcién holomorfa

asociada
¢: X =PIt (1.10)

es llamada la aplicacion canonica, y cuando resulta ser un encaje se le conoce como el
encaje canonico. Por la proposicién ¢ No es un encaje si y solo si existen puntos p
y ¢ en X tales que dimL(K —p — q) # dimL(K) — 2, esto ocurre si dimL(K —p—q) =
dimL(K)—-1=g—1.

Usando el teorema de Riemann-Roch tenemos

dimL(K —p—¢q) =deg(K —p—q)+1—g+dimL(p+q) = g — 3+ dimL(p + q).

Por lo que ¢k no es un encaje si y solo si existen dos puntos p y ¢ tales que L(p+¢q) = 2.
Una funciéon meromorfa no constante f € L(p + ¢) define una funcién de grado 2 en
P!, es decir X es hipereliptica.
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Proposiciéon 1.11. Sea X una curva algebraica de género g > 3. Entonces la aplica-
cion canonica es un encaje si y solo si X no es hipereliptica. En este caso la aplicacion
canénica encaja a X en P91 como una curva suave de grado 2g — 2.

Para una curva hipereliptica X de género g > 2, la aplicacién candnica esta definida
pero no es un encaje, sin embargo, es posible ver la forma de la aplicacién ¢g. Para
esto supongamos que X esta definido por y? = h(x), donde h(z) es un polinomio de
grado 29 + 1 6 2g + 2 con distintas raices. Entonces, el espacio Q'(X) de 1-formas
holomorfas en X es

Q!(X) = {g(w)d;r deg(q) < g —1}.

Si tomamos el divisor canénico K = div(df), entonces una base para el espacio L(D)
es {1,x,2% ---  297'}. Entonces la aplicacion canénica estd definida por

b =[1:x:2%: - 297,

Si consideramos 7 : X — P! la aplicacién cubriente doble, enviando (x,y) a x; entonces
la aplicacién canonica ¢x es la composicion de 7 con la aplicacion de Veronese v, :
P! — P91,

1.2. Haces lineales

Un haz lineal sobre una curva algebraica X es en esencia asignar una linea compleja
(espacio vectorial de dimensién compleja uno) en cada punto p de X. Un ejemplo de
esto es el siguiente: dado que un punto p € P" define un subespacio L, de dimensién
uno en C"™! es posible asignar L, (considerado como espacio vectorial) a si mismo
(considerado como el punto p en P"), esto es un haz lineal en P" conocido como el haz
tautologico.

Definicién 1.12. Un haz lineal sobre una curva algebraica X, es una variedad alge-
braica L junto con un morfismo 7 : L — X tal que existe {U;};c; una cubierta de
abiertos de X tales que:

1. Para cada ¢ € I, existe un isomorfismo ; : #=1(U;) — U x C que satisface
7o, ' = pry, donde pry es la proyeccién a la primera coordenada. La funcién 1;
es llamada trivializacién de L sobre U;.

2. Para cada i, € I, el morfismo
Pij = wj Ow;1|UmUj : (Uz N UJ> xC— (Ul N Uj) x C

tiene la forma
(p7 'U) = (pv T‘(p) : U)

para alguna funcién regular no cero en ninguna parte r € O(U; NU;). La funcién
r es llamada funcién de transicion.
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Un ejemplo de un haz lineal en una curva algebraica X es el haz lineal trivial,
definido como L = X x C con el morfismo m = pr.

Ejemplo 1.13. (El haz lineal tautolégico para un funcién ¢ : X — P")
Dado que P™ tiene un haz lineal natural sobre si mismo, el haz tautolégico, entonces
para cualquier funcion ® : X — P” se tendra un haz lineal inducido de manera si-

guiente: la funcion ¢ esta definida por ciertas funciones racionales fy, f1, -+, fn en X,
O(p) = [folp) : -+ : fu(p)]. Consideremos
L:={(p.v) € X xC""|v e 2(p)} = J ({p} x ©(p)).
peEX

Notemos que la primera proyeccién da una funcién 7 : L — X, y la fibra L, = 77 *(p)
es isomorfa a la linea compleja asociada a ®(p), la cual es {p} x ®(p).
Si U; C X es el abierto donde la i—ésima coordenada de ® es distinta de cero, es decir,

U=® Y20 12zii1: 1z 2]z € CY,

entonces para cualquier p € U; es posible expresar a ®(p) de manera tnica como
[20 0 -+ 2zi1 o1 zipq 0 -+ 1 2], estas funciones coordenadas z, = % son funciones
regulares en U;. Para cualquier (p,v) € 7~ (U;), consideremos ¢; : 71 (U;) — U; x C

¢i<p7v) = (p7 Ui)a

donde v; es la i—ésima coordenada del vector v. Con inversa que asigna a (p, s) el par

(p,v), con v = (Sz0, "+ ,SZi—1, 5, SZi41, " * ,2n)-
Para analizar la compat1b1l1dad entre ngz y ¢j,seap e UiNU;y ©(p) =lz0: -1 21
1: 2410+ 2], entonces para (p, s) € (U; NU;) x C se tiene

¢j o ¢z_1(p7 S) = ¢](p7 (SZOa cr 82421, 8,8%41, " 7Zn)) = (p7 Sf]/fz)a

notemos que fﬁ es una funcién regular en U; N U;, por lo que se cumple el inciso 2) de
la definicién de un haz lineal.

Definicién 1.14. Sea X una curva algebraica y supongamos que m : L; — Xy
@2 : Lo — X son dos haces lineales. Una funciéon « : Ly — Lo es un homomorfismo de
haces lineales si

1. myoa =my.

2. Para cualquier par de trivializaciones ¢; : 71 (Uy) — Uy x C y ¢y : 75 - (Us) —
Uy x C para L; y Ly respectivamente, la composicion

(bgoa(bfl:(UlﬂUg)X(C—>(U1ﬂU2)><C,

tiene la forma
(p,s) = (p, f(p)s),

para alguna funcién regular f en U; N Us,.
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El siguiente resultado nos dice que es posible definir un haz lineal via funciones de
transicion.

Proposicién 1.15. Sea X una curva algebraica, {U;} una cubierta abierta de X, y
para cada par de indices i, j, supongamos que t;; es una funcion regular no nula en la
intersecion U; N Uj;, tal que la coleccion {t;;} satisface las condiciones de cociclo.
Entonces, existe un haz lineal L, unico salvo isomorfismo, con trivializaciones en cada
Ui y funciones de transicion t;;.

Ejemplo 1.16. Sea X una curva algebraica, y supongamos que A = {¢; : U; — V;}
es un atlas en X. Para todo 7 y j, las cartas ¢; y ¢; son compatibles y entonces la
composicién Tj; = ¢; o gbj_l es un funcién biholomorfa de ¢;(U; N U;) a ¢;(U; N U;).
Definiendo ¢;; = T}; o ¢s|y,ny; y tomando en cuenta que la derivada Tj; es no cero,
entonces t;; es una funcién holomorfa en U; N Uj;, y la coleccion {t;;} satisfacen las
condiciones de cociclo. El haz lineal que estas funciones de transicién definen es llamado

el haz tangente Tx.

Ejemplo 1.17. Con la notaciéon del ejemplo anterior, como Tj; o T}; es la identidad,
entonces Tj; = 1/T};. Si definimos ¢;; = T7,; o ¢|v,ny;, entonces el haz lineal que estas
funciones de transicién definen se llama el haz candnico K.

Correspondencia entre haces lineales y divisores

La relacién entre haces lineales y divisores esta ligada a la nocién de una seccién y
su divisor asociado.

Definicién 1.18. Sea 7 : L — X un haz lineal sobre una curva algebraica X. Una
seccion meromorfa de L sobre U C X es una funcion s : U — L tal que

1. para cualquier p € U, s(p) esta en la fibra de L sobre p, es decir, o s = idy;

2. para cualquier trivializacién sobre V C X, ¢ : 77 1(V) — V x C, la composicién
proogoslyny : UNV = C
es una funciéon meromorfa en U NV

Definicién 1.19. Sea X una curva algebraica, y 7 : L — X un haz lineal en X. Para
una seccion meromorfa s de L, el orden de s en un punto p € X, ord,(s), es el orden de
la funcién racional f = pryogos donde ¢ : 7 1(U) — U x C es cualquier trivializacién
sobre U tal que p € U.

Esta definicion es independiente de la eleccion de la trivializacion. En efecto, si con-
sideramos otra trivializacion sobre V tal que p € V, entonces ¢ : 7= 3(V) — V x C con
funcion de transicion t entre ambas, no cero en ninguna parte; asi la funciéon racional
ff=proo¢d’ osestfyporlo tanto tienen el mismo orden.
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Se define el divisor de una seccion meromorfa s como

div(s Z ord,(

peX

La siguiente proposicion nos dice que los divisores de todas las secciones de un haz
lineal son linealmente equivalentes.

Proposiciéon 1.20. Sea L un haz lineal sobre una curva algebraica X. Supongamos
que s1 Y Sy son dos secciones meromorfas de L. Entonces, div(sy) ~ div(ss).

Reciprocamente, es posible obtener un haz lineal apartir de un divisor.

Proposiciéon 1.21. Sea X una curva algebraica y D un divisor sobre X. Entonces D
determina un unico haz lineal Lp sobre X.

Demostracion. Denotemos el divisor D por D = Y ;. n;-p;. Para cada p; consideremos
un abierto U; que lo contiene tal que no contiene a los demés, p; ¢ U; para j # i, y
definimos U, = X —{p; }icsr. Estos abiertos forman un cubierta abierta {U;, U, }icr de X
y para cada U; existe una carta coordenada z; centrada en p;. Sea f; = z"" una funcién
meromorfa en cada U; y f, =1 en U,. Entonces las funciones g;; := % son holomorfas
y nunca cero en U; N U; y las funciones g, = fT Y Gui = % también son holomorfas y
no nulas en U; N U,. Notemos que éstas cumplen las condiciones de cociclos pues:

1. gy =1en U; paratodoi € [ y g.x = 1 en U,
2. 95igij = f;fﬂ =1lenU;NUj,

3. gzygjkgkz == ]T}Z ;k =1en UZ N Uj N Uk

Por la proposicién (1.15)), las funciones de transiciéon {g;;} definen un haz lineal Lp,
este haz es llamado el haz lineal asociado al divisor D. [ |



Capitulo 2

Variedades determinantales

En este capitulo estudiaremos el concepto de variedad determinantal o locus de
degeneracion, este concepto es de gran importancia, debido a que proporciona herra-
mientas para describir de una manera mas completa el locus de degeneracion en el
espacio moduli donde la aplicaciéon de Wahl tiene cierto rango y con ello estudiar su in-
yectividad o sobreyectividad. Las definiciones y propiedades enunciadas en esa seccion
se pueden encontrar en [1].

2.1. Variedades determinantales genéricas

Sea M = M(m,n) la variedad de matrices de m x n sobre C. Para 0 < k <
min{m,n} se define

My, = Mg(m,n) ={A € M : rank(A) < k}.

La estructura de variedad de M} viene dada por los ceros de los menores de tamano
(k+ 1) x (k+1). Estos menores son polinomios homogéneos, los cuales dotan de una
estructura de variedad afin en un espacio de dimensiéon m - n y de una estructura de
variedad proyectiva en un espacio proyectivo de dimensiéon m -n — 1.

La variedad M} es llamada una variedad determinantal génerica.

Por otro lado, si consideramos
My, = My(m,n) = {(A,W) € M x G(n —k,n): A-W =0},

la proyeccion a la grassmaniana G(n — k,n), dota a M, con una estructura un haz vec-
torial sobre G(n — k,n) de rango mk. Entonces M, es suave, conexa, y es de dimension
kE(m +n — k) [, pdg. 67]. Ahora considerando la proyeccién

7: M xGn—kn)— M,

tenemos que W(Mk) = My, asi M}, es una subvariedad algebraica irreducible de M.
Si A € M\ Mj,_1, existe un tinico punto en 7' (A), el cual es (A, ker(A)).
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Recordando que un vector tangente a G(n — k,n) en W es un morfismo

Spec(Cle]) — G(n — k,n)

basado en W, asi escogiendo una base {wy, ws, -+ ,w,_} para W, podemos levantar
esto a un morfismo (w; + €vy, -+ , wy,_g + €v,_x) sobre la variedad de (n — k)— hojas
en C". Las v;’s se encuentran determinadas médulo W y el homomorfismo

oW —=C"/W

correspondiente al vector tangente definido por ¢(w;) = v; méd W, donde v; méd W
es la clase de v; en C"/W.

Un vector tangente a M, en (A, W) es un par (B, ¢) donde B es una matriz de
tamano m x n tal que (A +eB)(w; +ev;) =0 paratodoi=1,--- ,n—k.SiA-W =0
y Av; + Bw; = 0 para todo ¢ = 1,---n — k, esto es (A¢p + B) - W = 0, entonces
Gu(Tawy(My)) ={B € M :B-W C A-C"}, este espacio tiene dimensién igual a
(n—k)(m—rank(A)) [Il pag. 69]. En particular, si A € M\ My_; entonces el diferencial
de ¢ en (A, ker(A)) es inyectivo, por lo que A es un punto suave de M, y el espacio
tangente a M en A es

Tha(M)={BeM:B-ker(A) C A-C"}.
El cono tangente a My en A es
Ta(My) ={B € M : paraalgin W € G(n — k,Ker A),B-W C A-C"}

Si A € My\Mj_1, se tiene que Ta(My) genera a M como espacio vectorial, pues dado
cualquier vector no nulo v € C" y cualquier vector w € C™, existe un B € T4(M;) tal
que Bv = w. Esto se sigue del hecho de que existe un W € G(n — k,Ker A) tal que
v ¢ W; y para tal W se satisfacen las condiciones: B-W C A-C", B-v = w. Por lo
que se tiene la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1. El locus singular de My, es exactamente My_.

Algunos ejemplos de variedades determinantales son las que estan definidas por el
encaje de Segre y la aplicacién de Veronese, los cuales se pueden ver en [12].

Ejemplo 2.2. Consideremos M; el espacio proyectivo P! asociado al espacio vec-
torial de matrices m x n y k = 1. Una matriz (Z; ;) de tamano m x n es de rango 1
si y solo si podemos expresar como un producto Z = U'V donde U = (uq, ..., up) ¥y
V= (v1,...,0p).

Por lo que M; C M = P™ ! es la variedad de Segre, es decir, la imagen del encaje de
Segre

o Pl prt 5 prncd
([CLO Ll am_l], [b() Ll bn—l]) — [aobo L Cl()bn_l L am_lb() L am_lbn_l]

Sin=m =2, entonces X1 :=0c(P' xP') C Py

22

Vi1 ={[z0:21:2: 23] €P?:det (ZO ?) =0},
3

es una variedad determinantal genérica.
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Cono tangente a una variedad determinantal genérica

El cono tangente es una generalizaciéon de la nociéon del espacio tangente a una
variedad para el caso de variedades con singularidades. En esta seccién se expresa el
cono tangente a una variedad determinantal genérica como el producto de un espacio
lineal y otra variedad determinantal genérica de menor dimensién. Sea A € M, tal que
A € My, — Mj,_4, es decir que A tiene rango h. Mediante un cambio de base, es posible
elegir bases para C™ y C" tal que A es representada por la matriz

1 0 0 --- e 0
o 1 0 --- e 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 --- e 0

Sea U una vecindad de A en M dada por X;; # 0, considerando z;; = X, /X1
entonces un elemento general de U es

1 1,2 21,3 T o Tan
To1 L4 xap 223 - T Top
Th e L+ Znn  Thper -0 Thn

Thi11 s Thi41,n Th+l,h+1 " Thtln
xm,l .. DR xm,n

donde A corresponde al origen de este sistema de coordenadas. El cono tangente de M,
en A es el espacio de matrices ¢ cuyo bloque inferior derecho de tamano (m—~h)x (n—h)
tiene rango a lo mas k — h. Sean {e;}7; y {f;}j2, bases de C" y C™ tales que Ker(A)
es generado por {epi1,...,e,} v la imagen de A es generada por {fi,..., frn}, asi el
bloque inferior derecho de tamano (m — h) x (n — h) de ¢ representa la composiciéon
¢ KerA— C" — C™— C™/Im(A) y el cono tangente es

Ta(My) = {p € Hom(C",C™)|rank(¢' : KerA — Coker(A)) < k — h}.

Sea Hj el subespacio complementario a H; := KerA en C" y sea K, el subespacio
complementario a K; := A - C" en C™. Una matriz B de m x n tal que W € G(n —
k,kerA)y B-W C A-C", es equivalente a tener tres aplicaciones lineales arbitarias
oy Hy — Ky, as : Hy — Ky, a3 : Hy — K; y una aplicacién lineal oy : H; — K5 de
rango a lo sumo k — h, con h = rank(A). Por lo que el soporte de Ta(M) puede ser
identificado con el producto

V x Mk,h(m — h,n — h)

donde V' es un espacio lineal de dimension h(m +n — h)[I, pag. 70].
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2.2. Variedades determinantales

Sea ¢ : E — F un homomorfismo de haces vectoriales holomorfos de rango n y
m respectivamente sobre una variedad X. Al elegir una trivializacién local de E' y F
sobre un abierto U, el homomorfismo ¢ es representado por una matriz A de funciones
holomorfas de tamafio m x n.

f:U— M= M(m,n)

Denotemos por U, a la preimagen de Mj. El ideal de Uy, es generado por los menores
(k+1) x (k+1) de Ay Uy es independiente de la eleccién de la trivializacién, por lo
tanto existe un subespacio analitico bien definido

tal que X (¢)NU = Uy, para cualquier U C X. Esta variedad Xy (¢) se llama la k-ésima
variedad determinantal o k-ésimo locus de degeneracion asociado a ¢.

Xi(¢) = {p € X[rank(¢(p)) < k} = Di(8).[]

Si Xi(¢) es no vacio se tiene codimensién a lo mas (m — k)(n — k). Se dice que X
tiene dimensidn esperada si su dimensién es igual a dimX — (m — k)(n — k).

Ejemplo 2.3. Para cualquier homomorfismo de haces vectoriales ¢ : £ — F' de rango
n y m sobre una variedad X tal que n < my k =n — 1, se tiene que la (n — 1)-ésima
variedad determinantal asociada a ¢ es X,,_1(¢) = {p € X|o(p) es no inyectiva}.

La variedad determinantal genérica M), es la k-ésima variedad determinantal aso-
ciada al morfismo ¢ entre los espacios de funciones regulares sobre la variedad de
matrices,

¢ : 0y — O,
donde ¢4(v) = A - v.
Xi(¢) = {A € M|rank(¢a) = rank(A) < k} = My

Asi como se defini6 la desingularizacién My de My es posible definir el analogo
X,(¢) de X, (¢). Consideremos el haz de Grassmann de (n — k)—planos en las fibras
de E, 7 : G(n — k,E) — X con fibra 77 !(p) = G(n — k, E,) la grassmanniana de
subespacios vectoriales de dimensiéon n — k en E,. Sea S el subhaz universal sobre
G(n—k,E) y sea @ el haz cociente en G(n — k, E) definidos de manera siguiente: si p
es un punto de X y W es un (n —k)—plano en E,, es decir un punto en la fibra 7! (p),
entonces la fibra de S sobre W es W y la fibra de @) es E,/W. Se tiene una sucesion
exacta

0—-S—>n"EF—Q—0.

Componiendo 7*(¢) : 7*F — 7*F con la inclusién de S en 7*F se obtiene
¢:S5 —'F

La notacién Dy, (¢) es en referencia al k-ésimo locus de degeneracién
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Por lo que X k(@) seré la subvariedad de G(n — k, E) definida por el anulamiento de &,
es decir, X;(¢) es el conjunto de elementos (p, W) donde p es un punto de Xy(¢) y W
es un (n — k)—plano contenido en el kernel de ¢,.

Definicién 2.4. Una variedad algebraica es Cohen-Macaulay si el anillo de coordena-
das es Cohen-Macaulay, esto es si es Noetheriano y todas sus localizaciones en ideales
primos son Cohen-Macaulayf]

Si una variedad determinantal tiene dimension esperada entonces es una variedad
Cohen-Macaulay [Il, pag. 84].

Proposiciéon 2.5. Si Xy (¢) tiene codimension (m — k)(n — k), entonces es Cohen-
Macaulay.

2Un anillo local Noetheriano R es Cohen-Macaulay si la profundidad de R es igual a su dimensién,
depth(R)=dim(R).



Capitulo 3

La primera aplicacion de Wahl

Existen varias maneras de llegar a la primera aplicacion de Wahl, una de ellas
es considerar las aplicaciones Gaussianas como lo hace Wahl en [16] y otra a partir
de definir la diferencial de una seccién global como lo hace Miranda en [14]. En este
capitulo estudiaremos ambas construcciones y ciertas interpretaciones de la primera
aplicacién de Wahl, ademads de los resultados demostrados por E. Kang en [13] que nos
dicen el corango de la primera aplicacion de Wahl en curvas suaves con modelo plano
que admiten cierto tipo de singularidades.

3.1. Aplicaciones Gaussianas

La siguiente construccion se puede hacer sobre una variedad proyectiva de dimension
n, nosotros nos restringiremos al caso de curvas.
Sean L, M dos haces lineales en una curva suave X y sea

prar: HOX, L) ® H(X, M) — H(X,L® M), (3.1)

la aplicacién multiplicacién de secciones globales. Si denotamos R(L, M) = Ker(pzar)
entonces la aplicacion Gaussiana

Opy:R(L,M) — HY (X, Kx ® L® M), (3.2)

se define de la siguiente manera: sean a = > l; ® m; € R(L, M) y U C X un abierto
tal que se tiene una trivializacion local para L y M, y sea S el generador de las secciones
de L restringidas en U y sea T' el generador de las secciones de M restringidas en U.
Es posible expresar [; = f;S v m; = ¢;T localmente en U, donde f;, g; son funciones
holomorfas en U. Por hipétesis Y f;g; = 0 y definimos localmente

Opv(a) = (fidgi — g:df;)S®T € HY (U, Kx ® L ® M) (3.3)

Para mostrar que esto es independiente de la eleccion de la trivializacion local conside-
remos otros generadores S'y T', entonces S =u~'S y T = v™'T con u y v unidades en
el anillo de funciones holomorfas en U. Por lo que [; = f;.S y m; = f;T, donde f; = uf;

14
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Yy g; = vg;, entonces

S (fidgi — gidf;)S@T = > wo(fidg; — gidfi)u v 'S@T
+> (ufigidv — vg; fidu)S @ T

Como Y figi = 0, la expresién anterior es igual a @ 5/(c). Se sigue que @y, p(a) es
independiente de la eleccién de la trivializacion, por lo tanto da un elemento bien
definido de H*(X,Kx @ L @ M).

Todavia falta verificar que @y, 5s es una aplicacién C-lineal, sin embargo las propiedades
de aditividad y multiplicacién por escalar se siguen de la linealidad de la derivada y
el producto tensorial, lo que debemos mostrar es que si a« = Y [; ® m; = 0 entonces
(I)L7M<Oé) = 0.

Para esto, consideremos una base {n;} de H(X, M) tal que m; = 3=, Bijn; y >, Bijli =
0 para toda j (;; € C). Si tomamos n; = ¢;1" se tiene que b; = > Bijci vy 2 Bijai = 0,
entonces

Z azdbl — bzdaz = Z aiﬁiijj -+ Z Bijcjdai
2 2%
= Z Bijdeai.
2%
Fijando j, >; fija; = 0 implica que Y; f;;da; = 0. Por lo tanto @, y/(a) = 0.
Una propiedad importante de esta aplicacion Gaussiana es la naturalidad para una

funcién f : Y — X entre dos curvas, f*L y f*M. Esto es, existe un diagrama natural
conmutativo

R(L, M) HY(X,Kx ® L® M)

| |

R(f*L, f*M) —= H(Y, Ky ® f*L ® f*M).

Si N es un haz lineal invertible entonces, existe un diagrama natural conmutativo

R(L, M) ® H'(N) — H°(X, Q% ® L ® M) ® H(X, N)

l |

R(L,M & N) H(X, Q% ® Lo M @ N).

Si L = M, entonces R(L, L) = Ker(S?H®(X,L) — H°(X, L®?)) ® A’H°(X, L), identi-
ficando a A?H°(X, L) como un subespacio de R(L, L) via [y Al — ([, @ I, — I, @ y).
Dado que @y, 1, se anula en el producto tensorial simétrico, entonces ®r, ; queda esen-
cialmente definido por la siguiente aplicacion Gaussianaﬂ

Oy A2 HYX, L) — HY (X, Kx ® L®?)

o1 N\Noy — UldUQ — O'QdUl.

(3.4)

'El nombre Gaussiano se deriva del caso donde X es una curva y L es muy amplio; en este caso
®;, es el pull-back de las secciones hiperplano del clasico mapeo de Gauss, después de componer con
el encaje de Pliicker
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Esto es, en una trivializacién local en un abierto U con generador S, se tiene que
= fSyoy=gS.
Mediante la identificaciéon o; A oy %(01 ® 09 — 03 ® 01), se obtiene

buo (5100 —m00)) = S(fdg—gd)S© S~ (ol — fdg)S @ S
= (fdg—gdf)S® S

por lo que de manera local se tiene que o1dos — oodoy = (fdg — gdf)S ® S.

La siguiente construcciéon corresponde a R. Miranda en [I4], la cual se aborda de
manera local en una curva suave X. Consideremos p un punto de X y ¢ una seccion
holomorfa en p de un haz lineal L sobre X.

Para una carta coordenada local z en p de X y una seccién de trivializacién local
e en p de L, se tiene que 0 = f(z) - e donde f es una funcién holomorfa en p. Si se
define do = f'(z) - edz, entonces do es una seccién de L @ QY el producto tensorial
de L y la gavilla de 1-formas holomorfas en X. Sin embargo, do no esta bien definida,
pues si se considera otra seccién de trivializacion local é entonces e = g(2)é, donde g(z)
es una funcién holomorfa distinta de cero y asi do = [f'(2)g(z) + ¢'(2)f(2)] - édz =
F(2)-edz+ < () @) . edz, en lugar de f'(z) - edz.

Por lo tanto, si o1 y 0y son dos secciones de L tales que o1 = fi(z)e y 09 = fo(2)e
entonces considerar do; ® g9 — doy ® 01, que localmente es

[[i(2)fa(2) = f3(2) 1 (2)] - e - e - dz,

se tiene que esta diferencia estd bien definida de la eleccion de la seccion de trivializacion
local. Si consideramos otra seccién de trivializacién local é y e = g(z)é entonces

doy ® o9 —dos @01 = (f1(2)9(2) + ¢'(2)f1(2)) - édz ® o9
(

—(£2(2)9(2) + ¢'(2) fa(2)) - édz ® 0

= (fi(z)- ealz+<7M
1 )

o JOAG)
(fa(2) - edz + 07— (2)

= (fi(z)f2(2) = f5(2) f1(2)) e e - dz.

Asi, se obtiene una aplicacién bien definida de H°(X, L) x H*(X,L) - H(X, L@ L®
QL) definida por (o, 09) +— doy ® 03 — doy ® oy. Por la antisimetria en oy y o9 se
consigue la aplicacion

dZ) & 09

dZ) ® 01

oy NPHY(X, L) — H(X, L% ® Q%)
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3.2. Primera aplicacién de Wahl

Sea X una curva proyectiva suave de género g > 2y consideremos Ky = Q% el haz
lineal candnico, entonces a la aplicacién ® g se le conoce como la primera aplicacion de

Wahl
D=0y : N2H' (X, Ky) = H'(X, (Kx)®*) (3.5)

Notemos que las dimensiones del dominio y rango de ®x no cambian para cualquier
curva suave X (de género g > 2) si se fija el género, debido a que por el teorema de
Riemann-Roch se tiene que h%(X, Kx) = g, y entonces

dim (AZHO(X, Kx)) = g<g2_1)

dim (HO(X, (Kx)®*) = deg(K§*) — g + 1 = 3deg(Kx) — (9 — 1)
=5(g—1)
Por cuestiones de dimensién se tienen 3 casos:

1. Si @ < 5(g— 1), esto es g < 10, entonces P no es sobreyectiva.

2. Si @ =5(g — 1), es decir g = 10, entonces @ puede ser un isomorfismo.

3. Si @ > 5(9 — 1), esto es g > 10, entonces, Px no es inyectiva

Ciliberto y Miranda en [6] han estudiado el rango de @ para curvas de género
menor que 12, encontraron que para curvas de género g distinto de 9 y 11, la primera
aplicacion de Wahl es inyectiva para la curva general en el sentido moduli. Esto es, para
un abierto de Zariski en M, se cumple que la primera aplicacién de Wahl es inyectiva.
Ademas Ciliberto, Harris y Miranda en [5] también probaron que para género igual
a 10 o mayor que 12, se cumple que ® es sobreyectiva para la curva general en el
sentido moduli, tal como se resume en la siguiente tabla.

11 > 12
corank 1 | sobreyectiva

g[3<9g<8 9
® | inyectiva | kernel 1-dim

=

Cuadro 3.1: Ciliberto-Harris-Miranda para una curva general

Cabe mencionar que para g = 10, Cukierman y Ulmer en [8] demostrarom que el locus
en M, donde la primera aplicacion de Wahl no es inyectiva es un divisor en M,
y anos mds tarde G. Farkas y M. Popa en [9] interpretaron este divisor de maneras
distintas y con ello dieron un contraejemplo a una conjetura famosa de Harris-Morrison
sobre la inclinacion (slope) de M,,.

El siguiente resultado relaciona el cokernel de esta aplicacion con el espacio de
secciones globales del haz normal torcido (twists of normal bundle) de X y se puede
encontrar en [7].
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Proposiciéon 3.6. Sea C' C P una curva de género g, N¢ el haz normal de C' en P,
L = 0O(1) restringido a C y No(—k) :== Nc ® L™". Entonces,

1. La sucesion
0—— HC, L)Y —— H°(C, N¢(—1)) — coker(®g )" —0
es eracta.
2. Sik > 2 entonces H*(C, No(—k)) = [coker(Pggrr—1.1)]".

Demostracion. La sucesion del haz normal para C' es

OHK@IHTPT c—Noc——=0 (3.7)
La sucesiéon exacta de Euler es

0——> O ——=HYC, L)Y ® L — Tpr

R (3.8)
tensorizando por L™ a las sucesiones exactas (3.7) y (3.8)),

0—K;'® L% —Tpr|c ® L% —= No(—k) —=0 (3.9)

0——>L* H(C, L)V @ L — Ty |c @ LF ——=0 (3.10)

Para (3.10), la primer funcién al nivel de H' es
HYC,L™") — H(C, L) @ H'(C, L™") (3.11)

es dual a
H(C,L)® H(C, K¢ ® LF') — H°(C, Ko @ L) (3.12)

Esta aplicacién es sobreyectiva, ver en [I1], pues L es libre de puntos base y por lo
tanto la funcién (3.11)) es inyectiva y se tiene una sucesién exacta corta al nivel de H°

0— HO(Ca Lik) - HO(Ca L)\/ ® HO(Ca LikJrl) - HO(C7 T]P’T|C ® Lik) —0

Como L es muy amplio entonces tiene grado positivo y L= es un haz lineal de grado
negativo por lo que H°(C, L") = 0, entonces

HY(C, L)Y @ H(C, L") = H(C, Tpr|c @ L7F) (3.13)

Para k =1, H(C, L)Y = H°(C, Tpr|c @ L7F).
Para k > 2, H(C,L)Y ® H°(C,L=**') = 0, entonces H(C, Tpr|c @ L7*) = 0.
La inyectividad de (3.11)) nos da exactitud al nivel de H*

0—= HYC,L™%) —= H°(C, L)Y ® H(C, L") — = H'(C, Tpr|c ® L™F) —=0
(3.14)
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dualizando y aplicando dualidad de Serre
0— HYC,Tpr|c ® L7*)Y —= H(C,L) ® H(C, K¢ ® LF1) —= H°(C, K¢ ® LF)
Por lo tanto

HY(C,Tpr|lc ® LT%)Y 2 R(L, K¢ ® L* ') = es el dominiio de @ g.gpr1.

La sucesion exacta corta en (3.9) nos induce una sucesién exacta larga de grupos de
cohomologia,

00— HYC,K;' ® L") —= HY(C, Tpr|¢ ® L™F) —= H(C, No(—k)) —

— = HYC,K5' ® L™%) —— HY(Tpr|¢ ® L™%) —— H'(C, No(—k)) —=0

Como L = O(1) entonces H*(C, K;* @ L) = 0. Dualizando la anterior sucesién
exacta larga se tiene la siguiente sucesion exacta

0—— HY(C, No(—k))Y ——= HY(C, Tpr|c ® L)Y — = H'(C, K5' @ L)Y —~

— H°(C, No(=k))Y —= H(C, Tpr|c @ L) 0

Dado que HY(C,Tpr|c ® L7F)Y = R(L, Ko ® L*1), entonces se tiene la siguiente
sucesion exacta

R(L, Ko ® LF1) — HO(K2 © LF) —> H(Ne(— k)Y —> H(Tpr|e ® L) ——0

La primera aplicacién que aparece en la anterior sucesion exacta es la aplicacion Gaus-
siana @k orre-1, asi que tenemos la sucesion exacta

0 coker(®p, pore 1) —= H(C, Ne(—h)) —= H(C, Tyl © L)Y —0

Como ya se habfa mostrado anteriormente, tenemos que H°(C,Tpr|c @ L7F) = 0
para k > 1. Del resultado anterior se sigue que

h°(C, No(—1)) = corank(®; k,,) + h°(C, L), (3.15)

y para k > 1
h°(C, No(—Fk)) = corank(®y g mrr—1)- (3.16)

Ahora, si consideramos el encaje canénico de la curva mediante las secciones de K¢
(es decir, si tomamos L = K) entonces tenemos el corango de la primera aplicacién de
Wahl en términos de la dimension de grupos de cohomologia.

corank(®x) = h'(C, N¢ ® K;*) — h°(C, K¢) = h°(C, Ne @ K5') — g. (3.17)
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El siguiente resultado demostrado por Ciliberto-Miranda-Harris en [5] nos dice las
dimensiones del haz normal torcido para la curva general de género g, las cuales son
importantes para estudiar la inyectividad o sobreyectividad de la primera aplicacion
de Wahl para un género dado.

Proposiciéon 3.18. Sea C' una curva general de género g > 3. Entonces, las dimen-
sitones de las secciones globales del haz normal torcido son

W(Ne(—kND\g[3 4 5 6 7 8 9 10 11 >12
k=1: 10 13 15 16 16 15 14 10 12 g
k=2: 6 5 3 1 0 0 0 0 0 0
k=3: 3 1.0 0 0 0 0 0 0 0
k=4: 1 0 0 0 0 00 0 0 0

Cuadro 3.2: Ciliberto-Miranda para una curva general

Los siguientes dos resultados son demostrados en [I§] y nos permite afirmar que
el locus en M, donde la primera aplicacion de Wahl no es inyectiva es un conjunto
no vacio para ciertos valores de g. También nos permite ver al conjunto de curvas
hiperelipticas y trigonales de género g como algtn locus de degenearacion en M,.

Proposiciéon 3.19. (Wahl) Para una curva hipereliptica de género g > 2, dada por
y? = f(x) con f de grado 2g + 1, el rango de ® es 2g — 3 (es decir, el cokernel de
dimension 3g — 2).

Proposicién 3.20. (Ciliberto-Miranda, Brawner) Sea C' una curva trigonal general
de género g > 4. Entonces dim(ker(®)) = % y dim(coker(®)) = g + 5.

Otra interpretacion de la primera aplicacion de Wahl es relacionado con el problema
de extendibilidad: Dada una variedad proyectiva irreducible X C P", jcuando existe
una variedad proyectiva Y C P"!, que no sea un cono, de la cual X es una seccién
hiperplana? Dado un entero positivo r, una r—extensiéon de X C P" es una variedad
Y C P™" tal que X es una seccién de un espacio lineal. El siguiente resultado probado
por Lvovski (ver [4]) da una condicién necesaria para la extendibilidad.

Teorema 3.21. Sea X C P" una variedad proyectiva, suave e irreducible y tal que no
es una cuddrica. Sea o(X) = h°(Nxpn(—1))—n—1. Si X es r—extendible y o(X) < n,
entonces r < a(X).

Retomando la primera aplicacion de Wahl, tenemos que por cuestion de dimension,

® no es inyectiva si y solo si corank(®) > 59—5—92;9+1 = 119*292*8_ Como corank(®) =

hP(N(—1)) — g, entonces esto es equivalente a h°(N(—1)) > 119%‘72_8 + g. Por lo tanto,
por el teorema 3. 21 para el caso en el que dim(X) =1y n = g—1 entonces la primera

. e . . . —_— 2— . .
aplicacién de Wahl de X es no inyectiva si X es W—ex’cendlble, esto es, existe



CAPITULO 3. LA PRIMERA APLICACION DE WAHL 21

13g—g2—1
una variedad proyectiva Y C P~ %

° tal que X es una seccion de un subespacio
lineal.
Otro caso particular del teorema 3. 21 es que si una curva suave X vive en una superficie
K3, entonces ® es no sobreyectiva. Ademés, si ® es sobreyectiva y X C P91 es una
secciéon hiperplano de Y C P9, entonces Y es el cono sobre la curva X. Esto fue probado
por Wahl en [I§], utilizando teoria de deformaciones de conos (ver también [2]).

Teorema 3.22. Si X es una curva suave que vive en una superficie K-3, entonces la
primera aplicacion de Wahl @i no es sobreyectiva.

3.3. La primera aplicacion de Wahl de curvas de
género 8

A continuacion vamos a estudiar el comportamiento de la primera aplicacién de
Wahl sobre curvas de género 8, lo que queremos analizar es el locus de degeneracion
cuando la primera aplicacién de Wahl es no inyectiva, para esto consideremos X una
curva de género 8 y

dx: A2HUX,Ky) — HOX, K
dim 28 dim 35

Se sabe que para la curva general esta aplicacién es inyectiva, esto es, para un abierto
de Zariski en My (el espacio moduli de curvas de género 8) se cumple que la primera
aplicacion de Wahl es inyectiva. Por lo tanto el conjunto de curvas donde no es inyectiva
es un cerrado (puede ser vacio). Sin embargo, este cerrado no es vacio por que para la
curva trigonal de género 8 por la Proposicién 3.20 se tiene que corank(®g)) = 13 y
dim(Kernel(®x)) = 6. Es decir, la primera aplicacién de Wahl de curvas trigonales de
género 8 no es inyectiva.

Ahora nos preguntamos por algin ejemplo explicito de una curva de género 8 donde
la primera aplicaciéon de Wahl no sea inyectiva.

El siguiente teorema es un resultado general para curvas suaves de cualquier género
que admitan un modelo plano con un nodo y un punto r — fold ordinario como sus
Unicas singularidades y nos permitird estudiar la aplicacién de Wahl para curvas suaves
que admitan un modelo de curva plana (de grado 6) en P? con 2 puntos nodales como
singularidades, esto para caer en el caso de curvas género 8. Para este caso, es posible
encontrar una base explicita para las secciones globales del haz candnico como funciones
polinomiales de coordenadas afines x, y y por lo tanto es posible describir explicitamente
la imagen de la aplicacién de Wahl. El siguiente teorema asi como los siguientes lemas
fueron demostrados por Kang en [13].

Teorema 3.23. Sean r > 2 y C' una curva suave cuyo modelo plano es de grado m y
admite un nodo y un punto r—fold ordinario como sus unicas singularidades. Entonces:

I. para el caso m > r+ 6, el corango de Py es 8.

1. para el caso m =r + 5, el corango de ® es 8 sir =2, y es igual a 7 st r > 3.
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1. para el caso m =1+ 4, el corango de ® es 9.

Este resultado lo demostraremos mas adelante, para eso definimos lo siguiente: Sea
V(m;r,2) la variedad que parametriza curvas planas irreducibles de grado m con un
punto r—fold ordinario y un nodo como sus tnicas singularidades. Sea C' € V(m;r,2)
con punto r—fold en P[0 : 0 : 1], y su nodo en Q[0 : 1 : 1] y C intersecta la linea al
infinito en m puntos distintos. Entonces, la ecuacién de C' en coordenadas afines esta
dada como

m—2 m—2
Flz,y)= Y ayz'y’ + Y ba(y— 1y + Y aly—1)%
r<i+j<m,i>2 l=r—1 l=r

Por simplicidad, escribiremos a; = @jm—; (i > 2), b = bpa, ¢ = Cp2, @) = Qiry
(1>2)yV =b,_a, ¢ =c._s. Por suposicion del hecho que la curva intersecta a la linea
al infinito en m puntos distintos, las partes homogéneas de grado m y de grado r de
la ecuacién (denotadas por F,, y F, respectivamente) se separan de todos los factores
lineales distintos y las sumas Y272, agy, S22 by S22 ¢ 1o son ceros.

Aplicando la formula de Pliicker para una curva plana proyectiva de grado m con
un nodo y un punto r — fold ordinario se tiene que el género geométrico de C' es
m—1)(m—-2) r(r—1)

2 2
y las secciones globales del haz candnico estan dadas como

g(C) = | 1

m—4
HO(C, KC) = { Z CLijQ?iyj + Z bkyk(y — 1)|aij,bk c (C} .

r—1<i+j<m—3,:>1 k=r—1

Calcularemos la imagen de la primera aplicaciéon de Wahl explicitamente con respecto
a esta base.

Lema 3.24. Para C € V(m;r,2) conm —r >4 yr >3, la Im® estd generada por:

Gl — {(y o 1)2y2r72dy’ . (Z/ o 1)2y2m710dy’
z(y — Dy Pdy, x(y — D)y* *dy, - -+ ,x(y — 1)y dy,
22y Ay, 223y, - 22?0y,
23yFSdy. 23y ydy, - - - 2SyPm Uy, - - ’l,szsdy}.
Gy = {z(y— 1)y2r—3dac7 x(y — 1)y2r—2dx, s x(y — 1)y2m_10dx,
w2y Ade, 222 de, - 2220 a2
Gy = {¥"" *((y — Vdz — zdy), zy*" " ((y — 1)dx — zdy)}
= Jw; =29 ((y—1)de —zdy)|0 <i<2m—8,i+j=2m—28
{ Y ((y y J
Gy = {2°y" O(ydz — ady), 2%y " (ydx — ady), - -+ ,2* *(ydz — zdy)}
U{y” (y — 1)*(ydx — zdy), 2y* > (y — 1) (ydz — ady)}.
= {r =2y (ydx — xdy)|i < 2,i+j = 2r — 4}
U{ro = vy — 1)*(ydx — ady), 71 = —2y> " (y — 1)(ydx — xdy)}
Gs = {y" *((y— Vdz — xdy), - ,y*"°((y — 1)dz — xdy)}
= {on =v"((y — 1)do — zdy)|2r —2 < k < 2m — 9}.
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Sir =2, entonces G4 = {10} y todos los otros elementos en la Im® permanecen sin
cambios.

Tenemos que si m —r > 4 entonces, la cantidad de elementos en cada conjunto es

Cantidad de elementos

G 2m —2r — 6
G4 2r —3
G3 2m — 7

Gy | 2m? — 15m — 212 +5r + 24
Gy | 2m? —2r2 — 13m + 3r + 17

Denotemos por Gen® la uniéon de Gy, G, G3, G4 y G5 del lema y #Gen la cantidad
de elementos en Gen®.

Lema 3.25. Para C' € V(m;r,2) conm—r > 4, entonces #Gen = 4m? — 4r* —24m +
8r + 25.

Dado que no todos los elementos en Gen® son linealmente independientes debemos
encontrar todas las relaciones en Gen®, el nimero de relaciones lo denotaremos por
#Rel. Para determinar este niimero utilizaremos los siguientes lemas.

Lema 3.26. Para C € V(m :1,2) conm —r > 5.

1. Para el caso m > r+ 6, (2m — 12) elementos de G3 pueden ser generados por
otros elementos de Gen® excepto elementos de G.

11. Para el caso m = r + 5, (2m — 13) elementos de G3 pueden ser generados por
otros elementos de Gen® excepto elementos de G.

Demostracion. (i) Tenemos dos relaciones bésicas: F' = 0, el cual da una relacién entre
xyy,ydF =0, el cual da una relacién entre dr y dy. Consideramos las siguientes
ecuaciones (R1), (R2) y (R3) y todas sus combinaciones lineales.

(R1) 29/ Fdr =0

(R2) 2y’ Fdy =0

(R3)  2'9’dF =0

Cualquier relacion en Gen® que contenga a alguna w; es obtenida de las relaciones:

(1) Y F(ly — dx —ady) =0, i+j=m—8, i>0
(2) vy (mFPdr —xdF) =0, i+j=m—7, i>0 (3.27)
(3) 2y ((y — 1)dF —mFdy) =0, i+j=m—7 i>0

Puesto que el grado m > r + 6, cualquier término en las relaciones anteriores tiene
grado mayor a 2r — 3.
La relacién (1) de (3.27) da

xiym—8—iF((y —1)dz — ady) = {Z agaHhy2m8 =ik | bm_gx”l(y _ 1)y2m—10—i
k=2

Femo2r'(y — 1)°y*" 0T ((y — Ddo — ady) +



CAPITULO 3. LA PRIMERA APLICACION DE WAHL 24

donde s es una combinacion lineal de términos de grado menor. Si cualquier monomio
en s es un multiplo de z? p z(y — 1), entonces por el rango del grado es un elemento de
S1U S, (donde Si es el espacio lineal generado por el conjunto Gy, con k = 1,2, 3,4, 5).
Entonces, los monomios de grado menor restante son

m—3

Y ((y — Vda — xdy) Y aly — 1)%

l=r

y éstos son elementos de Ss. Por lo tanto los términos de grado menor son elementos
de Sl U SQ U 55.
Ademas, por la relacién (2) de (3.27) se tiene que

0 = 2%y™ " (mFdr — xdF)

— Z (m — k)ak7mikxk+iy2mf7fk7idl, — (m— k)ak’mikxk+i+1y2m78fk7idy

0<k<m
+ Z (m _ ]{T)Clk7l$k+iyl+jdl’ + Z (—l)ak,ll'k+i+1yj+l_1dy
r<k+I<m-—1 r<k+I<m-—1
= Z (m — l{:)akwk+i + S1 + So.
0<k<m

De la relacién (3) de (3.27), 2’y ((y — 1)dF — mFdy) = 0, se tiene

Z akwi+k+bwi+1+cwi:51+32+35 nggm—S
2<k<m

> (m—=k)agwirr + (m — Dbwip + mew; =s1+sa+s5 0<i<m—7
2<k<m

Z kapwitp—1 +bw; =s1+5s9+55 0<e<m-—7.

2<k<m

Considerando la matriz cuya ¢—ésima columna consiste de coeficientes de w;_; en las
tres expresiones anteriores y denotamos cada fila por A;, B; y C;, donde 1 <i <m—7,
1<7<m—6:

A
ao aq P fo . A2
ao al PR am
Am77
ag a e A, B
1
mag (m — 1)ay . 1 B
2
mag (m—1)a; - A1
Bm—G
mag (m—1)a; -+ Gy o
1
ai 209 e ma,, C
2
ai 2ao Ma,y,
Cr
a; 2a4 Cee May, m—6
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Tenemos que B; + C; 1 = mA;, para 1 < ¢ < m —7, asi podemos eliminar las primeras
m — 7 filas. Denotando por M = My, _7(C) la matriz restante, si rankM = s esto
significa que s elementos de G3 pueden ser generados por otros elementos de Gen®. El
rango de M es 2m — 12.

Para (i1), el caso m = r + 5, notemos que la diferencia maxima de los grados de los
elementos de Im® es (2m — 2r — 3) = 7 y la diferencia méxima de los grados de los
monomios de F es (m —r+ 1) = 6.

La relacion (2) da las misma relaciones en Gen® que en el caso anterior, sin embargo
(1) y (3) contienen términos de grado 2r — 3 por la condicion del grado. Entonces
tomemos

(1) o'y F(ydx — xdy) = 0
(3) o'y’ (ydF — mFdy) =0
en lugar de (1) y de (3). Después de sumar todas la relaciones, se obtiene la matriz

M = My, 7(C) sin la fila (4, debido a que cuando ¢ = 0, (3)" no induce ninguna
relacién en Gen®. Por lo tanto rank(M) = 2m — 13. [

Lema 3.28. Tomemos C € V(m;r,2) con m <r+4.

1. Sir =2, entonces no existen relacion que involucre al elemento 1.

1. Sir >3, ym >r+6, entonces (2r — 4) elementos de G, pueden ser generados
por otros elementos de Gen(®) excepto elementos de Gs.

1. Sir >3 ym=r+D5, entonces (2r — 5) elementos de G4 pueden generarse por
otros elementos de Gen(®) excepto elementos de Gi.

Demostracion. (i) Si r = 2, entonces G4 consiste de 7y solamente y el menor grado de
los monomios de 7y es 2r — 3 = 1. Dado que todo monomio de F' tiene grado mayor
o igual a dos, Fdr = 0 o Fdy = 0 no pueden dar relaciones que contengan a 7.
Consideremos dF = 0. Si F; = aba® + Vz(y — 1)y + (y — 1)%y? es la parte de F que
contiene todos los términos de grado mas pequeno, entonces todos lo términos de grado
menor de dF aparecen en dF;. Examinemos dFj:
dFy, = ay2xdr +b{(y — 1)ydx + xydy + x(y — 1)dy}
+{2(y — V)y’dy + 2(y — 1)*ydy}.

Como no aparecen los términos xdx y ydy en 7y, entonces ay = ¢/ = 0 si dF =0 da
una relacién que involucra a 7. El término restante b'((y—1)ydz+zydy+x(y—1)dy) no
puede hacer relaciones que contengan a 79 en Gen®. Por lo tanto no existen relaciones
en Gen® que contengan a 7.

(ii) Consideremos las ecuaciones
(1) 2% Flyde —xdy) =0 i+j=r—4,i>0
(2) 2% (rFdx —2dF)=0 i+j=r—3,i>0
(3)  a'yi(yde —rFdy) =0 i+j=r—3,4i>1
4) ¥ y-1)(ydF —rFdy) =0 i=0
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Las expresiones (1), (2), (3) dan las siguientes relaciones que contienen elementos de
G4I

Y i+ s1+s2=0, 3Js;€8;, 0<i<r—4

0<k<r
S (r—k)apmiei+s1+s=0, 3s;€85;, 0<i<r-3
0<k<r

Zka;ng—l—i—l‘f‘Sl‘f‘SQ:O, Jds; €85, 0<i<r-—3
0<k<r

Consideremos la matriz cuya i—ésima columna consiste de los coeficientes de los
7;—1 y denotemos cada fila por A;, Bj y Dj, donde 1 <i<r—3,1<75<r—2;

A
/ / / 1
CLO al .. aT A
/ a/ “ e / 2
Qg 1 a, .
' A
/ / / r—3
ay ay a, B
/ ( _ 1) / .. / 1
rag (r aj a,_q B
/ / / 2
Ty (r—1)a Gr_q
' B
/ / r—2
rag (r—1)a (r_q C
/ / / 1
/ ! / 2
ay 2a, X ra
Cr72
ai 2a9 Ce My,
B

cuyo rango de esta matriz es (2r — 4).

Para el tercer caso (iii), las ecuaciones (1), (2) y (3) dan relaciones en Gen®, sin
embargo, (4) no da relaciones por la condicion del grado m —8 = r — 3. En (4),
y™ 8 (y —1)(ydF —rFdy) = 0 contiene términos de grado 2m — 7, los cuales no pueden
expresarse en combinacion lineal de elementos de G3 a no ser que b = ¢ = 0, lo cual es
imposible por el supuesto de que C' intersecta la linea al infinito en m puntos distintos.
Considerando todas las relaciones (1), (2) y (3) tenemos una matriz M de tamano
(3r —8) x (2r — 3), la cual es la misma matriz que en el caso (ii) excepto la fila que es
obtenida de (4). Entonces el rank(M) = 2r — 5.

[ |
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Para encontrar las relaciones en Gen® que no contengan elementos de Gz y Gy,
denotaremos de la siguiente manera a ciertos elementos en Gen®:

Vi = a'ydy i>2

Vij = xly—1y'ldy i=1

Yo, = (y—1)%"dy i=0

X,, = 29/de i>2

X1y = a(y—-1)yldy i=1

Xo; = v H(y—Vde —xdy) + x(y — 1)y’ dy =0
= 0j_1+ Y11

Lema 3.29. Sea C € V(m;r,2) con m > r+ 6. Entonces un nimero

m—8
> -1
n=r—2
de X, j, Y;; pueden ser generados por otros X, ;, Y; ;.

Demostracion. Para cualquier n =i+, tal que r—2 < n = i+j < m—8, consideramos
las relaciones

(1) 2%/ Fdx=0
(2) 2 Fdy=0
(3)  2"ydF =0
(4)  y"tdF =0

De las relaciones (1), (2) y (3) obtenemos las siguientes relaciones en Gen®:

m

(1) > Xitimin—iok + 0Xitt min—ic1 + Ximgn—i
k=2
=58 +s2+s5 ds; €85, 0<i<n

m
(2) Z akYk:Jri,m«#nfifk + bY;+l,m+n7i71 + CY;,m+n7i

k=2

=5 +sy+s5 ds;€8;, 0<i<n

(3) > karXitvimen—iok + 0Xittmin—io1 +
;)

+ Z(m — k)arYeqiv1min—i—k—1 + (M — 1)0Yiyo min—i—2 + mcXip1min—i—1
k=2
=5 +sy+s5 ds;€8, 0<i<n
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Donde s; es una combinacién de elementos de G; con grado menor que m + n.
Para la relacion (4), primero consideramos el caso n = r — 2 (es decir y"'dF = 0):

yr—ldF _ { Z k,akak—lyr—l-de + Z lakayrﬂ_zdy

r<k+Ii<m,k>3 k=2
m—2
+ Z W(y — Dy ™ 2dy + 3 laly — 1)%y ' 2dy}
l=r—1 l=r
m—2
+{ > kagely e+ Y by — )y
r<k+Ii<m,k=2 I=r—1
m—2 m—2
+ Z blxyr+l71dy + Z 2Cl(y o 1)y7“+lf2dy}
l=r—1 l=r

Los dos primeros renglones después de la igualdad corresponde a elementos de S; U Ss.
Sin embargo, los ultimos dos renglones no pueden ser representados por combinaciones
lineales de elementos de Gen®. Consideremos la ecuacion

m—2
{ Z kak7l$k_1y7ﬂ_1+ld$—|— Z bl(y_ 1)yr+l_1dx
r<k-+i<m,k=2 l=r—1
m—2 m—2
+ 3 by Ny + D 2a(y — D)y P dy}
l=r—1 l=r
m— m—2
- Z as,x(y y Nz + > by — Dy ((y — 1)de — zdy)
l=r—1
m—2
Z bll’ r+l 1dy T Z 201 1)2yr+lfldy}

l=r

Si esta ecuaciéon fuese una combinacion lineal de Gen®, entonces se requiere que

m—2 m—2 m—2

Z by = ch: Z az; =0,

l=r—1 l=r l=r—2
lo cual es imposible. Asi r""'dF = 0 no induce una relacién en Gen®. Similarmente,
y"HdE = 0 (r —2 < n < m — 8) no induce relaciones en Gen®. Sin embargo, si
consideramos y" 'y — 1)dF = 0 (r —1 < n < m — 8, entonces ésta si induce una
relacion en Gen®:

(4> Z k= 2mkaka—1,m+n—k+1 + bXO,m—l—n

+ > (m = k)aYiman—i + (m — 1)V o1 + mcYo min
k=2
= s1+s2+s; 3ds; €85, r—1<n<m-S8.

Asi, para cada r — 1 < n < m — 8, hay 3n + 4 relaciones en X;;,Y;; cuyo grado es
menor o igual a m + n. Si n = r — 2, entonces existen 3n + 3 relaciones que contienen
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X ;,Y;; con grado menor o igual a m +r — 2 y més grande que 2r — 3.

Considerando las matrices M,,.,(C) de tamano (3n + 4) x (2m + 2n + 2) para cada
r—1<n<m—8 (obtenida de todos los coeficientes del grado més alto, m + n)

c b - ap (1)i=0
b - Qm, (1)i=1
c b A (i=n
c A 1 (2)i =
b A, (2)i=1
c b - an|:(2i=n
do dl s dnr—l €1 €y -+ €y 2(4)
do d1 tee dnr—l €1 €2 - €y 3(3)i:: 0
do d1 e dm_1 €1 €y cr Ep/ (S)Z =n
donde dy = me, dy = (m—1)by d; = (m—1i)a; (2 < n),y e =ia; (0 <i<n).
La cual tiene rango maximal 3n + 4 para cada n (r — 1 <n <m-—28).Y la matriz
Mppir—2(C) de tamanio (3n+3) x (2n+2m +2) sin — 2, es similar a la anterior
sin una fila, por lo tanto tiene rango 3(r — 2) + 3. [ |

Ahora finalmente daremos una demostraciéon del teorema [3.23

Demostracion. (i) Por los lemas anteriores, el niimero de relaciones para Gen® es
m—8

#Rel = 2m—12)+ (2r—4)+ > +(B(r—2)+3)

n=r—1
1
= 5(3m2 —3r? — 33m + 11r + 76).
Entonces,

corkd = (59 —5)+ fRel — tGend
1

= 5(5m2 — 5r% — 15m + 57 + 10)
1
+§(3m2 — 3r* — 33m + 11r + 76)
1
—5(8m2 — 8r? — 48m + 167 + 50)
= 8.

(ii) Por la condicién del grado m — r = 5, no existen relaciones que contengan
elementos de G; y G5 solamente.
Si r > 3, entonces por lema 1,2, se tiene que g = 4m — 15, #Gen® = 24m — 115 y
#Rel = 4m — 28, entonces cork® = (59 — 5) + #Rel — #Gend = 7.
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Sir =2, entonces #Rel = 2m — 13 =1 y #Gen® = 53, por lo tanto cork® = 8.

(iii) Por la condicién del grado m — 8 = r — 4, cualquier relacién posible en Gen®
contiene ambos elementos de G5 y G5 similtaneamente. Las ecuaciones 'y’ F(ydx —
xdy) = 0 para i +j = m —8 = r — 4 nos dan m — 7 relaciones en Gen®. Ahora
consideraremos las ecuaciones restantes z'y’(mFdy — ydF) = 0 y a2y (mFdx — xdF)
para i+ j =m — 7 =r — 3. Los términos de menor grado en z'y/ (mFdy — ydF) = 0
para i+ j =1 — 3 son

mz'y" P ap ey + bz (y — Dy + e (y — 1%y Hy
k=2

k=2 k=2
o1 ((y — D)y e+ xy" "y + (r — Dy — 1)y >dy)
+er(2(y — Dy'dy +r(y — 1)y " dy)}. (3.30)
Los términos que no son divisibles por z*! pueden escribirse como
ety T H{(m = r)(y — 1)*y'dy — 2(y — Dy dy} (3.31)

Si buscamos que (3.31)) sea una combinacién lineal de Gen®, entonces debido al término
de grado 2r — 3 en z'(y — 1)%y* ~3dy, es necesario el término z*~!(y — 1)2y* ~*~2dux;
sin embargo, este término no estd en (3.30). Asi que es necesario ¢, = 0. De manera
similar, si consideramos el siguiente término

b1’y {(m = r)a(y — Dy dy + (y — 1)y (ady — ydx) — xy"dy}.  (3.32)

Dado que (m — r) # 0, entonces para que sea combinacion lineal de Gen®,
entonces debido al término de grado 2r — 3 en '™ (y — 1)y* ~*~'dy necesita el tér-
mino (m — 7)b,_12'(y — 1)y* " ~3dz. Sin embargo, este término no estd en (3.30), a
menos que b,_; = 0. Pero entonces P no es un punto ordinario multiple. Por lo tanto,
riy™ " (mFdy — ydF) = 0 no da relaciones en Gen®.

Cuando se consideran las ecuaciones ziy™ ""{(mFdx — xdF) = 0, 2'y" > (rFdy —
ydF) =0 o 2'y" 3 (rFdx — xdF) = 0 se obtiene que no existen relaciones en Gen®.

Por lo que solamente se tienen m — 7 relaciones en Gen®, obtenidas de x'y’ F'(ydx —
xdy) =0 parai+j=m—8. Asi g =3m — 10, #Rel = m — 7y #Gen® = 16r — 7 =
16m — 71, por lo tanto corank(®) = 9. |



Capitulo 4

Analisis de la primera aplicacion de
Wahl

4.1. Ejemplo

Consideremos una curva suave C' que admita un modelo de curva plana en P? con
solamente dos nodos. Esto es, tomemos C' € V(m;2,2) una curva plana irreducible con
nodosen P0:0:1]y Q[0:1:1].

En coordenadas afines, se tiene la ecuacién de C' dada por

4

4
Fle,y) = > agz'y’ + > ba(y— 1Dy + > aly—1)% (4.1)
2<i+5<6,i>2 =1 =2
= 202’ + an T’y + azr” + anr®y? + az12°y + anr’ + anr’y’ + apa’y? +
+G41$4y -+ CL50Z‘5 + (124I2y4 + CL33[L’3y3 + CL42.I‘42 + a51x5y -+ a60x6
+bi(y — 1)y + boa(y — 1)y* + bsz(y — 1)y* + baz(y — 1)y* +

+ea(y — D'+ o3y — 1% +aaly — 1%y
Por la formula de Pliicker, el género geométrico de C' es

(6—-1)(6—2)

—2=38.
> 8

9(C) =

Las secciones globales del haz canénico K¢ estan dadas por

2
H(C,K¢) = Z a;; 'y + Z bky’“(y —1)|a;j, by € C .
1<i+j<3 k=1

31
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Ahora calcularemos explicitamente la imagen de la primera aplicacién de Wahl para la
base {:Ea xy, *127 :L_?,’ xy, x2y, y<y - 1)7 yQ(y - 1)}7

2
®=dg,: NH(C,Kc) = HY(C, K&
A xy — 22dy
A x? e 2?dx
z A zy? — 22ydy
z A 2%y — 2?yde + 23dy
r A xd s 203dx
rAyly — 1) = zydy + 2(y — 1)dy — y(y — 1)dz
e ANy (y — 1) = 2ey(y — V)dy + zy’dy — y*(y — 1)de
xy A 22— 2iydr — 23dy
ry A x® = 23ydr — xtdy
xy A zy? = 22y dy
zy A 2%y — z2yide
zy Ay(y — 1) = zy’dy — y*(y — 1)da
ry ANy*(y — 1) = ay’(y — Ddy + zy’dy — y°(y — 1)dw
22 A2 = 20tde
22 A zy? = —2%ytdy + 2yaidy
22 A 2y — 2ldy
2 ANyly — 1) = 2%ydy + 2*(y — 1)dy — 2zy(y — 1)dx
2 Ay (y — 1) = 22%y(y — 1)dy + 2*y*dy — 22y*(y — 1)dw
3 A zy? = —223y2dx + 22 ydy
3 A 2y 2Pdy — 2tyde
P Ayly — 1) = 2Pydy + 2*(y — 1)dy — 32*y(y — 1)dx
P ANy (y — 1) = 20%%dy + 22°y(y — 1)dy — 32°y*(y — 1)dx
xy? A 2y 22yPdy — 23y dy
xy2 Ayly —1) = ay’dy — zy*(y — 1)dy — v (y — 1)da
zy? ANy — 1) = ay'dy — v (y — 1)da
22y Ay(y — 1) = 22y dy — 22y*(y — 1)dw
Py Ny (y — 1) = 2%y (y — V)dy + 2%y’ dy — 22y’ (y — 1)da
yly— 1) APy —1) = vy — 1)%dy

Por lo que, a priori hay 28 elementos en la Im®. Sin embargo, existen tinicamente dos
relaciones en la Im®.
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Por simplicidad, denotemos por

a = ®(xAr’y) =2*ydr + 2°dy

B = ®(xyAz?) =z ydr — 23dy

v o= ®(zy A2?y) = 2*yide

§ = ®(2* ANay) = —2*y dx + 22%ydy

e = @ Ay(y—1)) =2 ydy + 2°(y — 1)dy — 32°y(y — 1)da

( = Oy Ayly —2)) = 2?y’dy — 2xy°*(y — 1)dz

n O(zy A 2y?) = 2?ydr — 2°dy

p o= ®(xAzy®) = 22%ydy

v o= ®@*Ayi(y— 1)) =22%y(y — 1)dy + 2**dy — 229 (y — 1)dx

Solo se cumplen las siguientes dos relaciones
a+20=€e—0+2y

C+2n=p+vr.

Asi corank(®) =5(g—1) — (28 —=2) =35 —-26=19.
Por lo tanto, para esta curva C' de género 8, la primera aplicacion de Wahl no es inyecti-
va y se muestra que el corank(®) = 9 como lo enuncia el teorema en el tercer inciso.

4.2. Analisis del teorema [3.23

Consideremos una curva suave C' como en el Teorema [3.23] es decir que admita un
modelo plano de grado m con un punto r—fold ordinario y un nodo como singularidades.

= Para el caso m = r + 5, se tiene que el género de C' es g = 4r 4+ 5. En la siguiente
tabla se muestra el caso con valores especificos para r.

r| g | coker(®)
2113 8
3117 7
4|21 7
S| 25 7

Cuadro 4.1: Casom =r+5

El primer renglén del cuadro nos dice que para la curva suave C' de género 13
con un modelo plano de grado 7 con dos nodos como singularidades, la primera
aplicacion de Wahl no es sobreyectiva. Por su parte, el segundo rengléon establece
que para la curva suave C' de género 17 con un modelo plano de grado 8 y admite
un nodo y un punto triple ordinario como singularidades, se tiene que la primera
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aplicacion de Wahl no es sobreyectiva. Dado que Ciliberto y Miranda demostra-
ron que la primera aplicaciéon de Wahl es sobreyectiva para la curva general de
género g > 12 en el sentido moduli, esto es, la primera aplicacion de Wahl en
un abierto de Zariski de M, es sobreyectiva. Asi existe la posibilidad de que el
conjunto de curvas en M, donde dicha aplicacién no es sobreyectiva sea vacio,
sin embargo el cuadro muestra que efectivamente no es vacio.

» Para el caso m = r + 4, se tiene que el género de C' es g = 3r + 2.

r| g | coker(®) | dim(Ker®)
2|8 9 2
3|11 9 14
4114 9 35

5| 17 9 65

Cuadro 4.2: Casom =r+4

El primer rengléon del cuadro nos dice que para la curva suave C' de género 8
cuyo modelo plano es de grado 6 con dos nodos como singularidades, la primera
aplicacion de Wahl no es inyectiva. Por su parte, el segundo renglén establece que
para la curva suave C' de género 11 cuyo modelo plano es de grado 7 y admite
un nodo y un punto triple ordinario como singularidades, se tiene que la primera
aplicacion de Wahl tiene corango 9, a diferencia de lo que ocurre para la curva
general, pues para la curva general dicha aplicacion tiene corango 1.

En los ultimos dos renglores del cuadro se muestra que el conjunto de curvas
en el espacio moduli M,, (g = 14,17) donde la primera aplicacién de Wahl no es
sobreyectiva resulta ser un cerrado no vacio. Esto termina nuestro analisis.

Concluimos este trabajo de tesis con la siguiente observacién, planteando una
relacion entre el ejemplo aqui desarrollado y el estudio de cierta variedad de Se-
veri, motivando algunas preguntas interesantes para trabajo a futuro. Sea Vy s
la variedad de Severi que parametriza curvas planas de género g, grado d que
admiten ¢ singularidades nodales. Existe un morfismo natural Vg 45 — M, que a
cada curva plana T le asocia el modelo no singular [I'], donde T es la normaliza-
cion de I'. Este morfismo es dominante para d > %g +2yd< W estas dos
condiciones nos dan que g < 10. Nuestro ejemplo de la secciéon 3.1 nos hace ver
que el locus Wy en Mg definido como el conjunto de curvas de género 8 donde
la aplicacion de Wahl tiene corango 9 es una subvariedad de Mg de dimension
al menos 13. Y esta variedad contiene curvas cuyo modelo plano es una séxtica
con 2 nodos, es decir, la imagen de la variedad de Severi en Mg debe intersectar
a Wy, por lo que una pregunta natural e interesante es entender como estan re-
lacionadas estas 2 variedades dentro de Ms. Este es un trabajo de investigacion
mas profundo que requiere de técnicas y herramientas nuevas para su estudio.
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