Universidad Michoacana de San
Nicolas de Hidalgo

Instituto de Fisica y Matematicas

Tesis:
Densidad de los ceros de la Funcion Zeta de

Rzemann y el problema de la distribucion de los
numeros primos en pequenos intervalos

Para obtener el grado de:

Maestro en Matematicas

Presenta:

Miguel Corona Sanchez

Asesor:

Dr. Moubariz Z. Garaev

Morelia, Michoacan,. Enero de 2009.



Densidad de los ceros de la Funcién Zeta de
Riemann y el problema de la distribucién de los
numeros primos en pequenos intervalos

Miguel Corona Sanchez

Enero de 2009



Agradecimientos

Agradezco al Dr. Moubariz Z. Garaev por todo lo que aprendi de él durante el tiempo
que trabajé bajo su direccién, por el tiempo que dedicé en cada una de las sesiones de
asesoria y a las varias revisiones que fueron necesarias para darle a este trabajo su forma
final. También quiero agradecer al M. en C. Victor Cuauhtémoc Garcia Hernandez por su
valioso tiempo en dedicar su apoyo incondicional en las correcciones de este trabajo.

Muchas gracias al Dr. Pavel Naumkin, al Dr. Florian Luca, al Dr. Eugenio P. Balanzario
Gutierrez y al Dr. Abel Castorena Martinez por aceptar participar en el comité sinodal para
la revision de esta tesis y por sus valiosos comentarios y sugerencias respecto a la misma.

También quiero agradecer a las instituciones que apoyaron econdmicamente este pro-
yecto: CONACyT, Instituto de Fisica y Matematicas de la UMSNH. y PAPIIT IN 100357
UNAM.

Muchas gracias también al Instituto de Matemadticas de la UNAM., Unidad Morelia por
proveerme de los medios fisicos para la realizaciéon de este proyecto (cubiculo, biblioteca,
equipo de cémputo, salones de clase, etc). Muchas gracias al Dr. Daniel Juan Pineda, jefe
de la Unidad, a la Lic.Mireya Fabidn, a la Lic. Adriana Briseno, a la Lic. Lidia Gonzélez y
al M.C. Miguel A. Magana, por su amable y eficiente atencién siempre que necesité de su
ayuda. Muchas gracias a todos los amigos y compaifieros del instituto por su gran amistad
y por todas las cosas que aprendi de cada uno de ustedes.

Quiero agradecer a mis familiares y amigos que estuvieron presentes en los momentos
dificiles y cuya ayuda fue de gran valor para que yo pudiera concluir este proyecto.

Finalmente, quiero expresar mi gratitud a mi esposa Patricia Pérez Alvarado que durante
nuestro noviazgo ha sufrido y soportado mis locuras desde que inicié la Maestria en el 2005
y que para culminar este trabajo me respaldé a pesar de sentirse desplazada.



Indice general

Introduccion iii
1. Preliminares 1
1.1. Férmulas de sumacion . . . . . . . .. L oL 2
1.2. Estimacion de Van der Corput . . . . . . . . .. . ... ... 5
1.3. La funcién Gamma de Euler . . . . . . .. .. ..o oo 8
1.4. Funciones enteras de orden finito y producto de Weierstrass . . . . . . . . . 10
1.5. Lema de Borel-Caratheodory y sus consecuencias . . . . . . ... ... ... 14
2. La funcién zeta de Riemann 17
2.1. Definicion y propiedades basicas . . . . . . . . ... oL 17
2.2. Ecuacién funcional de la funcién zeta de Riemann . . . . . . . . ... ... 20
2.3. Teoremas acerca de los ceros no triviales de {(s) . . .. ... ... ... .. 23
2.4. Representacién de la funcion de Chebyshev a través de una suma sobre los
ceros de C(s) . . ... 29
3. Teorema del Valor Medio de Vinogradov y su aplicacién a la funcién ((s) 34
3.1. Teorema del Valor Medio de Vinogradov . . . . . . ... ... ... ..... 36
3.2. Region libre de ceros de la funcion zeta de Riemann . . . . . ... .. ... 44

Densidad de los ceros de ((s) y la distribucién de los niimeros primos en

pequenos intervalos 49
4.1. Teorema de densidad . . . . . . . . . . .. . ... ... 52
4.2. Numeros primos en pequenos intervalos . . . . . . .. .. .. ... ... 55
4.3. Conclusion . . . . . . . .. 58

Bibliografia 60



Introduccion

La primera orientacién cientifica sobre el estudio de los niimeros enteros, acaso el origen
de la teoria de los nimeros, se atribuye generalmente a los griegos. Aproximadamente seis
siglos antes de nuestra era Pitdgoras y sus discipulos, entre sus diversas aportaciones, efec-
tuaron un vasto estudio acerca de los enteros. Euclides, en el tercer siglo A. C. demostré que
existe una infinidad de ntimeros primos. Un ntimero primo se define como un entero mayor
que uno cuyos unicos divisores son el uno y él mismo, es decir

2,3,5,7,11,13,17,... .

Los ntimeros que no son primos se llaman compuestos, excepto el nimero 1 que no es ni
primo ni compuesto.

El Teorema Fundamental de la Aritmética establece que todo entero n > 1 se escribe
de manera tnica como producto de primos sin importar el orden de los factores. Por esta
razén, el estudio de las propiedades de los niimeros primos siempre ha sido objeto de intenso
estudio por matemaéticos de todas las épocas.

La distribucién de los numeros primos es muy irregular, se sabe que podemos encontrar
espacios tan grandes como se quieran donde no exista ningun ntimero primo; por ejemplo,
la sucesién

4+ +2,(n+1)!+3,...,(n+ 1)+ (n+1)

consiste de n enteros consecutivos compuestos. Por otro lado, la conjetura de los primos
gemelos afirma la existencia de una infinidad de parejas de primos p, ¢ cuya diferencia es 2,
o0 sea

p—q=2.
Sin embargo, a pesar de tales fendémenos, la distribucién de los nimeros primos obedece a
ciertas leyes que estudiaremos mas adelante.
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Un problema clasico es saber cuantos nimeros primos pertenecen al intervalo [1, x]; en
la Teoria de los Numeros la funcién 7(z) denota a tal cantidad, es decir

m(x) = Z 1,

p<z

donde la sumatoria es tomada sobre los ntimeros primos. Bajo esta notacién el teorema de
Fuclides establece
m(x) — oo cuando z — oo.

En 1737 Euler considerd la serie de variable real o

o0

an—g, o> 1.

n=1
El observé que tiene lugar la igualdad
> 1 1
Lo osu
n=1 n D -p

donde el producto esta tomado sobre todos los niimeros primos p. Mediante esta observacion
Euler estableci6 que la serie Y | 1/p diverge, hecho que conduce a una demostracién analitica

p
de la existencia de una infinidad de nimeros primos. Euler también demostré que

afirmacion nos dice que los niimeros primos no son tan frecuentes entre los niimeros natu-
rales.

Gauss y Legendre, basados en evidencias empiricas, en 1792 conjeturaron que el com-
portamiento asintético de 7(x) es como

m(x) ~ cuando z — 0.

log

Gauss noté que una mejor aproximacién para 7(z) esta dada por el logaritmo integral
definido por

T

dt
Li(z) = [ —.
logt

) g

x
(Observemos que [ 1;% = ez + 0(%) cuando z — 00).
2
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A través de métodos elementales, en 1850 Chebyshev estableci6 el orden correcto de
m(x), él demostré que existen dos constantes absolutas a > 0, b > 0 tales que

X

< <b .
alog x (@) log x
7(x)

z/logx

Chebyshev también probé que si el limite de
ser uno, es decir

existe cuando x — oo, entonces debe

m(x)

a—oo x/log x -

(1)

Hoy en dia se sabe que tiene lugar (1), tal hecho es conocido como El Teorema de los
Numeros Primos.

Una contribucién fundamental para investigar el problema de la distribucién de los
nimeros primos fué realizada por Riemann en 1859. Motivado por la demostracion analitica
de Euler sobre la existencia de una infinidad de numeros primos, Riemann introdujo la

funcién de variable compleja
oo

(=3,
n=1
donde s = o +it, y 0 = Re s > 1. Esta funcién es conocida como La Funcion Zeta
de Riemann. La serie de la parte derecha converge absolutamente en la regién o > 1y
de manera uniforme si ¢ > 09, para cualquier o9 > 1, y por lo tanto ((s) representa a
una funcién analitica en la regién o > 1. Riemann demostré que ((s) es analiticamente
continuable a una funcién meromorfa en todo el plano complejo con un nico polo simple
de residuo igual a 1 en s = 1.

Riemann tambien demostré que ((s) satisface una ecuacién funcional. De tal ecuacién
se sigue que los enteros pares negativos —2n, n € N, anulan a ((s), tales ceros son conocidos
como los ceros triviales. De las condiciones de simetria de la ecuacién funcional se sigue
que los ceros que no son triviales deben estar ubicados en la franja critica 0 < o < 1,y
ademds simetricamente distribuidos con respecto a la linea critica o = 1/2 y al eje real.
Los ceros que estan en la franja critica son llamados ceros no triviales. Riemann afirmé sin
demostraciéon que todos ellos deben estar ubicados en la linea critica, conjetura atin abierta
y conocida como La Hipdtesis de Riemann.

Riemann encontré una profunda conexién entre el problema de la distribucién de los
ceros no triviales de la funcién ((s) y la distribucién de los niimeros primos. Basados en
las ideas desarroladas por Riemann acerca de la funcién ((s), Hadamard y de La Vallée
Poussin demostraron de manera independiente el teorema de los niimeros primos en 1896.
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Del teorema de los niimeros primos se sigue que para h < x tiene lugar la igualdad

x+h x x
m(@+h) - (@) = log(z +h) logx * O(loga;>'

Encontrar h tal que w(z + h) — 7(z) > 0 implica la existencia de un ntimero primo en
(z,z + h]. Esta observacién motiva a investigar las condiciones sobre h para garantizar la
existencia de un nimero primo en el intervalo (z,x + h).

Bertrand conjeturé en 1845 que si h > 2, entonces (h,2h) deberia contener un nime-
ro primo. Esta conjetura fue probada por Chebyshev en el ano 1851 y ademas también
probé que en el intervalo (x,z + h| hay un ntimero primo, si z > xo y h > %l‘ De manera
natural surgen las siguientes preguntas:

e ;Qué tan pequeno se puede elegir a h = h(zx) de tal forma que en el intervalo (x, z+ h]
exista al menos un nimero primo, si x es suficientemente grande?

e ;Es posible hallar una férmula asintética para la cantidad de ntimeros primos en el
intervalo (z,z + h]?

Este problema es conocido como El problema de la distribucion de los nimeros primos en
pequenos intervalos.

Una forma de abordar este problema es utilizando el teorema de los niimeros primos

n(z) = Li(z) + R(z),  R(z) = O(lo:; x) (2)

De La Vallée Poussin demostré en 1899 que
R(z) = O(ze~VI8®) ¢4 > 0.

Por lo tanto, para h < x tenemos

z+h

dt Mooz
m(x 4+ h) —w(z) = / Toa? + O(ze=1VI8) ¢ > 0.

X
De esta forma, basta tomar
_° losm
h = coze 2 VIBT. ) > (),

para garantizar la existencia un nimero primo en el intervalo (x, z+h|. M4s ain, la cantidad
de nimeros primos que hay en ese intervalo es asintéticamente

logz*
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Asumiendo la Hipotesis de Riemann se obtiene

R(z) = O(z'/**%), e>0.
Procediendo de manera ansloga, al elegir h = 21/2+¢ se garantiza la existencia de un ndmero
primo en el intervalo (z,x + z/ 2+¢], para cualquier € > 0. Ademas, la cantidad de ntimeros
primos serd asintéticamente ””110/;;6
De manera incondicional, el mejor término de error conocido en (2) para m(z) se debe

a Vinogradov, €l establecié mediante su método que

3/5—¢ z

R(z) = O(ze™ 8 ). (3)

_ 10g3/576

De esta forma, basta tomar h(x) = ze ¥ para garantizar la existencia de un nimero

primo en (z,z + pe—log®"* ], siendo e > 0y x > zo(e) > 0.
A pesar de que ge— 108”7 r o(x) siempre se tiene xe™ log?/%=¢ > 2179 para cua-
lesquiera €,0 > 0y x > x9(d) > 0. Por tal razén, el teorema de los niimeros primos no
garantiza de manera incondicional la existencia de nimeros primos en un intervalo de la
forma (z,z + 2'7°]
rama muy profunda conocida como la Teoria de la densidad de los ceros no triviales de la
funcion zeta de Riemann, de la cual se siguen resultados mas fuertes que lo que se deriva
del teorema de los niimeros primos.

. Sin embargo, en la teoria de la funcién zeta de Riemann existe una

Se denota por p = [ + i, a cualquier cero no trivial de ((s). Para T" > 2, se definen las
funciones

NT) = > 1
0<Im p<T
N(@T) = > L

0<|Im p|<T
Re p>o

Es decir, N(T') cuenta el nimero de ceros no triviales de ((s) en el rectangulo 0 < Im p < T
y N(o,T) cuenta el nimero de ceros de ((s) en el rectangulo 0 < |[Im p| < T, con Re p > 0.
A la segunda funcién, se le conoce como funcion de densidad de los ceros no triviales de

¢(s)-

El objetivo fundamental de esta tesis es estudiar el problema de densidad de los ceros
no triviales de la funcién ((s) y su conexién con el problema de la distribucién de los
nimeros primos en pequenos intervalos. De manera precisa; obtendremos una estimacién
para N (o,T), la cual permite establecer que para h(x) > 23/ cone >0y > xo(e) > 0,



Introduccion viii

existe un numero primo en el intervalo (z,x + h(z)]. Mas atn, la cantidad de ndmeros

. . e s h(x) .
primos que hay en ese intervalo es asintéticamente como 1. Ademds en el proceso de
estudio vamos a aprender como se aplica el Teorema del Valor Medio de Vinogradov para
obtener la regién libre de ceros de ((s) que de hecho es el mejor resultado conocido en la

actualidad. También veremos que la aplicacién de este resultado establece (3).




Capitulo 1

Preliminares

En el desarrollo de esta tesis se denotard a ¢ (al igual que cg, c1,...) como una constan-
te absoluta positiva, €,d (al igual que £1,01,...) serdn entendidas como constantes positi-
vos tan pequefas como se quiera, p denotard siempre a un nimero primo (lo mismo que

p17p27 .t ')'

Adoptamos la notacién de Landau f(z) = O(g(x)), o de manera equivalente la notacién
de Vinogradov f(z) < g(z), la cual significa que existe una constante ¢ > 0 tal que | f(z)| <
cg(x). Se denota f(z) = o(g(z)) para indicar que

mM:O.

v—o0 g()

Se dice que f(z) es asintéticamente igual a g(z) si

f(z) = g(2)(1 + o(1)).

La funcién de Mobius p(n), se define por

1, sin=1;
u(n) =< 0, si p?|n;
(—1)%, sin=pip2...pk

La funcién de Mangoldt A(n), se define en la manera siguiente

| logp sin = p;
A(n)—{ 0 sin # pF.
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Para x > 0, la funciéon de Chebyshev se define como la sumatoria
U(x) = An).
n<x
Para todo entero positivo n, la funcién 7(n) indica la cantidad de divisores de n, es decir
T(n)=> L
din

Para cualquier real u, [u] denota al entero més cercano a u tal que u — [u] > 0. El nimero
0 < wu—[u] <1 es conocido como la parte fraccionaria de u y se denota por {u}. Se definen
las siguientes funciones de variable real:

plu) = 1/2{u}, (L1)
Jull = min({u},1 - {u}).

1.1. Formulas de sumacién
Lema 1.1. (Férmula de Sumacién de Abel). Sea {c,} una sucesion de nimeros complejos.
Sea f(u) una funcion continuamente diferenciable en [a,b]. Entonces tiene lugar la igualdad

b

> eafn) == [ C)f w)du+COIF),

a<n<b a

donde C(u) = > cp.

a<n<u

Demostracion: Es suficiente demostrar que

Observe que

S B - )= 3 e / fwdi= 3" e, / £ (w)g (s n)du,

a<n<b a<n<b a a<n<b a

donde
1sin<u<b,

Osia<u<n.

o~ {
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De esta forma, se deduce

b

/chf( undu—/chf du—/C O

a a<n<b a a<n<u

Lema 1.2. (Férmula de Sumacién de Euler). Sea f(u) una funcién continuamente dife-
renciable en [a,b]. Entonces tiene lugar la igualdad

b
/ Flw)du+ p(b) F(5) — pla) f(a) — / p(u) f'(u)d,

a<n<b
donde p(u) es la funcion definida en (1.1).

Demostracion: Si definimos C(u) = > 1, entonces
a<n<u

S 1=l [a] = (u—1/2+ p(w)) — (@ — 1/2+ pla) = u — a — p(a) + p(u).

Aplicando el Lema 1.1 se tiene

b b
S / (u—a— p(a)) ' (u)du - / plu) £/ (w)du+ (b—a— p(a) + p(B)) F (). (1.2)

a<n<b

Por otro lado

b b

u=>b
- / (= pla)f (w)du = ~(u—a— pla)) 7] + / fwdu.  (13)

a a

Sustituyendo (1.3) en (1.2), deducimos

b
/ F@du+ o)) - pla) (@) ~ [ pla) (w)du. O

a<n<b

Lema 1.3. (Férmula de sumacién de Poisson). Sea F' € L'(R). Suponga que la serie

ZF(n—i—v)
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converge absoluta y de manera uniforme en la variable v. Si ademds

> IF(m)] < o,

mezZ

entonces

Z F(n+wv)= Z F(n)e®™m,

nez ne”L

Demostracion: La funcién

G(v) = Z F(n+wv)

nez

es una funcién continua de periodo 1. Los coeficientes de Fourier de G(v) estan dados por

1
G(v)e 2™V dy = Z F(n +v)e ™m0y

o
3
I
ok\\SH

nez 0
n+1 00
= Z F(x)e 2™mTdy — / F(z)e ™y = F(m).
nez 5, o

Dado que ), |F(m)| < oo, podemos representar a G(v) por su serie de Fourier

Z F(n+wv)= Z F(n)e®

nez neEZ

El Lema esta demostrado. O

Se definen a las funciones de varible real =, para x > 0;

O(z) = Ze_””2,

nel

wiz) = Y e (1.4)
n=1

De esta forma, como consecuencia del Lema anterior se tiene.

Corolario 1.1. (Ecuacién funcional de 6(x)). Para x > 0 se tiene
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Demostracién: Observe que, de existir, la transformada de Fourier de F'(z/t) es It F(tu).
—7* entonces F(t) = e ™. Por lo tanto e ™*/v®” tiene transfor-

\/Eefﬂ'tzw'

Notemos que, si F'(t) =e
mada

Aplicando el Lema 1.3, se deduce

Z €—7r(n/\/§)2 _ \/EZ e—Trn2J: 0O

nez ne”L

Es claro que §(z) = 1 4 2w(x), y como consecuencia del Corolario 1.1 se verifica que

w(1/z) = ‘/52_ Ly Viw(). (1.6)

1.2. Estimacion de Van der Corput

Lema 1.4. (Van der Corput). Sea f(x) una funcion de variable real continuamente dife-
renciable en el intervalo [a,b] con derivada mondtona. Si ademds |f'(x)] < § < 1, entonces

b

S e — [ enign 012,

a<n<b a
donde la constante implicita de O es absoluta.

Demostracion: Para n fijo sea
F,(x) = e¥mif(nta), 0<z<l.
Definamos a F),(z) en los puntos 0 y 1 como

e2mif(n) 4 o2mif(nt1)

Fn(O) :Fn(l) = 2

Ahora extendamos el dominio de la funcién a todos los reales de manera que F,(z) tenga
periodo 1, para cada x € R elegimos

Utilizemos el siguiente resultado, que pertenece a la teoria de series de Fourier:

Sea f(x) una funcidn con periodo 1 definida en los reales con, a lo mds, un nimero
finito de discontinuidades de primera especie en [0,1]. Si, aparte de las discontinuidades, f
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tiene derivada continua en [0,1], entonces la serie de Fourier converge a f(x) en todos los
puntos donde sea continua. Para los puntos xy de discontinuidad se tiene

rx—x9—0 r—xo+0

fan) =5 (tm )+ tim @)

De esta forma, F,,(z) admite la expansién en serie de Fourier
2mimx
F,(z) = g Cme€ ,
mez

donde

1
Cm = Cm(n) = /Fn(u)e_%im“du.
0

Si m # 0, entonces

1
1 i f(n+u —2mimu
Cm(n) = _27'('1'77]//62 fnt )d(e 2 )
0

1
2mi f (n+u) ' ) |
e a —
= _We 2mimu |11L:0+ m/f/(n+u)e27m(f(n+u) mu)du
0

1
_ L’(esz(n) _ 627rif(n+1)) 4+ 1/f/(n + u)em(f(”“)—m“)du,
2mm m
0

Al evaluar en F,(x) en z = 1 se obtiene

627rif(n) + e27rif(n+1)

Ful) = ;

e27rif(n+u)du + Z cm(n)
m#0

1
eQTrzf(n+u)du + Z E / f’(n + u)€27r7,(f(n+u)—mu)du
1 n+1

. 1 .
2mif (u) / 2mi( f (u)—mu)
e du + E p” / f(u)e du.
m=#0 n

Il
S 3 T T
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Sumando sobre a < n < b, se tiene

b
. ) 1
2mif(n) _ 27 f(u) E —
E e /6 du + Um + 0(1)7

a<n<b m£0
donde
0 0
U, — / £ () 2l m“)du—% / )
[a]+1 [a]+1

= i 7'][‘/(“) Sen 27 u)—mu
= o / i md(sen 2 (u) = mu)

la]+1
]
! ') s 27 (f(u) — mu
i / md(mb? (f(u) )-
[a]+1

Recordemos el siguiente teorema de la media:

Si g(x), h(x) son integrables por Riemman con g(x) mondtona en |a,b], entonces existe
€ € [a,b] tal que

b € b
[ st@in@yiz = g(a) [ nix)do + g(t) [ oy
a a 13
Aplicando este resultado a la parte real de U, siendo g(u) = f,{q;(;i)m monotona,
obtenemos
L ()
u
la]+1
1

Im| -

Con un argumento similar, obtenemos la misma cota para la parte imaginaria de U,,. Por
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lo tanto,

Z e?wif(n) _

a<n<b

A 11
et o (¥ L L)

m m—29
m>0

2rifgy, 4+ 0 (lfd)

donde la constante de O es absoluta. O

/b
b

- / il gy + 0 (3 = L
J m>0m2 1—-6/m
b

1.3. La funcién Gamma de Euler

Definicién 1.1. La funcion Gamma de Euler T'(s) se define por

F(ls) = se’? ﬁ (1 + %) e s/ (1.7)

n=1

donde v = limy _. (ZN L _Jog N) es la constante de Fuler.

n=1n

Lema 1.5. (Férmula integral). Para Re s > 0, se cumple

I'(s) = /ts_le_tdt. (1.8)
0

Demostracion: Observe que la integral converge absolutamente en la region Re s > 0y
de manera uniforme si Re s > oy > 0, para todo oy > 0. Por lo tanto I'(s) es una funcién
analitica en el semiplano Re s > 0. Por definicién de la funcion Gamma, tenemos

I (3) m— 00 m— o0

m
L — 5 lim esXn=1 F—logm) i H (1 + f) e s/m
n=1 n

= s lim m_sﬁ<1+s> =s lim m—s(3+1)(3+2)"'(8+’m)‘
n=1

Por lo tanto -
msm)!

T'(s)= I{ .

()= i TG+ Grm)
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De esta tltima igualdad se tiene la ecuacion funcional de T'(s),
I(s+1)=sT(s).
Por otra parte,

m
/1—t/m )5 dE = m/ t)ymt .,
0

Integrando por partes m veces a la integral del lado derecho obtenemos

m*m/!
s(s+1)(s+2)...(s+m)

1
m* /(1 —t)™t5 Nt =
0

Por lo tanto

m
[(s)= lim [(1—t/m)™t* at.
m—00
0

Sea -

Ii(s) = /ts_le_tdt.

0

Entonces

m 0o

Ii(s) —T(s :n%gnoo /ts L (1 —t/m)™ )dt+/t‘9_1e—tdt
0 m

La dltima integral tiende a cero si m — oo. Por otro lado, para 0 < y < 1 tenemos
(1—y*e ¥ <1—y<e ¥ De esto tltimo, si y = t/m, donde 0 < t < m, entonces

Luego
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yaque 1 — (1 —y)™ <my, si 0 <y < 1. Finalmente

m

Ti(s) = T(s) = lim_ /ts—l(e—tut/m)m)dt
0
m
1
< lm — / tRe stlo—t gy
m—oo M,
0
o0
1
< lim — [ Restle~tgr =0. 0.
m—oo M,
0

1.4. Funciones enteras de orden finito y producto de Weiers-
trass

Definicién 1.2. Sea f(s) una funcion entera. Si existe a > 0 tal que

mix | f(s) |< e™;  R>Ry(a) >0,

entonces f(s) es llamada funcion entera de orden finito. En este caso, a = inf a, es llamado
el orden de f(s).

Teorema 1.1. Sea f(s) una funcion entera de orden 1 tal que f(0) # 0. Si
0<l|p1| <lp2| < lps| <...
son los ceros de f(s) (incluyendo su multiplicidad), entonces existen constantes complejas
A, B tales que
f(s) = eAtPs H <1 - > e’/ P,
n=1 P
Para su demostracién necesitamos los siguiente Lemas.

Lema 1.6. Sea f(s) una funcion entera de orden 1 sin ceros. Entonces existen constantes

complejas A, B tales que
f(s) — €A+Bs'

Demostracion: Sea h(s) = log f(s) —log f(0). Entonces h(s) es una funcién entera, dado
que f(s) no tiene ceros. Ademas, para cualquier € > 0, si |s| = R se tiene

|h(s)| < log|f(s)| < R™€, R > R,(c) > 0.
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0 .
Ahora escribamos h(s) = 3. (a, + ib,)s", con an,b, € R y evaluamos en s = Re” para
n=0
obtener

Re h(s) = Re h(R;e" Z ap cos(nf) — by, sen(nb))R™.
n=1

Por otro lado

2m 21
/cos(nﬁ) -Re h(Re?)do = /anR” cos*(n)df = wa, R",
0 0

luego

T|an|R™ < / IRe h(Re')|do < / |h(Re')|do < RMTE.

Por lo tanto
’an’ < Rl—i—a—n‘

Dado que la desigualdad anterior se cumple para todo R suficientemente grande, se tiene
a, = 0 si n > 2. De manera similar se verifica que b, = 0, si n > 2. Ademds, dado que
h(0) = 0, tenemos ag = by = 0. El Lema esta demostrado. O

Lema 1.7. Sea f(s) una funcion entera de orden 1 tal que f(0) # 0. Si N = N(r) denota
al nimero de ceros de f(s) en |s| < r, entonces para todo € > 0 se tiene

N(r) < rite

Demostracion: Sean py, ... pn los ceros de f(s) en el la regién |s| < r. De esta forma, la
funcion definida por

Fs) = 1) I =
lpn|<r

es una funcién entera que no es constante, dado que f no es un polinomio. Aplicando el
principio del médulo maximo se tiene

|H—<max\F<>|

|Pn |s]=3r
De esta forma
1 N e 1
f(o < méx |f(s <eé" ,
015 < pax 5O T =< s

es decir 2N < CleTHE, por lo tanto N <« rite. O
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Corolario 1.2. Sea f(s) una funcién entera de orden 1 tal que f(0) # 0. Si
0<l|p1] <lp2| < lps| < ...

son los ceros de f(s) (incluyendo su multiplicidad), entonces la serie

Z A

converge.
Demostracion: Por el Lema 1.7

1 1 1
= et Y = <a@+ Y e
er TS 2 T 2 e S et 2

lpn|<1 lpn|>1 lpn|>1

2(k+1)(1+s/2)

SOONID SIS

k=0 2k§|pn|§2k+1 k=0
> k

<) (27) ' <00, O
k=0

Demostracion del Teorema 1.1: Recordemos que

0<|p1] <lp2|l <lps| <.

son los ceros de la funcién entera f(s), con f(0) # 0, de orden 1. En vista del corolario
anterior, tenemos que

Con tal condicidn, se sabe que el producto

P(s) = ﬁ <1 - psn> eslPn

n=1

Ipn

define a una funcién entera con los mismos ceros que f(s). Definamos a la funcién F'(s) por

f(s) = P(s)F(s),

entonces F'(s) es una funcién entera sin ceros. Si F'(s) fuera de orden 1, podriamos concluir
por el Lema 1.6, que F(s) = e85 para ciertas constantes A y B. Para esto dltimo escégase
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|=2 para todo n, esto se puede hacer ya que la medida

a R; que satisfaga ‘Ri — |pnll > |pn

total de los intervalos
(|pn’ - |pn‘72v ‘pn| + |pn|72)

[e.e]
estd acotada por 2 3 |pn| 72 < 00 .

n=1
Sea
P(s) = Pi(s)Pa(s)Ps(s),
donde
s S
Pi(s) = (1——)65/"", Py(s) = (1——)65/”",
(=) H Pn (=) 1:[ Pn
lpnl<R;/2 R;/2<|pn|<2R;
S
P5(s) = (1——)65/”".
(=) H Pn
lpn|>2R;
Sea |s| = R;. Luego
s
Py(s) > ’1_ S| e lsl/lonl > o~ 1s1/1pnl
( ) 1:1 Pn 1:[
lpn|<R;/2 lpn|<R;/2
Rilpn|®/? RzHEm 1+e/2
> H e lon|lTe/2 > H e lonllte/2 > e 1R, .
lpnl<R;/2 lon|<Ri/2

Por otro lado, aplicando el Lema 1.7,

P> I [s=pnl  —isl/ionl > I [Ri = lpall

2
n ‘pn’ n 2R’Le
R;/2<|pn|<2R; R;/2<|pn|<2R;
1+e/4
> ] 2 (o) ze
= 3.2 = 32 = :
- 8RJe 8RJe
R;/2<|pn|<2R;
Finalmente
2
R2 R2 Ry 1
q _ 7 . 1 —Co — .
Py(s)= ] eo<\ﬂnl2) > I e O lon T2 o272 > IT RIS/2 |on 1</
iy p M
n n n
lpn|>2R; [pn|>2R; lpn|>2R;
0 sea

—00R3+8/2~ Z 11+5/2 .
P3(s) > e loni>2R; lPnl > R
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Por lo tanto, en la circunferencia |s| = R; tenemos

e/ e/
™ > i (£(s)] = mix [P(s)] - F(5)] 2 et i i [F(s)],

es decir .
€
max |F(s)| < efi

7 >10). O
s (i > o)

1.5. Lema de Borel-Caratheodory y sus consecuencias

o0

Lema 1.8. (Borel-Caratheodory). Sea R > 0. Sea f(z) = > cn(z — 20)" una funcion
n=0
analitica en en el circulo |z — zp| < R. Si Ref(z) < U para |z — 29| = R, entonces

F

20| <o~ Ref(:0)R™", (n=1.2....)

@) leal = [7—

b) Para |z — z0| <r < R, se tiene

f(z) = f(z0)| < sz ~(U ~Ref(z0));
() (5
‘f ()‘S(Rf]:b)n+1(U_Ref(zo)), (n:1,2,...).

Demostracion: Sea

F(z) = —CO—chZ—ZO Zb (z —z0)"

Si0<r<R,(=z +re?, entonces

_ FQAC 1 [, _
bp = — / (C—zo)(”+1)_27rr”/(P+ZQ)e Pdp, (n=0,1,2,...), (1.9

|C—z0‘:r -7

F(() =F(z+7re'¥) =P +iQ, (P,Q€R)
P =Re F(¢)=U ~Re f({) >0

En particular, se tiene
™
1
b P
0= 5 (P +iQ)dp

—T
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Dado que % es analitica en el circulo | — 2| < r, tenemos
K
r" .
0= o (P+iQ)e"?dp, (n=0,1,2,...).
™

—T
Tomando el conjugado a esta tltima expresién y tomando en cuenta (1.9), se tiene

s
1 .
bpr™ = — / Pe™"™dp, (n=1,2,...),

s
—T

de aqui (como P > 0, si | — 29| < r < R), se tiene

1 2 2
by < — | |Pldp = Pdyp = —Re bg.
bul <~ [Pl = 52 [ Pap = Zrety
-7 —m
Por lo tanto, cuando r — R se tiene
2Re b
Iby| < 20 20 (n=1,2,...), (1.10)

R™ 7

es decir, se tiene el inciso a).
Mostremos b). Considere el circulo |z — 29| < r < R. Aplicando (1.10) se tiene

F(z) = Flzo)l = |32 bz — 20" < 3 2Re by ()" = jo Re b,
n=1 n=1

Finalmente, derivemos F(z) y apliquemos (1.10)

00 _ Z(Re b(]) dk "\"
i n—k — R

2(Re bo) RE!

2\ YO) St =1,2,.... O

(R —r)kt1”’ k=12,

Corolario 1.3. Sea F(z) una funcion analitica en una region que contiene al circulo |z —
20| < r. Supongamos que F(zp) # 0 y ademds

< M, |z — 20| <.
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Si F(z) # 0 en el semicirculo |z — zo| < r/2, Re(z — z9) > 0, entonces se tiene

F/(Zo) 4
R > ——log M;
@) Re F(z) — r 08 M
F/(Zo) 4 1
b) Re > ——log M + Re ,
) F(zp) roe 20— p

donde p es cualquier cero de F(z) en el semicirculo |z — zp| < r/2, Re (2 — z9) < 0.

Demostracion: Consideremos a la funcion

PO, 5 2 #

z) = L
9() lim g(2), si z=np,
z—p

donde el producto esta tomado sobre todos los ceros F'(z) en el semicirculo |z — zp| < /2
(incluyendo su multiplicidad). De esta forma g(z) es una funcién analitica en el semicirculo
|z — 20| < /2. En la circunferencia |z — 29| = r, se tiene

9(z ‘ ‘ O—P‘<M
‘ FZOHZ—p_ ‘

Por el Principio del Médulo Maximo esta desigualdad se cumple en en circulo |z — 2| < 7.
Analizemos en el semicirculo |z — 29| < 5, por hipdtesis se cumple que g(z) # 0, entonces

9(2)

tomando la rama principal del logarltmo, vemos que f(z) = log 2 FEOE la cual es una funcién
analitica en este mismo circulo y

Ref(2) ‘g )<10M

(M > 1, ya que para z = 2 se tiene que g((z)) = 1); ademds, Re f(z9) = 0. Aplicando el
Lema anterior con R = r/2, se tiene

/ ' 4
|f'(20)] = ‘(;((jg))‘ < ~log M;
g9'(z0) | _|F'(20) _ 1 4
sy | = [Py ~ 2zl S 7108
O sea F/( ) 1 )
20
Re{ F(z0) _Ep:zo—p} 2 = log M. (1.11)

Finalmente la condicién Re (z9 — p) > 0, asegura que la afirmacién se sigue de (1.11). O



Capitulo 2

La funcion zeta de Riemann

2.1. Definicién y propiedades basicas

La funcién zeta de Riemann se define por

=1
g(,g):ZE; s=oc+1it, Res=0o > 1. (2.1)

n=1

Esta serie converge absolutamente en la regién ¢ > 0 y de manera uniforme en el semiplano
Re s = 0 > 09 > 1, para todo o9 > 0. Por tales razones ((s) es una funcién holomorfa
en la regién Re s = ¢ > 1. La funcién definida por la serie (2.1) fue estudiada por Euler
(1707-1783), quien consideré solamente valores reales de s. La notacién ((s) y s = o + it se
debe a Riemann (1826-1866), quien hizo numerosos descubrimientos en [12] acerca de ((s).

Teorema 2.1. En la region Re s = o > 1, tiene lugar la identidad
=1 7 1
C(S>:ZTZH7—S’ (2.2)
n 1—0p
n=1 P
donde el producto esta tomado sobre todos los numeros primos p.
Demostracion: Sean X > 0, Re s = ¢ > 1. Consideremos al producto parcial
1
P(X) = H 1_p-s’
-Dp
p<X

y probemos que P(X) — ((s) cuando X — +o00. Escribiendo a cada factor de P(X) como
una serie geométrica tenemos
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De esta forma, P(X) queda expresado como producto de un nimero finito de series absoluta-
mente convergentes. Al tomar todos los productos de estas series, del Teorema fundamental
de la aritmética se sigue

P(X)= Y -+ R(X),

n<X
donde 1
X —
RX)< Y —

n>X

De esta forma tenemos

OEDY ni < % (2.3)

n<X n>X

Tomando limite cuando X — oo en (2.3), se concluye la demostracién. 0O
Lema 2.1. La funcién ((s) no se anula en la region Re s = o > 1.

Demostracion: Observe que

(n)

e
-
I
[~
3 =
V)

1 1 o
< — <1 —du =
_nz:ln"_ L T

—_

osea |((s)| > =L >0. O

Teorema 2.2. Sea N > 1 un entero fijo. Si Re s > 1, entonces la funcion ((s) admite la
representacion

N [e.e]
1 Ni=s 1 p(u)
C(S) = E“‘ 3—1 —§N 8+8/u8+1du. (24)
n= N
Demostracion: Aplicando el Lema 1.2 se tiene
Md M ()
1 U 1 1 plu
2 e :/u8+2MS "N +5/u1+sdu
N<n<M N N
Ml—s Nl—s M-S NS M
_ N . B / plu)
1—-s5 1—s 2 2 ults

N
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Por lo tanto
00 1 1 M
S (AN A v ot
nS Moo\ 1—s 1—s 2 2 ults
n=N+1 N
B les N—s x p<u) J
T o1-s 2 T s
N
Finalmente
Y1 N T p(u)
—S
Z ni §N +5/us+1du. Od
= N
Sustituyendo N =1 en (2.4), se obtiene
[ plw
1 plu
¢(s) = - s/ pres) du (2.5)
1

Observe que la integral en la parte derecha de la igualdad converge absolutamente en
la region Re s = ¢ > 0 y de manera uniforme si Re s = ¢ > 0, para todo oy > 0. Por tal
razén ((s) se extiende analiticamente al semiplano complejo Re s > 0 salvo el punto s = 1,

que es un polo simple con residuo igual a uno.

Lema 2.2. Sea 09 >0. Si0<op<oc<2yx> Lril, entonces tiene lugar la formula

1-s

)=~ + X" o),

donde s = o + it y la constante implicita del simbolo O depende sélo de .

Demostracion: Del Teorema 2.2, para N > x se tiene

N

LN T
(0 =X+ iy Ve [
N

B 1 1 N- It|
= 2 o 2 w1 PO )+O<NU)'

1<n<z r<n<N
Ahora estudiemos a la suma

1 1
I s

r<n<N

(2.6)

(2.7)
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Apliquemos la féormula de sumacion de Abel con ¢, = ﬁ y f(n) = n% para obtener

N
Z LI U/u(lJrU)C(u)du +C(N)N™“.

notit

z<n<N s

Por otro lado, por el Lema 1.4 tenemos

u

Cluy= 3 mil=3) = / ST dy +0(1) = L £ 0(1).

r<n<u

xT

Por lo tanto

N
> al+z't - J/u_(1+0)c(u)dU+C(N)N_U
r<n<N "

T
N N

o [ (T v o [urtan) +

x x

Nl—s o xl—itN—O’
+ T3 +O(N79)
Nl—s 1‘1_5
C1-—s * s—1

+O0(zN"7) + O(z~°).

De esto dltimo y de (2.7), tomando limite cuando N — +o00 se obtiene el Lema. O

2.2. Ecuaciéon funcional de la funciéon zeta de Riemann

Teorema 2.3. En la region Res > 1, tiene lugar la igualdad

1+s

7/25(s — 1)T (;) C(s) =1+s(s—1) /(xél + o w(a)da,
1

donde w(x) esta definida en (1.4).

Demostracion: Para Res > 0, aplicando el Lema 1.5

oo

['(s/2) = /acs/z_le_xdx.

0
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Si & = ™2y, se tiene

o¢]
T (f) _ (ﬂ_nQ)s/Q/yg—le—mﬂydy’
0

2

por lo que

[e.e]

_S/QI‘ /ys “le “”dey, n=123,....

0

Dado Re s > 1, sumando sobre n = 1,2, 3,... , obtenemos
72T ( - Z / e~V dy, (2.8)
n=17

En (2.8), la posibilidad de cambiar el orden de la sumatoria con la integracién se deduce
del hecho de que

2 N2 .
g e = Qe ™), six > 1;
n>N

= 1
;67”12120(\/5), si0<x<l1.

Luego
o0 o0 i > r
Z/yg‘le‘“”@dy = /3/2 e mdey_/y;_lw(y)dy
n=10 0 n=1 0

:/:c (1/x)d:):+/ 5 L) da

1

_ 171;—1—3 (\/52_1 + \/Ew(:c)) de + 7x3-1w(x)dx
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00
/°
1

o0

]. 1 S S

= -—-+ / (1:*1% + xiil) w(z)dz
s—1 s

1
S . +/ <x*1# + x%A) w(z)dz.
s(s—1)
1

Finalmente, combinando (2.8), (2.9) y multiplicando por s(s — 1) tenemos

7 2s(s — )T (%) ((s) =1+s(s—1) / )w(x)dm.
1
El Teorema estd demostrado. O
Definicion 2.1. La funcion £ de Riemann se define por
00
E(s)=14+s(s—1) /(335_1 + x_lgs)w(x)da:. (2.10)

1

Observe que la integral en la parte derecha de la ecuacién anterior define a una funcién
entera. Por tal razén £(s) es una funcién entera que ademads satisface

&(s) = €1 — ).

El hecho anterior es equivalente a la relacion

(5o =t (5o

La udltima relacion es llamada Fcuacion Funcional de la funcion zeta de Riemann.

Corolario 2.1. La funcion ((s) se extiende analiticamente en todo el plano complejo con

s# 1.

Demostracion: Del Teorema 2.3 y las definiciones de las funciones £(s) y I'(s) obtenemos

1 1
_ s/2
C(S) - s — 171- 5(8) (8/2
- 311 o2 ¢ 675/2 | | (1+5) e (2.11)
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donde ]
7TS/27 S), T /o)
£(s) sI'(s/2)
son funciones enteras que no se anulan en s = 1. Por lo tanto ((s) se extiende analiticamente
a todo el plano complejo con s # 1. O

2.3. Teoremas acerca de los ceros no triviales de ((s)

De la ecuacién (2.11) se sigue que ((—2n) = 0 para todo natural n. Estos valores son
llamados ceros triviales de ((s) y se trata de los tinicos ceros tales que Re s < 0. Por otra
parte, los ceros de £(s) son llamados ceros no triviales de ((s). Estos ceros no se denotan por
p = B+iv. De la ecuacién (2.10) se deduce que |y| > 1. De hecho, se sabe que el primer cero
no trivial p; = (1 + i1, tiene parte imaginaria v, = 14,1347.... Riemann prob6 que existe
una infinidad de ceros no triviales y afirmé que deben estar ubicados en la recta Re s = 1/2.
Esta afirmacién, atin sin demostracion, es conocida como La Hipdtesis de Riemann y es uno
de los llamados Problemas del Milenio (Ver [2]).

Teorema 2.4. Todos los ceros no triviales de ((s) estan en la franja critica 0 < Re s < 1.

Demostracion: Sea p es un cero no trivial. Segun las propiedades de la funcién &(s), se
tiene que p, 1 — p y 1 — p también son ceros no triviales. Dado que Re p < 1 se sigue que
1>Re(1—p)=1—Rep,osea Re p>0. Porlotanto 0 < Rep<1. O

Teorema 2.5. La funcion £(s) es una funcion entera de orden 1.

Demostracion: Recordemos que

Dado que e ™ < w(x) < 2e ™, si & > 1y de la ecuacién funcional de I'(s), tenemos

max s) | = max 1—35)|< max s
i | €0) | = g | €0 =) I< s, | 69|

+ (R+ 1)2/2(xR + zfe %dr < 1+ 10R? /Q:Re_xda:
1 1

IN
—_

<1+ 10R2/x[R1+1e—ffdx <14 10R’T'([R] +2) < 1+ 10R*([R] + 1)!

1
20 R2e10(R+1)log(R+1) ~ 100Rlog R < €R1+E

— )

IN
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sie >0y R > R,(¢) > 0. Por lo tanto, el orden de {(s) < 1.

Por otro lado, recuerde que
fy — _5/2 f
§(s) = s(s = D71 (5) ¢(s).

Finalmente, para s = 2n 4+ 1,n € N, se tiene

5(2n+ 1) > 7,L27_[_—11—1F(nJr 1) — 2y > e%nlogn—(n—l—l)logw

1
> e100

nlogn > eC’RlogR 0

Dado que el orden de la funcién entera £(s) es 1 y recordando que £(0) = 1, en virtud
del Teorema 1.1 se tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.2. Tiene validez la formula
£(s) = e H (1 - ;) es/Pn, (2.12)
n=1 n

donde el producto esta tomado sobre todos los ceros no triviales de ((s) y A es una constante
absoluta.

De hecho se puede probar que A = —y/2 -1+ % log 4w, aqui v es la constante de Euler.
Utilizando el corolario anterior se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 2.6. Tiene lugar la siguiente igualdad
¢'(s) 1 R < 1 1) = ( 1 1 )

- _ E— A, 2.13
¢(s) 3—1+z:1 + +Z s+2n 2n + 4o (2.13)

5= Pn an

n= n=1

donde py, son todos los ceros no triviales de ((s) y Ao es una constante absoluta.

Lema 2.3. En la region Re s > 1, tiene lugar la formula

((s) =~ Am)
0 => ot (2.14)

n=1

Demostracion: Si Re s > 1, entonces

S A =S E YA =Y = ).

o~



2. La funcion zeta de Riemann 25

Teorema 2.7. Sean p, = Bn + ivn, n € N, los ceros no triviales de la funcion zeta. Si
T > 2, entonces tiene lugar la estimacion

[e.9]

1
;1 T O(log T). (2.15)

Demostracion: Para s = 2 + T tenemos

> 1 1 s
——— <logT + 1.
‘E(s—i—Qn )‘_ ( 2n)+z;4n2_0g +

n>

Por lo tanto, aplicando el Teorema 2.6 se tiene

¢'(s) 1 > 1 1 > 1 1
_ — _ I R - 3l QO il
Re((s) Re{s—l nz::l<5—|—2n 2n) 0} Re;<s—pn+pn>
= 1 1
< logT—ReZ +—). (2.16)
o (5 — Pn pn)
Ademéds, por el Lema 2.3
¢'(s) _|¢(s) — A(n)
— < = | <
s T ggnﬂﬁ =
luego
ad 1
<
Renz:l <5 . + Pn> cslogT
Por otro lado
1 1 2B, 0.5
Ss—pn @B FiT - Q=BT =) T 1+ (T - )
Por lo tanto -
logT. O
n:11+ T_ <<Rez(8_pn pn><<0g

Corolario 2.3. El numero de ceros p, de la funcion zeta para los cuales T' < Imp, <T+1
no sobrepasa a cqlogT.

Demostracion: Note que

1 1
TP 1+ (T (T+1)7

Y
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donde v, = Im p,, € [T, T + 1]. Entonces

oo
2
E: 1§§ ————5 < cylogT. O
)2
T<yn<T+1 1 (T =)

Corolario 2.4. Para T > 2, se tiene

Z ’1’2 = O(logT).

e
Demostracion: Sigue de
1 2 = 2
E — < E — < E —————— =0(logT). O
2= — 2= — A~ 12
oo T =l T S T =l T 1 T —

Corolario 2.5. Sea s =0 +it, con —1 < o < 2, , |[t| > 2. Entonces tiene lugar la igualdad

¢'(s) _
¢(s) 2

[t—yn|<1

+ O(log [t]). (2.17)

n

Demostracion: Sea s = o +it, —1 < o < 2, |t| > 2. Entonces

S ()= X ae 3 T < cton(i
n=1

n
n<|t[+2 n>|t|+2

Por lo tanto, del Teorema 2.6, se tiene

o =i i ) ottt

n=1 7 P Pn

Al restar en la ultima igualdad ¢'(2 + it) /(2 + it), resulta

¢'(s) _ - 1 B 1 .
(s) _Z<s—pn 2+@'t_pn>+0(1 gt])

n=1

s ( 1 )+

tomi<t NS TP 2 pn

T D (A — + O(log [t]). (2.18)
S—pn 2+t —pn

|t_'Yn‘>1
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Note que
Z 2JrZ.tl_:O(lOngD;
[t—nl<1 P
1 1 } 2—0 1
Y il ¥ e Y
_ — 1= Y 2
ooy 5T 2t — el T L (Y —t) o (Yn — 1)

Sustituyendo estas dos tltimas estimaciones en (2.18) y aplicando el Corolario anterior, se
concluye

¢'(s) 1 1 o
) = 2 T2 ooy tOUesl)

It—%\ﬁls_pn [t=yn]>1

1
= >  ——+0(og|t)). O
o<1 ° PP

Definicion 2.2. Para T > 2, 0 < o < 1, se define la funcion

NT)= > L

0<Im p<T

Es decir, N(T') es el numero de ceros no triviales de la funcion zeta en el rectingulo 0 <
Imp <T.

Del Corolario 2.3 se obtiene que N(T') < T'logT. En 1895 Mangoldt demostré que para
T > 2, tiene lugar la férmula asintética

T T T
= —log— — —+0O(ogT). (2.19)
27 2w 27

N(T)

Teorema 2.8. (C. J. de La Valle Poussin). Existe una constante absoluta ¢ > 0 tal que en
la region
c
Res=0>1— ———, 2.20
log(|t] +2) (2:20)

la funcion ((s) es libre de ceros.

Demostracion: La funcién ((s) tiene un polo en el punto s = 1 y por lo tanto no tiene
ceros para cierto nimero positivo 79 > 0 en el dominio |s — 1| < 7g. Sea p = 5+ iy un cero
de ((s); claramente |y| > 9. Sea 1 < o < 2. Entonces, segtin al Lema 2.3 se tiene

CI(S) _ i A(n) _ i A(n) e—itlogn‘

C(S) n=1 n’ n=1 ne
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Por lo tanto
oo

Z

cos (tlogn).

La desigualdad trigonométrica 3 + 4 cos ¢ + cos(2¢) = 2(1 4+ cos ¢)? > 0, es valida para todo
¢ real. Entonces se tiene

Dado que ¢ > 1, entonces tiene lugar la siguiente ecuacién

A ) 1 (1
Z ns __C(s)_s—l_;(s—pn+

n=1

1
) + O(log |t]| + 2).

n

Si s = o, tenemos

(o) _
(o)

1
(et
-1 0 — ﬁn — UYn ﬁn + 1Yn

) +0(1) < % b, (222)

donde ¢; > 0. Para s = o +it, [t| > 70, se tiene
¢'(o +it)
—Re Re
((o+it) Z

donde ¢ > 0. Dado que 0 < Re p, =3, <1, n € Ny Re s > 1, tenemos

1
) T exlog(|t] +2),

n

1 1 o— Bn
Re = Re - = >0,
S — pn o= Bpt+ilt—m)  (0—Bn)2+ (t—7m)?
1 Bn
Re — = >0
epn ﬁ%"‘%%_

Por lo tanto

“Re Cg/((gig)) <o ﬁn(;;f(’; — 5 +elog(lt] +2). (2.23)
Ademds ¢'(o +12t)
—Re RCE=) < co(log(2[t] + 2). (2.24)
Sustituyendo las estimaciones (2.22), (2.23) y (2.24) en (2.21), deducimos
4(0 = Bn)

3
P log([t] +2) — >0,

(0= Bn)? + (t —m)?
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donde c3 > 0. Esta tultima desigualdad se cumple para todo ¢ tal que |[t| > vy 1 <o < 2.
Por lo tanto, si

1
FE = gl + 2)°
entonces
o 3 log(ll +2).
oc—0Fn  o—1
Finalmente
8, <1 1 1 -

- ;o= —.
14cz log(|yn| + 2) 14es

2.4. Representacion de la funcion de Chebyshev a través de
una suma sobre los ceros de ((s)

Definicion 2.3. Una serie de Dirichlet es una expresion de la forma
= a
n .
f(s) = Zl 5 s=o+tit, (2.25)
n=

donde a,, son numeros complejos llamados coeficientes de la serie de Dirichlet.

El método de integracion compleja en particular permite escribir a la funcién de Chebys-
hev en términos de la serie de Dirichlet

) A
¢(s) P

Lema 2.4. Sean a >0, T > 2 y b > 0 numeros reales. Entonces para a # 1, se cumple

n=1

b+iT b .
1 / a—sds: 1+O<7T|1‘Zga|>, sioa>1;
s

2 L) ‘
- O (T|loga| , si O0<a<l1.

Demostracion: Sean a > 1, u > b. Entonces

b+iT

1 s 1 s
b / &ds:i &ds—ll—IQ—I37
211 s 211 s
b—iT I
donde
—u+iT —u—iT b—iT
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Por el teorema de Cauchy, tenemos

b+1T s
1
= / S ds=1-1— I — I5.
274, s
b—iT

Note que |I1| = |I3|. Valorizemos I

b b
1 o+it 1 o b
|11\=/a —do S/adcréa.
27 o+t 27 T 2T loga

u —Uu

Para I, tenemos

1 D —u—l—it 1 a~
L= — <=
2| 2w / —u + zt 27 U
T T

de esta estimacién, notamos que |Iz| — 0 cuando u — oo. De esta forma, tomando u =
ab/Tog -+ 10 se tlene
b+iT

1 a’ ab

— —ds=1+0 , > 1.

27rz'/ s y + (Tloga) “
b—iT

Supongamos ahora que 0 < a < 1. Entonces

b+iT
1 a’ 1
— —ds = — *ds—ll Iy —Is = —(I1 + Ir + I3),
21 s 21
b—iT r
donde
u+iT ] u—iT < 1 b—iT <
a a
— = — —d I3 = — —ds.
2m/ s, 2m'/ss’32m'/ss
b+iT u+iT u—1iT

Valorizemos I
u

o+it o _u b b
IIl\zl/“ .dagl/“dos i A R —
2 |) o+t 2r ) T 2rTloga — 27T logal
b b
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Para I tenemos

T

1 D 7u+1,t 1 a¥ a¥
L|=— — [ —at < —orT,
|12 21 / u—i—zt _27r/u — 27mu

T

=T

de este hecho, notamos que |I3] — 0 cuando u — oco. De esta forma

b+iT
a® ab
/ds:O — ), 0<a<l.
s T|log al
b—iT
El Lema esta demostrado. O

Lema 2.5. Para la funcion de Chebyshev (x) tiene lugar la identidad

. b+iT ols) o
s) x
d)(:p):—%i / ) -?ds+0(1),

b—iT

donde x = N +1/2, N es un nimero natural, T >2 yb=1+ loéz'

Demostracion: Del Lema 2.3, para Re s > 1 se tiene

SOFS (O

C(s) s _n=1 s ns

Si s varia en el segmento con los extremos b — i1, b+ i1, resulta

= A(n) z°
Do

b = logn
<bn§_:1 b < Q.

Luego
. b+l . Lo b+z‘T1 .
_ L / L) e L ST A / 1.2,
2mi C(s) s 2mi s ns
b—iT n=1 b—iT
Para z > 2 tenemos
b+zT b+iT

I—ZA / z—st—FZA(n) / %”Uj—zds.

= b—iT n>r b—iT
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Por el Lema anterior
(%) ()
I=3 M1+ 0(gpna)) + 2 AmO ()

T|log
n>x

n<x

> logn
- v1+0 (L ey
n=1 n

Note que
—1/2 1/2 1
’loqumin(‘logn / ,logn+ / ):10g<1+7):
n n 2n
(DR 1 1
=2 ket T am 3> 3
P k(2n) 2n 2(2n) 3n

pues 4n? > 3n, 4n > 3, para n € N. Finalmente

1= +0( Y kff) — (2)+0(1). O

n=1

Teorema 2.9. Sean 2 <T <z, x=N+1/2, N € Z. Entonces
1 2
T8 $> (2.26)

=> An)=z— ) xp+0< .

[Tmp|<T

n<x

donde p son los ceros no triviales de la funcion zeta.
ys=o0+il},donde —=1/2 <o <2, T<Ty <T+1.

Demostracion: Sean b =1 + loé:r:
Aqui T} es elegido de tal forma que la distancia de la linea Im s = T} a el cero més cercano

de ¢(s) es > log™' T' (ver Corolario 2.3). Aplicando el Lema anterior tenemos

b+iTh

L _d(s) a®
V(@) = 5 ) s ds +O(1)
b—iT)
L [ d(s) z°
% C(S) —ds—11 — I, — I3 —|—O(1),
donde
—1/2+4iT) (*) —1/2—iT} (5 b—iTy )
_ ¢(s) 2 _ ) 2® () 2°
n= [yt me [ ST Be (o) 5%
71/2+iT1 71/27’LT1
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Por el Teorema 2.6 y del teorema de Cauchy, se tiene

1 ' s 1 1 1
L NI G N (-3 NE
271 C(s) s 2mi s—1 S—pPn  Pn
r r n=1

S

- x z? ('(0)
;(34—12n 2111)+C> ?ds:x— Z C((?)

[Im p|<Ty P

Estimemos I;. Por el Corolario 2.5 tenemos

—1/24+4Ty
1 x®
L= / (- +O(logli] +2)) - Zds.
5 — pn s
b+iTy [t—n|<1

Note |8 — pn]:]U Bn +Z( 'Yn)| > logT’ c1 > 0.
Por lo tanto

<* > 8_1 +0(10g|t|+2))§<<1og2T%

Luego

Cg((j)) = Z - + O(log|t| +2)| < logT
|t_'7n|<1
Finalmente
|I2| << 1 / log ‘ 71/2+zt dt <z 1/2 logT 1+/ dt
T -1/2+ NGESYL

zlog?z

Ty
dt
<z VlogT 1+/t <z V?log? T <« T
1



Capitulo 3

Teorema del Valor Medio de Vino-
gradov y su aplicacion a la funcién

C(s)

Since 1934 the analytic theory of numbers has been largely trasformed
by the work of Vinogradov. This work, which has led to remarkable new
results, is characterized by its supreme ingenuity and great power.

K. Roth and A. Davenport.!

En este capitulo presentamos el Teorema del Valor Medio de Vinogradov y abordaremos
una de sus profundas implicaciones en el estudio de la funcién zeta de Riemann; el orden de
la funcién ((s) en cierta regién. Ademads, presentamos el mejor resultado hasta hoy conocido
sobre la regién libre de ceros de la funcién ((s).

Sean P un entero suficientemente grande, y k, n enteros positivos. Dados los enteros

A1y .., A se denota por Jy ,(P; A1, ..., A,) al nimero de soluciones enteras del sistema de
ecuaciones
T4 T — T — - — T =M1
widaf —afg - —ah = A
(3.1)
R TR
donde 1 < zq,...,29, < P.

'Fragmento del prefacio de [17].
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El ntimero Jj ,(P; A1, ..., An) se puede escribir en la siguiente forma integral
1 1 2k
gy, n(P§ Ay, )\n) = / - / Z e?wi(aw—&-..--{-anm") 627ri(—041>\1_..._om>\n) doy - - - day,.
0 0 |z<P
Si Ay = -+ = A, = 0, entonces se denota Jy,(P) = J;,(P;0,...,0) y ademas la
expresiéon integral
1 1 2k
Jk,n(P) = / . / Z e2mi(anzttana™) dov -+ day,
0 0 <P

se considera como el valor medio de la funcién
2%k

, e n
Flag,...,apn) = g eZrilarzttana™)
<P

)

donde 0 < aq,...,qa, < 1.

Se puede verificar facilmente el siguiente Lema.

Lema 3.1. Son justas las siguientes relaciones:

a)
Jk,n(P7 A17‘ . 7>\n) S Jk n(P)7

b)

> Tkn(Pid, .. A) = PP
A1a'~~7)\n

M| < kP, |Xo| < kP2, ..., |\| < kP,

(2k)_np2k—("2+")/2 < Jen(P),

§ : e2wi(a1x+a212+---+anx")

<P

2k .
- Z Jk,n(P; )\1, ey )\n)e%”(*al/\lfag)\zf.._,an)\n)
Al yeesAn
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f)
- 2,2 n,n 2k
2 : ’ § :627rz(a1xy+a2x yettanzmy™)
<P y<P
27mi(—a1 A1z —aa Aoz — - —apAp ™
< D Ten(PiA Ay D ePmierimmaa et man At |
AlseeyAn z<P

3.1. Teorema del Valor Medio de Vinogradov

El teorema del valor medio de Vinogradov establece una estimacién para Ji,(P) y se
trata de una poderosa herramienta que ha encontrado aplicaciones en el estudio de proble-
mas clasicos de la teoria de los nimeros tales como el problema de Waring y propiedades
acerca de la funcién zeta de Riemann 2. El teorema del valor medio es por si mismo un
tema de estudio tan profundo que describir todos los detalles nos obligaria a desviar la
atencion de nuestro objetivo particular, por tal razén sera presentado sin demostracion. Sin
embargo, en esta secciéon estudiaremos con detalle el resultado de Vinogradov para obtener
una estimacion no trivial de la llamada suma zeta.

Teorema 3.1. (Valor medio de Vinogradov). Sean r entero r > 1, k > n? +nr y P > P.
Entonces tiene lugar la estimacion

’Vl2 n
Jk,n(P) < (4n)4krp2k7%+§r7

2 1 T
5, = +n(1—> .
2 n

Definicion 3.1. Las sumas de la forma

N 2M
Sl — § :nzt; 52 — § : nzt’
n=1

n=M+1

donde

son llamadas sumas zetas.
Para la estimacion de estas sumas se requieren los siguientes lemas.
Lema 3.2. Sean a > 0 un numero real y k € Z y P > 1 enteros fijos. Entonces se tiene
2miakx . 1
Z e < min (P, 7),
[lak]]
1<z<P

donde ||x|| esta definida en (1.1).

“Puede consultarse [10].
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Demostracion: Supongamos que ak no es un entero, entonces

[e¥miekP 1| |senmakP| 1

P
‘ § :627rwzk:;r _
=1
Por otra parte, sabemos que |sen7z| > ||z||. De esta forma concluimos

1
2miakz < min (P )
Z ||k |

Lema 3.3. (Dirichlet). Sean o > 0 y 7 > 1 nimeros reales fijos. Entonces existen enteros
primos relativos a,q con 1 < g < 7 tales que

le2miok 1|~ |senmak| ~ |senmak|’

0
=242 <
q qT
Demostracion: Sin perder generalidad podemos suponer que o < 1. De esta manera
consideremos al conjunto {am}, para m =0,...,[r] y dividamos al intervalo [0, 1] en [7]+1
secciones uniformes de longitud GES ] -
Supongamos que {am} > [] 7] para algun m. Luego
jam — (jaom] + 1)] € ——— < (32)
am — ([am = .
~[r]+1
en este caso tomemos q; = m y a; = [am] + 1. Por el contrario, si los [7] 4+ 1 nimeros,
{am}, estdn distribuidos en los intervalos
[O 1 > [[7’] -1 7] )
) L ]+
Entonces existen enteros mj y mg con 0 < mj < mg < [7] que satisfacen
1 1
{maa} —{mia}| = |a(ma —m1) — (lams] — [ami])| < - (3.3)

llamemos ¢q1 = (mg — mq), a1 = [ams] — [amy].
Notemos que en ambos casos ¢1 < 7. Asi, dividiendo las desigualdades (3.2) y (3.3) por
¢1 v tomando la fraccién reducida % = % obtenemos

a 0
a——=—, (a,9)=1,¢<7, |0 <1. O
q qr
En particular, para cada o € R existen enteros a y ¢ con (a,q) = 1, ¢ > 1 tales que

0
a-L==, g <L
q q
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Lema 3.4. Sean «, 3, numeros reales. Entonces es vdlida la siguiente estimacion

1 M
m<{P,— 1t <5(—+1) (P 1
Z mln{ ’HOék-i-ﬂH} < (q + )( +qlogq),

N<k<N+M

donde

a 0
=—+—, (a,9)=1, [0 <1.
P (a,q) 6]

Demostracion: Supongamos que 0 < a < 1. Escribiendo k = gt +7r con1 <t < M/q+1,
1 <r < q tenemos

> min{r ) s

N<k<N+M

I MQE

g 1
Z:: { e qt+r+N)+ﬂll}

M 1
= <q+ >1<f<“ﬁ>/‘q+1zml { " Tal qt+r+N)+my}
1
< ( +1)me{ o r+ﬂ1\|} (3.4)

Por otra parte, escribiendo 31 = W tenemos

ar + [qf1] N Or + q{qf1}
q? '

ar+ p1 =

Puesto que (a,q) = 1, la expresién y = ar + [gf1] recorre el sistema de residuos médulo ¢ a
la vez que r. También es posible escribir 0r + ¢{¢/31} en términos de y, pues a pertenece al
sistema reducido de residuos moédulo ¢; es decir

Or + qf{gb1} = 0a” (y — [aB]) + ¢{aBi} = 0'(y), 10'(y)| < 2q.

De esta forma se tiene

1 1
mln{ } min {P, 7,,}, 0" =
Z Ter v A T 2 oy 7

ly|<q/2

W),
q

Si 2 < |y| < ¢/2, entonces

_2 _l_gll 1 0//
Jlyl=2 _Jyl <1y
q q q

[N}
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pues 6" /q < 1/2. Por lo tanto, # = ||%9”H y asi
o<lil=2 [uto
q q

Luego

1 1 1
Z min{P’ ’ y+6”’|} = Z mfn{P’ | y+9””}+ Z Hy-l—G”H

ly|<q/2 q ly|<2 q 2<|y|<q/2 q

1

<5P+2¢ Y — < 5P +4qlogg
2<y<q/2

< 5(P + qlogq).

Finalmente, de (3.4) se tiene
1 M
> min{P, ki} <5 ( + 1) (P+qlogq). O
Neb TN llak + 3] q

Teorema 3.2. Existe una constante absoluta co > 0 tal que para 2 < N < t, tiene lugar la
estimacion

—co log3N
S; < Ne 7~ 1log%t (3.5)
Demostracion: Notemos que
[log N]+1
Si< Y |Sa(k),
k=0
donde '
So(k) = > n'.
2k <n<2k+1
Entonces,

S < Sa(k)log N,

para algin 0 < k < [log N| + 1. Por tal razén es suficiente estimar a la suma zeta del tipo
So. Efectivamente, sean Ng < M < N y z,y enteros tales que

1<z<a, 1<y<a, a:[M2/5].

Definimos
oM 2M+xy

S = Z eitlog(n—i—xy) _ Z nit.

n=M+1 n=M+zy+1
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Entonces
Sy =S +20a®, |0 < 1.

Luego
2M
a252 _ Z Z Zeitlog(1+xy/n)eitlogn + 2002
n=M+1z<ay<a

Por lo tanto

—2 . 2 _ itlog(1+zy/n)
Sy < Ma P IT(n)| +a%, T(n) ;ge .
r<ay<a

Tomamos la expansién en serie de Taylor de log(1 + zy/n), 0 < xy/n < 1, y usamos la
desigualdad |e™ — 1| = 2| sen /2| < u para obtener

eitlog(1+ay/n) _ ,itFr(z,y) + t@l(agn_l)“—l, 61| < 1;

donde .
Fr(w,y) =Y (=) & Hayn ™",
k=1
Escogemos
logt
= |5.01 . 3.6
" { logM] (3.6)

Con tal eleccién se tiene

logt
Mt(a2n—1)r+1 < MtM—(T—i—l)/E) < (Mt)e(élOgM) (5.0110ggM> _ Mt—1/500'

Por lo tanto

So < Ma™?  méx  U(n)+ M* 4 Mt=2/500,
M+1<n<2M

donde

(o= (1Y

U(n) = ’ Z Z p2mi(arzy+-taray")

z<ay<a

De la desigualdad de Hélder se obtiene

r—1

< ) “k”k)rﬁ( > “k) > ulvr), (3.7)

1<k<n 1<k<n 1<k<n
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para ug,vr > 0y r € N. Elevando a la potencia 2k a U(n), aplicando (3.7) y después el
Lema 3.1, obtenemos

i o 12K
U2k(n) S a2k-1 Z ‘ Z 62W1(061l7y+~~-+ar;t7y7)

z<a y<a
— ; cen r
< 21 Z TerOhs e /\r)‘ ZeQM(cn)\lir Farea”) |
ALy Ar z<a

Nuevamente aplicando (3.7) y después el Lema 3.1
2k—1

U4k2(n) k2 2k< Z Jkr/\l,---,A)) X
ALy A

XD k(A )| Y ePmilenitetanken) 2
Ay A z<a
< Jrn(a oSk =4k Z ‘Zezm (a1 A1 z+--FarAra”) k_
Ay A zZa
Por los Lemas 3.1 y 3.2
‘ Z e2rilaidizt-tarAra”) 2k
M, z<a
Z T (i1, - -, pip )21 A0 == Arin)
< Z Jier( T ‘ Z e2mi(arAip) . ‘ Z e2mi(arArpir)
HLseensfhr Ar
<Jipla) win@An g | min(24 o]
KLy

< Jir(a) H Z min(24y,, ||O‘ml‘m,|_1),

m=1 |Mm‘<Am

donde A,, = 2ka™ para m = 1,...,r. Sea m de tal manera que
n [210gt} <m {5logt}.
log M log M

Por el Lema 3.4, se tiene
) 1 2Am
g min(2A4,,, ||ampm|] ™) < 5(* + 1) (241 + gm1og qm)
m
Hm

1 1 q
2, 10g g (= + - + 4 )
5(24,,)" log q . +Am+4A72n,

m
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donde

I L T
o em g o2

= 0| <1,
2rmn™ Im o ol < 13

Ny —
m

Gy, = (—1)m_1, Gm = [27rmnmt_1] > 1.

Tenemos que log g, < mlog(2M) < 2mlog M. Para k < r2, t > tg, m > 2logt/log M, se
tiene
Gm > mn™t™t > mM™t > 8ka™ = 4A,,.

Luego
1 1 Gm Gm _ 2mm2"M™ Il _
Sy g dm o Am o ARTRE T o p2mel pm /51
am A, TaAz S 2z tgm ="
Esto da
.
H Z min(24,,, ||O‘mﬂm”_1)
m=1 ‘Mm|<Am
T
< H (2Am)2 H (m222m+5Mm/5t71 log M)
m=1 1+[2logt/log M]<m<[5logt/log M]
< W (4k)? 28" a"”" " log" M,
donde

W = 11 MM/t
1+[2logt/log M]<m<[5logt/log M]

Para b > a > 1 enteros, se tiene
1
Z n = §(b—a)(b+a—|—1).
a+1<n<b
Por lo tanto escribiendo Y = logt/log M, obtenemos

log W = BM 1531 _ ¥ ))((5Y] 4 [2¥] + 1) — 10¥ ([5Y] — [2V]))

10
_log M

log M

<
- 10

<3Y - 1)27

(BY] - [2Y])(1 - 3Y) <

aqui usamos el hecho de que [z] — [y] > = —y — 1. Ahora observe que podemos suponer que
Y =logt/log M > 10, esto es, podemos restringirnos al rango

2/3
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La condicion Y > 10 nos da

log M (29 \?2 8411log?t
logW < — (7 ) _ _ 84llogt
o8 B 10 10 1000 log M
Luego
T { -1 2ro8r2 r24r _ 84llog’t -
H Z min (24, [|ampm!| ) < (4k)72° a e~ 1000105 0 Jog" M,
m=1 | |<Am
y

2
U4lc2 (n) < Jlg,r(a) (4k)2r28r2 a8k2—4k+r2+r€—71%%101ﬁ)gg ]C[ log'r M.

Aplicamos la estimacién de Jj ,(a) del Teorema 3.1 con k = (R + 1)7?, siendo R un entero
explicito que méas adelante determinaremos. De esta forma obtenemos

8411og? ¢t

U(n) < {((4k)2r28r2 (47,)8]€TR)(2]€)_2} a(r2+r)(2k)_2(177"_1)R’“a2 (log M)T(Qk)_Qe*m'
El primer factor, entre corchetes, en la parte derecha de la desigualdad, s6lo depende de r.
Por otra parte, para cualquier ¢ > 0y M > My(e) se tiene

e log2 t

(log ]\4)7"(%)_2 < 4000k? log M

La condicién M < /19 asegura por (3.6) que r > 50, luego r2 + r < (51/50)r%. Ademis,
usando el hecho (1 —r~1)"® < ¢~ R tenemos

_ _ _ _ 516_Rlog M
a(’“2+7‘)(2k) A-rHfr e%(logM)%T% R2k)=2 _ ©500(R+1)%rZ

Por lo tanto

(5167R+ £—841 ) 2logM .
401
U(TL) < CL2€ 500 100,40 r2(R+1) )

Ahora, escogemos a R > 0 un entero tal que minimize a

5le & 841
500 100,401

fr) = ( )(R+1)

Un céalculo muestra que el valor 6ptimo es R = 4, el cual proporciona f(R) = —1/3841,2987 .. ..
Por lo tanto, para ¢ suficientemente pequeno obtenemos

log M log3 M

207 33422 < g2e 96,50010827

Un)<a

Finalmente se tiene )
logd M

Sy < Me o2t . O
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C1

se tiene
log?/3 [¢]

Teorema 3.3. FExiste una constante absoluta ¢y > 0 tal que para o > 1 —

Clo +it) = Olog?3Jt]), [t > 2. (3.8)

Demostracion: Podemos suponer que o < 2. Sean ¢; = ¢y/2, donde ¢q es la constante

del Teorema anterior, N = [el°g2/3 ] y 2 = [t|. Por el Lema 2.2 se tiene

(s) = Z%+ > %+0(1).

n<N N<n<zx
Valorizemos la primera suma
N N
1 1 du u 7
’ZE < Zna<1+/u0:1+/ —du
n<N n<N 1 1

N
_o/3d
<1+ /Ncl ™ML~ O(log N) = O(1og?? 1.
1

Para la valorizacién de la segunda suma apliquemos la férmula de sumacién de Abel y el
Teorema anterior

IN

o / 1C(uw)|u= ) dy + |C () |2~
N

y —c log?’u

- of / w7 R du) 4 O(Jf 7))
N
log z

1}3
_ O( / 6v(1—0)—004107g2|t\dv)+O(1)

log N
logz

,03
- 0( / T |f\dv) +0(1) = O(log?/3t]).
log N

Se concluye la demostracion. O

3.2. Region libre de ceros de la funcion zeta de Riemann

Establecer una region libre de ceros en la franja critica es de importancia fundamental
en la teoria de la funcién zeta. Una aplicacién inmediata se da en la estimacién del término



3. Teorema del Valor Medio de Vinogradov y su aplicacién a la funcién ((s) 45

de error en el teorema de los nimeros primos. El siguiente teorema presenta el resultado
sobre la region libre de ceros obtenido por Vinogradov, resultado que permanece sin mejorar
desde 1942.

Teorema 3.4. (Vinogradov). Existe una constante absoluta ¢ > 0 tal que ((s) # 0 en la
region
B c

log?/3([t| + 2) log log([t| +2)

Demostracion: Mostremos que si p = 3+ iy es tal que ((p) = 0, entonces existe una
constante absoluta ¢y > 0 tal que

€0
<1- .
b< log?/3(2v 4 2) loglog(2y + 2)
Sea J
6=

- log?/3(2v 4 2) loglog(2y + 2)
Vamos a mostrar que d > ¢y > 0. Si d > 1 el resultado es trivial. Entonces podemos
suponer d < 1. Sea v > 79 > 0 tal que W < {§, donde ¢; es la constante del

242
Teorema anterior. Luego
_da o4 (3.9)
loglog(2y+2) ~ 10 '
Sea
4d
RENNTYE
log®/°(2v + 2) log log (2 + 2)

Del punto sy trazemos un circulo de radio r, donde r =

+ iy = Bo + 7.

S0 —

__a
1022%(2912)" Luego el punto p

estard dentro del circulo con centro en sg y radio r/2, ya que de (3.9) se obtiene
C1 5d

> = |p — 80|
210g?/3(2y +2) ~ log?3(2y + 2) loglog(2y + 2) P = sl

Sea F'(s) = ((s) en el Corolario 1.3. Estimemos ‘CC((SSO)) ) en el circulo |s — so| < 7. Por el

Teorema 3.3, en el circulo |s — so| < 7 se tiene que ((s) < log?3(t + 2). Por otro lado

8

1 <Z‘”‘u<n>) <1+/du
- Bo — B
log2/3(2’y + 2) log log(2v + 2)

—
+ id
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=: M. De manera andloga obtenemos

4/3 2
< log (2w+2)dloglog(27+2) < e log ((2iv+2)

¢(s)
Luego ‘((30)
una estimacién en el circulo |s — s1| < r, donde s; = [y + 2iy. Dado que ((s) # 0 en las
regiones

|s —so| <=, Re(s—s9)>0;

N3N0 3

|ls—s1] <=, Re(s—s1)>0.

Ademds, en la region |s —sg| < §, Re (s —sg) < 0, se tiene que ((p) = 0. Entonces, aplicando
el Corolario 1.3 tenemos

!
4
Re <(s0) > —;logM—l—Re

C(s0) — S0 —p
4 log?/3(27y + 2) loglog(2y + 2
C1 5d
! 4 4
Re ¢'(s1) > ——log M = ——log?3(2y + 2) log M. (3.11)
C(s1) r c1
Por el Teorema 2.6, para 1 < 3y < 2, se tiene
¢'(Bo) 1
— < + c3. 3.12
CBo) " Bo—1 (312

Por otro lado, siempre se cumple

C’(ﬂo)) ( C’(So)) ( C'(Sl))

31— +4 | —Re + [ —Re > 0.

< ¢(Bo) ¢(s0) C(s1)

Sustituyendo las estimaciones (3.10), (3.11) y (3.12) en la tltima desigualdad y simplifican-
do, obtenemos

1 40 20
———loglog(2y + 2) + —loglog(2y +2) — —logd + ¢4 > 0,
20d c1 c1

o bien
loglog(2vy + 2) + %dlog d

% loglog(2y + 2) + ¢4

Dado que dlogd — 0 si d — 0, entonces de la ultima desigualdad vemos que d > ¢o > 0. El
Teorema estd demostrado O

Inmediatamente se desprende el siguiente corolario.
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Corolario 3.1. Paraec >0 y x > xo(e) > 0, se cumplen las formulas asintdticas

Y(z) =z + O(a:e*cl(logx) );

d —e
m(@) = /loguu ‘*‘O(ace_”(logm)g/5 ),

2

3/5—¢

donde ¢; = c1(g) > 0 y ca = ca(e) > 0.

—3/5

3
Demostracion: Elijase a T de tal manera que T = ¢log? #(loglogx)™" "Par 6] Teorema 2.9

y el Teorema anterior, se tiene

p s <a? Y Lo(TE)

[Im p|<T
1 c

1 zlog? z
< lo 3 T log lo R
S €T g g log T’ Z ’7 ( T )

y<T
17% log k rlog?x
< log3 TloglogT O( )
D Py o T
E<T
1< 5
<z log%TloglogT 10g2x+0 (1‘101% x)
= O(ze™ logg/sffx)

sie >0,z >x(e) > 0.

Por otro lado

Zlgn Zl+ Z &SW(JE}%— Z 1 =m(z) + O(vzlog ).

TL<CC p<x n= pk<z n=p</x
k>2 2<k<logz

Por la férmula de sumacién de Abel, deducimos

m(z) = /¢ logu u+ ib() + O(Vxlogx)

x

= —/U<1> du+ O /uecl 10g3/5*5u< 1 >/du _|_O(g;efcl log3/57ax)
logu log u
2 2
’ ve 3/5~e 3/5—¢

xX
d —cy log u —cy log®/° "% u e
:/ - +0 /62du +0 /eZdu —i—O(xe*(”llogg/5 “)
logu log” u log” u
2 2

NG
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T c1
= [y o v oMoy
log u
2

:/ du _i_O(xefclegB’/s*E:):)‘ 0

log u
2

3/5—¢ T

) + O(ze=c1los )




Capitulo 4

Densidad de los ceros de ((s) y la
distribucion de los niimeros primos
en pequenos intervalos

En este capitulo estudiaremos con detalle uno de los resultados sobre la densidad de los
ceros en la franja critica y su aplicacién en el problema de la distribucién de los nimeros
primos en pequenos intervalos.

Antes de comenzar, es necesario establecer los siguientes lemas.

Lema 4.1. Sea f(t) una funcion de valores complejos continuamente diferenciable en el
segmento [to, tx], conto <t1 < -+ <tp_q1 <tlp. Sid= Or<nink(tr+1 —t,), entonces
r<

. th th tr 1/2
SIrwP <5 [1f0Pdt +2 ( [1swPa [ f’(t)2dt) .

r=1

Demostracion: Es suficiente mostrar que

k ti tr
2 1 2 !
SISl < ; / F@)dt +2 / 7(0).5/ (D).

Sea g(t) = f2(t). Para t, < x < t,41, se tiene
tr+1

g (t)dt = g(tr41) — g(x).
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Mas adelante

t'r+1 tr+1 tr+1 tr+1 tr+1 tr+1

Gt )da = / o(z)dz + / / J (V)dtdz = / o(z)dz + / (1 — t.)g (1)dL.

T tr tr T tr tr
Luego

tri1 tri1 try1 (2]
oltr0)] < T—— /rg rda:+/rg \dt</|g \da:+/\g (1)

Finalmente
k 1 123 23
Sttt <5 [ lawlar+ [19lar. o
r=1 to to

Lema 4.2. Supongase que a, € C, 0 < X <Y <2X,2 < N < M < 2N. Entonces se
cumple

I= an,n’ X + 32N log N an|?.
D> <( g

N<n<M N<n<M

Demostracion: Observe que

Y
I= anam/ YV =X) > lal?+W,
N<n,m<M X N<n<M
donde Vv - )
7 (2 -
Wi 3 ean(() () ) ()
m m m
N<n#Fm<M
Luego
A —
Wi<4 Y lanllan|(log )
m
N<n<m<M

Seem=n+7r,1<r<M—-N <N, a, =0 paran > M, sucesivamente obtenemos

T r2 T 2n  2M

m T my\ —1
log—:log(1+—>:———2+---2—; (log—) < —<—
n n n 2n 2n n r r



4. Densidad de los ceros de ((s) y la distribucién de los nimeros primos en

pequenos intervalos

51

Entonces

1
W < 8M Z - Z |an||anr]

1<r<N N<n<M

1
<t Y LY b [F jak
1<r<N N<n<M N<n<M
< 16M log N Z |an)?.
N<n<M

De aqui se sigue el enunciado del Lema. O
Lema 4.3. Para x > 2, se tiene
Z 7%(n) < zlog® .
n<z
Demostracion: Primero mostremos que para x > 2, se cumple
Z T(n) < xlog .
n<x

Observe que

ZT(”):Zzlzz Z 122[%} :xZé+O(x)<<xlog:c.

n<x n<z dln d<zx n<wz d<zx d<z
n=0(mdd d)
Ahora
Yorm) =D rm)d 1=)"Y"r(d)y <> r(d) Y T(t) <
n<z n<x dln d<z dt<zx d<z t<z/d
< zlogx Z TEid)
d<z

Por la férmula de sumacién de Abel

X

d 1 1

E ;( ) <</u Oqudqux o8 <<10g2:c.
d U x

Finalmente deducimos
Z %(n) < zlogdz. O
<z

3

De manera general, se tiene

7'(n) < z(log :c)2l_1,

(]

n<x

donde [ es un nimero natural y x > 2.
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4.1. Teorema de densidad

Definicién 4.1. Para 1/2 <o <1, T > 2, se define la siguiente funcion

N(eT)= > 1 (4.1)

[Tmp|<T
Rep>o

Es decir, N(o,T) es el nimero de ceros de la funcién zeta en el rectangulo |Im p| < T,
Rep>o.

Teorema 4.1. (Densidad de los ceros no triviales de ((s)). Para 1/2 < o < 1, tiene lugar
la siguiente estimacién

N(o,T) < T*1=9)(logT)4, A > 0. (4.2)

Demostracidon: Sea
Nl (07 Tl) = Z ]-a

T
SL<imp<Ty
Rep>o

el nimero de ceros de ((s) de la formas=p, Rep >0, T1/2<Imp<T,2<T1 <T.

Si tomamos z = 17 en el Lema 2.2, entonces para 71 /2 <t < Ty, 1/2 <o <1,s=0+it
tenemos

Definimos a

n<X n’
Luego
Mx (s)¢(s) = Mx(s) ), — +O (T77|Mx(s)]) (43)
n<T}
Note que
1 wu(m) 1 a(l)
M = _ =
X(S) ns ms Z ns Z s ’
n<Ty m<X n<Ti I<XTy
donde
1, sil=1;
ah)= > ulm) = {0, sil<l<X. (44)
12
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Ademids de esto, siempre se cumple |a(l)| < 7(l). Ahora sea s = p, donde ((p) = 0. Luego
de (4.3) y de (4.4), se obtiene

t<| Y Mo (z 7))

X<n<XT
a(n) 2 | -2 2
t<| Y SR )
X<n<XTi

Sumando ambas partes de la dltima desigualdad por todos los ceros de ((s) en el rectangulo
o <Rep<l, % < Im p < 7T}, encontramos que

a(n) 2 -2

M) < Y| Y SR+ Y M) @)
B <tmpery X<n<XTh B <tmp<ry

Re p>o Re p>o

Sea

Por el Corolario 2.3, se tiene

> S < > 22: > S(p)

T ctmp<y T1/4<m<Ty /241 n=1 2mtn=1<lm p<2mtn
e p>o
Rep>o

< 2udy D > Sk

T1/4<m<T1/2+1 2m+n—1<Im p<2m+n

Re p>o
/
< logTy > S(p)
p

donde la suma Z/p esta tomada sobre los ceros de ((s) que satisfacen las condiciones T3 /2 <
Imp <Ti, 0 <Rep <1, |lmp—TImp'| > 1. Por lo tanto (4.5) puede reescribirse como

a(n)|? _
Ni(o,T1) <<longz‘ 3 p)‘ + T 25’ Z - ‘ (4.6)

X<n<XTy 1}<1m p<Ty

Rep>o

Por otro lado, para algin X <Y < X717, se tiene

Z,‘ Z a?(;f)‘ < longz ‘ Z

P X<n<XT P Y<n<2Y

nﬁr
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Sea p = [ +iv;, By > o. Aplicando la féormula de sumacién de Abel a la suma interior de
esta ultima desiguladad, obtenemos

_ 1 a(n
Z (m 6 — ﬂz/ Z u= Bt gy, +(2y)ﬁz Z n(i'n)'

Y <n<2Y Y<n<u Y <n<2Y

De esta expresion se obtiene

a(n)-n=P 2 —(B+1) 1 a(n) |2
Y ey /) S I
Y <n<2Y Y <n<2Y
a(n) |2
Y251+1 / ‘ an d - Y28 Z nn ‘
Y <n<2Y

Por lo tanto

' a(n) log Th
Z Z npP < Y320+1 Z ‘ nn du +
P X<n<XTy v Y <n<u
[vi41— “/z\>1
log Ty a(n)|?
+ Y320 Z ‘ Z nn ’
l Y <n<2Y
[vi41—712>1
log Ty a(n) |2
< Y20’ Z ‘ Z ni’Yl ) (47)
! Y<n<vi
[Yi41—m1=1

donde Y <Y; <2Y. Por el Lema 4.1, encontramos

Z ‘ > nw’ < (I + VL1),

Y<n<Yy;

V41— ’Yz\>1

2
I = /‘ n)n™| du, I = /‘ n) logn)n™

T /2 Y <n<Y; Ty /2 Y<n<Y1

donde
2
du.

Por los Lemas 4.2 y 4.3 se tiene

I < (Ty+40YlogY) > an]> < (Tt +40Y log Y)Y log® Y
Y <n<2Y

< logTy(T) + Y)Y log® Y < Y(Ty + Y)log* T}.
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Se sigue que
I <Y(Ty +Y)log® Ty.

Por lo tanto, (4.7) puede reescribirse como

/ 1
3 ‘ D a(:f)‘ < S (T + V) 10g T <« (MUX' ™2 4 (XT1)*77) log Th. (4.8)
b X<n<xTy

Estimemos

3 T‘Qﬁ‘z mp‘.

21 <Im p<Ty
Rep>o
Sea X = leg_l. Entonces
S ‘ Z ) < T2 X1 (log T} ). (4.9)
21 <Im p<Ty
Rep>o

Sustituyendo las estimaciones (4.8), (4.9) en (4.6) y de la definicién de X, tenemos
Ni(o,Ty) < T 1og® T

Luego
N(o,T) < T4 100" T.

El Teorema esta demostrado. O

4.2. Numeros primos en pequenos intervalos
Finalmente para nuestro propdsito tenemos el siguiente teorema.
Teorema 4.2. Para h(z) > :r:%+€, e>0yx>xo(e) >0; se cumple la formula asintdtica
W(x + h) —p(x) = h+ O(he~r(oglos)?),
donde ¢1 = ¢1(g) > 0.

Demostracion: Consideremos h < z, ya que si h > z, la afirmacion se sigue del Corolario
3.1. Por el Teorema 2.9, para 2 < T < x, se tiene

2
Y(x) =z — Z xp+0<xloj% x)}
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donde p = (3 + i es tal que {(p) = 0. Por lo tanto

Ya+h) — @) =h— Y (”h)p_“’ero(xlog%). (4.10)
[Im p|<T P r
Desde que
1Yo p x+h z+h
(GOl /up Ldu| < /uﬂ Ydu < ha® 1,
p
se sigue que
B
S = Z 2’ = Z logw/x“du—i—l
[Tm p|<T [Tm p|<T 0

1

= N(T) +logx Z " f(u, B)du
[Tm p|<T"
1

= N(T)—i—logx/x“ Z f(u, B)du,

0 [Im p|<T

donde
510 <wu <G

f(u’ﬁ):{(): sif<u<l.

De la definicién de f(u,3) se tiene

> fwB) = ) 1=N@uT).

[Im p|<T [Im p|<T
Re p>u

Debemos estimar N (u,T') para 0 < u < 1, usando tres férmulas distintas. Si 0 < u < 1/2,
usamos la cota trival N(T') < T'logT. Si 1/2 <u <1 —~(T), donde

&
a 10g2/3 T'loglogT

v(T)

(aqui ¢ es la constante en el Teorema 3.4), entonces usamos el Teorema 4.1. Finalmente, si
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1 —~(T) < u <1, lacota es cero. De aqui, tenemos

1/2 1—(T)
S <« TlogT—l—logw/x“N(u, T)du + log x / "N (u, T)du
0 1/2
1/2 1=~(T)
< TlogT+10gx/w“TlogTdu—i—logw / T A ) log? T'du
0 1/2

< TlogT + 2'/*Tlog? z + x(azT_4)_7(T) logAt! 2
< 2T log? z + 2(zT~) 77D log"*! 1.

De la estimacién de S y de (4.10), tenemos

B) — T1 2 T4 y(T) 1 2
Wz + ]z v(@) _ 1+O( ;%f)*O ((x) (logm)AH) ) <5” ;gh x) (4.11)

—log?/3 z(log log z)3

Si establecemos T' = z e , vemos que (4.11) se puede reescribir

I3/4 (310g2/3 z(loglog z)3+21loglog x
i )

Finalmente, para h(z) > 2z%/*t¢ ¢ > 0y z > z9(e) > 0; se deduce la afirmacién del
Teorema. 0O

blw+ k) = (@) = h(1+0(emoElED) 1 o

Corolario 4.1. Para la notacion y las condiciones del teorema anterior en el intervalo
(z,z + h] existe un nimero primo.

Demostracion: Es facil ver que
P(x) = Z logp + O(v/xlog? z).
p<z
Por el Teorema anterior
Z logp = (x4 h) —Y(x) + O(v/xlog? x)
r<p<z+h

= h+0(:n%+€) >1, sih> zite, O

Ademis, para h(z) > 21t e >0, 0> zo(e) > 0; la cantidad de ntimeros primos que

hay en el intervalo (z,z + h(z)] es asintéticamente 1};(;; Ya que del Teorema anterior y por
la férmula de sumacién de Abel se tiene
h(z
n(e+ (@)~ (@) = S (14 o(1)),

- log
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4.3. Conclusién
De manera general, si tenemos una estimacion
N(o,T) = O(T" "= 1og"T), 1/2<0 <1, (4.12)

donde a,b son constantes positivas con a > 2, entonces es suficiente elegir h(z) = pl-l/ate
para e > 0y x > xo(e) > 0, lo cual garantiza la existencia de un nimero primo p en el
intervalo (z, z +a2Y @+€]. Mas atn, la cantidad de niimeros primos que hay en tal intervalo

1-1/a+e
es asintoticamente TTogz

En esta tesis probamos que a = 4 es aceptable. Luego, al elegir h(z) = 23/4 | para
>0y x> xo(e) > 0; se tiene que en el intervalo (z,z + 23/4+¢] existe un niimero primo
3/4+¢
CElogz :

p. Ademas, la cantidad de niimeros primos que hay en tal intervalo es asintoticamente

En 1940 A. E. Ingham, demostrd

(o) < S ara 1< <3

a=a(o ra — <o<-.

=g P ==
En 1972 M. N. Huxley, demostro

a=a(o) < 3 ara —<o<1

=a(o -<oc .

3,1 P ==

La combinacién de estas dos estimaciones da el mejor resultado en la actualidad: a =

a(o) < 2.4, uniformemente para 1 < ¢ < 1. De aqui, si elegimos h(x) = z7/1%+¢

3 , para
e >0y x> x9(e) > 0, se garantiza la existencia de un nimero primo p en el intervalo

(z, z+z7/ 12+€] Mas atin, la cantidad de niimeros primos que hay en tal intervalo es asintoti-

camente &t
logxz

La estimacion (4.12) con a = 2, se conoce como Hipdtesis de densidad. Haciendo uso de
ésta, basta elegir h(z) = 2%/ sie > 0y x > zo(e) > 0, para garantizar la existencia de
un numero primo p en el intervalo (x,z + zt/ 2+¢]. Ademds, la cantidad de nimeros primos
que hay en tal intervalo es asintéticamente xll O/ ;E. Note que este resultado es el mismo que

se obtiene cuando se utiliza la hipotesis de Riemann.

Posteriormente, con otros métodos se han probado teoremas de existencia de nimeros
primos en pequenos intervalos, sin obtener férmula asintética a tal cantidad.

D. R. Heath-Brown y H. Iwaniec en 1979, demostraron la existencia de un nimero pri-
mo p en el intervalo [z, z + z'1/29%¢] para e > 0y x > xo(e) > 0.
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R. C. Baker, G. Harman y J. Pintz en el 2001, demostraron la existencia de un nume-
ro primo p en el intervalo [z, z + 2%-5%], si & > 29 > 0.

Sin embargo, H. Cramér en 1936 conjetur6 que existe un nimero primo p en el intervalo
[z,7 + (logx)?*¢], para e > 0y @ > z¢(¢) > 0. Note que si utilizamos la hipdtesis de
Riemann para resolver nuestro problema, todavia estd lejos de esta conjetura.



Bibliografia

1]

R. C. BAKER, G. HARMAN AND J. PINTZ, The difference between consecutive primes.
II. Proc. London Math. Soc. (3) 83 (2001), no. 3, 532-562.

E. BOMBIERI, The millennium prize problems: The Riemann hypotesis. Clay Math.
Inst. http://www.claymath.org/millennium/Riemann Hypothesis/

H. CRAMER, On the order of magnitude of the difference between consecutive prime
numbers. Acta Arithmet. 2, 23-46 (1936).

D. R. HEATH-BROWN AND H. IWANIEC, On the difference between consecutive primes.
Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.) 1 (1979), no. 5, 785-760.

M. N. HUXLEY, On the difference between consecutive primes. Invent. Math. 15 (1972),
155-164.

A. E. INGHAM, On the estimation of N(o,T). Quart. J. Math. Oxford Ser. 11 (1940),
291-292.

A. Ivi¢, The Riemann Zeta-function (Theory and Applications). Dover Publications,
Inc. Mineola, New York. First edition, (2003).

A. A. KARATSUBA, Fundamentos de la Teoria Analitica de los Numeros. Mir Mosci,
Mosct, primera edition, 1979. (1986).

A. A. KARATSUBA, Complex Analysis in Number Theory. CRC Press, Ann Arbor
(1995).

A. A. KARATSUBA AND S. M. VORONIN, The Riemann Zeta-Function. Walter de
Gruyter, Berlin, (1992).

M. R. MuRTY, Problems in Analytic Number Theory. Springer, New York, Berlin,
Heidelberg (1996)



Bibliografia 61

[12] B. RIEMANN, Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grose Monats.
Preuss. Akad. Wiss. (1859-1860), 671-680.

[13] E. C. TiTCHMARSH, The Theory of the Riemann Zeta-function. Oxford sciencie
publications, second edition, (1986).

[14] I. M. VINOGRADOV, A new evaluation of ((1+ it). Izv. Akad. Nauk SSSR.22 (1958),
161-164.

[15] I. M. VINOGRADOV, Fundamentos de la Teoria de los Nimeros. Mir Mosct, segunda
edition, (1977).

[16] I. M. VINOGRADOV, On estimates of trigonometric sums. Dokl. Akad. Nauk SSSR
34, No 7 (1942), 199-200.

[17] I. M. VINOGRADOV, The Method of Trigonometrical Sums in the Theory of Numbers.
Dover Publications, Inc., New York, (2004).



