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Resumen:
En este trabajo está divido en 2 problemas. El primero de ellos es generalizar el método
utilizado por Bouc en [7], donde estudió el funtor de Burnside con coeficientes en Q,
denotado por QB, el cual es un funtor de Green de biconjuntos tal que en cada una de
sus evaluaciones es una Q-álgebra conmutativa de dimensión finita semisimple que se
escinde, al cual se le dio una caracterización de sus ideales. El segundo de los problemas
es dar una generalización de las estructuras dadas en [4] por Boltje, Raggi y Valero para
funtores de biconjuntos fibrados en lugar de funtores de biconjuntos, las estructuras
que se darán deben de coincidir con las estructuras dadas en [4] cuando la fibra es el
grupo trivial {·}

Abstract:

Before delving into the work accomplished, it is important to note that it focuses
on two fundamental problems. The first involves the generalization of the method
employed by Bouc [7], where the Burnside functor with coefficients in Q, denoted as
QB, was explored. This Green functor of biconsets exhibits the property of being a
commutative Q-algebra of semisimple finite dimension that splits in each evaluation.
A detailed characterization of its ideals has been provided.

The second addressed problem entails the generalization of the structures presented
by Boltje, Raggi, and Valero in [4]. These structures, originally designed for functors of
biconsets, are now extended to functors of fibrated biconsets. The essential condition
is that the resulting structures match those provided in [4] when the fiber is the trivial
group {·}.

Palabras claves:

Funtores de biconjuntos, Funtores de Green, Ideales, Biconjuntos fibrados, cons-
trucciones más.
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Capítulo 1

Introducción

En la década de los 90, Serge Bouc introduce y desarrolla la teoría de la categoría de
biconjuntos y los funtores de biconjuntos (ver [7]). Algunas de estas definiciones y de
los resultados expuestos en [7] serán necesarios para el desarrollo del trabajo realizado
durante la tesis, varios de estos resultados se darán de manera más detallada. Una de
estas definiciones es la categoría de biconjuntos, en la cual los morfismos entre objetos
son las restricciones, inducciones, inflaciones, deflaciones, o una combinación lineal de
composición de estas. Además, se analizarán los funtores que van de la categoría de
biconjuntos a la categoría de R-módulos, la cual se denotará por R-Mod, donde R es
un anillo conmutativo con unidad, los cuales son llamados funtores de biconjuntos. A
varios de los ejemplos típicos de estos funtores se les puede dar una estructura de anillo
en cada una de sus evaluaciones, algunos de los ejemplos más conocidos de funtores de
biconjuntos son: El funtor de Burnside, el funtor de anillo de caracteres, el funtor del
anillo de Green y el funtor de anillos con fuente trivial.
Un funtor F es de Green para un grupo de finito G si es un funtor de Mackey, con
estructura multiplicativa en cada una de las evaluaciones F (H), con H un subgrupo de
G, compatible con la estructura de funtor de Mackey. En el contexto de los funtores de
Mackey, los funtores de Green han sido ampliamente estudiados y se han encontrado
muchos ejemplos y aplicaciones de ellos (ver por ejemplo Thévenaz [21] y Bouc [5]). En
el contexto de categorías de funtores de biconjuntos, Bouc ha demostrado que si la clase
de objetos en la categoría de biconjuntos es cerrada bajo productos directos, entonces la
categoría de funtores de biconjuntos sobre ella tiene una estructura monoidal simétrica
dada por el producto tensorial y el elemento de identidad es el funtor de Burnside. En-
tonces un funtor de Green de biconjuntos F , es un monoide en esta categoría. Es decir,
F es un funtor de biconjuntos compatible con la estructura monoidal de la categoría
de biconjuntos y la categoría de R-módulos, la cual será denotada por R-Mod. Esto
significa que F está equipado con productos bilineales de F (G) × F (H) a F (G × H),
para todos los grupos finitos, G y H, este producto es asociativo y funtorial, además
tiene una elemento unidad. La característica de esta definición es lo que nos permite
observar que muchos funtores de Green conocidos también son funtores de Green de
biconjuntos.
Antes de hablar del trabajo realizado en esta tesis, debemos aclarar que este está di-
vido en 2 problemas. El primero de ellos es generalizar el método utilizado por Bouc
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en [7], donde estudió el funtor de Burnside con coeficientes en Q, denotado por QB, el
cual es un funtor de Green de biconjuntos tal que en cada una de sus evaluaciones es
una Q-álgebra conmutativa de dimensión finita semisimple que se escinde, al cual se le
dio una caracterización de sus ideales. El segundo de los problemas es dar una gene-
ralización de las estructuras dadas en [4] por Boltje, Raggi y Valero para funtores de
biconjuntos fibrados en lugar de funtores de biconjuntos, las estructuras que se darán
deben de coincidir con las estructuras dadas en [4] cuando la fibra es el grupo trivial
{·}.
En el Capítulo 3 se presentan generalizaciones de las técnicas utilizadas por Bouc en
[7], para encontrar una caracterización de los ideales de cualquier funtor de Green de
biconjuntos con características similares a QB. Esto significa que los funtores que con-
sideramos son álgebras conmutativas de dimensión finita semisimples que se escinden
para cada una de las evaluaciones. Si F es un funtor de Green de biconjuntos con
las hipótesis anteriores, en la Sección 3.1, estudiaremos el efecto de los biconjuntos en
cualquier idempotente primitivo de las evaluaciones y presentaremos la definición de
MC-grupo, se trata de una generalización de un B-grupo que se definió para el funtor
de Burnside en [7]. Un ideal de F es un F -submódulo del F -módulo F . En la Sección
3.2, se analiza la relación entre los ideales generados por los idempotentes primitivos
de cualquier evaluación y cualquier ideal de F , podemos establecer un isomorfismo de
retículas entre la retícula de ideales de F y la retícula de subconjuntos cerrados hacia
arriba de los MC-grupos de F . En la sección final del capítulo, comparamos nuestra
caracterización de los ideales con algunos ejemplos clásicos de funtores de Green de
biconjuntos.
A partir del Capítulo 4, A será un grupo abeliano no necesariamente finito. El objetivo
principal de este capítulo es dar dos construcciones para un funtor de biconjuntos A-
fibrados, una es la construcción más abajo y otra es la construcción más arriba, estas
construcciones coinciden con las construcciones más abajo y más arriba para funtores
de biconjuntos (ver [3]). Para generar estas construcciones, es necesario tener una fami-
lia G de grupos finitos y una función S tal que, para todo G, H ∈ G, los relacionamos
con un conjunto S(G,H) de

MA(G,H) = M(G,H) := {(L, φ) | L ⩽ G×H, φ ∈ Hom(L,A)},

que satisfacen ciertos axiomas que están escritos al inicio de la Sección 4.2, los cuales
son necesarios para generar la subcategoría D de la categoría de biconjuntos A-fibrados
CA. En la Sección 4.1 recordamos y extendemos las definiciones básicas y los resultados
para los biconjuntos fibrados y los funtores de biconjunto fibrados. En la Sección 4.2
se definen las construcciones más arriba o más abajo, para esto a la pareja (G,S), se le
asocia (G,S+) y (G,S+), con las cuales podemos construir las subcategorías D+ y D+ de
CA. En las secciones 4.3 y 4.4 se describen las construcciones F+ y F+ para un funtor de
biconjuntos A-fibrados F sobre D, los cuales son funtores de biconjuntos fibrados sobre
D+ y D+ respectivamente. En la Sección 4.5 se define el morfismo de marca, F+ −→ F+

el cual es una transformación natural. También se dan condiciones necesarias sobre
el anillo R para que el morfismo de marcas sea inyectivo, o incluso biyectivo. En
la Sección 4.6 se agrega la condición de que F tiene una estructura multiplicativa,
más precisamente, que F es un funtor de Green fibrado sobre D, entonces se puede
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demostrar que F+ y F+ heredan la estructura de funtor de Green fibrado sobre D+ y
D+ respectivamente y además el morfismo de marca es multiplicativo. En la Sección
4.7 se define el anillo de caracteres como funtor de biconjunto fibrado y se calcula su
construcción −+, la cual es el funtor global de representaciones fibradas. Por último,
en la Sección 4.8 se demuestra que el funtor relacionado con la construcción más abajo,
el cual es denotado por −+, es el adjunto izquierdo para un funtor restricción.



Capítulo 2

Preliminares

En esta sección daremos definiciones y estableceremos notación, así como enunciaremos
resultados necesarios para desarrollar el trabajo que se realizará en esta tesis. Durante
este capítulo fijaremos un anillo conmutativo con unidad denotado por R y todos los
grupos que haremos referencia serán de orden finito.

2.1 Funtores de Green de biconjuntos
Primero nos centraremos en establecer notación y enunciar resultado relacionados con
la teoría de conjuntos donde actúa un grupo.
Una acción (por la izquierda) de un grupo G en un conjunto X, es una aplicación
ϕ : G×X −→ X que cumple las siguientes condiciones:

■ ϕ(gg′, x) = ϕ(g, ϕ(g′, x)) para todo g, g′ ∈ G y x ∈ X.

■ ϕ(1G, x) = x para todo x ∈ X y donde 1G es el elemento identidad de G.

En este caso diremos que G actúa (por la izquierda) en X a través de ϕ y que X es
un G-conjunto, de ahora en adelante se denotará g · x := ϕ(g, x). Los morfismos de
G-conjuntos son las funciones G-invariantes, de manera simétrica podemos definir que
G actúa por la derecha en X. Denotaremos por Gset la categoría que consta de los
G-conjuntos izquierdos finitos y sus morfismos, esta categoría tiene como coproducto
a la unión disjunta de conjuntos. Se definirá al grupo de Burnside de G, el cual es
denotado por B(G), como

B(G) := ⟨[X] | X es un G-conjunto finito ⟩Z
⟨[X ⊔ Y ] − [X] − [Y ]⟩ ,

donde [X] es la clase de isomorfismo del G-conjunto X.
DadosG yH grupos, diremos queX es un (G,H)-biconjunto siG actúa por la izquierda
en X y H actúa por la derecha en X y estas acciones son compatibles i.e. (g · x) · h =
g · (x · h) para todo h ∈ H, g ∈ G y x ∈ X. A todo (G,H)-biconjunto se puede
dar estructura de G×H-conjunto y viceversa, con la identificación de las acciones de
la siguiente: (g, h) · x = g · x · h−1. Por esta relación podemos definir la categoría de
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2.1. Funtores de Green de biconjuntos 6

los (G,H)-biconjuntos finitos como la categoría GsetH = G×Hset. Dados X un (G,H)-
biconjunto y Y un (H,K)-biconjunto, se tiene que el conjunto X×Y es un H-conjunto
vía la acción h · (x, y) = (xh−1, hy), a la H-órbita de (x, y) la denotaremos por (x,H y).
Al conjunto de las H-órbitas de X×Y lo denotaremos por X ◦H Y , al cual llamaremos
como producto tensorial de X con Y (sobre H), además el conjunto X ◦H Y es un
(G,K)-biconjunto vía la acción g · (x,H y) · k = (gx,H yk).

2.1.1 Ejemplo. Dado α : G −→ H morfismo de grupos, H es un (G,H)-biconjunto con
la acción g ·x ·h := α(g)xh y un (H,G)-biconjunto con h ·x · g := hxα(g) si x, h ∈ H y
g ∈ G. Los denotamos por GαHH y HHαG respectivamente, aunque frecuentemente, si
es claro a través de que morfismo está dada la acción, no escribiremos el morfismo α.

Las llamadas operaciones de biconjuntos son casos particulares de los ejemplos
anteriores. Si G ⩽ H y i : G −→ H es el morfismo inclusión. Se define:

■ La restricción de H a G es, ResHG := GiHH .

■ La inducción de G a H es IndHG := HHiG.

Si N ⊴G y π : G −→ G/N es la proyección canónica, se define:

■ La Deflación de G a G/N es, DefGG/N := G/NG/NπG.

■ la Inflación de G/N a G es, InfGG/N := GπG/NG/N .

Si ϕ : G −→ H es un isomorfismo de grupos, definimos:

■ Iso(ϕ) := GϕHH .

La categoría de biconjuntos sobre un anillo con unidad R, la cual denotaremos por
RC, tiene como objetos a todos los grupos finitos, y dados dos grupos finitos G y H, el
conjunto HomRC(G,H) es RB(H,G) := R⊗ZB(H×G). La composición de morfismos
en RC es la inducida por el producto tensorial de biconjuntos, la cual la denotaremos
por ◦.
Fijaremos una clase de grupos finitos G, la cual no será vacía y será cerrada bajo sub-
cocientes y productos cartesianos. Denotaremos por RB la subcategoría de RC que
tiene como objetos a los elementos de G, en particular RB es una subcategoría reple-
ta de RC (Definición 4.1.7. de [7]). Un funtor de biconjuntos sobre RB o funtor de
RB-biconjuntos es un funtor R-lineal de RB a la categoría R-Módulos, denotada por
R-Mod. Los funtores de biconjuntos sobre RB forma una categoría abeliana, donde los
morfismos son las transformaciones naturales de funtores, a esta categoría la denota-
remos por FB,R.
Un funtor de Green de B-biconjuntos es definido como un monoide de la categoría FB,R
(Definición 8.5.1 en [7]). Esto es equivalente a la siguiente definición:

2.1.2 Definición. Un funtor de RB-biconjuntos A es un funtor de Green de biconjun-
tos sobre RB si está equipado con un producto bilineal A(G) × A(H) −→ A(G × H)
denotado por (a, b) 7−→ a × b, para cualesquiera grupos G, H en B, y un elemento
ξA ∈ A(1), que satisfacen las siguientes condiciones:
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■ Asociatividad. Sean G, H y K grupos en B. Sí consideramos el isomorfismo
canónico ϕ : G×(H×K) −→ (G×H)×K, entonces para cualesquiera a ∈ A(G),
b ∈ A(H) y c ∈ A(K)

(a× b) × c = A(Isoϕ)(a× (b× c)).

■ Elemento identidad. Sea G un grupo de B y denotemos por λG : 1 × G −→ G y
λG : G× 1 −→ G los isomorfismos canónicos. Entonces para cualquier a ∈ A(G)

a = A(Iso(λG))(ξA × a) = A(Iso(λG))(a× ξA).

■ Funtoralidad. Si ϕ : G −→ G′ y ψ : H −→ H ′ son morfismos en RB, entonces
para cualesquiera a ∈ A(G) y b ∈ A(H)

A(ϕ× ψ)(a× b) = A(ϕ)(a) × A(ψ)(b).

Si A y C son funtores de Green de RB-biconjuntos, un morfismo de funtores de
Green de RB-biconjuntos de A a C, es una transformación natural f : A −→ C tal que
fH×K(a × b) = fH(a) × fK(b), para todo H y K elementos de B y para cualesquiera
a ∈ A(H), b ∈ A(K), y f1(ξA) = ξC .

En el Lema 4.2.3 de [17] se demuestra que esta definición es equivalente a la siguiente
definición, como se verá en el lema 2.1.4.

2.1.3 Definición. Un funtor de RB de biconjuntos A, es un funtor de Green de bi-
conjuntos sobre RB, si para cada grupo H en B, la evaluación A(H) es una R-álgebra
con unidad, que satisface las siguientes condiciones: Sean K y G grupos de B y sea
ϕ : K → G un morfismo de grupos, entonces:

■ Para el (K,G)-biconjunto G, denotado por KϕGG, se tiene que el morfismo
A(KϕGG) es un homomorfismo de anillos

■ Para el (G,K)-biconjunto G, denotado por GGϕK . El morfismo A(GGϕK) satisface
las identidades de Frobenius, las cuales dicen que para todo b ∈ A(G) y todo
a ∈ A(K),

A(GGϕK)(a) · b = A(GGϕK)(a · A(KϕGG)(b))
b · A(GGϕK)(a) = A(GGϕK)(A(KϕGG)(b) · a),

donde · denota el producto en A(G), respectivamente A(K).

2.1.4 Lema (Lema 3 en [10]). Las dos definiciones anteriores son equivalentes.

Demostración. Si partimos de la Definición 2.1.2, le podemos dar una estructura de
anillo a A(H) de la manera:

a · b = A
(
IsoH∆(H) ◦ResH×H

∆(H)

)
(a× b),
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donde a y b pertenecen a A(H) y la unidad es A(InfH1 )(ξA).
Por otro lado, si comenzamos con la Definición 2.1.3 el producto,

A(G) × A(H) −→ A(G×H)
(a, b) 7−→ a× b,

el cual se define de la siguiente manera:

a× b = A(InfG×H
G )(a) · A(InfG×H

H )(b),

para a ∈ A(G) y b ∈ A(H), con el elemento identidad es la unidad de A(1). ■

2.2 A-módulos
2.2.1 Definición (Definición 8.5.5 en [7]). Dado un funtor de Green de biconjuntos
A, se define un A-módulo izquierdo como un funtor de biconjuntos M que cuenta con
un producto bilineal

× : A(G) ×M(H) −→ M(G×H).

Para todo par de grupos G y H en B, que satisface condiciones análogas a las dadas
en la Definición 2,1,2. De manera similar, se define que es un A-módulo derecho.

Si M y N son A-módulos (izquierdos), un morfismo de A-módulos es un morfismo
de funtores de biconjuntos f : M −→ N tal que fG×H(a × m) = a × fH(m) para
cualesquiera G, H en B, a ∈ A(G) y m ∈ M(H). Con estos morfismos, los A-módulos
forman una categoría abeliana, la cual se denotara por A-Mod.

2.2.2 Definición. Sea A un funtor de Green de biconjuntos sobre RB. Un ideal iz-
quierdo de A es un A-submódulo del A-módulo A. En otras palabras, es un subfuntor
de biconjuntos I de A, tal que la imagen del producto

A(G) × I(H) −→ A(G×H)

está contenida en I(G×H), para cualesquiera G y H en B. De manera similar podemos
definir un ideal derecho de A. Un ideal bilateral de A es un ideal izquierdo que también
es un ideal derecho de A, si I es un ideal bilateral de A, se denotará por I ⩽ A.

De la Proposición 8.6.1 de [7], o de la Proposición 2.11 de [18], se obtiene que un
A-módulo, es un funtor R-lineal de la categoría PA a R-Mod, donde la categoría PA

está definida de la siguiente manera.

2.2.3 Definición. Sea A un funtor de Green de RB-biconjuntos sobre R. La categoría
PA se define de la siguiente manera:

■ Los objetos de PA son los grupos finitos en B.

■ Sean G y H grupos finitos en B, entonces HomPA
(H,G) := A(G×H).
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■ Sean H, G y K grupos finitos en B. La composición de β ∈ HomPA
(H,G) y

α ∈ HomPA
(G,K) en PA es:

β ◦ α = A(DefH×∆(G)×K
H×K ◦ResH×G×G×K

H×∆(G)×K)(β × α).

■ Para un grupo G en B, el morfismo identidad 1G de G en PA es

1G = A(IndG×G
∆(G) ◦ Inf∆(G)

1 )(ξA).

2.2.4 Observación. Sea F un A-módulo. Si (Ij)j∈J es un conjunto de A-submódulos
de F , entonces la intersección ∩j∈JIj es un A-submódulo de F cuya evaluación en un
grupo G de RB es igual a

(∩j∈JIj) (G) = ∩j∈JIj(G).

En particular, sea G un objeto de B y ΓG un subconjunto de F (G), el ideal FΓG
de

F generado por ΓG, es por definición la intersección de todos A-submódulos F ′ de F
tales qué ΓG ⊆ F ′(G). Si H es un objeto en B, se tiene que

FΓG
(H) =

∑
γ∈ΓG

F (HomRB(G,H)) (γ)

Demostración. Para un objeto H de B, definimos el R-submódulo de F (H), por

T (H) =
∑
γ∈ΓG

F (HomPA
(G,H)) (γ).

No es difícil de ver que T es un subfuntor de F en Fun(PA, R-Mod), es decir, T es un
A-submódulo de F .
Por definición de FΓG

, tenemos que FΓG
es un A-submódulo de T , ya que ΓG ⊆ T (G).

Por otro lado, si F ′ es un A-submódulo de F tal que ΓG ⊆ F ′(G), entonces para
cualquier H objeto en B, α ∈ HomPA

(G,H) y γ ∈ ΓG, tenemos qué F (α)(γ) ∈ F ′(H).
Por lo tanto, T es un A-submódulo de F ′ y en consecuencia, T es un A-submódulo de
FΓG

. ■

2.2.5 Lema. Si α ∈ A(H ×K) y β ∈ A(K ×G), entonces α ◦ β es igual a

A(DefH×K×G
H×G )

(
A(InfH×K×G

H×K )(α) · A(InfH×K×G
K×G )(β)

)
.

Demostración. Por el Lema 2.1.4, tenemos

α× β = A(InfH×K×K×G
H×K )(α) · A(InfH×K×K×G

K×G )(β),

por la relación 1.1.3 de [7], se tienen los siguientes isomorfismos de biconjuntos

ResH×K×K×G
H×∆(K)×G ◦ InfH×K×K×G

H×K
∼= Inf

H×∆(K)×G
H×∆(K) ◦ (H × Iso(φ))

y

ResH×K×K×G
H×∆(K)×G ◦ InfH×K×K×G

K×G
∼= Inf

H×∆(K)×G
∆(K)×G ◦ (Iso(φ) ×G)
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donde φ : K −→ ∆(K) es el isomorfismo natural. Por otro lado,

Inf
H×∆(K)×G
H×∆(K) ◦ (H × Iso(φ)) ∼= (H × Iso(φ) ×G) ◦ InfH×K×G

H×K

y

Inf
H×∆(K)×G
∆(K)×G ◦ (Iso(φ) ×G) ∼= (H × Iso(φ) ×G) ◦ InfH×K×G

K×G .

Entonces α ◦ β es igual a A(DefH×∆(K)×G
H×K ) aplicado a

A(H × Iso(φ) ×G)
(
A(InfH×K×G

H×K )(α) · A(InfH×K×G
K×G )(β)

)
,

podemos notar que

(DefH×∆(K)×G
H×K ) ◦ (H × Iso(φ) ×G) = DefH×K×G

H×K .

Por lo tanto,

α ◦ β = A(DefH×K×G
H×G )

(
A(InfH×K×G

H×K )(α) · A(InfH×K×G
K×G )(β)

)
.

■

2.3 Ejemplos de funtores de Green de biconjuntos
En esta sección, revisaremos algunos ejemplos clásicos de funtores de Green de bicon-
juntos, los cuales revisaremos en la sección 3.3.

El Funtor de Burnside RB.

El funtor de Burnside sobre RB es definido como

RB = HomRB(1,− ).

En otras palabras, RB es el funtor de Yoneda correspondiente al grupo trivial, el
cual es un objeto de B, ya que la clase de los objetos de B es cerrada bajo cocientes.
Entonces, para G objeto de B, el R-módulo RB(G) es igual a R⊗ZB(G). Si H es otro
objeto de B, y U es un (H,G)-biconjunto finito en HomB(G,H), entonces el mapeo
RB(U) : RB(G) −→ RB(H) es inducido por la correspondencia que manda a un
G-conjunto finito X al H-conjunto U ◦G X. El producto cruz de conjuntos define un
producto bilineal

RB(G) ×RB(H) −→ RB(G×H)

que hace a RB un funtor de Green de biconjuntos.

2.3.1 Definición. La categoría de los RB-módulos es equivalente a la categoría de
los funtores R-lineales de PRB a la categoría de R-Mod. Estos funtores son llamados
funtores de biconjuntos sobre R.
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Funtor Monomial

El segundo ejemplo de un funtor de Green de biconjuntos es el funtor monomial in-
troducido por Romero en [19]. Dress definió el anillo monomial de Burnside para un
grupo finito en [15]. Para definirlo, daremos la siguiente definición.

2.3.2 Definición. Sea C un grupo abeliano y G un grupo finito. Un (G×C)-conjunto
C-libre con una cantidad finita de C-órbitas es llamado G-conjunto C-fibrado.

El anillo de Burnside monomial paraG con coeficientes en C, denotado porRBC(G),
es el subgrupo abeliano de RB(G × C) generado por los G-conjuntos C-fibrados. El
funtor de Burnside C-monomial RBC : RC −→ R-Mod es el funtor que envía a un
grupo finito G al anillo RBC(G) y a un (G,H)-biconjunto finito U al morfismo:

RBC(U) : RBC(H) −→ RBC(G)
[X] 7−→ [U ◦H X]C−f ,

donde [U ◦H X]C−f denota los elementos de [U ◦H X] donde C actúa de manera libre.
Sean G y H grupos finitos. Si X es un G-conjunto C-fibrado y Y es un H-conjunto C-
fibrado, entonces el conjunto T×Y es un C-conjunto con la acción c·(x, y) = (cx, c−1y),
donde c ∈ C (x, y) ∈ X×Y . A la C-órbita de (x, y) se denotará por x⊗y, y al conjunto
de todas las C-órbitas de X×Y se denotará por X⊗Y . Además, se observa que X⊗Y
es un (G×H × C)-conjunto con la acción definida por

(G×H × C) × (X ⊗ Y ) −→ X ⊗ Y

((g, h, c), x⊗ y) 7−→ cgx⊗ hy.

Dado que X y Y son C-conjuntos libres con una cantidad finita de C-órbitas, se
concluye que X ⊗ Y es un C-conjunto libre con una cantidad finita de C-órbitas, es
decir, X ⊗ Y es un (G×H)-conjunto C-fibrado. El funtor RBC es un funtor de Green
de biconjuntos con el siguiente producto bilineal: Dados G y H grupos finitos, se define
el producto × en términos de los básicos de la siguiente manera:

RBC(G) ×RBC(H) −→ RBC(G×H)
([X], [Y ]) −→ [X ⊗ Y ]

2.3.3 Definición. La categoría de los RBC-módulos es equivalente a la categoría de
los funtores R-lineales de PRBC a la categoría de R-Mod. Estos funtores se conocen
como funtores de biconjuntos C-fibrados.

El Funtor de Burnside de rebanadas

El tercer ejemplo de un funtor de Green de biconjuntos que veremos será el funtor de
Burnside de rebanadas, el cual fue estudiado en [8] y [22].
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2.3.4 Definición. La categoría de morfismos de los G-conjunto, denotada por G-Mor,
tiene como objetos a los morfismos de G-conjuntos y un morfismo de f : A −→ B a
g : A′ −→ B′ es un par de morfismos de G-conjuntos h : A −→ A′ y k : B −→ B′ que
hacen conmutar el siguiente diagrama

A
f //

h
��

B

k
��

A′ g // B′.

(2.3.5)

La composición de los morfismos y los morfismos identidad en G-Mor son definidos
de manera evidente. En particular, un morfismo (h, k) en G-Mor es un isomorfismo si
y sólo si las funciones h y k son biyectivas. Notemos que la categoría G-Mor admite
productos (inducidos por el producto de G-conjuntos),

2.3.6 Definición. Sea G un grupo finito. El grupo de Burnside de rebanadas Ξ(G)
de G es el grupo de Grothendieck de la categoría de G-Mor, este es definido como el
cociente del grupo libre abeliano generado por las clases de isomorfismo [X f−−→ Y ]
de los morfismos de G-conjuntos finitos cociente por el subgrupo generado por los
elementos de la forma

[X1 ⊔X2
f1⊔f2−−−−→ Y ] − [X1

f1−−→ f1(X1)] − [X2
f2−−→ f2(X2)],

donde X1 ⊔ X2
f1⊔f2−−−−→ Y es el morfismo de G-conjunto donde f1 ⊔ f2|X1 = f1 y

f1 ⊔ f2|X2 = f2.
El producto de morfismos induce una estructura de anillo conmutativo con unidad
sobre Ξ(G). El elemento identidad de la multiplicación es la imagen de la clase de
isomorfismo de [• −→ •], donde • denota al G-conjunto de cardinalidad 1. Para un
morfismo de G-conjuntos f : X −→ Y , denotaremos por π(f) la clase lateral en Ξ(G)
de la clase de isomorfismo de f .

2.3.7 Definición. El funtor Ξ es definido de la siguiente manera. En objetos, manda a
un grupo G a Ξ(G). En morfismos, para un (G,H)-biconjunto U , se define el morfismo

Ξ(U) : Ξ(G) −→ Ξ(H)

(X f−−→ Y ) 7−→ (U ×G X
U×Gf−−−−−→ U ×G Y ),

donde U ×G X y U ×G Y son H-conjuntos de la manera natural, con la acción de H
sobre U .

Sea X f−−→ Y un objeto en G-Mor y sea Z g−−→ W un objeto en H-Mor. Definiremos
X × Z

f×g−−−→ Y × W como el G × H-morfismo, donde X × Z, Y × W son G × H-
conjuntos de la manera natural y la función X × Z

f×g−−−→ Y × W está definida por
(f × g)(x, z) := (f(x), g(z)), podemos extender esta definición a un producto bilineal,

Ξ(G) × Ξ(H) −→ Ξ(G×H)

(X f−−→ Y, Z
g−−→ W ) 7−→ (X × Z

f×g−−−→ Y ×W ),
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este producto bilineal hace a un funtor de Green de biconjuntos.
Ahora daremos algunas definiciones que se nos serán de utilidad den la Sección 3.3.

2.3.8 Definición (Definición 3.1 de [8]). Sea G un grupo finito. Definimos una reba-
nada de G como una pareja (T, S) de subgrupos de G tales que S ⩽ T .

El conjunto de rebanadas de G es denotado por Π(G). Dadas dos rebanadas (V, U)
y (T, S) de G, diremos que (V, U) es cociente de (T, S), denotado por (T, S) ↠ (V, U),
si existe un homomorfismo de grupos sobreyectivo ϕ : T −→ V tal que ϕ(S) = U. Si ϕ
es un isomorfismo, diremos que (V, U) y (T, S) son isomorfas y que ϕ es un isomorfismo
de rebanadas.
Si (T, S) es una rebanada de G, denotaremos a

⟨T, S⟩G = π(G/S −→ G/T )

el cual es un elemento de Ξ(G).

2.3.9 Lema (Lema 3.4 de [8]). Sea f : X −→ Y un morfismo de G-conjuntos, entonces
en el grupo Ξ(G),

π(f) =
∑

x∈[G\X]
⟨Gf(x), Gx⟩,

donde G• denota el estabilizador de •.

Por lo tanto, el grupo Ξ(G) es generado por los elementos de ⟨T, S⟩G, donde (T, S)
corre en [Π(G)] que es un conjunto de representantes de las clases de conjugación de
las rebanadas de G.

El Funtor trasladado

El último ejemplo de funtor de Green de biconjuntos que veremos será el funtor tras-
ladado por un grupo finito K, el cual lo estudiaron en [7] y [18].
Sea K un grupo finito y un funtor de Green de biconjuntos A sobre RB. El funtor A
trasladado por K, denotado por AK , lo podemos definir de la siguiente manera: La
evaluación en un grupo finito G es

AK(G) = A(G×K).

Dados G, H grupos finitos. Para un (H,G)-biconjunto U , definimos el morfismo

AK(U) : AK(G) −→ AK(H)

como el morfismo A(U×K), donde U×K es visto como un (H×K,G×K)-biconjunto
de la manera natural i.e. donde K actúa en U ×K por la multiplicación en la segunda
componente, esta definición se puede extender de manera R-lineal a cualquier elemento
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α ∈ RB(H,G). Con esta estructura AK es un funtor de biconjuntos sobre RB. Además,
AK es un funtor de Green, con el producto bilineal,

×AK
: AK(G) × AK(H) −→ AK(G×H)

el cual está definido de la siguiente manera: Sea α ∈ AK(G) = A(G × K) y sea
β ∈ AK(H) = A(H ×K), entonces α× β ∈ A(G×K ×H ×K), definimos

α×AK
β = A(Iso(δ) ◦ResG×K×H×K

∆ )(α× β),

donde ∆ = {(g, k, h, k)|g ∈ G, h ∈ H, k ∈ K} y δ es el morfismo ∆ −→ G×H×K que
manda (g, k, h, k) a (g, h, k). Finalmente, el elemento identidad ξAK

es A(InfK1 )(ξA).



Capítulo 3

Caracterización de los ideales para
algunos funtores de Green de
biconjuntos

3.1 Operaciones de biconjuntos aplicadas a idem-
potentes

Hipótesis: A lo largo de este capítulo, A es un funtor de Green de biconjuntos tal que
cada evaluación A(G) es una K-álgebra conmutativa de dimensión finita semisimple
que se escinde sobre K, donde K un campo de característica 0.
Denotamos por EG al único conjunto de idempotentes primitivos ortogonales de A(G),
el cual existe por las hipótesis anteriores.

3.1.1 Proposición. Sea f ∈ A(G)-{0} tal que para todo v ∈ A(G), se tiene que
v · f = λvf para algún λv ∈ K, entonces existen e ∈ EG y k ∈ K tales que f = ke.

Demostración. Sabemos que

f =
∑
e∈EG

kee,

con ke ∈ K. Sí f = 0, no hay nada que demostrar. Si f ̸= 0, entonces existe e ∈ EG tal
que ke ̸= 0, por hipótesis tenemos que

e · f = λef = kee ̸= 0,

de donde se sigue que λe ̸= 0, y f = ke, donde k = ke
λe

. Supongamos que existe otro
s ∈ EG tal que ks ̸= 0, entonces s · f = λsf con λs ̸= 0, por la ortogonalidad se tiene
que

0 = (s · e) · f = s · (e · f) = s · (λef) = λsλef,

entonces λsλe = 0, lo cual es una contradicción. Se concluye que f = kee. Además e y
f son únicos si f ̸= 0 ■

15
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Dado que nuestro interés es estudiar los ideales generados por los idempotentes
ortogonales y A es un funtor de Green de biconjuntos, por el Lema 2.3.26 de [7], es
natural querer observar el efecto de las operaciones elementales (Ind, Res,Inf , Def e
Iso) sobre los idempotentes del álgebra A(G).

3.1.2 Teorema. Sea G un grupo finito

(a) Sean H un subgrupo de G y e ∈ EG. Entonces

A(ResGH)(e) =
∑
s∈ΩH

s,

donde ΩH es un subconjunto de EH .

(b) Sean H un subgrupo de G y t ∈ EH . Entonces existen e ∈ EG y λ ∈ K tales
que

A(IndGH)(t) = λe.

(c) Sean N un grupo normal de G y e ∈ EG/N . Entonces

A(InfGG/N)(e) =
∑

t∈ΩG/N

t,

donde ΩG/N es un subconjunto de EG.

(d) Sean N un subgrupo normal de G y e ∈ EG. Entonces existen λ ∈ K y
t ∈ EG/N tales que

A(DefGG/N)(e) = λt.

(e) Si ϕ : G −→ G′ es un isomorfismo de grupos y e ∈ EG. Entonces

A(Iso(ϕ))(e) = e′

para algún e′ ∈ EG′.

Demostración. (a) Observemos que A(ResGK) : A(G) −→ A(H) es un homomor-
fismo de anillos. Se sigue que A(ResGH)(e) es un idempotente de A(H), por lo
tanto, es una suma de algunos elementos de EH .

(b) Sea v ∈ A(G). Por las hipótesis sobre A, tenemos que:

A(ResGH)(v) =
∑
s∈EH

λss,

con λs ∈ K. Por las relaciones de Frobenius (Definición 2.1.3), se tiene que:

v · A(IndGH)(t) = A(IndGH)(A(ResGH)(v) · t) = λtA(IndGH)(t),

y por la Proposición 3.1.1, se concluye que A(IndGH)(t) = λe.
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(c) Ya que A(InfGG/N) es un homomorfismo de anillos, tenemos que A(InfGG/N)(e)
es un idempotente de A(G), en consecuencia es una suma de algunos elementos
de EG.

(d) Sea v ∈ A(G/N), entonces por las relaciones de Frobenius (Definición 2.1.3),
se sigue que

v · A(DefGG/N)(e) = A(DefGG/N)(A(InfGG/N)(v) · e)

ya que A(InfGG/N)(v) es un elemento de A(G), tenemos que A(InfGG/N)(v) es una
combinación lineal de algunos elementos de EG, se sigue que

A(InfGG/N)(v) · e = α · e

para algún α ∈ K. Por lo tanto,

v · A(DefGG/N)(e) = A(DefGG/N)(A(InfGG/N)(v) · e) = αA(DefGG/N)(e).

Por la proposición 3.1.1, existen t ∈ EG/N y λ ∈ K tales que A(DefGG/N)(e) = λt.

(e) Notemos que A(Iso(ϕ)) es un isomorfismo de anillos.
■

3.1.3 Definición. Sea H un elemento de G. Definimos los conjuntos

EH = {e ∈ EH | A(ResHK)e = 0 ∀K ⪇ H}.
EH = {f ∈ EH | A(DefHH/N)f = 0 ∀ N ⊴H, N ̸= 1}.

Diremos que H es un MC-grupo de A (o sólo MC-grupo si no hay riesgo de confusión)
si EH ∩ EH ̸= ∅.

3.1.4 Lema. Sean G un grupo finito y eG ∈ EG. Sea H un subgrupo minimal de G con
respecto a la propiedad A(ResGH)(eG) ̸= 0 (este subgrupo existe, ya que A(ResGG)(eG) es
distinto a 0). Entonces existen eH ∈ EH y α ∈ K, tales que eG = αA(IndGH)(eH).

Demostración. Ya que A(ResGH)(eG) ̸= 0, por (a) del Teorema 3.1.2 existe eH ∈ EH
tal que

eH · A(ResGH)(eG) = eH .

Más aún, si K es un subgrupo de H, tenemos

A(ResHK)(eH) · A(ResGK)(eG) = A(ResHK)eH .

Sí K ̸= H, entonces A(ResGK)(eG) = 0 y se sigue que A(ResHK)(eH) = 0. Esto significa
que eH ∈ EH .
Ahora supongamos que A(IndGH)(eH) = 0. Por las fórmulas de Mackey (Relación 1.1.3
de [7]) tenemos

0 = A(ResGH ◦ IndGH)(eH) =
∑

x∈[H\G/H]
A(IndHH∩xH ◦ Iso(γx) ◦ResHHx∩H)(eH),



3.1. Operaciones de biconjuntos aplicadas a idempotentes 18

donde γx es el isomorfismo conjugación por x de Hx ∩ H a H ∩ xH. Si Hx ∩ H es
un subgrupo propio de H, entonces A(ResHHx∩H)eH = 0 y de esto sigue que la última
ecuación es igual a

0 =
∑

x∈[NG(H)/H]
A(Iso(γx))(eH).

Ya que eH ∈ EH , tenemos que A(Iso(γx))(eH) ∈ EH para todo x ∈ NG(H), ya que
A(Iso(γx)) es un homomorfismo de anillos sobre A(H). Ahora multiplicamos por eH ,

0 = eH
∑

x∈[NG(H)/H]
A(Iso(γx))(eH)

= |{x ∈ [NG(H)/H] | A(Iso(γx))(eH) = eH}| · eH .

Ya que el conjunto de la derecha es no vació, tenemos eH = 0. Esta contradicción
demuestra que A(IndGH)eH ̸= 0. Ya que eH · A(ResGH)(eG) = eH , entonces por las
identidades de Frobenius (Definición 2.1.3)

A(IndGH)(eH) · eG = A(IndGH)(eH · A(ResGH)(eG)) = A(IndGH)(eH) ̸= 0.

Ahora, por el Teorema 3.1.2 (b), existe λ ̸= 0, tal que

A(IndGH)(eH) = λeG.

Si α = 1/λ tenemos que eG = αA(IndGH)(eH). ■

3.1.5 Lema. Sean G un grupo finito y eG ∈ EG. Si N es un subgrupo normal de G
maximal con respecto A(DefGG/N)(eG) ̸= 0, entonces existen eG/N ∈ EG/N y α ∈ K con
α ̸= 0, tal que eG/N = αA(DefGG/N)(eG) y eG = eG · A(InfGG/N)(eG/N).

Demostración. Sean eG ∈ EG y N un subgrupo de G, maximal con respecto a la
propiedad A(DefGG/N)eG ̸= 0 (este subgrupo existe, ya que A(DefGG/1)eG ̸= 0). Por el
Teorema 3.1.2 (d), tenemos que

A(DefGG/N)(eG) = λeG/N ,

donde eG/N ∈ EG/N y 0 ̸= λ ∈ K, entonces eG/N = (1/λ)A(DefGG/N)(eG).
Por el otro lado, sabemos por el Teorema 3.1.2 (c) que

A(InfGG/N)(eG/N) =
∑
t∈Ω

t,

donde Ω es un subconjunto de EG. Ahora supongamos que eG ·A(InfGG/N)(eG/N) = 0,
por las identidades de Frobenius (Definición 2.1.3)

0 = A(DefGG/N)
(
eG · A(InfGG/N)(eG/N)

)
= A(DefGG/N)(eG) · eG/N
= (λeG/N) · eG/N
= λeG/N ,
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esta contradicción, demuestra que eG · A(InfGG/N)(eG/N) ̸= 0. Esto significa que eG es
un elemento de Ω. Por lo tanto, eG · A(InfGG/N)(eG/N) = eG.
Sea M/N un subgrupo normal no trivial de G/N . Entonces

A(DefG/N(G/N)/(M/N))(eG/N) = A(DefG/N(G/N)/(M/N) ◦DefGG/N)((1/λ)eG)
= 1/λ · A(DefG(G/N)/(M/N))(eG)
= 1/λ · A(DefGG/M)(eG)
= 0,

por lo tanto, eG/N ∈ EG/N . ■

3.1.6 Notación. Si G es un grupo finito, denotaremos eG al ideal de A generado por
eG ∈ EG.

3.1.7 Lema. Sea G un grupo finito y sea eG ∈ EG, entonces existe un subgrupo H de
G y existe un idempotente eH ∈ EH , tal que eG = eH.

Demostración. Sea eG ∈ EG. Por Lema 3.1.4, existe un subgrupo H de G, un elemento
eH ∈ EH y un escalar α ∈ K, tales que

eH · A(ResGH)(eG) = eH

α · A(IndGH)(eH) = eG.

Lo que significa

eH = eH · A(ResGH)(eG) ∈ eG(H).

Se tiene que, eH es un A-submódulo de eG. Por otro lado,

eG = α · A(IndGH)(eH) ∈ eH(G),

entonces eG es un A-submódulo de eH. Por lo tanto, eG = eH. ■

3.1.8 Lema. Sean H un grupo finito y sea eH ∈ EH . Entonces existe un subgrupo
normal N de H y un elemento eH/N ∈ EH/N , tales que eH = eH/N .

Demostración. Por el lema 3.1.5, existe un subgrupo normal N de H, un idempotente
eH/N ∈ EH/N y un escalar 0 ̸= λ ∈ K , tales que

eH = eH · A(InfHH/N)eH/N
eH/N = λA(DefHH/N)eH ,

lo que significa que eH/N ∈ eH(H/N). Por lo tanto, eH/N es un subfuntor de eH y el
idempotente eH es elemento de eH/N(H), lo que implica que eH es un subfuntor de
eH/N . Por lo tanto, eH/N = eH . ■

3.1.9 Definición. Sea F ∈ FD,R. Diremos que un grupo finito H es un grupo minimal
de F sí, F (H) ̸= 0 y F (K) = 0 para todo grupo finito K con |K| < |H|.
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3.1.10 Lema. Sea F un ideal de A y sea H un grupo minimal de F . Entonces H es
un MC-grupo.

Demostración. Por hipótesis, se tiene que

F (H) =
∑

eH∈ΩF,H

KeH ̸= 0

donde ΩF,H es un subconjunto de EH . Por lo tanto, existe eH ∈ EH tal que eH es
elemento de F (H). Sea N un subgrupo normal no trivial de H, se tiene que

A(DefHH/N)eH = F (DefHH/N)eH ∈ F (H/N),

como H es un grupo mínimo de F , se tiene que F (H/N) = 0. Por lo tanto,

A(DefHH/N)eH = 0,

lo que significa que eH ∈ EH . Por otro lado, dado cualquier subgrupo propio K de
H, se tiene A(ResHK)eH ∈ F (K) = 0. Por lo tanto, A(ResHK)eH = 0, esto significa que
eH ∈ EH , lo que significa que el elemento eH pertenece a EH ∩EH , lo que implica que
H es un MC-grupo. ■

3.1.11 Lema. Sean G un grupo finito y eG ∈ EG. Entonces existe un MC-grupo H y
un idempotente eH elemento de EH ∩ EH , tales que eG = eH .

Demostración. Por el lema 3.1.7, existe un subgrupoK ⩽ G y un idempotente eK ∈ EK
tales que eG = eK . Por otro lado, por el lema 3.1.8, sabemos que existen N ⊴ K,
eK/N ∈ EK/N y 0 ̸= λ ∈ K, tales que eK/N = λA(DefKK/N)eK y eK/N = eK = eG.
Notemos que para todo M/N < K/N , se tiene que

A(ResK/NM/N)eK/N = A(ResK/NM/N)λA(DefKK/N)eK
= λ · A(ResK/NM/N ◦DefKK/N)eK
= λA(DefMM/N ◦ResKM))eK
= 0,

esta igualdad es una consecuencia de que A(ResKM)eK = 0. Entonces el idempotente
eK/N pertenece a EK/N ∩ EK/N .

■

3.2 Caracterización de los ideales de un funtor de
Green

,

3.2.1 Notación. Sea I un ideal de A. Definimos el conjunto AI como

AI = {(H, eH) | H es un MC-grupo, eH ∈ EH ∩ EH y eH ∈ I(H)}.
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3.2.2 Lema. Sea I un ideal de A. Entonces

I =
∑

(H,eH)∈AI

eH .

Demostración. Por definición, para todo eH ∈ AI se cumple que eH ⩽ I. Por lo tanto,
podemos decir que ∑

(H,eH)∈AI
eH ⩽ I. Por otra parte, según la hipótesis, se tiene

que para todo grupo finito G se cumple que I(G) = ∑
eG∈ΩI,G

KeG, donde ΩI,G es
un subconjunto de EG. Esto implica que eG ⩽ I para todo eG ∈ ΩI,G. Por el Lema
3.1.11, se tiene que para cualquier eG ∈ ΩI,G existe un MC-grupo K y un elemento
eK ∈ EK ∩EK tal que eG = eK , Por lo tanto, se tiene que eK ⩽ I, lo cual implica que
eK ∈ I(K): De esta forma, se concluye que (K, eK) ∈ AI . En consecuencia,

I(G) =
∑

eG∈ΩI,G

KeG =
∑

eG∈ΩI,G

eG(G) =
∑

eG∈ΩI,G

eK(G) ⩽
∑

(K,eK)∈AI

eK(G),

es decir I ⩽
∑

(K,eK)∈AI
eK . ■

Definiremos a la clase M como

M = {(H, s) | H es un MC-grupo y s ∈ EH ∩ EH}.

3.2.3 Observación. Sea G un grupo finito y sea eG ∈ EG. Sabemos que las categorías
A-Mod y Fun(PA, R-Mod) son equivalentes. Recordemos la expresión

eG =
⋂

I ideal de A
eG∈I(G)

I

entonces, tenemos que

eG =
⋂

I∈Fun(PA,R−Mod)
eG⊆I

I.

Reproduciendo la prueba de la observación 3.2.9 de [7], se tiene que la evaluación
eG(H) es igual a HomPA

(H,G)eG.
3.2.4 Lema. Sean K y H grupos finitos y eH ∈ EH y eK ∈ EK. Se tiene que eH ⊆ eK
si y soló si existe eH×K ∈ EH×K tal que

eH · A(DefH×K
H )

(
eH×K · A(InfH×K

K )(eK)
)

̸= 0.

Demostración. ⇒] Por la observación 3.2.3, tenemos

eH ∈ eK(H) = HomPA
(K,H)eK

donde HomPA
(K,H) = A(H ×K). Ahora, por la hipótesis sobre A, existe un idempo-

tente eH×K ∈ EH×K tal que

eH · (eH×K ◦ eK) ̸= 0. (3.2.5)

Por el Lema 2.2.5 con G = 1, tenemos

eH · A(DefH×K
H )

(
eH×K · A(InfH×K

K )(eK)
)

̸= 0.

⇐] Por la proposición 8.6.1 de [7] y la Observación 3.2.9 de [7], tenemos eH ∈ eK(H).
■
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3.2.6 Definición. Definiremos una relación ≫ sobre M, por (H, eH) ≫ (K, eK) si y
soló si existe eH×K ∈ EH×K tal que

eH · A(DefH×K
H )

(
eH×K · A(InfH×K

K )(eK)
)

̸= 0.

Diremos que las parejas (H, eH), (K, eK) ∈ M son equivalentes si eH ≫ eK y
eK ≫ eH , lo cual lo denotaremos por (H, eH) ∼ (K, eK), por el Lema 3.2.4 se tiene
que (H, eH) ∼ (K, eK) si y soló si eH = eK .
Notemos que esta relación es una relación de equivalencia. Denotaremos por [H, eH ] la
clase de equivalencia de (H, eH) ∈ M y [M] como un conjunto de representantes de las
clases de equivalencia de los elementos de M. Entonces ([M],≫) es un copo (ver[12]).

3.2.7 Observación. Sea S un conjunto de representantes de las clases de isomorfismo de
grupos finitos. Consideremos el conjunto A = ∏

G∈S P(A(G)), donde P(A(G)) denota
el conjunto potencia de A(G). Definamos la función

φ : M −→ A
(H, eH) 7−→ (eH(G))G∈S

Sea (H, eH), (K, eK) ∈ M. Se tiene que (H, eH) ∼ (K, eK) si y sólo si eH = eK, lo
que significa que φ((H, eH)) = φ((K, eK)). Por lo tanto, la función φ : [M] −→ A está
bien definida. Ya que, si dos grupos G y H son isomorfos como grupos, entonces son
isomorfos en PA (ver Notación 4.1 de [18]), es fácil ver que si dos ideales coinciden en
todos los elementos de S, entonces son iguales. Por lo tanto, φ es inyectiva, entonces,
[M] es un conjunto.

Diremos que una subclase N de M es cerrada si

∀ (H, eH), (K, eK) ∈ M, (H, eH) ≫ (K, eK) ∈ N ⇒ (H, eH) ∈ N .

Un subconjunto B de [M] es cerrado, si existe una subclase cerrada N de M tal que
B = N ∩ [M].

3.2.8 Teorema. Sea SA el conjunto de todos los ideales de A, ordenado por la inclu-
sión, y ClA el conjunto de todos los subconjuntos cerrados de [M], ordenado por la
inclusión. El mapeo

Θ : I 7−→ {(H, e) ∈ [M] | e ∈ I(H)}

es un isomorfismo de copos de SA a ClA. El isomorfismo inverso está dado por

Ψ : ClA −→ SA
B 7−→

∑
(H,eH)∈B

eH .

Demostración. Sea I un ideal de A, primero demostraremos que el conjunto

B = {(H, e) ∈ [M] | e ∈ I(H)}



3.2. Caracterización de los ideales de un funtor de Green 23

es cerrado. Sean (H, eH), (K, eK) ∈ [M], tales que (H, eH) ≫ (K, eK) ∈ B, entonces
eH ⊆ eK ⊆ I. Por lo tanto, eH ∈ I(H) i.e. (H, eH) ∈ B. Ahora demostraremos que
este es un morfismo de copos: Sean F y I ideales de A, tales que F ⊆ I, si e ∈ F (H)
entonces e ∈ I(H). Además, el morfismo Ψ es claramente un morfismo de copos.
Por el lema 3.2.2 tenemos que

I =
∑

(K,eK)∈AI

eK .

Recordemos que eK = eH si y soló si (H, eH) ∼ (K, eK), por lo tanto, tenemos que∑
(K,eK)∈AI

eK =
∑

(K,eK)∈[AI ]
eK

donde [AI ] = {(K, eK) ∈ [M] | (K, eK) ∈ AI} = Θ(I), de ahí que I = Ψ(Θ(I)).
Por el otro lado, sea B un conjunto cerrado de [M]. Tenemos

Θ(Ψ(B)) = {(H, eH) ∈ [M] | eH ∈
∑

(K,eK)∈B
eK(H)}

De manera clara se tiene que B ⊆ Θ(Ψ(B)). Inversamente, dado (H, eH) ∈ Θ(Ψ(B))
se tiene que

eH ∈
∑

(K,eK)∈B
eK(H).

Entonces existe (K, eK) ∈ B tal que eH · eK(H) ̸= 0, es decir, eH ∈ eK(H) y por
el lema 3.2.4, se tiene que (H, eH) ≫ (K, eK), ya que B es un conjunto cerrado,
(H, eH) ∈ B. ■

Notemos que el copo ClA es un lattice, donde el join es la unión de conjuntos y el
meet es la intersección de conjuntos.
Sea F , J F , J ∈ SA. Definimos la suma de los ideales F y J , dentada por F +J , como
el funtor que evaluado en cualquier grupo finito G, es definido por

(F + J)(G) := F (G) + J(G),

y para un morfismo α ∈ HomC(G,H), los elementos a ∈ F (G) y b ∈ J(G), definimos
(F + J)(α)(a+ b) := F (α)(a) + J(α)(b). Es fácil de demostrar que el funtor F + J es
un elemento de SA.

3.2.9 Corolario. El lattice SA es un lattice distributivo.

Demostración. El lattice SA es distributivo, ya que el lattice ClA es claramente distri-
butivo, donde el join es la suma de ideales y el meet es la intersección de ideales. ■
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3.3 Caracterización aplicada a algunos ejemplos de
funtores de biconjuntos

En esta sección, se analizará el comportamiento de la relación ≫ en algunos ejemplos
de funtores de Green de biconjuntos cuyas sus evaluaciones en cualquier grupo finito
es una álgebra conmutativa de dimensión finita semisimple que se escinde. Si estos
ejemplos ya tienen una caracterización de sus ideales, se comparará con la dada en este
trabajo.

3.3.1 El funtor de Burnside
El primero de los ejemplos es el funtor de Burnside. Este funtor fue estudiado por
Serge Bouc en [7]. Tenemos que KB(G) := K ⊗Z B(G) es una K álgebra conmutativa
de dimensión finita semisimple que se escinde, para cualquier campo K de característica
0. Entonces el funtor de Burnside satisface las hipótesis necesarias.

Daremos algunos resultados que nos serán útiles cuando se comparen la clasificación
de los ideales

3.3.1 Teorema (Teorema 2.5.2 de [7]). Sea G un grupo finito. Si H es un subgrupo
de G, denotaremos por eGH al elemento de KB(G) definido de la siguiente manera:

eGH = 1
|NG(H)|

∑
K⩽H

|K|µ(K,H)[G/K],

donde µ es la función de Möbius del copo que consta de los todos los subgrupos de G.
Se tiene que eGH = eGK si y sólo si H ay K son conjugados en G, y los elementos eGH donde
H corre en un conjunto de representantes de las clases de conjugación de los subgrupos
de G, denotado [S(G)], es un conjunto de idempotentes ortogonales primitivos de la
K-álgebra KB(G).

Si G es un grupo finito y N es un subgrupo normal de G, se define mG,N como

mG,N = 1
|G|

∑
XN=G

|X|µ(X,G),

donde µ es la función de Möbius del copo de los subgrupos de G.

3.3.2 Definición (Definición 5.4.6. de [7]). Un grupo finito G es llamado B-grupo si
para todo subgrupo normal no trivial N de G, la constante mG,N es igual a cero, o
equivalentemente B(DefGG/N)(eGG) = 0 en KB(G/N). La clase de todos los B-grupos es
denotada por B-grp.

3.3.3 Proposición. Sea G un grupo finito. Se tiene que G es un B-grupo si y sólo si
G es un MC-grupo de KB.

Demostración. Si G es un B-grupo, tenemos que B(DefGG/N)(eGG) = 0, para todo sub-
grupo normal N de G distinto al subgrupo trivial i.e. eGG ∈ EG. Además, por la Pro-
posición 5.4.5. de [7], G es un grupo minimal para el ideal generado por eGG, entonces
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eGG ∈ EG. Por lo tanto, eGG ∈ EG∩EG, i.e. G es un MC-grupo de KB (Definición 3.1.3).
Por otro lado, Si G es un MC-grupo, entonces existe K ⩽ G tal que eGK ∈ EG ∩EG. Si
K fuera un subgrupo propio de G, por el Teorema 5.2.4 de [7], se tiene que

B(ResGK)(eGK) = eKK ,

pero eGK ∈ EG, entonces B(ResGK)(eGK) = 0. Esta contradicción demuestra que K = G.
i.e. eGG ∈ EG∩EG. Además tenemos que B(DefGG/N)(eGG) = 0 para cualquier 1 ̸= N⊴G.
Por lo tanto, G es un B-grupo. ■

3.3.4 Definición (Definición 5.4.13 de [7]). Definiremos la relación ≫B sobre B-grp,
por G ≫B H si y sólo si H es isomorfo a un cociente de G.

Ahora demostraremos que la relación ≫B es equivalente a la relación ≫.

3.3.5 Lema. Sean K y H dos B-grupos. Se tiene que (K, eKK) ≫ (H, eHH) si y sólo si
K ≫B H.

Demostración. Por la proposición 5.4.8 de [7], K ≫B H si y sólo si eK ⊆ eH. Además,
por el lema 3.2.4 esto es equivalente a (K, eKK) ≫ (H, eHH). ■

Ya que las relaciones ≫B y ≫ son equivalentes, Entonces el Teorema 5.4.14 de [7]
es equivalente al teorema 3.2.8.

3.3.2 Funtor fibrado de p-biconjuntos
En esta subsección se presentará el segundo ejemplo de funtor de Green de biconjuntos,
el cual es el funtor monomial de Burnside introducido en la Sección 2.3, considerado
como un funtor de p-biconjuntos (donde p es un número primo), es decir, como un
funtor de biconjuntos sobre la clase de p-grupos finitos. Entonces todos los grupos en
esta subsección serán p-grupos finitos. Además, fijamos un campo K algebraicamente
cerrado de característica q ̸= p. Este funtor fue estudiado en [14] Olcay Coşkun y Deniz
Yilmaz.
Estableceremos los siguientes parámetros. Para un grupo abeliano A, se denotará por
O(G) = OA(G) la intersección de todos los núcleos de todos los homomorfismos de
G −→ A. Asimismo, se denotará por ξG(A) al conjunto de todos lo pares (H, h), donde
H ⩽ G y h corre en un conjunto de representantes de las clases laterales de OA(H) en
H. El conjunto ξG(A) es un G-conjunto vía la conjugación y denotaremos por [H, h]G
la clase de conjugación de (H, h). Sea MG(A) = {(V, λ) | V ⩽ G, λ ∈ Homgrp(V,A)}
Por el Lema 3.1 de [1], se tiene que |MG(A)| = |ξG(A)| y por el Teorema 5.2 de [1],
existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de las clases de conjugación de
ξG(A) y el conjunto de idempotentes primitivos de KBA(G), donde la clase [H, h]G
corresponde al idempotente eGH,h dado por

eGH,h = 1
|NG(H, h)|

∑
(V,ν)∈MA(G)/G

|V |µG (V, ν;H, h) [V, ν]G,



3.3. Caracterización aplicada a algunos ejemplos de funtores de
biconjuntos 26

donde NG(H, h) denota al G-estabilizador de la pareja (H, h) bajo la acción conjugación
y donde la función

µG (V, ν;H, h) =
∑

(V ′,ν′)∈[V,ν]G

ν−1 (V ∩ hOA(H))µ(V ′, H)/|V ′|,

es la función de Möbius monomial G-invariante y sumamos sobre todas parejas G-
conjugadas a (V, ν).

3.3.6 Proposición (Proposición 7 de [14]). Sean N⊴G grupos finitos. Entonces, para
(H, h) ∈ ξG(A), se tiene que

DefGG/Ne
G
H,h = mG

H,h · eG/NHN/N,hN ,

para alguna constante mG
H,h ∈ K.

Denotaremos por µn al grupo cíclico de orden pn. Para un p-grupo P , denotaremos
por On(P ) al grupo Oµn(P ) y al funtor KBµn por KBn. Sea G un grupo finito, el
subgrupo de Frattini será denotado por Φ(G).

3.3.7 Proposición (Lema 2 de [14]). Para cualquier p-grupo G y un elemento g ∈ G,
se tiene que

DefGG/Φ(G)e
G
G,g = |On(G)|

|NG(G, g)| · |G/Φ(G)| · eG/Φ(G)
G/Φ(G),gΦ(G).

Sea G un p-grupo abeliano elemental de orden pr, y h un elemento no trivial de G,
sea H = ⟨h⟩ el subgrupo generado por h. Tenemos que

mH,g =


1−pr−1

p
si g = 1,

1
p

g ̸= 1, g ∈ H,
1−pr−2

p
g /∈ H.

Sea I = {0} ∪ {r ∈ N | pr−1 ≡ 1(modq)}.

3.3.8 Teorema (Teorema 12 de [14]). Sea F un ideal de KBn y G un grupo minimal
de F . Entonces,

(i) El grupo G es un grupo abeliano elemental de orden pr para algún r ∈ I.

(ii) El espacio K-vectorial F (G) es 1-dimensional, generado por eGG,1.

(iii) El ideal F es generado por eGG,1.

3.3.9 Proposición. Sea G un p-grupo de orden pr. Entonces el grupo G es un MC-
grupo de KBn si y sólo si es un grupo abeliano elemental y pr−1 = 1 (mod q).
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Demostración. Primero supongamos que G es un MC-grupo de KBn. Entonces existe
un idempotente eGH,h ∈ EG ∩ EG, si H ⪇ G, por ele Teorema 3.1.2, tenemos que

eHH,h ·ResGHeGH,h ̸= 0.

Esta es una contradicción, entonces H = G i.e. eGH,h = eGG,g. Ahora, consideramos el
subgrupo Φ(G) ⊴G. Por el Lema 3.3.7

DefGG/Φ(G)e
G
G,g = |On(G)|

|NG(G, g)| · |G/Φ(G)| · eG/Φ(G)
G/Φ(G),gΦ(G) ̸= 0,

entonces Φ(G) = {1}, por lo tanto G es un grupo abeliano elemental. Si g ̸= 1, tenemos

DefGG/⟨g⟩e
G
G,g = 1

p
e
G/⟨g⟩
G/⟨g⟩,g⟨g⟩ ̸= 0,

en consecuencia g = 1, y

DefGG/Ne
G
G,1 = 1 − pr−1

p
e
G/N
G/N,N = 0.

Esto significa que pr−1 = 1 (mod q). Por otro lado, si suponemos que G es un grupo
abeliano elemental de y pr−1 = 1 (mod q). Entonces por la Proposición 3.3.6 y la
Proposición 3.3.7, eGG,1 ∈ EG ∩ EG. ■

Sean K y H p-grupos abelianos elementales de orden prK y prH respectivamente y
rK , rH ∈ I. Por el Corolario 13 de [14] el ideal generado por eKK,1 está contenido en
ideal generado por eHH,1 si y sólo si rH ⩽ rK . Esto significa que (K, eKK,1) ≫ (H, eHH,1) si
y sólo si rH ⩽ rK . Una de las consecuencias es que la clasificación dada en el Teorema
3.2.8 es igual a la clasificación dada en el Corolario 13 de [14].

3.3.3 El funtor de Burnside de rebanadas
El tercer ejemplo que estudiaremos es el funtor de Burnside de rebanadas. Este funtor
ha sido estudiado por Serge Bouc en [8] y por Ibrahima Tounkara en [22]. La definición
del funtor se encuentra en la subsección 2.3. En el Corolario 4.7 de [8], Bouc demostró
que para todo grupo finito G, se tiene que QΞ(G) := Q ⊗Z Ξ(G) (Definición 2.3.6) es
una Q-álgebra conmutativa de dimensión finita semisimple, escindida.
Por el Teorema 4.6 de [8], el grupo Ξ(G) es libre con base

{⟨T, S⟩G ∈ Ξ(G)|(T, S) ∈ [Π(G)]},

donde [Π(G)] es un conjunto de representantes de las clases de conjugación de las
rebanadas de G (Definición 2.3.8).

3.3.10 Notación. Para una rebanada (T, S) del grupo G, definimos

ξGT,S := 1
|NG(T, S)|

∑
U⩽S⩽V ⩽T

|U |µ(U, S)µ(V, T )⟨U, V ⟩G

donde µ es la función de Möbius del copo de los subgrupos de G y donde NG(T, S) es
igual a NG(T ) ∩NG(S).
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3.3.11 Proposición (Teorema 5.2 de [8]). Sea G un grupo finito. Entonces los ele-
mentos ξGT,S, para (T, S) ∈ [Π(G)] son los idempotentes primitivos de QΞ(G).
3.3.12 Proposición (Proposición 4.4 de [22]). Sea N un subgrupo normal de G. En-
tonces

DefGG/Nξ
G
G,S = mG,S,Nξ

G/N
G/N,SN/N ,

donde

mG,S,N = [NG(SN) : SN ]
|NG(S)|

∑
U⩽S⩽V ⩽T
V N=G
UN=SN

|U |µ(U, S)µ(V, T ).

3.3.13 Definición (Definición 7.5. de [22]). Una rebanada (T, S) de T es llamada
una T -rebanada (sobre K) si para cualquier subgrupo normal no-trivial N de T , la
constante mT,S,N es igual a cero.
3.3.14 Proposición. Sea G un grupo finito. Se tiene que G es un MC-grupo de QΞ
si y sólo si existe una T -rebanada (G,S) de G.
Demostración. Primero, supongamos que G es un MC-grupo de QΞ. Entonces existe
un idempotente ξGT,S ∈ QΞ(G) tal que QΞ(ResGH)(ξGT,S) = 0 para todo H ⪇ G, y
QΞ(DefGG/N)(ξGT,S) = 0 para todo 1 ̸= N ⊴G. Si T ̸= G, por la Proposición 4.1 de [22],
tenemos que

QΞ(ResGT )(ξGT,S) =
∑

(T,S′)∈[Π(T )]
(T,S′)=G(T,S)

ξT(T,S′) ̸= 0,

esta contradicción nos demuestra que T = G. Ya que QΞ(DefGG/N)(ξGG,S) = 0 para todo
subgrupo normal no-trivial N de G y la Proposición 4.4 de [22], tenemos que (G,S) es
una T -rebanada. Por otro lado, supongamos que existe una T -rebanada (G,S) de G.
Por la Proposición 4.4 de [22], tenemos

QΞ(DefGG/N)(ξGG,S) = 0

para todo 1 ̸= N ⊴G y la Proposición 4.1 de [22], tenemos que

QΞ(ResGH)(ξGG,S) = 0

para H ⪇ G. Por lo tanto, G es un MC-grupo de QΞ. ■

3.3.15 Proposición. Sean (T, S) y (V, U) dos rebanadas. Entonces (V, U) ↠ (T, S)
(ver Subsección 2.3) si y solo si (V, ξVV,U) ≫ (T, ξTT,S) (Definición 3.2.6).
Demostración. Por el Teorema 7.1 de [22], se tiene que (V, U) ↠ (T, S) si y sólo si
⟨ξVV,U⟩ ⊆ ⟨ξTT,S⟩, y por el Lema 3.2.4, ⟨ξVV,U⟩ ⊆ ⟨ξTT,S⟩ si y sólo si (V, ξVV,U ≫ (T, ξTT,S). ■

Definamos a T-rebanada como el conjunto de todas las T -rebanadas de QΞ y de-
notaremos [T-slice] un conjunto de representantes de las clases de isomorfismo de las
T-rebanadas, se tiene que ([T-slice], ↠) es un copo .
Por la Proposición 3.3.14, Proposición 3.3.15, Proposición 8.8 en [22] y el Teorema
3.2.8, se tiene que el copo de los ideales de QΞ es isomorfo como copo al conjunto de
los subconjuntos cerrados de [T-slice].
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3.3.4 El funtor KBK

Ahora veremos el funtor de Burnside trasladado, KBK donde K es un grupo finito y
K es un campo de característica 0. Este ejemplo fue estudiado en [9] por Serge Bouc.
Se definió este funtor en la subsección 2.3.

3.3.16 Definición (Definición 3.1 de [9]).

■ Para un grupo finito K, denotaremos a grp⇓K como la siguiente categoría:

· Los objetos son los grupos finitos sobre K i.e. las parejas (L, ϕ), donde L es
un grupo finito y ϕ : L −→ K es un homomorfismo de grupos.

· Un morfismo f : (L, ϕ) −→ (L′, ϕ′) de grupos sobre K en la categoría grp⇓K
es un homomorfismo de grupos f : L −→ L′ tal que existe un automorfismo
interno i de K tal que i ◦ ϕ = ϕ′ ◦ f .

· La composición de morfismos en la categoría grp⇓K es la composición de
homomorfismos de grupos y la identidad de (L, ϕ) es el homomorfismo iden-
tidad de L.

■ Si (L, ϕ) y (L′, ϕ′) son grupos sobre K, diremos que (L′, ϕ′) es un cociente de
(L, ϕ), y lo denotaremos (L, ϕ) ↠ (L′, ϕ′), si existe f ∈ Homgrp⇓K

((L, ϕ), (L′, ϕ′))
tal que f : L −→ L′ es un homomorfismo sobreyectivo. En este caso, diremos que
f es un morfismo sobreyectivo de (L, ϕ) a (L′, ϕ′).

3.3.17 Notación. Sea (L, ϕ) un grupo sobre K, denotaremos por Lϕ el subgrupo de
L×K definido por

Lϕ := {(l, ϕ(l)) | l ∈ L}.

3.3.18 Notación. Sea (L, ϕ) un grupo sobre K. Denotaremos por eL,ϕ el ideal KBK

generado por eL×K
Lϕ

∈ KBK(L).

3.3.19 Corolario (Corolario 3.5 de [9]). Sean G un grupo finito y L un subgrupo de
G×K. Entonces el ideal de KBK generado por eG×K

L es igual al ideal de KBK generado
por eL×K

Lp2
.

3.3.20 Definición (Definición 4.3. de [9]). Sea (L, ϕ) un grupo sobre K. Diremos que
(L, ϕ) es un BK-grupo, o un B-grupo relativo a K, si mL,N = 0 para todo subgrupo
normal no trivial N de L contenido en Kerϕ.

3.3.21 Notación. Sea (L, φ) un subgrupo sobre K. Si Q es un subgrupo normal de L,
contenido en Kerφ, y maximal con la propiedad mL,Q ̸= 0, denotaremos por βK(L, φ)
al cociente (L/Q,φ/Q) de (L, φ).

3.3.22 Corolario (Corolario 4.9 de [9]). Sea (L, φ) un grupo sobre K.

1. βK(L, φ) está bien definido salvo isomorfismo en grp⇓K.

2. βK(L, φ) es un BK-grupo, el cual es un cociente de (L, φ).
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3. Si (P, ψ) es un BK-grupo, cociente de (L, φ), entonces (P, ψ) es un cociente de
βK(L, φ).

4. eL,φ = eβK(L,φ).

3.3.23 Lema (Lema 5.5 de [9]). Sean (L, φ) un BK-grupo y (M,ψ) un grupo sobre K.
Entonces, eM,ψ ⊆ eL,φ si y soló si (M,ψ) ↠ (L, φ).

3.3.24 Notación. Fijaremos un conjunto SK de representantes de las clases de isomor-
fismo de los objetos de la categoría grp⇓K Además definimos BK-gr como el subconjunto
de SK que consiste de los BK-grupos.

3.3.25 Teorema (Teorema 5.7 de [9]). Sea IKBK
el lattice de los ideales de KBK,

ordenado por la inclusión de ideales, y ClBK-gr es el lattice de los conjuntos cerrados de
BK-gr, ordenado por la inclusión de subconjuntos. Entonces el mapeo

I ∈ IKBK
7−→ PI := {(L, φ) ∈ BK-gr | e(L,φ) ⊆ I}

es un isomorfismo de lattices de IKBK
a ClBK-gr. El isomorfismo inverso es

P ∈ ClBK-gr 7−→ IP =
∑

(L,φ)∈P
e(L,φ),

en particular IKBK
es completamente distributiva.

3.3.26 Proposición. Sea L un grupo finito. Entonces L es un MC-grupo de KBK si y
sólo si existe algún X ⩽ L×K tal que p1(X) = L, k1(X)∩N ̸= 1 para todo 1 ̸= N ⊴L
y (X, p2) es un BK-grupo.

Demostración. Supongamos que L es un MC-grupo para KBK . Entonces existe un
elemento eL×K

X ∈ KBK(L) tal que

KBK(ResLH)(eL×K
X ) =0,

KBK(DefLL/N)(eL×K
X ) =0,

para todo H ⪇ L y 1 ̸= N ⊴ L. Sí p1(X) ̸= L. Por el Teorema 5.2.4 [7], tenemos que

KBK(ResLp1(X))(eL×K
X ) = KB(ResL×K

p1(X)×K)(eL×K
X ) ̸= 0,

esta contradicción demuestra que p1(X) = L. Más aún, si existe 1 ̸= N ⊴ L tal que
k1(X) ∩ N = 1, entonces por el Lema 2.2 de [9] existe un escalar λ ̸= 0 en K, que
satisface

KBK(DefLL/N)(eL×K
X ) = λmX,X∩(N×1)e

(L/N)×K
X

, (3.3.27)
además, tenemos que mX,X∩(N×1) = mX,1 = 1 y X ∩ (N × 1) = (k1(X) ∩ N) × 1.
Por lo tanto, KBK(DefGL/N)(eL×K

X ) ̸= 0, Esta es una contradicción, en consecuencia
k1(X) ∩ N ̸= 1 para todo 1 ̸= N ⊴ L. Finalmente, sea 1 ̸= N ⊴ X tal que N es un
subgrupo de Ker(p2) = k1(X) × 1, entonces N = M × 1, para algún 1 ̸= M ⊴ L y

mXp2 ,N×1 = mX,N = mX,M×1,
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la primera ecuación es por la Definición 2.1 de [7] y por la ecuación 3.3.27, se tiene que
mX,M×1 = 0. Entonces (X, p2) es un BK-grupo.
Ahora supongamos que existe un subgrupo X de L × K con p1(X) = L, tal que
k1(X) ∩ N ̸= 1 para todo 1 ̸= N ⊴ L y (X, p2) es un BK-grupo. Por el Teorema 5.2.4
de [7], se tiene que

KBK(ResLH)(eL×K
X ) = 0,

para todo H subgrupo propio de L. Además, por el Lema 2.2 de [9],

KBK(DefLL/N)(eL×K
X ) = λmX,X∩(N×1)e

L/N×K
X

,

notemos que X ∩ (N × 1) = (k1(X) ∩N) × 1. Más aún,

mX,X∩(N×1) = mX,(k1(X)∩N)×1 = mXp2 ,(N×1)×1 = 0

Ya que (X, p2) es un BK-grupo, entonces KBK(DefLL/N)(eL×K
X ) = 0. Por lo tanto, L es

un MC-grupo de KBK . ■

3.3.28 Corolario. Sea L un grupo finito. Si (L×K, p2) es un BK-grupo, donde p2 es
la segunda proyección, entonces L es un MC-grupo de KBK.

3.3.29 Proposición. Sean (L, eL×K
X ) y (H, eH×K

Y ) elementos de M, tales que p1(X) =
L, k1(X)∩N ̸= 1 para todo 1 ̸= N⊴L y p1(Y ) = H, k1(Y )∩M ̸= 1 para todo 1 ̸= M⊴H
y (X, p2) es un BK-grupo. Entonces eYp2

≫ eXp2
si y sólo si (Y, p2) ↠ (X, p2).

Demostración. Tenemos que eL×K
X ≫ eH×K

Y si y sólo si eY,p2 ⊆ eX,p2 . Por el otro lado,
por el Teorema 5.3 de se tiene que [9], eY,p2 ⊆ eX,p2 si y sólo si

(Y, p2) ↠ (X, p2).

■

3.3.30 Teorema. Sea BK-gr el subconjunto de SK que consiste de los BK-grupos,
ordenados por ↠ y sea ([M],≫) el copo como en la Definición 3.2.6. Entonces el
mapeo

ρ : [M] −→ BK-gr
(H, eH×K

T ) 7−→ βK(T, p2),

donde βK(T, p2) es el representante de la clase de isomorfismo de βK(T, p2) en SK, es
un isomorfismo de copos.

Demostración. Primero demostraremos que ρ está bien definido: Sea (H, eH×K
T ) y

(L, eL×K
J ) en M tales que (H, eH×K

T ) ∼ (L, eL×K
J ). Entonces, el ideal generado por

eH×K
T , el cual es denotado como eH×K

T , es igual al ideal generado por eL×K
J , el cual es

denotado por eL×K
J . Por el corolario 3.3.22, se tiene

eβK(T,p2) = eH×K
T = eL×K

J = eβK(J,p2).



Entonces, por el Lema 3.3.23, βK(T, p2) ∼= βK(J, p2). Por lo tanto, ρ está bien definido.
Ahora demostraremos que ρ es un isomorfismo de copos: Sean (H, eH×K

T ) y (L, eL×K
J )

en [M] tales que (H, eH×K
T ) ≫ (L, eL×K

J ), esto significa que

eH×K
T ⊆ eL×K

J .

Por el corolario 3.3.22 y el Lema 3.3.23 tenemos que βK(T, p2) ↠ βK(J, p2).
Por último demostraremos que ρ es una biyección:

■ Inyectividad. Sean dos elementos (H, eH×K
T ) y (L, eL×K

J ) de M, tales que

ρ((H, eH×K
T )) = ρ((L, eL×K

J )).

Lo que significa que βK(T, p2) ∼= βK(J, p2). Por el Corolario 3.3.22 y el Lema
3.3.23 se tiene que

eH×K
T = eL×K

J .

Por lo tanto, (H, eH×K
T ) ∼ (L, eL×K

J ) i.e. ρ es inyectiva.

■ Sobreyectividad. Sea (T, φ) ∈ BK-gr. Por el Lema 3.1.11, existe un MC-grupo
H y eH×K

J ∈ EH ∩ EH tales que

eH×K
J = eH×K

Tφ
.

Además, por el Corolario 3.3.19 y el Corolario 3.3.22 se tiene que

eβk(J,p2) = eJ× K
Jp2

= eH× K
J = eT× K

Tφ
,

entonces βK(J, p2) ∼= (T, φ). Por lo tanto, ρ((H, eH×K
J )) = (T, φ) i.e. ρ es sobre-

yectiva.

■

Preguntas abiertas
Unas preguntas que surge de manera natural serían:

■ ¿Se pueden clasificar los ideales con una menor cantidad que los MC-grupos?

■ Es posible quitar algunas de las hipótesis sobre el funtor de Green de biconjuntos
A y dar una clasificación de los ideales.
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Capítulo 4

Construcciones + para funtores
fibrados

En este capítulo, se tratará de trasladar las construcciones dadas en el artículo "The −+
and −+ constructions for biset functors"[4], escrito por Robert Boltje, Gerardo Raggi
Cárdenas y Luis Valero Elizondo, para los funtores de biconjuntos fibrados.
A partir de este capítulo, A será un grupo abeliano y G será una clase de grupos finitos.

4.1 Preliminares de funtores biconjuntos fibrados
Continuamos con la teoría de los funtores de biconjuntos fibrados, que ya fue introdu-
cida en la sección 2.3.

Dados dos grupos finitos G y H, diremos que un conjunto U es un (G,H)-biconjunto
A-fibrado si es un G×H-conjunto A-fibrado. Los (G,H)-biconjuntos A-fibrados, junto
con las funciones (G×H×A)-invariantes, forman la categoría de los (G,H)-biconjuntos
A-fibrados, que denotaremos por GsetAH . El grupo de Burnside de los (G,H)-biconjunto
A-fibrados se define como BA(G,H) := BA(G × H) donde BA(G × H) es el anillo de
Burnside monomial del grupo G×H.

4.1.1 Definición (El producto tensorial de biconjuntos A-fibrados). Dados un objeto
X ∈ Gset

A
H y otro objeto Y ∈ Hset

A
K , el conjunto X × Y es un (H × A)-conjunto bajo

la acción (h, a)(x, y) := (axh−1, ha−1y). Las H × A-órbitas de X × Y , donde A actúa
de manera libre, se denotara como X ⊗AH Y . Sea (x, y) ∈ X × Y , si su (H ×A)-órbita
es un elemento de X ⊗AH Y , se denotará como x ⊗ y. El conjunto X ⊗AH Y es un
(G,K)-biconjunto A-fibrado bajo la acción ga(x⊗ y)k = gax⊗ yk.

La categoría PRBA se denotará por RCA y la llamaremos la categoría de biconjuntos
A-fibrados. A continuación, recordemos cómo se define esta categoría.

■ Los objetos son los grupos finitos.

■ Dados dos grupos finitos G y H, se define HomRCA(G,H) := RBA(H ×G).
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■ La composición: Sea T ∈ RBA(G × H) y sea Y ∈ RBA(H × K), no es difícil
de ver que la composición T ◦ Y en RCA es la extensión R-lineal del producto
tensorial de biconjuntos ⊗AH .

■ El elemento identidad de HomRCA(G,G) es la clase de isomorfismo del (G,G)-
biconjunto A-fibrado G× A.

Recordemos que los funtores fibrados son los funtores R-lineales de la categoría RCA a
la categoría de los R-Mod.
Dado X un G-conjunto A-fibrado, se dice que X es transitivo si G actúa de manera
transitiva en el conjunto de las A-órbitas de X, el cual será denotado por X/A. Se define
la pareja estabilizadora de x ∈ X como (Gx, ϕx), donde Gx ⩽ G es el estabilizador de la
A-órbita de x y ϕx : Gx −→ A es el homomorfismo de grupos definido por la ecuación
gx = ϕx(g)x para todo g ∈ Gx.

4.1.2 Definición. Sea G grupo finito en G, denotaremos por

M(G) = {(U, ϕ) | U ⩽ G, ϕ : U −→ A es un morfismo de grupos}.

El grupo G actúa en M(G) a través de la conjugación. Dados dos elementos (U, ϕ)
(V, ψ) de M(G), diremos que (U, ϕ) ⩽ (V, ψ) si U ⩽ V y ϕ = ψ|U , con este orden
parcial, el conjunto M(G) tiene una estructura de copo. Si H es otro grupo finito,
denotaremos por M(G,H) := M(G×H).

4.1.3 Notación. Sea G un grupo finito y (U, ϕ) ∈ M(G). Definimos al G-conjunto
A-fibrado transitivo

G

U, ϕ
:= G× A

{(u, ϕ(u)) | u ∈ U}
.

Ahora, si X es un G-conjunto A-fibrado transitivo, entonces para todo x ∈ X se
tiene el siguiente isomorfismo de G-conjuntos A-fibrados

X ∼=
G

Gx, ϕx
.

4.1.4 Proposición (Proposición 1 de [15]). Como grupo abeliano, se tiene la siguiente
igualdad

BA(G) =
⊕

(H,ϕ)∈[M(G)/G]
Z
[
G

H, ϕ

]
,

donde [M(G)/G] es un conjunto de representantes de las clases de G-conjugación de
M(G).

Las operaciones elementales tienen las siguientes expresiones.

ResGK =
[
K ×G

∆(K), 1

]
y IndGK =

[
G×K

∆(K), 1

]
.
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Sean N ⊴G y π : G −→ G/N la proyección canónica, se tiene

DefGG/N =
[
G/N ×G

(π,1)∆(G), 1

]
y InfGG/N =

[
G×G/N

(1,π)∆(G), 1

]
,

donde (π,1)∆(G) := {(gN, g) | g ∈ G} y (1,π)∆(G) := {(g, gN) | g ∈ G}. Finalmente, si
f : H −→ G es un isomorfismo de grupos, se tiene

Iso(f) =
[

G×H
(f,1)∆(H), 1

]
.

Ahora daremos definiciones necesarias para describir el producto de dos biconjuntos
A-fibrados transitivos. SeanG,H grupos finitos y sea (U,φ) ∈ M(G×H). Denotaremos
por

p1 : G×H −→ G y p2 : G×H −→ H

la primera y la segunda proyección respectivamente. Además, denotaremos a

k1(U) = {g ∈ G | (g, 1) ∈ U} y k2(U) = {h ∈ H | (1, h) ∈ U}.

y definimos las funciones

φ1 : k1(U) −→ A y φ2 : k2(U) −→ A,

g 7−→ φ((g, 1)) h 7−→ φ((1, h))−1.

Sea K un grupo finito y sea V un subgrupo de H ×K, definimos a

U ∗ V := {(g, k) ∈ G×K | ∃h ∈ H : (g, h) ∈ U, (h, k) ∈ V },

el cual es un subgrupo de G×K. Más aún, si (V, ψ) ∈ M(H ×K) con

φ2|k2(U)∪∩k1(V ) = ψ1|k2(U)∪∩k1(V ),

entonces definimos el homomorfismo φ ∗ ψ ∈ Hom(U ∗ V,A) por

(φ ∗ ψ)(g, k) := φ(g, h)ψ(h, k),

donde h ∈ H es escogido tal que (g, h) ∈ U y (h, k) ∈ V . Si las condiciones anteriores
se satisfacen, definimos

(U, ϕ) ∗ (V, ψ) := (U ∗ V, ϕ ∗ ψ). (4.1.5)

Sí L ⩽ H y T ⩽ G, definimos

U ∗ L : = {g ∈ G | ∃l ∈ L : (g, l) ∈ U}
T ∗ U : = {h ∈ H | ∃t ∈ T : (t, h) ∈ U},

los cuales son subgrupos de G y H respectivamente.
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4.1.6 Teorema (Corolario 2.5 de [3]). Para (U,φ) ∈ M(G×H) y (V, ψ) ∈ M(H×K)
tenemos [

G×H

U,φ

]
⊗AH

[
H ×K

V,ψ

]
=

∑
t∈[p2(U)\H/p1(V )]
φ2|Ht =tψ2|Ht

[
G×K

U ∗(t,1) V, φ ∗(t,1) ψ

]

donde Ht = k2(U) ∩ tk1(V ).
De manera similar que en los biconjuntos las operaciones elementales de biconjuntos

fibrados toman relevancia al tener una descomposición en operaciones de los biconjuntos
fibrados.
4.1.7 Teorema (Proposición 2.8 de [3]). Sea (U,φ) ∈ M(G × H) denotaremos a
P := p1(U), Q := p2(U), K := ker(φ1) y L := ker(φ2). Entonces K ⊴ P , L ⊴ Q,
K × L⊴ U , y[

G×H

U,φ

]
= IndG

P ⊗AP InfP
AP/K ⊗AP/K

[
P/K ×Q/L

U/(K × L), φ

]
⊗AQ/L Def

Q
Q/L ⊗AQ ResH

Q ,

donde φ : U/(K × L) −→ A es inducido por φ y U/(K × L) es visto como subgrupo
de P/K ×Q/L vía el isomorfismo canónico (P ×Q)/(K × L) ∼= P/K ×Q/L.
4.1.8 Lema. Sean G, H y K grupos finitos. Sea U un (G,H)-biconjunto A-fibrado y
sea V un (H,K)-biconjunto A-fibrado

((G×K)u⊗v, ϕu⊗v) = ((G×H)u, ϕu) ∗ ((H ×K)v, ϕv),
para todo u⊗ v ∈ U ⊗AH V .
Demostración. ■ Primero se demostrará que (G×K)u⊗v = (G×H)u ∗ (H ×K)v.

Sea (g, k) ∈ (G×K)u⊗v, entonces (g, k) ·(u⊗v) = (gu⊗vk−1) = (u⊗v), entonces
existen h ∈ H y a ∈ A tales que (gua−1h−1, havk−1) = (u, v), esto significa que
(g, h) ∈ (G×H)ua−1 = (G×H)u y (h, k) ∈ (H ×K)av = (H ×K)v, por lo tanto,
(g, k) ∈ (G × H)u ∗ (H × K)v i.e. (G × K)u⊗v ⊆ (G × H)u ∗ (H × K)v. Para
demostrar la otra contención tomemos a (g, k) en (G×H)u ∗ (H ×K)v, entonces
existe h ∈ H tal que, (g, h) ∈ (G × H)u y (h, k) ∈ (H × K)v, de donde tenemos
que

(g, k) · (u⊗ v) = (gu⊗ uk−1) = (guh−1 ⊗ hvk−1) = (au⊗ a′u) = aa′ · (u⊗ v),
con a y a′ en A, por lo tanto (g, k) ∈ (G×K)u⊗v.

■ Por demostrar que ϕu⊗v = ϕu ∗ ϕv.
Primero demostremos que ϕu,2 = ϕv,1 en k2((G × H)u) ∩ k1((H × K)v), sea
h ∈ k2((G×H)u) ∩ k1((H ×K)v), entonces uh−1 = au y hv = a′v para algunos
a, a′ ∈ A, entonces u ⊗ v = uh−1 ⊗ hv = aa′ · (u ⊗ v), y como U ⊗AH V tiene
A-órbitas regulares tenemos que a′ = a−1.
Sea (g, k) ∈ (G × K)u⊗v, entonces existe h ∈ H tal que (g, h) ∈ (G × H)u y
(h, k) ∈ (H ×K)v. Sea aϕu(g, h) y a′ = ϕv(h, k). Tenemos que

(g, k) · (u⊗ v) = gu⊗ uk−1 = guh−1 ⊗ hvk−1 = au⊗ a′u = aa′ · (u⊗ v).
Por lo tanto ϕu⊗v(g, k) = ϕu ∗ ϕv(g, k).

■
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4.2 Construcción de las categorías D, D+ y D+

En esta sección, se construirá subcategorías de la categoría de biconjuntos fibrados.
Para ello estableceremos axiomas que se deben de cumplir para que estas construccio-
nes sean categorías. Otros axiomas nos garantizan la existencia de ciertas operaciones
elementales de biconjuntos fibrados en las flechas de dichas categorías.
A partir de esta sección, G será una clase de grupos finitos y se dará una relación S
tal que para cualquier par de grupos finitos G y H, S(G,H) es un subconjunto de
M(G,H).
Dado G en G, definiremos

ΣG(G) := {H ⩽ G | H ∈ G}.

Ahora daremos los axiomas anteriormente mencionados, los cuales están basados en
los axiomas dados en [4]. Estos axiomas serán necesarios para definir las construcciones
−+ y −+ de una subcategoría de la categoría de biconjuntos A-fibrados.

(i) Para cualquier G ∈ G, se tiene que (∆(G), 1) es elemento de S(G,G).

(ii) Para cualesquiera G y H en G, el conjunto S(G,H) es cerrado bajo conjugaciones.

(iii) Para cualesquiera G, H y K en G, para todo (V, ϕ) ∈ S(G,H) y (U, ψ) ∈ S(H,K)
tales que

ϕ2|k2(V )∩k1(U) = ψ1|k2(V )∩k1(U),

se tiene que (V ∗ U, ϕ ∗ ψ) es elemento de S(G,K).

(iv) Dados G y H elementos de G. Para cualesquiera (D,Φ) ∈ S(G,H), K ∈ ∑
G(H),

tenemos que D ∗K ∈ G y (D ∗ ∆(K),Φ ∗ 1) ∈ S(D ∗K,K).

(v) Para todo G ∈ G y H ∈ ∑
G(G), se tiene que (∆(H), 1) ∈ S(G,H).

(vi) Para todo G ∈ G y H ∈ ∑
G(G), se tiene que (∆(H), 1) ∈ S(H,G).

(vii) Dados G y H elementos de G y (D,Φ) ∈ S(G,H), tenemos que p2(D) ∈ G, y para
cualquier K ∈ ∑

G(p2(D)), se tiene D ∗K ∈ G y (D ∗∆(K),Φ∗1) ∈ S(D ∗K,K).

(viii) Dados G y H elementos de G y (D,Φ) ∈ S(G,H), tenemos que p1(D) ∈ G, y para
cualquier K ∈ ∑

G(p1(D)), se tiene K ∗D ∈ G y (∆(K)∗D, 1∗Φ) ∈ S(K,K ∗D).

Además, diremos que la pareja (G,S) cumple la condición k2, si para cualesquiera G y
H grupos de G y para todo (D,ϕ) ∈ S(G,H), se tiene que k2(D) = {1}.
4.2.1 Observación. Supongamos que (G,S) satisfacen del axioma (i) al (iii) y adicio-
nalmente satisface el axioma (iv) o (vii). Entonces, para todo G ∈ G, H ∈ ∑

G(G) y
g ∈ G, se tiene que gH ∈ G y el elemento ((g,1)∆(H),(g,1) 1) pertenece a S(gH.H).
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Demostración. Por los axiomas (i) y (ii) se tiene que (g,1)(∆(G), 1) ∈ S(G,G), por el
axioma (iv) o (vii), se tiene que

(g,1)∆(G) ∗H = gH ∈ G,

además

((g,1)∆(G) ∗H,(g,1) 1 ∗ 1) = ((g,1)∆(H),(g,1) 1) ∈ S(gH,G).

■

De ahora en adelante, si (G,S) satisfacen los axiomas (i), (ii) y (iii). Definiremos
la subcategoría D:= CA(G,S) de CA, la cual tiene como objetos a los elementos de G y
para cualesquiera G, H elementos de G, definimos

HomD(H,G) = R ⊗Z

〈⌊
G×H

(U, ϕ)

⌋
| (U, ϕ) ∈ S(G,H)

〉
Z

⊆ RBA(G,H).

Notemos que por el axioma (i), el elemento
[

G×G
(∆(G),1)

]
pertenece a HomD(G,G), el cual

es el morfismo identidad de G y por los axiomas (ii) y (iii) y el Teorema 4.1.6, se tiene
que D es cerrada bajo la composición de CA.

4.2.2 Definición. Sean G y H elementos de G. Definiremos a

S+(G,H) = {(D,ϕ) ∈ M(G×H) | p1(D) ∈ G, (D,ϕ) ∈ S(p1(D), H)}.

Ahora demostraremos que (G,S+) satisface los axiomas (i), (ii) y (iii): Sean G, H
y K elementos de G.

(i) Se tiene que (∆(G), 1) ∈ S+(G,G), ya que p1(∆(G)) = G es un elemento de G y
(∆(G), 1) ∈ S(p1(∆(G)), G).

(ii) Sean (D,ϕ) ∈ S+(G,H) y (g, h) ∈ G×H. Por definición de S+ se tiene que
p1(D) ∈ G y (D,ϕ) ∈ S(p1(D), H), por lo tanto (1,h)(D,ϕ) ∈ S(p1(D), H).
Ahora por la observación 4.2.1 tenemos:
gp1(D) = p1((g,h)D) ∈ G y
(g,1)(∆(p1(D)), 1) ∈ S(gp1(D), p1(D)), por lo tanto,

(g,1)(∆(p1(D)), 1) ∗ (1,h)(D,ϕ) ∈ S(gp1(D), H).

Ahora notemos

(g,1)∆(p1(D)) ∗ (1,h)D = (g,h)D.

Sea (l, s) ∈ D, tenemos que

((g,1)1 ∗(1,h) ϕ)(gl, hs) = (g,1)1((gl, l))(1,h)ϕ((l, hs)) = ϕ(l, s).

Por lo tanto, (g,h)(D,ϕ) ∈ S(gp1(D), H), lo cual significa que (g,h)(D,ϕ) ∈ S+(G,H)



4.2. Construcción de las categorías D, D+ y D+ 39

(iii) Sean (D,ϕ) ∈ S+(G,H) y (T, ψ) ∈ S+(H,K) tales que ϕ2 = ψ1 en k2(D)∩k1(T ),
por definición de S+ se tiene que:

■ p1(T ) y p1(D) son elementos de G.
■ (D,ϕ) ∈ S(p1(D), H) y (T, ψ) ∈ S(p1(T ), K).

Ya que la pareja (G,S) satisface el axioma (iv) de 4.2, tenemos los siguientes
resultados:

■ p1(D ∗ T ) = D ∗ p1(T ) ∈ G
■ (D,ϕ) ∗ (∆(p1(T )), 1) ∈ S(p1(D ∗ T ), p1(T )).

Por lo tanto,

((D,ϕ) ∗ (∆(p1(T )), 1)) ∗ (T, ψ) = (D ∗ T, ϕ ∗ ψ) ∈ S(p1(D ∗ T ), K).

En conclusión, la pareja (G,S+) satisface los axiomas (i), (ii) y (iii). Por lo tanto,
podemos definir la subcategoría D+ = CA(G,S+) de RCA, de manera similar a como se
definió a la subcategoría D.
4.2.3 Observación. Sea (D,ϕ) ∈ S+(G,H), entonces p1(D) ∈ G, y (D,ϕ) ∈ S(p1(D), H),
por definición (D,ϕ) ∈ S+(p1(D), H).
Ahora, por el axioma (i) tenemos que (∆(p1(D)), 1) ∈ S(p1(D), p1(D)), lo que implica
que (∆(p1(D)), 1) ∈ S+(G, p1(D)), por lo tanto,[

G×H

(D,ϕ)

]
=
[
G× p1(D)

(∆(p1(D)), 1)

]
⊗Ap1(D)

[
p1(D) ×H

(D,ϕ)

]
en la categoría D+.
4.2.4 Proposición. Supongamos que (G,S) satisface del axioma (i) al (iv).

(a) Dados G y H elementos de G y (D,ϕ) ∈ M(G,H), entonces (D,ϕ) ∈ S+(G,H)
si y soló si, para todo K ∈ ∑

G(H) tenemos D ∗ K ∈ G y (D,ϕ) ∗ (∆(K), 1) ∈
S(D ∗K,K)

(b) (G,S+) satisface del axioma (i) al (v).

(c) Tenemos que D ⊆ D+ y las categorías son iguales si y soló si, (G,S) satisface
el axioma (v) de 4.2.

(d) Sean G, H elementos de G y (D,ϕ) ∈ M(G×H) con p1(D) = G, se tiene que
(D,ϕ) ∈ S(G,H) si y soló si, (D,ϕ) ∈ S+(G,H). En particular, D+ contiene a
las operaciones elementales Res, Inf o Def si y soló si D ya las tiene.

Demostración. (a) ⇒] Supongamos que (D,ϕ) ∈ S+(G,H). Entonces p1(D) ∈ G
y (D,ϕ) ∈ S(p1(D), H) y por el axioma (iv) tenemos que para todo K ∈ ∑

G(H),
se tiene D ∗K ∈ G y (D ∗ ∆(K), ϕ ∗ 1) ∈ S(D ∗K,K), en particular
⇐] Usando la propiedad con K = H, se tiene que D ∗H = p1(D) ∈ G y

(D ∗ ∆(H), ϕ ∗ 1) = (D,ϕ) ∈ S(D ∗H,H) = S(p1(D), H).

Por lo tanto, (D,ϕ) ∈ S+(G,H).
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(b) Ya demostramos que (G,S+) satisfacen los axiomas (i), (ii) y (iii). Ahora
demostraremos que satisface los axiomas (iv) y (v):
Axioma (iv); Sean G, H en G y (D,ϕ) ∈ S+(G,H). Por definición de S+ se tiene
que p1(D) ∈ G y (D,ϕ) ∈ S+(p1(D), H), sea K ∈ ∑

G(H), ya que (G,S) cumple
con el Axioma (iv) tenemos que:

■ D ∗K = p1(D ∗ ∆(K)) ∈ G,
■ (D ∗ ∆(K), ϕ ∗ 1) ∈ S(p1(D ∗ ∆(K)), K).

Por lo tanto, (D ∗ ∆(K), ϕ ∗ 1) ∈ S+(D ∗K,K).
Axioma (v). Sea H ∈ G, tenemos que (∆(H), 1) ∈ S(H,H) y p1(∆(H)) = H,
entonces (∆(H), 1) ∈ S+(H,H).

(c) Sean G, H en G y (D,ϕ) ∈ S(G,H), por el axioma (iv), D ∗ H = p1(D)
es elemento de G y (D,ϕ) ∈ S(p1(D), H). Por lo tanto (D,ϕ) ∈ S+(G,H) es
decir, S(G,H) está contenido en S+(G,H), en consecuencia, D ⊆ D+. Además,
si D = D+, lo que significa que S(G,H) = S+(G,H), para cualesquiera G y H
grupos en G, y ya que (G,S+) satisface el axioma (v), también lo hace (G,S).
Por otro lado, si (G,S) satisface el axioma (v). Tenemos que para todo (D,ϕ) ∈
S+(G,H), es decir p1(D) ∈ G y (D,ϕ) ∈ S(p1(D), H) y por el Axioma (v), se
tiene (∆(p1(D)), 1) ∈ S(G, p1(D)), entonces

(∆(p1(D)), 1) ∗ (D,ϕ) = (D,ϕ) ∈ S(G,H).
Por lo tanto, S(G,H)+ ⊆ S(G,H), lo que implica que D+ ⊆ D.

(d) Es una consecuencia directa de la definición.
■

4.3 La construcción − + para funtores de biconjun-
tos A-fibrados

A la categoría de funtores R-lineales de D a R-Mod, se le llama categoría de los funtores
de biconjuntos A-fibrados sobre la categoría D, la cual se denotará por FA

D,R :.
Sean F ∈ FA

D,R y X un G-conjunto A-fibrado, denotaremos como Gx el estabilizador
de la A-órbita del elemento x ∈ X.
4.3.1 Definición. Una sección de F sobre X, es una función

s : X −→
⊕

x∈[X/A]
F (Gx),

tal que s(x) ∈ F (Gx) para todo x ∈ X, donde [X/A] es un conjunto de representantes
de las A-órbitas de X.

El conjunto de las secciones de F sobre X forma un R-módulo, con las operaciones
puntuales, y G × A actúa de manera R-lineal en el conjunto de las secciones de F
sobre X, con la acción (g, a) · s(x) = gs(g−1ax) = F (Iso(Cg))(s(g−1ax)), donde el
mapeo Cg : Gg−1x −→ Gx es la conjugación. Una sección s se llama (G,A)-invariante
si (g, a) · s = s para todo (g, a) ∈ G× A.
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4.3.1 La construcción del funtor ΓF (U) : ΓF (G) −→ ΓF (H)
4.3.2 Definición. Sean G ∈ G y F ∈ FA

D,R. Se denotará por ΓF (G) a la categoría cuyo
objetos son las parejas (X, s) donde X es un G-conjunto A-fibrado tal que Gx ∈ G
para todo x ∈ X y s es una sección (G,A)-invariante de F sobre X. Dados (X, s) y
(Y, t) objetos de ΓF (G), una flecha α : (X, s) −→ (Y, t) es un morfismo de G-conjuntos
A-fibrados α : X −→ Y tal que Gx = Gα(x) y t(α(x)) = s(x) para todo x ∈ X. La
composición en ΓF (G) es la composición de los morfismos de G-conjuntos A-fibrados,
y las flechas identidad son los morfismos identidad.

Sean G y H elementos de G, F ∈ FA
D,R y sea U un (G,H)-biconjunto A-fibrado tal

que ((G×H)u, ϕu) ∈ S+(G,H) para todo u ∈ U .

4.3.3 Definición. Sea U un (G,H)-biconjunto con las anteriores propiedades, se defi-
nirá el siguiente funtor

ΓF (U) : ΓF (H) −→ ΓF (G)

como el mapeo que manda a un elemento (X, s) de ΓF (H) al elemento (U⊗AHX,U(s))
de ΓF (G), donde

U(s)(u⊗AH x) = F

([
Gu⊗AHx ×Hx

((G×Hx)u, ϕu,x)

])
(s(x)),

con ((G×Hx)u, ϕu.x) = ((G×H)u), ϕu) ∗ (∆(Hx), 1). Dado un morfismo

α : (X, s) −→ (Y, t)

en ΓF (H). Definimos ΓF (U)(α) = U ⊗AH α.

Ahora demostraremos que la definición anterior está bien definida.

Demostración. Primero demostraremos que F se puede evaluar en este biconjunto A-
fibrado: Sea (X, s) ∈ ΓF (H), por la Definición 4.3.2, tenemos que, Hx ∈ G para todo
x ∈ X, y por las propiedades de U , tenemos que ((G × H)u, ϕu) ∈ S+(G.H), lo que
significa p1((G×H)u) ∈ G, por el axioma (iv) tenemos:

■ (G×H)u ∗Hx = Gu⊗x ∈ G.

■ ((G×H)u, ϕu) ∗ (∆(Hx), 1) = ((G×Hx)u, ϕu,x) ∈ S(Gu⊗x, Hx).

Por lo tanto, la evaluación de F en (Gu⊗AHx ×Hx)/ ((G×Hx)u, ϕu,x) tiene sentido.
Ahora demostraremos que no depende de los representantes de la clase u⊗AH x: Sean
h ∈ H y g ∈ G, se tiene que

Gua−1h−1⊗AHhax = Gu⊗AHx,

Hhax = hHax = hHx = Hhx,

(G×H)ua−1h−1 = (1,h)(G×H)ua−1 = (1,h)(G×H)u,
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en consecuencia

U(s)(u−1a−1h−1 ⊗AH hax) = F

([
Gua−1h−1⊗AHhax ×Hhax

((G×Hhax)u(ha)−1 , ϕua−1h−1,hax)

])
(s(hax)),

ya que

(G×Hhax)u(ha)−1 = (G×H)ua−1h−1 ∗ ∆(Hhax)
= (G×H)uh−1 ∗ ∆(Hhx)
= (1,h)(G×H)u ∗ (h,h)∆(Hx),

ahora, se demostrará que lo anterior es igual a

(G×H)u ∗ ∆(Hx) ∗ {(h−1h′h, h′) | h′ ∈ Hhx}.

Sea (g′, h′) ∈ (G×H)uh−1 ∗ ∆(Hhx), esto significa que:

■ (g′, h−1h′h) ∈ (G×H)u.

■ (h−1h′h, h−1h′h) ∈ ∆(Hx)

■ (h−1h′h, h′) ∈ {(h−1h′h, h′) | h′ ∈ Hhx},

por lo tanto, (g′, h′) ∈ (G×H)u ∗ ∆(Hx) ∗ {(h−1h′h, h′) | h′ ∈ Hhx}.
Ahora, sea (g′, h′) ∈ (G × H)u ∗ ∆(Hx) ∗ {(h−1h′h, h′) | h′ ∈ Hhx}, lo que implica que
(g′, h−1h′h) ∈ (G × H)u, es equivalente a (g′, h′) ∈ (G × H)uh−1 , ya que h′ ∈ Hhx, lo
que significa (g′, h′) ∈ (G×H)uh−1 ∗ ∆(Hhx). Por lo tanto,

(G×Hhax)u(ha)−1 = (G×H)u ∗ ∆(Hx) ∗ {(h−1h′h, h′) | h′ ∈ Hhx}.

Sea (g′, h′) ∈ (G×Hhax)u(ha)−1 , entonces

ϕua−1h−1,hax(g′, h′) = ϕua−1h−1(g′, h′) · 1((h′, h′))
= ϕu(ha)−1(g′, h′).

Por otro lado, sí 1 : (h−1,1)∆(Hhx) :−→ A, es el morfismo constante de grupos; tenemos,

ϕu.x ∗ 1((g′.h′)) = ϕu,x((g′, h−1h′h)) · 1((h−1h′h, h′))
= ϕu,x((g′, h−1h′h))
= ϕu((g′, h−1h′h)).

Ahora, notemos que, ya que (g′, h−1h′h) ∈ (G × H)u, si a′ = ϕu(g′, h−1h′h), tenemos
que (g′, h−1h′h)u = a′u, entonces

a′uh−1 = (g′uh−1(h′)−1h)h−1 = g′uh−1(h′)−1,

y a′ = ϕuh−1(g′, h′). Por lo tanto,

ϕua−1h−1,hax = ϕu.x ∗ 1.
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De donde se concluye:

U(s)(ua−1h−1 ⊗AH hax) = F

([
Gu⊗AHx ×Hx

((G×Hx)u, ϕu,x)

]
⊗AHx

[
Hx ×Hhx

((h−1,1)∆(Hhx), 1)

])
(s(hax))

= F

([
Gu⊗AHx ×Hx

((G×Hx)u, ϕu,x)

])
(hs(ax))

= F

([
Gu⊗AHx ×Hx

((G×Hx)u, ϕu,x)

])
s(x).

Lo que significa que no depende de los representantes de la órbita u⊗AH x.
Ahora demostraremos que U(s) es (G,A)-invariante: Sean g ∈ G y a ∈ A, entonces

(g, a) · U(s)(u⊗ x) = gU(s)(g−1au⊗ x)

es igual a

F

([
Gu⊗x ×Gg−1au⊗x

((g,1)∆(Gg−1u⊗x), 1)

]
⊗AHx

[
Gg−1au⊗x ×Hx

((G×H)g−1au, ϕg−1au,x)

])
(s(x)),

podemos hacer notar que

■ Gg−1au⊗x = Gg−1u⊗x = (g−1,1)(G×H)u,

■ (G×Hx)g−1u = (g−1,1)(G×Hx)u,

■
(g,1)∆(Gg−1u⊗x) ∗ (G×Hx)g−1u = (g,1)∆(Gg−1u⊗x) ∗(g−1,1) (G×Hx)u = (G×Hx)u.

Dado (g′, h′) ∈ (G×Hx)u, se tiene que

1 ∗ ϕg−1au,x((g′, h′)) = 1((g′, g−1g′g)) · ϕg−1au,x((g−1g′g, h′))
= ϕg−1au((g−1g′g, h′)),

con

(g−1g′g, h′) · g−1u = g−1g′g(g−1u)(h′)−1 = g−1a′u = a′g−1u

donde a′ = ϕu((g′, h′)), por lo tanto 1 ∗ ϕg−1au,x = ϕu,x. Así que

(g, a) · U(s)(u⊗ x) = gU(s)(g−1au⊗ x)

= F

([
Gu⊗x ×Hx

((G×Hx)u, ϕu,x)

])
(s(x)).

Por lo tanto, U(s) es una sección (G,A)-invariante.
Ahora demostraremos que ΓF (U) = U ⊗ AHα es un morfismo de (U ⊗AH X,U(s)) a
(U ⊗AH Y, U(t)) en ΓF (G). Ya que Hx = Hα(x), se tiene

Gu⊗α(x) = (G×H)u ∗Hα(x) = (G×H)u ∗Hx = Gu⊗x,
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entonces

U(t)(u⊗ α(x)) = F

([
Gu⊗α(x) ×Hα(x)

(G×Hα(x))u, ϕu,α(x)

])
(t(α(x)))

= F

([
Gu⊗x ×Hx

(G×Hx)u, ϕu,x

])
(s(x))

= U(s)(u⊗ x).

Además, ΓF (U) preserva la composición y la identidad, ya que U⊗− lo hace. Por lo
tanto, el funtor ΓF (U) está bien definido. ■

4.3.4 Proposición. Dados G, H y K grupos finitos de G. Sean U un (G,H)-biconjunto
A-fibrado tal que ((G×H)u, ϕu) ∈ S+(G.H) para todo u ∈ U y V un (H,K)-biconjunto
A-fibrado tal que ((H×K)v, ϕv) ∈ S+(H,K) para todo v ∈ V . Se tiene que los funtores
ΓF (U ⊗AH V ) y ΓF (U) ◦ ΓF (V ) son naturalmente isomorfos.

Demostración. Sean u ∈ U y v ∈ V . Por el Lema 4.1.8, tenemos que

((G×K)u⊗v, ϕu⊗v) = ((G×H)u, ϕu) ∗ ((H ×K)v, ϕv). (4.3.5)

Por lo tanto, ((G×K)u×v, ϕu⊗v) ∈ S+(G.K).
Sea (X, s) un objeto de ΓF (K). Ahora demostraremos que los siguientes elementos
((U ⊗AH V ) ⊗AK X, (U ⊗ V )(s)) y (U ⊗AH (V ⊗AK X), U(V (s))) son isomorfos en la
categoría ΓF (G). Sea

α : (U ⊗AH V ) ⊗AK X −→ U ⊗AH (V ⊗AK X)
(u⊗ v) ⊗ x 7−→ u⊗ (v ⊗ x)

el isomorfismo natural, como α es un isomorfismo, tenemos G(u⊗v)⊗x = Gu⊗(v⊗x). Se
tiene

(U ⊗AH V )(s)((u⊗ v) ⊗ x) = F

([
G(u⊗v)⊗x×Kx

(G×Kx)(u⊗v)⊗x, ϕ(u⊗v),x

])
(s(x))

y

U(V (s))(u⊗ (v ⊗ x)) = F

([
Gu⊗(v⊗x) ×Hv⊗x

(G×Hv⊗x)u, ϕu,v⊗x

])
(V (s)(x))

= F

([
Gu⊗(v⊗x) ×Hv⊗x

(G×Hv⊗x)u, ϕu,v⊗x

]
⊗AHv⊗x

[
Hv⊗x ×Kx

(H ×Kx)v, ϕv,x

])
(s(x)).

Además, se tiene las siguientes igualdades

■ (H ×Kx)v = (H ×K)v ∗ ∆(Kx),

■ Hv⊗x = (H ×K)v ∗Kx,
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por lo tanto, p1((H ×Kx)v) = Hv⊗x. Por la fórmula de Mackey, tenemos que

U(V (s))(u⊗ (v ⊗ x)) = F

([
Gu⊗(v⊗x) ×Kx

((G×Hv⊗x)u, ϕu,v⊗x) ∗ ((H ×Kx)v, ϕv,x)

])
(s(x)).

Recordemos

■ (G×Kx)u⊗v = (G×K)u⊗v ∗ ∆(Kx) = (G×H)u ∗ (H ×K)v ∗ ∆(Kx).

■ (G×Hv⊗x)u = (G×H)u ∗ ∆(Hv⊗x).

■

(G×Hv⊗x)u ∗ (H ×Kx)v = (G×H)u ∗ ∆(Hv⊗x) ∗ (H ×Kx)v
= (G×H)u ∗ ∆(p1((H ×Kx)v)) ∗ (H ×Kx)v
= (G×H)u ∗ (H ×Kx)v
= (G×H)u ∗ (H ×K)v ∗ ∆(Kx)
= (G×Kx)u⊗v.

■ Respecto a las funciones, se tiene que

ϕu⊗v,x = ϕu⊗v ∗ 1 = ϕu⊗v = ϕu ∗ ϕv,

por el otro lado

ϕu,v∗x ∗ ϕv,x = (ϕu ∗ 1) ∗ (ϕv ∗ 1) = ϕu ∗ ϕv.

Por lo tanto, U(V (s)) = (U ⊗AH V )(s).
■

4.3.6 Definición. Para G ∈ G y F ∈ FA
D,R. Definimos las siguientes dos operaciones

en la categoría ΓF (G).

(a) Dados dos objetos (X, s) y (Y, t) en ΓF (G), su coproducto (X, s) ⊔ (Y, t) se
define como (X ⊔ Y, s⊔ t), donde X ⊔ Y es la unión disjunta de X con Y y s⊔ t
es la sección sobre X ⊔ Y la cual se define en X como s y en Y como t. Esta
construcción junto con las obvias inclusiones de X y Y también es un coproducto
de la categoría ΓF (G).

(b) Dados dos objetos (X, s) y (X, t) con el mismo G-conjunto A-fibrado subya-
cente X, tenemos un objeto (X, s+ t), donde s+ t es la suma puntual de las dos
secciones s y t.

4.3.7 Definición. Sea G ∈ G y F ∈ FA
D,R. Definimos F+(G) como el grupo abeliano

libre generado por las clases de isomorfismo de objetos (X, s) de ΓF (G) y denotaremos
por {X, s} a su clase, cociente el subgrupo generado por los elementos de la forma

{X ⊔ Y, s ⊔ t} − {X, s} − {Y, t} y {X, s+ r} − {X, s} − {X, r} (4.3.8)

donde (X, s), (X, r), (Y, t) son objetos de ΓF (G). Denotaremos la clase de {X, s} en
F+(G) por [X, s]G.
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Notemos que por la primera relación, las clases de los elementos (G×A
H,ϕ

, s), donde
H ∈ ∑

G(G), ϕ : H −→ A y s es una sección (G,A)-invariante de F sobre el G-conjunto
A-fibrado G×A

H,ϕ
, forman un conjunto de generadores del grupo abeliano F+(G).

Para cualquier x ∈ F (H), existe una única sección (G,A)-invariante sx de F sobre
G×A
H,ϕ

con sx((H,ϕ)) = x, se denotará la clase {G×A
H,ϕ

, sx} por [H,ϕ, x]G ∈ F+(G).

4.3.9 Teorema. Sean R un anillo conmutativo y (G,S) satisface los axiomas del (i)
al (iv), denotaremos D := CA(G,S) y D+ := CA(G,S+) y sea F ∈ FA

D,R un funtor de
biconjuntos de D sobre R.

(a) El mapeo que manda a un grupo finito G al R-módulo F+(G) y que manda
un elemento [U ] ∈ BA(G,H), donde U es un (G,H)-biconjunto finito A-fibrado
tal que todas sus parejas estabilizadoras son elementos de S+(G,H), al mapeo
R-lineal inducido por el funtor ΓF ([U ]) : ΓF (H) −→ ΓF (G), el cual es denotado
por F+([U ]) : F+(H) −→ F+(G), genera un funtor de biconjuntos A-fibrados
F+ ∈ FA

D+,R.

(b) La asociación F −→ F+ define un funtor R-lineal -+ : FA
D,R −→ FA

D+,R.

Demostración. (a) Primero demostraremos que dados U y V dos (G,H)-biconjuntos
A-fibrados isomorfos tales que todos los estabilizadores de las A-órbitas pertene-
cen a S+(G,H), entonces los funtores ΓF (U) y ΓF (V ) son naturalmente isomorfos.
Sea ρ : U −→ V un isomorfismo de (G,H)-biconjuntos, por la Definición 4.3.3,
sólo tenemos que notar que para todo H-conjunto A-fibrado X,

■ El morfismo ρ ⊗AH 1 : U ⊗AH X −→ V ⊗AH X es un isomorfismo de G-
conjuntos, por lo tanto Gu⊗AHx = Gρ(u)⊗AHx.

■ Para cualquier elemento u⊗A x ∈ U ⊗A X, se tiene que

U(s)(u⊗AH x) = F

([
Gu⊗AHx ×Hx

((G×Hx)u, ϕu,x)

])
(s(x))

= F

([
Gρ(u)⊗AHx ×Hx

((G×Hx)ρ(u), ϕρ(u),x)

])
(s(x))

= V (s)(ρ(u) ⊗AH x)

la última igualdad es una consecuencia de que

((G×Hx)u, ϕu.x) = ((G×H)u), ϕu) ∗ (∆(Hx), 1))
= ((G×H)ρ(u), ϕρ(u)) ∗ (∆(Hx), 1)
= ((G×Hx)ρ(u), ϕρ(u).x).

■ Dado un morfismo α : (X, s) −→ (Y, t) en ΓF (H). Por definición se tiene
que ΓF (U)(α) = U ⊗AH α, entonces

ρ⊗AH 1 (U ⊗AH α(u⊗AH x)) = ρ⊗AH 1(u⊗A α(x))
= ρ(u) ⊗AH α(x)
= V ⊗A α(ρ(u) ⊗AH x).



4.3. La construcción − + para funtores de biconjuntos A-fibrados 47

Por lo tanto, ΓF (U) y ΓF (V ) son naturalmente isomorfos. El funtor ΓF (U) se
puede extender a un homomorfismo de grupos bien definido f[u], del grupo abe-
liano libre asociado a ΓF (H) al grupo abeliano libre asociado a ΓF (G), además
notemos que f[U ] ((X ⊔ Y, s ⊔ t) − (X, s) − (Y, t)) es igual a

(U ⊗AH (X ⊔ Y ), U(s ⊔ t)) − (U ⊗AH X,U(s)) − (U ⊗AH Y, U(t)),

lo cual es isomorfo a

((U ⊗AH X) ⊔ (U ⊗AH Y ), U(s) ⊔ U(t)) − (U ⊗AH X,U(s)) − (U ⊗AH Y, U(t)).

Entonces el f[U ] induce un homomorfismo de R-módulos

F+([U ]) : F+(H) −→ F+(G),

no es difícil demostrar que f[U⊔V ] = f[U ] + f[V ]. Por lo tanto, se puede definir un
homomorfismo de grupos F+ : BA(G,H) −→ HomR(F+(H), F+(G)), más aún,
por la Proposición 4.3.4 se obtiene que F+ pertenece a FA

D+,R.

(b) Sea φ : F −→ F ′ un morfismo entre F, F ′ en la categoría FA
D,R. Para todo

grupo finito G, tenemos un funtor inducido por un mapeo ΓF (G) −→ ΓF ′(G) el
cual manda un elemento (X, s) ∈ ΓF (G) a (X,φ(s)) donde φ(s)(x) := φGx(s(x)),
este funtor induce un mapeo R-lineal de F+(G) a F ′

+(G). Ahora demostremos
que esta construcción respeta la composición: Sea F ′′ ∈ FA

D,R y τ : F ′ −→ F ′′ un
morfismo en FA

D,R, entonces

(τ ◦ φ)(s)(x) = (τ ◦ φ)Gx(s(x)) = τGx (φGx(s(x)))
= τGx(φ(s)(x)) = τ(φ(s))(x).

Por otro lado, si tomamos el morfismo identidad Id : F −→ F en FA
D,R, teme-

mos que el mapeo anterior manda a un elemento (X, s) ∈ ΓF (G) al elemento
(X, Id(s)), donde Id(s)(x) = IdGx(s(x)) = s(x) para todo x ∈ X. Por lo tanto,
se tiene (X, Id(s)) = (X, s), esto significa que este mapeo respeta la composición
y manda la identidad a la identidad y es R-lineal.

■

Dados G, H elementos de G, y sean U un (G,H)-biconjunto A-fibrado con las
parejas estabilizadoras en S+(G,H) y dados K ∈ ∑

G(H) y a ∈ F (K). Entonces,

F+([U ])([K,ψ, a]H) = F+([U ])
({

H × A

(K,ψ) , sa
})

=
{
U ⊗AH

H × A

(K,ψ) , U(sa)
}
,

por el Teorema 4.3.9, lo anterior es igual a∑
(u⊗AHhK)∈[G\U⊗AH(H/K,ψ)/A]

{[
G×HhK

G[u⊗AHhK], ϕu⊗AHhK

]
, U(sa)

}
,

donde [G \U ⊗AH (H/K,ψ)/A] es un conjunto de representantes de las (G,A)-órbitas
de U ⊗AH H/K,ψ. Ahora notemos que:
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■ HhK = hK.

■ ϕ[u⊗AHhK] = ϕu ∗ hψ, esta afirmación se sigue del Lema 4.3.4.

■ Por definición

U(sa)(u⊗AH hK) = F

([
Gu⊗AHhK × hK

((G× hK)U , ϕu,hK

])
sa(hK)

= F

([
Gu⊗AHhK × hK

(G× hK)U , ϕu,hK

])
(ha).

Por lo tanto, F+([U ])([K,ψ, a]H) es igual a

∑
(u⊗AHhK)∈[G\U⊗AH(H×A/(K,ψ))/A]

[Gu⊗AHhk, ϕu ∗ hψ, F

(
Gu⊗AHhK × hK

(G× hK)u, ϕu,hK

)
(ha)]G.

(4.3.10)

En particular, si (D,ϕ) ∈ S+(G,H), tenemos

F+

([
G×H

(D,ϕ)

])
([K,ψ, a]) =

∑
h∈[p2(D)\H/K]
ϕ2|Xh

=hψ2|Xh

[
D ∗ hK,ϕ ∗ hψ,F

([
D ∗ hK × hK

(D ∗ ∆(hK), ϕ)

])
(ha)

]
G

,

(4.3.11)

donde [p2(D)\H/K] es un conjunto de representantes de las clases dobles yXh := p2(D)∩hK.
Ahora daremos esta fórmula para los biconjuntos A-fibrados elementales

■ Sean G ∈ G, H ∈
∑

G(G), K ∈
∑

G(H), ψ : K −→ A un morfismo de grupos y sea
a ∈ F (K), entonces

F+(ResGH)([K,ψ, a]G) =
∑

g∈[H\G/K]
gψ|H∩gK=1

[H ∩ gK, 1 ∗ gψ,F (ResgK
H∩gK)(ga)]H .

■ Sean G ∈ G, H ∈
∑

G(G), K ∈
∑

G(H), ψ : K −→ A un morfismo de grupos y
a ∈ F (K), entonces

F+(IndGH)([K,ψ, a]H) = [K,ψ, a]G.

■ Sea G ∈ G y sea N ⊴G tal que G/N ∈ G, definamos a (1,π)∆(G) := {(g, gN) | g ∈ G}.
Dados N ⊴K ⩽ G tal que K/N ∈ G y ψ : K/N −→ A un homomorfismo de grupos y
a ∈ F (K/N), se tiene que

F+(InfGG/N )([K/N,ψ, a]G/N ) = [K,ψ, F (InfKK/N )(a)]G,

donde ψ : K −→ A es la función inducida por ψ.

■ Sean G ∈ G y sea N ⊴G tal que G/N ∈ G, definamos a (π,1)∆(G) := {(g, gN) | g ∈ G}.
Dados K ∈

∑
G(G) y a ∈ F (K), se tiene que

F+(DefGG/N )([K,ψ, a]G) =
[
KN/N, 1 ∗ ψ,F

(
Iso

KN/N
K/K∩NDef

K
K/K∩N

)
(a)
]
G/N

.
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4.3.2 Estructura multiplicativa de F+

Sea (G,S) tales que satisfacen del axioma (i) al (iv), podemos definir la categoría D :=
CA(G,S) y sean F ∈ FA

D,R, tal que F (G) tiene estructura multiplicativa para todo G ∈ G. Al
grupo F+(G) se le puede dar estructura multiplicativa dada por

[X, s]G · [Y, t]G := [X ⊗ Y, s⊗ t]G,

donde

s⊗ t : X ⊗ Y −→
∐

x⊗y∈[(X⊗Y )/A]
F (Gx⊗y)

x⊗ y 7−→ F (ResGx
Gx⊗y

)(s(x)) · F (ResGy

Gx⊗y
)(t(y)),

con (X, s), (Y, t) ∈ ΓF (G) Al trasladar la definición a los elementos básicos, tenemos que
[H,ϕ, x]G · [K,ψ, y]G es igual a∑

g∈[H\G/K]
[H ∩ gK,ϕ · gψ, F (ResHH∩gK)(x) · F (ResgK

H∩gK)(gy)]G.

Ahora, se demostrará que esta definición tiene sentido:

■ Primero demostremos que s⊗ t está bien definida. Para a ∈ A, se tiene s⊗ t(xa−1 ⊗ay)
es igual a

F (ResGxa−1
Gxa−1⊗hay

)(s(xa−1)) · F (ResGay

Gxa−1⊗ay
)(t(ay))

= F (ResGx
Gx⊗y

)(s(xa−1)) · F (ResGy

Gx⊗y
)(t(ay))

= F (ResGx
Gx⊗y

)(s(x)) · F (ResGy

Gx⊗y
)(t(y))

= s⊗ t(x⊗ y).

■ Al ser s y t secciones A-invariantes, tenemos que esta definición no depende del conjunto
de representantes [(X ⊗ Y )/A].

■ El producto no depende de los representantes de la clase. Sean (X, s), (X ′, s′), (Y, t),
(Y ′, t′) ∈ ΓF (G); tales que, {X, s} = {X ′, s′} y {Y, t} = {Y ′, t′}, entonces existen
morfismos α : (X, s) −→ (X ′, s′) y β : (Y, t) −→ (Y ′, t′) que son isomorfismos en
ΓF (G), es decir, Gx = Gα(x), Gy = Gβ(y), s(x) = s′(α(x)) y t(y) = t′(β(y)) para todo
x ∈ X y y ∈ Y.

Definimos

ρ : X ⊗ Y 7−→ X ′ ⊗ Y ′

x⊗ y −→ α(x) ⊗ β(y),

notemos que ρ es biyectiva, ya que α y β lo son.
Ahora demostraremos que ρ está bien definida. Sean x ∈ X, y ∈ Y y a ∈ A, tenemos

ρ(xa−1 ⊗ ay) = α(xa−1) ⊗ β(ax)
= α(x)a−1 ⊗ aβ(y)
= α(x) ⊗ β(y)
= ρ(x⊗ y).
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Para demostrar que ρ es un morfismo de G-conjuntos A-fibrados, se tiene que para
todo g ∈ G y a ∈ A:

ρ((g, a) · (x⊗ y)) = ρ(gax⊗ gy)
= α(gax) ⊗ β(gy)
= gaα(x) ⊗ gβ(y)
= (g, a) · ρ(x⊗ y).

Sean x ∈ X, y ∈ Y , tenemos

(s′ ⊗ t′)(ρ(x⊗ y)) = (s′ ⊗ t′)(α(x) ⊗ β(y))

= F (ResGα(x)
Gα(x)⊗β(y)

)(s′(α(x)) · F (ResGβ(y)
Gα(x)⊗β(y)

)(t′(β(y))

= F (ResGx
Gx⊗y

)(s′(α(x)) · F (ResGy

Gx⊗y
)(t′(β(y))

= F (ResGx
Gx⊗y

)(s(x)) · F (ResGy

Gx⊗y
)(t(y))

= (s⊗ t)(x⊗ y).

Por lo tanto, ρ es un isomorfismo en ΓF (G), entonces [X ⊗ Y, s⊗ t] = [X ′ ⊗ Y ′, s′ ⊗ t′].

■ Ahora demostraremos que el producto es cero sobre el cociente de F+(G). Sean (X, s),
(Y, f), (Y, t), (Z, r) ∈ ΓF (G).

·

(X, s) · (Y ⊔ Z, t ⊔ r) = (X ⊗ (Y ⊔ Z), s⊗ (t ⊔ r))
= ((X ⊗ Y ) ⊔ (X ⊗ Z), (s⊗ t) ⊔ (s⊗ r))
= (X ⊗ Y, s⊗ t) + (X ⊗ Z, s⊗ r).

·

(X, s) · (Y, t+ f) = (X ⊗ Y, s⊗ (t+ f))
= (X ⊗ Y, (s⊗ t) + (s⊗ f))
= (X ⊗ Y, s⊗ t) + (X ⊗ Y, s⊗ f).

Por lo tanto, el producto está bien definido.

4.4 La construcción −
+ para funtores de biconjun-

tos A-fibrados
4.4.1 Definición. Sea (G,S) una pareja que cumplen los axiomas del (i) al (iii) de 4.2.
Dados G y H en G, definiremos a

S+(G,H) = {(D,ϕ) ∈ M(G×H) | p1(D) ∈ G, p2(D) ∈ G y (D,ϕ) ∈ S(p1(D), p2(D))}.

4.4.2 Proposición. Supongamos que (G,S) satisfacen del axioma (i) al (iii) de 4.2, adi-
cionalmente satisface los axiomas (vii) y (viii), además G es cerrado bajo intersecciones,
entonces:
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(a) Para todo G, H en G y todo (D,ϕ) ∈ M(G × H), las siguientes proposiciones son
equivalentes:

(i) (D,ϕ) ∈ S+(G,H).
(ii) p2(D) ∈ G y para todo L ∈

∑
G(p2(D)) se tiene que el subgrupo D ∗ L ∈ G y el

producto (D,ϕ) ∗ (∆(L), 1) ∈ S(D ∗ L,L).
(iii) p1(D) ∈ G y para todo K ∈

∑
G(p1(D)), se tiene que K ∗ D ∈ G y el producto

(∆(K), 1) ∗ (D,ϕ) ∈ S(K,K ∗D).

En particular, S(G,H) ⊆ S+(G,H) para todo G y H en G.

(b) (G,S+) satisfacen los axiomas (i), (ii), (iii), (v), (vi), (vii) y (viii).

(c) Se tiene que D ⊆ D+ := CA(G,S+) y la igualdad se da si y soló si (G,S) satisface
los axiomas (v) y (vi). En particular, por el inciso (b), se tiene que (D+)+ = D+.

(d) Sean G, H en G, y (D,ϕ) ∈ M(G×H) tal que p1(D) = G y p2(D) = H. Entonces
(D,ϕ) ∈ S(G,H) si y soló si (D,ϕ) ∈ S+(G,H), en particular D+ contiene inflaciones
o deflaciones, si y soló si D las contiene.

Demostración. (a) ■ Primero demostraremos que (i) implica (ii):
Supongamos que (D,ϕ) ∈ S+(G,H), entonces por definición p2(D), p1(D) ∈ G y
(D,ϕ) ∈ S(p1(D), p2(D)). Además, (G,S) satisface el axioma (vii), por lo tanto,
se tiene que para todo subgrupo L ∈

∑
G(p2(D)), D ∗ L ∈ G y el producto

(D,ϕ) ∗ (∆(L), 1) ∈ S(D ∗ L,L). Por lo tanto, se cumple (ii).
■ Ahora demostraremos que (ii) implica (i): Supongamos que (D,ϕ) cumple (ii),

en consecuencia p2(D) ∈ G, D ∗ p2(D) = p1(D) ∈ G, más aún, se tiene que el
producto (D,ϕ) ∗ (∆(p2(D)), 1) = (D,ϕ) ∈ S(p1(D), p2(D)), por lo tanto (D,ϕ)
es elemento de S+(G,H).

■ Ahora demostraremos que (i) implica (iii): Por definición p2(D), p1(D) ∈ G y
(D,ϕ) ∈ S(p1(D), p2(D)). Dado K en

∑
G(p1(D), por el axioma (viii) de (G,S),

se tiene K ∗D ∈ G y

(∆(K), 1) ∗ (D,ϕ) ∈ S(K,K ∗D).

■ Ahora demostraremos que (iii) implica (i):
Por hipótesis, p1(D) ∗D = p2(D) ∈ G, y

(∆(p1(D)), 1) ∗ (D,ϕ) = (D,ϕ) ∈ S(p1(D), p2(D)),

por lo tanto (D,ϕ) ∈ S+(G,H).

(b) Demostraremos cada uno de los axiomas

■ Axioma (i): Sea G ∈ G, notemos que p1(∆(G)) = p2(∆(G)) = G, y como (G,S)
cumple el axioma (i), tenemos que (∆(G), 1) ∈ S(G,G) = S(p1(∆(G)), p2(∆(G)),
por lo tanto, (∆(G), 1) ∈ S+(G,G) i.e. (G,S+) satisface el axioma (i).
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■ Axioma (ii) Sean (D,ϕ) ∈ S+(G,H) y (g, h) ∈ G × H, por definición de S+;
tenemos que, p1(D) y p2(D) son elementos de G, y ya que (G,S) satisface el
axioma (vii) y la observación 4.2.1, se tiene gp1(D) y hp2(D) son elemento de G.
Ahora, notemos que (g,1)(∆(G), 1) ∈ S(G,G), y ya que p1(D) ∈

∑
G(p2((g,1)∆(G)),

podemos usar el axioma (vii) de (G,S), lo cual nos dice que

(g,1)(∆(p1(D)), 1) = (g,1)(∆(G), 1) ∗ (∆(p1(D)), 1) ∈ S(gp1(D), p1(D)).

Por otro lado, (1,h)(∆(H), 1) ∈ S(H,H) y hp2(D) ∈
∑

G(p2((1,h)∆(H))), usando
el axioma (vii) de (G,S), se tiene que

(1,h)(∆(p2(D)), 1) = (1,h)(∆(H), 1) ∗ (∆(hp2(D)), 1) ∈ S(p2(D), hp2(D)),

y ya que (1,h)∆(H) ∗ hp2(D) = p2(D). Se tiene que,

(g,h)(D,ϕ) = (g,1)(∆(p1(D)), 1) ∗ (D,ϕ) ∗ (1,h)(∆(p2(D)), 1) ∈ S(gp1(D), hp2(D)),

además, p1((g,h)D) = gp1(D) y p2((g,h)D) = hp2(D). Por lo tanto, se tiene que
(g,h)(D,ϕ) ∈ S+(G,H).

■ Axioma (iii): Sean (D,ϕ) ∈ S+(G,H) y (T, ψ) ∈ S+(H,K) tales que

ψ1|k1(T )∩k2(T ) = ϕ2|k1(T )∩k2(T ).

Por hipótesis, p1(D), p2(D), p1(T ), p2(T ) ∈ G, y (D,ϕ) ∈ S(p1(D), p2(D)) y
(T, ψ) ∈ S(p1(T ), p2(T )), por el axioma (vii) de (G,S), se tiene que ∆(p2(D)) ∗
p1(T ) = p2(D)∩p1(T ) ∈

∑
G p2(D). Además, D∗ (p2(D)∩p1(T )) = p1(D∗T ) ∈ G

y

(D,ϕ) ∗ (∆(p1(T ) ∩ p2(D)), 1) ∈ S(p1(D ∗ T ), p1(T ) ∩ p2(D)).

Por otro lado, p2(D) ∩ p1(T ) ∈
∑

G p1(T ), y por axioma (viii) de (G,S), se tiene
que (p1(T ) ∩ p2(D)) ∗ T = p2(D ∗ T ) ∈ G, y

(∆(p1(T ) ∩ p2(D)), 1) ∗ (T, ψ) ∈ S(p1(T ) ∩ p2(D), p2(D ∗ T )).

En consecuencia

(D,ϕ) ∗ (∆(p1(T ) ∩ p2(D)), 1) ∗ (∆(p1(T ) ∩ p2(D)), 1) ∗ (T, ψ)

es elemento de S(p1(D, ∗T ), p2(D ∗ T )). Además

(D,ϕ) ∗ (∆(p1(T ) ∩ p2(D)), 1) ∗ (∆(p1(T ) ∩ p2(D)), 1) ∗ (T, ψ) = (D,ϕ) ∗ (T, ψ).

Por lo tanto, (D,ϕ) ∗ (T, ϕ) ∈ S+(G,K).
■ Axioma (v): Sean G ∈ G y H ∈

∑
G G, tenemos que (∆(H), 1) ∈ S(H,H)

y pi(∆(H)) = H ∈ G con i = 1, 2, en consecuencia, se tiene (∆(H), 1) ∈
S(p1(H), p2(H)). Además, notemos que (∆(H), 1) ∈ M(G,H), por lo tanto
(∆(H), 1) ∈ S+(G,H).

■ Axioma (vi). Sean G ∈ G y H ∈
∑

G G, por el punto anterior y el hecho de que
(∆(H), 1) ∈ M(H,G), se tiene que (∆(H), 1) ∈ S+(H,G).
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■ Axioma (vii). Sean G, H elemento de G y (D,ϕ) ∈ S+(G,H), por definición
pi(D) ∈ G para i = 1, 2, y (D,ϕ) ∈ S(p1(D), p2(D)). Sea K ∈

∑
G p2(D), entonces

por el axioma (vii) de (G,S), tenemos que D ∗K ∈ G, además

(D,ϕ) ∗ (∆(K), 1) ∈ S(D ∗K,K).

Notemos que p1(D ∗ ∆(K)) = D ∗K y p2(D ∗ ∆(K)) = K, por lo tanto,

(D,ϕ) ∗ (∆(K), 1) ∈ S+(D ∗K,K).

■ Axioma (viii). Sean G, H elemento de G y (D,ϕ) ∈ S+(G,H), por definición
pi(D) ∈ G para i = 1, 2, y (D,ϕ) ∈ S(p1(D), p2(D)). Sea K ∈

∑
G p1(D), entonces

por el axioma (viii) de (G,S), tenemos que K ∗D ∈ G, además

(∆(K), 1) ∗ (D,ϕ) ∈ S(K,K ∗D).

Notemos que p2(∆(K) ∗D) = K ∗D y p1(∆(K) ∗D) = K, por lo tanto

(D,ϕ) ∗ (∆(K), 1) ∈ S+(K,K ∗D).

(c) Primero supongamos que D = D+. Entonces (G,S) = (G,S+) y por el inciso (b)
tenemos que (G,S+) satisface los axiomas (v) y (vi) de 4.2, por lo tanto (G,S) también
lo hace.
Ahora supongamos que (G,S) satisface los axiomas (v) y (vi). Sean G, H elementos
de G y (D,ϕ) ∈ S(G,H), entonces por el axioma (vii), tenemos que p2(D) ∈ G, por el
axioma (vi) de (G,S) tenemos que (∆(p2(D), 1) ∈ S(H, p2(D)), por lo tanto

(D,ϕ) ∗ (∆(p2(D)), 1) = (D,ϕ) ∈ S(G, p2(D)),

además, por el axioma (viii) y el (v) de 4.2, tenemos que p1(D) ∈ G y (∆(p1(D), 1) es
elemento de S(p1(D), G), entonces

(∆(p1(D)), 1) ∗ (D,ϕ) = (D,ϕ) ∈ S(p1(D), p2(D)).

Por lo tanto, (D,ϕ) ∈ S+(G,H). Lo que implica que D ⊆ D+.
Sea (D,ϕ) ∈ S+(G,H), por el axioma (v) de (G,S), tenemos que (∆(p1(D)), 1) es un
elemento de S(G, p1(D)) y por axioma (vi) de (G,S), se tiene que ∆(p2(D)), 1) es un
elemento de S(p2(D), H), entonces

(∆(p1(D)), 1) ∗ (D,ϕ) ∗ (∆(p2(D)), 1) = (D,ϕ) ∈ S(G,H),

esto implica que D+ ⊆ D. Por lo tanto, D = D+.

(d) Es directo de la definición de S+(G,H).
■

Para definir la construcción más arriba de un funtor fibrado evaluado en un grupo finito
G, definiremos el siguiente subconjunto de G:

M′(G) := {(H,ϕ) | H ⩽ G, H ∈ G y ϕ ∈ Hom(H,A)}.

Dados U un (G,H)-biconjunto A-fibrado, u ∈ U y K ⩽ p1((G×H)u). Definimos

Ku := {h ∈ H | existe k ∈ K tal que (k, h) ∈ (G×H)u}. (4.4.3)

En el caso A = 1, esta notación ha sido introducido en [6] por Serge Bouc.
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4.4.4 Observación. Sean G, H grupos finitos, además (K,α) ∈ M(G). Si U es un (G,H)-
biconjunto A-fibrado y g ∈ G, tenemos:

(a) Si [A \ U/H] es un conjunto de representantes de (A,H)-órbitas de U . Entonces
el conjunto {gu | u ∈ [A \ U/H]} también es un conjunto de representantes de las
(A,H)-órbitas de U .

(b) K ⩽ p1((G×H)u) si y sólo si gK ⩽ p1((G×H)gu).

(c) Para u ∈ U y (Ku, λ) ∈ M(H). La función ϕu,2 es igual a λ en k2((G×H)u) ∩Ku

si y sólo si la función ϕgu,2 es igual a λ en k2((G×H)gu) ∩ (gK)gu.

(d) Para u ∈ U y (Ku, λ) ∈ M(H). Tenemos que ϕu ∗ λ = α si y sólo si ϕgu ∗ λ = gα.

4.4.5 Definición. Sea F ∈ FA
D,R, podemos definir un funtor F+ ∈ FA

D+,R. El cual está
definido en objetos de la siguiente manera: Para G ∈ G, definimos a F+(G) como el conjunto
de los elementos (x(K,λ))(K,λ)∈M′(G) ∈

⊕
(K,λ)∈M′(G) F (K) tales que

gx(K,λ) := F (IsogK
K )(x(K,λ)) = x(gK,gλ)

para todo (K,λ) ∈ M′(G). No es difícil de verificar que

F+(G) ⩽
⊕

(K,λ)∈M′(G)
F (K).

Para definir el funtor F+ en un morfismo basta tomar a G, H ∈ G y un (G,H)-biconjunto
A-fibrado U tal que todas sus parejas estabilizadoras ((G×H)u, ϕu) ∈ S+(G,H). Definamos

F+([U ]) = F+(U) : F+(H) −→ F+(G)
(xL,λ)(L,λ)∈M′(H) 7−→ (y(K,α))(K,α)∈M′(G)

(4.4.6)

donde

y(K,α) =
∑

u∈[A\U/H]
K⩽p1(G×H)u)
ϕu,2|Wu,K

=λ|Wu,K

ϕu∗λ=α

F

([
K ×Ku

(K ×H)u, ϕu

])
(x(Ku,λ)),

y [A\U/H] es un conjunto de representantes de las (A,H)-órbitas de U y definimos a Wu,K =
k2((G×H)u) ∩Ku). Ahora demostraremos que F+ está bien definido:

■ Sea K ∈ G, por el Axioma (viii) de (G,S) se tiene que

∆(K) ∗ (G×H)u = (K ×H)u ∈ G

y (∆(K), 1) ∗ ((G×H)u, ϕu) = ((K ×H)u, ϕu) ∈ S(K,Ku). Entonces a F lo podemos
evaluar en

[
K ×Ku

(K ×H)u, ϕu

]
.

■ La expresión en (4.4.6) no depende del conjunto de representantes [A\U/H] . Dados
a ∈ A, h ∈ H y u ∈ U , tenemos:

1. Kauh = K ∗ (G×H)auh = K ∗ (G×H)(1,h)
u = (Ku)h
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2.

((K ×H)uh, ϕuh) = (∆(K), 1) ∗ ((G×H)u, ϕu)(1,h)

= ((K ×H)u, ϕu)(1,h).

Por lo tanto,

F

([
K ×Kauh

(K ×H)auh, ϕauh

])
(xKauh) = F

([
K ×Ku

(K ×H)u, ϕu

])
(xKu),

es decir, no depende del conjunto de representantes de las (A,H)-órbitas de U .

■ No depende del representante de la clase de isomorfismo de [U ].
Sea V un (G,H)-biconjunto A-fibrado isomorfo a U , entonces existe un isomorfismo
ψ : U −→ V en Gset

A
H . Por lo tanto,

· ((G×H)u, ϕu) = ((G×H)ψ(u), ϕψ(u)).
· Ku = Kψ(u).
· ((K ×H)u, ϕu) = ((K ×H)ψ(u), ϕψ(u)).
· El conjunto {ψ(u) ∈ V | u ∈ [A \ U/H]} es un conjunto de representantes de las

(A,H)-órbitas de V .

Se sigue que

F+(U)
(
(x(L,α))(L,α)∈M′(H)

)
= F+(V )

(
(x(L,α))(L,α)∈M′(H)

)
.

■ Ahora, demostraremos que (y(L,α))(L,α)∈M′(G) = F+(U)((x(K,λ))(K,λ)∈M′(K)) es un ele-
mento de F+(G). Tenemos que gy(L,α) es igual a∑

u∈[A\U/H]
K⩽p1(G×H)u)
ϕu,2|Wu,K

=λ|Wu,K

ϕu∗λ=α

F

([ gK ×K
(g,1)∆(K), 1

]
∗
[

K ×Ku

(K ×H)u, ϕu

])
(x(Ku,λ)),

donde Wu,K = k2((G×H)u) ∩Ku. Notemos que Ku = (gK)gu,

((g,1)∆(K), 1) ∗ ((K ×H)u, ϕu) = ((gK ×H)gu, ϕgu).

Por la Observación 4.4.4, tenemos gy(K,α) es igual a

∑
gu∈[A\U/H]
gK⩽p1(G×H)gu)
ϕgu,2|Wgu,gK

=λ|Wgu,gK

ϕgu∗λ=gα

F

([
gK × (gK)gu

(gK ×H)gu, ϕgu

])
(x(gK)gu,λ),

y esto es igual a y(gK,gα).
Notemos que si D cumple la condición k2, ver la sección 4.2, la condición ϕu,2|Wu,K

es igual a λ|Wu,K
en la definición de y(K,α) es trivial, ya que Wu,K = 1H . Claramente,

F+([U ]) es un homomorfismo de R-módulos. Ya que la suma en (4.4.6) es aditiva en
[U ], se puede inducir un homomorfismo de grupos

F+ : BA(G,H) −→ HomR(F+(H), F+(G)).
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4.4.7 Lema. Sea U un (G,H)-biconjunto A-fibrado y sea V un (H,K)-biconjunto A-fibrado.
Para u⊗ v ∈ U ⊗AH V y L ⩽ G.

(a) Tenemos (Lu)v = Lu⊗v.

(b) Supongamos que U es libre por la derecha, entonces L ⩽ p1((G × K)u⊗v) si y sólo
si L ⩽ p1((G×H)u) y Lu ⩽ p1((H ×K)v).

El el caso A = 1, el inciso (a) fue demostrado por S. Bouc y J. Thévenaz en [11].

Demostración. ■ Primero demostraremos que (Lu)v = Lu⊗v. Por definición tenemos que

Lu⊗v = {k ∈ K | ∃ l ∈ L : (l, k) ∈ (L×K)u⊗v}.
(Lu)v = {k ∈ K | ∃ h ∈ Lu : (h, k) ∈ (Lu ×K)v}

= {k ∈ K | ∃ h ∈ H y l ∈ L : (l, h) ∈ (L×H)u y (h, k) ∈ (Lu ×K)v}.

Sea k ∈ (Lu)v, entonces existen h ∈ H y l ∈ L tales que (l, h) ∈ (L × H)v y (h, k) ∈
(Lu ×K)v, por lo tanto

(l, k) · (u⊗ v) = (l, k)(uh−1 ⊗ hv) = luh−1 ⊗ hvk−1

= au⊗ a′u = (aa′) · (u⊗ v),

donde a, a′ ∈ A, esto significa que (l, k) ∈ (L×K)u⊗v, por lo tanto (Lu)v ⊆ Lu⊗v. Por
otro lado, sea k ∈ (L)u⊗v, entonces existe l ∈ L tal que (l, k) ∈ (L×K)u⊗v, es decir

(l, k) · (u⊗ v) = a′u⊗ v,

para algún a′ ∈ A, entonces existen h ∈ H y a ∈ A tales que

luh−1 = a′au

hvk−1 = av.

Por lo tanto, (l, h) ∈ (L×H)u, esto significa que h ∈ Lu, y (h, k) ∈ (Lu×K)v, entonces
k ∈ (Lu)v. De donde concluimos Lu⊗v = (Lu)v.

■ Primero supongamos que L ⩽ p1((G×K)u⊗v). Entonces, para todo l ∈ L, existe k ∈ K,
tal que (l, k) ∈ (G×K)u⊗v, esto significa que

(l, k) · (u⊗ v) = (lu⊗ vk−1) = au⊗ v

para algún a ∈ A, esto significa que existen h ∈ H y b ∈ A tales que

luh−1 = abu

hvk−1 = av.

Entonces, para todo l ∈ L, existe h ∈ H tal que (l, h) ∈ (L×H)u, es decir, L es subgrupo
de p1((G×H)u). Además, para todo h ∈ Lu, existe l ∈ L tal que (l, h) ∈ (L×H)u, para
l existen h′ ∈ H y k ∈ K tales que (l, h′) ∈ (G × H)u y (h′, k) ∈ (H × K)v, notemos
que (1, h′h−1) ∈ k2((G×H)u) = {1}, entonces h = h′, por lo tanto (h, k) ∈ (H ×K)v,
entonces Lu ⩽ p1(H ×K)v.
Ahora supongamos que L ⩽ p1((G × H)u) y Lu ⩽ p1((H × K)v). Sea l ∈ L, entonces
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existe h ∈ H, tal que (l, h) ∈ (L×H)u, es decir, h ∈ Lu, por lo tanto existe k ∈ K tal
que (h, k) ∈ (Lu ×K)v, esto implica que

(l, k) · (u⊗ v) = lu⊗ vk−1 = luh−1 ⊗ hvk−1

= au⊗ bv = ab · (u⊗ v)

donde a, b ∈ A, por lo tanto (l, k) ∈ (G×K)u⊗v. Se concluye que L es un subgrupo de
p1((G×K)u⊗v).

■

4.4.8 Teorema. Sea (G,S) tales que satisfacen los axiomas (i), (ii), (iii), (vii) y (viii), ade-
más supongamos que satisface la condición k2(D), definimos D := CA(G,S) y D+ := CA(G,S+).
Entonces la Definición 4.4.5 se extiende a un funtor R-lineal, –+ : FD,R −→ FD+,R.

Demostración. Sea G,H, K ∈ G, y sea U un (G,H)-biconjunto A-fibrado, tal que todas sus
parejas estabilizadoras son elementos de S+(G,H), y sea V un (H,K)-biconjunto A-fibrado,
tal que todas sus parejas estabilizadoras son elementos de S+(H,K), Ahora demostraremos
que

F+(U ⊗AH V ) = F+(U) ◦ F+(V ) = F+(K) −→ F+(G).

Sea c = (c(N,β))(N,β)∈M′(K) ∈ F+(K). Entonces, para todo (L, λ) ∈ M′(G), la (L, λ)-
componente de F+(U ⊗AH V )(c) es igual a

∑
u⊗v∈[A\U⊗AHV/K]
L⩽p1((G×K)u⊗v)

ϕu∗β=λ

F

([
L⊗ Lu⊗v

(L×K)u⊗v, ϕu⊗v

])(
c(Lu⊗v ,β)

)
.

Por otro lado, definamos a b := (b(M,α))(M,α)∈M′(H) = F+(V )(c), entonces

b(M,α) =
∑

v∈[A\V/K]
M⩽p1((H×K)v)

ϕv∗ψ=α

F+
([

M ×Mv

(M ×K)v, ϕv

])(
c(Mv ,ψ)

)
.

y definamos a a = (a(L,λ))(L,λ)∈M′(G) = F+(U)(b), donde la su (L, λ)-componente es igual a

a(L,λ) =
∑

u∈[A\U/H]
L⩽p1((G×H)u)

ϕu∗α=λ

F

([
L× Lu

(L×H)u, ϕu

])(
b(Lu,α)

)
(4.4.9)

esta es igual a ∑
u∈[A\U/H]

L⩽p1((G×H)u)
ϕv∗ψ=α

v∈[A\V/K]
Lu⩽p1((H×K)v)

ϕu∗α=λ

F

([
L× Lu

(L×H)u, ϕu

]
⊗ALu

[
Lu × (Lu)v

(Lu ×K)v, ϕv

])(
c((Lu)v ,ψ)

)
,

notemos que:
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■ p2((L×H)u) = Lu = p1((Lu ×K)v),

■ ϕu = ϕv en k2((L×H)u) ∩ k1((Lu ×H)v) = {1}.

Por la fórmula de Mackey, se tiene[
L× Lu

(L×H)u, ϕu

]
⊗ALu

[
Lu × (Lu)v

(Lu ×K)v, ϕv

]
=
[

L× Lu⊗v

((G×H)u, ϕu) ∗ (Lu ×K)v, ϕv)

]
.

Ahora, por el Lema 4.4.7, tenemos que (4.4.9) es igual a

∑
v∈[A\V/K]
u∈[A\U/H]

L⩽p1((G×K)u⊗v)
ϕv∗ψ=α
ϕu∗α=λ

F

([
L× Lu⊗v

((G×H)u, ϕu) ∗ (Lu ×K)v, ϕv)

])(
c(Lu⊗v ,ψ)

)
.

Ya que U es libre por la derecha, tenemos que para cualquier conjunto de representantes
[A\U/H] y [A\V/K], tenemos que el conjunto {u⊗ v | u ∈ [A\U/H] and v ∈ [A\V/K]} es
un conjunto de representantes de A\(U ⊗AH V )/K. Más aún, por el Lema 4.1.8, se tiene que

a(L,λ) =
∑

u⊗v∈[A\(U⊗AHV )/K]

L⩽p1((G×K)u⊗v)
ϕv∗ψ=α
ϕu∗α=λ

F

([
L× Lu⊗v

(L×K)u⊗v, ϕu⊗v

])(
c(Lu⊗v ,ϕu⊗v)

)
,

Ya que α no aparece en la suma, se puede remplazar las condiciones ϕv ∗ψ = α y ϕu ∗α = λ
por ϕu ∗ ϕv ∗ ψ = λ, y por el Lema 4.1.8, tenemos ϕu ∗ ϕv = ϕu⊗v. Por lo tanto,

F+(U ⊗AH V )(c) = F+(U) ◦ F+(V )(c).

Además, por definición F+ manda el morfismo identidad al morfismo identidad y es R-lineal.
■

4.5 El morfismo de marcas
Sea (G,S) tales que satisface los axiomas (i)-(iv), (vi), (vii) y (viii) y la condición k2. Defi-
nimos D := CA(G,S), D+ := CA(G,S+) y D+ := CA(G,S+).
Por las Proposiciones 4.4.2 (c) y 4.2.4 (c) tenemos que D+ = D+ = E , sea F ∈ FA

E,R. Ahora
definiremos el siguiente mapeo R-lineal, mF,G : F+(G) −→ F+(G) el cual manda una clase
[X, s]G ∈ F+(G) a un elemento (aL,λ)(L,λ)∈M′(G) ∈ F+(G) con

aL,λ =
∑

x∈[X/A]
(L,λ)⩽(Gx.ϕx)

F
(
ResGx

L

)
(s(x))

donde [X/A] es un conjunto de representantes de las A-órbitas de X. No es difícil ver que no
depende del representante de la clase [X, s]G.
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4.5.1 Teorema. Sea (G,S) tales que satisfacen los axiomas del (i) al (iv), (vi), (vii) y (viii),
además la condición k2. Sean G,H ∈ G y U un (G,H)-biconjunto A-fibrado tal que todas sus
parejas estabilizadoras están en S+(G,H) = S+(G,H). Entonces, para todo funtor F ∈ FA

D,R,
tenemos que el siguiente diagrama

F+(H)
mF,H //

F+([U ])
��

F+(H)

F+([U ])
��

F+(G) mF,G

// F+(G)

(4.5.2)

conmuta.
Demostración. Sean [X, s]G ∈ F+(G) y (L,α) ∈ M′(G). Por definición, la (L,α)-componente
de mF,G(F+(U)([X, s]G)) es igual a∑

u⊗x∈[U⊗AHX/A]
(L,α)⩽(Gu⊗x,ϕu⊗x)

F (ResGu⊗x

L )(U(s)(u⊗ x))

=
∑

u⊗x∈[U⊗AHX]
(L,α)⩽(Gu⊗x,ϕu⊗x)

F

([
L×Gu⊗x
∆(L), 1

]
⊗AGu⊗x

[
Gu⊗x ×Hx

(G×Hx)u, ϕu,x

])
(s(x))

=
∑

u⊗x∈[U⊗AHX]
(L,α)⩽(Gu⊗x,ϕu⊗x)

F

([
L×Hx

(L×Hx)u, ϕu,x

])
(s(x)).

Por otro lado, si se denota a (a(K,λ))(K,λ)∈M′(G) := mF,G([X, s]G) y a

b := (b(L,α))(L,α)∈M(G) := F+([U ])(mF,G([X, s]G)),

entonces la (L,α)-componente de b es igual a

b(L,α) =
∑

u∈[A\U/H]
L⩽p1((G×H)u)

ϕu∗λ=α

F

([
L× Lu

(L×H)u, ϕu

])(
a(Lu,λ)

)

=
∑

u∈[A\U/H]
L⩽p1((G×H)u)

ϕu∗λ=α

F

([
L× Lu

(L×H)u, ϕu

]) ∑
x∈[X/A]

(Lu,λ)⩽(Hx,ϕx)

F (ResHx
Lu )(s(x))


=

∑
u∈[A\U/H]
x∈[X/A]

L⩽p1((G×H)u)
ϕu∗λ=α

(Lu,λ)⩽(Hx,ϕx)

F

([
L× Lu

(L×H)u, ϕu)

]
⊗ALu

[
Lu ×Hx

∆(Lu), 1

])
(s(x)),

por el Lema 4.4.7, esto es igual

=
∑

u∈[A\U/H]
x∈[X/A]
ϕu∗λ=α

(Lu,λ)⩽(Hx,ϕx)
L⩽Gu⊗x

F

([
L× Lu

(L×H)u, ϕu)

]
⊗ALu

[
Lu ×Hx

∆(Lu), 1

])
(s(x)).
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Ya que U es libre por la derecha (propiedad k2), el conjunto

{u⊗ x ∈ U⊗AH | x ∈ [X/A] y u ∈ [A\U/H]}

es un conjunto de representantes de las A-órbitas de U ⊗AH X, y podemos remplazar las
condiciones ϕu ∗ λ = α y (Lu, λ) ⩽ (Hx, ϕx) por

(L, ϕu ∗ λ) = (L,α) ⩽ (Gu⊗x, ϕu ∗ ϕx) = (Gu⊗x, ϕu⊗x).

Se hace notar que p1((G×Hx)u) = Gu⊗x y

(∆(L), 1) ∗ ((G×Hx)u, ϕu,x) = ((L×Hx)u, ϕu,x)
= ((L×H)u, ϕu) ∗ (∆(Lu), 1).

Por lo tanto, la (L,α)-coordenada de F+([U ]) (mF,G([X, s]G)) es igual a la (L,α)-coordenada
de mF,G(F+([U ])([X, s]G)), lo que significa que el diagrama conmuta. ■

La siguiente definición es algo cercano al inverso del morfismo de marcas.

4.5.3 Definición. Supongamos que la pareja (G,S) satisfacen del axioma (i) al (iv), además
los axiomas (vi), (vii) y (viii) en 4.2 y denotemos D := CA(G,S). Sea F ∈ FA

D,R y G ∈ G.
Definamos el mapeo nF,G : F+(G) −→ F+(G) por nF,G

(
(aK,λ,)(K,λ)∈M′(G)

)
es igual

∑
(L,ψ), (K,λ)∈M′(G)

(L,ψ)⩽(K,λ)

|L|µ((L,ψ), (K,λ))[L,ψ,ResKL a(K,λ)]G,

donde, µ denota la función de Möbius del copo M′(G).

4.5.4 Proposición. Sean (G,S), D, F y G como en la definición 4.5.3. Entonces nF,G ◦
mF,G = |G| · IdF+(G) y mF,G ◦ nF,G = |G| · IdF+(G).

Demostración. Sea [X, s]G ∈ F+(G), por un lado, tenemos que la evaluación nF,G(mF,G([X, s]G))
es igual a ∑

(L,ψ), (K,λ)∈M′(G)
(L,ψ)⩽(K,λ)

|L|µ((L,ψ), (K,λ))[L,ψ,ResKL (mF,G([X, s]G))(K,λ)]G

=
∑

(L,ψ), (K,λ)∈M′(G)
(L,ψ)⩽(K,λ)
x∈[X/A]

(K,λ)⩽(Gx,ϕx)

|L|µ((L,ψ), (K,λ))
[
L,ψ,ResKL

(
F (ResGx

K )(s(x))
)]
G

y esto es igual a∑
(L,ψ), (K,λ)∈M′(G)

(L,ψ)⩽(K,λ)

|L|
∑

x∈[X/A]
(L,ψ)⩽(K,λ)⩽(Gx,ϕx)

µ((L,ψ), (K,λ))[L,ψ, F (ResGx
L )(s(x))]G,
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donde (mF,G([X, s]G))(K,λ) denota la (K,λ)-componente de mF,G([X, s]G). Por las propieda-
des estándar de la función de Möbius µ, la última ecuación es igual

nF,G(mF,G([X, s]G)) =
∑

(L,ψ),∈M′(G)

∑
x∈[X/A]

(L,ψ)=(Gx,ϕx)

|Gx|[Gx, ϕx, F (ResGx
Gx

)(s(x))]G

= |G|
∑

x∈[G\X/A]
[Gx, ϕx, s(x)]G

= |G|[X, s]G

ya que
|{y ∈ [X/A] | [Gy, ϕy, s(y)]G = [Gx, ϕx, s(x)]G}| = |G|/|Gx|.

La segunda igualdad se da por una adaptación de la prueba de la Proposición 2.4 de [2]. Para
cualquier (a(K,λ))(K,λ)∈M′(G) ∈ F+(G), tenemos nF,G((a(K,λ))(K,λ)∈M′(G)) es igual a∑

(L,ψ), (K,λ)∈M′(G)
(L,ψ)⩽(K,λ)

|L|µ((L,ψ), (K,λ))[L,ψ, F (ResKL )(a(K,λ))]G.

Se sigue que, mF,G

(
nF,G((a(K,λ))(K,λ)∈M′(G))

)
es igual a

∑
(L,ψ), (K,λ)∈M′(G)

(L,ψ)⩽(K,λ)

|L|µ((L,ψ), (K,λ))mF,G([L,ψ, F (ResKL )(a(K,λ))]G).

Notemos que mF,G([L,ψ, F (ResKL )(a(K,λ))] = (b(L,ψ)
T,α )(T,α)∈M′(G), donde

b
(L,ψ)
T,α =

∑
gL∈[G/L]

(T,α)̸=g(L,ψ)

F (ResgL
T ◦ResgK

gL )(gaK,λ).

Entonces, la (T, α)- componente de mF,G

(
nF,G((a(K,λ))(K,λ)∈M′(G))

)
es igual a

∑
g∈G

∑
(T g ,αg)⩽(L,ψ)

|L|
|L|

∑
(L,ψ)⩽(K,λ)

µ((L,ψ), (K,λ))F (ResgK
T )(g(aK,λ)).

Por la inversión de Möbius [Proposición 2 de la sección 3 de [20]] esta suma se colapsa a
gaT g ,αg = aT,α. Por lo tanto, la (T, α)-componente de mF,G

(
nF,G((a(K,λ))(K,λ)∈M′(G))

)
es

|G|aT,α. ■

4.5.5 Corolario. Sean (G,S), D, F y G como en la Definición 4.5.3. Si |G| es invertible en
R, entonces mF,G y |G|−1nF,G son inversos entre sí.

4.5.6 Corolario. Sean (G,S), D, F y G como en la Definición 4.5.3. Si la |G|-torsión de
F+(G) es trivial, entonces mF,G es inyectiva.
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4.6 Funtores de Green fibrados
Esta sección está dedicada a estudiar los funtores de más abajo y más arriba. A lo largo
de esta sección, la clase G está cerrada bajo el producto directo, denotaremos a la categoría
D := CA(G,S) y consideremos la subcategoría de funtores de biconjuntos A-fibrados sobre
D, la cual se denotará como FA

D,R que consta de los funtores de de Green de biconjuntos
A-fibrados (Definición 4.6.1). Para ψ : G −→ H un isomorfismo de grupos, se define

Iso(ψ)A :=
[

H ×G
(ψ,1)∆(G), 1

]
.

4.6.1 Definición. Se dice que F ∈ FA
D,R es un funtor de Green de biconjuntos A-fibrados

de D sobre R si es un funtor de biconjuntos A-fibrados equipado con un producto bilineal

× : F (G) × F (H) −→ F (G×H)
(c, d) 7−→ (c× d),

para todo G, H ∈ G y un elemento EF ∈ F (1) que satisfacen las siguientes condiciones:

■ Asociatividad: Sean G, H y K grupos finitos de G y sea α : G×(H×K) −→ (G×H)×K
el isomorfismo canónico. Entonces, para todo x ∈ F (G), y ∈ F (H) y z ∈ F (K), se tiene
que

(x× y) × z = F (Iso(α)A)(x× (y × z)).

■ Elemento identidad: Sea G un grupo finito en G, denotaremos por ρG : 1 × G −→ G
y λG : G × 1 −→ G a los isomorfismos canónicos. Entonces se tiene que para todo
x ∈ F (G)

x = F (Iso(ρG)A)(EF × x) = F (Iso(λG))(x× EF ).

■ Funtorialidad: Si ϕ : G −→ H y ψ : G′ −→ H ′ son morfismos en D, entonces para
cualquier x ∈ F (G) y y ∈ F (H) se cumple que

F (ϕ⊗A ψ)(x× y) = F (ϕ)(x) × F (ψ)(y).

Sean F1, F2 ∈ FA
D,R funtores de Green de biconjuntos A-fibrados de D sobre R. Un morfismo

de funtores de Green de biconjuntos A-fibrados entre F1 y F2 es una transformación natural
η : F1 −→ F2 en la categoría FA

D,R con las propiedades adicional que

F1(G) × F1(H)
ηG×ηH

//

×
��

F2(G) × F2(H)

×
��

F1(G×H) ηG×H

// F2(G×H)

conmuta para todo G, H en G y η(EF1) = EF2 .

Denotaremos la categoría de los funtores de Green de biconjuntos A-fibrados de D sobre
R por FA,µ

D,R.
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4.6.2 Observación. Sean G y H grupos finitos. Para todo G-conjunto A-fibrado X y para
todo H-conjunto A-fibrado, tenemos que (G×H)x⊗y = Gx ×Hy, para todo x⊗ y ∈ X ⊗A Y .

El siguiente lema demuestra que las construcciones F+ y F+ preservan la propiedad de
ser un funtor de Green de biconjuntos fibrados.

4.6.3 Lema. Sea (G,S) que satisface los axiomas (i)- (iii), (iv) y (vi) en 4.2, definimos a
D = CA(G,S), D+ = CA(G,S+). Para todo F ∈ FA,µ

D,R, entonces F+ ∈ FA,µ
D+,R

.

Demostración. Definiremos el producto bilineal para F+. Sean G, H elementos de G, defini-
mos a

× : F+(G) × F+(H) −→ F+(G×H)
([X, s]G, [Y, t]H) 7−→ [X ⊗A Y, s× t]G×H ,

donde

s× t : X ⊗A Y −→
∐

x⊗y∈[X⊗Y/A]
F ((G×H)x⊗y)

x⊗ y 7−→ s(x) × t(y).

Ya que s y t son secciones A-invariantes, se tiene que s × t está bien definida, y definimos
al elemento identidad como EF+ = [1, sEF

] ∈ F+(1). Ahora demostraremos que este producto
bilineal y el elemento EF+ cumplen las propiedades de la definición 4.6.1:
Asociatividad: Sea G, H, K elementos de G y sea

α : G× (H ×K) −→ (G×H) ×K

el isomorfismo natural. Para todo [X, s]G ∈ F+(G), [Y, t]H ∈ F+(H) y [Z, r]K ∈ F+(K),
tenemos

F+(Iso(α)A) ([X, s]G × ([Y, t]H × [Z, r]K))

es igual a

[Iso(α)A ⊗G×(H×K) X ⊗A (Y ⊗A Z), Iso(α)A(s× (t× r))](G×H)×K .

Es importante destacar que existe un isomorfismo de biconjuntos A-fibrado entre

Iso(α)A ⊗(G×H)×K X ⊗A (Y ⊗A Z) ∼= (X ⊗A Y ) ⊗A Z. (4.6.4)

Dado que Iso(α)A es G× (H ×K)-transitivo, cualquier elemento del (G×H) ×K-conjunto
Iso(α)A ⊗A(G×(H×K)) (X ⊗A (Y ⊗A Z)) puede ser expresado como 1 ⊗ (x ⊗ (y ⊗ z)), para
algunos x ∈ X, y ∈ Y y z ∈ Z. En este caso, se tiene

Iso(α)A(s× (t× r))(1 ⊗ (x⊗ (y ⊗ z)))

es igual a

F

([
((G×H) ×K)x⊗(y⊗z) × (G× (H ×K))(x⊗y)⊗z

(α,1)∆(G× (H ×K))(x⊗y)⊗z), 1

])
(s(x) × (t(y) × r(z))),
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por la asociatividad de × de F , esto es igual a

(s× (t× r))(x⊗ (y ⊗ z)).

Elemento identidad: Sea [X, s]G ∈ F+(G), tenemos un isomorfismo natural de G-conjuntos
A-fibrados entre

1 ⊗A X ∼= X ∼= X ⊗A 1.

Sean λG : 1 ×G −→ G y ρG : G× 1 −→ G los isomorfismos naturales, tenemos que

(Iso(λG)A(sEF
× s))(1 ⊗ x) = F

([
G× (1 ×G)

(λG,1)∆(1 ×G), 1

])
((sEF

× s)(1 × x))

= F

([
G× (1 ×G)

(λG,1)∆(1 ×G), 1

])
(EF × s(x))

= s(x),

entonces

F+(Iso(λG)A)(EF+ × [X, s]G) = [X, s]G.

De manera similar podemos demostrar que

F+(Iso(ρG)A)([X, s]G × EF+) = [X, s]G.

Por lo tanto, εF+ es el elemento identidad.
Funtorialidad: Sea U un (G′, G) -biconjunto A-fibrado y sea V un (H ′, H)-biconjunto A-
fibrado tales que todas sus parejas estabilizadoras son elemento de S+. Para [X, s]G ∈ F+(G)
y [Y, t]H ∈ F+(H), tenemos que

F+(U ⊗A V )([X, s]G × [Y, t]H) = F+(U ⊗A V )([X ⊗A Y, s× t]G×H)
= [(U ⊗A V ) ⊗AGH (X ⊗A Y ), (U ⊗A V )(s× t)]G′×H′ .

Por el otro lado

F+(U)([X, t]G) × F+(V )([Y, t]H) = [U ⊗AG X,U(s)]G′ × [V ⊗AH Y, V (t)]H′

= [(U ⊗AG X) ⊗A (V ⊗AH Y ), U(s) × V (t)]G′×H′ .

Notemos que el mapa

(U ⊗A V ) ⊗AGH (X ⊗A Y ) −→ (U ⊗AG X) ⊗A (V ⊗AH Y )
(u⊗ v) ⊗AGH (x⊗ y) 7−→ (u⊗AG x) ⊗ (v ⊗AH y),

es un isomorfismo de (G′, H ′)-biconjuntos A-fibrados. Ahora, Se demostrará que

(U(s) × V (t))((u⊗AH x) ⊗ (v ⊗AH y)) = U(s)(u⊗AH x) × V (t)(v ⊗AH y).

Primero, tenemos que U(s)(u⊗AH x) × V (t)(v ⊗AH y) es igual a

F

([
G′
u⊗AGx

×Gx

(G′ ×Gx)u, ϕu

])
(s(x)) × F

([
H ′
v⊗AHy

×Hy

(H ′ ×Hy)v, ϕv

])
(t(y)).
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Por otro lado, tenemos

(U ⊗A V )(s× t)((u⊗ v) ⊗AGH (x⊗ y))

que es igual a

F

([
(G′ ×H ′)(u⊗v)⊗AGH(x⊗y) × (G×H)x⊗y

((G′ ×H ′) × (G×H)x⊗y)u⊗v, ϕu⊗v

])
(s(x) × t(y)).

Esto es debido a que [
G′
u⊗AGx

×Gx

(G′ ×Gx)u, ϕu

]
⊗A

[
H ′
v⊗AHy

×Hy

(H ′ ×Hy)v, ϕv

]

es isomorfo a [
(G′ ×H ′)(u⊗v)⊗AGH(x⊗y) × (G×H)x⊗y

((G′ ×H ′) × (G×H)x⊗y)u⊗v, ϕu⊗v

]
.

Debido a la funtorialidad de F , se sigue la funtorialidad de F+.
■

Sean G y H grupos finitos y sea D ⩽ G×H. Se define a

p(D) = p1(D) × p2(D),

usaremos esta notación en el siguiente lema

4.6.5 Lema. Sea (G,S) una pareja que satisface los Axiomas (i)-(iii), (vii) y (viii) en
4.2, y la condición k2, denotemos a D = CA(G,S), D+ = CA(G,S+). Sí F ∈ FA,µ

D,R, entonces
F+ ∈ FA,µ

D+,R.

Demostración. Definiremos el producto bilineal de F+. Sean G, H elementos de G, definimos
el producto bilineal

× : F+(G) × F+(H) −→ F+(G×H)
((aL,λ)(L,λ)∈M′(G), (bK,β)(K,β)∈M′(H)) −→ (cT,α)(T,α)∈M′(G×H)

donde

cT,α =
{
F (Resp(T )

T )(ap1(T ),λ × bp2(T ),β) si α = λ× β

0 de otro modo.

Definimos al elemento identidad como εF ∈ F+(1). Ahora demostraremos que este producto
bilineal y el elemento identidad cumplen las condiciones de la Definición 4.6.1.
Asociatividad : Sean G, H, K elementos de G y sea

Φ : (G×H) ×K −→ G× (H ×K)

el isomorfismo canónico. Dados los siguientes elementos x = (xL,λ)(L,λ)∈M′(G) ∈ F+(G),
y = (yI,γ)(I,γ)∈M′(H) ∈ F+(H) y z = (zJ,β)(J,β)∈M′(K) ∈ F+(K), se define

(bT,τ )(T,τ)∈M′(H×K) = y × z
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con

bT,τ = F (Resp(T )
T )(y(p1(T ),γ) × z(p2(T ),β))

si τ = γ × β para algún β ∈ p2(T )∗, γ ∈ p1(T )∗ y 0 de otra manera. Ahora, se define

a := (aQ,t)(Q,t)∈M(G×(H×K)) = x× b

con

aQ,t = F (Resp(Q)
Q )(xp1(Q),λ × bp2(Q),τ ) ( con t = λ× τ)

= F (Resp(Q)
Q )(xp1(Q),λ) × F (Resp1,2(Q)×p2,2(Q)

p2(Q) )(yp1,2(Q),γ × zp1,2(Q),β)

esto es igual a

F (Resp(Q)
Q ◦Resp1(Q)×(p1,2(Q)×p2,2(Q))

p1(Q)×p2(Q) )(xp1(Q),λ × (yp1,2(Q),γ × zp1,2(Q),β))

= F (Resp1(Q)×(p1,2(Q))×p2,2(Q))
Q )(xp1(Q),λ × (yp1,2(Q),γ × zp1,2(Q),β))

donde se denota a p1,2(Q) := p1(p2(Q)) ⩽ H y p2,2(Q) := p2(p2(Q)) ⩽ K. También se define

c = (cQ,t)(Q,t)∈M((G×H)×K) := F+(Iso(Φ)A)((x× y) × z)

donde Q = Φ(Q) y t = t ◦ Φ para (Q, t) ∈ M(G× (H ×K)). Se tiene que, cQ,t es igual a

F (Iso(Φ)A ◦Resp1(Q)×(p1,2(Q)×p2,2(Q))
Q )((xp1(Q),λ × yp1,2(Q),γ) × zp1,2(Q),β),

por la asociatividad del producto bilineal de F , esto es igual a la (Q, t)-coordenada del
elemento x× (y × z).
Elemento identidad: Sean λG : 1×G −→ G y ρG : G×1 −→ G los isomorfismos canónicos.
Para y = (yI,β)(I,β)∈M′(G) ∈ F+(G), se denota

(bK,α)(K,α)∈M′(G) = F+(Iso(λG)A)(ξF+ × y)

donde

bK,α =
∑

u∈[A\IsoλA
G/1×G]

K⩽p1((G×(1×G))u)
α=1·β

F

([
K ×Ku

(K × (1 ×G))u, ϕu

])
((ξF × y)(Ku,β)).

Por el producto bilineal × de F+, tenemos (ξF × y)(Ku,β) ̸= 0 si Ku = 1 × I para algún
I ∈

∑
G G, se sigue que K = I, entonces

bK,α = F

([
K × (1 ×K)

(λG,1)∆(1 ×K), 1

])
(ξF × yK,α)

= yK,α.

De forma similar, se puede demostrar que F+(IsoρAG)(y × ξF+) = y.
Funtorialidad: Sea U un (G′, G) -biconjunto A-fibrado y sea V un (H ′, H)-biconjunto A-
fibrado tales que todas sus parejas estabilizadoras son elementos de S+(G,G′) y S+(H,H ′)
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respectivamente. Para x = (xK,α)(K,α)∈M′(G) ∈ F+(G) y y = (yI,β)(I,β)∈M′(H) ∈ F+(H), se
denota

b = (bL,δ)(L,δ)∈M′(G′×H′) := F+(U ⊗A V )(x× y),

donde la componente bL,δ es igual a

∑
u⊗v∈[A\U⊗V/G×H]

L⩽p1((G′×H′)×(G×H))u⊗v

ϕu⊗v∗s=δ

F

[(
L× Lu⊗v

(L× (G×H))u⊗v, ϕu⊗v

)]
((x× y)(Lu⊗v ,s)).

Por la definición del producto bilineal de F+, se tiene que ((x × y)(Lu⊗v ,s)) ̸= 0 si y sólo si
(p1(Lu⊗v), λ) ∈ M′(G) y (p2(Lu⊗v), β) ∈ M′(H) tales que s = λ×β. Entonces b(L,δ) es igual
a ∑

F

[(
L× Lu⊗v

(L× (G×H))u⊗v, ϕu⊗v

)
◦Resp(Lu⊗v)

Lu⊗v

]
(xp1(Lu⊗v),λ × yp2(Lu⊗v),β),

donde la suma corre sobre u ⊗ v ∈ [A\U ⊗ V/G × H], L ⩽ p1 (((G′ ×H ′) × (G×H))u⊗v)
y ϕu⊗v ∗ (λ × β) = δ. Más aún, por la acción de U ⊗A V , se tiene p1(Lu⊗v) = p1(L)u y
p2(Lu⊗v) = p2(L)v.
Por otro lado, se define

a := (aN,t)(N,t)∈M′(G′) = F+(U)(x)
y

z := (zW,s)(W,s)∈M′(H′) := F+(U)(x),
entonces (L, δ)-coordinada de F+(U)(x) × F+(V )(y) es igual a

F (Resp1(L)×p2(L)
L )(ap1(L),t × zp2(L),s)

con δ = t× s, donde

a(p1(L),t) =
∑

u∈[A\U/G]
p1(L)⩽p1((G′×G)u)

ϕu∗κ=λ

F

([
p1(L) × p1(L)u

(p1(L) ×G)u, ϕu

])
(xp1(L)u,λ)

y

zp2(L),s =
∑

v∈[A\V/H]
p2(L)⩽p1((H′×H)v)

ϕv∗β=γ

F

([
p2(L) × p2(L)v

(p2(L) ×H)v, ϕv

])
(yp2(L)v ,γ).

Ahora, notemos que [
p1(L) × p1(L)u

(p1(L) ×G)u, ϕu

]
⊗
[
p2(L) × p2(L)v

(p2(L) ×H)v, ϕv

]
es igual a [

L× Lu⊗v

(L× (G×H))u⊗v, ϕu⊗v

]
◦Resp(Lu⊗v)

Lu⊗v

Por la demostración del Teorema 4.4.8 y la funtorialidad del producto bilineal × de F , se
tiene que la (L, δ)-coordenada de F+(U)(x) × F+(V )(y) es igual a la (L, λ)-coordenada de
F+(U ⊗A V )(x× y). ■
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4.6.6 Teorema. Sea (G,S) una pareja que satisface los Axiomas (i)–(iii) en 4.2 y definamos
D := CA(G,S). Además, sea F ∈ FA,µ

D,R.

(a) Supongamos que la pareja (G,S) también satisface los axiomas (iv) y (vi) en 4.2, y
definiremos a D+ = CA(G,S+). Entonces F+ ∈ FA,µ

D+,R
y se obtiene un funtor

−+ : FA,µ
D,R −→ FA,µ

D+,R
.

(b) Supongamos que la pareja (G,S) también satisface los axiomas (vii) y (viii) en 4.2,
así como la condición k2 y denotaremos D+ = CA(G,S+). Entonces F+ ∈ FA,µ

D+,R y se
obtiene un funtor

−+ : FA,µ
D,R −→ FA,µ

D+,R.

(c) Si la pareja (G,S) también satisface los Axiomas (iv), (vi), (vii) y (viii) en 4.2, así
como la condición k2. Entonces el morfismo de marcas

mF : F+ −→ F+

es un morfismo en la categoría FA,µE,R , donde E = D+ = D+.

Demostración. Tenemos que el inciso (a) y (b) son consecuencia del Lema 4.6.3 y del Lema
4.6.5. Ahora, demostraremos el inciso (c). Sea G,H ∈ G, se necesita demostrar que el siguiente
diagrama conmuta

F+(G) × F+(H)
mF,G×mF,H

//

×
��

F+(G) × F+(H)

×
��

F+(G×H) mF,G×H

// F+(G×H).

Sea [X, s]G ∈ F+(G) y sea [Y, t]H ∈ F+(H). Primero, la (T, α)-coordenada de la evaluación
mF,G×H([X ⊗A Y, s× t]G×H) es igual a∑

x⊗y∈[X⊗Y ]
(Tα)⩽(Gx×Hy ,ϕx×ϕy)

F (ResGx×Hy

T )(s(x) × t(y))

Por otro lado, la (T, α)-coordenada de mF,G([X, s]G) ×mF,H([Y, t]H) es igual a

F (Resp1(T )×p2(T )
T )(mF,G([X, s]G)(p1(T ),λ) ×mF,H([Y, t]H)(p2(T ),β))

donde α = λ × β, mF,G([X, s]G)(p1(T ),λ) es la (p1(T ), λ)-coordenada de mF,G([X, s]G) y la
mF,H([Y, t]H)(p2(T ),β) es la (p2(T ), β)-coordenada de mF,H([Y, t]H), por la definición del mor-
fismo de marcas, esta es iguala a∑

x∈[X]
y∈[Y ]

(p1(T ),λ)⩽(Gx,ϕx)
(p2(T ),β)⩽(Hy ,ϕy)

F (ResGx×Hy

T )(s(x) × t(y)),

se tiene que el conjunto {x ⊗ y ∈ X ⊗A Y | x ∈ [X] and y ∈ [Y ]} es un conjunto de
representantes de las clases dobles A\X ⊗A Y/G × H, entonces la (T, α)-coordenada de
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mF,G([X, s]G) × mF,H([Y, t]H) es igual a la (T, α)-coordenada de mF,G×H([X ⊗A Y, s × t]).
Además, notemos que

mF,1(EF+) = mF,1([1, sEF
])

=
∑
x∈1

(1,1)⩽(1x,ϕx)

F (Res1x
1 )(sEF

(x)

= F (Res1
1)(sEF

(1))
= EF ,

por lo tanto, mF manda el elemento identidad de F+ al elemento identidad de F+. Entonces
el morfismo de marcas mF es un morfismo en la categoría FA,µE,R . ■

4.6.1 Estructura multiplicativa de F+(G)
4.6.7 Teorema. Sea la pareja (G,S) tal que satisfacen del axioma (i) al (iii), definamos
D := CA(G,S), D+ := CA(G,S+) y sea F ∈ FA

D,R tal que F (G) tiene estructura multiplicativa
para todo G ∈ G. Si (G,S) también satisface los axiomas (vii) y (viii), y la condición k2.
Entonces F+(G) tiene estructura multiplicativa para todo G ∈ G.

Demostración. Para todo G ∈ G le daremos estructura multiplicativa a F+(G), la cual será
entrada por entrada.

■

4.7 Ejemplo de las construcciones +
En esta sección daremos la definición de dos funtores de biconjuntos fibrados y cuál es la
relación entre ellos referente a la construcción −+ anteriormente definida. El primero de
estos funtores es el funtor de caracteres al cual se le dio estructura de funtor de biconjuntos
fibrados en la sección 11B. de [3] y el segundo es el funtor global de representaciones fibradas,
el cual está inspirado en el funtor global de representaciones.

4.7.1 El funtor KRC

Sea A = C×. Para un grupo finito G, denotaremos por RC(G) el anillo de caracteres de los
C[G]-módulos. Se puede definir el mapeo linealización

linG : BC×(G) −→ RC(G)
[H,ϕ]G 7−→ IndGH(ϕ).

Por el teorema de inducción de Brauer, este morfismo es sobreyectivo. Del Teorema 1,1 de
[7] y el Corolario 2.5 de [3]

linG×H([X]) ⊗CH linH×K([Y ]) = linG×K([X ⊗CH Y ])

en RC(G × K). En consecuencia, la relación G −→ RC(G), define un funtor de biconjuntos
C×-fibrados, denotado por RC, el cual manda a un elemento básico

[
G×H
U,ϕ

]
de BC×(G,H) al
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mapeo

RC

([
G×H

U, ϕ

])
: RC(H) −→ RC(G)

[M ] 7−→ [IndG×H
U (Cϕ) ⊗CH M ],

donde Cϕ es el conjunto C donde U actúa por la derecha a través de ϕ.

4.7.2 El funtor global de representaciones fibradas
Ahora daremos la definición del funtor global de representaciones fibrado, es importante
recalcar que el anillo global de representaciones está definido en [16] y se le dio estructura de
funtor de biconjuntos en [13]. El funtor que definiremos no corresponde como tal con el funtor
global de representaciones visto como el funtor de biconjuntos fibrados, pero está altamente
inspirado en él, si se hace una analogía, sería como el funtor de Burnside y el funtor de
Burnside fibrado.

4.7.1 Definición. Dados G un grupo y X un G-conjunto, se dice que un CG-módulo V es
X-graduado si

V =
⊕
x∈X

Vx,

donde cada Vx es un C-subespacio vectorial tal que gVx = Vgx, para todo g ∈ G y x ∈ X.

4.7.2 Definición. Se define como ℵ la categoría cuyos objetos son de la forma (X,V ), donde
X es un G-conjunto A-fibrado y V es un CG-módulo X/A-graduado, aquí, X/A es el conjunto
de las A-órbitas de X. Si X y Y son G-conjuntos A-fibrados isomorfos, y V es un CG-módulo
X/A-graduado y W es un CG-módulo Y/A-graduado que son isomorfos, entonces (X,V ) y
(Y,W ) representan el mismo objeto en ℵ. Si (X,V ) y (Y,W ) son objetos de ℵ un morfismo
de (X,V ) a (Y,W ) es un par de la forma (f, α) donde f : X −→ Y es un morfismo de
G-conjuntos A-fibrados y α : V 7−→ W es un morfismo de CG-módulos, además, f y α son
compatibles, lo que quiere decir que α(Vx) ⊆ Wf(x) para todo x ∈ X/A. La composición en
esta categoría está definida como la composición entrada por entrada y la flecha identidad
de un elemento (X,V ) es (1X , 1V ) donde 1X es la función identidad de del G-conjuntos
A-fibrados X y 1V es la función identidad el CG-módulo V .

La categoría ℵ tiene un coproducto definido de la siguiente manera

(X,V ) ⊕ (Y,W ) = (X ⊔ Y, V ⊕W ),

donde ⊔ es la unión disjunta de conjuntos y ⊕ es la suma directa de módulos. Definimos a T (G)
como el grupo de Grothendieck de la categoría ℵ. Se define el anillo global de representaciones
A-fibradas del grupo G como

⅁A(G) = T (G)
⟨[X,V ⊕W ] − [X,V ] − [X,W ]⟩

donde X es un G-conjunto A-fibrado y V , W son CG-módulos X/A graduados. Al grupo
⅁(G) se le puede dar estructura multiplicativa de la siguiente forma

[X,V ] · [Y,W ] := [X ⊗A Y, V ⊗C W ].
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4.7.3 Definición. Sean (G,S) como anteriormente los definimos tales que cumple del axioma
(i) al (iii). Definimos el funtor de representaciones globales A-fibradas, el cual lo denotaremos
por ⅁A, de la siguiente manera: Dado un grupo G ∈ G lo mandamos al anillo global de
representaciones A-fibradas ⅁A(G) y dados G, H elementos de G, U un (G,H)-biconjunto
A-fibrado elemento de HomD(H,G), definimos el mapeo

⅁A(U) : ⅁A(H) −→ ⅁A(G)
[X,V ] 7−→ [U ⊗AH X,CU ⊗CAH V ],

donde A actúa de manera trivial en V .

El funtor anterior está bien definido, ya que el producto tensorial de biconjuntos A-
fibrados respeta las clases de isomorfismo de los biconjuntos A -fibrados y la suma directa
también respeta las clases de isomorfismo de los módulos. Si V = ⊕x∈X/AVx se tiene que

CU ⊗CAH V ∼=
⊕

u⊗x∈U⊗AHX

u⊗ Vx.

donde u⊗ Vx := {u⊗ vx | vx ∈ Vx}, el cual es un subespacio vectorial sobre C.
Ahora calcularemos la construcción −+ de RC. Primero tenemos que encontrar la secciones
de RC sobre C× que sean (C×, G)-invariantes.
Sea X un G-conjunto A-fibrado tal que Gx es un elemento de G para todo x ∈ X, Entonces
una sección de RC sobre X es una función

s : X −→
⊕

x∈[X/A]
RC(Gx)

tal que s(x) ∈ RC(Gx) para todo x ∈ X.
Los elementos básicos de RC×

C,+(G) son de la forma [X, s]G, donde X es un G-conjunto C×-
fibrado transitivo, tales que Gx es un elemento de G y s es una sección RC×

C sobre X tal
que es C× × G-invariante, es decir, gs(ax) = s(x) para todo (a, g) ∈ C× × G. Definamos el
CG-módulo

Vs = IndGGx
s(x) =

⊕
g∈[G/Gx]

g ⊗ s(x).

A la pareja [X, s]G le podemos asociar a la pareja [X,Vs] en ⅁A(G).

4.7.4 Proposición. La construcción −+ del funtor de biconjuntos fibrado RC×
C , el cual deno-

tada como RC×
C,+, es el funtor del anillo de representaciones global C×-fibrado ⅁C×.

Demostración. Dado un (G,H)-biconjunto C×-fibrado U tal que todas sus parejas estabili-
zadoras son elementos de S(G,H), se define el morfismo

RC,+ ([U ]) : RC,+(H) −→ RC,+(G)
[X, s]H −→ [U ⊗C×H X,U(s)]G

donde

U(s)(u⊗ x) = RC

(
Gu⊗x ×Hx

(G×Hx)u, ϕu

)
(s(x))

= [IndGu⊗x×Hx

(G×Hx)u
(Cϕu) ⊗C×Hx

s(x)],
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con

Ind
Gu⊗x×Hx

(G×Hx)u
(Cϕu) = C

[
Gu⊗x ×Hx

(G×Hx)u, ϕu

]
,

entonces

VU(s) =
⊕

u⊗x∈[U⊗C×HX/C×]
C
[
Gu⊗x ×Hx

(G×Hx)u, ϕu

]
⊗Hx s(x)

=
⊕

u⊗x∈[U⊗C×HX/C×]
u⊗Hx s(x)

=
⊕

u⊗x∈[(U/C×)⊗H(X/C×)]
u⊗Hx s(x).

Por otro lado, se tiene

CU ⊗C×H Vs = CU ⊗C×H

⊕
x∈[X/A]

s(x),

por la Definición 3.1 de [13], se tiene

CU ⊗C×H Vs =
⊕

u⊗x∈[U⊗C×H(X/C×)]
u⊗ s(x)

=
⊕

u⊗x∈[(U/C×)⊗H(X/C×)]
u⊗ s(x)

Ahora definamos el mapeo

RC×
C,+(G) −→ ⅁C×(G)
[X, s]G 7−→ [X,Vs]G.

Por las observaciones anteriores, este mapeo se puede extender a una transformación natural
y por la definición de los funtores RC×

C,+ y ⅁C× este mapeo es inyectiva y sobreyectiva en cada
una de las evaluaciones. Por lo tanto, el funtor RC×

C,+ es isomorfo a ⅁C× .
■

4.8 Adjunciones
En esta sección demostraremos que el funtor −+ tiene un adjunto. Primero lugar, fijaremos
un anillo conmutativo con unidad R y una pareja (G,S) como se definió previamente, que
además satisface del axioma (i) al (iv) en 4.2. Definiremos a D = CA(G,S).

4.8.1 Definición. Para G, H en G, definimos:

S−(G,H) = {(D,ϕ) ∈ S(G,H) | p1(D) = G}.
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4.8.2 Notación. Sea G un grupo finito y sea H un subgrupo de G. Si ϕ : H −→ A es un
homomorfismo de grupos, definimos

ResGH,ϕ :=
[
H ×G

∆(H), ϕ

]
y IndGH,ϕ :=

[
G×H

∆(H), ϕ

]
.

Si α : G −→ A es un morfismo de grupos, definimos a

twα :=
[
G×G

∆(G), α

]
, (4.8.3)

donde α : ∆(G) −→ A definida por, α((g, g)) = α(g).

4.8.4 Lema. Con las hipótesis anteriores sobre (G,S) tenemos que la pareja (G,S−) satisface
del axioma (i) al (iv) de 4.2. Además, (D−)+ = D+.

Demostración. Utilizando la definición de S−, y los primeros 3 axiomas de (G,S) y la fórmula
de Mackey. Se puede demostrar que (G,S−) satisface los primeros 3 axiomas de 4.2.
Axioma (iv): Dados G y H elementos de G, para todo (D,ϕ) ∈ S−(G,H), esto significa que
(D,ϕ) ∈ S(G,H) y p1(D) = G. Además, por el axioma (iv) de (G,S), se cumple que para todo
K ∈

∑
G(H), D ∗K ∈ G y (D ∗ ∆(K), ϕ ∗ 1) ∈ S(D ∗K,K), donde p1(D ∗ ∆(K)) = D ∗K.

En consecuencia, (D ∗ ∆(K), ϕ ∗ 1) ∈ S−(D ∗ K,K). Podemos crear una nueva categoría
D− := CA(G,S−).
Por la definición de S−, se tiene que (D−)+ ⊆ D+. Por otro lado, sea (D,ϕ) ∈ S+(G,H),
entonces p1(D) ∈ G y (D,ϕ) ∈ S(p1(D), H), es decir, (D,ϕ) ∈ S−(p1(D), H), por lo tanto,
(D,ϕ) ∈ (S−)+(G,H). Entonces (D−)+ = D+. ■

Podemos hacer notar que D− := CA(S−,G) ⊆ D ⊆ D+. Dado un funtor F ∈ FA
D−,R

y un
grupo G ∈ G, definamos el mapeo

ηF,G : F (G) −→ Res
D+
D−

(F+(G))
a 7−→ [G, 1, a]G,

denotaremos a ηF := (ηF,G)G∈G .

4.8.5 Lema. Supongamos que (G,S) satisface las hipótesis anteriores y el axioma (vi) de 4.2.
Se tiene que el funtor −+ : FA

D−,R
−→ FA

D+,R
es el adjunto izquierdo del funtor restricción

Res
D+
D−

: FA
D+,R

−→ FA
D−,R

.

Demostración. Sean F ∈ FA
D−,R

y M ∈ FA
D+,R

. Demostraremos que la aplicación

HomD+(F+,M) −→ HomD−(F,ResD+
D−

(M))
φ 7−→ φ ◦ ηF

es un isomorfismo. Primero demostraremos que la aplicación está bien definida, es decir, que
φ ◦ ηF es una transformación natural de F a Res

D+
D−
M . Sean G, H grupos finitos en G y

(D,ϕ) ∈ S−(G,H), tenemos que demostrar que el siguiente diagrama conmuta.

F (H)
φH◦ηF,H//

F (X)
��

M(H)

Res
D+
D−

M(X)
��

F (G)φG◦ηF,G

//M(G).
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Para a ∈ F (H) y X = G×H

D,ϕ
un morfismo en D−, se tiene D ∗ H = G , además por la

definición de ηF se necesita que ϕ∗1 esté bien definida, tenemos ϕ∗1(g) = ϕ(g, h)1(h) = ϕ(g, h)
para todo h ∈ H tal que (g, h) ∈ D, entonces ϕ sólo depende de la primera coordenada de
los elementos de D. Por el camino superior del diagrama anterior, se tiene

M(X)φH(ηF,H(a)) = M(X)φH([H, 1, a]H)

= M(twϕ1)M
([
G×H

D, 1

])
(φH([H, 1, a]H))

= M(twϕ1)
[
φG(F+

([
G×H

D, 1

])
([H, 1, a]H))

]
= M(twϕ1)([G, 1, F

([
G×H

D, 1

])
(a)]G).

Por el otro lado

φG ◦ ηF,G(F (X)(a)) = [G,ϕ, F (X)(a)]G

= φG

(
F+(twϕ1)([G, 1, F

([
G×H

D, 1

])
(a)]G

)
= M(twϕ1)(φG([G, 1, F

([
G×H

D, 1

])
(a)]G).

Por lo tanto, φ ◦ ηF es una transformación natural.
Ahora demostraremos que la aplicación es inyectiva. Sean φ, φ′ ∈ HomD+(F+,M) tales que
φ ◦ ηF = φ′ ◦ ηF . Dado un grupo finito G ∈ G, y un elemento básico de [H,ψ, a]G de F+(G),
se tiene que

φG([H,ψ, a]G) = φ(IndGH,ψ[H, 1, a]H)
= φG(IndGH,ψ ◦ ηF,H(a))
= M(IndGH,ψ) (φH(ηF,H(a)))
= M(IndGH,ψ)

(
φ′
H(ηF,H(a))

)
= φ′

G([H,ψ, a]G).

Por lo tanto, φ = φ′, es decir, el morfismo anterior es inyectivo.
Ahora demostraremos que el morfismo es sobreyectivo. Dado un ψ ∈ HomD−(F,ResD+

D−
(M)).

Para todo G ∈ G consideremos la función

φG : F+(G) −→ M(G)
[X, s]G 7−→

∑
x∈[G\X/A]

M(IndGGx,ϕx
) (ψGx (s(x))) .

Lo primero que haremos notar es que esta definición no depende del conjunto de represen-
tantes [G\X/A], ya que si tomas otro representante de la (G,A)-órbita de x, su estabilizador
es un G-conjugado de Gx, y por el hecho de que s es una sección (G,A)-invariante, se tendría
los mismos sumandos. Además, podemos hacer notar que para los elementos [X, s]G. [Y, t]G,
[W, r + s]G de ΓF (G), se tiene

φG([X⊔, Y, s+ t]G) =
∑

z∈[G\X⊔Y/A]
M(IndGGz ,ϕz

) (ψGz ((s+ t) (z)))
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es igual a ∑
z∈[G\X/A]

M(IndGGx,ϕz
)(ψGz (s(z))) +

∑
z∈[G\Y/A]

M(IndGGz ,ϕz
)(ψGz (t(z))).

Por lo tanto, φG([X⊔, Y, s+ t] = φG([X, s]G)+φG([Y, t]G), ya que M(IndGH,ϕ) es una función
R-lineal, se tiene que

φG([W, r + s]G) =
∑

w∈[G\W/A]
M(IndGGw,ϕw

) (ψGw((r + s)(w)))

=
∑

w∈[G\W/A]
M(IndGGw,ϕw

)(ψGw(s(w))) +M(IndGGw,ϕw
)(ψGw(s(w)))

= φG([W, r]G) + φG([W, s]G),

en consecuencia la función φG está bien definido en F+(G).
Ahora notemos que para todo G ∈ G y para todo a ∈ F (G).

φG(ηF,G(a)) = φG([G, 1, a]G)
= φG(IndGG,1)(ψ(a))
= ψ(a).

Por último demostraremos que el morfismo φ := (φG)G∈G es un elemento de HomD+(F+,M).

Dados G, H grupos finitos y sea X :=
[
G×H

D,ϕ

]
un elemento de HomD−(H,G), tenemos que

demostrar que el siguiente diagrama conmuta

F+(H) φH //

F+(X)
��

M(H)

M(X)
��

F+(G) φG

//M(G)

Dado un elemento [K, f, a]H ∈ F+(H), por un lado, tenemos que

φH(F+(X)([K, f, a]H)) =
∑

h∈[p2(D)\H/K]
φG([D ∗ hK,ϕ ∗ hf, bh]G),

donde (ver la ecuación 4.3.11)

bh = F

([
D ∗ hK × hK

D ∗ ∆(hK), ϕ

])
(ha).

Por lo tanto,

φH(F+(X)([K, f, a]H)) =
∑

h∈[p2(D)\H/K]
M(IndGD∗hK,ϕ∗hf )(ψD∗hK(bh)),

usando el hecho de que ψ es una transformación natural, tenemos que

φH(F+(X)([K, f, a]H)) =
∑

h∈[p2(D)\H/K]
M

(
IndGD∗hK,ϕ∗hf ⊗

[
D ∗ hK × hK

D ∗ ∆(hK), ϕ

])
(ψhK(ha))

=
∑

h∈[p2(D)\H/K]
M(

([
G× hK

D ∗ ∆(hK), ϕ ∗ hf

])
(ψhK(ha)).
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Por otro lado,

M(X)(φH([K, f, a]H)) = M(X)
(
M(IndGK,f )(ψK(a))

)
=

∑
h∈[p2(D)\H/K]

M

([
G× hK

D ∗ ∆(hK), ϕ ∗ hf

])
(hψK(a)),

ya que ψ es una transformación natural se tiene qué hψK(a) = ψK(ha). Por lo tanto, φ es
una transformación natural, de donde se concluye que

HomD+(F+,M) ∼= HomD−(F,ResD+
D−

(M).

■

Preguntas abiertas
Una duda que surge de manera natural es: ¿El funtor −+ tiene un funtor adjunto?
En el caso de biconjuntos, fue demostrado por Boltje, Raggi y Valero en [4], que el funtor −+

sí tiene un funtor adjunto.
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