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Resumen:

En este trabajo estd divido en 2 problemas. El primero de ellos es generalizar el método
utilizado por Bouc en [7], donde estudi6 el funtor de Burnside con coeficientes en Q,
denotado por QB, el cual es un funtor de Green de biconjuntos tal que en cada una de
sus evaluaciones es una QQ-dlgebra conmutativa de dimensién finita semisimple que se
escinde, al cual se le dio una caracterizaciéon de sus ideales. El segundo de los problemas
es dar una generalizacién de las estructuras dadas en [4] por Boltje, Raggi y Valero para
funtores de biconjuntos fibrados en lugar de funtores de biconjuntos, las estructuras
que se daran deben de coincidir con las estructuras dadas en [4] cuando la fibra es el
grupo trivial {-}

Abstract:

Before delving into the work accomplished, it is important to note that it focuses
on two fundamental problems. The first involves the generalization of the method
employed by Bouc [7], where the Burnside functor with coefficients in @Q, denoted as
QB, was explored. This Green functor of biconsets exhibits the property of being a
commutative Q-algebra of semisimple finite dimension that splits in each evaluation.
A detailed characterization of its ideals has been provided.

The second addressed problem entails the generalization of the structures presented
by Boltje, Raggi, and Valero in [4]. These structures, originally designed for functors of
biconsets, are now extended to functors of fibrated biconsets. The essential condition
is that the resulting structures match those provided in [4] when the fiber is the trivial

group {-}.
Palabras claves:

Funtores de biconjuntos, Funtores de Green, Ideales, Biconjuntos fibrados, cons-
trucciones mas.
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Capitulo 1

Introduccion

En la década de los 90, Serge Bouc introduce y desarrolla la teoria de la categoria de
biconjuntos y los funtores de biconjuntos (ver [7]). Algunas de estas definiciones y de
los resultados expuestos en [7] serdn necesarios para el desarrollo del trabajo realizado
durante la tesis, varios de estos resultados se dardan de manera mas detallada. Una de
estas definiciones es la categoria de biconjuntos, en la cual los morfismos entre objetos
son las restricciones, inducciones, inflaciones, deflaciones, o una combinacién lineal de
composicion de estas. Ademads, se analizardn los funtores que van de la categoria de
biconjuntos a la categoria de R-moédulos, la cual se denotara por R-Mod, donde R es
un anillo conmutativo con unidad, los cuales son llamados funtores de biconjuntos. A
varios de los ejemplos tipicos de estos funtores se les puede dar una estructura de anillo
en cada una de sus evaluaciones, algunos de los ejemplos mas conocidos de funtores de
biconjuntos son: El funtor de Burnside, el funtor de anillo de caracteres, el funtor del
anillo de Green y el funtor de anillos con fuente trivial.

Un funtor F' es de Green para un grupo de finito G si es un funtor de Mackey, con
estructura multiplicativa en cada una de las evaluaciones F'(H), con H un subgrupo de
G, compatible con la estructura de funtor de Mackey. En el contexto de los funtores de
Mackey, los funtores de Green han sido ampliamente estudiados y se han encontrado
muchos ejemplos y aplicaciones de ellos (ver por ejemplo Thévenaz [21] y Bouc [5]). En
el contexto de categorias de funtores de biconjuntos, Bouc ha demostrado que si la clase
de objetos en la categoria de biconjuntos es cerrada bajo productos directos, entonces la
categoria de funtores de biconjuntos sobre ella tiene una estructura monoidal simétrica
dada por el producto tensorial y el elemento de identidad es el funtor de Burnside. En-
tonces un funtor de Green de biconjuntos F', es un monoide en esta categoria. Es decir,
F es un funtor de biconjuntos compatible con la estructura monoidal de la categoria
de biconjuntos y la categoria de R-mddulos, la cual serda denotada por R-Mod. Esto
significa que F' estd equipado con productos bilineales de F(G) x F(H) a F(G x H),
para todos los grupos finitos, G y H, este producto es asociativo y funtorial, ademas
tiene una elemento unidad. La caracteristica de esta definicién es lo que nos permite
observar que muchos funtores de Green conocidos también son funtores de Green de
biconjuntos.

Antes de hablar del trabajo realizado en esta tesis, debemos aclarar que este esta di-
vido en 2 problemas. El primero de ellos es generalizar el método utilizado por Bouc



en [7], donde estudi6 el funtor de Burnside con coeficientes en Q, denotado por QB, el
cual es un funtor de Green de biconjuntos tal que en cada una de sus evaluaciones es
una Q-algebra conmutativa de dimension finita semisimple que se escinde, al cual se le
dio una caracterizacion de sus ideales. El segundo de los problemas es dar una gene-
ralizacion de las estructuras dadas en [4] por Boltje, Raggi y Valero para funtores de
biconjuntos fibrados en lugar de funtores de biconjuntos, las estructuras que se daran
deben de coincidir con las estructuras dadas en [4] cuando la fibra es el grupo trivial
[

En el Capitulo 3 se presentan generalizaciones de las técnicas utilizadas por Bouc en
[7], para encontrar una caracterizacion de los ideales de cualquier funtor de Green de
biconjuntos con caracteristicas similares a QB. Esto significa que los funtores que con-
sideramos son algebras conmutativas de dimension finita semisimples que se escinden
para cada una de las evaluaciones. Si F' es un funtor de Green de biconjuntos con
las hipdtesis anteriores, en la Seccion 3.1, estudiaremos el efecto de los biconjuntos en
cualquier idempotente primitivo de las evaluaciones y presentaremos la definicion de
MC-grupo, se trata de una generalizacién de un B-grupo que se defini6é para el funtor
de Burnside en [7]. Un ideal de F' es un F-submddulo del F-médulo F. En la Seccién
3.2, se analiza la relacién entre los ideales generados por los idempotentes primitivos
de cualquier evaluacién y cualquier ideal de F', podemos establecer un isomorfismo de
reticulas entre la reticula de ideales de F' y la reticula de subconjuntos cerrados hacia
arriba de los M C-grupos de F. En la seccién final del capitulo, comparamos nuestra
caracterizacion de los ideales con algunos ejemplos clasicos de funtores de Green de
biconjuntos.

A partir del Capitulo 4, A serd un grupo abeliano no necesariamente finito. El objetivo
principal de este capitulo es dar dos construcciones para un funtor de biconjuntos A-
fibrados, una es la construccion mas abajo y otra es la construccién méas arriba, estas
construcciones coinciden con las construcciones mas abajo y méas arriba para funtores
de biconjuntos (ver [3]). Para generar estas construcciones, es necesario tener una fami-
lia G de grupos finitos y una funcién S tal que, para todo G, H € G, los relacionamos
con un conjunto S(G, H) de

MAG,H) = M(G,H) :={(L,¢) | LG x H, p € Hom(L,A)},

que satisfacen ciertos axiomas que estan escritos al inicio de la Seccion 4.2, los cuales
son necesarios para generar la subcategoria D de la categoria de biconjuntos A-fibrados
C#4. En la Seccién 4.1 recordamos y extendemos las definiciones bésicas y los resultados
para los biconjuntos fibrados y los funtores de biconjunto fibrados. En la Secciéon 4.2
se definen las construcciones méas arriba o mas abajo, para esto a la pareja (G,S), se le
asocia (G,S8,)y (G,S™), con las cuales podemos construir las subcategorias Dy y DT de
CA. En las secciones 4.3 y 4.4 se describen las construcciones F, y F* para un funtor de
biconjuntos A-fibrados F' sobre D, los cuales son funtores de biconjuntos fibrados sobre
D, y Dt respectivamente. En la Seccion 4.5 se define el morfismo de marca, F, — F'*
el cual es una transformacion natural. También se dan condiciones necesarias sobre
el anillo R para que el morfismo de marcas sea inyectivo, o incluso biyectivo. En
la Seccién 4.6 se agrega la condicion de que F' tiene una estructura multiplicativa,
mas precisamente, que F' es un funtor de Green fibrado sobre D, entonces se puede



demostrar que F, y F'* heredan la estructura de funtor de Green fibrado sobre D, y
D" respectivamente y ademéds el morfismo de marca es multiplicativo. En la Seccién
4.7 se define el anillo de caracteres como funtor de biconjunto fibrado y se calcula su
construccién —, la cual es el funtor global de representaciones fibradas. Por tltimo,
en la Seccién 4.8 se demuestra que el funtor relacionado con la construccién méas abajo,
el cual es denotado por —, es el adjunto izquierdo para un funtor restriccion.



Capitulo 2

Preliminares

En esta seccion daremos definiciones y estableceremos notacién, asi como enunciaremos
resultados necesarios para desarrollar el trabajo que se realizara en esta tesis. Durante
este capitulo fijaremos un anillo conmutativo con unidad denotado por R y todos los
grupos que haremos referencia seran de orden finito.

2.1 Funtores de Green de biconjuntos

Primero nos centraremos en establecer notaciéon y enunciar resultado relacionados con
la teoria de conjuntos donde actida un grupo.

Una accién (por la izquierda) de un grupo G en un conjunto X, es una aplicacién
¢: G x X — X que cumple las siguientes condiciones:

m ¢(g9q9’,z) = ¢(g,6(q',z)) para todo g, € Gy xz € X.

m ¢(lg,x) =z para todo z € X y donde 1 es el elemento identidad de G.

En este caso diremos que G actia (por la izquierda) en X a través de ¢ y que X es
un G-conjunto, de ahora en adelante se denotard g - = := ¢(g,x). Los morfismos de
G-conjuntos son las funciones G-invariantes, de manera simétrica podemos definir que
G actta por la derecha en X. Denotaremos por gset la categoria que consta de los
G-conjuntos izquierdos finitos y sus morfismos, esta categoria tiene como coproducto
a la unién disjunta de conjuntos. Se definird al grupo de Burnside de G, el cual es
denotado por B(G), como

([X] | X es un G-conjunto finito )z
(XuY]-[X]-[¥]) ’

B(G) :=

donde [X] es la clase de isomorfismo del G-conjunto X.

Dados G'y H grupos, diremos que X es un (G, H)-biconjunto si G actia por la izquierda
en X y H actia por la derecha en X y estas acciones son compatibles i.e. (g-x)-h =
g-(z-h) paratodo h € H, g € Gy x € X. A todo (G, H)-biconjunto se puede
dar estructura de G x H-conjunto y viceversa, con la identificacion de las acciones de
la siguiente: (g,h) - x = g - x - h™'. Por esta relacién podemos definir la categoria de
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los (G, H)-biconjuntos finitos como la categoria gsety = gxuset. Dados X un (G, H)-
biconjunto y Y un (H, K)-biconjunto, se tiene que el conjunto X x Y es un H-conjunto
via la acciéon h- (x,y) = (zh™!, hy), a la H-6rbita de (x,y) la denotaremos por (z,z y).
Al conjunto de las H-érbitas de X x Y lo denotaremos por X oy Y, al cual llamaremos
como producto tensorial de X con Y (sobre H), ademds el conjunto X oy Y es un
(G, K)-biconjunto via la accién g - (z,gy) - k = (92,5 yk).

2.1.1 Ejemplo. Dado « : G — H morfismo de grupos, H es un (G, H)-biconjunto con
la acciéon g-z - h := a(g)xh y un (H, G)-biconjunto con h-x-g := hza(g) siz,h € H'y
g € G. Los denotamos por ge Hy v g Hag respectivamente, aunque frecuentemente, si
es claro a través de que morfismo estd dada la accién, no escribiremos el morfismo .

Las llamadas operaciones de biconjuntos son casos particulares de los ejemplos
anteriores. Si G < H y i : G — H es el morfismo inclusién. Se define:

» La restriccién de H a G es, Resl .= i Hpy.
» La inducciéon de G a H es Indf := yHig.
Si NJGym:G— G/N es la proyeccién candnica, se define:
m La Deflacién de G a G/N es, Defg/N = ¢/NG/N.¢.
n la Inflacién de G/N a G es, Infg/N i=aG/Ngn-
Si¢: G — H es un isomorfismo de grupos, definimos:
n [s50(¢) = geHpy.

La categoria de biconjuntos sobre un anillo con unidad R, la cual denotaremos por
RC, tiene como objetos a todos los grupos finitos, y dados dos grupos finitos G 'y H, el
conjunto Hompe(G, H) es RB(H,G) := R®z B(H x G). La composiciéon de morfismos
en RC es la inducida por el producto tensorial de biconjuntos, la cual la denotaremos
por o.

Fijaremos una clase de grupos finitos G, la cual no sera vacia y sera cerrada bajo sub-
cocientes y productos cartesianos. Denotaremos por RB la subcategoria de RC que
tiene como objetos a los elementos de G, en particular RB es una subcategoria reple-
ta de RC (Definicién 4.1.7. de [7]). Un funtor de biconjuntos sobre RB o funtor de
RB-biconjuntos es un funtor R-lineal de RB a la categoria R-Moddulos, denotada por
R-Mod. Los funtores de biconjuntos sobre RB forma una categoria abeliana, donde los
morfismos son las transformaciones naturales de funtores, a esta categoria la denota-
remos por Fp g.

Un funtor de Green de B-biconjuntos es definido como un monoide de la categoria F g
(Definicién 8.5.1 en [7]). Esto es equivalente a la siguiente definicion:

2.1.2 Definiciéon. Un funtor de RB-biconjuntos A es un funtor de Green de biconjun-
tos sobre RB si estd equipado con un producto bilineal A(G) x A(H) — A(G x H)
denotado por (a,b) — a x b, para cualesquiera grupos G, H en B, y un elemento
€4 € A(1), que satisfacen las siguientes condiciones:
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m Asociatividad. Sean G, H y K grupos en B. Si consideramos el isomorfismo
canonico ¢ : GX (H x K) — (G x H) x K, entonces para cualesquiera a € A(G),
be A(H)y ce A(K)

(@ xb) xc=A(lsop)(a x (bx c)).

» Elemento identidad. Sea G un grupo de B y denotemos por Ag : 1 X G — G y
A¢ : G x 1 — G los isomorfismos canoénicos. Entonces para cualquier a € A(G)

a= A(Iso(\g))(Ea x a) = A(Iso(Xg))(a x £4).

m Funtoralidad. Si ¢ : G — G' y v : H — H' son morfismos en RB, entonces
para cualesquiera a € A(G) y b € A(H)

A(¢ x ¢)(a x b) = A(¢)(a) x A(4)(b).

Si Ay C son funtores de Green de RB-biconjuntos, un morfismo de funtores de
Green de RB-biconjuntos de A a C| es una transformacién natural f : A — C' tal que
fraxrx(a xb) = fg(a) X fk(b), para todo H y K elementos de B y para cualesquiera

a € A(H),be A(K),y fi(§a) = &c.

En el Lema 4.2.3 de [17] se demuestra que esta definicién es equivalente a la siguiente
definicién, como se vera en el lema 2.1.4.

2.1.3 Definicién. Un funtor de RB de biconjuntos A, es un funtor de Green de bi-
conjuntos sobre RB, si para cada grupo H en B, la evaluacion A(H) es una R-algebra
con unidad, que satisface las siguientes condiciones: Sean K y G grupos de B y sea
¢ : K — G un morfismo de grupos, entonces:

» Para el (K, G)-biconjunto G, denotado por gsGg, se tiene que el morfismo
A(gsGg) es un homomorfismo de anillos

» Parael (G, K)-biconjunto GG, denotado por G . El morfismo A(gGos ) satisface
las identidades de Frobenius, las cuales dicen que para todo b € A(G) y todo
a € AK),

A(cGox)(a) -

= A(cGsr)(a- A(xsGa)(b))
b A(cGok)(a) = A(

a
c¢Gor)(A(ksGa)(b) - a),

donde - denota el producto en A(G), respectivamente A(K).
2.1.4 Lema (Lema 3 en [10]). Las dos definiciones anteriores son equivalentes.

Demostracion. Si partimos de la Definicién 2.1.2, le podemos dar una estructura de
anillo a A(H) de la manera:

a-b=A (Isog(H) o Resg(XHb){) (a x b),
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donde a y b pertenecen a A(H) y la unidad es A(Inf{)(£4).
Por otro lado, si comenzamos con la Definicion 2.1.3 el producto,
A(G) x A(H) — A(G x H)
(a,b) — a x b,

el cual se define de la siguiente manera:
axb=A(Infg*")(a) - AInf*")(),

para a € A(G) y b € A(H), con el elemento identidad es la unidad de A(1). [ |

2.2 A-modulos

2.2.1 Definicién (Definicién 8.5.5 en [7]). Dado un funtor de Green de biconjuntos
A, se define un A-mdédulo izquierdo como un funtor de biconjuntos M que cuenta con
un producto bilineal

x:AG) x M(H) — M(G x H).

Para todo par de grupos G y H en B, que satisface condiciones andlogas a las dadas
en la Definicion 2,1,2. De manera similar, se define que es un A-mdédulo derecho.

Si M y N son A-médulos (izquierdos), un morfismo de A-médulos es un morfismo
de funtores de biconjuntos f : M — N tal que foxm(a X m) = a x fy(m) para
cualesquiera G, H en B, a € A(G) y m € M(H). Con estos morfismos, los A-médulos
forman una categoria abeliana, la cual se denotara por A-Mod.

2.2.2 Definicion. Sea A un funtor de Green de biconjuntos sobre RB. Un ideal iz-
quierdo de A es un A-submddulo del A-mdédulo A. En otras palabras, es un subfuntor
de biconjuntos I de A, tal que la imagen del producto

A(G) x I(H) — A(G x H)

estd contenida en I(G x H), para cualesquiera G y H en B. De manera similar podemos
definir un ideal derecho de A. Un ideal bilateral de A es un ideal izquierdo que también
es un ideal derecho de A, si I es un ideal bilateral de A, se denotara por I < A.

De la Proposicién 8.6.1 de [7], o de la Proposicién 2.11 de [18], se obtiene que un
A-médulo, es un funtor R-lineal de la categoria P4 a R-Mod, donde la categoria Py
estd definida de la siguiente manera.

2.2.3 Definiciéon. Sea A un funtor de Green de RB-biconjuntos sobre R. La categoria
P4 se define de la siguiente manera:

m Los objetos de P4 son los grupos finitos en B.

m Sean Gy H grupos finitos en B, entonces Homp, (H,G) := A(G x H).
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m Sean H, G y K grupos finitos en B. La composicién de § € Homp,(H,G) y
a € Homp,(G,K) en Py es:

A(G
Boa=ADefyle " o ResiX{(GR0(B x ).

m Para un grupo G en B, el morfismo identidad 15 de G en P4 es

Lo = A(IndS;S o Inf¥) ().

2.2.4 Observacion. Sea F un A-médulo. Si (/;),e; es un conjunto de A-submoddulos
de F, entonces la interseccién Nje ;1 es un A-submoédulo de F' cuya evaluacién en un
grupo GG de RB es igual a

(Njesl;) (G) = Njes L;(G).

En particular, sea G un objeto de B y I'¢ un subconjunto de F(G), el ideal Fr, de
F generado por I'g, es por definicién la intersecciéon de todos A-submédulos F' de F
tales qué I'¢ C F'(G). Si H es un objeto en B, se tiene que

FFG(H) = Z F(HO’ITLRB(G, H)) (7)

v€l'c

Demostracion. Para un objeto H de B, definimos el R-submédulo de F'(H), por
T(H)= Y F(Homp, (G, H)) (7).
QISINE

No es dificil de ver que T' es un subfuntor de F' en Fun(Pa, R-Mod), es decir, T es un
A-submodulo de F'.

Por definicién de FT, tenemos que Fr, es un A-submoddulo de T, ya que I'¢ C T'(G).
Por otro lado, si F’ es un A-submédulo de F tal que T'¢ C F'(G), entonces para
cualquier H objeto en B, &« € Homp, (G, H) y v € T'g, tenemos qué F(a)(y) € F'(H).
Por lo tanto, T" es un A-submédulo de F’ y en consecuencia, T' es un A-submdédulo de
Fr,.. [ |

G

2.2.5 Lema. Sia € A(H x K) y € A(K x G), entonces ao 3 es iqual a

A(DefHEE) (A ) @) - AUnfREE)(8)) -

Demostracion. Por el Lema 2.1.4, tenemos

ax B=AInfg ") (@) - Alnfi G 9)(B),

por la relacién 1.1.3 de [7], se tienen los siguientes isomorfismos de biconjuntos

ResgKiityi6 © Indiia @ = Infy ) o (H x Iso(e)

Resii A6 o Infisd ¢ = Infulioied ™ o (Isolp) x G)
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donde ¢ : K — A(K) es el isomorfismo natural. Por otro lado,

Inf R8¢ o (H x Iso(p) = (H x Iso(p) x G) o Infyi*¢

Infuiea ™ o (Iso(e) x G) = (H x Isolp) x G) o Infi7*.
Entonces a o 3 es igual a A(Defg:[?(mxe) aplicado a
A(H % Iso() x G) (A(InfIEE*%) (a) - A(Inflz5<%)(8)).
podemos notar que
(Defirin ™ %) o (H x Iso(g) x G) = Deffl4¢.
Por lo tanto,

a0 B = ADefEC) (AUnfZEC) (@) - AUnfE9)(B)) .

2.3 Ejemplos de funtores de Green de biconjuntos

En esta seccion, revisaremos algunos ejemplos clasicos de funtores de Green de bicon-
juntos, los cuales revisaremos en la seccion 3.3.

El Funtor de Burnside RB.

El funtor de Burnside sobre RB es definido como
RB = Hompgg(1,-).

En otras palabras, RB es el funtor de Yoneda correspondiente al grupo trivial, el
cual es un objeto de B, ya que la clase de los objetos de B es cerrada bajo cocientes.
Entonces, para G objeto de B, el R-mddulo RB(G) es igual a R®z B(G). Si H es otro
objeto de B, y U es un (H, G)-biconjunto finito en Homg(G, H), entonces el mapeo
RB(U) : RB(G) — RB(H) es inducido por la correspondencia que manda a un
G-conjunto finito X al H-conjunto U og X. El producto cruz de conjuntos define un
producto bilineal
RB(G) x RB(H) — RB(G x H)

que hace a RB un funtor de Green de biconjuntos.

2.3.1 Definicién. La categoria de los RB-médulos es equivalente a la categoria de
los funtores R-lineales de Prp a la categoria de R-Mod. Estos funtores son llamados
funtores de biconjuntos sobre R.
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Funtor Monomial

El segundo ejemplo de un funtor de Green de biconjuntos es el funtor monomial in-
troducido por Romero en [19]. Dress definié el anillo monomial de Burnside para un
grupo finito en [15]. Para definirlo, daremos la siguiente definicion.

2.3.2 Definicién. Sea C' un grupo abeliano y G un grupo finito. Un (G x C')-conjunto
C-libre con una cantidad finita de C-érbitas es llamado G-conjunto C-fibrado.

El anillo de Burnside monomial para G con coeficientes en C', denotado por RBY(G),
es el subgrupo abeliano de RB(G x C') generado por los G-conjuntos C-fibrados. El
funtor de Burnside C-monomial RB¢ : RC — R-Mod es el funtor que envia a un
grupo finito G al anillo RBY(G) y a un (G, H)-biconjunto finito U al morfismo:

RBC(U) : RB°(H) — RB®(G)
[X] — [U oy X]Cff,

donde [U oy X]c—s denota los elementos de [U oy X] donde C' actiia de manera libre.
Sean G y H grupos finitos. Si X es un G-conjunto C-fibrado y Y es un H-conjunto C-
fibrado, entonces el conjunto T'X Y es un C-conjunto con la accién c-(x,y) = (cz,c'y),
donde c € C' (z,y) € X xY. A la C-6rbita de (z,y) se denotard por z®y, y al conjunto
de todas las C-6rbitas de X x Y se denotara por X ® Y. Ademads, se observa que X @ Y
es un (G x H x C')-conjunto con la accién definida por

(GxHxC)x(X®Y)—X®Y
((g,h,c),z ®@y) — cgz @ hy.

Dado que X y Y son C-conjuntos libres con una cantidad finita de C-orbitas, se
concluye que X ® Y es un C-conjunto libre con una cantidad finita de C-6rbitas, es
decir, X ® Y es un (G x H)-conjunto C-fibrado. El funtor RB® es un funtor de Green
de biconjuntos con el siguiente producto bilineal: Dados G'y H grupos finitos, se define
el producto x en términos de los basicos de la siguiente manera:

RBC(G) x RBY(H) — RBY(G x H)
(XLIY]) = [X@Y]

2.3.3 Definicién. La categoria de los RB¢-médulos es equivalente a la categoria de
los funtores R-lineales de Prpc a la categoria de R-Mod. Estos funtores se conocen
como funtores de biconjuntos C-fibrados.

El Funtor de Burnside de rebanadas

El tercer ejemplo de un funtor de Green de biconjuntos que veremos seré el funtor de
Burnside de rebanadas, el cual fue estudiado en [8] y [22].
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2.3.4 Definicion. La categoria de morfismos de los G-conjunto, denotada por G-Mor,
tiene como objetos a los morfismos de G-conjuntos y un morfismo de f : A — B a
g: A" — B’ es un par de morfismos de G-conjuntos h: A — A’y k: B — B’ que
hacen conmutar el siguiente diagrama

A-1.pB (2.3.5)
S
AP
La composicion de los morfismos y los morfismos identidad en G-Mor son definidos
de manera evidente. En particular, un morfismo (h, k) en G-Mor es un isomorfismo si

y so6lo si las funciones h y k son biyectivas. Notemos que la categoria G-Mor admite
productos (inducidos por el producto de G-conjuntos),

2.3.6 Definicién. Sea G un grupo finito. El grupo de Burnside de rebanadas =(G)
de G es el grupo de Grothendieck de la categoria de G-Mor, este es definido como el

cociente del grupo libre abeliano generado por las clases de isomorfismo [X SEAN Y]
de los morfismos de G-conjuntos finitos cociente por el subgrupo generado por los
elementos de la forma

XU X, Ly o (x L f(X0)] - (X B f(X0),

donde X; LI X, Sy es el morfismo de G-conjunto donde f; U fo|x, = f1y

fil folx, = fo

El producto de morfismos induce una estructura de anillo conmutativo con unidad
sobre Z(G). El elemento identidad de la multiplicacion es la imagen de la clase de
isomorfismo de [@ — ], donde e denota al G-conjunto de cardinalidad 1. Para un
morfismo de G-conjuntos f : X — Y, denotaremos por 7(f) la clase lateral en =Z(G)
de la clase de isomorfismo de f.

2.3.7 Definicion. El funtor = es definido de la siguiente manera. En objetos, manda a
un grupo G' a Z(G). En morfismos, para un (G, H)-biconjunto U, se define el morfismo

=(U) : 2(G) — =(H)
(X Lv)— Uxex L UxgY),

donde U x¢ X y U X5 Y son H-conjuntos de la manera natural, con la accién de H
sobre U.

Sea X 15 Y un objeto en G-Mor y sea Z -2+ W un objeto en H-Mor. Definiremos
XxZ%YXWcomoelGmeorﬁsmo dondeXxZ Y xW son G x H-

conjuntos de la manera natural y la funciéon X x 7 ——— Y x W esta definida por
(f x g)(x,z) = (f(z),9(2)), podemos extender esta definiciéon a un producto bilineal,

=E(G)x=E(H) — =Z(G x H)
XLy, 2L w)— (X x 2 L5y xw),
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este producto bilineal hace a un funtor de Green de biconjuntos.
Ahora daremos algunas definiciones que se nos seran de utilidad den la Seccién 3.3.

2.3.8 Definicién (Definicién 3.1 de [8]). Sea G un grupo finito. Definimos una reba-
nada de G como una pareja (7',.S) de subgrupos de G tales que S < 7.

El conjunto de rebanadas de G es denotado por II(G). Dadas dos rebanadas (V, U)
y (T, S) de G, diremos que (V,U) es cociente de (7}, .5), denotado por (T,5) — (V,U),
si existe un homomorfismo de grupos sobreyectivo ¢ : T'— V' tal que ¢(S) = U. Si ¢
es un isomorfismo, diremos que (V,U) y (T, S) son isomorfas y que ¢ es un isomorfismo
de rebanadas.
Si (T, S) es una rebanada de G, denotaremos a

(T, S)e = 7(G/S — G/T)
el cual es un elemento de =(G).

2.3.9 Lema (Lema 3.4 de [8]). Sea f : X — Y un morfismo de G-conjuntos, entonces
en el grupo Z(G),

ﬂ-(f) = Z <Gf(:c)7 G:r>v

z€[G\X]
donde G4 denota el estabilizador de e.

Por lo tanto, el grupo Z(G) es generado por los elementos de (T, S)¢, donde (7, .5)
corre en [II(G)] que es un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de
las rebanadas de G.

El Funtor trasladado

El dltimo ejemplo de funtor de Green de biconjuntos que veremos serd el funtor tras-
ladado por un grupo finito K, el cual lo estudiaron en [7] y [18].

Sea K un grupo finito y un funtor de Green de biconjuntos A sobre RB. El funtor A
trasladado por K, denotado por Ay, lo podemos definir de la siguiente manera: La
evaluacién en un grupo finito G es

Ag(G) = A(G x K).
Dados G, H grupos finitos. Para un (H, G)-biconjunto U, definimos el morfismo

como el morfismo A(U x K'), donde U x K es visto como un (H x K, G x K)-biconjunto
de la manera natural i.e. donde K actia en U x K por la multiplicacion en la segunda
componente, esta definicion se puede extender de manera R-lineal a cualquier elemento
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a € RB(H,G). Con esta estructura Ay es un funtor de biconjuntos sobre RB. Ademas,
Ay es un funtor de Green, con el producto bilineal,

XAg AK(G) X AK(H) — AK(G X H)

el cual estd definido de la siguiente manera: Sea o € Ax(G) = A(G x K) y sea
peAx(H) = A(H x K), entonces a x § € A(G x K x H x K), definimos

a x4, B=A(Is0(0) o Res$>HXEY (o x B),

donde A = {(g,k,h,k)|g € G,h € H k€ K}y §esel morfismo A — G x H x K que
manda (g, k, h, k) a (g, h, k). Finalmente, el elemento identidad 4, es A(Infi&)(€4).



Capitulo 3

Caracterizacion de los ideales para
algunos funtores de Green de
biconjuntos

3.1 Operaciones de biconjuntos aplicadas a idem-
potentes

Hipétesis: A lo largo de este capitulo, A es un funtor de Green de biconjuntos tal que
cada evaluacion A(G) es una K-dlgebra conmutativa de dimensién finita semisimple
que se escinde sobre K, donde K un campo de caracteristica 0.

Denotamos por Eg al tinico conjunto de idempotentes primitivos ortogonales de A(G),
el cual existe por las hipétesis anteriores.

3.1.1 Proposicién. Sea f € A(G)-{0} tal que para todo v € A(G), se tiene que
v- f=Mf para algin A\, € K, entonces existen e € Eg y k € K tales que f = ke.

Demostracion. Sabemos que
f = Z k6€7
ecEqg
con k. € K. Si f =0, no hay nada que demostrar. Si f # 0, entonces existe e € F¢ tal
que k. # 0, por hipdtesis tenemos que
e-f=Af=ke#0,
ke

e

s € Eg tal que ks # 0, entonces s - f = Agf con Ay # 0, por la ortogonalidad se tiene
que

de donde se sigue que A\, # 0, y f = ke, donde k = —. Supongamos que existe otro

> |

O0=(s-e)-f=s-(e-f)=s-(Aef) = AsAef,

entonces A, A\, = 0, lo cual es una contradiccién. Se concluye que f = k.e. Ademaés e y
f son tnicos si f # 0 |

15
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Dado que nuestro interés es estudiar los ideales generados por los idempotentes
ortogonales y A es un funtor de Green de biconjuntos, por el Lema 2.3.26 de [7], es
natural querer observar el efecto de las operaciones elementales (Ind, Res,Inf, Def e
I's0) sobre los idempotentes del algebra A(G).

3.1.2 Teorema. Sea G un grupo finito

(a) Sean H un subgrupo de G y e € Eg. Entonces

A(Res@)e) = Y s,

seQy
donde 2y es un subconjunto de Epy.

(b) Sean H un subgrupo de G yt € Ey. Entonces existen e € Eg y A € K tales
que

A(Ind%)(t) = Xe.
(c) Sean N un grupo normal de G y e € Eg/n. Entonces

AlInfgn(e) = > t,

teﬂg/N
donde Qg es un subconjunto de Eg.

(d) Sean N un subgrupo normal de G y e € Eg. Entonces ezisten A € K y
t € Eg/n tales que

A(DefS))(e) = M.

(e) Si¢:G— G es un isomorfismo de grupos y e € Eg. Entonces

A(Iso())(e) = ¢
para algin ¢ € Eg.

Demostracion. (a) Observemos que A(Res$) : A(G) — A(H) es un homomor-
fismo de anillos. Se sigue que A(Res%)(e) es un idempotente de A(H), por lo
tanto, es una suma de algunos elementos de Fy.

(b) Sea v € A(G). Por las hipétesis sobre A, tenemos que:

A(Res)(v) = Y Ags,

seEy

con \; € K. Por las relaciones de Frobenius (Definicién 2.1.3), se tiene que:
v A(Indg)(t) = A(Indf)(A(Resg)(v) - t) = N A(Indg)(t),

y por la Proposicién 3.1.1, se concluye que A(Ind$)(t) = de.
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(¢) Ya que A(Infg/N) es un homomorfismo de anillos, tenemos que A(Infg/N)(e)

es un idempotente de A(G), en consecuencia es una suma de algunos elementos
de Eg.

(d) Sea v € A(G/N), entonces por las relaciones de Frobenius (Definicién 2.1.3),
se sigue que

v A(Deféy)(e) = A(Def&n) (AUInfén)(v) - )

ya que A(]nfg/N)(v) es un elemento de A(G), tenemos que A(]nfg/N)(v) es una
combinacion lineal de algunos elementos de Fg, se sigue que

AInfS)(w) e =a-e
para algin o € K. Por lo tanto,

v- A(Defé&y)(e) = A(Def&n)(AUInfé n) (v) - €) = aA(Def&x)(e).
Por la proposicién 3.1.1, existen t € Eg/n y A € K tales que A(Defg/N)(e) = A\t

(e) Notemos que A(Iso(¢)) es un isomorfismo de anillos.
|

3.1.3 Definicién. Sea H un elemento de G. Definimos los conjuntos

Ey={e€ Ey| A(ResiH)e =0VK < H}.
Ey={f € Eu|A(Defffx)f =0Y N<H, N#1}.

Diremos que H es un M C-grupo de A (o s6lo M C-grupo si no hay riesgo de confusién)
si By N Ex # 0.

3.1.4 Lema. Sean G un grupo finito y eq € Eg. Sea H un subgrupo minimal de G con
respecto a la propiedad A(Res%)(eq) # 0 (este subgrupo existe, ya que A(Res&)(eq) es
distinto a 0). Entonces existen ey € Ey y a € K, tales que eq = aA(Ind%)(eq).

Demostracion. Ya que A(Res%)(eg) # 0, por (a) del Teorema 3.1.2 existe ey € Ey
tal que
e - A(Res%)(eq) = en.

Mas atin, si K es un subgrupo de H, tenemos
A(RestH)(ey) - A(Res%)(eq) = A(Rest)ey.

Si K # H, entonces A(Res$)(eq) = 0y se sigue que A(Restt)(ey) = 0. Esto significa
que ey € Fy.

Ahora supongamos que A(Ind$;)(ey) = 0. Por las férmulas de Mackey (Relacién 1.1.3
de [7]) tenemos

0= A(Res$; o Ind§)(exr) = > A(Indinepy o Iso(7,) o Restranpy)(en),
z€[H\G/H)]
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donde ~, es el isomorfismo conjugacion por x de H* " H a HN*H. Si H* N H es
un subgrupo propio de H, entonces A(Rest.y)er = 0y de esto sigue que la tltima
ecuacion es igual a

0= > A(lso(y))(en)

z€[Ne(H)/H]

Ya que ey € Ey, tenemos que A(/so(v,))(eg) € Ey para todo x € Ng(H), ya que
A(Iso(7,)) es un homomorfismo de anillos sobre A(H). Ahora multiplicamos por ey,

O=en >, Allso(y:))(en)
ve[Ng (H)/H]

= [{z € [Na(H)/H] | A(Iso(72))(en) = en}| - en.

Ya que el conjunto de la derecha es no vacid, tenemos ey = 0. Esta contradiccion
demuestra que A(Ind%)ey # 0. Ya que ey - A(Res$)(eq) = en, entonces por las
identidades de Frobenius (Definicién 2.1.3)

A(Ind$)(eq) - eq = A(Ind$) (e - A(ResS)(eq)) = A(Ind%)(ex) # 0.
Ahora, por el Teorema 3.1.2 (b), existe A # 0, tal que
A(Ind$)(eg) = Neg.
Si a = 1/ tenemos que eq = aA(Ind%)(eq). [ |

3.1.5 Lema. Sean G un grupo finito y eq € Eg. St N es un subgrupo normal de G
maximal con respecto A(Defg/N)(e(;) # 0, entonces existen eq/y € Eq/ny y o € K con

a # 0, tal que eq/n = aA(Defg/N)(ec) Yyeg=eg- A(fnfg/N)(ec/N)~

Demostracion. Sean eq € Eg y N un subgrupo de (G, maximal con respecto a la
propiedad A(Defg/N)eG # 0 (este subgrupo existe, ya que A(DefGG/l)eG # 0). Por el
Teorema 3.1.2 (d), tenemos que

A(Defén)(ea) = Aean,

donde eg/v € Eg/n vy 0 # X € K, entonces eq/y = (1/)\)A(Defg/N)(eG).
Por el otro lado, sabemos por el Teorema 3.1.2 (¢) que

A([nfg/N) (ea/v) = D _t,

teQ

donde §2 es un subconjunto de Eg. Ahora supongamos que eg - A(Infg/N)(eG/N) =0,
por las identidades de Frobenius (Definicion 2.1.3)

0= A(Def§)x) (ec - AUNSEn) (ean)) = A(DefSn)(ec) - ean
= (Xeg/n) - e/
= Aeg/n,
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esta contradiccién, demuestra que eg - A(InfS v)(ea/n) # 0. Esto significa que eg es
un elemento de €. Por lo tanto, e - A(InfGG/N)(eg/N) = egq.
Sea M /N un subgrupo normal no trivial de G/N. Entonces

A(Def N janm)eam) = ADef i o © Def&n)(1/Nec)
= 1/X- A(DefG iy 0um))(€c)
= 1/X- A(De f& ) (ec)
p— 0’

por lo tanto, eq/n € Eg/n. |

3.1.6 Notacion. Si G es un grupo finito, denotaremos eg al ideal de A generado por
eq € FEq.

3.1.7 Lema. Sea G un grupo finito y sea eq € E¢q, entonces existe un subgrupo H de
G y existe un idempotente eg € Ey, tal que eq = eq.

Demostracion. Sea eq € Eg. Por Lema 3.1.4, existe un subgrupo H de G, un elemento
eg € Eg y un escalar a € K, tales que

e - A(Res$)(eq) = en

a - A(Ind$) (ex) = eg.
Lo que significa
en = ex - A(Res%)(eq) € eq(H).
Se tiene que, ey es un A-submoddulo de eg. Por otro lado,
eq = a- A(Ind$)(exn) € en(G),
entonces eg es un A-submoddulo de eg. Por lo tanto, eq = eq. [ |

3.1.8 Lema. Sean H un grupo finito y sea ey € Epy. Entonces existe un subgrupo
normal N de H y un elemento ey/ny € Ep/n, tales que ey = eyn.

Demostracion. Por el lema 3.1.5, existe un subgrupo normal N de H, un idempotente
ex/n € By y un escalar 0 # A € K | tales que

€y = € - A(]nfg/N)eH/N
eH/N = )\A(Defg/N)eH,
lo que significa que ey/y € ex(H/N). Por lo tanto, ey n es un subfuntor de ey y el

idempotente ey es elemento de ey n(H), lo que implica que ey es un subfuntor de
ey n. Por lo tanto, ey/y = ep. [ |

3.1.9 Definicién. Sea F' € Fp . Diremos que un grupo finito H es un grupo minimal
de Fsi, F(H) # 0y F(K) = 0 para todo grupo finito K con |K| < |H|.
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3.1.10 Lema. Sea F' un ideal de A y sea H un grupo minimal de F. Entonces H es
un MC-grupo.

Demostracion. Por hipotesis, se tiene que

FH) = Y Key#0

BHGQF,H

donde Qp g es un subconjunto de Ey. Por lo tanto, existe ey € Ey tal que ey es
elemento de F'(H). Sea N un subgrupo normal no trivial de H, se tiene que

A(Defryy)en = F(Defyy)en € F(H/N),
como H es un grupo minimo de F', se tiene que F(H/N) = 0. Por lo tanto,
A(Defil;x)en =0,

lo que significa que ey € Ey. Por otro lado, dado cualquier subgrupo propio K de

H, se tiene A(Resf)ey € F(K) = 0. Por lo tanto, A(Rest)ey = 0, esto significa que
ey € Ey, lo que significa que el elemento ey pertenece a Ey N Ey, lo que implica que
H es un M C-grupo. o [ |

3.1.11 Lema. Sean G un grupo finito y eq € Eq. Entonces existe un MC'-grupo H y
un idempotente ey elemento de Ey N By, tales que eq = epy.

Demostracion. Por el lema 3.1.7, existe un subgrupo K < G'y un idempotente ex € Ef
tales que eq = ex. Por otro lado, por el lema 3.1.8, sabemos que existen N < K,
ex/y € Exv y 0 # A € K, tales que ex/y = )\A(Deffg/N)eK Y ex/N = ex = eg.
Notemos que para todo M/N < K/N, se tiene que

A(Resﬁ//]]\\[[)eK/N = A(Resﬁ//%))\A(Deff/N)eK
= /\A(Defj\ﬂ//[I/N o RGSAK/[))GK

esta igualdad es una consecuencia de que A(Res)ex = 0. Entonces el idempotente
ex/N pertenece a Fy/ny N Eg/n.

3.2 Caracterizacion de los ideales de un funtor de
Green

I

3.2.1 Notacién. Sea I un ideal de A. Definimos el conjunto A; como

Ar={(H,en) | H es un MC-grupo, ey € Ey N Ex y ey € I1(H)}.
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3.2.2 Lema. Sea I un ideal de A. Entonces
I = Z ey.
(H,eH)EA[

Demostracion. Por definicién, para todo ey € A; se cumple que ey < I. Por lo tanto,
podemos decir que > (g, ca, €n < I. Por otra parte, segun la hipotesis, se tiene
que para todo grupo finito G se cumple que I(G) = Y. cq, , Keg, donde Q¢ es
un subconjunto de E. Esto implica que e < [ para todo eq € (7. Por el Lema
3.1.11, se tiene que para cualquier eq € Q7 existe un MC-grupo K y un elemento
ex € Ex N Bk tal que eq = ek, Por lo tanto, se tiene que ex < I, lo cual implica que
ex € I(K): De esta forma, se concluye que (K, ex) € A;. En consecuencia,
](G) = Z KeG = Z e(;(G) = Z eK(G) < Z eK(G),
eq€Qr.g eq€Qr.g eqg€Qr ¢ (Kerx)EAr
es decir I < 3 (g ep)ea, €K- |
Definiremos a la clase M como
M={(H,s)| Hesun MC-grupoy s € Eg N Ey}.

3.2.83 Observacion. Sea GG un grupo finito y sea eq € Eg. Sabemos que las categorias
A-Mod y Fun(Pa, R-Mod) son equivalentes. Recordemos la expresién

eq = ﬂ I
I ideal de A
egéI(G)
entonces, tenemos que
eq = ﬁ I.
IeFun(Pa,R—Mod)
eGgI
Reproduciendo la prueba de la observacion 3.2.9 de [7], se tiene que la evaluacién
eq(H) esigual a Homp,(H,G)eg.
3.2.4 Lema. Sean K y H grupos finitos yeg € Eg y ex € Ex. Se tiene que ey C ex
sty solo si existe egwix € Eyxx tal que
en - ADeff ™) (e - A(Infi ) (ex)) # 0.
Demostracion. =] Por la observacién 3.2.3, tenemos
ey € ex(H) = Homp, (K, H)eg
donde Homp, (K, H) = A(H x K). Ahora, por la hipétesis sobre A, existe un idempo-
tente egwx € Euxk tal que
€y - (6H><K 9 6}() 7é 0. (325)

Por el Lema 2.2.5 con G = 1, tenemos
en - ADef ) (emx - AL ) (ex)) # 0.

<] Por la proposiciéon 8.6.1 de [7] y la Observacién 3.2.9 de [7], tenemos ey € ex(H ).
|
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3.2.6 Definicién. Definiremos una relacién > sobre M, por (H,ey) > (K,ex) siy
solo si existe egyx € Fuxk tal que

err - A(Deff*) (emr - A(In %) (ex)) #0.

Diremos que las parejas (H,epy), (K,ex) € M son equivalentes si ey > ex y
ex > ey, lo cual lo denotaremos por (H,ey) ~ (K, ek), por el Lema 3.2.4 se tiene
que (H,ep) ~ (K, ek) siy solé si ey = eg.

Notemos que esta relacién es una relacién de equivalencia. Denotaremos por [H, ey] la
clase de equivalencia de (H,ey) € My [M] como un conjunto de representantes de las
clases de equivalencia de los elementos de M. Entonces ([M],>>) es un copo (ver[12]).

3.2.7 Observacion. Sea S un conjunto de representantes de las clases de isomorfismo de
grupos finitos. Consideremos el conjunto A = [Jges P(A(G)), donde P(A(G)) denota

el conjunto potencia de A(G). Definamos la funcién
o M—A
(H,en) — (en(G))aes
Sea (H,ep), (K,ex) € M. Se tiene que (H,ey) ~ (K, ek) siy solo si eg = ek, lo
que significa que p((H,eg)) = ¢((K, ek )). Por lo tanto, la funcién ¢ : [M] — A estd
bien definida. Ya que, si dos grupos G y H son isomorfos como grupos, entonces son
isomorfos en P4 (ver Notacion 4.1 de [18]), es facil ver que si dos ideales coinciden en

todos los elementos de S, entonces son iguales. Por lo tanto, ¢ es inyectiva, entonces,
[M] es un conjunto.

Diremos que una subclase N' de M es cerrada si
i (H,(EH), (K,GK) e M, (H,6H> > (K,GK) eN = (H,EH) eN.

Un subconjunto B de [M] es cerrado, si existe una subclase cerrada N de M tal que

B=NnN[M,|.

3.2.8 Teorema. Sea S, el conjunto de todos los ideales de A, ordenado por la inclu-
sion, y Cla el conjunto de todos los subconjuntos cerrados de [M], ordenado por la
inclusion. El mapeo

©:1+—{(H,e)e[M]|ecI(H)}
es un isomorfismo de copos de Sq a Cly. El isomorfismo inverso estda dado por

\I/ICZA—>SA
B+— Z €x.

(Hyem)eB

Demostracion. Sea I un ideal de A, primero demostraremos que el conjunto

B={(H,e)cM]|eecI(H)}



3.2. Caracterizacioén de los ideales de un funtor de Green 23

es cerrado. Sean (H,ey), (K,ex) € [M], tales que (H,ey) > (K, ex) € B, entonces
ey C ex C I. Por lo tanto, ey € I(H) i.e. (H,ey) € B. Ahora demostraremos que
este es un morfismo de copos: Sean F'y [ ideales de A, tales que FF C I, sie € F(H)
entonces e € I(H). Ademads, el morfismo ¥ es claramente un morfismo de copos.

Por el lema 3.2.2 tenemos que

I = Z €r.

(K,ex)EAT

Recordemos que ex = ey siy solé si (H,ey) ~ (K, ek), por lo tanto, tenemos que

Z e = Z (S37¢
(Kex)EAr (Kex)E[AL]
donde [A;] = {(K,ex) € [M] | (K,ex) € A;} = O(I), de ahi que [ =¥ (O(1)).
Por el otro lado, sea B un conjunto cerrado de [M]. Tenemos

O(¥(B)) ={(H,en) € M]en € 3 ex(H)}

(K,ex)eB

De manera clara se tiene que B C O(V(B)). Inversamente, dado (H,eg) € O(V(B))
se tiene que

e € Z eK(H)

(K,ex)eB

Entonces existe (K, ex) € B tal que ey - ex(H) # 0, es decir, ey € ex(H) y por
el lema 3.2.4, se tiene que (H,ey) > (K,ex), ya que B es un conjunto cerrado,
(H, €H) e B. |

Notemos que el copo Cly es un lattice, donde el join es la unién de conjuntos y el
meet es la interseccion de conjuntos.
Sea F', J F, J € §4. Definimos la suma de los ideales F'y J, dentada por F'+ J, como
el funtor que evaluado en cualquier grupo finito GG, es definido por

(F+ J)(G) :=F(G)+ J(G),

y para un morfismo o € Home(G, H), los elementos a € F(G) y b € J(G), definimos
(F+ J)(a)(a+0b) = F(a)(a) + J(a)(b). Es facil de demostrar que el funtor F' + J es
un elemento de Sy4.

3.2.9 Corolario. El lattice S4 es un lattice distributivo.

Demostracion. El lattice Sy es distributivo, ya que el lattice Cl4 es claramente distri-
butivo, donde el join es la suma de ideales y el meet es la interseccién de ideales. W
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3.3 Caracterizacion aplicada a algunos ejemplos de
funtores de biconjuntos

En esta seccion, se analizara el comportamiento de la relacién > en algunos ejemplos
de funtores de Green de biconjuntos cuyas sus evaluaciones en cualquier grupo finito
es una algebra conmutativa de dimensién finita semisimple que se escinde. Si estos
ejemplos ya tienen una caracterizacion de sus ideales, se comparard con la dada en este
trabajo.

3.3.1 El funtor de Burnside

El primero de los ejemplos es el funtor de Burnside. Este funtor fue estudiado por
Serge Bouc en [7]. Tenemos que KB(G) := K ®z B(G) es una K algebra conmutativa
de dimensién finita semisimple que se escinde, para cualquier campo K de caracteristica
0. Entonces el funtor de Burnside satisface las hipdtesis necesarias.

Daremos algunos resultados que nos seran ttiles cuando se comparen la clasificacion
de los ideales

3.3.1 Teorema (Teorema 2.5.2 de [7]). Sea G un grupo finito. Si H es un subgrupo
de G, denotaremos por €% al elemento de KB(G) definido de la siguiente manera:
1

e = WKZH\KW(K H)[G/K],

donde p es la funcion de Mébius del copo que consta de los todos los subgrupos de G.
Se tiene que €% = % siy solo si H ay K son conjugados en G, 1 los elementos €% donde
H corre en un conjunto de representantes de las clases de conjugacion de los subgrupos

de G, denotado [S(G)], es un conjunto de idempotentes ortogonales primitivos de la

K-dlgebra KB(G).
Si G es un grupo finito y NV es un subgrupo normal de G, se define m¢ y como

LY XX, 6),

magnN = 747
Gl xVe

donde p es la funcién de Mobius del copo de los subgrupos de G.

3.3.2 Definicién (Definicién 5.4.6. de [7]). Un grupo finito G es llamado B-grupo si
para todo subgrupo normal no trivial NV de G, la constante mg n es igual a cero, o
equivalentemente B(Defg/N)(eg) =0 en KB(G/N). La clase de todos los B-grupos es
denotada por B-grp.

3.3.3 Proposiciéon. Sea G un grupo finito. Se tiene que G es un B-grupo si y sélo si
G es un MC-grupo de KB.

Demostracion. Si G es un B-grupo, tenemos que B(Defg/N)(eg) = 0, para todo sub-

grupo normal N de G distinto al subgrupo trivial i.e. e& € Eg. Ademds, por la Pro-

posicién 5.4.5. de [7], G es un grupo minimal para el ideal g@erado por €&, entonces
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e € Eg. Por lo tanto, €& € EgN Eg, i.e. G es un MC-grupo de KB (Definicién 3.1.3).
Por otro lado, Si G es un MC-grupo, entonces existe K < G tal que €% € EgN Eg. Si
K fuera un subgrupo propio de G, por el Teorema 5.2.4 de [7], se tiene que

B(Res%)(e%) = e,

pero % € Eg, entonces B(Res%)(e%) = 0. Esta contradiccién demuestra que K = G.
i.e. eg € EgNEg. Ademds tenemos que B(Def§ y)(eG) = 0 para cualquier 1 # N <G.
Por lo tanto, G es un B-grupo. [ |

3.3.4 Definicién (Definicion 5.4.13 de [7]). Definiremos la relacion >p sobre B-grp,
por G >p H siy solo si H es isomorfo a un cociente de G.

Ahora demostraremos que la relacion >pg es equivalente a la relacion >.

3.3.5 Lema. Sean K y H dos B-grupos. Se tiene que (K,eX) > (H, eH) si y sélo si
K>p H.

Demostracion. Por la proposiciéon 5.4.8 de [7], K >p H siy sblo siex C en. Ademés,
por el lema 3.2.4 esto es equivalente a (K, eX) > (H,ef). [ |

Ya que las relaciones >>p y > son equivalentes, Entonces el Teorema 5.4.14 de [7]
es equivalente al teorema 3.2.8.

3.3.2 Funtor fibrado de p-biconjuntos

En esta subseccion se presentara el segundo ejemplo de funtor de Green de biconjuntos,
el cual es el funtor monomial de Burnside introducido en la Seccién 2.3, considerado
como un funtor de p-biconjuntos (donde p es un nimero primo), es decir, como un
funtor de biconjuntos sobre la clase de p-grupos finitos. Entonces todos los grupos en
esta subseccién seran p-grupos finitos. Ademas, fijamos un campo K algebraicamente
cerrado de caracteristica ¢ # p. Este funtor fue estudiado en [14] Olcay Cogkun y Deniz
Yilmaz.

Estableceremos los siguientes parametros. Para un grupo abeliano A, se denotard por
O(G) = O4(G) la interseccién de todos los niicleos de todos los homomorfismos de
G — A. Asimismo, se denotard por {;(A) al conjunto de todos lo pares (H, h), donde
H < Gy h corre en un conjunto de representantes de las clases laterales de O4(H) en
H. El conjunto {g(A) es un G-conjunto via la conjugacién y denotaremos por [H, h]g
la clase de conjugacién de (H,h). Sea Mg(A) ={(V,\) |V < G, X € Homg,,(V,A)}
Por el Lema 3.1 de [1], se tiene que |[Mg(A)| = |€c(A)| v por el Teorema 5.2 de [1],
existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de las clases de conjugacion de
£o(A) y el conjunto de idempotentes primitivos de KB4(G), donde la clase [H, h]g
corresponde al idempotente e%h dado por

1
G
eH,h: AT (1T BN\ Z ’V|/'I’G (v7 V;Hu h) [‘/7 V]G?
[Ne(H, h)l (V)EMA(G))G
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donde N¢(H, h) denota al G-estabilizador de la pareja (H, h) bajo la accién conjugacion
y donde la funcién

pe (ViviH by = Y0 v (VN hOAH)) (V' H)/IV'),

(V’,V’)E[VJ/]G

es la funcion de Mobius monomial G-invariante y sumamos sobre todas parejas G-
conjugadas a (V,v).

3.3.6 Proposicion (Proposicién 7 de [14]). Sean N <G grupos finitos. Entonces, para
(H,h) € {6(A), se tiene que

G G _ .G G/N
DefG’/NeH,h = Muyh  CHN/NLN>

para alguna constante m%h c K.

Denotaremos por u, al grupo ciclico de orden p”. Para un p-grupo P, denotaremos
por O, (P) al grupo O, (P) y al funtor KB** por KB". Sea G un grupo finito, el
subgrupo de Frattini serd denotado por ®(G).

3.3.7 Proposicién (Lema 2 de [14]). Para cualquier p-grupo G y un elemento g € G,
se tiene que

¢ _ _|On(G)]

= 7' |G/DP(G _eG/é(G) .
“9 " |N(G,g)] IG/2(G) - e6jm(c).gn(0)

Def& g€

Sea G un p-grupo abeliano elemental de orden p”, y h un elemento no trivial de G,
sea H = (h) el subgrupo generado por h. Tenemos que

st g =1,
g#1, g€ H,

2
g ¢ H.

SeaZ ={0}U{r e N|p"t=1(modq)}.

MH,g =

=3 =

3.3.8 Teorema (Teorema 12 de [14]). Sea F' un ideal de KB" y G un grupo minimal
de F'. Entonces,

(1) El grupo G es un grupo abeliano elemental de orden p" para algin r € T.
(it) El espacio K-vectorial F(G) es 1-dimensional, generado por eg .

(iii) El ideal F es generado por 6871.

3.3.9 Proposicién. Sea G un p-grupo de orden p". Entonces el grupo G es un MC'-
grupo de KB"™ si y sélo si es un grupo abeliano elemental y p"~' =1 (mod q).
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Demostracion. Primero supongamos que G es un M C-grupo de KB". Entonces existe
un idempotente e%h € EgNEg, si H< G, por ele Teorema 3.1.2, tenemos que

H G G
Esta es una contradiccién, entonces H = G i.e. %, = €& 4~ Ahora, consideramos el

subgrupo ®(G) < G. Por el Lema 3.3.7

o 10,G)
o |NG(G79)|

entonces ®(G) = {1}, por lo tanto G es un grupo abeliano elemental. Si g # 1, tenemos

GG
Def&ace |G/2(G)] - 60?@5@3,@(@ # 0,

1

G G _ =t G/l
Deférgecs = Searow 7 0
en consecuencia g =1,y

1—p ' o
Defg/zv@g,1 = T6G§N,N = 0.

Esto significa que p"~' = 1 (mod ¢). Por otro lado, si suponemos que G es un grupo
abeliano elemental de y p"~! = 1 (mod ¢). Entonces por la Proposicién 3.3.6 y la
Proposicién 3.3.7, €&, € Eq N Eg. |

Sean K y H p-grupos abelianos elementales de orden p"¥ y p"™ respectivamente y
ri,ry € Z. Por el Corolario 13 de [14] el ideal generado por 3%,1 estd contenido en
ideal generado por e, siy sélo si ry < rg. Esto significa que (K, ef,) > (H, ejf,) si
y s6lo si g < ri. Una de las consecuencias es que la clasificacién dada en el Teorema
3.2.8 es igual a la clasificacion dada en el Corolario 13 de [14].

3.3.3 El funtor de Burnside de rebanadas

El tercer ejemplo que estudiaremos es el funtor de Burnside de rebanadas. Este funtor
ha sido estudiado por Serge Bouc en [8] y por Ibrahima Tounkara en [22]. La definicién
del funtor se encuentra en la subseccién 2.3. En el Corolario 4.7 de [8], Bouc demostrd
que para todo grupo finito G, se tiene que Q=Z(G) := Q ®z Z(G) (Definicién 2.3.6) es
una Q-dlgebra conmutativa de dimensién finita semisimple, escindida.

Por el Teorema 4.6 de [8], el grupo Z(G) es libre con base

T, S)e € Z(G)I(T5) e I(G)]},

donde [II(G)] es un conjunto de representantes de las clases de conjugaciéon de las
rebanadas de G (Definicién 2.3.8).

3.3.10 Notacién. Para una rebanada (7, 5) del grupo GG, definimos
1
G
=— ) Ulpw(U, S)u(V, T){U,V
éT,S |Ng(T7 S) | ‘:U’( ) ),LL( ) >< ’ >G

U<sS<v<T

donde p es la funcién de Mobius del copo de los subgrupos de Gy donde Ng (T, S) es
igual a Ng<T) N Ng(S)



3.3. Caracterizacion aplicada a algunos ejemplos de funtores de
biconjuntos 28

3.3.11 Proposicién (Teorema 5.2 de [8]). Sea G un grupo finito. Entonces los ele-
mentos &7 g, para (T, S) € [I(G)] son los idempotentes primitivos de QZ(G).

3.3.12 Proposicién (Proposicién 4.4 de [22]). Sea N un subgrupo normal de G. En-

tonces
G/N
Defg/Ngg,S = mG,S,NfG;N,SN/Na
donde
Ng(SN) : SN
e = RSN SN 1 sy ).
|NG(S)‘ ULSKVLT
VN=G
UN=SN

3.3.13 Definicién (Definicién 7.5. de [22]). Una rebanada (7,5) de T es llamada
una 7T-rebanada (sobre K) si para cualquier subgrupo normal no-trivial N de T, la
constante mr g n €s igual a cero.

3.3.14 Proposicion. Sea G un grupo finito. Se tiene que G es un MC-grupo de Q=
sty solo si existe una T-rebanada (G, S) de G.

Demostracion. Primero, supongamos que G es un M C-grupo de Q=. Entonces existe
un idempotente &7y € QE(G) tal que QE(Resf;)(£fg) = 0 para todo H < G,y
Q=(Def§/n)(EF ) = 0 para todo 1 # N <G. Si T # G, por la Proposicién 4.1 de [22],
tenemos que

QE(R%%)@%S) = Z f(TT,S/) # 0,

(7.5l (T)]

(T,8")=c(T,S)
esta contradiccién nos demuestra que 7' = G. Ya que Q=(Def§ / ~) (&6 ) = 0 para todo
subgrupo normal no-trivial N de G y la Proposicién 4.4 de [22], tenemos que (G, S) es
una T-rebanada. Por otro lado, supongamos que existe una T-rebanada (G, .S) de G.
Por la Proposicion 4.4 de [22], tenemos

QE(DesE S ~ 0
para todo 1 # N < G y la Proposicion 4.1 de [22], tenemos que

QE(Res§)(¢E5) = 0
para H < G. Por lo tanto, G' es un M C-grupo de Q=. |

3.3.15 Proposicién. Sean (T,S) y (V,U) dos rebanadas. Entonces (V,U) — (T,S)
(ver Subseccion 2.3) si y solo si (V,& ) > (T,&fg) (Definicion 3.2.6).

Demostracion. Por el Teorema 7.1 de [22], se tiene que (V,U) — (T, S) si y solo si
(&Vu) € (€s), v por el Lema 3.2.4, (¢7) € (&) siy solosi (V. &7, > (T,&hg). W

Definamos a T-rebanada como el conjunto de todas las T-rebanadas de Q= y de-
notaremos [T-slice] un conjunto de representantes de las clases de isomorfismo de las
T-rebanadas, se tiene que ([T-slice], —) es un copo .

Por la Proposicion 3.3.14, Proposicién 3.3.15, Proposicién 8.8 en [22] y el Teorema
3.2.8, se tiene que el copo de los ideales de Q= es isomorfo como copo al conjunto de
los subconjuntos cerrados de [T-slice].
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3.3.4 El funtor KBg

Ahora veremos el funtor de Burnside trasladado, KBy donde K es un grupo finito y
K es un campo de caracteristica 0. Este ejemplo fue estudiado en [9] por Serge Bouc.
Se definié este funtor en la subseccion 2.3.

3.3.16 Definicién (Definicién 3.1 de [9]).
m Para un grupo finito K, denotaremos a grpyx como la siguiente categoria:
- Los objetos son los grupos finitos sobre K i.e. las parejas (L, ¢), donde L es

un grupo finito y ¢ : L — K es un homomorfismo de grupos.

- Un morfismo f : (L,¢) — (L', ¢’) de grupos sobre K en la categoria grpyx
es un homomorfismo de grupos f : L — L’ tal que existe un automorfismo
interno 7 de K tal que io ¢ = ¢’ o f.

- La composicién de morfismos en la categoria grpyx es la composicién de
homomorfismos de grupos y la identidad de (L, ¢) es el homomorfismo iden-
tidad de L.

m Si (L,¢) y (L',¢') son grupos sobre K, diremos que (L', ¢') es un cociente de
(L, ),y lo denotaremos (L, ¢) — (L', ¢'), si existe f € Homyg,y, . ((L,9), (L', ¢"))
tal que f : L — L' es un homomorfismo sobreyectivo. En este caso, diremos que
f es un morfismo sobreyectivo de (L, ¢) a (L', ¢').

3.3.17 Notacién. Sea (L, ¢) un grupo sobre K, denotaremos por L el subgrupo de
L x K definido por

Ly :=A{(l,0()) | l € L}.

3.3.18 Notacién. Sea (L, ¢) un grupo sobre K. Denotaremos por ey, 4 el ideal KB
generado por eﬁzK € KBk(L).

3.3.19 Corolario (Corolario 3.5 de [9]). Sean G un grupo finito y L un subgrupo de

G x K. Entonces el ideal de KBy generado por efXK es iqual al ideal de KBk generado
por e XK.
P2

3.3.20 Definicién (Definicién 4.3. de [9]). Sea (L, ¢) un grupo sobre K. Diremos que
(L, ¢) es un Bg-grupo, o un B-grupo relativo a K, si my xy = 0 para todo subgrupo
normal no trivial N de L contenido en Kero.

3.3.21 Notacidén. Sea (L, ¢) un subgrupo sobre K. Si () es un subgrupo normal de L,
contenido en Kery, y maximal con la propiedad my, g # 0, denotaremos por Si (L, ¢)

al cociente (L/Q, ¢/Q) de (L, ).
3.3.22 Corolario (Corolario 4.9 de [9]). Sea (L, @) un grupo sobre K.

1. Br(L, ) estd bien definido salvo isomorfismo en grpyk.

2. Br(L,p) es un Bg-grupo, el cual es un cociente de (L, p).
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3. Si (P,v) es un Bg-grupo, cociente de (L,p), entonces (P,1) es un cociente de
BK(Lv 90) :
4. €Ly = €3, (Ly)-
3.3.23 Lema (Lema 5.5 de [9]). Sean (L, ) un Bg-grupo y (M,) un grupo sobre K.
Entonces, ey C er, siy solo si (M) — (L, p).

3.3.24 Notacion. Fijaremos un conjunto Si de representantes de las clases de isomor-
fismo de los objetos de la categoria grpyx Ademas definimos Bx-gr como el subconjunto
de Sk que consiste de los Bg-grupos.

3.3.25 Teorema (Teorema 5.7 de [9]). Sea Zxp, el lattice de los ideales de KBy,
ordenado por la inclusion de ideales, y Clp, 4 €s el lattice de los conjuntos cerrados de
Bx-gr, ordenado por la inclusion de subconjuntos. Entonces el mapeo

I € Ixp, — Pr:={(L,¢) € Bx-gr | er,) C I}
es un isomorfismo de lattices de Ixp, a Clg, gr. El isomorfismo inverso es

PEClpg—Ip= > ewy,
(Lp)EP

en particular Ixp, es completamente distributiva.

3.3.26 Proposicion. Sea L un grupo finito. Entonces L es un M C-grupo de KBy siy
sélo si existe algin X < Lx K tal que p1(X) = L, k1 (X)NN # 1 para todo 1 # N <L
y (X, p2) es un Bg-grupo.

Demostracion. Supongamos que L es un MC-grupo para KBg. Entonces existe un

elemento eX* ™ € KBy(L) tal que

KBK(RGSJLLI)(6§(XK) =0,
KBx (Deffy)(ex ") =0,

para todo H < Ly 1# N < L. Si p1(X) # L. Por el Teorema 5.2.4 [7], tenemos que
KB (Resy, (x))(ex ") = KB(R%ﬁlx()[g)xK)(echK) # 0,

esta contradiccion demuestra que p;(X) = L. Més atn, si existe 1 # N < L tal que
k1(X) N N = 1, entonces por el Lema 2.2 de [9] existe un escalar A # 0 en K, que
satisface

KB (Deffy)(eX ) = AmX,Xﬁ(le)e%/N)XK; (3.3.27)

ademads, tenemos que mx xnnx1) = Mx1 = 1y XN (N x1) = (k(X)NN) x 1.
Por lo tanto, KBy (De ff/N)(eg(XK ) # 0, Esta es una contradiccién, en consecuencia
k1(X) NN # 1 para todo 1 # N < L. Finalmente, sea 1 # N < X tal que N es un
subgrupo de Ker(py) = k1(X) x 1, entonces N = M x 1, para algin 1 # M <Ly

Mmx,, Nx1 = Mx N = Mx Mx1,
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la primera ecuacién es por la Definicién 2.1 de [7] y por la ecuacién 3.3.27, se tiene que
mx mx1 = 0. Entonces (X, ps) es un Bg-grupo.

Ahora supongamos que existe un subgrupo X de L x K con py(X) = L, tal que
Ei(X)NN # 1paratodo 1 # N I Ly (X,py) es un Bg-grupo. Por el Teorema 5.2.4
de [7], se tiene que

KBx (Resg)(eX ") =0,
para todo H subgrupo propio de L. Ademés, por el Lema 2.2 de [9],

KBK(DefLL/N)(eg(XK) = )‘mX,Xﬂ(le)Q%/NXK,
notemos que X N (N x 1) = (k1 (X) N N) x 1. Més atn,

Mx XN(Nx1) = MX (k1 (X)NN)x1 = TMX,p, (Nx1)x1 = 0

Ya que (X, p2) es un Bg-grupo, entonces KBK(DefLL/N)(e§(XK) = 0. Por lo tanto, L es
un MC-grupo de KBg-. |

3.3.28 Corolario. Sea L un grupo finito. Si (L x K,ps) es un Bg-grupo, donde py es
la seqgunda proyeccion, entonces L es un MC'-grupo de KBy .

3.3.29 Proposicién. Sean (L,eX ™) y (H, ef X)) elementos de M, tales que p(X) =
L, ki (X)NN # 1 paratodol # NAL yp(Y) = H, k1(Y)NM # 1 para todo 1 # M<H
y (X, p2) es un Bg-grupo. Entonces ey, > ex, siy sélo si (Y,p2) = (X, pa).

Demostracion. Tenemos que X > e *¥ si y sélo si ey, C ex,,. Por el otro lado,

por el Teorema 5.3 de se tiene que [9], ey, € ex,p, siy sélo si

(Yv p2) - (X7p2)'
|

3.3.30 Teorema. Sea Bx-gr el subconjunto de Sk que consiste de los By-grupos,
ordenados por — y sea ([M],>) el copo como en la Definicion 3.2.6. Entonces el
mapeo

p: M| — Bg-gr
(H7 €¥XK) — BK(T7p2)7

donde B (T, pa) es el representante de la clase de isomorfismo de Sk (T, p2) en Sk, es
un isomorfismo de copos.

Demostracion. Primero demostraremos que p estd bien definido: Sea (H,ef*®) y

(L,e5 XY en M tales que (H, el ) ~ (L,e5*¥ ). Entonces, el ideal generado por
e*K el cual es denotado como er}rIXK, es igual al ideal generado por e{jXK , el cual es
denotado por eX*¥. Por el corolario 3.3.22, se tiene

_ HxK __ _LxK __
CBk(Tp2) = €T = €5 = €8x (Jp2)-



Entonces, por el Lema 3.3.23, Bk (T, p2) = Bk (J, p2). Por lo tanto, p estd bien definido.

Ahora demostraremos que p es un isomorfismo de copos: Sean (H,eZ ™) y (L, ™)

en [M] tales que (H,eX*®) > (L, e5*"), esto significa que

HxK LxK
ep” T Cej .

Por el corolario 3.3.22 y el Lema 3.3.23 tenemos que B (7T, p2) = Br(J, pa2).
Por ultimo demostraremos que p es una biyecciéon:

» Inyectividad. Sean dos elementos (H, e **) y (L, %) de M, tales que

p((H,e7™ ")) = p((L, e*")).

Lo que significa que B (T,p2) = Bk (J,p2). Por el Corolario 3.3.22 y el Lema

3.3.23 se tiene que
HxK L><K.

Por lo tanto, (H, el ) ~ (L, %) ie. p es inyectiva.

» Sobreyectividad. Sea (T, ) € Bg-gr. Por el Lema 3.1.11, existe un MC-grupo
Hy K ¢ By n Ey tales que

HxK _ _HxK
€5 —eTw .

Ademas, por el Corolario 3.3.19 y el Corolario 3.3.22 se tiene que

_ JxK _ HxK __ _Tx K
€6r(Jp2) — €3,, — €5 =€r,

entonces B (J,p2) = (T, ). Por lo tanto, p((H,e ™)) = (T, ¢) i.e. p es sobre-
yectiva.

Preguntas abiertas
Unas preguntas que surge de manera natural serian:
m ;Se pueden clasificar los ideales con una menor cantidad que los M C-grupos?

m Es posible quitar algunas de las hipétesis sobre el funtor de Green de biconjuntos
A y dar una clasificacién de los ideales.

32



Capitulo 4

Construcciones + para funtores
fibrados

En este capitulo, se tratara de trasladar las construcciones dadas en el articulo "The —
and —" constructions for biset functors'[4], escrito por Robert Boltje, Gerardo Raggi
Cardenas y Luis Valero Elizondo, para los funtores de biconjuntos fibrados.

A partir de este capitulo, A serda un grupo abeliano y G serd una clase de grupos finitos.

4.1 Preliminares de funtores biconjuntos fibrados

Continuamos con la teorfa de los funtores de biconjuntos fibrados, que ya fue introdu-
cida en la seccién 2.3.

Dados dos grupos finitos G y H, diremos que un conjunto U es un (G, H)-biconjunto
A-fibrado si es un G x H-conjunto A-fibrado. Los (G, H)-biconjuntos A-fibrados, junto
con las funciones (G x H x A)-invariantes, forman la categoria de los (G, H)-biconjuntos
A-fibrados, que denotaremos por gsetsr. El grupo de Burnside de los (G, H)-biconjunto
A-fibrados se define como BA(G, H) := BA(G x H) donde B4(G x H) es el anillo de

Burnside monomial del grupo G x H.

4.1.1 Definicién (El producto tensorial de biconjuntos A-fibrados). Dados un objeto
X € gsetfy y otro objeto Y € ysets, el conjunto X x Y es un (H x A)-conjunto bajo
la accién (h,a)(z,y) := (axh™, ha™'y). Las H x A-6rbitas de X x Y, donde A acttia
de manera libre, se denotara como X ® 45 Y. Sea (z,y) € X x Y, sisu (H x A)-6rbita
es un elemento de X ®45 Y, se denotard como r ® y. El conjunto X ®45 Y es un
(G, K)-biconjunto A-fibrado bajo la accién ga(x @ y)k = gax @ yk.

La categoria Prpa se denotard por RCA y la llamaremos la categoria de biconjuntos
A-fibrados. A continuacién, recordemos como se define esta categoria.

m Los objetos son los grupos finitos.

= Dados dos grupos finitos G y H, se define Hompea(G, H) :== RBA(H x G).
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» La composicién: Sea T' € RBA(G x H) y sea Y € RBA(H x K), no es dificil
de ver que la composicion T oY en RC# es la extension R-lineal del producto
tensorial de biconjuntos ® 45.

» El elemento identidad de Hompea(G, G) es la clase de isomorfismo del (G, G)-
biconjunto A-fibrado G' x A.

Recordemos que los funtores fibrados son los funtores R-lineales de la categoria RCA a
la categoria de los R-Mod.

Dado X un G-conjunto A-fibrado, se dice que X es transitivo si G actia de manera
transitiva en el conjunto de las A-érbitas de X, el cual serd denotado por X/A. Se define
la pareja estabilizadora de x € X como (G, ¢,), donde G, < G es el estabilizador de la
A-Orbita de x y ¢, : G, —> A es el homomorfismo de grupos definido por la ecuacién
gr = ¢.(g)x para todo g € G,.

4.1.2 Definicién. Sea G grupo finito en G, denotaremos por
M(G)={(U,9) | U< G,¢:U — A es un morfismo de grupos}.

El grupo G actia en M(G) a través de la conjugacién. Dados dos elementos (U, ¢)
(V,1) de M(G), diremos que (U,¢) < (V,¢¥) si U < V y ¢ = ¢|y, con este orden
parcial, el conjunto M(G) tiene una estructura de copo. Si H es otro grupo finito,
denotaremos por M(G, H) := M(G x H).

4.1.3 Notacién. Sea G un grupo finito y (U, ¢) € M(G). Definimos al G-conjunto
A-fibrado transitivo

G Gx A

U¢  {(u,é(u) |uelU}t

Ahora, si X es un G-conjunto A-fibrado transitivo, entonces para todo = € X se
tiene el siguiente isomorfismo de G-conjuntos A-fibrados

G
G:L" ¢$

4.1.4 Proposicién (Proposicion 1 de [15]). Como grupo abeliano, se tiene la siguiente
tqualdad

X =

G
BN G = @ [ ] |
(H,9)e[M(G)/G] H’ ¢

donde [M(G)/G] es un conjunto de representantes de las clases de G-conjugacion de

M(G).

Las operaciones elementales tienen las siguientes expresiones.

R%%;(I[KXG]

Gx K
G
A1 y I”dK‘[ ]

A(K), 1
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Sean N 4Gy 7: G — G/N la proyeccién canonica, se tiene

“IA(G) 1

G/N x G
G _ N S—
DefG/N = [( ] (I’W)A(G), 1

G x G/N

donde WVA(G) == {(gN.g) | g € G} y "WA(G) == {(g,gN) | g € G}. Finalmente, si
[+ H — G es un isomorfismo de grupos, se tiene

Iso(f) = l%]

Ahora daremos definiciones necesarias para describir el producto de dos biconjuntos
A-fibrados transitivos. Sean G, H grupos finitos y sea (U, ¢) € M(Gx H). Denotaremos
por

p:GxH—G y p:GxH—H
la primera y la segunda proyeccién respectivamente. Ademas, denotaremos a
kiU)={9e€G|(g.1) €U} v k(U)={heH][(Lh) U}
y definimos las funciones

o1:k(U) — A y 0ot ko(U) — A,
g+— ¢((9,1)) h— o((1,h)7".

Sea K un grupo finito y sea V' un subgrupo de H x K, definimos a
UxV:={(g9,k) e Gx K |3he H : (g9,h) €U, (h, k) e V},
el cual es un subgrupo de G x K. Més atn, si (V,¢) € M(H x K) con
Ol ko (UYUNk1 (V) = U1 |k (U) U1 (V)
entonces definimos el homomorfismo ¢ x ) € Hom(U %V, A) por
(o x ) (g, k) = ¢(g, )P (h, k),

donde h € H es escogido tal que (g,h) € Uy (h,k) € V. Si las condiciones anteriores
se satisfacen, definimos

(U.6) % (V) := (U = V,§ % ). (4.1.5)
Si L< HyT <G, definimos

UxL:={geG|3el : (¢g,1) €U}
T«U:={he€H|3teT : (t,h) e U},

los cuales son subgrupos de G y H respectivamente.
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4.1.6 Teorema (Corolario 2.5 de [3]). Para (U, ) € M(Gx H) y (V,¢) € M(H x K)

tenemos

Vi ] t€[p2(U)\H/p1(V)]

2|, ="2|H,

lGXH] AH[HXK

Gx K
U,

U DV, o (D) 4)

donde Hy = ko(U) N'ky (V).

De manera similar que en los biconjuntos las operaciones elementales de biconjuntos
fibrados toman relevancia al tener una descomposicion en operaciones de los biconjuntos

fibrados.

4.1.7 Teorema (Proposicién 2.8 de [3]). Sea (U,p) € M(G x H) denotaremos a
P :=p(U), Q :=pa(U), K := ker(¢1) y L := ker(pz). Entonces K < P, L <1Q,

KxLJ4dU,y
Gx H G P P/KXQ/L 0 .
|: U0 :| =Indp @ap [anP/K ®AP/K [U/(I(XL),QD ®AQ/L DefQ/L ®aQ ReSQ,

donde p : U/(K x L) — A es inducido por ¢ y U/(K x L) es visto como subgrupo
de P/K x Q/L via el isomorfismo canénico (P x Q)/(K x L) = P/K x Q/L.

4.1.8 Lema. Sean G, H y K grupos finitos. Sea U un (G, H)-biconjunto A-fibrado y
sea V un (H, K)-biconjunto A-fibrado

((G X K>u®v7¢u®v) = ((G X H)u7¢u) * ((H X K)va (bv)?
para todo u @ v € U @y V.

Demostracion. » Primero se demostrard que (G X K)yg, = (G X H), * (H X K),.
Sea (g, k) € (G X K)ugw, entonces (g, k) - (u®@v) = (gqu@vk™) = (u®wv), entonces
existen h € H y a € A tales que (qua™'h™!, havk™') = (u,v), esto significa que
(9,h) € (GXH)yy1=(GxH),y (hk) € (HxK)u =(Hx K),, por lo tanto,
(9,k) € (Gx H)yx (H x K), ie. (GX K)ygo C (G x H), *(H x K),. Para
demostrar la otra contencién tomemos a (g, k) en (G x H), * (H x K),, entonces
existe h € H tal que, (g,h) € (G x H), y (h,k) € (H x K),, de donde tenemos
que

(0.k)-(u®v) = (gu@uk™) = (guh™' @ hvk™') = (au ® a'u) = ad - (u @ v),
con ay a en A, por lo tanto (¢g,k) € (G X K)yugy.

m Por demostrar que ¢ug, = @y * @y.
Primero demostremos que ¢u2 = ¢p1 en ko((G x H),) N ki ((H x K),), sea
h € ko((G x H),) Nki((H x K),), entonces uh™' = au y hv = a’v para algunos
a, a € A, entonces u @ v = uh™' ® hv = ad’ - (u®@v), y como U @45 V tiene
A-6rbitas regulares tenemos que a’ = a~!.
Sea (g,k) € (G X K)ugy, entonces existe h € H tal que (g,h) € (G x H), y

(h,k) € (H x K),. Sea ap,(g,h) y a’ = ¢,(h, k). Tenemos que
(0.k) - (u®@v)=gueuk™ =guh ' @k =au®du=ad - (u®v).
Por lo tanto ¢ugy(g, k) = ¢y * ¢u(g, k).
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4.2 Construccién de las categorias D, D, y D"

En esta seccion, se construird subcategorias de la categoria de biconjuntos fibrados.
Para ello estableceremos axiomas que se deben de cumplir para que estas construccio-
nes sean categorias. Otros axiomas nos garantizan la existencia de ciertas operaciones
elementales de biconjuntos fibrados en las flechas de dichas categorias.

A partir de esta seccion, G serd una clase de grupos finitos y se dara una relaciéon S
tal que para cualquier par de grupos finitos G y H, S(G, H) es un subconjunto de
M(G, H).

Dado G en G, definiremos

>6(G) = {H <G| Heg).

Ahora daremos los axiomas anteriormente mencionados, los cuales estan basados en
los axiomas dados en [4]. Estos axiomas serdn necesarios para definir las construcciones
—, y — " de una subcategoria de la categoria de biconjuntos A-fibrados.

(i) Para cualquier G € G, se tiene que (A(G), 1) es elemento de S(G, G).
(i) Para cualesquiera Gy H en G, el conjunto S(G, H) es cerrado bajo conjugaciones.

(#i7) Para cualesquiera G, H'y K en G, para todo (V,¢) € S(G,H) y (U,v) € S(H, K)
tales que

¢2 ‘ kQ(V)ﬁkl (U wl ’kz ﬁkl
se tiene que (V * U, ¢ x ) es elemento de S(G, K).

(i) Dados Gy H elementos de G. Para cualesquiera (D, ®) € S(G, H), K € Y;(H),
tenemos que Dx K € Gy (Dx A(K),®x1) € S(D* K, K).

(v) Paratodo G € Gy H €Y 5(G), se tiene que (A(H),1) € S(G, H).
(vi) Paratodo G € Gy H € Y 5(G), se tiene que (A(H),1) € S(H,G).

(vii) Dados G'y H elementos de Gy (D, ®) € S(G, H), enemos que po(D) € G, y para
cualquier K € Y g(p2(D)), se tiene Dx K € Gy AK),®x1) e S(D* K, K).

(D
(viii) Dados Gy H elementos de Gy (D, ®) € S(G, H), tenemos que p;(D) € G, y para
cualquier K € Y g(p1(D)), se tiene K« D € Gy (A(K)*D,1x®) € S(K, K*D).

Ademas, diremos que la pareja (G,S) cumple la condicién ko, si para cualesquiera Gy
H grupos de G y para todo (D, ¢) € S(G, H), se tiene que ko(D) = {1}.

4.2.1 Observacion. Supongamos que (G, S) satisfacen del axioma (i) al (4i7) y adicio-
nalmente satisface el axioma (iv) o (vii). Entonces, para todo G e G, HeYs(G)y
g € G, se tiene que 9H € G y el elemento (¢ 1)A(H) U'1) pertenece a S(H.H).
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Demostracion. Por los axiomas (i) y (i1) se tiene que @Y (A(G), 1) € S(G,G), por el
axioma (iv) o (vii), se tiene que

@WUA(G)«H="9H € G,
ademas
(WOHAG) s H 9V 1x1) = (WYAH), 9V 1) € SH, G).
|

De ahora en adelante, si (G,S) satisfacen los axiomas (i), (i) y (i2i). Definiremos
la subcategoria D:= C*4(G,S) de C4, la cual tiene como objetos a los elementos de G y
para cualesquiera GG, H elementos de G, definimos

H
Homp(H,G) = R ®y <{C<;[;<¢>J | (U,¢) € S(G, H)> C RBAG, H).
’ Z
Notemos que por el axioma (i), el elemento {%} pertenece a Homp (G, G), el cual

es el morfismo identidad de G y por los axiomas (i7) y (iii) y el Teorema 4.1.6, se tiene
que D es cerrada bajo la composicién de CA.

4.2.2 Definicién. Sean G y H elementos de G. Definiremos a
S.(G,H) = {(D,¢) € M(G x H) | pi(D) €G, (D,6) € S(ps(D), H)}.

Ahora demostraremos que (G, S, ) satisface los axiomas (i), (1) y (ii): Sean G, H
y K elementos de G.

(i) Se tiene que (A(G),1) € S+(G, G), ya que p;(A(G)) = G es un elemento de G y
(A(G),1) € S(p(A(G)), G).

(ii) Sean (D,¢) € S+(G,H) y (9,h) € G x H. Por definicién de S, se tiene que
pi(D) € Gy (D,¢) € S(pi(D), H), por lo tanto M (D, ¢) € S(p1(D), H).
Ahora por la observacion 4.2.1 tenemos:

Ip(D) =pi (WMD) €Gy
@D (A(p1(D)),1) € S (D), p1(D)), por lo tanto,

D (A(p(D)), 1) * MM(D, ¢) € SCpi(D), H).
Ahora notemos
@D A(py(D)) % 9D = @41,
Sea (I, s) € D, tenemos que
(P10 61 hs) = UL D) M((L " s) = oL, 5).

Por lo tanto, 9" (D, ¢) € S(9p.(D), H), lo cual significa que 9" (D, ¢) € S, (G, H)
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(iii) Sean (D,¢) € S4(G,H)y (T,v) € S.(H, K) tales que ¢ = 11 en ko( D) Nk (T),
por definiciéon de Sy se tiene que:
m p1(T) y p1(D) son elementos de G.
n (D, ¢) € S(p(D), H) y (T,¢) € S(pu(T), K).

Ya que la pareja (G,S) satisface el axioma (iv) de 4.2, tenemos los siguientes
resultados:

1 (DxT)=Dxp(T)€G
n (D, )+ (A(pi(T)), 1) € S(pr(D + T), pr(T)).

Por lo tanto,

(D, ¢) * (A(pu(T)), 1) * (T, ) = (D * T, ¢ x¢p) € S(pr(D + T), K).

En conclusion, la pareja (G,S;) satisface los axiomas (i), (i7) y (iii). Por lo tanto,
podemos definir la subcategoria D, = C4(G, S, ) de RC#, de manera similar a como se
defini6 a la subcategoria D.

4.2.3 Observacion. Sea (D, ¢) € S+ (G, H), entonces py (D) € G,y (D, ¢) € S(p:1(D), H),
por definicion (D, ¢) € S (p1(D), H).

Ahora, por el axioma (i) tenemos que (A(py(D)),1) € S(p1(D), p1(D)), lo que implica
que (A(p1(D)),1) € S4(G,p1(D)), por lo tanto,

Ba) = [Bodmn) o P

en la categoria D,.

4.2.4 Proposicién. Supongamos que (G, S) satisface del axioma (i) al (iv).

(a) Dados G y H elementos de G y (D, ¢) € M(G, H), entonces (D, ¢) € S+ (G, H)
si y solo si, para todo K € Y.g(H) tenemos Dx K € G y (D, ¢) * (A(K),1) €
S(Dx* K, K)

(b) (G,Sy) satisface del axioma (i) al (v).

(c) Tenemos que D C Dy y las categorias son iguales si y solo si, (G,S) satisface
el axioma (v) de 4.2.

(d) Sean G, H elementos de G y (D, ¢) € M(G x H) con p(D) = G, se tiene que
(D,¢) € S(G, H) siy sold si, (D,¢) € S4(G, H). En particular, Dy contiene a
las operaciones elementales Res, Inf o Def siy solo si D ya las tiene.

Demostracion. (a) =] Supongamos que (D, ¢) € S4(G, H). Entonces p1(D) € G
y (D, ¢) € S(p1(D), H) y por el axioma (iv) tenemos que para todo K € Y g(H),
setiene Dx K € Gy (D*xA(K),¢p*1) € S(D* K, K), en particular
<] Usando la propiedad con K = H, se tiene que Dx H =p;(D) € Gy

(DxA(H),¢px1)=(D,¢p) e S(DxH,H)=S(p:1(D), H).
Por lo tanto, (D, ¢) € S.(G, H).
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(b) Ya demostramos que (G,Sy) satisfacen los axiomas (7), (ii) y (¢i7). Ahora
demostraremos que satisface los axiomas (iv) y (v):
Axioma (iv); Sean G, H en Gy (D, ¢) € S, (G, H). Por definicién de S, se tiene
que p1(D) € Gy (D,¢) € Sy(m(D), H), sea K € Y g(H), ya que (G,S) cumple
con el Axioma (iv) tenemos que:

m Dx K =p(DxA(K)) € G,
n (DxA(K),px1) € S(p1(D*A(K)), K).

Por lo tanto, (D x A(K),¢px1) € S (D * K, K).
Axioma (v). Sea H € G, tenemos que (A(H),1) € S(H,H) y p1(A(H)) = H,
entonces (A(H),1) € S (H, H).

(c) Sean G, H en Gy (D,¢) € S(G,H), por el axioma (iv), D« H = p1(D)
es elemento de G y (D, ¢) € S(p1(D), H). Por lo tanto (D, ¢) € S.(G,H) es
decir, S(G, H) esta contenido en S, (G, H), en consecuencia, D C D, . Ademaés,
si D = Dy, lo que significa que S(G, H) = §;(G, H), para cualesquiera Gy H
grupos en G, y ya que (G,S;) satisface el axioma (v), también lo hace (G,S).
Por otro lado, si (G, S) satisface el axioma (v). Tenemos que para todo (D, ¢) €
S+ (G, H), es decir p1(D) € Gy (D,¢) € S(p1(D), H) y por el Axioma (v), se
tiene (A(p1(D)), 1) € S(G,p1(D)), entonces

(A(pi(D)), 1) * (D, ¢) = (D,¢) € S(G, H).
Por lo tanto, S(G, H) C S8(G, H), lo que implica que D, C D.

(d) Es una consecuencia directa de la definicion.
|

4.3 La construccion _ , para funtores de biconjun-

tos A-fibrados

A la categoria de funtores R-lineales de D a R-Mod, se le llama categoria de los funtores
de biconjuntos A-fibrados sobre la categoria D, la cual se denotara por ]—“‘5" R

Sean F' € .7-"‘5‘, r v X un G-conjunto A-fibrado, denotaremos como G, el estabilizador
de la A-6rbita del elemento x € X.

4.3.1 Definicién. Una secciéon de F' sobre X, es una funcion
s: X — @ F(G.),
z€[X/A]
tal que s(z) € F(G,) para todo x € X, donde [X/A] es un conjunto de representantes
de las A-6rbitas de X.

El conjunto de las secciones de F' sobre X forma un R-mddulo, con las operaciones
puntuales, y G x A actiia de manera R-lineal en el conjunto de las secciones de F
sobre X, con la accién (g,a) - s(x) = 9s(g~tax) = F(Iso(C,))(s(g ax)), donde el
mapeo C, : Gy-1, — G, es la conjugacién. Una seccion s se llama (G, A)-invariante
si (g,a)-s = s para todo (g,a) € G x A.
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4.3.1 La construccién del funtor I'p(U) : I'p(G) — I'r(H)

4.3.2 Definicién. Sean G € Gy F € ]—"’S’R. Se denotara por I'p(G) a la categoria cuyo
objetos son las parejas (X, s) donde X es un G-conjunto A-fibrado tal que G, € G
para todo x € X y s es una seccién (G, A)-invariante de F' sobre X. Dados (X, s) y
(Y, ) objetos de I'r(G), una flecha a : (X, s) — (Y, t) es un morfismo de G-conjuntos
A-fibrados o : X — Y tal que Gy = Gq) v t(a(r)) = s(x) para todo z € X. La
composiciéon en I'p(G) es la composicion de los morfismos de G-conjuntos A-fibrados,
y las flechas identidad son los morfismos identidad.

Sean Gy H elementos de G, F' € .FS,R y sea U un (G, H)-biconjunto A-fibrado tal
que ((G x H)y, ¢n) € S (G, H) para todo u € U.

4.3.3 Definicion. Sea U un (G, H)-biconjunto con las anteriores propiedades, se defi-
nira el siguiente funtor

Lp(U) :Tp(H) — T'r(G)

como el mapeo que manda a un elemento (X, s) de I'r(H) al elemento (U® 4y X, U(s))
de I'r(G), donde

o) = ([ o)) e

con ((G x Hyp)u, buz) = (G x H)y), du) * (A(H,), 1). Dado un morfismo
a: (X,s) — (Y1)
en I'r(H). Definimos I'p(U)(a) = U @ap a.
Ahora demostraremos que la definicién anterior estda bien definida.

Demostracion. Primero demostraremos que F' se puede evaluar en este biconjunto A-
fibrado: Sea (X, s) € I'r(H), por la Definicién 4.3.2, tenemos que, H, € G para todo
x € X,y por las propiedades de U, tenemos que ((G x H),, ¢,) € S (G.H), lo que
significa p; ((G x H),) € G, por el axioma (iv) tenemos:

n (GXH)yxH, =Gue: €G.
n (G X H)y, 0u) * (A(H), 1) = (G X Hy)u, Pup) € S(Guge, Hy)-

Por lo tanto, la evaluacion de F' en (Gug ,,z X Hz)/ (G X Hy)u, ¢u.z) tiene sentido.
Ahora demostraremos que no depende de los representantes de la clase u ® 4y x: Sean
he Hyge G, se tiene que

Guaflh*1®AHhaa: = Gu®AHac7
Hhax = hHax = th = Hh:c7
(G X H)yg-1p-1 = NG x H)yyr = WG x H),,
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en consecuencia

Gy-1p-1 x H
Us)(utath ™t @up haz) = F (l ua” h ®arhaz haz D s(ha)),
( )< Al ) ((G X Hham)u(ha)*lvgbua*lh*l,ha:p) ( ( ))

ya que

(G X Hha:c)u(ha)*l = (G X H)ua—lhfl * A<Hhaz)
= (G X H)uh—l * A<Hhx>
= (G x H), « BWMA(H,),

ahora, se demostrard que lo anterior es igual a
(G x H)yx A(H,) = {(h"'R'h,B) | B € Hp,}.
Sea (¢, 1) € (G x H)yp—1 * A(Hy,), esto significa que:
m (¢, h7'Wh) € (G x H),.
w (R7YW'h, W7 R) € A(H,)
w (R7YWA ) € {(h*WRh,B) | W € Hy,},

por lo tanto, (¢/, ') € (G x H)y * A(H,) x {(h"*Wh, ') | b € Hy,}.

Ahora, sea (¢/,h') € (G x H)y x A(H,) * {(h"*Wh, 1) | b’ € Hp,}, lo que implica que
(¢',h"'W'h) € (G x H),, es equivalente a (¢',h') € (G X H)up-1, ya que ' € Hp,, lo
que significa (¢',h') € (G x H)yp-1 x A(Hp,). Por lo tanto,

(G X Hpa)u(hay1+ = (G x H)yx AH,) * {(h7 WA, 1) | W € Hy,}.
Sea (g/,h/> c (G X Hhax)u(ha)—17 entonces

¢ua—1h—1,hax(g/7 h/) = ¢ua_1h_1(g/7 h/) : 1((h/7 h/))
= ¢u(ha)*1(g,7 h/)

Por otro lado, si 1 : (hfl’l)A(Hhx) :— A, es el morfismo constante de grupos; tenemos,

Gua * 1((g 1)) = Sua((g', KT H'R)) - 1((W™ 1B, 1))
= ual(g', W I'h))
= ¢u((g’, h7'W'h)).

Ahora, notemos que, ya que (¢, h"*I'h) € (G x H).,, si a' = ¢,(¢', h"'h'h), tenemos
que (¢', h"*h'h)u = a’'u, entonces

aduh™' = (¢uh ' (R )*h)h ! = guh™ (R) 7,
y ' = ¢u-1(g’, h'). Por lo tanto,

(bua—lh—l,haz = ¢u:p * 1.
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De donde se concluye:

14— [ Gu AH:EXH{L‘ | H:BXHha:
U(s)(ua ™ *h ' @ oy haz) = F ( @ me)u,¢u7x) ®AH, [((h_l’l)A(Hhx), 1)]> (s(hax))

[ Guo gz X Hy ]
:F< (@ x Bl ) )Uls(ax))

[ Guo gz X Hy ]
:F< (G x o) )S(””)'

Lo que significa que no depende de los representantes de la érbita u ® g x.
Ahora demostraremos que U(s) es (G, A)-invariante: Sean g € G y a € A, entonces

(g,a0) - U(s)(u®z) =2U(s)(g 'au ® )

es igual a

Gu®x x G “lou®x ] [ G “lgu@z X Hw ])
F g @AmH, g s(x)),
([(m,%(aglu@x),n A (G X H) g 10w bg-1aus) (s(z))

podemos hacer notar que

n Gyrguge = Gy iuge = 9 V(G x H),,

n (G X Hy)gry =9 DG x Hy)y,

0 PDA(Gy ) * (G X Hy)yi = ODA(Gy ) €970 (G x Hy)y = (G X H,)u
Dado (¢, 1) € (G x H,)., se tiene que

Lt by raua((g 1) = (g, 97'9'9)) * Gg-1aua((97 99, 1))
= dg1aul(9 99, 1)),

con

(7' g, 1) - g7 'u=g"g'g(g ) (K) " =g ldu=dgu

donde a' = ¢,((¢', h')), por lo tanto 1 % ¢y-14y 5 = Pu . Asi que

(9.a) - Us)(u®z) =U(s)(g" au @)

Gu@x X Ha:
- Q((G X Ho)u, qsu,x)D (s(2)).

Por lo tanto, U(s) es una seccién (G, A)-invariante.
Ahora demostraremos que I'p(U) = U ® aga es un morfismo de (U @4y X,U(s)) a
(U®an Y,U(t)) en I'r(G). Ya que H, = Hy(y), se tiene

Gu@a(m) = (G X H)u * Ha(z) = (G X H)u k H:E = Gu®x,
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entonces

U ® ale)) = F ([ . ;@;ﬁ Xﬁif;(x)]) (ta(x))

u®xXH
F([ e w%])(s(x))

s u®x

Ademaés, I'p(U) preserva la composicién y la identidad, ya que U®_ lo hace. Por lo
tanto, el funtor I'p(U) esta bien definido. |

4.3.4 Proposicién. Dados G, H y K grupos finitos de G. Sean U un (G, H)-biconjunto
A-fibrado tal que ((Gx H)y, ¢) € S+(G.H) para todow € U y 'V un (H, K)-biconjunto
A-fibrado tal que ((H X K),, ¢y) € S+ (H, K) para todo v € V. Se tiene que los funtores
Ip(U®ag V) yTp(U) o Tr(V) son naturalmente isomorfos.

Demostracion. Sean uw € U y v € V. Por el Lema 4.1.8, tenemos que

((G X K)u®v7¢u®v) = ((G X H)mgbu) * ((H X K)va gbv) (435)

Por lo tanto, ((G X K)yxuv, Gugw) € S+ (G.K).

Sea (X,s) un objeto de I'p(K). Ahora demostraremos que los siguientes elementos
(U@ V) @ax X, (U V)(s))y (U®ag (V®ag X),U(V(s))) son isomorfos en la
categoria ['p(G). Sea

a:(URagV)@ax X — U ®an (V @ax X)
(V) Rrr—u® (V)

el isomorfismo natural, como a es un isomorfismo, tenemos Ggve: = Guawsr)- S€
tiene

s)((u®v ) = G(u@v)@w[@. o(x
(U®an V)(s)(u®@v) @) F([@XKI)(H@)@M)W)@D( (z))

y

U (e a) = F (| G B ) )

Gu@(v@x) X HU@:E Hv@z X Kx
pu— F .
([(G X Hv®x)w ¢u,v®x ®AH1,®Z (H X ng)’[}) ¢v,:t <S<x))

Ademas, se tiene las siguientes igualdades
nm (HxK,),=(HxK),*xA(K,),

| ] v®z:(HXK)U*Kw7
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por lo tanto, p;((H x K,),) = Hyg.. Por la formula de Mackey, tenemos que

Gu@(v@z) X Kx

vVue o) =F ([((G < Hoor ) fuee) * (H % KJC)M%,I)D (s(2))

Recordemos
(G X Ky)ugw = (G X K)yge * A(K,) = (G x H)yx (H x K), x A(K,).
8 (G X Hyge)u= (G X H)y * A(Hygy)-

(G X Hyge)ux (H X Kp)y = (G X H)y* A Hygy) x (H X Ky),
= (G x H)y*x A(pr((H X K3)o)) * (H X Ky),
=(Gx H)yx(H x K,),

( Ju* (H x K), * A(K,)

(

- G X Kx)u®v.

m Respecto a las funciones, se tiene que

¢u®v,x = ¢u®v * 1 = ¢u®v = ¢u * vaa

por el otro lado
(bu,v*z * (z)v,z = (¢u * 1) * ((bv * 1) = ¢u * ¢v-

Por lo tanto, U(V(s)) = (U @anx V)(s).
|

4.3.6 Definicion. Para G €e Gy F € F, é’ g- Definimos las siguientes dos operaciones
en la categoria I'p(G).

(a) Dados dos objetos (X,s) y (Y,t) en I'r(G), su coproducto (X,s) U (Y,t) se
define como (X LY, sUt), donde X LY es la unién disjunta de X con Y y sUt¢
es la seccion sobre X UY la cual se define en X como s y en Y como ¢. Esta
construcciéon junto con las obvias inclusiones de X y Y también es un coproducto
de la categoria I'p(G).

(b) Dados dos objetos (X, s) y (X,t) con el mismo G-conjunto A-fibrado subya-
cente X, tenemos un objeto (X, s +t), donde s+t es la suma puntual de las dos
secciones s y t.

4.3.7 Definiciéon. Sea G € Gy F € }"‘Sﬂ. Definimos F, (G) como el grupo abeliano
libre generado por las clases de isomorfismo de objetos (X, s) de I'r(G) y denotaremos
por {X, s} a su clase, cociente el subgrupo generado por los elementos de la forma

{XuY,sut} —{X,s} —{Y,t} y{X,s+r}—{X,s} —{X,r} (4.3.8)

donde (X, s), (X,r), (Y,t) son objetos de I'r(G). Denotaremos la clase de {X, s} en
F(G) por [X, s]g.
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Notemos que por la primera relacion, las clases de los elementos (Gfo, s), donde
He Y ;(G),¢: H— Ay sesunaseccién (G, A)-invariante de F' sobre el G-conjunto
A-fibrado fo forman un conjunto de generadores del grupo abeliano F' (G).

Para cualquier x € F(H), existe una tnica seccién (G, A)-invariante s, de F' sobre

GHX,(;‘ con s,((H,¢)) = x, se denotard la clase {%’ sz} por [H, ¢, x]c € FL(QG).

4.3.9 Teorema. Sean R un anillo conmutativo y (G,S) satisface los aziomas del (i)
al (iv), denotaremos D := C*G,S) y Dy := CXG,81) y sea F € Fp p un funtor de
biconjuntos de D sobre R.

(a) El mapeo que manda a un grupo finito G al R-médulo F(G) y que manda

un elemento [U] € BA(G, H), donde U es un (G, H)-biconjunto finito A-fibrado
tal que todas sus parejas estabilizadoras son elementos de Sy (G, H), al mapeo
R-lineal inducido por el funtor T'p([U]) : T'r(H) — T'p(G), el cual es denotado
por F ([U]) : Fy(H) — F.(G), genera un funtor de biconjuntos A-fibrados
F,eFp, r

(b) La asociacion F — F. define un funtor R-lineal -, : Ff , — .7-"‘3+ R

Demostracion. (a) Primero demostraremos que dados U y V dos (G, H)-biconjuntos
A-fibrados isomorfos tales que todos los estabilizadores de las A-érbitas pertene-
cena S4 (G, H), entonces los funtores I'p(U) y I' (V') son naturalmente isomorfos.
Sea p : U — V un isomorfismo de (G, H)-biconjuntos, por la Definicién 4.3.3,
solo tenemos que notar que para todo H-conjunto A-fibrado X,

s El morfismo p®apg 1 : U ®ag X — V ®45 X es un isomorfismo de G-
conjuntos, por lo tanto Gug, ;e = Gpw)ama-

m Para cualquier elemento u ® 4 x € U ® 4 X, se tiene que

F(l ifj’ ) e
)®AH x)

la ultima igualdad es una consecuencia de que

((G X Hy)u, due) = (G X H)u), ¢u) * (A(Hz), 1))
(G X H)pw), Po(w)) * (A(He), 1)
((G X Hx)ﬂ(u)a ¢p(u).x)'

» Dado un morfismo « : (X,s) — (Y,t) en I'r(H). Por definicién se tiene
que l'rp(U)(a) = U @4y «, entonces

p@an 1(U @an a(u®@an v)) = p@an H{u®a a(z))
= p(u) ®an a(z)
=V ®4alp(u) @ag x).
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Por lo tanto, I'r(U) y T'r(V') son naturalmente isomorfos. El funtor I'p(U) se
puede extender a un homomorfismo de grupos bien definido fj,), del grupo abe-
liano libre asociado a I'r(H) al grupo abeliano libre asociado a I'r(G), ademés
notemos que fiy) (X UY,sUt) — (X,s) — (Y,t)) es igual a

(U®@ag (XLUY),U(sUt)) = (U®@ag X,U(s)) — (U®@ay Y,U(t)),
lo cual es isomorfo a
(U@ag X)W (U @apg Y),U(s)UU(t)) — (U @ag X,U(s)) — (U ®@ag Y,U(t)).
Entonces el fiy) induce un homomorfismo de R-médulos
F([U)) : Fir(H) — F (G),

no es dificil demostrar que fiyuy) = fiy] + fiv). Por lo tanto, se puede definir un
homomorfismo de grupos F, : BA(G,H) — Homg(F,(H), F(G)), méis ain,
por la Proposiciéon 4.3.4 se obtiene que F, pertenece a .7-"£+, R-

(b) Sea ¢ : F' — F’ un morfismo entre F, F’ en la categoria Fj) 5. Para todo
grupo finito G, tenemos un funtor inducido por un mapeo I'p(G) — I'p (G) el
cual manda un elemento (X, s) € I'r(G) a (X, ¢(s)) donde p(s)(x) := ¢g, (s(z)),
este funtor induce un mapeo R-lineal de F (G) a F' (G). Ahora demostremos
que esta construccion respeta la composicién: Sea F” € F 5‘7 rYT:F — F"un
morfismo en .7-"3 R, entonces

(To@)(s)(x) = (T 0 9)a,(s(z)) = 7a, (e, (s(2)))
=76, (p(s)(2)) = 7(p(s))(2).

Por otro lado, si tomamos el morfismo identidad Id : FF — F en ]—“f," R, teme-
mos que el mapeo anterior manda a un elemento (X,s) € I'p(G) al elemento
(X, 1d(s)), donde Id(s)(x) = Idg,(s(x)) = s(x) para todo x € X. Por lo tanto,
se tiene (X, Id(s)) = (X, s), esto significa que este mapeo respeta la composicién
y manda la identidad a la identidad y es R-lineal.

|

Dados G, H elementos de G, y sean U un (G, H)-biconjunto A-fibrado con las
parejas estabilizadoras en Sy (G, H) y dados K € > g(H) y a € F(K). Entonces,

FUDK,bval) = P ({7755}
Joen A )

por el Teorema 4.3.9, lo anterior es igual a

G x HhK
(oSt ]y,
(u®ArhK)E[G\US n (H/ K1) /A] [u@anhK]> Pu®anhk

donde [G\ U ®@apy (H/K,1)/A] es un conjunto de representantes de las (G, A)-6rbitas
de U ® 4y H/K, 1. Ahora notemos que:
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n Hy ="K.
B QuwayhK] = Pu* hi), esta afirmacién se sigue del Lema 4.3.4.

m Por definicion

U(Sa)(u@ag hK) = F (l((guiA’flh(I;;qSiKD Sq(RK)

. Gu®AHhK X hK A
=F (l(G X hK)U,%,hK]) ( a).

Por lo tanto, F'y ([U])([K, ¢, aly) es igual a

> (G ahks Gu * "0, F (

Gugapnx X "K ) h
a)lg.
(u®ArhK)E[G\URar (HxA/(K,))/A]

(G X hK)u7 ¢u,hK
(4.3.10)

En particular, si (D, ¢) € S, (G, H), tenemos
GxH _ h h Dx"K x"K hy
(| (pg)) v = 5 lD o ¢’F<[<D*A<hf<>,¢>b( )L’

help2(D)\H/ K]
b2lx), ="v2lx,

(4.3.11)

donde [p2(D)\ H/K] es un conjunto de representantes de las clases dobles y X}, := pa(D)N'K.
Ahora daremos esta formula para los biconjuntos A-fibrados elementales

m Sean G € G, He Y ;(G), K€Y g(H), ¥ : K — A un morfismo de grupos y sea
a € F(K), entonces

Fi(Res@)([K ¢,alq) = D> [HNIK, 1% 9%, F(Resih ) (%a)lm.
g€[H\G/ K]
IV gn9 k=1

m Sean G € G, H € Y 5(G), K € Y 3(H), v : K — A un morfismo de grupos y
a € F(K), entonces

F+(Ind§)([K,1/;, CL]H) = [Kv @ZJ,G]G

m Sea G € G ysea N <G tal que G/N € G, definamos a M™A(G) :={(g,gN) | g € G}.
Dados N <K < G tal que K/N € Gy ¢ : K/N — A un homomorfismo de grupos y
a € F(K/N), se tiene que

F(Inf&\)(IK/N, ¥, dlgn) = [K, 9, F(Inff y)(a)a,
donde 1) : K —+ A es la funcién inducida por 1.

m Sean G € G y sea N <G tal que G/N € G, definamos a ™YA(G) := {(g9,9N) | g € G}.
Dados K € 3 5(G) y a € F(K), se tiene que
KN/N

Fy (Defn (K, ¥, ala) = [KN/N, 1w, F (IsoinxDeffon ) (a)}G/N .
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4.3.2 Estructura multiplicativa de F'.

Sea (G,S) tales que satisfacen del axioma (i) al (iv), podemos definir la categoria D :=
CA4(G,S) y sean F € ]:S,Ra tal que F'(G) tiene estructura multiplicativa para todo G € G. Al
grupo F4 (G) se le puede dar estructura multiplicativa dada por

[X, S]G . [Y, t]G = [X ®Y,s® t]G,
donde

sRt: XY — H F(Gm®y)
zRYE[(XR®Y)/A]
G
r @y — F(Resgr )(s(x)) - F(Resg! ) )(t(y)),

con (X,s), (Y,t) € T'rp(G) Al trasladar la definicién a los elementos bésicos, tenemos que
[H7 (ZS,(L']G : [Ka w7y]G es igual a

Y [HNIK,¢- 9, F(Resfino) (@) - F(Restino) (y)]c-
g€[H\G/K]
Ahora, se demostrard que esta definicién tiene sentido:

m Primero demostremos que s ®t esta bien definida. Para a € A, se tiene s ®t(za~' ® ay)
es igual a

F(Resqre™!  )(s(ea™) - P(ResG™ , )(t(ay))

za—1 ®hay xa

= F(Resgr, )(s(za™)) - F(Resg’, )(t(ay))
= F(Resgr_ )(s(x)) - F(Resg’, )(Hy))
=s®t(xQy).

m Al ser sy t secciones A-invariantes, tenemos que esta definicién no depende del conjunto
de representantes [(X ® Y)/A].

m El producto no depende de los representantes de la clase. Sean (X, s), (X',s'), (Y1),
(Y t') € Tp(G); tales que, {X,s} = {X',s'} y {Y,t} = {Y',¢'}, entonces existen
morfismos « : (X,s) — (X',s) y g : (Y,t) — (Y',¥') que son isomorfismos en
I'r(G), es decir, Gy = Gy(), Gy = Gg), s(x) = §'(a(x)) vy t(y) = t'(B(y)) para todo
reXyyeY.

Definimos
P XY — X' oY

notemos que p es biyectiva, ya que a y § lo son.
Ahora demostraremos que p estd bien definida. Sean z € X, y € Y y a € A, tenemos

plza @ ay) =
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Para demostrar que p es un morfismo de G-conjuntos A-fibrados, se tiene que para
todoge GyacA:

p((g,a) - (z ®y)) = p(gazx @ gy)
= a(gaz) ® B(gy)
= gaa(z) ® gB(y)
=(g,a)  p(z ®y).
Sean x € X, y € Y, tenemos
(s'@t)(plz@y)) = (s @) (a(z) ® B(y))
= F(Resge™ (s (a(@)) - F(Resg! ) )(#(3(y))
= F(Resgr_ )(s'(a(x)) - F(Resg’, )(t'(B(y))
= F(Res&r, )(s(x)) - F(Resg!, )(t(y))
=(st)(z®y).
Por lo tanto, p es un isomorfismo en I'p(G), entonces [X @ Y, s®t] = [X' @Y’ s @]

m Ahora demostraremos que el producto es cero sobre el cociente de F (G). Sean (X, s),
(}/a f)a (Y7 t)v (Za T) € FF(G)

(X,s)-YuZtur)=(XeYUZz),sx(tur))
=(XeYV)U(X®2),(st)U(s®7r))
=(X®Y,st)+(X®Z,sx7r).

(X,s)- Yt+f)=(XQY,s®(t+f))
=(XQY,(s®t)+ (s f))
=(X®Y,s0t)+(X®Y,s® f).

Por lo tanto, el producto estd bien definido.

4.4 La construccién _ * para funtores de biconjun-
tos A-fibrados

4.4.1 Definicién. Sea (G,S) una pareja que cumplen los axiomas del (i) al (i7i) de 4.2.
Dados G y H en G, definiremos a

SY(G,H) ={(D,¢) € M(G x H) | pi(D) € G,p2(D) € Gy (D,¢) € S(p1(D), p2(D))}-

4.4.2 Proposicién. Supongamos que (G,S) satisfacen del axioma (i) al (iii) de 4.2, adi-
cionalmente satisface los axiomas (vii) y (viii), ademas G es cerrado bajo intersecciones,
entonces:
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(a) Para todo G, H en G y todo (D, ¢) € M(G x H), las siguientes proposiciones son
equivalentes:

(i) (D,¢) €ST(G, H).
(i) p2(D) € G y para todo L € Y g(p2(D)) se tiene que el subgrupo D+ L € G y el
producto (D, ¢) x (A(L),1) € S(D« L, L).

(7it) p1(D) € G y para todo K € Y g(p1(D)), se tiene que K x D € G y el producto
(A(K),1) (D, 6) € S(K, K « D).

En particular, S(G,H) C SY(G, H) para todo G y H en G.
(b) (G,ST) satisfacen los axiomas (i), (i1), (i13), (v), (vi), (vii) y (viii).

(c) Se tiene que D C DT := CA(G,ST) y la igualdad se da si y sold si (G,S) satisface
los aziomas (v) y (vi). En particular, por el inciso (b), se tiene que (D)t = DT,

(d) Sean G, H en G, y (D, ¢) € M(G x H) tal que p1(D) = G y p2(D) = H. Entonces
(D, ¢) € S(G, H) siy solé si (D, ¢) € ST (G, H), en particular Dt contiene inflaciones
o deflaciones, si y solé si D las contiene.

Demostracion. (a) = Primero demostraremos que (7) implica (7):
Supongamos que (D, ¢) € ST(G, H), entonces por definicién pa(D), p1(D) € Gy
(D, ¢) € S(p1(D),p2(D)). Ademsds, (G, S) satisface el axioma (vii), por lo tanto,
se tiene que para todo subgrupo L € Y 5(p2(D)), D * L € G y el producto
(D, ) * (A(L),1) € S(D * L, L). Por lo tanto, se cumple (7).

m Ahora demostraremos que (ii) implica (¢): Supongamos que (D, ¢) cumple (i7),
en consecuencia po(D) € G, D x pa(D) = p1(D) € G, més ain, se tiene que el

producto (D, ¢) x (A(p2(D)),1) = (D, ¢) € S(p1(D),p2(D)), por lo tanto (D, ¢)
es elemento de S*(G, H).

m Ahora demostraremos que (i) implica (iii): Por definicién po(D), p1(D) € G y
(D, ¢) € S(p1(D),p2(D)). Dado K en > g(p1(D), por el axioma (viii) de (G,S),
setiene K« D eGy

(A(K),1)*(D,¢) € S(K,K * D).

m Ahora demostraremos que (iii) implica ():
Por hipétesis, p1(D) « D = pa(D) € G, y

(A(p1(D)),1) # (D, ¢) = (D, ¢) € S(p1(D), p2(D)),
por lo tanto (D, ¢) € ST(G, H).
(b) Demostraremos cada uno de los axiomas

m Axioma (i): Sea G € G, notemos que p1(A(G)) = p2(A(G)) = G, y como (G, S)
cumple el axioma (i), tenemos que (A(G),1) € S(G,G) = S(p1(A(G)), p2(A(G)),
por lo tanto, (A(G),1) € ST(G,G) i.e. (G,ST) satisface el axioma (i).
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m Axioma (i) Sean (D,¢) € ST(G,H) y (9,h) € G x H, por definicion de ST;
tenemos que, p1(D) y p2(D) son elementos de G, y ya que (G,S) satisface el
axioma (vii) y la observacién 4.2.1, se tiene 9p1(D) y "pa(D) son elemento de G.
Ahora, notemos que 9"V (A(G), 1) € S(G,G), y yaque p1(D) € Y g(p2(WVA(G)),
podemos usar el axioma (vii) de (G,S), lo cual nos dice que

@U(A(p1(D)), 1) = PV(A(G), 1) * (A(p1(D)), 1) € 8(*p1(D), pr(D)).
Por otro lado, "™ (A(H),1) € S(H,H) y "pa(D) € Eg(pg((l’h)A(H))), usando
el axioma (vii) de (G, S), se tiene que
B (A(p2(D)), 1) = BW(A(H), 1) % (A("pa(D)), 1) € S(p2(D), "p2(D)),
y ya que GWA(H) « "py(D) = pa(D). Se tiene que,
@D, ¢) = CV(A(pL(D)), 1) * (D, ¢) x WM (A(p2(D)), 1) € SEp1(D), "p2(D)),

ademés, p1 (@M D) = 9p (D) y p2(9M D) = "py(D). Por lo tanto, se tiene que
(D, ¢) € SH(G, H).

m Axioma (i71): Sean (D, ¢) € ST(G,H) y (T,v) € ST(H, K) tales que

wl ‘kl T)ﬂkz ¢2 |k21 (T ﬁkz (T)

Por hipétesis, p1(D), p2(D), p1(T), p2(T) € G,y (D,¢) € S(pi1(D),p2(D)) y
(T,v) € S(p1(T),p2(T)), por el axioma (vii) de (G,S), se tiene que A(p2(D)) *

p1(T) = p2(D)Np1(T) € Xog p2(D). Ademds, D (p2(D)Np1(T)) = pr(D*T) € G
y

(D, ¢) * (A(p1(T) Np2(D)), 1) € S(p1(D *T), p1(T) N p2(D)).

Por otro lado, p2(D) Np1(T) € >_g p1(T), y por axioma (viii) de (G,S), se tiene
que (p1(T) Npa(D)) * T =pa(D+T) € G,y

(A(p(T) Npa(D)), 1) * (T, 9) € S(pr(T) N p2(D), p2(D + T)).

En consecuencia

(D, ¢) * (A(p1(T) Np2(D)), 1) * (A(pr(T) N pa(D)), 1) * (T’ )

es elemento de S(p1 (D, *T'),p2(D x T)). Ademés

(D, ¢) * (Alpr(T) Npa(D)), 1) * (Alpr(T) Npa(D)), 1) + (T, ) = (D, @) * (T, ).

Por lo tanto, (D, ¢) * (T, ¢) € ST(G, K).

m Axioma (v): Sean G € Gy H € } G, tenemos que (A(H),1) € S(H,H)
y pi(A(H)) = H € G con i = 1,2, en consecuencia, se tiene (A(H),1) €
S(p1(H),p2(H)). Ademés, notemos que (A(H),1) € M(G,H), por lo tanto
(A(H),1) € ST(G, H).

m Axioma (vi). Sean G € Gy H € } 5 G, por el punto anterior y el hecho de que
(A(H),1) € M(H,G), se tiene que (A(H),1) € ST(H,G).
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m Axioma (vii). Sean G, H elemento de G y (D,¢) € ST (G, H), por definicién
pl(D) €g para P = 11 27 y (Da d)) € S(pl(D)>p2(D)) Sea K € ng2(D)7 entonces
por el axioma (vit) de (G,S), tenemos que D x K € G, ademés

(D,¢) * (A(K),1) e S(D x« K, K).
Notemos que p1 (D« A(K)) = D x K y po(D « A(K)) = K, por lo tanto,
(D,¢) * (A(K),1) € S"(D* K,K).

m Axioma (viii). Sean G, H elemento de G y (D,¢) € ST(G, H), por definicién
pi(D) € Gparai= 1,2,y (D,¢) € S(p1(D),p2(D)). Sea K € g p1(D), entonces
por el axioma (viii) de (G,S), tenemos que K * D € G, ademés

(A(K),1)* (D, ¢) € S(K,K % D).
Notemos que pa(A(K) « D) = K« D y p1(A(K) * D) = K, por lo tanto
(D, ¢) * (A(K),1) € ST(K, K * D).

(c) Primero supongamos que D = DT. Entonces (G,8) = (G,8T) y por el inciso (b)
tenemos que (G, S™) satisface los axiomas (v) y (vi) de 4.2, por lo tanto (G, S) también
lo hace.

Ahora supongamos que (G, S) satisface los axiomas (v) y (vi). Sean G, H elementos

de Gy (D,¢) € S(G, H), entonces por el axioma (vii), tenemos que pa(D) € G, por el
axioma (vi) de (G,S) tenemos que (A(p2(D),1) € S(H,p2(D)), por lo tanto

(D, ) * (A(p2(D)), 1) = (D, ¢) € S(G, p2(D)),

ademads, por el axioma (viii) y el (v) de 4.2, tenemos que p1(D) € Gy (A(p1(D),1) es
elemento de S(p1(D),G), entonces

(A(p1(D)),1) % (D, ¢) = (D, ¢) € S(p1(D), p2(D)).

Por lo tanto, (D, $) € ST (G, H). Lo que implica que D C D+,
Sea (D, ¢) € ST(G, H), por el axioma (v) de (G,S), tenemos que (A(p1(D)),1) es un
1

elemento de S(G,p1(D)) y por axioma (vi) de (G,S), se tiene que A(p2(D)),1) es un
elemento de S(p2(D), H), entonces
(A(p1(D)),1) = (D, ¢) * (A(p2(D)), 1) = (D, ¢) € S(G, H),
esto implica que DT C D. Por lo tanto, D = D+.
(d) Es directo de la definicién de ST(G, H).
|

Para definir la construccién mas arriba de un funtor fibrado evaluado en un grupo finito
G, definiremos el siguiente subconjunto de G:

M(G):={(H,¢) | H< G, He Gy ¢ € Hom(H, A)}.
Dados U un (G, H)-biconjunto A-fibrado, u € U y K < p1((G x H),). Definimos
K" :={h e H| existe k € K tal que (k,h) € (G x H)y}. (4.4.3)

En el caso A = 1, esta notacién ha sido introducido en [6] por Serge Bouc.
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4.4.4 Observacion. Sean G, H grupos finitos, ademdas (K,«) € M(G). Si U es un (G, H)-
biconjunto A-fibrado y g € G, tenemos:

(a) Si [A\ U/H]| es un conjunto de representantes de (A, H)-6rbitas de U. Entonces
el conjunto {gu | v € [A\ U/H]} también es un conjunto de representantes de las
(A, H)-6rbitas de U.

(b) K < pi((G x H)y) siysélosi K < pi((Gx H)gy).

(c) Paraue Uy (K% \) € M(H). La funcién ¢, 2 es igual a A en ko((G x H),) N K"
si y sélo si la funcién ¢gy2 es igual a X en ko((G x H)gy) N (9K)9".

(d) Parau e Uy (K% \) € M(H). Tenemos que ¢, * A = « si y s6lo si ¢gy ¥ A =9ou.
4.4.5 Definicién. Sea F' € ]-"gR, podemos definir un funtor F* ¢ }"S+ - El cual estd
definido en objetos de la siguiente manera: Para G' € G, definimos a F*(G) como el conjunto
de los elementos (z(x x)) (k. n)em (@) € D e () FK) tales que

Iz(5c,n) = F(Is0g ) (w5 n) = Tarc,on)

para todo (K, ) € M'(G). No es dificil de verificar que

Fre) < @ FK).
(K \)eM!(Q)

Para definir el funtor F™ en un morfismo basta tomar a G, H € G y un (G, H)-biconjunto
A-fibrado U tal que todas sus parejas estabilizadoras ((G x H)y, ¢,) € ST (G, H). Definamos

FH([U])=F*(U): F"(H) — F*(G) (4.4.6)
(@) @ em ) = (YK,0)) (Ka)eM (@) o

donde

ue[A\U/H]

K<p: (GXH)u)
¢“’2‘Wu,K:/\‘Wu,K
GurxA=«

y [A\U/H] es un conjunto de representantes de las (A, H)-6rbitas de U y definimos a Wy, g =
k2((G x H),) N KY). Ahora demostraremos que F'* estd bien definido:

m Sea K € G, por el Axioma (viii) de (G,S) se tiene que
AK)x(GxH),=(KxH),eg

v (A(K),1) %« (G x H)y, ¢u) = (K x H)y, ¢y) € S(K, K*). Entonces a F' lo podemos
K

X u
evaluar en :| .

(K X H)u, ¢u

m La expresién en (4.4.6) no depende del conjunto de representantes [A\U/H| . Dados
a€ A, he HyuéeU, tenemos:

1. K9 = K % (G x H)gun = K # (G x H){" = (K
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(K % H)up, dun) = (AK), 1) % (G x H)y, ) 1)
= ((K x H)u,%)(l,h).

Por lo tanto,

) (l(K KH)Z?MD (Exen) = F ([M]) (z5),

es decir, no depende del conjunto de representantes de las (A, H)-6rbitas de U.

m No depende del representante de la clase de isomorfismo de [U].
Sea V un (G, H)-biconjunto A-fibrado isomorfo a U, entonces existe un isomorfismo
Yv:U—Ven Gsetﬁ. Por lo tanto,

’ ((G X H)u; ¢u) = ((G X H)w(u)7¢¢(u))
. Ku = Y

- (KX H)u, pu) = (K X H)y (), Pyu))-
- El conjunto {¢(u) € V | u € [A\ U/H]} es un conjunto de representantes de las
(A, H)-6rbitas de V.

Se sigue que

FHU) (.0 moyerrmn) = FE V) (@) @aemmn)

m Ahora, demostraremos que (Y1, o)) (La)em (@) = FT(U)((Z(k2)) (k3)em (k) €s un ele-
mento de F*(G). Tenemos que 9y(y o es igual a

Z F([ gKXK}*[ K x K% ]><m )
(K*,A) )

ue[A\U/H] DA, 1] LK X H)u,

K<p1(GXH)u)

¢“"2|Wu,K:)\|Wu,K

PukA=

donde W, k = k2((G x H),) N K". Notemos que K" = (YK )",
(WDAK), 1) * (K % H)us du) = (K x H)gus bgu).

Por la Observacion 4.4.4, tenemos 7y k o) es igual a

IK x (9K)9v
Z g ([(QK X Ig)gu)v ngu]) (#aryn):

gue[A\U/H]
9K<p1 (GXH)gu)
¢gu’2|Wgu,gK:A|Wgu,9K
PgurxA=9a

y esto es igual a Yy 90)-

Notemos que si D cumple la condicién kg, ver la seccién 4.2, la condicion ¢y 2w,
es igual a /\|Wu, « €n la definicion de y(x o) es trivial, ya que Wy, x = 1. Claramente,
FT([U]) es un homomorfismo de R-médulos. Ya que la suma en (4.4.6) es aditiva en
[U], se puede inducir un homomorfismo de grupos

F*:BAG,H) — Homgr(FT(H), F*(G)).
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4.4.7 Lema. Sea U un (G, H)-biconjunto A-fibrado y sea V un (H, K)-biconjunto A-fibrado.
Parau®@velU®agV yL<G.

(a) Tenemos (L*)Y = L¥®",

(b) Supongamos que U es libre por la derecha, entonces L < p1((G X K)ugy) st y solo
si L<p1((Gx H)y) yL*<pi((H x K)y).

El el caso A =1, el inciso (a) fue demostrado por S. Bouc y J. Thévenaz en [11].

Demostracion. m Primero demostraremos que (L%*)" = L“®". Por definicién tenemos que

LY ={keK|3leL: (k) e (LxK)us}
(LYY ={ke K|3heL": (hk)e (L"*x K),}
={keK|3heHyleL:(l,h)e(LxH),y (hk)e (L"x K),}.

Sea k € (L")", entonces existen h € H y | € L tales que (I,h) € (L x H), y (h,k) €
(L" x K),, por lo tanto

(1Lk) - (u@wv) = (I,k)(uh™ @ hv) = luh™' @ hvk™*
=au®adu=(ad) - (u®@w),

donde a,a’ € A, esto significa que (I,k) € (L x K)ysgw, por lo tanto (L*)? C L¥®Y. Por
otro lado, sea k € (L)"“®", entonces existe [ € L tal que (I, k) € (L X K)ygy, es decir

(LK) (u®v) =du®wv,
para algiin a’ € A, entonces existen h € H y a € A tales que
luh™" = d'au
hok™! = aw.

Por lo tanto, (I,h) € (L x H),, esto significa que h € L*, y (h, k) € (L* x K),, entonces
k € (L*)". De donde concluimos L“®Y = (L*)".

m Primero supongamos que L < p1((G X K)ygy). Entonces, para todo [ € L, existe k € K,
tal que (I,k) € (G x K)ygv, esto significa que

(LE)- (u®v)=(lu®vk™)=au®wv
para algin a € A, esto significa que existen h € H y b € A tales que

luh™ = abu

hok™' = av.

Entonces, para todo [ € L, existe h € H tal que (I,h) € (Lx H),, es decir, L es subgrupo
de p1((Gx H),). Ademés, para todo h € L, existe [ € L tal que (I,h) € (Lx H),, para
[ existen h' € H y k € K tales que (I,h') € (G x H), y (', k) € (H x K),, notemos
que (1,'h=Y) € ke ((G x H),) = {1}, entonces h = h/, por lo tanto (h,k) € (H x K),,
entonces L" < p1(H x K),.

Ahora supongamos que L < p1((G x H),) y L" < p1((H x K),). Sea | € L, entonces
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existe h € H, tal que (I,h) € (L x H),, es decir, h € L", por lo tanto existe k € K tal
que (h, k) € (L* x K),, esto implica que

(Lk) - (u®v)=lu®vk™ ' =luh™ @ hwk™?
=au®bv=ab-(u®v)

donde a,b € A, por lo tanto (I, k) € (G x K)yugy- Se concluye que L es un subgrupo de

pl((G X K)u@v)'
|

4.4.8 Teorema. Sea (G,S) tales que satisfacen los axiomas (1), (i), (iii), (vii) y (viii), ade-
mds supongamos que satisface la condicion ko(D), definimos D := CA(G,S) y Dt := CA(Q, Sh).
Entonces la Definicion 4.4.5 se extiende a un funtor R-lineal, =" : Fpr —> Fp+R-

Demostracion. Sea G, H, K € G, y sea U un (G, H)-biconjunto A-fibrado, tal que todas sus
parejas estabilizadoras son elementos de ST (G, H), y sea V un (H, K)-biconjunto A-fibrado,
tal que todas sus parejas estabilizadoras son elementos de ST(H, K), Ahora demostraremos
que

FrU®@agV)=F (U)o F*(V)=FY(K) — F(G).

Sea ¢ = (¢(vp))(Ngem (k) € FT(K). Entonces, para todo (L,A) € M'(G), la (L, \)-
componente de FT(U ®@ap V)(c) es igual a

L ® Lu®v
Z E ([(L X K)u@v) ¢u®v]> (C(Lu®v,ﬁ)) .

uRVE[A\U® ar V/ K]
L<p1 ((GXK)ugw)

u*/B:

Por otro lado, definamos a b := (b(as,0)) (M,0)em (i) = FT(V)(c), entonces

M x M?
by =y, F +( D cv ) -
veE[A\V/K] (M X K}y, b ( )
Mgpl((HXK)v)

Puxp=a

y definamos a a = (a(.x)) (L em (@) = FT(U)(b), donde la su (L, )-componente es igual a

(=

u€[A\U/H]
L<p1((GX H)u)
Pura=A

(4.4.9)

esta es igual a

R AL WKMJ) (C((Lu)v7¢)) )

Z I <|: L x L%
we[A\U/H] (L X H)us du
L<p1((Gx H)w)
¢u*¢:a
ve[A\V/K]
Luspr (Hx K))
Dura=A

notemos que:
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m p2((L x H)y) = L" = p1((L" x K)y),
by = by en ko((L x H)u)Nky((L* x H),) = {1}.

Por la férmula de Mackey, se tiene

L x L%
( QALu

L x H)y, pu

LY x (L") ] B l L x Lu®v 1
(L8 % K)o, ¢u] [ ((Gx H)u, du) # (L X K)y, ¢0) |

Ahora, por el Lema 4.4.7, tenemos que (4.4.9) es igual a

L x Lu®v
Z | F (l((G X H)y, ¢u) * (L* X K)v,@;)]) (C(Lu@vﬂzj)).

ve[A\V/K
u€[A\U/H]
L<p1 ((GXK)ugw)
¢’U *’l[}:a
dura=A

Ya que U es libre por la derecha, tenemos que para cualquier conjunto de representantes
[A\U/H] y [A\V/K], tenemos que el conjunto {u® v | u € [A\U/H] and v € [A\V/K]} es
un conjunto de representantes de A\(U ® 4 V')/K. Mas atn, por el Lema 4.1.8, se tiene que

L x Lu&v 1) (C(Lu®v7¢u®v)) |

u@ve[A\(U®anV)/K] ([(L X K)ugv, Pusv

L<p1((GX K)ugw)
Pu*Pp=cr
Pura=A

LN =

Ya que « no aparece en la suma, se puede remplazar las condiciones ¢, %9 = a 'y ¢y x @ = A
pPOr @y, * ¢y x 0 = A, y por el Lema 4.1.8, tenemos ¢, * ¢, = dyxy. Por lo tanto,

FY U @an V)(c) = F(U) o FT(V)(c).

Ademés, por definicién F'© manda el morfismo identidad al morfismo identidad y es R-lineal.

4.5 El morfismo de marcas

Sea (G, S) tales que satisface los axiomas (i)-(iv), (vi), (vii) y (viii) y la condicién k. Defi-
nimos D := CA(G,S), Dy = C4(G,8.) y D :=C*G,5H).

Por las Proposiciones 4.4.2 (c) y 4.2.4 (c¢) tenemos que DT =D, =&, sea F € féR. Ahora
definiremos el siguiente mapeo R-lineal, mp ¢ : Fi(G) — F1(G) el cual manda una clase
(X, sla € F}(G) a un elemento (apx)zyem (e € FT(G) con

ap ) = Z F (ResL””) (s(x))
z€[X/A]
(LA <(Go-¢a)
donde [X/A] es un conjunto de representantes de las A-6rbitas de X. No es dificil ver que no
depende del representante de la clase [ X, s|g.
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4.5.1 Teorema. Sea (G,S) tales que satisfacen los aziomas del (i) al (iv), (vi), (vii) y (viii),
ademds la condicion ky. Sean G, H € G y U un (G, H)-biconjunto A-fibrado tal que todas sus
parejas estabilizadoras estin en ST(G, H) = S+ (G, H). Entonces, para todo funtor F € ]-“’S,R,
tenemos que el siguiente diagrama

mpg g

Fy(H) 2% FH(H) (4.5.2)
F+([U1)l iF*([U])
Fi(G) 5z FH(G)

mr,G

conmuta.

Demostraciéon. Sean [X,s]g € Fy(G)y (L, ) € M'(G). Por definicién, la (L, a)-componente
de mpa(FL(U)([X,s]g)) es igual a

3 F(ResS* ") (U(s)(u® z))
(Lvo‘)g(Gu®Ia¢u®z)

[ L x Gu@x Gu@m X Hx
- > F( } ®AGu e [ ]) (s(z))
uRzre[U@ A X] - A(L)’ 1 (G X Hx)ua ¢u,ac
(Lfa)g(Guéém:d)u@ac)

[ LxH,
S I (e e

uRzE[U® o X]
(Lva’) <(Gu®z 7¢u®z)

Por otro lado, si se denota a (a(K,)\))(K,A)eM’(G) =mrce([X,sla) vy a

b= (br.a)L)emc) = FH{U)(mra((X, s]a)),
entonces la (L, a)-componente de b es igual a
LxL*
bray= 2. F ({D LIEERY

L<p1((GxH)u)
PurA=a

- L x L .

- > lomal)| X Feestee)
ue[A\U/H] z€[X/A]

L<p1((GxH)w) (LN (Hz,¢2)

burr=a
Ll ] ) .

R (
we[A\U/H] (L x H)u, ¢u)
z€[X/A]

L<p1((GxH)w)
PurA=a

(L)< (Hz,9z)

por el Lema 4.4.7, esto es igual

_ 0y r <[ LxLv
we[A\U/H] (L X H)u, du)
z€[X/A]
Pu A=
(L NS (Haz,¢2)
L<Gu®z

QALw

®ALw mp (s(x)).
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Ya que U es libre por la derecha (propiedad k3), el conjunto
{u®zeUQuy |z € [X/Alyue [A\U/H|}

es un conjunto de representantes de las A-6rbitas de U ® 4 X, y podemos remplazar las
condiciones ¢, x A = a'y (L, A) < (Hy, ¢,) por

(L, pu x A) = (L, @) < (Gugas Pu * ¢z) = (Guga, Pusr)-

Se hace notar que p;((G x Hy)y) = Guga ¥

(A(L),1) * (G x Hy)u, ue) = (L X Hy)us Pu )
= (L x H)u, ¢u) * (A(LY), 1).

Por lo tanto, la (L, a)-coordenada de F*([U]) (mpa([X, sl)) es igual a la (L, a)-coordenada
de mpa(FT([U])([X,s]e)), lo que significa que el diagrama conmuta. [ |

La siguiente definicion es algo cercano al inverso del morfismo de marcas.

4.5.3 Definicién. Supongamos que la pareja (G, S) satisfacen del axioma (7) al (iv), ademés
los axiomas (vi), (vii) y (viii) en 4.2 y denotemos D :=C?(G,S). Sea F € f‘,é"R y G eg.

Definamos el mapeo ng g : FY(G) — F(G) por npg ((aK,)\,)(K,)\)EM/(G)> es igual

Z |L|M((L,¢)7(K7 A))[La¢aR€S§a(K,A)]Ga
(L), (K,N)eM'(G)
(L) <(KN)

donde, p denota la funcién de Mébius del copo M'(G).

4.5.4 Proposicién. Sean (G,S), D, F y G como en la definicion 4.5.3. Entonces npg o
mprag = |G’ . IdF+(G) Ymragongag = ’G| . IdFJr(G).

Demostracion. Sea [X, s|q € F+(G), por un lado, tenemos que la evaluacién np g(mpq([X, sla))
es igual a

> |LIp((L, ), (K, X)[L, 9, Rest; (mpa([X, s]6))xn))a

(L), (K,\N)eM(G)
(Lap)<(K,N)

= Y ILIa((E ), (B V) [ L4, Resf (F(ResG)(s(@)) )]

(L), (KNeM'(G) ¢
(L)< (K N)
z€[X/A]
(KN (Ge 92)
y esto es igual a
> L] > n((L, ), (K, A))[L, ¥, F(Resy*)(s(x))]a

(L), (KA\)eM'(G) z€[X/A]
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donde (mp,c([X, sla))(k,») denota la (K, A)-componente de mp,c([X, s]g). Por las propieda-
des estandar de la funcién de Mobius p, la dltima ecuacion es igual

nra(mra((X,sla) = > Y 1Gul[Gas bu, F(Resge)(s(x))]e
(Lap),eM'(G)  z€[X/A]
(va):(Gx7¢:c)

=Gl Y [Gudus(@)a
z€[G\X/A]
= |G|[X, sla
ya que
{y € [X/A] | [Gy, ¢y, s(W)la = [Ga, ¢us s(x)]a}H = |G]/|Gel.
La segunda igualdad se da por una adaptacién de la prueba de la Proposicién 2.4 de [2]. Para

cualquier (a(x \)xem (@) € FT(G), tenemos npa((a(x x)) (kner () s igual a

Z |L‘N<(L7¢)7(K7 )‘))[LawaF(Resf)(a(K,/\))}G
(L), (K,N)eM'(G)
(L)< (KA)

Se sigue que, mp,g (TLF,G((G(K,A))(K,A)GM'(G))) es igual a

Z |L’M<(La ¢)7 (Kv )‘))mEG([Lv Y, F<R63£{)(a(K,)\))]G’)'
(L), (K,NeM'(G)
(La)<(K,A)

Notemos que mp.([L, ¥, F(Resi ) (agx )] = 0F) r.ajerm(), donde

b(TLj)) = Z F(RengL o Rest)(gaKA).
gLe[G/L]
(T,)#9 (L)

Entonces, la (T, a)- componente de mp g (nF,G((a(K,A))(K,A)e/vﬁ(G))) es igual a

S Y S (@) () F(Resi) O axe ).

9€G (T9,09)< (L)) 12 (L) <(KX)

Por la inversién de Mobius [Proposicion 2 de la seccién 3 de [20]] esta suma se colapsa a
Yare a9 = arq. Por lo tanto, la (T, a)-componente de mpg (npg((a(K’)\))(K,A)EM/(G))) es
|Glara-

4.5.5 Corolario. Sean (G,S), D, F y G como en la Definicion 4.5.5. Si |G| es invertible en
R, entonces mpc y |G| 'nra son inversos entre si.

4.5.6 Corolario. Sean (G,S), D, F y G como en la Definicion 4.5.53. Si la |G|-torsion de
F(Q) es trivial, entonces mp es inyectiva.
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4.6 Funtores de Green fibrados

Esta seccién estd dedicada a estudiar los funtores de méas abajo y mas arriba. A lo largo
de esta seccidén, la clase G esta cerrada bajo el producto directo, denotaremos a la categoria
D :=C*(G,S) y consideremos la subcategoria de funtores de biconjuntos A-fibrados sobre
D, la cual se denotard como ]-"‘S’ r que consta de los funtores de de Green de biconjuntos

A-fibrados (Definicién 4.6.1). Para 1 : G — H un isomorfismo de grupos, se define
HxG

A
Iso(y)™ = [(w,l) @) 1] .

4.6.1 Definicién. Se dice que F € .7-737 r s un funtor de Green de biconjuntos A-fibrados
de D sobre R si es un funtor de biconjuntos A-fibrados equipado con un producto bilineal

x:F(G)x F(H) — F(G x H)
(¢,d) — (¢ x d),
para todo G, H € G y un elemento £ € F(1) que satisfacen las siguientes condiciones:

m Asociatividad: Sean G, H y K grupos finitosde Gy seaa: GX(HxK) — (GxH)x K
el isomorfismo canénico. Entonces, para todo z € F(G),y € F(H) y z € F(K), se tiene
que

(% y) x z = F(Iso(a)?)(z x (y x 2)).

m FElemento identidad: Sea G un grupo finito en G, denotaremos por pg : 1 x G — G
v Ag : G x1 — G a los isomorfismos candnicos. Entonces se tiene que para todo
z € F(G)

x = F(Iso(pa)M)(Er x 2) = F(Iso(\q))(z x EF).

m Funtorialidad: Si ¢ : G — H y ¢ : G — H’ son morfismos en D, entonces para
cualquier z € F(G) y y € F(H) se cumple que

Flo@ay)(z xy) = F(o)(x) x F(¢)(y)-

Sean Fi, Fs € .7-"’5‘7 r funtores de Green de biconjuntos A-fibrados de D sobre R. Un morfismo
de funtores de Green de biconjuntos A-fibrados entre F} y Fy es una transformacién natural
n: F| — F5 en la categoria }"’5‘7 g con las propiedades adicional que

Fl(G) X Fl(H) HFQ(G) X FQ(H)

NG XnNH
Fl(GXH) Py FQ(GXH)

conmuta para todo G, H en G y n(€r,) = Ep,.

Denotaremos la categoria de los funtores de Green de biconjuntos A-fibrados de D sobre
A,
R por Fpp.
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4.6.2 Observacion. Sean G y H grupos finitos. Para todo G-conjunto A-fibrado X y para
todo H-conjunto A-fibrado, tenemos que (G X H)zgy = Gz X Hy, paratodo @y € X @Y.

El siguiente lema demuestra que las construcciones F; y F'™ preservan la propiedad de
ser un funtor de Green de biconjuntos fibrados.

4.6.3 Lema. Sea (G,S) que satisface los aziomas (i)- (iii), (iv) y (vi) en 4.2, definimos a
D =C4(G,S), Dy =C*(G,Sy). Para todo F € ]-'g:]‘%, entonces Fy € fgﬁR.

Demostracion. Definiremos el producto bilineal para Fy. Sean G, H elementos de G, defini-
mos a

X i Fy(G) x Fu(H) —s Fu(G x H)
(X, s, [Yotln) m— [X ®a Y, s X tlaxm,

donde

sXt: X®4Y — H F((G x H)zgy)
TRYE[XRY/A]

z @y s(z) X t(y).

Ya que s y t son secciones A-invariantes, se tiene que s x t estda bien definida, y definimos
al elemento identidad como £r, = [1, sg,.] € F(1). Ahora demostraremos que este producto
bilineal y el elemento £, cumplen las propiedades de la definicién 4.6.1:

Asociatividad: Sea GG, H, K elementos de G y sea

a:Gx (HxK)— (GxH)x K

el isomorfismo natural. Para todo [X,s|q¢ € F+(G), [Y,tlg € Fy(H) y [Z,r]xk € Fi(K),
tenemos

Fy(Iso(a)™) (X, sl % ([Y,tln x [Z,7]K))
es igual a
[Iso(a)® ®ax(mxry X ®a (Y @4 Z),Iso(a)? (s x (t x 1))](Gxm)x K-
Es importante destacar que existe un isomorfismo de biconjuntos A-fibrado entre
Iso(a)* @axmyxi X ©a (Y ©42) 2 (X ©4Y) @4 Z. (4.6.4)

Dado que Iso(a)? es G x (H x K)-transitivo, cualquier elemento del (G x H) x K-conjunto
Iso(a)4 @aax(HxK)) (X ®a (Y ®a Z)) puede ser expresado como 1 ® (v ® (y ® z)), para
algunos z € X, y € Y y z € Z. En este caso, se tiene

Iso(a) (s x (t x1)(1® (z® (y © 2)))
es igual a

((G X H) X K)x@(y@z) X (G X (H X K))(z@y)@z
F (l @DA(G x (H x K))(x®y)®z)’ 1 ‘|> (s(x) x (t(y) x r(2))),
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por la asociatividad de x de F', esto es igual a

(s x (t x7))(z® (y ® 2)).

Elemento identidad: Sea [ X, s]g € F+(G), tenemos un isomorfismo natural de G-conjuntos
A-fibrados entre

14 X=2X=ZX®yl.

Sean \g: 1 x G — Gy pg: G x 1 — G los isomorfismos naturales, tenemos que

(Iso(\e)*(se, x 8))(1 @ z) = F ([ AG’I)A((ll ig 1]) ((se, x 8)(1 x 7))
-+ ([

)
)
[(xﬁ)z 11 i ?) 1]) (Er x 5(z))

s(x),

=F

entonces

Fy(Iso\a)M)(Er, x [X,s]q) = [X, slg.
De manera similar podemos demostrar que

Fi(Iso(pe) ) (X, sle x €F,) = [X, sl

Por lo tanto, e, es el elemento identidad.

Funtorialidad: Sea U un (G’, G) -biconjunto A-fibrado y sea V un (H’, H)-biconjunto A-
fibrado tales que todas sus parejas estabilizadoras son elemento de Sy. Para [ X, s]g € F+(G)
y [Y,t]lg € Fy(H), tenemos que

Fr(Uea V)([X,sle x [Y.t]n) = FL(U®a V)([X ®4Y, s X tjoxm)
=[(U®AV)®@acr (X ®4Y),(U®aV)(s xt)]arxn

Por el otro lado

Fr (U)X, tla) x Fy (V)Y t]n) = [U @a¢ X, U(s)lar x [V @an Y, V(1) i
= [(U®ac X) @4 (V@anY),U(s) x V()]crxmr-

Notemos que el mapa

(UaV)RacH (X ®4Y) — (URac X)®4 (VRARY)
(u®v) @acH (2@ Y) — (U®ac ) @ (V®an Y),

es un isomorfismo de (G’, H')-biconjuntos A-fibrados. Ahora, Se demostrard que

Us)x V() (u@apgx) @ (v@apgy)) =U(s)(u®@ag x) X V(t)(v @ag y)-

Primero, tenemos que U(s)(u ® g x) X V()(v ®am y) es igual a

F ([éG )C;D (s()) x F ([fé@H )IZD (ty)).
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Por otro lado, tenemos
U@aV)(sxt)(u®v) @agH (x ®@Y))

que es igual a

(G' x H’)(u@w)@AGH(m@y) X (G x H)zzy )
F ([ ((G" x H") x (G x H)zgy)uzw, Puscw ]) (s(z) x t(y)).

Esto es debido a que

G;L®AG15 x Gy HI/I®AHy X Hy
(G'X Go)us b | | (H' X Hy)y, 0

es isomorfo a

(G x H') x (G X H)zgy)ugwv: Pusw

Debido a la funtorialidad de F, se sigue la funtorialidad de F} .

Sean G'y H grupos finitos y sea D < G x H. Se define a

p(D) = p1(D) x pa(D),
usaremos esta notacién en el siguiente lema

4.6.5 Lema. Sea (G,S) una pareja que satisface los Aziomas (i)-(iii), (vii) y (viii) en

4.2, y la condicién ky, denotemos a D = CA(G,S), Dt = CA(Q,S+). SiF e fg’%, entonces
A:

Fre Fplp.

Demostracién. Definiremos el producto bilineal de F'*. Sean G, H elementos de G, definimos
el producto bilineal

x: FH(G)x FT(H) — F*(G x H)
((aL )@ nem @) (bk.g) Kk pyem ) — (CT.0)(Ta)em (GxH)
donde

o — F(Resgﬂ(T))(apl(T)v,\ X bpy(r),8)  sta=Axf
o 0 de otro modo.

Definimos al elemento identidad como e € F*(1). Ahora demostraremos que este producto
bilineal y el elemento identidad cumplen las condiciones de la Definicién 4.6.1.
Asociatividad : Sean G, H, K elementos de G y sea

¢: (GxH)xK —Gx(HxK)

el isomorfismo canénico. Dados los siguientes elementos = = (zr)) L nem () € FT(G),
Y= Wiy)uyem ) € FT(H) y 2= (218)s8)em k) € FH(K), se define

(b7 )(TryeM (HxK) =Y X 2
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con

T
b1 = F(Resh ") Yy (1)) X Zpa(1),5))

si 7= x [ para algin 5 € p2(T)*, v € p1(T)* y 0 de otra manera. Ahora, se define

a = (aQt)(QeM(Gx(HxK)) =T X b

con

ags = F(Reshy®) (@)1 X bra(@)r) (cont=Xx7)

= F(Resy?)(@y, (@) x F(Respitn? " D)y, 010 % 2p1200.6)

esto es igual a
Q Q)% (p1,2(Q) xp2.2(Q
F(Resy? o Resht (300 289722, 6) 3 % Wy a(@)7 X 210(@).6)
= F(Respy @02 @Pm22@y 0601\ X W1 2@y X 2m2(@),5))

donde se denota a p12(Q) = p1(p2(Q)) < H y p22(Q) = p2(p2(Q)) < K. También se define
¢ = (1) @Hem(GxmxK) = FH(Iso(®)M)((z x y) x 2)

donde Q = ®(Q) y t =t o ® para (Q,t) € M(G x (H x K)). Se tiene que, cgi es igual a

F(Iso(‘I’)A o Resg(Q)X(pl'Q(Q)XpZ’Q(Q)))((xpl(Q),/\ % yp1,2(Q),'y) % zpl,z(Q),B)v

por la asociatividad del producto bilineal de F, esto es igual a la (Q,%)-coordenada del
elemento = X (y X z).

Elemento identidad: Sean A\g : 1 XG — Gy pg : G X1 — G los isomorfismos canodnicos.
Para y = (yr,5)(1,8)em (c) € F1(G), se denota

(bk.o)(K.a)emr (@) = FT(Iso(Aa)™) (Ep+ x y)

donde
K x K%
uE[A\Is0MA /1% C] (K X (1 X G))us Pu
K<P1((G7><1(}3><G))u)

Por el producto bilineal x de F'T, tenemos (£ x Y) (kv # 0si K* =1 x I para algtn
I € gG, sesigue que K = I, entonces

bra =F <[(AGK1)><AS i giy J) (€F X YK ,a)

= YK,a-

De forma similar, se puede demostrar que F* (I sopé)(y X Ept) = v.
Funtorialidad: Sea U un (G’, G) -biconjunto A-fibrado y sea V un (H’, H)-biconjunto A-
fibrado tales que todas sus parejas estabilizadoras son elementos de ST (G,G’") y ST(H, H')
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respectivamente. Para & = (2x.o)(k.a)em/(c) € FHG) vy y = (Y1,8)1,8em ) € FT(H), se
denota
b= (L) woem e = F(U@a V)@ xy),

donde la componente by, 5 es igual a

L x Lu®v
> ! K(L x (G xXH))um%mﬂ ((z X y)(puevq))-

u@Ue[A\URV/Gx H]
L<p1 ((G'xH")x (GXH))ugw
¢u®v*5:6

Por la definicién del producto bilineal de F'*, se tiene que ((z X Y)(Leevs)) # 0 siy sélo si
(p1(L*®7),\) € M'(G) y (p2(L"®7), B) € M'(H) tales que s = A x (8. Entonces by, 5) es igual
a

L X LU®U (Lu®v)
ZF l((L X (G X H))U®U7¢u®u> © Res?ﬂ@v (a:.pl(LMX)v),)\ X ypz(Lu®v)76)7

donde la suma corre sobre u ®@ v € [A\U ® V/G x H|, L < p1 (((G' x H') x (G x H))ugw)
Y Guzw * (A x B) = 6. Mds atn, por la accién de U ®4 V, se tiene py(L¥®?) = pi(L)* y
p2<Lu®v> — p2(L)v_
Por otro lado, se define
a:= (ang)(vyemcy = FT(U)(x)
y
wsyem i) = FT(U)(x),
) x FT(V)(y) es igual a

(ZWS
entonces (L, §)-coordinada de F+( )

)(
(z
F(Reslzl(L)Xm(L))(apl(L)t>< (D), J)

con d =t X s, donde

p1(L) x pi(L)"
Ay (L),t) = > F ([ (Zpy (1)e0)
1 we[A\U/G] (pr(L) X Gu; $u 1
p1(L)<p1((G' XG)w)
Purk=A
y
p2(L) x p2(L)" D
Z. s = F <|: Y v .
p2(L), Ue[,ﬁ%\://H] (p2(L) x H)y, bo ( p2(L) 77)
p2(L)<p1((H' xH)v)
Pux ="

Ahora, notemos que

[ p1(L) x pi(L)" } @ [ p2(L) X pa(L)” ]
(pl(L) X G)U7¢u (pQ(L) X H)md’v

es igual a

Lu®v
o Resi(u@m )

L x Lu&v
(L x (G x H))ugw; Pugw
Por la demostracién del Teorema 4.4.8 y la funtorialidad del producto bilineal x de F', se

tiene que la (L, d)-coordenada de F(U)(x) x F*(V)(y) es igual a la (L, \)-coordenada de
FHU®aV)(z xy). [ |
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4.6.6 Teorema. Sea (G,S) una pareja que satisface los Aziomas (i)—(iii) en 4.2 y definamos
D :=CA(G,S). Ademds, sea F € fé:‘é.

(a) Supongamos que la pareja (G,S) también satisface los axiomas (iv) y (vi) en 4.2, y
definiremos a Dy = CA(Q,S+). Entonces Fy € }-gﬁR y se obtiene un funtor

. TAp Ap
—+:Fpr— }“D+7R.

(b) Supongamos que la pareja (G,S) también satisface los axiomas (vii) y (viii) en 4.2,
asi como la condicion ky y denotaremos D+ = C*(G,S*). Entonces F* € ]-"SfR y se
obtiene un funtor

— T R — Fpl'ae

(c) Sila pareja (G,S) también satisface los Axiomas (iv), (vi), (vii) y (viii) en 4.2, asi

como la condicion ko. Entonces el morfismo de marcas

mp: Fy — F7T
es un morfismo en la categoria F;}g, donde & = D, = DT,

Demostracion. Tenemos que el inciso (a) y (b) son consecuencia del Lema 4.6.3 y del Lema
4.6.5. Ahora, demostraremos el inciso (c). Sea G, H € G, se necesita demostrar que el siguiente
diagrama conmuta

Fy(G) x Fy(H) — F*(G) x F*(H)

F,.GXMF H
Xl &

Fi (G x H) FT(G x H).

MFp,.Gx H

Sea [X,s]g € F+(G) y sea [Y,t|g € Fy(H). Primero, la (T, «a)-coordenada de la evaluacién
mpcxa([X ®4Y,s X tlgxm) es igual a

Z F(ResTIXHy)(S(QU) x t(y))
TRYE[X QY]
(Ta)<(Go X Hy ¢z X dy)

Por otro lado, la (T, a)-coordenada de mpc([X, s]¢) X mpu([Y,t]x) es igual a

T T
F(Resh P2 (i 61X, 816) oy (1)) X mm i ([Ys 1) (o 1).8))

donde av = X x 8, mpg([X, S]G)(pl(T)’)\) es la (p1(7T'), A)-coordenada de mr([X,s]qg) v la
mpu([Y, 1) (po(1),8) €8 1a (p2(T), B)-coordenada de mp,u([Y,t]m), por la definicién del mor-
fismo de marcas, esta es iguala a

S F(Resy” M) (s(x) x t(y)),

z€[X]

yelY]
(pl (T)v)‘)g(Gzﬂz)z)
(p2(T),8)<(Hy,dy)

se tiene que el conjunto {r @y € X ®4Y | € [X]andy € [Y]} es un conjunto de
representantes de las clases dobles A\X ®4 Y/G x H, entonces la (T, «)-coordenada de
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mra([X,slg) x mpa([Y,t]g) es igual a la (T, «)-coordenada de mpgxu([X ®4Y,s x t]).
Ademas, notemos que

zel
(L,1)<(1z,02)
= F(Resq) (s, (1))
- 5F7

por lo tanto, mp manda el elemento identidad de F; al elemento identidad de F™. Entonces
el morfismo de marcas mp es un morfismo en la categoria F (Z;l }g. |

4.6.1 Estructura multiplicativa de F'*(G)

4.6.7 Teorema. Sea la pareja (G,S) tal que satisfacen del axioma (i) al (iii), definamos
D :=C4(G,S), Dt = CA(Q, St)ysea F € }"‘S’R tal que F(QG) tiene estructura multiplicativa
para todo G € G. Si (G,S) también satisface los axiomas (vii) y (viii), y la condicion k.
Entonces FT(QG) tiene estructura multiplicativa para todo G € G.

Demostracién. Para todo G € G le daremos estructura multiplicativa a F'*(G), la cual serd
entrada por entrada.
[ |

4.7 Ejemplo de las construcciones +

En esta seccién daremos la definicién de dos funtores de biconjuntos fibrados y cudl es la
relacion entre ellos referente a la construccion —; anteriormente definida. El primero de
estos funtores es el funtor de caracteres al cual se le dio estructura de funtor de biconjuntos
fibrados en la seccién 11B. de [3] y el segundo es el funtor global de representaciones fibradas,
el cual esta inspirado en el funtor global de representaciones.

4.7.1 El funtor KR¢

Sea A = C*. Para un grupo finito G, denotaremos por Rc(G) el anillo de caracteres de los
C|G]-modulos. Se puede definir el mapeo linealizacién

ling : B (G) — Re(G)
[H, ¢ — IndS(¢).

Por el teorema de induccién de Brauer, este morfismo es sobreyectivo. Del Teorema 1,1 de
[7] y el Corolario 2.5 de [3]

lingxm ([X]) @cu lingxx ([Y]) = lingxx ([X ®cu Y])

en Rc(G x K). En consecuencia, la relaciéon G — Rc(G), define un funtor de biconjuntos
C*-fibrados, denotado por R, el cual manda a un elemento basico [GUX f } de B¢” (G,H) al
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mapeo

Re ([GUT(Z)H]) : Re(H) — Re(G)

[M] — [Ind5* " (Cy) @cy M),

donde Cy es el conjunto C donde U acttia por la derecha a través de ¢.

4.7.2 El funtor global de representaciones fibradas

Ahora daremos la definiciéon del funtor global de representaciones fibrado, es importante
recalcar que el anillo global de representaciones esté definido en [16] y se le dio estructura de
funtor de biconjuntos en [13]. El funtor que definiremos no corresponde como tal con el funtor
global de representaciones visto como el funtor de biconjuntos fibrados, pero estd altamente
inspirado en él, si se hace una analogia, seria como el funtor de Burnside y el funtor de
Burnside fibrado.

4.7.1 Definicion. Dados G un grupo y X un G-conjunto, se dice que un CG-médulo V es
X-graduado si

V=,

zeX

donde cada V, es un C-subespacio vectorial tal que gV, = Vi, para todo g € G y x € X.

4.7.2 Definicién. Se define como X la categoria cuyos objetos son de la forma (X, V'), donde
X es un G-conjunto A-fibrado y V' es un CG-mé6dulo X /A-graduado, aqui, X/A es el conjunto
de las A-érbitas de X. Si X y Y son G-conjuntos A-fibrados isomorfos, y V' es un CG-médulo
X/A-graduado y W es un CG-mé6dulo Y/A-graduado que son isomorfos, entonces (X, V) y
(Y, W) representan el mismo objeto en X. Si (X, V) y (Y, W) son objetos de X un morfismo
de (X,V) a (Y,W) es un par de la forma (f,a) donde f : X — Y es un morfismo de
G-conjuntos A-fibrados y v : V —— W es un morfismo de CG-modulos, ademds, f y « son
compatibles, lo que quiere decir que a(V;) € Wy(,) para todo # € X/A. La composicién en
esta categoria estd definida como la composicién entrada por entrada y la flecha identidad
de un elemento (X,V) es (1x,1ly) donde 1x es la funcién identidad de del G-conjuntos
A-fibrados X y 1y es la funcién identidad el CG-médulo V.

La categoria N tiene un coproducto definido de la siguiente manera
(X, V) (Y, W)=(XUY,VaW),

donde U es la unién disjunta de conjuntos y @ es la suma directa de médulos. Definimos a T'(G)
como el grupo de Grothendieck de la categoria X. Se define el anillo global de representaciones
A-fibradas del grupo G como

T(G)
donde X es un G-conjunto A-fibrado y V, W son CG-mé6dulos X/A graduados. Al grupo
O(G) se le puede dar estructura multiplicativa de la siguiente forma

(X, V] [Y,W] =[X®4Y,V&c W]

04(@) =
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4.7.3 Definicién. Sean (G, S) como anteriormente los definimos tales que cumple del axioma
(i) al (4i7). Definimos el funtor de representaciones globales A-fibradas, el cual lo denotaremos
por 04, de la siguiente manera: Dado un grupo G € G lo mandamos al anillo global de
representaciones A-fibradas 04(G) y dados G, H elementos de G, U un (G, H)-biconjunto
A-fibrado elemento de Homp(H, G), definimos el mapeo

0A(U) : DA(H) — D4(G)
(X, V] +— [U®@an X,CU ®can V],

donde A actta de manera trivial en V.

El funtor anterior estd bien definido, ya que el producto tensorial de biconjuntos A-
fibrados respeta las clases de isomorfismo de los biconjuntos A -fibrados y la suma directa
también respeta las clases de isomorfismo de los médulos. Si V' = @®,cx/4Vs se tiene que

CU®canVE P uwol,.
uRTEUR A X

donde u ® V, := {u ® vy | vy € V. }, el cual es un subespacio vectorial sobre C.

Ahora calcularemos la construcciéon —; de Rc. Primero tenemos que encontrar la secciones
de Rc sobre C* que sean (C*, G)-invariantes.

Sea X un G-conjunto A-fibrado tal que G, es un elemento de G para todo x € X, Entonces
una secciéon de R¢ sobre X es una funcion

s: X — P Re(Ge)
z€[X/A]

tal que s(z) € Rc(G,) para todo z € X.
Los elementos bésicos de R%:F(G) son de la forma [X, s]g, donde X es un G-conjunto C*-

fibrado transitivo, tales que G, es un elemento de G y s es una seccién RE(C:X sobre X tal
que es C* x G-invariante, es decir, 9s(ax) = s(z) para todo (a,g) € C* x G. Definamos el
CG-modulo

Vi =1Indg s(z)= P g®@s).
9€[G/Ga]
A la pareja [X, s]g le podemos asociar a la pareja [X, V3] en 04(G).

4.7.4 Proposicién. La construccion — del funtor de biconjuntos fibrado R%X , el cual deno-
tada como R%:r, es el funtor del anillo de representaciones global C* -fibrado D€ .

Demostracion. Dado un (G, H)-biconjunto C*-fibrado U tal que todas sus parejas estabili-
zadoras son elementos de S(G, H), se define el morfismo

Re+ ([U]) : Re+(H) — Re +(G)
[X,S]H — [U ®(C><H X,U(S)]G’

donde
U e ) = Re (5 25T ) (ola)

Gu x x
= [Ind(Giji (Cs.) ®cxm, s(z)],
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con
Gu@mXHz _ Gu@x X H:I,‘
Ind(GXHx)u <C¢u> - C |:(G « Hx)u,¢u:| )
entonces
Gu@m X Hx
o= B {(G ST cbu] @ 5(7)

uRrE[URx  X/C*]

= @ u®m, s(x)
uRTE[URx g X/C*]

= @ u®p, s(x).

u®z€[(U/CX)@m (X/CX)]

Por otro lado, se tiene

CU @cxp Vs =CU @cxy P s(x),
z€[X/A]

por la Definicién 3.1 de [13], se tiene

CU @cxpg Vs = $H u® s(x)
URTE[U®ex 1 (X/C¥))

= @ u® s(x)

u®z€[(U/CX) @ (X/CX)]

Ahora definamos el mapeo
RE(G) — 27 (@)
(X, slg — [X, Vil

Por las observaciones anteriores, este mapeo se puede extender a una transformacién natural
e ez X X . . .
y por la definicién de los funtores R% Y 0T este mapeo es inyectiva y sobreyectiva en cada
I

. . X
una de las evaluaciones. Por lo tanto, el funtor R%: es isomorfo a O~
|

4.8 Adjunciones

En esta seccién demostraremos que el funtor — tiene un adjunto. Primero lugar, fijaremos
un anillo conmutativo con unidad R y una pareja (G,S) como se definié previamente, que
ademas satisface del axioma (i) al (iv) en 4.2. Definiremos a D = C4(G, S).

4.8.1 Definicién. Para G, H en G, definimos:

S-(G,H) ={(D,¢) € S(G,H) | pr(D) = G}.
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4.8.2 Notacién. Sea GG un grupo finito y sea H un subgrupo de G. Si ¢ : H — A es un
homomorfismo de grupos, definimos

HXG}

Resio = | (715 4]

G .
y Indii.o = [A<H>,<z> |

Si a: G — A es un morfismo de grupos, definimos a

GxG
5l

donde «a : A(G) — A definida por, a((g, 9)) = a(g).

twg = [ (4.8.3)

4.8.4 Lema. Con las hipétesis anteriores sobre (G,S) tenemos que la pareja (G,S_) satisface
del azxioma (i) al (iv) de 4.2. Ademds, (D_)y = D5

Demostracion. Utilizando la definicién de S—, y los primeros 3 axiomas de (G, S) y la férmula
de Mackey. Se puede demostrar que (G, S_) satisface los primeros 3 axiomas de 4.2.
Axioma (iv): Dados G y H elementos de G, para todo (D, ¢) € S_(G, H), esto significa que
(D,¢) € S(G,H) y p1(D) = G. Ademés, por el axioma (iv) de (G, S), se cumple que para todo
KeYsH),DxKeGy (DxA(K),¢x1) € S(D*K,K), donde p1(D * A(K)) = D * K.
En consecuencia, (D x A(K),¢ x1) € S_(D * K, K). Podemos crear una nueva categoria
D_:=C4G,5.).

Por la definicién de S_, se tiene que (D_)4 C D,y. Por otro lado, sea (D, ¢) € S+(G, H),
entonces p1(D) € Gy (D,¢) € S(p1(D), H), es decir, (D,¢) € S_(p1(D), H), por lo tanto,
(D,¢) € (5-)+(G, H). Entonces (D_)4 = Dy. [ |

Podemos hacer notar que D_ := C4(S_,G) € D C D,. Dado un funtor F € ]:é,,R y un
grupo G € G, definamos el mapeo

nrG : F(G) — Resnt (F(Q))
a—[G,1,dlg,
denotaremos a nr := (NF,.¢)Geg-

4.8.5 Lema. Supongamos que (G,S) satisface las hipdtesis anteriores y el axioma (vi) de 4.2.
Se tiene que el funtor —4 : ]:IS,,R — Fﬁ+7R es el adjunto izquierdo del funtor restriccion

Dy . A A
Resp™ : ‘FD+,R — ]:D_,R'
Demostracion. Sean F' € fgﬂ rRY M e ]-"S+7 - Demostraremos que la aplicacion

Homp, (Fy, M) — Homp_(F, Resp’ (M))
@ —> ponF

es un isomorfismo. Primero demostraremos que la aplicacién esta bien definida, es decir, que
@ o nr es una transformacién natural de F' a Resng . Sean GG, H grupos finitos en G y
(D,¢) € S_(G, H), tenemos que demostrar que el siguiente diagrama conmuta.

PHONF,H
E—

F(H) M(H)
F(X)l lRes? M(X)

F(G) —— M(G).

PGONF,G
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GxH
Para a € F(H) y X = qus

definicién de np se necesita que ¢x1 esté bien definida, tenemos ¢x1(g) = ¢(g, h)1(h) = ¢(g, h)
para todo h € H tal que (g,h) € D, entonces ¢ s6lo depende de la primera coordenada de
los elementos de D. Por el camino superior del diagrama anterior, se tiene

M(X)QOH('OF,H(U/)) = M(X)QOH([H7 1,&
= ateuwe) M ([ i )

= M(twy,) |vo(F (

— M(twy,)([G. 1, F ([

un morfismo en D_, se tiene D * H = G , ademas por la

([H,1,a]lm))

)]
) o

Por el otro lado
eG onra(F(X)(a) =[G, ¢, F(X)(a)]a
— v (P (twn) (6L F (|75

= Mty (0a[G.1, F ([GD’ 1 D (@)a).

Por lo tanto, ¢ o nF es una transformacién natural.

Ahora demostraremos que la aplicacién es inyectiva. Sean ¢, ¢’ € Homp, (F4, M) tales que
ponp = ¢ onp. Dado un grupo finito G € G, y un elemento bésico de [H, v, a]g de Fy(G),
se tiene que

va([H, v, ac) = p(Indg ,[H,1,d]n)
= ¢c(Ind,, o nr.n(a))
= M(Indf ) (¢n(nrm(a)))
= M([”dg,w) <90/H<77F,H(a)))
= ¢c([H, ¥, de)-
Por lo tanto, ¢ = ¢/, es decir, el morfismo anterior es inyectivo.

Ahora demostraremos que el morfismo es sobreyectivo. Dado un ¢» € Homp_(F, Resgf (M)).
Para todo G € G consideremos la funcién

oG Fi (G) — M(G)

[X.slg— > M(Indg, ,,) (Ya, (5(x))).
ve[G\X/A]

Lo primero que haremos notar es que esta definicién no depende del conjunto de represen-
tantes [G\X/A], ya que si tomas otro representante de la (G, A)-6rbita de x, su estabilizador
es un G-conjugado de G, y por el hecho de que s es una seccién (G, A)-invariante, se tendria
los mismos sumandos. Ademads, podemos hacer notar que para los elementos [ X, s]g. [Y, t]q,
[W,r + s]g de T'p(G), se tiene

po([XU,Y,s+ta)= >,  M(Indg, ) (e, ((s+1)(2))
2E[G\XLY/A]
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es igual a

> MIndg, . )We.(s(:)+ D M(Indg,,.)(We.(t(2))).

z€[G\X/A] z€[G\Y/A]

Por lo tanto, pa([XL,Y,s+t] = va([X, s]a) +ea([Y, tla), ya que M(Ind%(ﬁ) es una funcién
R-lineal, se tiene que

pa(Wr+sla)= Y.  M(Indg,,,) Ve, ((r+s)(w)))
we[G\W/A]

= Y MIndg, )W, (s(w)) +M(Indg, 45.) (W, (s(w)))
we[G\W/A]
= pc([W,rlc) + vc(W, sla),

en consecuencia la funcién ¢¢ esta bien definido en F4 (G).
Ahora notemos que para todo G € G y para todo a € F(G).

va(nra(a)) = ¢a([G,1,dlq)
= ¢a(Indg ) (Y (a))
= 9Y(a).

Por tltimo demostraremos que el morfismo ¢ := (p¢)geg es un elemento de Homp, (Fy., M).
GxH

D,¢

demostrar que el siguiente diagrama conmuta

Dados G, H grupos finitos y sea X := { ] un elemento de Homp_(H, G), tenemos que

F.(H)-22~ M(H)
F+(X>l lM(X)

Fy(G) — M(G)

Dado un elemento (K, f,a]lg € F;(H), por un lado, tenemos que

ou(F+(X)([K, f,aln)) = Z @G([D*hK7¢*hf7bh]G)7

help2(D)\H/ K]

donde (ver la ecuacién 4.3.11)
DxhK x"K
bph=F ||| | ("a).
h QD*A(}LK),ng( @)
Por lo tanto,

pn(Fe(X)([K, foam) = > MIndpug smng)(@pans (0n)),
nelpa(D)\H/K]

usando el hecho de que ¥ es una transformacién natural, tenemos que

*h h
on(F (XK fa)= Y M (Ind%*hK,¢*hf ® [MD (tnc("a)

help2(D)\H/ K]

G xhK
- 2 M<([D*A<hm,¢*hfb(W<ha))'

help2(D)\H/ K]
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Por otro lado,
M(X)(pu([K, f,alm)) = M(X) (M(Ind§ ;) (¢ (a)))

Gx"K
= > M ([ D (" (a)),
helps(D)\H/K] D+ A("K), ¢+ f

ya que 9 es una transformacién natural se tiene qué " (a) = g ("a). Por lo tanto, ¢ es
una transformacién natural, de donde se concluye que

Homp, (Fy, M) = Homp_(F, Resn’ (M).

Preguntas abiertas

Una duda que surge de manera natural es: ;El funtor — T tiene un funtor adjunto?
En el caso de biconjuntos, fue demostrado por Boltje, Raggi y Valero en [4], que el funtor —
si tiene un funtor adjunto.

+
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