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Capitulo 1

Introduccion

A menudo uno desea resolver ecuaciones en un dominio infinito, como por
ejemplo problemas de astrofisica, sismologia, aerodindmica, y en especial el
problema que estamos considerando en esta tesis. Para resolverlos numérica-
mente es necesario considerar en un dominio finito, para esto introduciremos
una frontera artificial e imponemos condiciones para simular un dominio in-
finito, en especial pediremos que la reflexion sea cero o decaiga muy rapida-
mente cuando r se hace muy grande, estas condiciones seréan las condiciones
absorbentes las cuales ya han sido analizadas anteriormente en varios articu-
los [7, 4, 1, 3, 2, 5] para el caso de las ecuaciones de Einstein, y pueden tener
aplicaciones en dinamica de fluidos, acustica, etc. El caso de las condiciones
de frontera absorbentes para las ecuaciones de Maxwell en un fondo curvo
aun no ha sido analizado, y ese sera el tema de esta tesis

asi que en esta tesis analizamos las ecuaciones de Maxwell en un fondo curvo,
para hacer una simplificacién del problema tomamos el caso de una métrica
esféricamente simétrica arbitraria. Entonces consideramos una frontera ar-
tificial esféricamente simétrica y tomamos una fuente de soporte compacto,
por ejemplo podemos considerar el caso de una fuente localizada como seria
una antena a lo largo de la cual se tiene una corriente. Primero construimos
soluciones exactas para el fondo plano y después obtenemos las correcciones
a dichas soluciones inducidas por la curvatura.

Para obtener un tunico problema de Cauchy es necesario imponer condiciones
de frontera, las cuales deberan de formar un problema de valores iniciales bien
planteado, dichas condiciones de frontera seran las condiciones absorbentes
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de las que hablamos anteriormente.
La tesis esta compuesta de la siguiente manera:

En el primer capitulo tomamos las ecuaciones de Maxwell en un fondo curvo
esféricamente simétrico y hacemos una decomposicién en arménicos esféricos
de forma que vamos a reducir nuestro problema a una serie de problemas
radiales los cuales tendran la forma de ecuaciones de onda, después encon-
traremos la solucién exacta para estos problemas radiales en el caso plano,
asi como las correcciones inducidas por la curvatura, finalmente introducimos
las condiciones de frontera absorbentes para los problemas radiales y vemos
en efecto si el coeficiente de reflexion es cero o muy pequeno.

En el segundo capitulo analizaremos si el problema de Cauchy dado por
la ecuacién de onda y las condiciones de frontera que impusimos esta bien
planteado, para esto introduciremos algunas definiciones y teoremas de la
teoria de semigrupos los cuales usaremos para demostrar el resultado en una
dimension, y después generalizar este resultado al problema en tres dimen-
siones.



Capitulo 2

Descomposicion multipolar

En este capitulo vamos a analizar las ecuaciones de Maxwell en el caso de
una métrica esféricamente simétrica arbitraria haciendo una descomposicion
en armonicos esféricos, con lo que reduciremos el problema a ecuaciones que
toman de una ecuacién de onda, para la cual encontraremos soluciones exac-
tas en un fondo plano asi como las correcciones al introducir curvatura. Por
ultimo analizaremos condiciones de frontera absorbentes para los coeficientes
dados por la descomposicion en armonicos esféricos y terminaremos por es-
cribir estas condiciones de frontera en términos del tensor electromagnético
F

pv

2.1. Ecuaciones radiales
Tenemos las ecuaciones de Maxwell
VHE,, = —J,, (2.1)

VielFuw =0, (2.2)

donde F),, es el tensor electromagnético:

0 -BE, —B, —E.
s _| B 0o B -B,
w=| E, =B. 0 B,
E. B, —-B, 0
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J, es el cuadrivector de corriente y V, denota la derivada covariante dada
por:

1.0
v Toq..ocr _ aTﬂlﬁs + Fangaz..ocr + + FasToq..arflg
o= p1.Bs T oro o0~ B1..8s o0~ B1..8s
A Q.0 A .0
FaﬁﬁT/\ﬁz-ﬂs T FU,BsTﬂl-ﬂs—lA

para un tensor 7' arbitrario del tipo (r,s) y donde I' son los simbolos de
Christoffel con respecto a la métrica g.

Queremos escribir las ecuaciones de Maxwell para una métrica esféricamente
simétrica arbitraria :

ds? = Gadz®da’ + r*gapda’da®
donde
Gapdrtdz® = db* + sen®0dp? Yy
Gupdzda’ = Gudt® + 2g,dtdp + §,,dp*

es una métrica pseudo-Riemanniana de signatura cero y r = r(¢, p) es una
funcién positiva, representando el radio geométrico.

-

Es conveniente introducir el cuadrivector potencial A = (¢, A), ya que de
esta forma las ecuaciones homogéneas (2.2) se satisfacen trivialmente puesto
que

VieFu =0 = 0l =0

ya que todos los simbolos de Christoffel se cancelan, asi que usando F),, =
0,A, — 0, A, nos queda

0pF oy + 0, F oy + 0, Fyy = 0,(0,A, — 0,4,) + 0,(0, Ay — 9,4,)
+0,(0,A, — 0,A,) =0

pues 0,0,45 = 0,0.As. Asi que basta trabajar ahora solo con la ecuacién
(2.1).

Como estamos considerando el caso de una métrica esféricamente simétrica
es conveniente introducir los armonicos esféricos

Y8, ¢) = N ™ P(cos ),
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Donde Y™ son los arménicos esféricos de grado ¢ y orden m, P;" son los
polinomios asociados de Legendre, los cuales podemos expresar usando la
férmula de Rodrigues P,(z) = 514 [(22 —1)"] , N es una constante de
normalizacion y 6 y ¢ representan las variables angulares.

Usando el hecho que funciones arménicas esféricas forman una base ortonor-
mal de L*(S?), y que V5Y y Sp := £ VY forman una base ortogonal de
funciones vectoriales sobre S?, hacemos una descomposicién en armoénicos
esféricos para el cuadrivector potencial como:

A, = Lag(t, 1Y (0, )
T

Ap = B(t,7)VEY (0, 9) + 7(t.7)Sp(0, »)

1.
Jo = ;]a(ta T)Yw? <10)

Ja = puVaY +vEPVEY (2.3)
donde las letras minusculas a indican las componentes radiales y las mayus-
culas A las angulares, el tensor €45 esta dado por Eap = +/|gleap con

1 s -
EAB = ( _01 0 ), y por ultimo VAP = 0,48 + 5, A°.

Buscamos VA, = 0,4, —FZVAU, pero conocemos los simbolos de Christoffel
para una métrica esféricamente simétrica:

d _ 1d
1—‘ab_l—‘ab

., =rb =0

asi que N
vaAAb = aaAb - szAd - F(%AD = VaAb

VarAD
r

VoAp = 0,Ap — T3 A, — TP, Ap = 0,4, — 05
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Vady = OaAy — T4 Ay — T2 Ap = 94 Ap — 5134%‘4[)

VAAB = 8AAB - FdABAd — FQBAD = 8,4143 -+ r%dr . gABAd — ngAD
— VadAp + 1V - GapAqg

Si introducimos (2.3) en las expresiones para V,A, nos queda :
ap

VoAy = Va (-) Y

.
YV, Ay =1V, (é) VY 41V, (1) Sy
T T

1 ~ T
Vady = —(o, = 1f)VaY — 7"75;1

Vadp = BV AVEY + rlaggasY +1VaSs

donde definimos r, = 61,7".

Podemos calcular ahora el tensor electromagnético F),, = d,A, — 0, A,

Fup =29 (22) ¥

r

Fap = 2’76[,453}

F.p = {r%a (g) - 1(oga — raﬂ)] @BY%— |:7’6a (g) + T_‘IW} Sp

r

_ [ﬁaﬁ - %} VsY +Vay-Sp

Si definimos @, := o, — rV, 03, entonces el tensor F),, se ve como:

(0% b]

Fup =2V, (A—) Y (2.4)

r
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FAB = 2’}/6[/153} (25)

1.~ ~
FaB = —OéaVBY -+ Va’)/ . SB (26)
r

Reescribimos las ecuaciones de Maxwell (2.1) usando la descomposicién (2.3)
YV = S0, (/=gF™)
Veamos primero la componente radial de J:
_ljby — La (\/__gpub)
: Ve

- }aA (VZaF) + = (Vo)

~ 1 ~
= Oa < rlsenf/— a’VAY — — Vb . SA) }
7'286719\/ { A{ ( r2 7

+ 0, (27‘286719\/ —ﬁ[“a?) Y]

a’ ~ %bv
= —0 OVAY) —
r3send A(senfV7Y) r2senf

. . ~b . ~q
= lva r2Ve - r2\v? « Y — M&bY
r2 r r 73

donde usamos %AﬁAY =—Ill+1)Yy @ASA =0

~ . al
D(sendS™) + %Va (TZV[aa—) Y

r

Notamos que al introducir el campo escalar & = 7”25@1)6‘1 (ab>:

T

T2§a a_b _T2§b @ _ 2~ab~ Vc a’ — _zubp
T T T

donde usamos £%2,; = 636 — 6267,

Asi que la ecuacion queda como

~ 1
—V.(E"®) — Wab = —rj® (2.7)
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Pero sabemos que £42% = —§¢, aplicando V4 a la ecuacién (2.7):

. ~ /ab _
VeV P+ 1(1 + 1),V (0‘7) =~V (rea;")

es decir nos queda la ecuacion para ® :

11+ 1)

5P = EWVE(rs?) (2.8)

VeV +

Veamos ahora la componente angular de J:

—uVBY —usP = \/L__ga“ (v—gF"?)
1 AB L — aB
= \/——_gaA (\/—_QF ) + \/_—gaa (\/_QF )

1 ~
- - _7. [A ¢B]
TQSene\/__g [8,4 (senG\/ g-27VES )
+ 0, {TZSGTLQ\/ —q (—%AaﬁBY + %6“7 . SB) }}

1~ ~ ~ 1 ~ ~
= V. (27V[ASB]> +V, <——a“VBY + Voy - SB)
T T

usando ahora 2V VI SB = | (I 4+ 1)SP tenemos las siguientes ecuaciones
para py v:
_v, (& (2.9)
H=Val :
~ = I(l+1
T (+_2>7 (2.10)
r

Mientras que la ecuacién de Maxwell (2.2) se satisface trivialmente.

Notamos que obtenemos ecuaciones de onda tanto para el sector par como
para el impar, para explicar porque este era el resultado esperado analizamos
la dualidad de las ecuaciones de Maxwell.
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Supongamos ahora las fuentes iguales a cero, es decir:
ViE, =0 (2.11)
Vieku =0 (2.12)

en este caso las ecuaciones de Maxwell tienen una simetria particular. Defin-
imos el dual del tensor electromagnético como:

~ 1
F,, — F, = §5Wa5Faﬁ (2.13)

el cual satisface también las ecuaciones de Maxwell (2.11,2.12). Como con-

secuencia de (2.13) en la ausencia de fuentes tenemos la dualidad de Dirac
(E— B, B— —F).

En nuestro caso teniamos que las componentes del tensor electromagnético
estdn dadas por (2.4,2.5,2.6). Usando la dualidad nos queda para (2.5):

Fap = 29V4Sp

donde esperamos que 7 satisfaga una ecuacién de onda asi como lo hace ~
en la ecuacién (2.9).

Por otro lado

= L r__ b Qy)
FAB = §5AB Fab = EEABgu QV[Q T Y
pero %{ASB] = %AAB§CD§CSD = Z(Z;Ué\ABY Asi que:

. 2 o (@) o -
Fup = al — Sp =2 S
AB l(l+1)v[ ( . )V[A B = 27V (4S5

_ 7,.2gab . ab]
- - 9 2
TTo0 T v[“(r)

Usando el campo escalar que habiamos definido & = 7’2'5}1,%“ (aTb) nos queda:

por lo tanto

T
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Como & satisface una ecuacién de onda entonces 7 también lo hace, asi como
esperabamos, en la siguiente seccién veremos la forma de las soluciones para
la ecuacién de onda.

2.2. Soluciones exactas para el fondo plano

Tenemos que v y ® satisfacen ecuaciones de onda, si estamos en un fondo
plano entonces las ecuaciones son de la forma:

(af - 92+ Z(Z; 1)) 7 =0 (2.14)

asi que tendremos una solucién para cada [.

Veamos el caso para [ = 0, corresponde a una ecuacién de la forma
(62 — 2) 70 = 0
cuya solucién es una superposicion de funciones de (r +t) y (r — t):

Yo=F(r+t)+F (r—t)

Buscamos construir las soluciones para [ arbitrario a partir de vy, para esto
introducimos los operadores:

Lema 1. Los operadores a; y alT satisfacen

I(1+1)

r2

Tt 2
10y, = aja; = —0, +
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Demostracién

. z z ) z T
a;a; = _ar—i_; 87“"'; 2—87,—(9,« ; +;ar+ﬁ

l I 12 I(l+1)
R R Yo g2
= -0 rar+r2+rar+r2 o + =

r

[+1 [+1 [+1 [+1 [4+1)2
il = (a0 (ca s ) o a (121 ) 1 (D

[+1 l+1 [+1 [+1)? I(l+1
_ gy il iy UEDT e WD)
r 72 r r2 r?
por lo tanto alﬂa}tﬂ —alay = —0% + —“l;”. O

Ahora podemos reescribir la ecuacién (2.14) en funcién de los nuevos oper-
adores como:

(8,52 + a;al> v =0

T
[+1-

aplicando el operador a
((93 + CLZT+1CL1+1) agﬂw =0

asi que alT 17 = Yig1 es solucién para [ + 1:

V41 = alT+1’Yl = alT+1alT’Ylfl = alT+1a;f~-~aJ{’YO (2.15)

Lema 2. v, satisface:

0= 0 (7)) 20 = S e )+ 0]

Demostracién Notemos primero que

l
alT = -0, + n —rlr7' o, — ' (=)r "t = =10, (r )
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y escribimos v = Fx (t +7) + F (r — 1)
Ahora hagamos la demostracién de la primera igualdad por induccién sobre

o~ =~

=1:
De (2.15) tenemos que

"= @ho =—rd(r

supongamos cierto para [.
[+ 1:

Y = algm=—ro () (=) (aﬂ‘_l)l%
= (_1>l+17,l+1 (87»7’71) . (ar'r‘il)lf}/o
= (_1>l+17ﬂl+1 (aTT_1>l+1 Yo

y queda demostrado que v; = (—1)!r! (%%)l Yo
Veamos ahora la demostracién de la segunda igualdad también por induccion
sobre [:

=1

1 .
(2= j—1.J 1 1
S (1 AT @2 = e — v =~y + -
j_o( ) (1_j)!j!( % ~70 = 9% %+ %
= —r(@r ="

supongamos cierto para [.
[+ 1:

! .
[+1 )
N = Al = (-&«4- )Z(—l)]—( jji (2r) " 5

al hacer los calculos llegamos en efecto a que

I+1

(2042 —5)! -1 _j
Y=Y (—1Y = (2r) T A
e (I+1— )y
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y el lema queda demostrado. [J

Tenemos la forma de las soluciones para el caso plano, y en la siguiente
seccién veremos que pasa en el caso de un espacio-tiempo curvo.

2.3. Correcciones a las soluciones exactas de-
bido a la curvatura

En la seccion anterior encontramos soluciones exactas para el caso plano,
en esta seccién consideraremos la ecuacion de onda en la region de cam-
pos débiles de un espacio-tiempo asintéticamente plano, en este caso en una
primera aproximacion podemos asumir que el espacio tiempo esta descrito
por el exterior de una métrica de Schwarzschild

_ 2M dr?
Jupda’da’® = — (1 — 7) dT?* + ; _Tw (2.16)
r2

En coordenadas de Eddington-Finkelstein (t,r) donde T' = t-+4M —2M log (537 — 1),
la métrica se escribe como

2M
g = —dt2 + dT‘Q + T(dt — dT‘)Q

usando esta métrica

T Vap — _%gvaa (ﬁ-a’abam)

_ oe-e+ M {a% +200,0— 200+ 0% — 10,0

Habiamos obtenido que los coeficientes ® y v satisfacian ecuaciones de onda
de la forma

—VVa +

(lj Yy (2.17)

La ecuacién (2.17) implica

o — 02 + (l“)} p=-21 {(atm)%b— Yarare|  ag)
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donde notamos que si consideramos soluciones salientes entonces el lado
derecho de la ecuacion nos dard una cantidad pequena pues sabemos que
(Or + 0,) ¢(r — t) = 0. Mientras que si hubiéramos hecho una expansién para
la métrica de Schwarzschild dada en (2.16), tendrfamos algo de la forma

~ =~ 1 2M
_Vava¢ = 1_—2_M8% - @ (]. - T) ar

oM oM
8%—83+7<8%+83—76T) +0

2M\*
()
lo cual no nos da necesariamente una cantidad pequena al considerar solu-
ciones salientes, debido a que nosotros buscamos una soluciéon que sea la
suma de las soluciones del caso plano (M=0) mas correcciones pequenas,
sera conveniente entonces usar las coordenadas de Eddington-Finkelstein y
por lo tanto la ecuacién (2.18). Otra razén por la cual preferimos usar estas

coordenadas viene de un analisis de convergencia de la solucion dada por
Bardeen y Press [§].

Supongamos % << 1, es decir la region de campos débiles. Para M = 0 la
ecuacién (2.18) se reduce a la ecuacién de onda en un espacio plano para el
cual sabiamos que las soluciones salientes son de la forma

V0t r) = afal_y...alyo(r — 1)

Si M > 0 usaremos el Ansatz

2M
V/I(tv T) = 70/l (tv T) + fvl/l(tv ’l“) + 0

()]

donde consideramos R ~ r, al introducir el ansatz en (2.18) nos queda

2M I(l+1
- e -

2M

[0 + 0,70t 7)

_%(at + ar)/yo/l(tv 7")}

. . . 2
donde despreciamos las correcciones de orden cuadratico O (%) )
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Lema 3.

l .
o - 02+ |y =~ K SOy A [ 1= 9 - 1] (-

72 = (I = j)y!
(2.19)
Demostracién: Del lema (2) sabemos que
l :
0 _ (20— j)! i~ (9)
Voult,r) = Z(‘lym(%)] Yo (r—1)
7=0
de (2.19)
l(1+1 R 1
-0z + D)) =~ @0 - 1@+ 0n(en)

- Iy ey ZE o aen o -

@0 - 1)

l

R U= 1 26, \i~
- ——Z(—l) =it [’Y(())(T_t)ar(%)

= —5; Z(_WL@:?_ [(1+1— ) = 1] @Y (r -

lo que queriamos demostrar. [

Escribimos la solucién a la ecuacién (2.19) como la suma de dos términos

,yl/l (t, 7“) — ,ylcur'u (t, 7,) + ,Ylbackscatter (t, 7")
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Lema 4. [1] Las soluciones de la ecuacion (2.19) van como
,yl/l (t, T) — ,ylcurv(t’ 7,,) + rylb(zckscatter (t, 7‘)

donde el primer término satisface el principio de Huygens y el sequndo térmi-
no lo viola.
Los términos estan dados por

! .
curv (20— J ! j— j
sty = R (=12 it 0 )
donde los coeficientes c; estdn dados por

200—j)  (-jP-1

= = 9 = 1 = C;— :l_2l_ 1
C Cl—1 Cl—2 0, Cj—1 Cj 2l—j j(j+1>(21+1_])’ J ) 377
y el sequndo término sera

200 1?2 —1
backscatter t — 1 — ( —t
] ( ,T’) R( 5!) (l I 1)| (2T)l+170(/r )
+R(1—9) Ki(t,r,z)y(z)dx
r—t
1 =0
dondedl—{o 1>1 Yy
! .
1 1 (20 — ), . o
_ i T _ 2—j
Ki(t,r,x) = aja]_,...a] Crrtof - @) ]EO =) (j+1)z |z:%

es decir las soluciones salientes tendrdn la forma:

vttr) = S Pyt [0 - 1)+ 2010 - )

2M acrscatter 2M ’
+?%b Focatt (t,r)+0<f>

Notemos que esta solucion no es tinica puesto que podemos anadir una solu-
cién arbitraria homogenea de la ecuacion (2.19), al pedir las siguientes condi-
ciones

lim Vo (cte +7,1) =0
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lm v} (cte —r,r) =0

lim Yoo (t, cte) =0

la solucion estara determinada de forma unica.

Veamos primero que el caso [ = 0 se cumple trivialmente pues ’yl/o(t, r)=0
y nos queda simplemente la solucion que teniamos para el caso plano.

Veamos el caso [ = 1, del lema (4)tenemos que los coeficientes ¢; = ¢g = 0,
por lo que /"™ (t,r) = 0, entonces

acrscatter R >~ t+3’r+x
backscatier (4 1) = —/ )370(x)d:z:

t,r) = -
7/1( ) =M I Caa———

Queremos ver que se satisface la ecuacion (2.19), es decir, que

211 [ t+3r+a 3
2924 S| - [ ST (@)da = ——o(r — ¢ 2.2
[@ O+ 7"2} T/,,t (t+r+x)3%(x) * 7“4%(7“ ) (2.20)

Para esto vemos primero que

9 9 2 B 9 9 2 t+3r+x B
[8 — 0%+ ]Kl(trx) = [8 — 07+ 2] —r(t+r+x)3_0

Asf que
[af—a;%%} / iKl(t,r,x)%(x)dx -/ t{ }Kl(r L 2) - odz
+ 2(0 + 0,) K (t, 7, )0 omr—t
= 20+ 0) T (a)ds
= —%%(T—t)

Y en efecto se satisface la ecuacién (2.20).
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2.4. Condicién de frontera para ¢ y v

Queremos encontrar condiciones de frontera que sean absorbentes y que la
reflexion espuria sea lo mas pequena posible, en esta seccién analizamos las
condiciones de frontera [1, 2, 3] dadas por

| o o= [0+ 0] Aler = 0 (2.21)

Tenemos ya la forma de las soluciones dadas en la seccién anterior, estas
condiciones serdn exactas para soluciones salientes con [ < L (ver lema 5
abajo), pero para [ > L tendremos que considerar la superposicién de solu-
ciones salientes y entrantes v = v » + k< donde s sera un coeficiente que
nos dard la amplitud de la reflexion. P ara determinar la forma explicita de
este coeficiente consideraremos radiacion monocromatica.

Empezaremos por analizar las condiciones de frontera:
L
B g = [P0+ )] ek = 0 (2.22)

donde b = r%(9; + 0,).

Lema 5. El operador b satisface las siguientes relaciones

({4 m)! : (20 —j)! 1 ()
b = mNT =1yt 2r) ' F9) (r 4t
para m = 0,1,2...1
l—m—1
(+m)  (m—1—1) .
pm lm 2 l+1+jF(J) t
INE ]ZO Q1= =) ()
param=101+1,1+2, ...
l-m .
m m m 2l_j)' j— ]
b Yo =T Z j+ Tj)j'(27’)] ng;(T-t)
7=0
para m = 0,1,2...1
bm’}//l = 0

param =1+ 1,1+ 2...
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Demostracién: Por induccién. O

L = 0: (condicién de Sommerfeld)

(O + 0:)Y|r=r =0 (2.23)

ol =0: consideramos la onda saliente vy = F »(r—t) entonces la condicién
de frontera (2.23) se cumple trivialmente.

ol=1: consideramos la onda saliente v1 = —F/,(r — 1) + IF A (r —t)
entonces la condicién de frontera (2.23) no se cumple pues:
, 1 1
r=R

por lo que consideramos la superposicion con una onda entrante:
Folr =)+ F o (r—t) + 5 |—FL (r + 1) + ~F(r+ 1)
= — — — _ _ r - r
T J/ s N PN

donde k es un coeficiente que denota la amplitud de reflexiéon, veamos si
ahora la condicién de frontera (2.23) se cumple:

( ! T)’Y|T_R R2Z /(R_t)—i—/i |:—2 \( ) _M :|
r=R

ran T arry e\t

Si consideramos ondas planas de la forma F »(r —t) = e*=0 vy B (r+t) =
e~k +) entonces (9; + 0,)7|r—r = 0 implica que :

eZikR

T 2k2R? — 2ikR—1

R

Y notamos que el coeficiente de reflexion:

= E—|
M=\ iR S
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va como W para (kR) grande.

L=1:
r2(0; 4 0.)r*(0y 4+ 0,)Y|r—r = 0 (2.24)

ol=0: consideramos la onda saliente vy = I »(r — t) entonces la condi-
cion de frontera (2.24) se cumple trivialmente pues (0;+0,)F »(r—t)|,—r = 0.

ol =1: consideramos la onda saliente v, = —F/,(r — ) + - F (r —t)
entonces la condicién de frontera (2.24) se cumple pues:

(0, + 0,)r2(8; + 0,) —F'/(r—t)+%F/(r—t)] - — (O + O F (r — t)],—re
=0

[=2: consideramos la onda saliente 7o = F/(r —t) — 2F/.(r — ) +
F »(r —t) entonces la condicién de frontera (2.24) no se cumple pues:

1m|°° (@]

r2(0; + 0,)r*(0s + 0 )Yalv—r = 7%(0; + O,) [—SF/(T — 1)+ 3F A(r — t)]
= 6F(R—1)#0

por lo que consideramos la superposicion con una onda entrante:
= P — 1) — SF(r—t) 4 S F(r— 1)
2 / s =t
3 3
+ K| F(r+t) - ;F’\(r +1)+ ﬁF\(r + t)}

y veamos si ahora la condicién de frontera (2.24) se cumple, considerando de
nuevo ondas planas de la forma F -(r —t) = e*0=8 y [ (r 4 t) = e 0+
entonces 12(9; + 0,)r*(0; + 0,)Y2|r=r = 0 implica que :

_6€2ikR
~ A(kR)* — i8(kR)® — 12(kR)2 + 12i(kR) + 6

Y notamos que el coeficiente de reflexién es:

R

1
Ikl = \/1 — S(kR)® + 2(kR)®
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que es proporcional a W para kR grande.

ol general:  consideramos la superposicion v, = 7 »+7~_de ondas salientes
7y entrantes <, usando el lema (5):

0 <L
= o wn SEACDRGEER ey tery L (225)
(+2)! S ()72 R (<) (203 (kR)S

asi que notamos que las condiciones de frontera seran perfectamente ab-
1

sorbentes para | < L y para [ > L tenemos que kK va como TR

Al considerar las correcciones dadas por la curvatura, tenemos ahora las
soluciones dadas por el lema 4. Notemos que si despreciamos los términos
del backscatter asi como términos de orden cuadratico o mayor en (%), en-
tonces nuestras condiciones de frontera seran perfectamente absorbentes para
ondas salientes con nimero de momento angular [ < L, por un argumento
igual al que hicimos en esta seccién. Si ahora consideraramos los efectos del
backscatter entonces las condiciones de frontera ya no serian perfectamente
absorbentes para onda con [ < L, pero en este caso la reflexion espuria es

muy pequena [1, 3].

[lustremos este caso considerando el caso L = 1, del lema 4 tenemos que las
soluciones salientes para [ = 1 serdan de la forma:

1 M [ t+3r+x
t = - —t)— A (r—t — -_ d
7/1( ,7”) TIVO(T ) ’70(7‘ )_I_ r ), (t—|—7’—|—:c)370(x) x

Sabemos que

(00 + 0,7 (0, + 0y) Ew 1) =l - t>} =0

pero
M [ t+3r+x

r2(0; 4+ 0,)r* (0, + &)T sY0(z)dz # 0

vt (t+7+2)

por lo que la condiciéon de frontera ya no es perfectamente absorbente para
l=L=1.
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Al igual como hicimos antes deberemos de considerar la superposicion de una
onda saliente y entrante:

71(t7 T) =71 (t7 T) + K1 (t> T)

Asi que aplicando la condicién de frontera tenemos que:

1
0 = wr*(0, +0,)r*(0, + 0,) {;70(7“ +1t) —(r+1t)

* t+3r+ux
)370<I')d1'|T:R

2 2 %/ ttdrt+z
(0 + 0 )r(0, + Or) r ) (t+r+a

donde continuamos despreciando los términos de orden (%)2 lo que implica
que

k= dy|7‘:R

B 3M /°° Yo(r —t+ 2ry)
e S

Considerando ondas monocromaticas v« o(r +t) = e~ * ™+ y 4 o(r —1) =
ek (r=1) o introduciendo las funciones

C(z) = /OOO Md% Su(z) = /OOO Mdy

(14 y)" (L+y)"

tendremos que el coeficiente de reflexion sera:

] = %\/Cg(f(}%) + S2(KR)+ 0 (%)2

Por ultimo queremos ver como se comporta el coeficiente de reflexion para
K R muy grande, para esto notamos que

Su(z) = 2—12 +0 (%) , Gu(2)=0 (%)

asi que para z = KR grande tendremos que

3M

oY
IR(KR): =°

k] =

que sera muy pequeno, recordemos que asumimos KM << 1y KR << 1,
lo que implica que M << A << R.
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2.5. Condiciones de frontera para F),,

Tenemos ya las condiciones de frontera para ® y v dadas en la seccion an-
terior, queremos ahora escribir las condiciones absorbentes correspondientes
para el tensor electromagnético F),,. Para esto haremos una eleccién de vec-
tores base, los cuales formaran una tetrada de Newman-Penrose en términos
de la cual reescribiremos F),,, para encontrar las nuevas condiciones de fron-
tera.

En el caso curvo para una métrica esféricamente simétrica arbitraria :

ds® = Gupda®da’ + r?gda?da?

Tomemos la normal a la superficie dada por r = R

T 1= VoI

y el vector tangente

Veamos que propiedades cumplen:

Notemos que en el caso de Minkowski gu,da®daz’ = —dt? 4 dr?, estos vectores
son de la forma

(Ta) - (07 1) ) (ta) = (17())

Por otro lado satisfacen:

tr, = =%, =0
y sus normas estan dadas por:
~ gayb ~ ~ac=~bd ~cd .
Japtt” = Gape™ € rerg = —g“rerg =1 —N
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Definimos ahora los siguientes vectores nulos:

K% := —(t*+r?)

1
N

R P I
Q"= rQ _r8c9+7’sen98¢

los cuales satisfacen

1
KL,=—(-N—-N)=-2 (2.26)
N
QG = v+ — o (irsenf) = 2 (227)
=7 —irsenf) = .
“oor rsent
y el resto de los productos son cero. Por otro lado también satisfacen:
Jab = —K(aLy) (2.28)
Eap = KoLy (2.29)
7'2/9\,43 = Q(AQB) (2.30)
r’Eap = iIQuuQp (2.31)

Asi que tenemos una tetrada de Newman-Penrose adaptada a la simetria
s . -a

esférica y la frontera dada por los vectores nulos K%, L% Q% (), tomaremos

estos vectores como una base.

Por ejemplo para el caso de Eddington-Finkelstein

2M
g = —dt* +dr* + T(dt —dr)?

tenemos que
r, =V,r =1, re =V =0
usando

-1+24  _2M ab —-1-2 -2
Gab = oM 14 2M |- g = _2M 1 2M

s T
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tenemos que

. 2M ; 2M
rr=1——, = ———

r r

de la misma forma
t'=—"r, —€"r, =0, t'=—¢"r,—¢c"r,=1

Y 2M
N=3"%.y=9"=1-"—

,

por lo tanto

woaa. pa-(1s2)a (120,

para las coordenadas de Eddington-Finkelstein.

Escribimos ahora el tensor electromagnético en términos de la base:

Fu = ¢oKuLy) + (01K,Qu) + c.¢) + (92 LypuQu) + c.c) + ¢3iQQ,

donde c.c indica el complejo conjugado, ¢g, ¢3 son reales y ¢, ¢2 son com-
plejos.

Usando las propiedades (2.26) a (2.31), podemos encontrar los coeficientes
¢, .., ¢4 en funcién de las componentes F),, dadas por (2.4) a (2.6):

1 v 1 a1-b ~aby ab] P
0o = 5 LK Fy = §L[ KYF,, = -8V, (T> Y =—3Y
usando ® = r2§ab€“ (%)
iy i ARSI e = o~ W+ 1)y [(l+1)
b3 = —§Q Q"F = 5@ Q Fap = FVV[ASB] =€ 5ABTT_2Y i

usando ﬁ[ASB} = l(l;rl)gABY.

vY
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1 1 1 _ —p= 1 o~
o = —5L'QFu = ——LQQBFaB - ——LaaaQBvBY ~5L"Vay- Q" Sy
1
= ( L*a, +irL® Va’y) Q VAY

22

1 ~ =A L
- L® rL* Y
22 (l(l+ 1) V(@) +ir v”) @ Va

1 1 o
(l(l+1>L Vo® +iL*V )Q V.Y

donde Q4 := r@A y Q4 = %@A , usando la ecuacion radial (2.7) para @ en
ausencia de fuentes y :

_B 1 =B (= ~c A —=C\ ~ 7 =C ~
Q Sp=5C (QBQ - QpQ )VCY =——Q VoY (2.32)

L) = %La (K,L' — LyK*) = —L

Y por ultimo

1 —v 1 J—
¢2 - _§KMQ Ful/: __KaQBFaB
! ko904 ik, ) O WAy
= — i
2r \U 11+ 1) A

usando (2.32) y

K = %K“ (K,L' — LyK*) = K*

Teorema 1. Teorema de Peeling (espacio plano):
Considere una solucion de onda salientes sobre las geodésicas salientes t —
r = cte en un fondo plano con | > 1 arbitrario, entonces los coeficientes

o, O1, P2, @3 decaen como:

0=0(3). w=0(3). @«=-0(s). wa-o(3)
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Demostracién:
Tenemos que en el espacio plano los coeficientes son:

P
%_ﬁ
I(l+1
¢3 = ( 3 )’YY
r
o = (S0, )0 Sy
! 2r \I(l+1) ' 4
L o —aerig—0)0) 0 vy
1 1 L\ =As
Gy = §<— K“VQ<I>+ZK“Va’y)Q VaY

1(1+1)
1

1 —=A <
= — |- Oy + 0,)® +i(0; + O, Y

27"( ) %o tild+ )V)QVA
Recordemos que del lema 2 tenemos la forma de la solucion de ondas salientes
en el espacio plano:

Y= Z l2l—_j j")?' (27’)j—lF;(7’ —t)
= (-1)'FL(r—t)+ [(—1)1—1M

1

Como tanto ® como 7 son soluciones de la ecuacion de onda en el espacio
plano ambas tendran esta forma.

Notemos ahora que

(01 +0,)F+(r ) =0

por lo que al aplicar (0; + 0,) a v y ®, los tinicos términos distintos de cero
seran aquellos en los que derivemos los factores r*, de la forma explicita de
la solucién vemos que la primer derivada distinta de cero sera 0, (%) = —T%,
y las otras derivadas daran términos de orden menor, por lo que concluimos
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aue 6= 0 (1 4) =0 ().

Por otro lado
(0, — &)F/(r —t) = —2F’/(r —t)

asi que al aplicar (0, — 9,) a v y ®, aparte de los términos dados por las
derivadas de los factores ¥, los cuales a orden mayor nos daran un factor r%
como ya vimos, tendremos también términos debidos a las otras derivadas,
de las cuales el término de orden mayor sera (0, — 0,)(=1)'F\.(r —t) =

2(—1)”1F5“1(7" —t) = O(1), por lo que concluimos que ¢; = O (L-1) =
O ().

s

Por ultimo debido a la forma de las soluciones notamos que los coeficientes
®o v ¢3 en efecto decaen con orden O(%)D

Queremos encontrar unas condiciones de frontera que se reduzcan a las condi-

ciones para ® y v que analizamos anteriormente en la seccién 2.4 para el caso
plano , y estas seran:

[ﬁK“%a] " P )lep = 0 (2.33)

Veamos que en efecto estas son las condiciones de frontera que buscamos:
Para L = 0 la condicién de frontera (2.33) es:
2 < 1%, 3
2K V| (2 02)l=r = (r6)l=n = 0
es decir ¢s|,—r = 0, de la forma explicita de ¢,:
K(I%aq)b’:R =0 ) Ka%a’ﬂr:R =0
Que es la condicion de Sommerfeld para @ y v, asi como buscabamos.

Para L general, queremos una ecuacion de la forma

~ L+1
[ﬂKava} Olp=0 (2.34)
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tanto para ® como para 7.

Notemos que

r?’gbg = % {_l(l i 1 (T%K“%JP) +1 (T2Ka6a’7>:| 5146,4)/

~ 1L
Al aplicar el operador [7“2[( “Va} a 3¢9 obtenemos la condicién (2.34) que

buscabamos.
Asi que la condicién de frontera (2.33) es la correcta.

Notemos por ultimo que en el caso de Eddington-Finkelstein la condicion de
frontera se reduce a la condicion que teniamos para el caso plano

= [*@+0,)])""

_ 1L+1
[TQKGVQ}

2.6. Resumen

En este capitulo analizamos las ecuaciones de Maxwell sobre un dominio
finito
V'LLF[J,V = _Jm

V[JF pv] — 0,
en el caso de una métrica esfericamente simétrica arbitraria

g= ﬁabdx“da:b + r2§AdeAde

Al hacer una descomposiciéon en armonicos esféricos del cuadripotencial A
1
Aa = _aa(ta T)Y(Qa @)
r

AB - 5(t7 T)63Y<07 90) + V(t’ T)SB(07 90)

a’
T

llegamos a que los coeficientes v y & = 7“25,11;%“ ( ) satisfacen ecuaciones

de onda de la forma a1
ToT, (+Dr _,

r2
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Encontramos la forma de la solucién para el caso plano

l l .
=0 (53) 0= S EIR o [R (e 1)+ PG - )

y las correcciones debidas a la curvatura dadas por

sty = DA oyt [0~ 1) 4 200§V - 1)

2M ackscatter 2M ?
+7’7lb Recatter (¢, ) + O <?)
donde ~packseatier (¢ r) esta dado en el lema 4.

Después introdujimos las condiciones de frontera absorbentes para ® y ~

B g = [P0+ 0,)] " Yk = 0

Y por ultimo las condiciones de frontera para F},, que buscamos son
2 = - 3
2K Vo] (r72)|on = 0

donde B
¢2 = KMQVFMV
y K% Q¥ son dos de los vectores de la tetrada de Newman-Penrose que elegi-

1mos.

En el proximo capitulo vamos a analizar el problema de valores iniciales y de
contorno asociado a este problema.



Capitulo 3

El problema de valores iniciales
y de contorno

En este capitulo analizaremos el problema de Cauchy dado por la ecuacién
de onda con las condiciones de frontera absorbentes dadas anteriormente,
veremos primero como obtener una formulacion bien planteada del problema
en una dimension y buscaremos usar este resultado para generalizarlo al
caso tridimensional. Para esto es conveniente utilizar algunos resultados de
la teoria de semigrupos [6, 7] .

3.1. Teoria de Semigrupos

Comenzamos por considerar un problema de Cauchy lineal de la forma

d
Jult) = Au(t), >0, u(0) = ug (3.1)

donde A: D(A) C X — X es un operador lineal sobre un espacio de Banach
X, up € X, yu:[0,00) = X es la solucién buscada.

Definicién 1. Consideremos el problema de Cauchy (3.1), se dice que el
problema esta bien planteado st

1. Dado ug € X eziste una solucion de (3.1), es decir una curva difer-
enciable u : [0,00) — X tal que u(t) € D(A), t > 0 que satisface

(3.1)
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2. Dicha solucion es unica
3. Las soluciones del problema dependen de manera continua de ug

Queremos saber en que casos tendremos un problema de Cauchy bien plantea-
do, empezaremos por el caso en que A es acotado:

Definicién 2. Dados dos espacios normados X y 'Y , la coleccion de todos
los operadores lineales continuos T : X —'Y | con las operaciones usuales de
suma y multiplicacion por escalares, constituye un espacio vectorial, el cual
se representard por L(X,Y)

Teorema 2. Sea X un espacio de Banach sobre K =R o C. Definimos el
mapeo exponencial exp : L(X) — L(X) a través de

exp(A) == Z R Ae L(X)
k=0
exp satisface las propiedades siguientes

1. Sea A € L(X) entonces el mapeo Py : K — L(X) definido por P(t) :=
exp(tA), t € K es diferenciable y P)(t) = APs(t) = Ps(t)A, teK

2. Sea A € L(X), entonces para cada ug € X el mapeo v : K — X, t—
Pa(t)ug = exp(tA)ug es diferenciable y es la inica solucion del proble-
ma de Cauchy (3.1). ademds ||u(t)|| < exp(|t|||Al]) - |luoll, t € K

3. Sean A, B € L(X) tales que su conmutador [A, B] = 0 entonces

exp(A+ B) = exp(A) - exp(B)
Demostracion: [7].

Este teorema implica que el problema de Cauchy lineal (3.1) para un operador
lineal y acotado esta bien planteado. Ademas las soluciones estan dadas por
el propagador P4 : K — £(X) definido por P4(t) := exp(tA) el cual satisface
las propiedades:

1. Po(0) =1,
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2. PA(t)PA<S) = PA(S)PA(t) = PA(t—i- S), t,s € K
3. 1 [Pa(t) — L] =0

Entonces P4 es un grupo monoparamétrico uniformemente continuo, el cual
ademas satisface

[Pa@)] < exp(ftlAl), ¥t €K

Queremos ahora considerar el caso en el cual A no es un operador acotado.
Empezaremos por la caracterizacién del propagador:

Definicién 3. Un semigrupo fuertemente continuo sobre X espacio de Ba-
nach es una familia P(t) € L(X), t > 0, de operadores lineales y acotados
que satisface

1. P(0)=1,
2. P(t)P(s) = P(s)P(t) = P(t + s)

3. 11’1% P(t)u = u para todo u € X

para todo t,s > 0

Definicién 4. Sea P : [0,00) — L(X) un semigrupo fuertemente continuo
sobre X. Definimos el generador infinitesimal como el operador A : D(A) C
X — X dado por

1
D(A) = {u € X | lim E(P(h) — Du  existe en X}

h—0

1
Au = lim E(P(h) —lu €X, ueD(A)

h—0
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Como el proposito de este capitulo es demostrar que el problema de Cauchy
con las condiciones de frontera absorbentes esta bien planteado, es conve-
niente establecer una relacién entre los semigrupos fuertemente continuos
definidos anteriormente y el problema de Cauchy, la cual estard dada por el
siguiente teorema:

Teorema 3. Sea X espacio de Banach, A : D(A) C X — X un operador
lineal tal que D(A) = X y p(A) # 0. Entonces son equivalentes:

- A es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo

- El problema de Cauchy Lu(t) = Au(t), u(0) = uo, para t > 0, esta bien
planteado, es decir, tiene una inica solucion u : [0,00) — X continuamente
diferenciable tal que u(t) € D(A) para todo t > 0 para todo uy € D(A).

Es decir basta ahora con demostrar que el operador A genera un semigrupo
fuertemente continuo, lo cual podemos hacer a través de los siguientes teo-
remas importantes de la teorfa de semigrupos (5,4,6) dados a continuacion,
para esto daremos antes las siguientes definiciones:

Definicién 5. Sean u € L,.(Q) y a = (a1, .., ) € NI Sea v € L}, (Q) una
funcion tal que
| v@p@de = (1" [ u@De)a)ds, Ve e CR@)
) Q

Entonces esta funcion es unica y se llama la a— deriwada débil de u y es-
cribimos v = D%u en el sentido débil.

Definicién 6. Seam € Ny yp € [1,00), entonces definimos el espacio de Sobolev
como

WmP(Q): = {ue LP(Q) | Existen todas las derivadas débiles Du
y D% € LP(2) V |a| <m}

Sea u € W™P(Q) entonces definimos su norma

[l = Nullwnry == Y 1D*ulr@)

laf<m
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Entonces tenemos los siguientes teoremas:

Teorema 4. Hille-Yosida-Phillips:

Sea X un espacio de Banach sobre R 0o C y sea A : D(A) C X — X
un operador lineal con dominio denso D(A) = X. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. Existen constantes a > 1 yb € R tales que (b,00) C p(A) y [|Ra(N)"| <
ﬁpamtodo)\>bytodon€N
2. A genera un semigrupo fuertemente continuo P(t)
ademas, 2 implica que ||P(t)| < e para toda t > 0.

Teorema 5. Lumer-Phillips:

Sea D(A) denso y X espacio de Hilbert, A cuasi-disipativo (existe b en R tal
que Re(u, Au) < ||u]|?b), y existe X > b tal que (\— A)(D(A)) C X es denso.
Entonces A es cerrable y A genera un semigrupo fuertemente continuo P(t)
y |P(t)]| < € para toda t > 0.

Teorema 6. sequnda version del Teorema de Lumer-Phillips:

Sea X espacio de Hilbert, y A: D(A) C X — X tal que A —b disipativo para
un b € R, y existe \g > b tal que R(A\g—A) = (Ao —A)(D(A)) = X, entonces
A genera un semigrupo fuertemente continuo P(t) y ||P(t)|| < e para toda
t>0

Antes de demostrarlo veamos los siguientes resultados:

Teorema 7. Sobolev
WHA(R) C Cy(R). Es decir, cada funcién u € W'*(R) posee un representante
continuo y acotado.

Demostracion Teorema 7
Sea u € C{°(R), entonces
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|M@Ff§2/ )l )1y < 2l el oy

o0

2
< (llellzawy + llv/llz2gry)
lo que implica
[ulloo < [lull 2@ + W'l 2@y = llullwr2@),  para todo u € C5*(R)
donde la norma infinito esta definida como ||u|| := suprer|u.|. Ahora sea

u € WH2(R) tomemos una sucesion (u;) € Cg°(R) tal que u; — uwen WH2(R),
y uj(z) — u(z) para casi todo z € R, concluimos que WH*® c Cy(R)
y que [|ulls < |lullwrzw) para u € W”(R), ademas 1im wu(x) = 0, para

|z|—o0
u € WH(R).

Veamos por ultimo que u es uniformemente continuo:
Para y > x tenemos que

fu(y) — ulz wy/ w</Wu|w<wwﬂwwwz

lo que implica que u € W12(R) es uniformemente continuo.(]

Proposicién 1. Sea X espacio de Banach sobre R oC y A: D(A) C X — X
un operador lineal y disipativo. Si existe un A\g > 0 tal que R(A\g — A) = X,
entonces (0,00) C p(A) y [[(A—A)7| < 5 para todo X > 0.

Lema 6. Sea X espacio de Hilbert, A: D(A) C X — X un operador disipa-
tivo y A > 0 tal que (A — A)(D(A)) = X, entonces D(A) C X es denso

Demostraciéon Lema 6

Sabemos que D(A) C X es denso si y solo si D(A) = D(A)*+ = X si y solo
si D(A)* = {0}. Asi que sea v € X tal que (¢,v) = 0 para toda ¢ € D(A),
esto quiere decir que v € D(A)*, existe u € D(A) tal que (A — A)u = v,
entonces (¢, (A — A)u) = 0 para toda ¢ € D(A). Tomemos en particular
¢ = u, usando el hecho de que A es disipativo

0= Re(u, (A = A)u) = Al|ull* — Re(u, Au) > Au]]*
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lo que implica que u = 0 y por lo tanto v = 0, asi que D(A)* = {0}, y el
lema queda demostrado.[]

Veamos ahora la demostracién del teorema (6).

Demostraciéon teorema 6

Supongamos A — b disipativo y existe Ao > b tal que R(\g — A) = X,
esto quiere decir que existe \; = A\g — b > 0 tal que X = R(\g — A) =
RN —b—(A—-0) = R\ — (A —0)). Es decir tenemos que A — b es
disipativo y existe A; > 0 tal que R(A\; — (A — b)) = X, pero gracias a la
proposicion 1, nos queda que (0,00) C p(A—b) y [[(A—A+b)7!| < 1 para
todo A > 0, es decir (b, 00) C p(A) y [|[(A—A)~!| < 155 para todo A > b. En
particular vemos que

1= ™" < - A7 < para toda n € N

1
(A—b)
Buscamos aplicar el teorema de Hille-Yosida-Phillips para lo que falta de-
mostrar que el dominio es denso, pero del lema 1 tenemos ademas que D(A)
es denso en X, entonces ahora podemos usar el teorema 4, y tenemos que
A genera un semigrupo fuertemente continuo P(t) y [|[P(t)|| < € para toda
t> 0.0

Asi que para demostrar que un problema de Cauchy que cumple las condi-
ciones del teorema 3 esta bien planteado, basta demostrar el teorema de
Lumer-Phillips, como podemos ver a través del siguiente ejemplo:

Sean X = L*(R") y B := A el operador laplaciano tal que D(B) C X — X
con D(B) := W?%%(R").
Analizamos el problema de transporte de calor

d
_ =A >
dtu(t) u(t), t>0

u(0) = ug, ug € W>*(R")

Para ver que este problema de Cauchy esta bien planteado usaremos el teo-
rema (4).

Se puede demostrar que el espectro del operador laplaciano o(B) = R\p(B)
donde p(B) es el conjunto resolvente de B dado por

p(B):={ANeR| (A= B):D(B) — X es biyectivoy (A — B)~" € L(X)}
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,es 0(B) = (—00,0] y que |[(A — B)7!|| < f(x) V' A€ C con Re(\) > 0.

Sean A > 0y Ry(\) := (A — B)™' € L(X), entonces esto implica que

1RO < 1B5OI" <
para todo A > 0 y n € N. Ademas W?2%(R") es denso en L*(R") puesto que
Cso(R™) € W22(R") es denso en L*(R").
Entonces de acuerdo al teorema (4) B es el generador infinitesimal de un
semigrupo fuertemente continuo @ : [0, 00) — L(X) y la solucién del proble-
ma de transporte de calor es dado por u(t) = Q(t)ug para t > 0.
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3.2. Demostracién para el problema en una
dimension

Del capitulo anterior tenemos que podemos reducir el problema inicial a
ecuaciones de onda en una dimension, para los cuales encontramos ya las
condiciones de frontera absorbentes que buscabamos, asi que ahora buscamos
aplicar la teoria de semigrupos de la seccién anterior para demostrar que este
problema estara bien planteado.

3.2.1. Condiciéon de Sommerfeld

Tenemos la ecuacién de onda para un potencial V(r) positivo, uniformemente
continuo y acotado sobre un intervalo compacto I = [0, R)

¢—¢"+Vi(r)g =0 (3-2)

Si definimos m = ¢ entonces nos queda el siguiente sistema de ecuaciones
T=2¢

i=¢" -V

junto con las condiciones de frontera
7T|r:0 =0

(at + ar)¢|r:R =7+ ¢/|r=R =0

Asi que tendremos el problema de Cauchy @ = Au donde

e a
“‘(w)’ A”‘(¢"—V¢>

Definimos la norma como la cantidad:

| 2 2
E:§/0 (7T + ¢ —l—qu)dr
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Entonces necesitamos que ¢ € W2(0, R) y m € L*(0, R) por lo tanto defini-
mos

X =W""0,R) x L*(0,R)

Definimos también el producto escalar

R
< Up, U >_<(ﬁi),(iz )>_/ (T2 + 10y + Vo) dr
0

para uy,us € X. Notamos que este producto escalar se reduce a la norma
2F, y con esto X es un espacio de Hilbert. Definimos el dominio de A como

D(A) ={(¢,7) € C*[0,R] x C*[0,R] | 7|p=0 =0, 7+ 0,¢|,—r =0}

Teorema 8. El operador A es cerrable y su cerradura A genera un semigrupo
fuertemente continuo P(t) contractivo

Demostracion:
Este analisis es similar al realizado por Horst [7]. Ahora mostraremos que
se cumplen las condiciones para aplicar la primera version del teorema de
Lumer-Phillips

Lema 7. A disipativo

Demostracion:

S%uz(ﬁ)eDML

R
(u, Au) = /0 (m(¢" — V@) +¢'7' + Vor|dr = nd/|§

= 1(R)¢'(R) — (0)¢/(0) = — [¢'(R)]" <0
por lo tanto A es disipativo. [
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Lema 8. D(A) denso en X

Demostracién:
Sea (f,g) en X, y £ > 0 un ntimero real, denotamos I = (0, R).

Como C*®(I) es denso en W'2(I), entonces existe algiin v en C*°(1) tal que

lu = fllwrz <

Sl

Como C§°(I) es denso en L?(I), entonces existe algtin v; en C5°(I) tal que

lva — g2 <

Slo

Por ultimo existe algin vy en C(I) tal que va]o = 0, va|p = —u'|r y que

lva][z2 <

NG

Entonces por construccion (u, vy + vy) esta en D(A), puesto que u y v1 + vo
estan en C* y veamos que en efecto cumplen las condiciones de frontera,
usando que vy esta en C5°(1)

(2}1 +U2+Ul)|R :Ul|R+<—U,|R) +u'|R :Ul|R:O

(1)1 —|—’U2)’0 = Ul‘O =0

Por 1ltimo veamos que en efecto podemos aproximar (f, g) en X por medio
de (u, vy +v2) en D(A)

1(£,9) = (w, o +v) % = I = ullipr + llg — (v +v2) 172

< |f = ulliyre +2llg — vill72 + 2[|vo]|75
g2 g2 g?
< 42 42— <2
=5 + 3 + 3 <e¢
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usando el hecho de que 2ab < a® + b

Por lo tanto D(A) es denso en X. [J

Lema 9. Eziste A > 0 tal que (A — A)(D(A)) C X es denso

Demostracién:
Para demostrar esto debemos de resolver el siguiente problema

A=Au=v= ( g)
con F,G en C=(I) dado y u € D(A) desconocido.

Tenemos entonces las ecuaciones:
Ap—7=F,

M — ¢+ Vo=0G

Sustituyendo la primera ecuacién en la segunda obtenemos la ecuaciéon para
™

Nr—a"+Vr=\G+F'—-VF=H

con las condiciones de frontera

Tlo=0, A+7'|g=—-F

Notamos que podemos tomar una f en C*°(I) tal que
flo=0, M+ [fllr=-F
Sea ahora m = f + 7, tendremos ahora la siguiente ecuacion para m
NF -7 +VFi=H (3.3)

con las condiciones de frontera

%|0:O, )\%+$T/,|R:0
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donde B
H=H-Nf+\Xf"-Vf

De ahora en adelante en vez de usar 7 y H usaremos solamente 7 y H por
simplicidad.

Multipliquemos (3.3) con ¥ en C=(I) tal que 9|,—o = 0 y usemos integracion
por partes

R R
/ [(Nmp — 7' + Vgl dr — | = / Hadr
0 0

si usamos la condicién de frontera m + ' |,—r = 0 y 7|,—o nos queda

R R
/ (N — 7' + V| dr — Mpm|p = / Hdr
0 0

Por lo que proponemos el siguiente problema débil, queremos ver que existe
7 tal que Q\(v, ) = Ly(¢) para toda ¢ € Y donde

R
Qr(Y, ) = / (Nom + /7" + Vprr) dr + Mprr|g
0
con A > 0, tomamos ¢ y 7 en el espacio
Y = (reW"*(I) | w|o = 0)

y el funcional lineal

R
Lu() = /0 Hodr

La demostracién se hara en cuatro pasos:

o @ define un producto escalar equivalente al producto escalar de W12
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Notemos que

R
Qr(,) = /0 (N2 + 02 + Vi) dr + M| > 0

Como es la suma de elementos positivos, esto quiere decir que Q) (¢, 1) =0
siy solo si ¢ = 0.

Sabemos que tanto el producto como la integracion son lineales por lo que
Qx(, m1 + k) = Qx (¢, 1) + kQA(Y, m2) para todo ¢, 7, m € Y y k € R.

Y por dltimo tenemos que Qy(¢, ) = Qa(7, 1) para todo ¥, m € Y
Por lo que @) define un producto escalar.
Veamos ahora si existe M > m > 0 tales que m||ul|y12 < ||ully < M||ul|pre.
Por un lado queremos demostrar que existe M tal que:
R
/ (N + 7%+ Va® — M(7® + 7)) dr + An®|gr < 0
0

Pero para el término de frontera usamos la estimacién de Sobolev (7)

sup |7(r)[* < |7 {2 (3.4)
rel
Asi que lo que es suficiente demostrar es
R
/ (NP+V-M+Nr*+(1-M+N)7r?)dr <0
0
Asi que elegimos M tal que (N2 +V — M +X) <0y (1—M+X\) <0.
Por otro lado queremos demostrar que existe m tal que:
R
/ (N7 + 7%+ Va? —m(r® + 7)) dr + An®|g > 0
0

El término de frontera siempre es mayor o igual que cero, entonces basta con
elegir m tal que (A2 +V —m) >0y 1—m > 0.
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Asi que Q) es equivalente al producto escalar en W12,

Notemos por ultimo que W'(I) es completo y que de la estimacién de
Sobolev (3.4), si tomamos una sucesién m, convergente a un 7 en la norma

W2 entonces esta también va a converger en la norma sup |m(z)|?, asf que
0<z<1

podemos tomar el limite puntual de la sucesién m,, 7(0) = lim 7,(0) = 0,

por lo que Y es un subespacio cerrado de W12(I), y entonces (Y, Q,) es un
espacio de Hilbert.

o Existencia de solucion del problema débil:

Para esto usaremos el siguiente lema:

Lema 10. Lema de Riezs:

Sea (X,(,)) un espacio de Hilbert sobre el campo K = R,C , y sea n en
X* = L(X, K) un funcional lineal sobre X. Entonces existe un unico vector
x* en X tal que (z*,y) = n(y) para todo y en X. Ademas ||n|| = ||=*||.

Para poder aplicar este lema definimos el funcional lineal Ly (¢) = fOR Hdr,
usando la desigualdad de Schwarz tenemos que

atw) < ( | Rw)é (/ RH2)5 — ol )

Pero del resultado anterior, sabemos que (), es equivalente al producto escalar
en W2 asi que existe m > 0 tal que

m|[¥lle < mllYllzz +mlldllz: = mllpllwre < [¢lly

Por lo que
1
[Lu(¥)] < E|’¢HY||HHL2

Lo que implica que Ly esta en Y*.



3.2. DEMOSTRACION PARA EL PROBLEMA EN UNA DIMENSION48

De acuerdo al lema de Riesz, existe un tinico 7 en Y tal que (7, v)y = Ly (1))
para todo ¥ en Y, por lo tanto 7 es una soluciéon débil tnica.

o 7 esta en C°°:
Sabemos que H esta en C®(I) y 7 esta en WY2(I) c C(I) lo que implica

que 7 esta en C(I)
Por otro lado, para todo ) € Y

R R
/ (Nym + /7" + Vr) dr + M| = / Hapdr
0 0

Si definimos u := 7', entonces nos queda que para todo 1 € C°(1)

R R
/ (Nm+Vr— H) dr+ = — / wy)'dr
0 0

Lo que implica que existe u en el sentido débil y
= (Nr+Vr—H) eL*(I)

y u' esta en L*(I), asi que u’ esta en W?(I), lo que implica que 7 esta en
W22(I) c CY(I), por lo tanto 7 esta en C*(I).

Pero sabemos que (A7 + V7 — H) esta en C (I), asi que " esta en C(I) y
entonces T esta en C?(1).

De la misma forma también tenemos que (A7 + V7 — H) esta en C'(I) y
entonces 7 esta en C3(1).

Siguiendo con este procedimiento obtenemos que 7 esta en C*°(1).

o 7 es una solucién fuerte:

Para todo v € C>=(I) tal que |,—g = 0

R R
/ (Nym + /7" + Vor) dr + M| = / Hadr (3.5)
0 0

Usando integracién por partes , y tomando ¢ € C2°(1) el término de frontera
sera cero
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R R
/ (Nm— 7"+ Vr) pdr = / Hadr
0 0

Lo que implica
H=MNr—7"4+Vr (3.6)

Notemos que la condicién de frontera 7|y = 0 se satisface, ahora veamos que
pasa con la condicién Aw + 7’|z = 0, para esto tomemos ahora 1 € C=(I),
al hacer integraciéon por partes en (3.5) nos quedara ahora otro término de
frontera:

R R
/ (V¢ — 7" 4+ V) ¥dr + Amp|p + ¢r'|g = / Hdr
0 0

Pero usando (3.6) tenemos:

R R
/ Hipdr + (O + 7)0] p = / Hupdr
0 0
Lo que implica que A\w + 7’| = 0

Por lo tanto 7 es una soluciéon fuerte que satisface las condiciones de frontera.
O

Asi que gracias a los teoremas 5 y 3, hemos demostrado que la cerradura de
A genera un semigrupo fuertemente continuo contractivo y por lo tanto el
problema de Cauchy %u = Au esta bien planteado.[]

Veamos que pasa en el caso de una métrica estacionaria, tenemos la ecuacion

Va6 + Z(ZTL% _F (3.7)

2

Reescribimos la métrica introduciendo coordenadas conformes localmente
Gapdz®da® = Q*(t, z)(—dt?* + dx?)

donde Q?(t, x) es el factor conforme.
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Entonces

- 1 _
VvV, = —aa(\/—gg“bﬁb)

V=3

1

y escribimos (3.7) como

I(1+1)

r2

—dt* + dz* + Q*(t, x) ¢=Q*t,x)F (3.8)

Notemos que para el caso de una métrica estacionaria

~ B 2 B2
g = —A*(r)dt* + 2B(r)dtdr + C*(r)dr* = —A? <dt i dr) + <02 + —A2> dr?
c? B
— 2 742 2
= —A%dt*+ A (PJFE) dr?

si definimos

c?  B?
<ﬁ + ﬁ) dT‘2 = dT‘f

G = A2(—dT? + dr?)

la métrica sera

entonces el factor conforme es Q0% = A? = —§(d;,0;), es decir la norma al
cuadrado del vector de Killing (para Schwarzchild A? = 1—28) 'y la ecuacién
(3.8) nos da

at — (9?* + V(T)¢ = Q2F
donde V (r) = A2(r)" 1.

r2

Entonces podemos aplicar los resultados de este capitulo para una métrica
estacionaria. Por ultimo notemos que si consideramos un agujero negro sola-
mente podemos describir lo que pasa fuera del agujero pues al introducir la
coordenada r, (coordenada tortuga) mandamos el horizonte a (—o0).
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3.2.2. Condiciones de frontera absorbentes

Queremos generalizar el resultado anterior para el problema de Cauchy
6—¢"+Vp=0
con las condiciones de frontera
[a(r) (@ = 0,)]" |0 = 0

[a(r)(8: + 0,)]" " ¢l,—r = 0 (3.9)

donde pedimos a € C>(I) positivo con I = [0, R), y V(r) un potencial aco-
tado L veces continuamente diferenciable con primeras L derivadas acotadas.

Notamos que las condiciones de frontera que introdujimos anteriormente

(2.22) son las condiciones (3.9) con a(r) = r2.

Ahora vamos a reescribir el sistema en términos de ¢ y m = ¢ para aplicar
la teoria de semigrupos.

Lema 11. Podemos escribir para toda v € I

[a(r) (@ = 0,)]" " o(r) = (=2)%a(r)"Of (x(r) = ¢'(r))
+ fu((r), (), ., Oy (), m(r), 7 (1), ..., Oy (1))

donde fr es una funcion lineal.

Demostracién: La demostracion se hara por induccion:
-L=0:

a(0y — 0;)¢ = a(m — &) + fo(¢)
donde fy = 0.

-L=1:
tenemos que demostrar que

[a(8;, — 0,)]> ¢ = (—2)a’0, (7 — ¢) + f1(¢, ¢, )
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Veamos que en efecto
(@ — 0 ¢ = a(d—0,)a(m — ¢)
ala(2¢” = V¢ —21") — (7 — ¢)d’]
—2a%0,(m — ¢') — a*V — (7 — ¢')ad’
- _2a28’/‘(ﬂ- - ¢,) + fl (Qb, gb,? 7T)
con fi(¢, ¢, 7) = —a*Vp+ aa'¢) — ad'r.

- Supongamos vélido para L.
- L+1:

[a(0; + 0. ¢ = a(0; + 9,)[a(0; + 0,)] ¢

pero por suposicién el lema era valido para L, asi que

(@ = 0,)]" ¢ = a0 — 0,)(=2)"a" 07 (1 — &)
+ a(at - 87’)(_2)LfL(¢a Qb/, (A 8£¢a ™, 7T/7 creey 87"L_17T)
= o"(=2)LoF (O — O — Oy + @)
+ a(at - ar)<_2)LfL(¢7 (bI? s afgb? T, 7TI7 creey 81{/7171-)

Usando la ecuacion de onda tenemos que :
o — O — O, + ¢ =2¢" — 21" — V¢
asi que

[a(at_ar)]L+l¢ _ aL+2(_2)L+1a£+1(ﬂ__¢/)
+ fuld, @, . O G A, O )

y la demostracion queda completa.l]
Asi que ahora el espacio X sera
X — WL+1,2(I) % WL,Q(I) — HL+1 % HL

donde H™ = W™2(I), y usando el Lema 11 notamos que podemos escribir
el problema como sigue 1 = Apu
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(0 (o
= (7)Ao lva)

D(4) = {(¢,m) € H"** x H' |
af(ﬂ- - ¢,)|T’:0 = f(¢7 ¢,7 sy 8TL¢7 T, 7T,7 sy arL_lﬂ—)|r:07
af(ﬂ- + ¢/)|T=R = h((b? ¢/7 ceey af(ba T, 7T/7 ceeny afilﬂ-”r:R}

con el producto escalar estandar

R
<up,uz >x = / (0102 + @105 + .. + O 1 0F pot
0

+ mm A+ Ty + .+ OFmOr ) dr
parau1:(¢1>, U2:(¢2)EX.
1 T2

Teorema 9. A genera un semigrupo fuertemente continuo P(t)

Demostracion: Ahora verificaremos las condiciones de la segunda version del
teorema de Lumer-Phillips:

Lema 12. A cuasi-disipativo

Demostracion:

Sea u € D(AL)

R
<udiwzy = [ [(0n+ o 4 0F0kn + (e~ Vo)
0

o+ (OF 100" — V@) + OFmOE(—V )
+ (9%“(258,9“7?} dr

Notamos que, usando Schwarz, podemos acotar los términos entre paréntesis
por la norma por una constante c. Escribiendo f = f(¢, ¢/, ..., 0L ¢, 7,7, ....,0F " 7)
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yvh="h(¢,¢, .., 08, m «, ....,0F 17) por simplicidad:

R
<u,Apu>x < cfullk, +/ [OF T 90F T + OFmoF ¢ dr
0

IN

R

ulk, + [ {00 o0} ar
0

= cllullk, +0F* 6okl

= cullkx, + 05 o(h — 08¢ )|—r — OF T O(f + OF )| i—o
1.\* 1
_ 2 o L+1 - - 2
— cflullk, Gz me+¥Q-yﬁ
1 \? 1
_ L+1 - -2
(ar Glr=0 + 2f) + 4f
2 1 2 1 2
< CHuHXL + Zh lr=r + Zf lr—0

Estimando los tltimos dos términos por Sobolev (3.4) nos queda

<u,Apu>x<cullk, ,  uwe D(AL) (3.10)

Por lo tanto Aj, es cuasi-disipativo.[]
Lema 13. (A — Ap)(D(AL)) = X para A > 0 suficientemente grande

Demostracion:

Para demostrar esto debemos de resolver el siguiente problema

Q—Agu:v:(g>

con ( g ) en X dadoy u € D(Ar) desconocido.
Tenemos entonces las ecuaciones:
Ap—7m=F

M—¢"+Vo=0G
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Sustituyendo la primera ecuacion en la segunda obtenemos la ecuacion para

¢
MNop—¢'+Vo=AF+G=H € H*, y ¢ H**? desconocido (3.11)
con las condiciones de frontera
O (Ad = &)limo = f(6, ¢, ... 07 d, AT NG, 0., AOF T 0) | r—0 + g0
0y (Ao + ¢ )lr=p = (6,0, .., 076, AT A, ., A0y T ) r=r + 1

La demostracién se hara por induccion:

oL =0:

En este caso tenemos la condicién de Sommerfeld, la cual ya habiamos anal-
izado, tenemos el espacio

X =W"h(I) x L*(I) = HY(I) x L*(I)
y el dominio de A

D(A)={(¢,m) e H'(I) x L*(I) | 71— ¢/|l,=0=0, 7+ ¢|,._g =0}

Tenemos que demostrar que existe una tunica solucién para el problema (3.11)
con las condiciones de frontera

(Ap — @m0 = f(@)|r=0 + Flr=0 = foPlr=0 + 90

(AP + ¢)|r=r = h(®)|r=r + Flr=r = hod|r—r + 01

las podemos reescribir como
{A=1)¢ =&} =0 = {ap = ¢} =0 = 90
{A=ho)p+ &'} r—r ={B¢+ ¢} i—r = 1
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Lema 14. Sea W € C*(I) positivo , a, 3 > 0. Sean H € H* y gy, g1 € R.
Entonces el problema de contorno

—¢//+W¢:H

(g — ¢/)|r:0 = Jo, (Bo + ¢/>|T=R =01

posee una tnica solucion ¢ € H*+?

Demostracion:

Sea N +V =W >0y A~ fo >0, \—ho>0.
Multipliquemos (3.11) con 1 en C°°(I) y usemos integracién por partes

R R
/ (6 + W] dr — v = / Hudr
0 0

si usamos las condiciones de frontera nos queda

R R
/O [0+ W] dr + (86 — 600 + B — g1)rre = / Hodr

Por lo que proponemos el siguiente problema débil, queremos ver que existe
¢ tal que Q\ (v, ¢) = Ly (v)) para toda ¢ € Y = H'(I) donde

R
Or (¥, ) i= /0 (6 + Webd) dr + Mplo + Modr

con A > 0, tomamos ¢ y ¢ en H'(I) y el funcional lineal

R
Lu() = /0 Hdr + Ylo—odo + dl—r1

La demostraciéon se hara de forma similar que anteriormente:

% @y define un producto escalar equivalente al producto escalar de W12:
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Notemos que

R
Qn(, ) = /O (67 + W) dr + Mo + MP2|p > 0

Como es la suma de elementos positivos, esto quiere decir que Q) (¢, 1) =0
siy solo si ¢ = 0.

Sabemos que tanto el producto como la integracion son lineales por lo que

Qx(V, 1 + kd2) = QA(Y, ¢1) + kQA (¢, ¢2) para todo ¢, ¢1,¢2 €Y y k € R.
Y por ultimo tenemos que Q (1, ¢) = Qx(¢, 1) para todo ¥, ¢ € Y

Por lo que @) define un producto escalar.
Veamos ahora si existe M > m > 0 tales que m|ju|ly12 < ||ully < M||ul|pr.z.

Por un lado queremos demostrar que existe M tal que:

R
/ (¢ + W¢? — M(¢* + ¢%)) dr + A¢?|o + Ao |r < O
0

Pero para los términos de frontera usamos de nuevo la estimacion de Sobolev
(3.4), y eligiendo una M suficientemente grande tenemos que en efecto ||ully <
M||ullwr2.

Por otro lado queremos demostrar que existe m tal que:

R
/ (¢ + W¢* —m(¢* + ¢)) dr + Ad*|o + Ad*|r > 0
0

Los términos de frontera siempre son mayores o iguales que cero, entonces
basta con elegir m tal que (W —m) >0y 1—m > 0.

Asi que Q) es equivalente al producto escalar en W12,

* Existencia de solucién del problema débil:

Para esto usaremos de nuevo el Lema de Riezs
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Para poder aplicar este lema definimos el funcional lineal

R
L) = /0 Hudr + $—ogo + ©lynor.

, usando la desigualdad de Schwarz tenemos que

R 3 R 3
L) < ( / w?) ( / HQ) T Dhmoo + hengr

= |¥llzellHl[z2 + Plr=ogo + Plr=ro1

Usando la estimacién de Sobolev (3.4) para los términos de frontera tenemos
ahora que

[Lu(@)] < N9llel[Hllzz + lldgollwrz + 1491 [lwr2
= N9llz2llHl[L2 + [[$llwr2]gol + [[$llwr2]g1]

Pero del resultado anterior, sabemos que () es equivalente al producto escalar
en W2 asi que existe m > 0 tal que

m|Yllz2 < ml[¢llz2 +ml|][ 2 = ml[Yllwrz < ¥y
Por lo que

1 1
1Lu(@)] < Wyl H iz + ¢y (lgo] + [g1])

1
= —|¥lly (1H]lz2 + g0l + lg1])

Lo que implica que Ly esta en Y.

De acuerdo al lema de Riesz (10), existe un tinico ¢ en Y tal que (¢,v)y =
Ly (1) para todo ¢ en Y, por lo tanto ¢ es una solucién débil tinica.

* ¢ es una solucion fuerte:

Para todo v € C>=(I)

R R
/0 (Ao +0'¢" + Vpo) dr+Xpglo+Mpodlr = /0 Hydr+y|,—090+¢|r=r1
(3.12)
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Usando integracion por partes , y tomando ¢ € C5°(I) los términos de fron-
tera seran cero

R R
/ (A2 — ¢" + Vo) ¢odr = / Hdr
0 0

Lo que implica
H=Xy—-¢"+Vo (3.13)

Veamos ahora que se satisfacen las condiciones de frontera para esto tomemos
ahora ¢ € C*°(I), al hacer integracién por partes en (3.12) nos quedara ahora
otro término de frontera:

R R
/ Hdr + ¥lrogo + Uhongi = / (V6 — ¢ + Vo) vdr
0 0
© Al + Mbdlr + 9 r — 9o

Pero usando (3.13) tenemos:

R R
/0 Hipdr + (Ad — &) blo + (Ao + )| = /0 Hpdr + lo—ogo + $leern
Lo que implica que Ap — ¢/lo = go v Ad + ¢'|r = 1.

Sabemos que existe una tnica solucién ¢ € H”, pero notemos que como ¢ es
solucién del problema entonces ¢” = W¢ — H, tanto ¢ como H estédn el H”,
asf que ¢ € H", es decir ¢ € H*2.00

Por lo tanto ¢ € H? es una solucién fuerte que satisface las condiciones de
frontera.

Y la demostracién para L = 0 esta completa. [

oL =1:

Tenemos ahora las condiciones de frontera

0r(Ap = &)lr=0 = [(&, ¢, Ad)|r=0 + g0 (3.14)
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0r(Ap + &)= = h($,¢', AD)|r=r + 1 (3.15)

Notemos que (3.14) se puede reescribir usando la ecuacién (3.11) como:

NOrp — (N6 + V¢ — H)lrmo = f(6. 4/, 0) + g0

dividiendo entre (—\):

1 ¢ ¢ g0 Hy
(/\(b - ar¢) |7"=0 - _XV¢ - f(X7 ngb) - X + T
Pero podemos escribir f(¢, ¢', Ap) = (fod + f1¢' + fado), asi que
Vo f Hy
()\+X+Xo+f2)¢—(1—xl)ar¢ —— —g—;‘f‘TO = 9o
O+ Y04 1) _

Para A grande 1 — % >0,y a > 0, asi que nos queda:

f
=5

(g = 0,9)]r=0 = 90

de la misma forma la condicién de frontera (3.15) nos quedara de la forma

(ﬁqb + 8r¢)|r:R = gvl

Asi que estamos de vuelta en el caso de las condiciones de frontera para
L = 0, para el cual ya habiamos demostrado que existia soluciéon. Por lo
tanto para el caso L=1 existe una tnica solucién ¢ € H3. Donde usamos el
lema (14).

o Supongamos cierto para L.

Las condiciones de frontera son de la forma

(A — ¢)|rmo = fL(9)
oA+ ¢)lr=r = hr(9)

donde ;
Fo(6) = i\l (3.16)
j=0
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tal que
fri(A) = O0(N), j=0,..,L—1 frr(A) = 0O(1), (3.17)

Sabemos que para L = 0y L = 1 se cumple el lema.

Supongamos que A — Ay, suryectivo para algin L y A > 0 suficientemente
grande.

oL +1:

Tenemos ahora las condiciones de frontera

O NG — @ )lrmo = fr11(9) (3.18)
O A+ )r—r = hr41(9) (3.19)
donde
L+1 ‘
fL+1(¢) = Z fL+1,j(>\)aﬁ¢|r=0
§=0
tal que

Jri1;(A) = O0(N), 7=0,.L  fraon()=0()

Dividamos la ecuacién (3.18) entre (—N\)

L41 o2  Jr41(9)
<—5r+ ¢+ T) 0 ===

Usando la ecuacién (3.11) nos queda

fri1(9)
A

[—8,?*%;5 + ;af(/\% +Vo— H)] lrmo = —

es decir
fr1(9)

L / —
0H(A6 = ) oo = =5

1
— SOHVo— )|y
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Nos preguntamos si f“Tl(qj) sera de la forma de algin }Z(qb) dado por (3.16)
que cumpla las condiciones (3.17), de forma que podamos tener ahora una
ecuacién para el caso L para el cual supusimos habia solucion. En efecto
tenemos que:

L+1

1
0F(\p — ¢')lro = me] 0! 8lr—0 — 307 (VO)lr= + 307 (H) =0

Notamos que para A grande, +0F(Vo)|,—o = O(1) y 305(H)|,—o = O(1),
asi que

0N — ) oo = Z Frn g0 Blmo = 3 fr,001 (MO g

pero tenemos que £ S i1 ;(N36li—o = O(1) ¥ fu1001(A) = O(1), por
otro lado

Ol = O N+ Vo — )l
= MNOEP|mo + OF (Vo — H)|rmo

donde OF (V¢ — H)|,—o = O(1).

Asi que en efecto f“Tl(d)) es de la forma de }Z(gb) dado por (3.16) y las condi-
ciones (3.17). Por lo tanto estamos ahora en el caso L, para el cual tenfamos
la suposicién que podiamos reducirlo al caso L = 1, por el lema 14 ¢ € H**+2.

3.3. Demostracion para la ecuacion de onda
en tres dimensiones

Queremos ver que la ecuacion de onda en tres dimensiones con las condiciones
de frontera correspondientes define un problema de Cauchy bien planteado,
de la seccién anterior sabemos ya que todos los problemas radiales (todos
los problemas en una dimensién) estéan bien planteados, queremos usar estos
resultados para hacer la demostraciéon en tres dimensiones.

Empezaremos por considerar la ecuacién de onda en tres dimensiones ha-
ciendo una descomposicion en armonicos esféricos lo cual reducird nuestro
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problema a una familia de ecuaciones 1-dimensionales las cuales ya habiamos
analizado anteriormente, pero debemos notar que si bien para cada [ fija ten-
emos el resultado deseado, al tomar [ muy grande no sabemos si la cota que
obtuvimos en los problemas 1-dimensionales es uniforme, es decir, puede ser
que no podamos aplicar los teoremas usados en la secciéon anterior, y por lo
tanto no podremos demostrar que el problema esta bien planteado.

Entonces lo que haremos sera introducir un nuevo espacio de Hilbert sobre
el cual definiremos el operador A el que usaremos para plantear el problema
de la ecuacién de onda en tres dimensiones, y por medio de una serie de
definiciones y teoremas llegaremos al resultado que buscamos.

Consideraremos la ecuacion de onda en tres dimensiones
P-—AD=0 y d=II (3.20)
con las condiciones de frontera
rIil+ 0,.(®r)|,=g, =0, rIl — 0.(®r)|,=r, =0

en el dominio Q = I x 5% donde I = (Ry, Ry). Haremos de nuevo una
decomposicién en arménicos esféricos de laforma ® = 137, @y, (r) Y™ (6, ¢),
entonces (3.20) se reduce a una familia de ecuaciones

. I(1 + 1
Ot — glm + ( )(blm =0 y ¢lm = Tim (3'21>
con
T, + 8T¢lm|r:R2 =0 ) Tim — 8T¢lm|T*R1 =0
Notamos que en r = 0 el potencial l(l+ diverge, por lo que al elegir el

dominio cortamos r = 0.

Entonces el problema de Cauchy formado por la ecuacién de onda y las
condiciones de frontera absorbentes sera equivalente al problema global mas
el problema en el dominio €2 donde cortamos el cero.

Asi que para el problema en el dominio €2 dividimos el dato incial en dos
partes en las cuales serd cero, evolucionamos por un tiempo pequeo y us-
amos el hecho de que el problema es lineal y la solucion sera la superposicién
de ambas soluciones, y hacemos esto sucesivamente.
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Sabemos que cada problema radial esta bien planteado, buscamos una forma
de pegar cada problema radial para encontrar el resultado para el problema
en tres dimensiones. Para esto veamos primero los espacios de Banach en los
que debemos de trabajar para los problemas radiales y la forma de utilizar
estos para construir el espacio de Banach que usaremos para el problema en
tres dimensiones:

Notemos ahora con la descomposicion en armoénicos esféricos los coeficientes
Otm, Tm deben de cumplir:

Recordando las propiedades de los arménicos esféricos
/ YimYU™ a0 = 6y b, G / VAY Y Y™ 40 = 1(1 + 1)8 G
Pedir que IT € L?, es decir, [ |II|*d*z < oo implica

el = > |mnli <o

lm

Veamos ahora ® € H', es decir, [ (|®]* + |[V®|?) d’z < oo, el primer término
de la integral implica Y, ||¢u|/3. < oo, para analizar el segundo térmi-

no usemos coordenadas esfericas [ |[VO[*d®z = [ ((&@)2 + T%|§(I>|2> d*x,

asi que al introducir la decomposiciéon en armoénicos en cada uno de estos
términos tendremos

¢ ~ Bl
ro® =3 r ( = Y”” Vo =Y %vylm
im m
de las propiedades de los drmonicos esféricos tenemos que ), ||~ (@Tm )/ 2 <
00 Y D i H(meH%Ql(l +1) < o0, asf que

eeH = Y [lomlin +Clomli,] <oo

Im

De la misma forma encontramos que

el = ) [l +Plémlin + M ldmllz,] < oo

lm
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y asi sucesivamente lo que va a motivar la eleccion del producto escalar para
estos nuevos espacios de Banach:

(@10 := 3D (1 (el (3.22)

Im j=0

con @, 11 € HX(Q).

Notemos que tenemos ahora una sucesion de espacios de Banach con norma
k 2\ k—j () 402 : :

> imo(L+ ) gl 72(ry» ¥ queremos analizar los problemas radiales, para

esto veamos los siguientes resultados:

Definicién 7. Sean X; espacios de Banach y A; : D(A;) C X; — X;
generadores infinitesimales de semigrupos fuertemente continuos P; cuasi-
contractivos con cota exponencial b independiente de j: |P;(t)|| < € para
todo t > 0 y para todo j =1,2,3...

Definimos el espacio

X = {u=(uuz,) |y € X5, Yyl < oo}

J=1

con la norma ||ul|x := (Z;’il ||u]||§<J) , u€X.

[ SIS

Lema 15. Se cumplen

1. (X, |- |x) es espacio de Banach

2. D :={u=(ui,uy,..) | u; € X, u; # 0 para un conjunto finito de j’s}
es denso en X

Demostracién

1. Veamos primero que en efecto || - ||x define una norma, notemos que
tenemos la suma de términos positivos y por lo tanto la norma sera
positiva, y solamente sera cero si cada u; es cero lo que implica que u
debe de ser cero, y se cumple también que

1
!IkU\\x=<Z!k!2!luj!\§<j) = (IxP) (ZH%I&) = [KllJullx
j=1

j=1

o=
Nl
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para todo £ € R, u € X. Por ultimo usamos la desigualdad de
Minkowski para demostrar la desigualdad del triangulo, y tenemos que
||-||x define una norma. Y notamos que como cada X es lineal entonces
el espacio X sera también lineal.

Ahora demostraremos que (X, || - || x) es completo.
Sea {u"} sucesién de Cauchy en X, es decir, € > 0, existe N € N tal
que
ol — M}, <& Yn,m >N (3.23)
j=1

por ser suma de términos positivos esto implica que |lu} — UTH%(] < e,
Vn,m > N. Pero sabemos que estos espacios son de Banach, asi que
existe u; tal que HILI& uf =u; € X. De (3.23)
A
2
ZHU?—UTHX] <e VYn,m>N, VAeN

j=1

A
m-— oo = ZHu?—ujH%(jgg Vn> N, VAeN
j=1

o0
A—soo = Y |uf—ulk, <e V¥n>N
j=1

= lmu"'=u €X
n—oo
2. Por demostrar que dado cualquier punto u € X existe una sucesion
{u"} € D que converge a u:
Sea u = (uj,uy,..) € X,y sea u" = (uy,us, .., up,0,0,....), notamos
2 _ \oe 2 _ e 2
que en efecto [lu” —ulx = 3272 [Juf —uyllx, = 222, luillx, — 0
tomando el limite n — oo por lo que lim u"” =u € X y esto demuestra

n—oo

que D es denso en X. [

Teorema 10. Sea el operador

A:DA) CX - X, Au:=(A1,Ay..) con ue D(A)
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donde
D(A) = {u = (ur,up,...) | u; € D(A4), Y lluyll%, <00y Y [[Ajullk, < oo}
j=1 =1

con los espacios dados en la definicion (7), entonces A es el generador in-
finitesimal de un semigrupo fuertemente continuo P(t) tal que ||P(t)] <
bt

e, Vt>0

Demostraciéon: Para demostrarlo usaremos la primera version del teorema de
Lumer-Phillips (5), haremos la demostracién en 5 pasos

1. D(A) C X es denso:
Recordemos primero que D C X. Sean ¢ > 0y u = (ug,usg,...) € D.
Existe N € N tal que u; = 0 para j > N. Puesto que D(A4;) C Xj es
denso, existe v; € D(A;) tal que |[v; —ujllx, < &, = 1,2,.., y tal
que v; = 0 para j > N lo que implica que v := (vq,v9,..) € D(A) y
tenemos que [Jo — ully = S5, oy — 513, < £, & — = por lo que
D(A) es denso en X.

2. A es cerrado:
Sea u" = (u},uy,..) € D(A) una sucesién tal que v — u € X y
Au — v € X.

o0 [o.¢]
Sl —ullx, =0y > A — vk, — 0
j=1 Jj=1

Zuj —uyen Xy Ajuf — vy en Xy Vji=12, ..

Fijando j € N: A; cerrado implica u; € D(A;) v Aju; = v;

(o] [o.¢]
= Y 1 Aulk, = lvllk, < oo
j=1 j=1

porquev € X = wu€ D(A)y Au = (Ajuy, Asus, ..) = (v1,v2,..) = 0.

3. A — b disipativo:
Sabemos que B := A — b disipativo < ||(u — B)u||x > pllullx, Vi >
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0yue D(B). Asi que sean > 0y u € D(A) :

No— Bl = [ (= By, (1 — Baus, ) s = 3 e = By
j=1
> 3l = il
j=1

por lo tanto A — b es disipativo.

4. Rg(A— A) C X es denso VA > b
Sean A > b y v = (v1,ve,..) € D. Sabemos A — A; : D(4,) — X

es invertible, u; := (A — A;)"'v; € D(Ay), entonces u = (uy,us,..) €
D(A), y satisface (A—A)u = (A — Ay)ug, (A — A2)us,..) = (v1,09,..) =
v

5. A es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo
P(t) tal que ||P(t)]| < eb, Vvt > 0:
Aplicando la primera version del teorema de Lumer-Phillips (5) sabe-
mos que la cerradura de A genera un semigrupo fuertemente continuo,
pero como demostramos en el segundo paso que A es cerrado, esto
implica que A mismo sera el generador del semigrupo fuertemente con-
tinuo y el teorema queda demostrado. []

Asi que basta analizar las ecuaciones radiales:

Entonces para las ecuaciones radiales 3.21 definimos ahora el operador A, :
D(Alm) C le — lel

) 1 m 1 T m IT

lm

1 lm

U — =D i PimUim - Y dond

con = 1 Im onae
T E :lm TimUim - Y

D(Alm) = {((I)77T) € Xim | T+ a?"(¢)|r=R2 =0, T— aT(¢)|T=R1 = 0}
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Con los espacios de Hilbert X;,,, = H*xH'y X = {U = % S Ui Y | gy €
Xim: i tam|,,, < oo} y donde

Ro
Ul%,. = /R [(l — DI+ D) +2)r** + (1 — 1)1+ 2)r*(u? +0?) + %(ug +v3) | dr

Asi que podemos ahora escribir la ecuacion de onda en tres dimensiones
(3.20) con las condiciones de frontera correspondientes, definiendo el operador

A:D(A)CX — X:
we(5)-(4)

con U = ( 1(?[ ) € D(A) donde

D(A) = {(®,T1) € X | rIL+ 0,(®r)|r—r, = 0, rIT = 0,(®r)|,—g, = 0}

escribiendo el dominio del operador en funcién de los operadores A;,, ten-
emos:

1
D(A) = {u= - > ()Y (0,0) € X |t € D(An) y Y | Amtm|%,, < 00}
Im Im

Queremos analizar las ecuaciones radiales (3.21)

- I(1

con las condiciones de frontera

20+ 0] fler, =0, [0, +9,)]

L+1

¢‘7’=R1 - O

Definimos
uj — [T’Z(at — 8r>]j ¢ , Uj = [7’2(815 + ar)}j ¢ (324>

asi que podemos escribir ahora las condiciones de frontera como upy1|,—g, =
0y vitilr=r, =0..
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Lema 16.
(0, + O )uj = 2jru; — (I —j+1)(1 +j)7"2uj—1
(8, — 0. )v; = —25rv; — (I — j + 1) (L + 5)r?v;_4

Demostracion:
Notemos primero que podemos escribir la ecuacion de onda como

30y + 0,)(0, — 0,)p = —I(l + 1)¢

Hagamos ahora la demostracién por induccion sobre j:
7 =1 tenemos que

(3t + 8T)U1 = (@ + 87«)7'2((9,5 — 87-)¢ = 7’2(@ + (97«)(8,5 — 67-)¢ -+ 27‘(& — (9T)¢
= I+ 1)6+ %

= 720 + 0 )uy = 2rug — (1 + 1)r?¢
de la misma forma

(@ — 8,,)1)1 = (at — 87~)7"2<at + 8r)¢ = 7’2(875 + @)(8,5 — ar)¢ — 27’(& + @r)qﬁ

2v
= —l(l+1p—-
r
= 130, — 0,)vy = —2rv; — (I + 1)r’¢
supongamos cierto para j.
74+ 1:
Como es valido para j entonces tenemos que

PO = 0)(0+ 0wy = 2730 = 0) = = (1= + DT+ )0 = 8,y
pero
@0+ 0 Juger =120, + 9)(0 — 0y + 2y
lo que implica que
(0 + O )ujpr = 2( + Vrujn — (L= 5+ 2) (L4 j + DrPu;

de la misma forma se demuestra para v. [J
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Analicemos el caso L=1:

De las definiciones (3.24) y el lema (16) tenemos el sistema de ecuaciones
ordinarias

Uy + U1

0 = 2r

l(l+1

roo2r2 2

U1 Vo l(l + ].)
Oy = — Ly 2
e r i 2r2 2

4
(0, + 0, )ug = % =1+ 2w

(0, — O,)vs = —% (=1 +2)w (3.25)

¢

junto con las condiciones de frontera

u2|T:R1 =0 ) U2|7‘:R2 =0

. ., - d
lo que motiva la eleccién de la norma siguiente para U = ( n > :

Ro> 1
Ul%,. = / {(l — DI+ DI +2)r** + (1 — 1)1+ 2)r*(u? +v?) + §(u§ +v3) | dr

R1

para [ > 2, notamos ahora que tenemos una forma cuadratica, y como es
la suma de términos positivos sera cero solamente cuando ¢ = 0 = m,
por lo que esta norma sera equivalente a la norma canonica en el espacio
Xim = H*(I) x H*(I) para cada [ > 2 fijo.

En este caso el espacio de Hilbert sera X;,, = H?(I) x H'(I), donde [ =
(R, Ry) y tenemos el operador Ay,:

™

Almu - ( Qb// N 1(1+1) > 5 (NS D(Alm)
72

cuyo dominio es

D) = {0 = () € #D) x 1) [ oo, =0, o, =0
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De la definicién de la norma podemos calcular ahora la disipacién de la
energia

1 [ 1
E= 5/ [(l — DI+ 1)+ 2)r"* + (1= D)+ 2)r* (u] +o7) + §(u§ +v3) | dr
Ry
entonces

dE fi2 2 2 2 2 2 1 2 2\ | Ro
= (l—1)(l+2)r(u1—v1)+;(u2+v2) dr + - (—ujy + v3)| g’

dt n 2
4 [P 8
< — [(l -1+ 2)r2(u% + U%) + 2(ug — U;)] dr < —F
Ry Jg, R,

Recordamos que

dE 4
E(t) = (u(t),u(t)) = — =2Re(u(t), Au(t)) <2 - —F
dt Ry
asi que Ay, es disipativo con cota Ril independiente de [, asi que A, seguira sien-
do disipativo aun para valores muy grandes de [ que son los que estamos
estudiando ahora.

Para [ = 0,1 elegimos la norma canonica en H?(I) x H(I), pero sabemos
de las secciones anteriores que en este caso Ay, es cuasidispativo.

Asi que la cota que elegimos sera b = max {Ril, bo, bl} donde by y by deno-

tan las cotas para los casos [ = 0, 1 respectivamente, los cuales seran ntimeros
finitos.

Finalmente sabemos que para cada [ fijo A — Ay, © D(Apn) C Xin — Xi €8
surjectivo para A suficientemente grande.

Podemos ahora aplicar el teorema (10) y entonces el problema de Cauchy
para L = 1 esta bien planteado.



Capitulo 4

Conclusiones

En esta tesis analizamos las ecuaciones de Maxwell en un fondo curvo con-
siderando una frontera artificial esféricamente simétrica, buscamos condi-
ciones de frontera [7, 4, 1, 3, 2, 5] tales que la reflexién es cero o decaiga
muy rapidamente cuando r se hace muy grande, de esta forma obtenemos
un unico problema de Cauchy, el cual forma un problema de valores iniciales
bien planteado.

Para esto hicimos una decomposicion en armoénicos esféricos para reducir las
ecuaciones de Maxwell a una serie de problemas radiales, dos ecuaciones de
onda para el coeficiente v y el campo escalar ¢, para los cuales encontramos
una solucion exacta, asi como las correcciones a tal solucién inducidas por la
curvatura.

Después de esto introdujimos condiciones de frontera para los problemas
radiales, notamos que en efecto para [ < L usando la forma de las solu-
ciones salientes que habiamos encontrado anteriormente las condiciones de
frontera eran perfectamente absorbentes, [4] es decir el coeficiente de re-
flexién era cero, y para [ > L tenfamos que considerar la superposicion de
soluciones salientes y entrantes dando como resultado un coeficiente de re-
flexion para ondas monocromaticas distinto de cero pero que decae como
ﬁ. Finalmente escribimos las condiciones de frontera ahora para el tensor
electromagnético F),, haciendo una elecciéon de base dada por una tetrada
de Newmann-Penrose en términos de la cual escribimos las condiciones de

frontera buscadas.
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Teniendo ahora la ecuacion en tres dimensiones reducida a una serie de ecua-
ciones en una dimension, junto con las condiciones de frontera nos pregunta-
mos si el problema original 3-dimensional define un problema de Cauchy bien
planteado, para esto estudiamos primero algunos conceptos de la teoria de
semigrupos [6], lo cual reduce al problema a verificar si los operadores generan
semigrupos fuertemente continuos, lo cual implicard que definen un proble-
ma de Cauchy bien planteado, para esto presentamos el teorema de Lumer-
Phillips en sus dos versiones (5),(6), usando este teorema demostramos que
el problema en una dimension esta bien planteado, nos gustaria simplemente
‘pegar’ estos resultados para demostrar que el problema tridimensional esta
bien planteado, pero nos encontramos con el problema de que debemos de
tener una cota uniforme pues cuando [ toma valores muy grandes necesita-
mos que las condiciones de los teoremas utilizados se sigan cumpliendo, para
esto elegimos una serie de nuevos espacios con su norma correspondiente y
ahi demostramos que el problema en 3 dimensiones esta bien planteado.
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