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Resumen

Los algoritmos de reconstruccion de superficies a partir de conjuntos de puntos, con
mayor rapidez, mejor uso de memoria y buena tolerancia al ruido, requieren del conocimiento
del vector normal a la superficie en cada punto. En la literatura, las normales son calculadas
suponiendo que la superficie puede modelarse localmente con un plano en cada punto. El
plano es calculado utilizando minimos cuadrados sobre una vecindad definida alrededor del
punto correspondiente. En la actualidad, las vecindades se crean considerando tinicamente la
distancia euclidiana entre los puntos. Diversos autores han observado que este criterio falla
en regiones cercanas a bordes y esquinas, donde es posible que puntos que se encuentran en
planos diferentes sean considerados como parte de la vecindad. Estos puntos generan una
estimacién errénea de la normal, la cual se traduce en una baja calidad de la reconstruccién.

En este trabajo se propone un nuevo algoritmo para estimacién de normales con
reorganizacion de vecindades. Nuestra propuesta cambia el tamano de la vecindad en aque-
llos lugares donde estan presentes bordes y esquinas, descartando los elementos que no
pertenezcan al mismo plano. Para observar el desempeno de la propuesta, las estimaciones
de la normal se comparan de manera cuantitativa y cualitativa con las que se obtienen
utilizando el algoritmo propuesto por Hoppe et al. en [Hoppe92]. Las pruebas se realizan
sobre conjuntos de datos con diferentes niveles de ruido. Los resultados muestran que el
algoritmo de estimacién con reorganizacién de vecindades tiene un mejor desempeno en
las regiones cercanas a bordes y esquinas, sin afectar la estimacién en regiones suaves. La

mejor estimacién de las normales se traduce en reconstrucciones con bordes y esquinas bien

definidos.



Abstract

The surface reconstruction algorithms from point clouds with greater speed, better
use of memory and good noise tolerance, require an estimation of the normal vector to the
surface at each point. In the Literature, the normal is computed assuming that the surface
can be modeled locally with a plane at each point. The plane is calculated using least
squares on a neighborhood defined around the corresponding point. The neighborhoods are
created considering the Euclidean distance between the points. Several authors have noticed
that this idea fails in regions near edges and corners, where it is possible to take points in
different planes as part of the neighborhood. These points generate an incorrect estimation
of the normal, which produce a low quality reconstruction.

In this work, we propose a new algorithm for normal estimation with neighborhood
reorganization. Our proposal changes the neighborhood size in those places where edges and
corners are presented, discarding the elements that do not belong to the same plane. To
observe the performance of our algorithm, its normal estimations are compared against the
ones computed using the algorithm proposed by Hoppe et al. in [Hoppe92]. Several tests
were executed in models with different noise levels. The results show that the algorithm of
normal estimation with neighborhood reorganization has a better performance in regions
near the edges and corners, without affecting the estimation in smooth regions. The normal
estimations of our algorithm produce a surface reconstruction with well defined edges and

corners.
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Capitulo 1

Introduccion

La representacién tridimensional por computadora de un objeto fisico tiene una
amplia variedad de aplicaciones en areas como el diseno industrial, simulacién por compu-
tadora y medicina, entre otras. La creacién de esta representacién cae dentro del area de-
nominada modelado geométrico y se realiza en una serie pasos [Soderkvist99]. Estos pasos

se ejecutan en un orden fijo y son tipicamente los siguientes:

Adquisicion de datos: Consiste en obtener las coordenadas en 3D de puntos
sobre la superficie del objeto [Saleem04], generalmente empleando dispositivos dpticos de
medicion. Estos dispositivos frecuentemente se conocen como camaras de rango y producen
iméagenes que contienen informacion sobre las distancias de la cdmara a la superficie. Es
necesario operar las cdmaras de rango desde distintas vistas para poder obtener datos sobre
la superficie completa. Cada imagen de rango normalmente contiene una estructura de los

datos que puede ser utilizada cuando éstos son procesados.

Registro e integraciéon: Si se generan multiples vistas durante la adquisicién
de los datos, es necesario realizar un proceso de registro [Rusinkiewicz01] para encontrar
las transformaciones que conectan las distintas imégenes de rango. Una vez que se conocen
las transformaciones, éstas son usadas para poner los datos de las distintas vistas en una

representacién unificada expresada en un sistema comun de coordenadas.



2 Capitulo 1: Introduccion

Ajuste de la superficie: El objetivo de este paso es construir una aproximaciéon
concisa de la superficie del objeto. Este paso generalmente incluye determinar la topologia
del objeto cuando no es conocida a priori y ajustar una superficie con esta topologia. Como
ocurre comunmente, existe una relacién entre la precisién y la simplicidad de un modelo.
Los métodos de ajuste tipicamente tratan de minimizar una funcién que captura esta re-
lacion. El ajuste puede realizarse en cada una de las vistas generadas durante el proceso
de adquisicién, para después unificarse durante el proceso de integracién. Sin embargo, es
preferible realizarlo sobre un tinico conjunto de puntos en 3D (ver Figura 1.1), problema

que serd abordado en este trabajo.

(a) Conjunto de puntos. (b) Superficie reconstruida.

Figura 1.1: Ajuste de una superficie a un conjunto de puntos en 3D. Fuente: [Carr01].

1.1. Antecedentes

La reconstruccion de superficies a partir de conjuntos de puntos en 3D fue trata-
da probablemente por primera vez por Edelsbrunner et al. [Edelsbrunner83] y Boissonnat
[Boissonnat84] a mediados de los 80s. Actualmente es una area activa donde es posible
distinguir dos corrientes principales de investigacién [Schall05] que son la geométrica y la

volumétrica.

La corriente geométrica se basa en conceptos y algoritmos [Amenta98c, Dey03]

desarrollados en el campo de la geometria computacional [O’Rourke00], especialmente los



1.1. Antecedentes 3

diagramas de Voronoi y su dual, la triangulacién de Delaunay. Esta corriente, a pesar de
ser la tnica que garantiza sus resultados tedricamente [Amenta98a] para superficies suaves,
depende de una densidad adecuada de puntos en la muestra y la ausencia de ruido para ob-
tener buenos resultados. Estos requisitos limitan su uso con modelos capturados a partir de
objetos reales. Existen varias lineas de investigacion en esta direccién, tratando de reducir
la dependencia de la densidad de la muestra [Amenta0l], aumentar la tolerancia al ruido

[Dey04, Kolluri04] y disminuir su elevado costo computacional [Dey01].

La corriente volumétrica se basa en la idea de representar la superficie mediante
el conjunto de nivel' cero de una funcién implicita. Actualmente esta corriente se utiliza
ampliamente debido a una mejor tolerancia al ruido, la posibilidad de trabajar con grandes
conjuntos de puntos y su capacidad para manejar superficies con bordes y esquinas. La repre-
sentacién resultante es facil de manipular, sin embargo, para poder representarla en pantalla
es necesario aplicar un algoritmo de extraccién [Lorensen87, Bloomenthal94, Hart96] que la
convierta en una malla triangular.

Es importante mencionar que los algoritmos existentes en esta corriente [Hoppe92,
Carr01, Ohtake03b] requieren de informacién exacta sobre las normales asociadas al con-
junto de puntos para definir una orientaciéon y construir un funciéon de distancia con signo,
la cual toma valores positivos o negativos al proyectar puntos del espacio sobre la superficie
dependiendo del lado de ésta en que se encuentren. El conjunto de nivel cero de la funcién
de distancia se toma como una aproximaciéon a la superficie real.

FEn algunos casos una estimacion de las normales se puede obtener durante el
proceso de adquisicién, sin embargo, es deseable y en ocasiones necesario poder inferirlas
directamente del conjunto de puntos. Varios trabajos han sido desarrollados en este sentido
[Hoppe92, Pauly03, Mitra03, Dey05], sin embargo, a pesar de funcionar adecuadamente
en regiones suaves tienen deficiencias en la regiones cercanas a esquinas y bordes, que

repercuten directamente en la calidad de la superficie reconstruida.

!Sea H un conjunto y f : H — R un campo escalar sobre H. El conjunto de nivel C, para la funcién f
es el subconjunto de los puntos z en H para los cuales f(x) = k. En simbolos: C, = {x € H|f(z) = k}. Si
H = RR? los conjuntos de nivel son en general curvas y se las llama curvas de nivel. Si H = R? los conjuntos
de nivel suelen ser superficies y se les llama superficies de nivel.
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1.2. Planteamiento del problema

Generalmente, la estimacién de normales se realiza en dos etapas [Hoppe92]. En la
primera etapa, se asigna un plano tangente a cada punto y la normal se aproxima con el vec-
tor ortogonal unitario a este plano. Es importante notar que la aproximacién de la normal
tiene dos orientaciones posibles [Hoppe92]. En la segunda etapa, se calcula una orientacién
espacialmente consistente de las normales, tomando como base que las normales de puntos
geométricamente cercanos deben ser casi paralelas y su producto interno deber tender a
uno. Los planos tangentes se determinan mediante un ajuste por minimos cuadrados de los

k-vecinos més cercanos a cada punto.

En la actualidad, la seleccién de estos vecinos toma en cuenta unicamente su
proximidad geométrica. No obstante, se ha observado que esta técnica falla al considerar
elementos que pertenecen a una parte de la superficie que tiene caracteristicas diferentes. En
la Figura 1.2(a) se muestra un ejemplo de la estimacién errénea efectuada por los métodos
actuales, con los cuales la normal en el punto 3 se calcula ajustando un plano a los puntos
1,2,3,4 y 5, seleccionados tomando en cuenta su distancia euclidiana al punto 3. En la
Figura 1.2(b) se puede observar la normal estimada cuando el ajuste se realiza inicamente
a los puntos 1,2 y 3, seleccionados considerando su distancia euclidiana y su contribucién
a la estimacién de la normal. En la Figura 1.2(c) se presenta una estimacién alternativa
de la normal, en ella el ajuste se realiza unicamente a los puntos 3, 4 y 5. Los dos ultimos

criterios de seleccion permiten obtener la estimacién de la normal mas adecuada.

1 2 3 1 2 3
[ e 06 o 0o - e 6 o o6 -
® 4 ‘ 4
o5 o5
[  J [
(a) Técnica actual. (b) Técnica adecuada. (¢) Técnica adecuada.

Figura 1.2: Estimacion de normales.
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Por lo tanto, es necesario desarrollar una estrategia para determinar los elementos
que deben formar parte de la vecindad, que no solo tome en cuenta su proximidad geométrica

sino que ademas cuantifique el efecto de su contribucion a la estimacion.

1.3. Motivacion

La representacion digital de un objeto del mundo real tiene ventajas sobre el ob-
jeto mismo dado que puede ser replicada, diseminada, modificada o estudiada. Ademaés los
objetos reales sufren del deterioro asociado con el paso del tiempo y es necesario darles
mantenimiento. La representacion digital no sufre de este mal y puede ser almacenada en
su forma original por un tiempo indefinido. Por lo tanto, es conveniente tener esta repre-

sentacién. A continuacién se dan ejemplos de algunas aplicaciones:

Ingenieria inversa: Muchas industrias tiene grandes catalogos de partes que
fueron desarrolladas sin herramientas CAD y que atin pueden ser de mucho interés para sus
creadores. Por esta razon, es deseable obtener una representacion digital la cual puede ser

incorporada o modificada en nuevos disefios o simplemente archivada.

Diseno industrial: A pesar de que en estos dias la mayoria del diseno y modelado
es realizado empleado herramientas CAD hay ocasiones donde es mas conveniente realizar
prototipos en madera o arcilla como por ejemplo en el disefio de automoviles o modelado
de caracteristicas faciales. En estas situaciones el prototipo final puede ser representado
digitalmente y el modelo por computadora puede entonces ser sometido a modificaciones,

simulaciones o enviado a manufactura.

Ambientes virtuales: La creacién de ambientes virtuales simulando el mundo
fisico alrededor de nosotros requiere de modelos para poblar estos mundos. Actualmente,
los ambientes virtuales contienen caracteres con apariencia de caricatura en parte debido a
la carencia de modelos realistas generados por computadora de los objetos cotidianos. La
representacion digital de objetos reales contribuye a mejorar la calidad de los ambientes

virtuales.
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1.4. Objetivos de la tesis

El objetivo de este trabajo es desarrollar una estrategia para mejorar el calculo de
las normales asociadas a un conjunto de puntos, que se verd reflejada en una mayor calidad

de la reconstruccién tridimensional. La propuesta debe:

= Determinar que elementos pertenecen a las vecindades asociadas a cada punto, to-
mando en cuenta no solo su proximidad geométrica sino también su contribucién a la

estimacion.
= Tolerar el ruido presente en la mayoria de los procesos de adquisicion.
= Jgualar la efectividad de los métodos existentes en regiones suaves.

= Mejorar la estimacién cerca de los bordes y esquinas.

1.5. Descripcién de la tesis

FEl capitulo 2 consiste en un recuento de los algoritmos mas significativos para
reconstruccion de superficies a partir de conjuntos de puntos en 3D. En ese capitulo se des-
tacan los beneficios de usar una representacion implicita y la necesidad de una estimacion
correcta de las normales asociadas a cada punto. El capitulo 3 describe los algoritmos exis-
tentes para el cdlculo de normales a partir de conjuntos de puntos en 3D. Ahi se hard notar
la importancia de una eleccién correcta de los elementos en las vecindades asociadas en cada
punto para la estimacion de la normal correspondiente. El capitulo 4 expone la propuesta
desarrollada en este trabajo para mejorar el calculo de las normales en regiones cercanas
a bordes y esquinas. La propuesta estd basada en un sistema de resortes con condicién de
reposo adaptable presentado en [Rivera00]. El capitulo 5 muestra resultados y compara-
tivas de los métodos existentes y la propuesta de este trabajo. Finalmente, en el capitulo
6 se exponen las conclusiones generales del trabajo y enumeran algunas de las lineas de

investigacion en futuros desarrollos.



Capitulo 2

Reconstruccion de superficies

A partir de la investigacién realizada por Hoppe et al. [Hoppe92, Hoppe93, Hoppe94],
el problema de la reconstruccién de superficies en conjuntos de puntos ha recibido mayor
atenciéon, convirtiéndose en un area activa de investigacion. En la actualidad, se han pro-
puesto una gran cantidad de algoritmos, la mayoria de ellos basados en ideas tomadas de la
fisica y las matematicas. Entre los algoritmos existentes se pueden distinguir dos lineas prin-

cipales de investigacién [Schall05]: los algoritmos geométricos y los algoritmos volumétricos.

Los algoritmos geométricos [Edelsbrunner92, Amenta98c, Amenta0l, Dey03] to-
man como piezas fundamentales en el proceso de reconstruccién varios de los concep-
tos (ver Apéndice A.1) desarrollados en el area conocida como geometria computacional
[O’Rourke00], especialmente, la llamada triangulacién de Delaunay (ver Apéndice A.1.2).
Estos algoritmos resultan atractivos al ser los tinicos algoritmos de reconstruccion de su-
perficies que garantizan tedricamente sus resultados. Desafortunadamente, estas garantias
imponen una serie de restricciones en la muestra y el tipo de superficie a reconstruir, que
dificilmente son satisfechas en modelos reales. Es necesario que las muestras sean lo suficien-
temente densas y libres de ruido, ademds, las superficies a reconstruir deben ser suaves. En
la seccion 2.1, se presenta un resumen de los algoritmos considerados como fundamentales en
esta categoria y que estan relacionados con el calculo de normales. Para un anélisis a detalle

sobre los algoritmos geométricos existentes se sugiere consultar [Cazals04, Cazals06, Dey06].
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Los algoritmos volumétricos [Hoppe92, Carr01, Ohtake03b] aproximan las mues-
tras mediante una funcién implicita en 3D. La superficie puede ser reconstruida explicita-
mente extrayéndola como el conjunto de nivel cero de la funcién calculada. Estos algoritmos
compensan el hecho de no garantizar sus resultados tedricamente con una mayor flexibilidad
en la calidad de la muestra y el tipo de superficie a reconstruir. Son capaces de obtener bue-
nas aproximaciones en muestras que contienen ruido, ademaés de manejar bordes y esquinas
de manera adecuada en una propuesta reciente [Ohtake03b]. En la seccién 2.2, se describen

las ideas detras de algunos algoritmos fundamentales en esta corriente.

2.1. Algoritmos geométricos

Los algoritmos geométricos se basan en la idea de que reconstruir la superficie
consiste en establecer conexiones entre los puntos. Cualquier construccion geométrica que
defina un complejo simplicial (ver Apéndice A.1.3) sobre las muestras es una estructura
auxiliar para la reconstrucciéon. Una de estas estructuras es la triangulacién de Delaunay;

algunos métodos calculan un subconjunto de esta triangulacién para encontrar la superficie.

Uno de los primeros trabajos en esta corriente estd basado en formas a (ver
Apéndice A.1.4) y fue desarrollado por Edelsbrunner et al. [Edelsbrunner83]. Las formas
a [Edelsbrunner92] son construcciones parametrizadas de los diagramas de Voronoi (ver
Apéndice A.1.1) y las triangulaciones de Delaunay que asocian una forma poliédrica a un
conjunto de puntos. Un simplejo (ver Apéndice A.1.3) se incluye en una forma « si su circu-
nesfera! de radio no mayor que o no contiene puntos de la muestra. El espectro de formas
a, ésto es, el conjunto de formas « para todos los valores de «, da una idea de la forma
general del conjunto de puntos. Las formas « se usan ampliamente para la reconstruccion
de superficies. Bajaj et al. [Bajaj9hb] las usan para obtener una representacién volumétrica
intermedia del conjunto. También han sido usadas por Sakkalis et al. [Sakkalis99] para la

reconstruccion de curvas.

1 . . I T
La esfera de menor radio que contiene un sélido dado.
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Otro trabajo pionero en el drea fue presentado por Boissonnat [Boissonnat84]. Su
algoritmo elimina progresivamente elementos de la triangulacion de Delaunay del conjunto
de puntos, basdndose en sus circunesferas. Para el caso bidimensional, Amenta et al. en
[Amenta98b, Attali98] y Bernardini et al. en [Bernardini97] presentan resultados para re-
construcciones suaves basadas en Delaunay. Dey et al. en [Dey99a, Dey99b] y Giesen et al.
en [Giesen99] lo hacen para técnicas de reconstruccién de curvas basadas en el problema
del agente viajero y otras ideas tomadas de la geometria computacional. Amenta et al. en
[Amenta98a, Amenta98c| fueron los primeros en dar resultados tedricos con su algoritmo de
corteza en el caso tridimensional. Su algoritmo de corteza es similar al algoritmo de Bois-
sonnat. El algoritmo presentado en [Amenta98¢c] ha derivado a otros que son considerados
como fundamentales en el area y seran abordados con mas detalle en este capitulo.

Otra propuesta interesante fue presentada por Mencl [Mencl95], donde se rellenan
contornos en una extensién del Arbol Euclidiano de Expansién Minima? (EMST por sus
siglas en inglés) del conjunto de puntos. Attene et al. en [Attene00] emplean el Arbol
Euclidiano de Expansién Minima y el grafo de Gabriel® para definir nuevas operaciones

para eliminar tetraedros en algoritmos similares a [Boissonnat84].

2.1.1. Algoritmo de corteza

Este algoritmo fue propuesto por Amenta et. al. [Amenta98c], siendo el primero con
garantias demostrables para el problema de la reconstruccion de superficies. Dada una buena
muestra a partir de una superficie suave, la salida estd garantizada para ser topolégicamente
correcta y converger a la superficie original, mientras la densidad de muestreo aumente. La
definiciéon de buena muestra resulta interesante ya que la densidad de muestreo requerida
varia localmente, capturando la nocién intuitiva de que las dreas con menos caracteristicas
de una superficie pueden ser reconstruidas a partir de menos muestras, la Figura 2.1 da una

idea general.

2Es el arbol con costo minimo conectando todos los puntos en el conjunto X, donde el costo de un
lado corresponde a la distancia euclidiana entre los nodos. Este arbol es un subgrafo de la triangulacién de
Delaunay de X.

3Es un grafo que conecta un conjunto de puntos en el espacio euclidiano. Dos puntos L y M estdn
conectados por un lado siempre que el circulo que tiene el segmento LM como su didmetro no contenga
otros puntos del conjunto.
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El algoritmo produce un conjunto de triangulos que se denominan la corteza de
la muestra y cuyos vértices son elementos de ella, todos los tridngulos en la corteza forman

parte de la triangulacion de Delaunay de los puntos en la muestra.

Figura 2.1: Malla reconstruida empleando el algoritmo de corteza. Fuente: [Amenta98c].

Amenta et al. comienzan con una versiéon bidimensional del algoritmo. En este
caso, la corteza es un grafo sobre el conjunto de puntos X de una superficie S y la definen

de la siguiente manera:

Un lado e pertenece a la corteza si e tiene un circuncirculo vacio no solo de to-
dos los otros puntos en la muestra sino ademas de todos los vértices de Voronoi de X.
La definicién anterior conduce al siguiente algoritmo, el cual se ilustra en la Figura 2.2.
Primeramente, se calcula el diagrama de Voronoi de X y se denota como vor al conjunto
de vértices de Voronoi. A continuacién se calcula la triangulacién de X U wvor. La corteza
consiste en los lados de Delaunay entre los puntos de X, ya que estos son los lados con
circuncirculos vacios de puntos en X Uwvor. Se debe notar que la corteza es un subconjunto
de la triangulacion de Delaunay de los puntos de entrada. Al afiadir los vértices de Voronoi
se quedan fuera los lados no deseados de la triangulacién de Delaunay. Esta técnica recibe

el nombre de filtrado de Voronoi.
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(a) Diagrama de Voronoi. (b) Triangulacién de Delau-

nay.

Figura 2.2: Algoritmo de corteza en dos dimensiones. En la imagen izquierda, se muestra
el diagrama de Voronoi de un conjunto X adquirido a partir de una curva. En la imagen
derecha, se presenta la triangulacion de Delaunay de X UV, con los lados de la corteza en
negro. Fuente: [Amenta98c]|.

En el caso tridimensional, para cada punto x se usan unicamente los dos vértices
de la celda de voronoi asociada (vor,) que estan més alejados a ese punto, un vértice en cada
lado de la superficie S. Amenta et al. llaman a los dos vértices seleccionados los polos de x
y los denotan como p; y p, . El polo p;” se toma como el vértice de vor, mas alejado de x.
La observacién en [Amenta98c| de que vor, es larga y delgada (ver Figura 2.3), implica que
el otro polo p, debe caer casi en la direccién opuesta. Por lo tanto, se elige p, simplemente
como el vértice en vor, tal que p; —x y p; — X tienen un producto punto negativo.

A continuacién se presenta el algoritmo bésico tomado de [Amenta98c].

1. Se calcula el diagrama de Voronoi del conjunto de puntos X.
2. Para cada punto x en el conjunto:
a) Si x no cae sobre la envolvente convexa, sea p; el vértice mas alejado de x en

vor,. Sea n;} el vector p} — x. Amenta et al. llaman vector polar a n}.

b) Si x cae en la envolvente convexa, sea n; el promedio de las normales de los

triangulos adyacentes.

c) Sea p, el vértice de Voronoi de vor, con proyeccién negativa sobre n; que

estd mas alejado de x.
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3. Sea U el conjunto de todos los polos p} y p, . Calcular la triangulaciéon de Delaunay

de X UU.

4. Mantener solo aquellos tridangulos para los cuales sus tres vértices son puntos de la

muestra X.

Figura 2.3: La celda de Voronoi vor, es larga y delgada en la direcciéon de la normal real
n,. El vector p;- — x aproxima a n,. Fuente: [Dey03].

Amenta et al. mencionan que se requiere un filtrado adicional para producir una
variedad (ver Apéndice A.2.4) lineal a pedazos homeomorfa (ver Apéndice A.2.2) a Sy
garantizar que la salida converge a la superficie real mientras la densidad de muestreo se
incrementa. Un teorema presentado en [Amenta98a], afirma que los vectores n = p} — x
y n; = p, — X a partir de un punto de la muestra a sus polos estan garantizados a ser
casi ortogonales a la superficie en x. Estos vectores pueden ser utilizados en un proceso adi-
cional de filtrado de normales eliminando todos aquellos tridngulos cuyas normales difieren
demasiado de n} y de n,. Al usar el filtrado de normales, las normales de los tridngu-
los de salida se aproximan a las normales de la superficie a medida que se incremente la
densidad de muestreo. En [Amenta98a] prueban que los tridngulos restantes contienen un

subconjunto formando una superficie plana a pedazos homeomorfa a la superfice S.
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Amenta et al. afirman que el filtrado de normales puede ser peligroso cerca de
los bordes y esquinas. Las direcciones de n) y n; no son ortogonales a todos los planos
tangentes cercanos y algunos tridngulos deseables pueden ser eliminados. Esto limita la
aplicacién del método a conjuntos de puntos cuya superficie no sea suave. Otra limitante es
la complejidad del algoritmo, que es O(n?), dado que ese es el tiempo en el peor de los casos,
requerido para calcular la triangulacién de Delaunay en tres dimensiones. Es importante

notar que el nimero de puntos en la muestra mas los polos es a lo més 3n.

2.1.2. Algoritmo de coconos

Fue desarrollado por Amenta et al. en [Amenta00] a partir del algoritmo anterior.
De manera similar al algoritmo de corteza, calcula un conjunto que contienen la triangu-
lacion de Delaunay de X si la muestra dada es lo suficientemente densa. Esto se logra
calculando el diagrama de Voronoi de X para encontrar los vectores polares de cada uno
de los puntos en la muestra.

Amenta et al. definen un cocono coc, para todo punto x (ver Figura 2.4), como el
complemento del cono doble con vértice en x, el vector polar n} como eje y un angulo de
apertura de 3{. Como el vector polar n aproxima la normal a la superficie en x el cocono
determina una vecindad alrededor del plano tangente en x. El algoritmo detecta todos los
lados de Voronoi en vor, que son intersectados por el cocono coc, para todo punto x. Los
tridngulos duales de Delaunay constituyen el conjunto de tridngulos a formar la superficie.
Después de que se determina completamente el conjunto de tridngulos se ejecuta un paso
de extraccién para buscar la superficie.

Este algoritmo tiene las mismas garantias tedricas que el algoritmo de corteza, sin
embargo, al igual que ese algoritmo requiere del calculo de la triangulacién de Delaunay de
X, lo que implica que la complejidad de ejecucién es O(n?). Presenta ademds los mismos

problemas para reconstruir superficies con bordes y esquinas.
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.

RV Vol

Figura 2.4: Cocono con vértice en x. Los puntos indican los lados de la celda que intersecta.
Fuente: [Dey03]

2.1.3. Tratamiento de bajas densidades en la muestra

Los métodos anteriores estan respaldados por resultados matematicos rigurosos y
dan garantias de que la superficie reconstruida es correcta bajo las condiciones ya presen-
tadas. Sin embargo, los algoritmos geométricos enfrentan dificultades al tratar con datos
ruidosos y muestreos pobres.

Un problema comin cuando las condiciones de muestreo no se satisfacen es que las
superficies resultantes pueden presentar hoyos. Se han desarrollado varias extensiones im-
portantes de los métodos anteriores, las cuales producen superficies sin hoyos. Los métodos
dentro de estas extensiones generalmente son algoritmos basados en algtin tipo de marcado
interior/exterior de la superficie y de forma general funcionan de la siguiente manera:

Primero calculan la triangulacién de Delaunay de los puntos en la muestra, los te-
traedros resultantes son marcados como interiores o exteriores dependiendo de si el tetraedro
estd dentro del sélido acotado por los datos o fuera de el. Una vez que todos los tetraedros
han sido marcados la superficie final es extraida eliminando todos aquellos tridngulos que
no son compartidos por un tetraedro marcado como exterior y otro marcado como interior.

Del procedimiento anterior se tiene que la superficie no tiene hoyos.
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Dos de los métodos que generan este tipo de reconstrucciones son el PowerCrust
presentado por Amenta et al. [Amenta0l] y el TightCocone por Dey et al. [Dey03]. Un par
de reconstrucciones generadas con ambos métodos se muestran en la Figura 2.5. Al igual
que los algoritmos geométricos descritos anteriormente, la complejidad de ambos métodos
es de O(n?) lo que imposibilita su uso en conjuntos con millones de puntos, tienen baja
tolerancia al ruido (ver Figura 2.6) y presentan errores al reconstruir regiones cercanas a

bordes y esquinas.

(a) PowerCrust (b) TightCocone

Figura 2.5: Reconstrucciones efectuadas con dos métodos tolerantes a bajas densidades en
la muestra. Fuente: [Schall05].

(a) PowerCrust (b) TightCocone

Figura 2.6: Reconstrucciones sobre datos con ruido utilizando dos algoritmos geométricos.
Fuente: [Schall05].
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2.2. Algoritmos volumétricos

Los métodos implicitos son una extensién de la idea de Blinn [Blinn82] de mezclar
primitivas locales implicitas. En forma contraria a las técnicas que reconstruyen representa-
ciones lineales a pedazos de X, éstos tipicamente ajustan una funcién sobre todo el conjunto
de datos. Al hacerlo, inherentemente estan interpolando. Si se desea, la funcién puede ser

aproximada para obtener una representacion lineal (poligonal) a pedazos [Lorensen87].

Frecuentemente, la diferencia entre los distintos métodos implicitos es simplemen-
te la eleccién de la funcién empleada para representar la superficie. Por ejemplo, Krish-
namurthy y Levoy en [Krishnamurthy96] calculan vectores detallados de desplazamiento
y ajustan superficies empleando B-splines [Watt99]. Lim [Lim95] hace un ajuste de los
datos mediante la unién de esferas. Las esferas son configuradas inicialmente emplean-
do una triangulacién de Delaunay de X. Ohtake et al. [Ohtake03b] emplean funciones
cuadraticas pesadas para un ajuste local multinivel. Bajaj et al. [Bajaj95a, Bajajosb]
emplean una versién modificada de parches de Bernstein-Bezier [Watt99]. Otros trabajos

[Guo91, Dahmen93, Guo93] modelan la superficie empleando splines [Watt99].

2.2.1. Meétodos de nivel cero

Una clase de técnicas implicitas aproxima los datos con una funcién de mejor
empate. Una funcién es mas propensa a ser elegida que otra si su conjunto de nivel cero,
Z(f), es més cercano al conjunto de puntos. En [Pratt87, Taubin91] minimizan la suma
de las distancias cuadradas de Hausdorff del conjunto de puntos a Z(f) donde f es un
polinomio en tres variables. Muraki et al. [Muraki91] toman f como una combinacién lineal
de tres nicleos gaussianos. Ademds de la cercanfa de f a 0 sobre los datos, su funcién de
ajuste también mide que tan bien las normales unitarias a Z(f) empatan a las normales
estimadas a partir de los datos. Uno de los algoritmos sobresalientes en esta categoria es el
propuesto por Hoppe et al. [Hoppe92]. Ademds de ser considerado fundamental en el drea
de reconstruccion de superficies, este algoritmo esta fuertemente ligado al problema de la

estimacién de normales.
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El algoritmo toma como entrada un conjunto de puntos X y produce como salida
una superficie simplicial (ver Apéndice A.2.3) que aproxima a S. La topologia (ver Apéndice

A.2) de S es inferida directamente de los datos. El algoritmo consta de dos fases:

» En la primera fase, se define una funcién f : D — R, donde D C R3 es una regién
cerca de los datos, tal que f estima la distancia geométrica signada (ver Figura 2.7),
a la superficie desconocida S. El conjunto Z(f) = {p | f(p) = 0} es la estimacién de
S.

= En la segunda fase, emplea un algoritmo de contorno [Lorensen87] para aproximar S
por una superficie simplicial. El paso clave para definir la funcién de distancia signada
es asociar un plano orientado a cada uno de los puntos en el conjunto de datos, estos

planos tangentes sirven como una aproximacion local a la superficie.

puntos fuera de la superficie

+ + + + + =+ datos sobre
+ + + + + la superficie
distancia »—‘.-»—»_._,<»t“”.\“‘0\\\\ -
signada \ _ _ — - — - *\
puntos dentro de la superficie superficie original

Figura 2.7: Distancia signada.

FEl plano tangente T;, asociado con el punto x; € X, estd representado por un
punto ¢; llamado centro y un vector normal unitario n;. Calculados de forma que el plano
es el de mejor ajuste por minimos cuadrados a los k-vecinos mas cercanos a x;. La distancia
con signo ds(p) de un punto arbitrario p € R? a la superficie S es la distancia entre el punto
p v el punto mas cercano z € S, multiplicada por £1, dependiendo del lado de la superficie

€n que se encuentra.
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planos

*  orientados
+ + + + +

Figura 2.8: Planos tangentes.

Como S es desconocida, este procedimiento se simula con ayuda de los planos
orientados (ver Figura 2.8). Se selecciona el plano tangente T; cuyo centro c; es el maés
cercano a p. Este plano tangente es una aproximacion lineal local a S, por lo que se toma
la distancia con signo ds(p) a S como la distancia con signo entre p y su proyeccién z sobre

T; (ver Figura 2.9), esto es:

Figura 2.9: Proyeccién sobre el plano tangente.

Si S es una variedad (ver Apéndice A.2.4) sin fronteras esta regla funciona bien; sin
embargo, debe extenderse al caso de variedades que pueden tener fronteras (ver Apéndice
A.2.5). Supdngase que el conjunto X tiene una densidad de muestreo p4 y una magnitud
d4 para el error maximo de adquisicién. Sea d(p, X) la distancia de Hausdorff de p a X. Si
no existe ruido, se puede deducir que un punto z con d(z, X) > pa no puede ser un punto
de S dado que violara la condicién de que X tiene densidad p4. Los puntos de la muestra
no dejan hoyos de un radio mayor que p4. Si la muestra tiene una magnitud del error d4 el

radio de los hoyos puede incrementarse, pero no por mas de d 4.
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Por lo tanto, se puede concluir que un punto z no puede ser un punto de S si
d(z,X) > pa + 04. Si la proyeccién z de p sobre el plano tangente més cercano tiene
d(z,X) > pa+ 4 se marca ds(p) como indefinida. Los valores indefinidos son usados por
el algoritmo de contorno para identificar las fronteras. El algoritmo crea un conjunto que es
plano a pedazos pero contiene discontinuidades. Las discontinuidades resultan del particio-
namiento implicito del espacio en regiones dentro de las cuales un tinico plano tangente es
usado para definir la funcién de distancia con signo. Afortunadamente, las discontinuidades

no afectan al algoritmo.

El algoritmo de cubos en marcha (Marching Cubes) [Lorensen87] evaliia la fun-
cién en la Ecuacién (2.1) en los vértices de un malla cibica y encuentra las intersecciones
del contorno dentro de las celdas. En este trabajo, se emplea una variante propuesta por
[Lewiner03], que elimina las ambigiiedades del algoritmo original y garantiza una topologia
correcta del resultado. Para estimar de forma precisa las fronteras, el tamano de los cubos
se elige de forma tal que los lados tienen una longitud menor que pa + 6 4.

Hoppe et al. en [Hoppe92] sugieren establecer el tamano de los cubos algo mayor
que este valor, para incrementar la velocidad de ejecuciéon y reducir el nimero de las caras
triangulares generadas. El algoritmo visita inicamente los cubos que intersectan el conjunto
cero, creando una malla con los cubos apropiados. De esta manera, la funciéon de distancia
con signo es evaluada unicamente en puntos cercanos a los datos. No se reporta ninguna
interseccion dentro de un cubo si la funcién de distancia con signo estd indefinida en cual-
quier vértice del cubo, lo que genera las fronteras de la superficie simplicial. En la Figura

2.10 se muestran un par de reconstrucciones generadas con este método.

Curless y Levoy en [Curless96, Curless98] emplean un propuesta similar al algorit-
mo anterior ya que usan la funcién de distancia con signo a partir de los planos tangentes
estimados. Bajaj et al. en [Bajaj95a] emplean formas « [Edelsbrunner83, Edelsbrunner92]
para construir f, mientras Boissonnat y Cazals en [Boissonnat00] usan interpolacién basada
en los vecinos naturales los cuales pueden ser facilmente calculados a partir del diagrama

de Voronoi de X.
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(a) (b)

Figura 2.10: Reconstrucciones generadas con la propuesta de Hoppe et al.

2.2.2. Funciones de base radial

Otro tipo de algoritmos de reconstruccién de superficies emplean funciones de base
radial (RBF's por sus siglas en inglés). A continuacién, se describe el funcionamiento general
de los algoritmos de reconstruccion basados en RBF.

Dado un conjunto de puntos, se interpola o aproxima por la superficie de nivel
de una funcién compuesta f : R3 — R definida como una combinacién lineal de primitivas

simples.

f(p;) = Zﬂiq’(pj’ Pi) (2.2)

donde ®(., p;) : R?® — R son funciones centradas en p; y 3; son pesos desconocidos [Girosi93].

En las primeras propuestas los p; correspondian a los puntos x; de la muestra X. En las

propuestas actuales, éstos se pueden obtener a partir de un proceso de seleccién [Carr01].
Comunmente se restringe a soluciones estables a translaciones y rotaciones del

conjunto de puntos, por lo tanto, las funciones ® estdn dadas por:

®(pj, pi) = ¢(llp; — pill) (2.3)

donde ¢ : Rt — R.
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En esta seccidén se presentaran varias de las funciones ¢ convencionales y se dis-
cutirdan algunas de sus limitaciones. La reconstruccién basada en funciones de base radial
produce una superficie implicita suave cuyo conjunto de nivel cero tiene las mismas propie-
dades de continuidad de las funciones base ®.

Sea F' = [f;] el vector con los n valores de la funcién f sobre el conjunto de puntos

X. Se quiere encontrar una funcién f: R?* — R tal que Vj =1,...,n
n
Fx5) =Y Biollx; —xil)) = £ (2.4)
i=1
El problema de la reconstruccion se reduce a determinar un vector 3 = {81, ..., 6}

resolviendo un sistema lineal de ecuaciones dado por la restriccién de la Ecuacién (2.4).
Debido a que todas las restricciones estan localizadas sobre la superficie, todas las f; tienen
valor cero. Para evitar la solucién trivial g = 6, se agregan restricciones interiores y
exteriores donde la funcion no es cero y se asignan a ellas los valores —d y d, respectivamente.
Carr et al. [Carr01] proponen un método para agregar estas restricciones. Los pesos 3 = [5;]
se calculan empleando la Ecuacién (2.4) y denotando [¢(||x; — x,[|)] = Ax, e, se tiene que

resolver el siguiente sistema lineal:

Axo-B=F (2.5)

Para obtener una solucién tnica, la matriz Ax ¢ se requiere que sea invertible, al
menos sobre el subespacio de (3 vectores donde se busca la solucién. Una solucién comun es

usar un subespacio tal que:

VB € R* Y BiP(x)=0 VP e P (2.6)
i=1

donde P? es el conjunto de polinomios de orden superior a q. Con esta restriccién, las fun-
ciones ¢ son condicionadas a ser positivas definidas [Buhmann03]. Ademds, para recuperar

el nimero correcto de variables, se agrega a la Ecuacién (2.2) un polinomio P € P?

Fx5) =Y Bi®(x5, %) + P(x;) (2.7)

i=1
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Algunas funciones convencionales de base radial son:

¢o:RT =R

= biarménica ¢(r) = r con un polinomio lineal

3

pseudocubica ¢(r) = r* con un polinomio lineal

3

= triarmdnica ¢(r) = r° con un polinomio cuadratico

» placa fina ¢(r) = r2log(r) con un polinomio lineal

Las funciones anteriores tienen soporte no acotado*. Las ecuaciones correspondien-
tes conducen a un sistema lineal denso, siendo posible recuperar una solucién tunicamente
para conjuntos de puntos pequenos. Para resolver este problema Morse et al. [Morse01]
hacen uso de funciones gaussianas como funciones de base radial con soporte compacto
para obtener una matriz dispersa de interpolacién. Para trabajar con conjuntos de puntos
grandes o incompletos un par de estrategias han sido desarrolladas. La propuesta descrita
en [Carr01] emplea funciones de base radial poliarménicas (i.e. funciones sin soporte com-
pacto), reduce el nimero de centros en un proceso de seleccién y ejecuta una evaluacién
rapida usando el Método Répido de Multipolo [Greengard87]. Otra propuesta, consiste en
usar funciones con soporte local [Tobor04], la particién de unidad es empleada para mez-
clar las funciones y el soporte de la funcién es calculado localmente para todos los centros,
como se describe en [Ohtake04]. Un versién con multiescala de este método fue propuesta

en [Ohtake03c].

2.2.3. Particion de unidad

Algunas de las propiedades deseables de un método de reconstruccién de superfi-
cies son velocidad, baja carga de memoria, una reproduccion de caracteristicas como bordes

y esquinas y tolerancia ante la presencia de hoyos y una baja densidad de muestreo.

4Se dice que una funcién tiene soporte compacto si el conjunto donde no es nula conforma un conjunto
cerrado y acotado. Por ejemplo, si se tiene una funcién f(z) cualquiera, se define el soporte de ésta como
sigue: supp(f) = {z € R|f(x) # 0}. Si el supp de f es un conjunto cerrado y acotado, entonces es compacto.
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(a) (b) (c)

Figura 2.11: Ejemplo de reconstrucciones empleando funciones de base radial. Fuente:
[Carr01].

Ohtake et al. [Ohtake03b] desarrollaron un método que nombran Particién Multi-
nivel de Implicitas Unitarias (Multilevel Partition of Unity Implicits, MPUI por sus siglas
en inglés), disenado para cumplir estos requisitos y crear de forma répida y precisa super-
ficies a partir de grandes conjuntos de puntos. La superficie es aproximada por el conjunto

de nivel cero de la funcion de distancia.

E1 MPUI esta basado en una técnica conocida como Particion de Unidad y la idea
principal consiste en dividir el dominio del problema en subdominios méas pequenos donde
el problema puede ser resuelto localmente. Primeramente, los datos son aproximados por
separado en cada subdominio y posteriormente las soluciones son unificadas empleando una
suma pesada de aproximaciones locales. Los pesos son funciones suaves y suman uno sobre

todo el dominio.

Considérese un dominio global acotado €2 en un espacio euclideo. Se divide 2 en
M subdominios con un pequefio traslape {Q;}M; con Q C U;Q;. Por un pequeiio traslape
se entiende que la interseccién de dos subdominios incidentes contienen a lo més un punto.
Junto con esta cobertura se construye una particién de unidad, ésto es, una familia de

funciones continuas no negativas con soporte compacto {wl}f\i ; tal que el Supp(w;) CQ; y



24 Capitulo 2: Reconstruccion de superficies

Zg 1w; = 1 en todos lados. Sea X un conjunto de n puntos sobre la superficie. Para cada
celda ;, se construye un conjunto X; = {x; € X | x; € Q;} y la superficie es aproximada
en cada subdominio por una funcién local f;. La funcién global estd definida por una

combinacion de funciones locales como:

Fxi) = wilxi) fi(xi) (2.8)
i=1

La condicién Zf\i 1 w; = 1 puede obtenerse a partir de cualquier otro conjunto de
funciones suaves W, por un proceso de normalizacién:
Wi(x)

wi(x;) = E}lﬂ W, (x:) (2.9)

La funcién de peso W; determina la continuidad de la funcién de reconstruccion

global f. Estas funciones pueden ser generadas usando la geometria local de la celda corres-

pondiente (funcién de distancia, centro y radio de la celda, etc.). Para la descomposicién

del dominio generalmente se propone una subdivisién del espacio basada en arboles (bina-

rios, octrees [Watt99], etc.). Las celdas pueden tener formas diferentes como esferas, cubos

[Ohtake03b] o elipsoides.

La eleccién del método de ajuste local es otro grado de libertad. Algunos métodos
emplean funciones de base radial [Tobor04] o cuadriticas [Ohtake03b]. Es posible adaptar
la estrategia de ajuste para cada celda de acuerdo al nimero de puntos y distribucién de las
normales asociadas. De esta manera es posible reconstruir superficies con bordes o esquinas.
Ohtake en [Ohtake03b] emplea la funcién més apropiada de las tres aproximaciones locales

siguientes:

1. Un cuédrica general en 3D
2. Un polinomio cuadrético bivariado en la coordenadas locales

3. Un superficie cuadratica a pedazos que ajusta un borde o esquina
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Un conjunto de pruebas simples son ejecutadas para realizar la seleccién de la
funcién adecuada [Ohtake03b]. Es importante destacar que la complejidad del método es
sensitiva a la salida en el sentido que el tiempo de creacién y el consumo de memoria
dependen de la complejidad de la superficie reconstruida y no del nimero de puntos en la
muestra. En la Figura 2.12 se muestran algunas reconstrucciones generadas con este método.

Notése como es capaz de generar bordes bien definidos.

(a) (b) (c)

Figura 2.12: Ejemplo de reconstrucciones con el método MPUI. Fuente: [Ohtake03b].

2.2.4. Minimos cuadrados moviles

Las superficies basadas en minimos cuadrados méviles fueron presentadas por Le-
vin [Levin98]. Estas superficies estdn definidas por un operador que proyecta los puntos
en un vecindad tubular sobre la superficie. La vecindad se define usualmente como una
unién de bolas centradas en los puntos de entrada X. Un resumen de las técnicas existen-
tes que incluye ademas una breve descripcién del operador tradicional de proyecciéon puede
encontrarse en [Kobbelt04].

Adamson y Alexa [Adamson03] proponen un técnica simple de proyeccién pa-
ra la definiciéon de una superficie implicita a partir del conjunto de puntos. Iterativamente

proyectan un punto p sobre un plano definido por un promedio pesado de los puntos vecinos
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(e - x)x
~ (e X))

y la normal n(p). Si las normales n; para los puntos de entrada son dadas n(p) puede ser

a(p)

(2.10)

calculada promediando las normales de entrada

X 2(lp —xlhny
n) = 152, @(lp — %)yl (2.11)

en caso contrario, la normal puede ser determinada con la normal al plano de ajuste por

minimos cuadrados pesados de los puntos x;. Después de converger el punto p alcanza una

posicién sobre la superficie por minimos cuadrados moviles.

Amenta y Kil [Amenta04] analizan la estabilidad del operador de proyeccién ori-
ginal para los puntos que no estdn lo suficientemente cerca de la superficie por minimos
cuadrados méviles. Ademds, presentan un definicién explicita de las superficies anteriores
en términos de los puntos criticos de una funcién de energia Fj;1g sobre lineas determinadas

por un campo vectorial.

2.2.5. Técnicas basadas en conceptos fisicos y modelos deformables

Las técnicas basadas en modelos deformables hacen crecer/decrecer un malla ini-
cial sujeta a algunas restricciones hasta que ésta rodea satisfactoriamente a X. Sclaroff y
Pentland [Pentland91] describen un método para ajustar un conjunto de puntos deforman-
do una supercuddrica [Watt99]. Kobbelt et al. [Kobbelt99] simulan la envoltura del objeto
con una membrana pldstica. Liao y Medioni en [Liao95] emplean un versién modificada de
splines bidimensionales a los cuales llaman B-snakes [Brigger00].

Los métodos basados en conceptos fisicos describen un término de energia cuya
minimizacién controla el crecimiento inicial del modelo. Varios términos de energia miden la
cercania del modelo a X, su suavidad y otros atributos. Hoppe et al. en [Hoppe93] deforman
una malla inicial bajo estas condiciones. Chen y Medioni en [Chen95] inicializan sus mallas

con un modelo simple de un globo que estd contenido totalmente en X. Posteriormente,
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inflan el globo hasta llegar a X. Sethian [Sethian99] y Zhao et al. [Zhao00] emplean métodos
de conjunto de nivel variacionales para deformar una membrana rodeando a X bajo ciertas

condiciones de energia.

2.3. Conclusiones

En este capitulo, se presenté un repaso de las dos corrientes principales en el area

de la reconstruccién de superficies a partir de conjuntos de puntos.

La primera corriente estd respaldada bajo resultados matematicos rigurosos pero
solo trabaja adecuamente en los casos especificos de superficies suaves y ausencia de ruido
en la muestra. Es incapaz de garantizar sus resultados para muestras con ruido y superficies
con bordes, problemas tipicos con el uso de modelos reales. Otro problema es la complejidad
de los algoritmos en que estd basada, imposibilitando el manejo de conjuntos con millones
de puntos, comunes en la actualidad.

La segunda corriente introduce una mayor flexibilidad para generar la reconstruc-
cién. Es capaz de manejar conjuntos de puntos adquiridos de modelos reales. Esta flexibili-
dad estd supeditada a un requisito adicional en el conjunto de entrada, la informacién sobre
las normales asociadas a la superficie descrita por el conjunto de puntos. Estas normales
forman un rol central en la reconstruccién, ya que son necesarias para definir una orienta-
cién de la superficie y en muchas ocasiones calcular una funcién de distancia de puntos en

el espacio a la superficie.

La propuesta presentada por Ohtake et al. basada en la Particion de Unidad, se
distingue por manejar adecuadamente los bordes y esquinas, problema que ha sido reportado
frecuentemente en la literatura. Esta caracteristica aunada a su velocidad de ejecuciéon y
un uso eficiente de memoria, la convierte en uno de los métodos considerados como parte
del estado del arte en reconstruccién de superficies. En esa propuesta el rol de las normales
va mas alla de definir la orientacion de la superficie, al ser usadas para determinar el tipo

de funcién de ajuste a utilizar. De lo anterior, se concluye que la estimacién correcta de
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las normales asociadas al conjunto de puntos juegan un rol preponderante en el area de
la reconstruccién de superficies. En el proximo capitulo, se presenta un resumen de las
técnicas y problemas de los métodos existentes para calcular normales a partir de conjuntos

de puntos.
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Métodos para la estimaciéon de

normales

La calidad de la aproximacion de la superficie de salida con los métodos actuales
[Ohtake03b] de reconstruccién de superficies, depende de la precisién con que las normales
calculadas a partir del conjunto de puntos aproximan a las verdaderas en la superficie
original. Al ser parte central en el problema de la reconstruccion de superficies, la estimacién

de normales merece atencion especial por si misma.

Como lo mencionan Dey et al. [Dey05], existen dos propuestas dominantes para
estimar normales a partir de conjuntos de puntos en 3D, una numérica [Hoppe92, Mitra03,
Pauly03], basada en minimos cuadrados y andlisis de componentes principales y la otra en su
mayor parte geométrica [Amentad8c, Dey06], basada en diagramas de Voronoi. La propuesta
numérica es eficiente permitiendo trabajar con grandes cantidades de puntos, la otra por
el contrario, es costosa, lo que limita sus posibilidades en aplicaciones con modelos reales.
Este trabajo se centra en la propuesta numérica, donde la técnica ampliamente utilizada
consiste en encontrar un conjunto de puntos en la vecindad de cada punto x y entonces
calcular el plano de mejor ajuste a los puntos seleccionados; la normal en cada plano se
toma como una aproximacién de la normal en cada punto. En las siguientes secciones se da
una descripcion mas detallada de la técnica para el calculo de normales ademés de algunas

de las modificaciones que fueron propuestas para hacerla mas efectiva.

29
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3.1. Calculo de las normales

Hoppe et al. [Hoppe92] desarrollaron uno de los primeros métodos para el célculo
de normales a partir de conjuntos de puntos, el cual continta siendo ampliamente utilizado.
Definen un plano tangente T; para cada punto x; en X. El plano T; esta representado por
un punto ¢; llamado centro y un vector normal unitario n; (ver Figura 3.1). El centro y
el vector normal unitario para el plano T; son determinados empleando los k£ vecinos mas

cercanos de X a x;. Este conjunto esta denotado por V; y es llamado la vecindad de x;.

puntos vecinos ;n;

(k=4)
Plano tangente
° e [Cie i )
[ ] [ ] [ ] [ ]

bt

Figura 3.1: Plano tangente.

El centro y la normal unitaria se calculan de forma que el plano T; corresponde al
ajuste por minimos cuadrados de V;. El centro se toma como el centroide de V; y la normal
n; se determina usando andlisis de componentes principales. Para estimar n;, se calcula la

matriz de covarianza C; de V;, que es una matriz simétrica de 3 x 3 semidefinida positiva.

Ci=) (xj—¢)®(x;—¢) (3.1)

JjeV;

donde ® denota el operador del producto externo vectoriall. Sean x; = (z5,y5,2)) y ¢ =
(Ti,7;, Zi) las componentes correspondientes de ambos vectores, entonces la Ecuacién 3.1

toma la forma:

1Si v y u tienen componentes v; y u; respectivamente, entonces la matriz v ® u tiene a u;v; como su
ij-ésimo elemento.
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Yjev (i —T)? diev (@i —T) Wi —Ys) Djevi(my — @) (2 — %)
Ci= | X,ev,(yj —v:)(zj —7) Yiev. (¥ — U;)? > ievi (Wi — Uiz — %)

djevi(zi = Zi) (@5 —Ti) ey, (2 — Z) (Y — W) Yiev,(z — 7i)?
(3.2)

Si Al > A2 > A? > 0 son los valores propios de la matriz en la Ecuacién (3.2),
1

asociados con los vectores propios v, vZ v v3 respectivamente (ver Figura 3.2), se elige n;
2 K3 K3 })

3

como Vv; o —v3. La Figura 3.3 muestra un ejemplo de las normales calculadas por el método

anterior para un conjunto de puntos que representan una superficie rectangular.

Figura 3.2: Vectores propios.

FEn la Figura 3.4 se hace un acercamiento de la esquina superior izquierda del con-
junto de puntos presentado en la Figura 3.3, esto facilita apreciar un par de problemas que
surgen al utilizar el algoritmo descrito en esta seccién. El primero, que las normales no tie-
nen una orientacién globalmente consistente. Hoppe et al. [Hoppe92] proponen un algoritmo
para obtener consistencia en las orientaciones, esta propuesta tiene amplia aceptacion en la
actualidad y serd descrita en la siguiente seccion. El segundo problema ya fue presentado
en el Capitulo 1 y consiste en la estimacién de las normales cerca de los bordes y esquinas.
En el Capitulo 4, se hace una propuesta que mejora los resultados del algoritmo descrito a

lo largo de esta seccidn.
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Figura 3.3: Normales calculadas a partir de un conjunto de puntos.

Figura 3.4: Acercamiento sobre la esquina superior izquierda de la Figura 3.3.
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3.2. Planteamiento alternativo

Gopi et al. [Gopi00] presentan un planteamiento alternativo para la estimacién
de normales; proponen que el vector normal n; es el vector que minimiza la varianza del
producto punto entre si mismo y los vectores de x; a sus k-vecinos méas cercanos. Si los k-
vecinos m4s cercanos son Xi, . . . , Xg, entonces los vectores de x; a sus k-vecinos més cercanos

son v; = X; —X;, 1 < j < k. Se desea encontrar n; tal que minimiza

k Do
SF (D) — Zmmt Py
k

(3.3)

donde D; =mn; -v;y Dy, =n; - vyy,.
Los vectores v; pueden ser vistos como las coordenadas de los k-vecinos més cer-
canos con x; como el origen. Eliminando el factor de escala % de la Ecuacién (3.3), se

obtiene

mm{Z(nZ SV — Zm:+)2} (3.4)
1=1

factorizando

k k
min{3 (v, — £V 2y (35)
=1
Efn:l Vm
ey

Si x; esta en el origen, el centroide de los k-vecinos més cercanos es ¢; =

Por lo tanto, la Ecuacién (3.5) puede ser reescrita como,

k
min{) [(vi — ¢;) - n;]*} (3.6)
=1
Si A es la matriz de k£ x 3 donde v; —¢; define los vectores fila, entonces la Ecuacion

(3.6) se reduce a

min(||An;||) (3.7)

El problema de minimizacién puede ser planteado como un problema estandar de
descomposicién en valores singulares. El vector propio que corresponde al valor propio mas

pequeno de A es el vector normal que minimiza la ecuacién anterior.
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Asi que a pesar de que el planteamiento es diferente a la propuesta en [Hoppe92],

resulta que las normales calculadas por ambos métodos son las mismas.

3.3. Orientacion consistente

Supéngase, que dos puntos x;, x; € X son cercanos geométricamente. Idealmente,
si el conjunto X es denso y la superficie es suave, los planos tangentes correspondientes T; y
T} son casi paralelos, esto es, n; - n; =~ £1. Si los planos estdn orientados consistentemente
entonces n; -n; ~ 1, en otro caso, ya sea n; 6 n; debe invertirse. La dificultad en encontrar
una orientacion globalmente consistente es que esta condicién debe mantenerse entre todos
los pares de puntos suficientemente cercanos.

Hoppe et al. modelan este problema como la optimizaciéon de un grafo. El grafo
contiene un nodo N; por plano tangente 7;, con una arista (i, j) entre N; y N si los centros
c; y ¢; de los planos tangentes son lo suficientemente cercanos. El costo en cada arista (i, 5)
codifica el grado de consistencia en la orientacién de IV; y N; y se toma como n; -n;. El pro-
blema radica en seleccionar las orientaciones de los planos tangentes tales que se maximiza
el costo total del grafo, dado como la suma de los costos de cada arista. Desafortunadamen-
te, en [Hoppe95] muestran que este problema es N P-completo y para resolverlo plantean

una aproximacion.

El primer paso es decidir cuando un par de nodos estdn conectados en el grafo.
Dado que la superficie se supone que consiste de un tnico componente conectado, es decir,
es posible ir de un punto a otro en la superficie sin salir de ella, el grafo también debe estarlo.
Un grafo simple que estd conectado para un conjunto de puntos y que tiende a conectar a
los vecinos es el Arbol Euclidiano de Expansién Minima (EMST) (ver Figura 3.5).

En [Hoppe92] afirman que el EMST sobre los centros ¢, ..., ¢, de los planos tan-
gentes no tiene una cantidad suficientemente de aristas para la orientaciéon. Por lo tanto,
lo enriquecen anadiéndole un ndmero determinado de aristas. Especificamente, se anaden
una arista (7,7) si ¢; estd en la k-vecindad de c; 6 c; estd en la k-vecindad de c;. El gra-

fo resultante (ver Figura 3.6) es llamado Grafo Riemanniano y estd diseiado para ser un
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grafo conectado que codifica la proximidad geométrica de los centros de los planos tangentes.
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Figura 3.6: Grafo Riemanniano calculado de acuerdo al método propuesto por Hoppe et al.
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Intuitivamente, se desea elegir un recorrido que favorezca la propagacion de T; a
Tj si los planos tangentes no orientados son casi paralelos. En [Hoppe92], asignan a cada
arista (7,7) en el Grafo Riemanniano el costo 1 — n; - n;|. Ademas de ser no negativa, esta
asignacion tiene la propiedad de que el costo es pequeno si los planos tangentes no orientados
son casi paralelos. Un orden de propagacién favorable puede obtenerse recorriendo el Arbol
de Expansién Minima (MST) del Grafo Riemanniano.

De acuerdo con [Hoppe92], para asignar una orientacién a un plano inicial, la nor-
mal unitaria del plano cuyo centro tiene la coordenada mayor en z es forzada a dirigirse
hacia el eje z positivo. Tomando este nodo como inicial, se recorre el arbol en profundidad,
asignando a cada plano una orientacién que es consistente con la de su padre. Si durante
el recorrido, al plano actual T; le ha sido asignada la orientacién n; y T es el siguiente
plano a visitar, entonces n; es reemplazada con —n; si n; - n; < 0. La Figura 3.7 muestra
el resultado de aplicar el algoritmo de orientacién a las normales presentadas en la Figura

3.3.
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Figura 3.7: Normales orientadas de acuerdo al método propuesto por Hoppe et al.
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3.4. Ajuste con peso

Pauly et al. [Pauly03] sugieren que el plano de ajuste T; debe dar mds importancia
a los puntos de V; més cercanos a x;. Por lo tanto en [Pauly03], a los puntos x; € V; les
asignan distintos pesos basados en sus distancias a x;. Entre mas pequena sea la distancia

de un punto x; a x;, mayor es el peso que tiene. La funcién de peso estd dada por

2
e =l

w(llx; —xifl) = e (3-8)

donde h? se elige como un tercio de la distancia al cuadrado entre x; y el elemento en V;

mads lejano a este. La matriz de covarianza toma la forma

Cr =Y w(lx; —xl)(xj — i) @ (xj — ¢;)] (3.9)

JjeV;
El calculo del vector normal a partir de C se realiza de manera andloga a [Hoppe92].
Este algoritmo mejora la estimacion de la normal cuando la densidad de los puntos no es
uniforme. Sin embargo, es posible observar que falla al calcular normales cercanas a bordes
y esquinas, ya que no hace una verificacién de la pertenencia de los elementos a un plano

unico.

3.5. Ajuste adaptativo

Mitra et al. [Mitra03] notaron que una seleccién adecuada del valor de k es crucial
para obtener una buena estimacion de la normal. Tomar el mismo valor de k para todos los
puntos como en [Hoppe92] puede perjudicar el ajuste, especialmente en lugares donde las
muestras son arbitrariamente densas. Por lo tanto, en lugar de usar los k vecinos del punto
x;, consideran las muestras dentro de una esfera con un cierto radio r. Bajo la suposicién
de que el ruido tiene media cero y desviacién estandar o, ellos obtienen una cota sobre
el dngulo entre la normal estimada y la normal verdadera con una probabilidad casi uno.
Fl radio que puede obtenerse minimizando esa cota tiene la siguiente expresion en el caso

tridimensional siempre que la probabilidad sea 1 — e.
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1 On
r=(—(c¢
R, VEPL

+ 020721))% (3.10)

donde py, es la densidad local de muestreo, k7, es la curvatura local, ¢; y ¢o son un par de
constantes.

Mitra et al. asumen que la desviacién estandar o, del ruido es conocida y las
constantes ¢ y c¢o dependen de las distribucién de muestreo del conjunto de puntos. En
[Mitra03] no se presenta un método para calcular los valores exactos de ¢ y ¢o y simple-
mente los suponen. El valor de € lo fijan en 0.1. Dado un conjunto de puntos, estiman la

densidad local de muestreo de la siguiente manera:

Para un punto x; dado, calculan la distancia s de x; a su k-vecino maés cercano
para un valor pequeno de k, en sus experimento k = 15. La densidad local de muestreo
en x; es aproximada como py = k/(ms?) muestras por unidad de 4rea. Para estimar la
curvatura local, emplean el método propuesto en [Gumhold01]. Sean x; € V; los k-vecinos
més cercanos a X; y sea v la distancia promedio de x; a todos los puntos x;. Calculan el
plano de mejor ajuste para esos k-vecinos y la distancia d de x; al plano de mejor ajuste
como en [Hoppe92]. La curvatura local en x; puede ser aproximada como xy, = 2d/v%. Una
vez que todos los pardametros fueron calculados, se obtiene el valor de r usando la Ecuacion

(3.10).

Nétese que el valor de r puede ser usado para obtener un mejor valor de k que sirve
para estimar nuevamente la densidad local y la curvatura local. Esto sugiere un esquema
iterativo en cual se pueden estimar repetidamente la densidad local, la curvatura local y
el tamano de la vecindad. En [Mitra03] afirman que tres iteraciones son suficientes para

obtener buenas aproximaciones para todas las cantidades.
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3.6. Conclusiones

En este capitulo se han descrito las técnicas existentes para la estimacién de nor-
males a partir de conjuntos de puntos. La idea detras de ellas es la creacion de vecindades
para cada punto y el ajuste de un plano en cada vecindad, la normal asociada a ese plano se
toma como una aproximacién a la normal en el punto. Sin embargo, como se hizo notar, esta
técnica tiene problemas cerca de bordes y esquinas, los cual se derivan de un ambigiiedad
en la creacion de las vecindades, ya que éstas pueden incluir puntos que pertenecen a planos
diferentes en esas regiones. En la actualidad, las vecindades son creadas tinicamente a partir
de la distancia euclidiana entre los puntos sin que se tomen en cuenta otras caracteristi-
cas de la geometria del conjunto. En el siguiente capitulo, se presenta una propuesta para
la creacién de las vecindades que emplea informacién adicional. Las vecindades calculadas
permiten obtener una mejor estimacion de la normal cerca de los bordes y esquinas, la cual
se ve traducida en una mejora significativa de la calidad de la reconstruccion cerca de esas

regiones.



Capitulo 4

Propuesta de estimacion de
normales con reorganizacion de

vecindades

Los métodos descritos en el capitulo anterior obtienen resultados satisfactorios en
regiones suaves. Sin embargo, ante la presencia de bordes y esquinas [Gumhold01], las nor-
males calculadas generalmente son incorrectas. Esto repercute directamente en la calidad
de la reconstruccion de la superficie ya que se obtienen bordes y esquinas que lucen re-
dondeadas. El problema radica en que el conjunto V; puede contener puntos en dos planos
diferentes si x; estd dentro o cerca de un borde y en tres planos si x; esta dentro o cerca
de una esquina. El método que se presenta en este capitulo obtiene una nueva estimacién
de la normal para cada punto x;, seleccionando los elementos x; € V; que estdn tnicamente
en el mismo plano que x;. El algoritmo calcula la aproximacién a partir de las normales
en la vecindad, limitando la influencia de aquellas normales que pueden ser consideradas

atipicas. Lo anterior permite identificar y manejar regiones cercanas a bordes y esquinas.

41
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4.1. Sistema de resortes con condicion de reposo adaptable

Para mejorar la estimacién de las normales se propone una técnica de regulariza-
cién [Neumaier98] con una funcién de energia basada en un sistema de resortes con condicién
de reposo adaptable (Adaptive-Rest Condition, ARC). La idea se origina del trabajo pre-
sentado por Rivera y Marroquin en [Rivera00], siendo utilizada en el célculo del flujo éptico
en [Calderon03] y registro de imégenes en [Calderon06b].

El sistema de resortes basado en ARC tiene la propiedad de que en aquellos lu-
gares donde se quiere un suavizado homogéneo, la condicién de reposo es cercana a cero,
mientras que en los bordes donde la condicién de suavidad no es constante, se debe ajustar
de manera automaética. A continuacion, se realiza una representacion matematica de esta
idea. Sea f la funcién esperada y g la funcion observada de un experimento, representa-
das por los vectores columna con n componentes [f;] v [¢;] respectivamente. En la Figura
4.1(b) se muestran los valores esperados como resultado de aplicar un filtrado a los valores

mostrados en la Figura 4.1(a). Nétese que la funcién, en la Figura 4.1(b), es suave a pedazos.

0.75F I |

0.751 I \ | |

0.5r
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05¢ |
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025+ ! l i |
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L} a | | p - | !
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L] L u L | \
S N I — . a
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Puntos Puntos
(a) Funcién observada. (b) Funcién esperada.

Figura 4.1: Ejemplo de una funcién observada y la funcion esperada correspondiente.

La Ecuacién (4.1) mide las diferencias al cuadrado entre f y g. Esta represen-

ta la energia potencial almacenada en un conjunto de resortes con constantes de rigidez
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igual a dos, donde la longitud del i-ésimo resorte equivale al error entre las componentes

correspondientes f; v g;.

E(f) =) (fi—a) (4.1)

i
Minimizando la Ecuacién (4.1) obtenemos la solucién f; = g;. Esta solucién es
equivalente a la funcién en la Figura 4.1(a). Sin embargo, deseamos una solucién similiar a
la funcién en la Figura 4.1(b). Penalizar el gradiente de f; permite obtener una funcién suave
controlada por 1. Modificando la Ecuacién (4.1) podemos incluir el parametro 7 en nuestra
funcién de energia como se muestra en la Ecuacién (4.2). Esta ecuacién representa un filtro
pasa bajas o de membrana [Calderon06a] controlado por el pardmetro 7 y es utilizada en

las técnicas de regularizacién.

() = 3~ + 0 3 IVAI? (42)

i
FEn nuestro caso, se trabaja con valores discretos por lo que el gradiente se aproxima
mediante diferencias finitas [Chapra97], asf la Ecuacién (4.2) toma la forma de la Ecuacién

(4.3).

E(f) = Z — i) +7]Z — fi-1) (4.3)

i

Para calcular el i-ésimo valor de f que minimiza la Ecuacién (4.3), hacemos 8E(f ) =
0, lo que conduce a la Ecuacién (4.4).
OE(f
81(”- ) 2(fi — gi) +2n(fi = fi1) = 20(fix1 — fi) =0 (4.4)
2

Para cada i-ésima observacién en nuestro conjunto de datos, tenemos que resolver
la i-ésima Ecuacién (4.4), lo cual conduce a resolver un sistema lineal de ecuaciones dado
por la Ecuacién (4.5). Este sistema de ecuaciones es disperso y la matriz R es definida
semipositiva con dominancia en la diagonal, por lo cual para valores grandes de 7 se resuelve

utilizando el método de Gauss-Seidel [Chapra97] o Gradiente Conjugado [Chapra97].
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Rf =g con

1+n -
-n 1+2n —n

—n 1+2n —n

-n 1+ (4.5)
1 g1
f2 92
=1 f y 9= o
fnfl In—1
fn dn

Hay que notar que cuando se tienen bordes, el gradiente de f; es grande y la
penalizacién dard como consecuencia una funcién redondeada. A medida que se incremente
el valor de 7 la senal serd més suave. En la Figura 4.2 presentamos el resultado de resolver
la Ecuacién (4.5) con los datos mostrados en la Figura 4.1(a) utilizando los valores 0, 5, 10,
20 y 100 para 7. En el caso n = 0 la funcién f luce como g (ver Figura 4.1(a)). Para los
valores de 7 mayores a cero tenemos una funcién suave que en todos los casos difiere de la

solucién deseada (ver Figura 4.1(b)).

Nos interesa tener un indicador para relajar la condicién del resorte o eliminar su
contribucién al error global. Llamamos [; a este parametro, el cual es deseable que tome los
valores 0 6 1. El valor de 1 para indicar que la contribucién del resorte serd eliminada y 0
en caso contrario. Modificando la Ecuacién (4.3) para incluir el pardmetro [; obtenemos la

Ecuacién (4.6).



4.1. Sistema de resortes con condicion de reposo adaptable 45
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Figura 4.2: Funciones de ajuste suaves para distintos valores de 7.

E(f,0) =) (fi—9)*+ UZ[(fi — fi) (= 1)) (4.6)

(3

Calculando nuevamente el i-ésimo valor de f que minimiza la Ecuacién (4.6) ob-

tenemos la Ecuacién (4.7).

agj(”j) =2(fi = gi) + 20{(fi = i) (1 = 1)*} = 20{(fisa — fi)(1 = Lip1)*} =0 (4.7)

de donde se obtiene el sistema lineal de la Ecuacién (4.8).

Sf=g con
1+n(¢1) —n(¢1)
—n(¢2)  1+2n(¢2 +¢3) —n(C3)
g — —n(Ce—1) 1+ 2n(Cr—1 + k) —n(Cx)
—n(Ck) 1+ 2n(Cr + Cy1) —n(C+1)
_W(C’ﬂfl) 14+ 2n(Cn-1 + Cn) _"7((”)
—n(¢n) L4+ n(¢n)
(4.8)

donde ¢; = (1 — [;)%. La matriz S en la Ecuacién (4.8) tiene una propiedad interesante,

ya que si ( = 0 se tendra un sistema desacoplado, lo que significa que el suavizado es a

pedazos.
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Los parametros [; descartan las contribuciones con V f; grandes. Para calcularlos

y resolver el sistema con la matriz de la Ecuacién (4.8) debemos encontrar el i-ésimo valor

de I que minimiza la Ecuacién (4.6). Haciendo %{,l) = 0 obtenemos la Ecuacién (4.9).

OEUD _ ot —1)(fi— fi1) =0
ol (4.9)
o Jimfin '
o fi— fiaa

De la Ecuacién (4.9) notamos que l; siempre es uno para todos los casos, condu-
ciendo nuevamente al resultado de la Ecuacién (4.1). Por lo tanto, es necesario imponer
un término de penalizaciéon p por cada l; = 1. De esta manera, se restringe a tener [; = 1
Unicamente cuando sea mas recomendable pagar la penalizacion p a considerar el valor de-
terminado por Vf;. El pardmetro p dependera del valor del gradiente en aquellas regiones
que se desean considerar como bordes. En la Ecuacién (4.10) podemos ver la inclusién de

la penalizacién para l; a la Ecuacién (4.6).

E(f,0) =3 (fi= )" +0 ) _[(fi = fi) 0 = )P+ mpu 17 (4.10)

Los valores f; que minimiza la Ecuacién (4.10) estdn dados por el sistema lineal

mostrado en la Ecuacién (4.8). Para encontrar los valores de [; necesarios para resolver el

sistema, calculamos el valor de I; que minimiza la Ecuacién (4.10), haciendo % =0.

% = o= 1)(fs — fix) + 2puls = O
o fi—fia (4.11)
"ot fi— fim

nétese que l; estd acotada entre [0, 1] como se pretendia inicialmente.

Los valores de [; nos permitiran determinar cuales son los puntos en los bordes
de la funcién. En la Figura 4.3 se muestra la funcién de ajuste con ARC con 1 = 1000,
para los datos en la Figura 4.1(a). Es facil observar que reproduce de manera correcta a la
funcién esperada en la Figura 4.1(b), debido a un suavizado de los datos con ruido y un

manejo adecuado de los bordes de la funcién. La Figura 4.4 presenta los valores calculados
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para l;. Se aprecia que en los escalones localizados en los elementos 6 y 11 tenemos que

l; = 1y para el resto de los datos [; = 0. Esto significa que regularizamos desconectando

las observaciones 5 y 6 y 10 y 11.
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Figura 4.3: Funciéon de ajuste con ARC.
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Figura 4.4: Valores de [; para la funcién en la Figura 4.1(a).

4.2. Regularizacion de normales

Supongamos que tenemos el conjunto de puntos mostrados en la Figura 4.5(a), los
cuales son el resultado de muestrear la superficie en 2D en la Figura 4.5(b). Los bordes de

la superficie estan localizados en los elementos 6, 10, 16 y 20 de acuerdo con la Figura 4.6,
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donde se muestran las normales calculadas en cada punto de la Figura 4.5(a) utilizando la

informacién de la Figura 4.5(b).

5r e 6 o o o o 5
45 45
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35 35
3 [ ] [ ] 3
> 25 >25
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15 15
1 [ ] [ ] 1
0.5 0.5

N T YTt 7 s s v nED N % 2 4 6 8 10 12 14

x x
(a) Conjunto de puntos en 2D. (b) Superficie original.

Figura 4.5: Ejemplo de un conjunto de puntos muestreado sobre una superficie en 2D.

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Figura 4.6: Normales correctas.

Intuitivamente, si la superficie es suave, las normales asociadas a cada punto x; y
a sus k-vecinos mas cercanos deben ser parecidas entre si, es decir, la diferencia entre las
componentes de las normales debe tender a cero. Si la superficie tiene bordes, se espera un
cambio grande en la magnitud de cada componente cerca de estas regiones. Los valores de
las componentes  y y de las normales en la Figura 4.6 se muestran en la Figura 4.7. En

esta figura observamos que las componentes de las normales se comportan como funciones
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suaves a pedazos, con bordes bien definidos tal como lo sugiere la Figura 4.5(b). Una regién
suave indica que los puntos se encuentran en planos paralelos, mientras los escalones de la

funcion indican la presencia de un plano con una orientacién diferente.

Magnitud
=)

Componente x
Componente y

Puntos
Figura 4.7: Grafica de las componentes de las normales.

FEn la Figura 4.8 se muestran las normales calculadas con el método de Hoppe et

al. para los puntos en la Figura 4.5(a).
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Figura 4.8: Normales calculadas por el método de Hoppe et al.

Una grafica con las componentes de las normales calculadas por el método de
Hoppe et al. se presenta en la Figura 4.9. En esta figura las componentes de las normales
estimadas se comportan como funciones mas suaves a diferencia de los resultados en la

Figura 4.7. El suavizado es producto de la influencia de puntos en planos diferentes, que
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ocasionan que la estimacién se modifique.
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Figura 4.9: Gréfica de las componentes de las normales calculadas por el método de Hoppe
et al.

De la Figura 4.9 proponemos un filtrado de las componentes que preserve los
bordes. En la secciéon anterior se mostré que la minimizacion de una funcién de energia con

ARC nos permite obtener este tipo de filtrado.

Normales similares

T 5 T 3/ - 4rmal atipica
se—

@ Vecino !

@ Origen 60—

O Externo 70—

1

Figura 4.10: Ejemplo de una normal atipica dentro de una vecindad. La normal en 5 difiere
totalmente al resto de las normales asociadas a los elementos de la vecindad de 3.

La idea fundamental detras de la técnica de regularizacion consiste en marcar las
normales atipicas asociadas a los x; en cada V; (ver Figura 4.10) y calcular una nueva
estimacién de la normal denotada como m;, a partir de las normales de los puntos en V;
que no fueron marcadas (ver Figura 4.11). Se propone calcular las normales a partir de la
minimizacién de una funcién de energia con ARC. Deseamos manejar el caso més general

en tres dimensiones, por lo tanto, la Ecuacién (4.10) es modificada para considerar a los
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Estimacion de la normal sin considerar
al vecino con la normal atipica

—@®--0--0--9
1 2 3 4
. 5
@ Vecino X
@ Origen GQ

O Externo 7 Q

Figura 4.11: Nueva estimacion de la normal al eliminar al vecino con la normal atipica de
la Figura 4.10.

elementos en una vecindad V;. La ecuacién final es la siguiente:

E(m,) = mi —ngl® + 0 Y [y —myl(1— 1) +ap ) Y05

i€X €X jev; 1€X jev; (4.12)

sujeto a |[m;|| =1

donde n; es la normal calculada con el método propuesto por Hoppe et al. (descrito en el
Capitulo 3) para un cierto tamano de vecindad. El término /;; indica la pertenencia (I;; = 0)
6 no (l;; = 1) del j-ésimo elemento a la vecindad del i-ésimo elemento. Este término brinda
la informacién sobre los elementos a descartar en cada vecindad para calcular la nueva
estimacién de la normal. Dado que las normales son vectores unitarios se agrega la restriccion
[lm|| = 1, la cual es incluida con un multiplicador de Langrage v en la funcién langrangiana

de la Ecuacién (4.13).
L(m,1,7) = E(m,1) = > ; (|jmy[| — 1) (4.13)

eX

La solucion se calcula resolviendo las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker dadas

por las Ecuaciones (4.14), (4.15) y (4.16):

VmL(m,l,v) =0 (4.14)
ViL(m,l,v) =0 (4.15)

] = 1 (4.16)
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donde V, es el operador gradiente parcial. Se propone emplear el algoritmo de Gauss-Seidel
para resolver este sistemas de ecuaciones, en virtud de que el sistema lineal de ecuaciones
tiene una matriz diagonalmente dominante y semidefinida positiva.

Resolviendo la Ecuacién (4.15) se tiene que:

[t + [y — my[|*]ls; — [[m; — my 2 =0 (4.17)

- ' 4.18
Ut s m P s
Ahora resolviendo la Ecuacién (4.14) se tiene que:
miall + 7 +nY (1 =1 =nia+n Y mja(l—1i)? (4.19)
JEV: JEV;
nig -+ v mga(l—1;)?
Mig = i,d 772]6% j7d( 112) (4.20)
Ly +n02 e, (1 —1ij)
La t-ésima iteracién de Gauss-Seidel esta dada por las siguientes ecuaciones:
(1)
~ (t) _ my 4.21
ml ||m1(t)H ( . )
~ (1) =(1))2
1 _ [, — m; | (4.22)
i — — .
Do m? - m)
= (1) (t)y2
Nig+nY ey Ms (1 =1
O PR i D T k8 (4.23)

Ly +nd ey, (1— lg))z

La restriccién para la Ecuacién (4.12) se satisface en cada iteraciéon de acuerdo
a la Ecuacién (4.21), por lo tanto, el multiplicador de Lagrange 7; puede tomar cualquier
valor, debido a que su contribucion a la funcién de costo sera cero en cada iteracion, por

simplicidad se hace v; = 0.
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En la Figura 4.12 se muestra el resultado de aplicar la regularizacién a las normales
presentadas en la Figura 4.8. Las componentes de las normales filtradas se presentan en la
Figura 4.13. Podemos observar como estas componentes reproducen el comportamiento real
de las normales en la Figura 4.7. Como es deseable para esta superficie, las regiones son
suaves a pedazos con los bordes claramente definidos. En la Figura 4.14 se muestran los
valores de los términos de pertenencia l;;. Nétese como los valores [;; = 1 corresponden

unicamente a los bordes de la Figura 4.5(b).

Es importante mencionar que para superficies que contienen solo regiones planas
y bordes, como el caso de la Figura 4.5(b) o conjuntos de puntos con niveles altos de ruido
la estimacién de la normal m; es una buena aproximacion. Sin embargo, si los datos no
contienen ruido o son una combinacién de bordes y regiones con variaciones suaves en la
normal, por ejemplo un escalén con una media circunferencia en su parte méas alta, es mejor
utilizar los valores de l;; para descartar elementos en las vecindades y calcular una nueva
aproximacion de la normal utilizando el método presentado por Hoppe et al. Esto evita
que los detalles suaves se pierdan como consecuencia del filtrado inherente a la funcién con
ARC, la cual interaré hacer de una superficie suave, una superficie suave a pedazos. En la

siguiente seccion se presenta el algoritmo general para la regularizacion.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Figura 4.12: Normales regularizadas empleando una funcién de energia con ARC.
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Figura 4.13: Grafica de las componentes de las normales regularizadas.

M
0.8f I I I I

| | | |
o7t I I I I
0.6 | “

L | | | |
0.5 || || || ||

Valor

S A
L | | | |
0.3 ‘ | ‘ | ‘ | ‘ |
0.2 |

0.1F “

|
|
oo s
1011121314151617 18192021
Puntos

o
232425

Ne

Figura 4.14: Valores de [; para las normales en la Figura 4.8.

4.3. Calculo de las normales regularizadas

De lo expuesto en la seccién anterior, el algoritmo general de regularizacién se

resume de la siguiente manera:

1. Calcular las normales orientadas n; para alguna vecindad k empleado el método de

Hoppe et al. descrito en el Capitulo 3.
2. Calcular la vecindad reorganizada y la normal filtrada m; haciendo:

a) Seamgo):niyt:()
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3.

4.4.

()

b) Calcular los vectores m;’ aplicando la Ecuacién (4.21)

)

¢) Calcular los términos de pertenencia lfjt usando la Ecuacién (4.22)

(t+1)

i aplicando la Ecuacién (4.23)

d) Actualizar las normales m

e) Hacer t — t+1

(t+1)

f) Repetir los pasos (b-e) hasta que |lm,; - ml(t)” <e€

Si los puntos estan libres de ruido o representan superficies suaves calcular una nueva
estimacion de las normales orientadas n’; usando el método de Hoppe et al., a partir
de la siguiente matriz de covarianza empleando los términos [; finales (6ptimos)
Cr = (=I5l — ) ® (3 — )] (4.24)
JEV:
donde
% Zjevi(l - l;'kj)x

o e ) (42

Si se desea refinar la estimacién, repetir el algoritmo desde el paso 2 empleando las
nuevas normales n’;.

Conclusiones

En este capitulo se presenté un nuevo método para la estimacion de normales a

partir de conjuntos de puntos. El algoritmo esté disenado para obtener un mejor desempeno

en las regiones cercanas a bordes y esquinas. Esto se logra a partir de la minimizacién de

una funcién de energia basada en ARC. La funcién de energia nos permite identificar a los

mejores elementos en la vecindad de cada punto para la estimaciéon de la normal. En el

siguiente capitulo, se hace una comparacién cualitativa y cuantitativa, de las normales esti-

madas con el método desarrollado por Hoppe et al. descrito en el Capitulo 3 y la propuesta

de este trabajo.



Capitulo 5

Experimentos y Resultados

Fn este capitulo, se comparan de forma cuantitativa y cualitativa el esquema para
estimacién de normales desarrollado por Hoppe et al. descrito en el Capitulo 3 y la propuesta

para estimacién de normales con reorganizacion de vecindades presentada en el Capitulo 4.

5.1. Configuracion experimental

Para comparar los métodos de manera cuantitativa, es necesario medir la desvia-
cién entre la normal estimada y la normal correcta sobre la superficie. Desafortunadamente
para conjuntos de puntos en 3D frecuentemente no se conoce la superficie original. Para
solucionar este problema Dey et al. [Dey05] proponen calcular el conjunto de normales de
referencia reconstruyendo la superficie a partir del conjunto de datos originales (sin ruido)
usando el algoritmo de Coconos [Amenta00]. El promedio de las normales de los tridngu-
los incidentes a un vértice v se toma como la normal de referencia. La propuesta anterior
funciona razonablemente para superficies suaves. Sin embargo, tal como se mencioné en el
Capitulo 2, el algoritmo de Coconos no maneja adecuadamente las superficies con bordes
y esquinas, por lo tanto, la estimacién de la normal de referencia es deficiente para estos
casos. Al ser el tema central de este trabajo, se decidié crear algunos modelos sintéticos de

superficies con bordes y esquinas que incluyan al conjunto de normales de referencia.

o7
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Como todas las normales calculadas en este trabajo son unitarias, definimos el
error de una normal estimada en el punto x; como el angulo entre la normal de referencia

n,; y la normal estimada n. ;. El dngulo estd dado como:

0; = acos <nmne’z> (5.1)

[l i [[me |

Los comparacién cualitativa de los métodos se realiza generando reconstruccio-
nes de la superficie original. Se decidié utilizar la implementacién de Ohtake [Ohtake03a]
del algoritmo MPUI para obtener estas reconstrucciones. El algoritmo MPUI emplea las
normales estimadas por cada método para efectuar la reconstruccién. Se crea ademas la
reconstruccién correspondiente al conjunto de normales de referencia, la cual sirve como
punto de comparacién.

De manera adicional, se efectuaron pruebas para observar la tolerancia de los méto-
dos al ruido. Para estas pruebas se generaron nuevos conjuntos de puntos agregando ruido
controlado a los conjuntos originales. Las componentes z, y y z del ruido son independientes
y uniformemente distribuidas. En los experimentos, se elige un nivel de ruido tomando como
base dos escalas: una local y otra global [Dey05]. Para la escala global, se toma la amplitud
del ruido como un factor del lado mas largo de una caja paralela a los ejes que contiene
al conjunto de puntos. Dado que esta medida es grande, el factor debe ser pequeno para
que el conjunto de puntos después de las perturbaciones ain pueda ser usado razonable-
mente para las reconstrucciones. Dey et al. [Dey05] sugieren que la escala global para las
perturbaciones es mas cercana a la realidad. Para la eleccién del factor en la escala local, se
emplea la distancia promedio de cada punto x a sus cinco vecinos mas cercanos. El punto
x es perturbado con un factor de esta distancia. Los factores de escala para ambos tipos de

ruido se muestran en la Tabla 5.1.

Tipo de ruido Factores de escala
Local 0.1 0.2 0.3 0.4
Global 0.005 | 0.0075 | 0.01 | 0.0125 | 0.015

Tabla 5.1: Factores de escala para los tipos de ruido en los experimentos.
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5.2. Experimentos con modelos sintéticos

Los parametros para el algoritmo MPUI (ver [Ohtake03b]) en todas las pruebas
de estos experimentos fueron un tamano minimo de celda de 0.005 para la subdivision
espacial y un error maximo de la aproximacién de 0.005 en cada celda. Para el resto de
los pardmetros del algoritmo se tomaron los valores por defecto de la implementacion de
Ohtake [Ohtake03a]. Estos pardmetros conducen a la mejor reconstruccién para cada modelo
empleando las normales de referencia. Para el caso del algoritmo con reorganizacién de

vecindades tomamos los valores de n = 1000 y p = 0.01.

5.2.1. Cubo con medias esferas en dos de sus caras

La superficie en la Figura 5.1(a) corresponde a la reconstruccién generada con el
conjunto de normales de referencia de este modelo y sera utilizada como base de compara-
cién. El tamano de la vecindad fue de 15 elementos para ambos algoritmos de estimacion
de normales.

La superficie reconstruida empleando las normales calculadas por el método de
Hoppe et al. se presenta en la Figura 5.1(b). En este caso, se observa que las esquinas tienen
problemas serios, como consecuencia directa de una mala estimacién de la normal cerca de
estas regiones. La Figura 5.1(c) muestra la superficie reconstruida usando la propuesta con
reorganizaciéon de vecindades. Es fdcil notar como el método presentado en este trabajo
incrementa la precisién de la estimaciéon de las normales cerca de las esquinas sin afectar las
areas suaves. En la Tabla 5.2 se muestra el promedio del error angular y desviacion estandar

para ambos métodos de estimacion de normales.

Algoritmo - Modelo —
Promedio del error | Desviacién Estandar
Hoppe et. al. 7.5544° 13.5544°
Propuesta 0.9973° 2.0968°

Tabla 5.2: Errores de estimacion en ambos métodos para el modelo de un cubo modificado.
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(a) Reconstruccién empleando las norma- (b) Reconstruccién empleando las norma-
les de referencia. les estimadas por el método de Hoppe et
al.

(c¢) Reconstruccién empleando las norma-

les estimadas con la propuesta de este tra-

bajo.

Figura 5.1: Superficies reconstruidas para el modelo de un cubo modificado.
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5.2.2. Piramide

En la Figura 5.2(a) se muestra la superficie reconstruida a partir del conjunto de
normales de referencia de este modelo. Para ambos algoritmos de estimacién de normales,
el tamano de la vecindad fue de 18 elementos.

La superficie reconstruida empleando las normales calculadas por el método de
Hoppe et al. se presenta en la Figura 5.2(b). Nuevamente se observa que los bordes tienen
problemas debido a una mala estimacién de la normal cerca de estas regiones. En la Figura
5.2(c) se observa la superficie reconstruida usando la propuesta con reorganizaciéon de ve-
cindades. Podemos notar que el método presentado en este trabajo incrementa la precision
de la estimacion de las normales cerca de las esquinas sin afectar las regiones planas. En la
Tabla 5.3 se muestran los promedios de los errores angulares obtenidos para ambos métodos

de estimacién de normales.

Algoritmo Modelo
Promedio del error | Desviaciéon Estandar
Hoppe et. al. 4.0338° 7.8453°
Propuesta 2.2055° 10.5999°

Tabla 5.3: Errores de estimacion en ambos métodos para el modelo de una pirdmide.

5.2.3. Cilindro

La superficie que se muestra en la Figura 5.3(a) fue reconstruida a partir del
conjunto de normales de referencia de este modelo. El tamano de la vecindad fue de 20
elementos en ambos algoritmos de estimacién de normales.

En la Figura 5.3(b) se tiene la superficie reconstruida empleando las normales
calculadas por el método de Hoppe et al. Una vez més se observa que los bordes tienen
problemas debido a la mala estimacién de la normal. En la Figura 5.3(c) se muestra la
superficie reconstruida usando la propuesta con reorganizacion de vecindades. El método
presentado en este trabajo incrementa la precisién de la estimacién de las normales. En la

Tabla 5.4 se muestran los promedios de los errores angulares obtenidos para ambos métodos.
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(a) Reconstruccién empleando las norma- (b) Reconstruccién empleando las norma-
les de referencia. les estimadas por el método de Hoppe et
al.

(¢) Reconstruccién empleando las norma-
les estimadas con la propuesta de este tra-

bajo.

Figura 5.2: Superficies reconstruidas para el modelo de una pirdmide.

Algoritmo - Modelo s
Promedio del error | Desviacién Estandar
Hoppe et. al. 4.7679° 9.7428°
Propuesta 1.7282° 2.2406°

Tabla 5.4: Errores de estimacion en ambos métodos para el modelo de un cilindro.
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(a) Reconstruccién empleando (b) Reconstruccién empleando
las normales de referencia. las normales estimadas por el

método de Hoppe et al.

(c¢) Reconstruccién empleando las

normales estimadas con la pro-

puesta de este trabajo.

Figura 5.3: Superficies reconstruidas para el modelo de un cilindro.
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5.3. Experimentos con modelos sintéticos con ruido

Para observar el comportamiento de los métodos bajo la presencia de ruido, se
aplicaron distintos tipos y factores de ruido a cada uno de los modelos sintéticos. Los
parametros del algoritmo de reconstruccién son los mismos que fueron utilizados en la
Seccién 5.2. A continuacién, se presenta los resultados obtenidos.

5.3.1. Ruido local

Cubo con medias esferas en dos de sus caras

La Tabla 5.5 muestra el promedio del error angular para ambos métodos.

. Hoppe et al. Propuesta
Factor de ruido Promedio | Desviacién Estandar | Promedio | Desviacién Estandar
0.1 7.8458 13.4154 1.3050 2.0654
0.2 8.2543 13.3499 1.9141 3.1797
0.3 8.8031 13.4122 2.3852 2.3967
0.4 9.3044 13.4514 3.0691 2.8251

Tabla 5.5: Errores de estimacién en ambos métodos para el modelo de un cubo modificado
con ruido local.

En la Figura 5.4 se muestra una grafica de los valores en la Tabla 5.5. En este caso,
podemos observar que la estimacion de las normales empleando el método propuesto supera
al método de Hoppe et al. Es de esperarse que la reconstruccion final también sea superior.
En las Figuras 5.5-5.8 se muestran las reconstrucciones finales empleando ambos métodos
de estimacion de normales con los distintos factores de ruido. Es importante observar la
calidad de la reconstruccién cerca de los bordes y esquinas, donde es posible apreciar una

mejoria de la propuesta de este trabajo ain con niveles altos de ruido.
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Errores de estimacion para el modelo de un cubo modificado
1 0 T T T T T

T
Hoppe etal. —+—
Propuesta -

Promedio del error
[9,]
T

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
Factor de ruido (local)

Figura 5.4: Grafica de los errores de estimacion en ambos métodos para el modelo de un
cubo modificado con ruido local.

(a) Estimacién de normales con el (b) Estimacién de normales con la pro-

método de Hoppe et al. puesta de este trabajo.

Figura 5.5: Reconstrucciones agregando ruido local, con un factor de 0.1.
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(a) Estimacién de normales con el (b) Estimacién de normales con la pro-

método de Hoppe et al. puesta de este trabajo.

Figura 5.6: Reconstrucciones agregando ruido local, con un factor de 0.2.

(a) Estimacién de normales con el (b) Estimacién de normales con la pro-

método de Hoppe et al. puesta de este trabajo.

Figura 5.7: Reconstrucciones agregando ruido local, con un factor de 0.3.
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(a) Estimacién de normales con el (b) Estimacién de normales con la pro-

método de Hoppe et al. puesta de este trabajo.

Figura 5.8: Reconstrucciones agregando ruido local, con un factor de 0.4.

Piramide

En la Tabla 5.6 se muestra la estimacién del error angular para ambos métodos.
La grafica correspondiente se tiene en la Figura 5.9. Nuevamente se puede observar que
la estimacion de las normales empleando el método propuesto supera al método de Hoppe
et al. La reconstrucciéon final también es superior. En las Figuras 5.10-5.13 se muestran
las reconstrucciones finales empleando ambos métodos de estimacion de normales con los
distintos factores de ruido. La calidad de la reconstruccién cerca de los bordes y esquinas

presenta una mejoria usando la propuesta de este trabajo.
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. Hoppe et al. Propuesta
Factor de ruido Promedio | Desviacion Estandar | Promedio | Desviacién Estandar
0.1 4.2788 7.8542 2.2042 9.6963
0.2 4.5589 7.7810 2.8274 9.8444
0.3 4.8545 7.6846 3.3457 10.1939
0.4 5.1937 7.6401 3.9615 9.9197

Tabla 5.6: Errores de estimacién en ambos métodos para el modelo de una pirdmide con

ruido local.

Promedio del error

Figura 5.9: Grafica de los errores de estimacién en ambos

5.5

4.5

3.5

25

Errores de estimacion para el modelo de una piramide

Hoppe et él. —
Propuesta -

piramide con ruido local.
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(a) Estimacién de normales con el método de (b) Estimacién de normales con la propuesta

Hoppe et al. de este trabajo.

Figura 5.10: Reconstrucciones agregando ruido local, con un factor de 0.1.

(a) Estimacién de normales con el método de (b) Estimacién de normales con la propuesta

Hoppe et al. de este trabajo.

Figura 5.11: Reconstrucciones agregando ruido local, con un factor de 0.2.
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(a) Estimacién de normales con el método de (b) Estimacién de normales con la propuesta

Hoppe et al. de este trabajo.

Figura 5.12: Reconstrucciones agregando ruido local, con un factor de 0.3.

(a) Estimacién de normales con el método de (b) Estimacién de normales con la propuesta

Hoppe et al. de este trabajo.

Figura 5.13: Reconstrucciones agregando ruido local, con un factor de 0.4.
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Cilindro

La Tabla 5.7 muestra el promedio del error angular. En la Figura 5.14 se tiene
la gréafica correspondiente. La estimacion de las normales empleando el método propuesto
es mejor que la del método de Hoppe et al. La reconstrucciéon final es superior como en
los ejemplos anteriores. En las Figuras 5.15-5.18 se muestran las reconstrucciones finales
empleando ambos métodos de estimacién de normales. La calidad de la reconstruccion

cerca de los bordes y esquinas es mucho mejor con la propuesta de este trabajo.

Factor de ruido Hoppe et al. Propuesta
Promedio | Desviacién Estandar | Promedio | Desviacién Estandar
0.1 5.0947 9.9072 1.9140 2.6311
0.2 5.3435 9.6576 2.3664 3.3757
0.3 5.6782 9.6272 2.6161 2.3080
0.4 6.0592 9.5558 3.2395 2.9612

Tabla 5.7: Errores de estimacion en ambos métodos para el modelo de un cilindro con ruido
local.

Errores de estimacion para el modelo de un cilindro
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Figura 5.14: Gréfica de los errores de estimacién en ambos métodos para el modelo de un
cilindro con ruido local.
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(a) Estimacién de normales con (b) Estimacién de normales con

el método de Hoppe et al. la propuesta de este trabajo.

Figura 5.15: Reconstrucciones agregando ruido local, con un factor de 0.1.

(a) Estimacién de normales con (b) Estimacién de normales con

el método de Hoppe et al. la propuesta de este trabajo.

Figura 5.16: Reconstrucciones agregando ruido local, con un factor de 0.2.
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(a) Estimacién de normales con (b) Estimacién de normales con

el método de Hoppe et al. la propuesta de este trabajo.

Figura 5.17: Reconstrucciones agregando ruido local, con un factor de 0.3.

(a) Estimacién de normales con (b) Estimacién de normales con

el método de Hoppe et al. la propuesta de este trabajo.

Figura 5.18: Reconstrucciones agregando ruido local, con un factor de 0.4.
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5.3.2. Ruido global
Cubo con medias esferas en dos de sus caras

En la Tabla 5.8 se muestran los resultados de la estimacién del error angular de
ambos métodos cuando se tiene ruido global. Una gréafica con los valores de esta tabla
se muestra en la Figura 5.19. Las reconstrucciones correspondientes se presentan en las
Figuras 5.20-5.24. Al igual que en el caso anterior, es posible notar una mejoria tanto en la
estimacién como en la reconstruccién cerca de los bordes y esquinas al emplear la propuesta
de este trabajo. Las reconstrucciones muestran bordes méas definidos a pesar de tener gran

cantidad de ruido en la muestra.

. Hoppe et al. Propuesta
Factor de ruido Promedio | Desviacién Estandar | Promedio | Desviacién Estandar
0.005 8.0167 13.3623 1.4809 1.9170
0.0075 8.2862 13.2678 2.0153 3.2320
0.01 8.6463 13.2526 2.3381 2.7076
0.0125 9.0244 13.2628 2.7104 2.7545
0.015 9.3773 13.2546 3.1292 3.0472

Tabla 5.8: Errores de estimacién en ambos métodos para el modelo de un cubo modificado
con ruido global.

Piramide

Los resultados de la estimacion del error angular de ambos métodos cuando se tiene
ruido global se muestran en la Tabla 5.9. Para este modelo se eliminé la prueba con el factor
de ruido de 0.0125 ya que la orientacién de las normales es inconsiste con el resto de los
experimentos. En la Figura 5.25 se presenta la grafica correspondiente. Las reconstrucciones
finales se pueden observar en las Figuras 5.26-5.29. Podemos notar una mejoria tanto en la
estimacién como en la reconstruccion cerca de los bordes y esquinas al emplear la propuesta

de este trabajo.
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Errores de estimacion para el modelo de un cubo modificado
11 T T

Hoppe etal. —+—
Propuesta -~

Promedio del error
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0 0.005 0.01 0.015 0.02

Factor de ruido (global)

Figura 5.19: Gréfica de los errores de estimacién en ambos métodos para el modelo de un
cubo modificado con ruido global.

(a) Estimacién de normales con el (b) Estimacién de normales con la pro-

método de Hoppe et al. puesta de este trabajo.

Figura 5.20: Reconstrucciones agregando ruido global, con un factor de 0.005.
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(a) Estimacién de normales con el (b) Estimacién de normales con la pro-

método de Hoppe et al. puesta de este trabajo.

Figura 5.21: Reconstrucciones agregando ruido global, con un factor de 0.0075.

(a) Estimacién de normales con el (b) Estimacién de normales con la pro-

método de Hoppe et al. puesta de este trabajo.

Figura 5.22: Reconstrucciones agregando ruido global, con un factor de 0.01.
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(a) Estimacién de normales con el (b) Estimacién de normales con la pro-

método de Hoppe et al. puesta de este trabajo.

Figura 5.23: Reconstrucciones agregando ruido global, con un factor de 0.0125.

(a) Estimacién de normales con el (b) Estimacién de normales con la pro-

método de Hoppe et al. puesta de este trabajo.

Figura 5.24: Reconstrucciones agregando ruido global, con un factor de 0.015.
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. Hoppe et al. Propuesta
Factor de ruido Promedio | Desviacion Estandar | Promedio | Desviacién Estandar
0.005 4.2807 7.8364 2.7476 11.1045
0.0075 4.4295 7.7830 2.8354 10.7328
0.01 4.5912 7.7712 3.1703 10.7015
0.015 4.9026 7.6555 3.5451 10.1828

Tabla 5.9: Errores de estimacién en ambos métodos para el modelo de una pirdmide con

ruido global.
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Figura 5.25: Grafica de los errores de estimacién en ambos métodos para el modelo de una
pirdmide con ruido global.
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(a) Estimacién de normales con el método de (b) Estimacién de normales con la propuesta

Hoppe et al. de este trabajo.

Figura 5.26: Reconstrucciones agregando ruido global, con un factor de 0.005.

(a) Estimacién de normales con el método de (b) Estimacién de normales con la propuesta

Hoppe et al. de este trabajo.

Figura 5.27: Reconstrucciones agregando ruido global, con un factor de 0.0075.
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(a) Estimacién de normales con el método de (b) Estimacién de normales con la propuesta

Hoppe et al. de este trabajo.

Figura 5.28: Reconstrucciones agregando ruido global, con un factor de 0.01.

(a) Estimacién de normales con el método de (b) Estimacién de normales con la propuesta

Hoppe et al. de este trabajo.

Figura 5.29: Reconstrucciones agregando ruido global, con un factor de 0.015.
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Cilindro

La Tabla 5.10 contiene los resultados de la estimacion del error angular de ambos
métodos cuando se tiene ruido global. La grafica con los valores de esta tabla se muestra
en la Figura 5.30. Las reconstrucciones correspondientes se presentan en las Figuras 5.31-
5.35. Nuevamente, la propuesta de este trabajo produce una mejor estimacién de la normal
asi como una mayor calidad en la reconstruccién cerca de los bordes y esquinas. Las recons-

trucciones siguen mostrando bordes mas definidos a pesar de la gran cantidad de ruido en

la muestra.
. Hoppe et al. Propuesta
Factor de ruido Promedio | Desviacion Estandar | Promedio | Desviacién Estandar

0.005 5.0209 9.9636 1.7138 1.9882
0.0075 5.093 9.9107 1.7899 1.9556

0.01 5.1670 9.8642 1.8846 2.0326
0.0125 5.2514 9.8166 1.9807 1.9987

0.015 5.3340 9.76 2.0833 1.9997

Tabla 5.10: Errores de estimacion en ambos métodos para el modelo de un cilindro con
ruido global.

5.4. Conclusiones

Los resultados de los experimentos anteriores, muestran que la propuesta de este
trabajo mejora considerablemente la estimacion de las normales, permitiendo obtener re-
construcciones de mayor calidad, si la superficie contiene bordes y esquinas. Un beneficio
adicional es la tolerancia al ruido, ya es que es posible obtener bordes més definidos ain
bajo altos niveles de ruido, superando la estimacion del método tradicional. Por lo tanto,
podemos concluir que la propuesta viene a incrementar la capacidad de los algoritmos para
manejar los problemas que ocurrian tradicionalmente ante la presencia de superficies con

bordes agudos y ruido en las muestras.
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Errores de estimacion para el modelo de un cilindro
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Figura 5.30: Gréfica de los errores de estimacién en ambos métodos para el modelo de un
cilindro con ruido global.

(a) Estimacién de normales con (b) Estimacién de normales con

el método de Hoppe et al. la propuesta de este trabajo.

Figura 5.31: Reconstrucciones agregando ruido global, con un factor de 0.005.
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(a) Estimacién de normales con (b) Estimacién de normales con

el método de Hoppe et al. la propuesta de este trabajo.

Figura 5.32: Reconstrucciones agregando ruido global, con un factor de 0.0075.

(a) Estimacién de normales con (b) Estimacién de normales con

el método de Hoppe et al. la propuesta de este trabajo.

Figura 5.33: Reconstrucciones agregando ruido global, con un factor de 0.01.
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(a) Estimacién de normales con (b) Estimacién de normales con

el método de Hoppe et al. la propuesta de este trabajo.

Figura 5.34: Reconstrucciones agregando ruido global, con un factor de 0.0125.

(a) Estimacién de normales con (b) Estimacién de normales con

el método de Hoppe et al. la propuesta de este trabajo.

Figura 5.35: Reconstrucciones agregando ruido global, con un factor de 0.015.



Capitulo 6

Conclusiones

A continuacién se exponen las conclusiones generales de la tesis y algunos de los
trabajos que pueden desarrollarse a futuro, en el problema de la estimacion de normales a

partir de conjuntos de puntos para reconstruccién 3D.

6.1. Conclusiones generales

En este trabajo se presenté un algoritmo de regularizacién para el calculo de nor-
males a partir de conjuntos de puntos en 3D. La propuesta permite mejorar las estimaciones
cerca de bordes y esquinas, regiones que tradicionalmente causan problemas con los algo-
ritmos existentes.

El algoritmo de regularizacion produce una reduccién en el tamano de la vecindad,
descartando aquellos elementos cuyas normales tienen grandes diferencias. Esto permite que
los vecinos tengan las mismas condiciones de suavidad entre ellos.

Ante la carencia de modelos reales que incluyan un conjunto de normales de re-
ferencia, el algoritmo de regularizacion se probd con tres modelos sintéticos que combina
regiones con discontinuidades (bordes y esquinas) y regiones suaves. Los experimentos pre-
sentaron mejores resultados cuantitativos y cualitativos empleando la propuesta de este
trabajo. Se efectuaron experimentos adicionales para conocer el comportamiento del méto-
do propuesto ante la presencia de ruido. El modelo sintético fue contaminado con dos tipos

de ruido, bajo condiciones controladas. Los experimentos muestran una mejor estimacion
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de la normal para ambos tipos de ruidos en comparacion a la estimacién por el método tra-
dicional. En los resultados es posible observar como el método propuesto permite obtener

reconstrucciones con bordes definidos en datos con niveles altos de ruido.

6.2. Trabajo futuro

La seleccion de los parametros del algoritmo depende del conjunto de puntos.
Actualmente esta seleccién se realiza de forma manual y la eleccién de los pardmetros que
conducen a la mejor estimacién de las normales se hace visualmente. Una contribucion
interesante es desarrollar un método para calcularlos de manera automaética.

Una aplicacion adicional de la propuesta podria utilizar las normales calculadas pa-
ra disenar algin tipo de filtrado en conjuntos de puntos con ruido. Existen algunos trabajos
relacionados que funcionan sobre mallas triangulares, en las cuales se tiene la conectividad
entre los vértices (los elementos en cada vecindad son conocidos). En la mayoria de esos
trabajos primero se efectiia un filtrado sobre las normales en los vértices de la malla. Las
normales filtradas son utilizadas en el cédlculo de las nuevas posiciones de los vértices. Un
experimento interesante es utilizar las normales y vecindades calculadas con el algoritmo de
este trabajo en combinacion con alguna de las técnicas existentes para calcular las nuevas
posiciones de los puntos.

Fl algoritmo de orientacién consistente de la normales present6 fallas para un mo-
delo particular. Las normales se pueden orientar consistentemente tinicamente para ciertos
tamanos de la vecindad. En [Uhercik05] proponen una modificacién al algoritmo esténdar.
Es necesario verificar si esa modificacion resuelve los problemas que fueron observados o se

debe desarrollar una mejora al algoritmo tradicional.



Apéndice A
Conceptos basicos

A.1. Geometria

En esta seccién se presentan algunas de las definiciones y construcciones geométri-
cas basicas ampliamente utilizas en el drea de la reconstruccion de superficies a partir de

conjuntos de puntos en 3D.

A.1.1. Diagrama de Voronoi

Dado un conjunto finito de puntos en el plano, la idea es asignar a cada punto
una regién de influencia de tal manera que las regiones descompongan al plano. Una forma
especifica de hacerlo es la siguiente:

Sea S C R? un conjunto de n puntos. La regién (celda) de Voronoi VpdepeS
se define como el lugar geométrico de los puntos z € R? que estdn a una distancia menor o

igual a p que a cualquier otro punto en S. Esto es:

Vo ={z € R?|||lz — pl| < ||z — q]|, ¥q € S} (A1)

La definicién anterior se ilustra en la Figura A.1.

Consideresen los medios-planos de puntos al menos tan cerca a p como a g:

Hpq = {z € R?| [lz —p| < = —ql}}. (A.2)
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Figura A.1: Diagrama de Voronoi. Fuente: Wikipedia.

La regién de Voronoi de p es la intersecciéon de los medios-planos Hp,, para todo
q € S—{p}. Se tiene que V,, es una regién poligonal convexa, posiblemente acotada, con a lo
més n — 1 lados. Cada punto z € R? tiene al menos un punto cercano en S, por lo tanto, al
menos cae dentro de una region de Voronoi. Dos regiones de Voronoi caen en lados opuestos
de la bisectriz separando los puntos generadores. Se tiene que las regiones de Voronoi no
comparten puntos interiores y si un punto x pertenece a dos regiones de Voronoi, entonces
estd sobre la bisectriz de los dos generadores. Las regiones de Voronoi junto con sus lados

y vértices forman el diagrama de Voronoi de S.

A.1.2. Triangulacion de Delaunay

Se obtiene un diagrama dual si se dibuja una linea (lados Delaunay) conectando los
puntos p,q € S si y solo si sus regiones de Voronoi se intersectan a lo largo de un segmento

comun, ver Figura A.2.

Figura A.2: Triangulacién de Delaunay. Fuente: Wikipedia.

En general, los lados Delaunay descomponen la envolvente convexa de S en regiones
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Figura A.3: Diagrama de Voronoi (naranja) y Triangulacién de Delaunay (negro). Fuente:
Wikipedia.

triangulares, que son conocidas como triangulos Delaunay.

A.1.3. Complejo simplicial

Los complejos simpliciales se emplean como la herramienta fundamental para
modelar las formas geométricas o espacios. Estos generalizan y formalizan las nociones
geométricas de triangulacion. Debido a su naturaleza combinatoria, los complejos simpli-

ciales son estructuras de datos perfectas para los algoritmos de modelado geométrico.

Simplejos

Una coleccion finita de puntos es afinmente independiente si ningin espacio afin
de dimension ¢ contiene mas de i + 1 de los puntos. Un k-simplejo es la envolvente convexa
de una coleccién de k + 1 puntos afinmente independientes, o = conv S. La dimensién de o
es dim o = k. En R%, el nimero més grande de puntos afinmente independientes es d + 1
y se tienen simplejos de dimensién —1,0,...,d. El (—1)-simplejo es el conjunto vacio. La
Figura A.4 muestra los tipos de simplejos no vacios en R3.

La envolvente convexa de cualquier subconjunto T' C S es un simplejo. Este es un
subconjunto de conv S y es llamado una cara de o, la cual se denota por 7 < ¢. Si la dim 7
= [ entonces 7 es llamada una [-cara. 7 = & y 7 = o reciben el nombre de caras impropias,
las restantes son caras propias de ¢. El nimero de [ caras de o es igual al niimero de formas

en que podemos elegir [ + 1 puntos de un conjunto de k + 1, que es:
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VN

Figura A.4: Un 0-simplejo es un punto o vértice, un 1-simplejo es un lado, un 2-simplejo es
un tridngulo y un 3-simplejo es un tetraedro. Adaptado de [Edelsbrunner01].

k+1
(A.3)
l+1
El ntmero total de caras es:
k
k+1
> = ok+1 (A.4)
I=—1 [+1

Complejo simplicial

Un complejo simplicial es la coleccion de caras de un conjunto finito de simplejos,
donde dos cualesquiera de ellos son disjuntos o coinciden en una cara comun. De manera

formal, es una coleccion K tal que

l.ce KANT<o—=717€K

2. c,ve K =ocNv<o,v

Notese que @ es una cara de todo simplejo y por lo tanto pertenece a K por
la condicion 1. La condicién 2 permite la posibilidad de que o y v sean disjuntos. Un
subcomplejo es un subconjunto que es un conjunto simplicial por si mismo. Debe observarse
que todo subconjunto de un complejo simplicial satisface la condicién 2. Para reforzar
la condicién 1, pueden anadirse caras y simplejos al subconjunto. De manera formal, la

cerradura de un subconjunto L C K es el subcomplejo mas pequeno que contiene L.
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A.1.4. Forma «

Dada una triangulacién de Delaunay D de un conjunto de puntos S, uno puede
asignar a cada simplejo ¢ € D un tamano definido de la siguiente manera. Sea O, la bola
mas pequena cuya frontera contiene todos los vértices de o. El tamano de o se define igual
al radio de ©, y o se dice que estd libre de conflicto si ©, no contiene ningin punto de S
distinto a los vértices de o. El subcomplejo X, de simplejos o € D es llamado una forma «
de S si tiene alguna de las siguientes propiedades: El tamano de o es menor que o y o es

libre de conflicto 0 o es una cara de 7y 7 € X,
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A.2. Espacios topolégicos

Las nociones topoldgicas usadas en el area de la reconstruccion de superficies son
predominantemente combinatorias. Para entender la conexion a los fenémenos continuos
son necesarios algunos conceptos béasicos de topologia de conjuntos. A continuacién se pre-
senta una breve introduccién a los espacios topoldgicos, homeomorfismos, triangulaciones y

variedades.

A.2.1. Topologia

El concepto fundamental en topologia de conjuntos es el de espacio topolégico, que

es un conjunto de puntos X con una coleccién X de subconjuntos A C X que satisfacen:

1. 9, Xe X
2. Z C X implica que UZ € X

3. ZC Xy Z implica que NZ € X

La coleccién X es una topologia y sus subconjuntos reciben el nombre de conjuntos
abiertos en X. Uno de los ejemplos mas importantes es el espacio euclidiano d-dimensional,
denotado como R?. Haciendo uso de la funcién de distancia euclidiana se define una bola
abierta como el conjunto de todos los puntos mas cercanos que una distancia dada a un
punto. La topologia de R? es la coleccién de conjuntos abiertos, donde cada conjunto abierto
es la union de bolas abiertas. Todos los espacios topoldgicos en el area de la reconstruccion de
superficies son subconjuntos de R%. Un subespacio topolégico del par X, X es un subconjunto
Y C X junto con la topologia del subespacio que consiste en todas las intersecciones entre
Y y los conjuntos abiertos, Y = {Y N A|A € X}. Un ejemplo es la d-bola, definida como el

conjunto de puntos a una distancia 1 o menor del origen,

BY = {z e R| |Jz| < 1} (A.5)

Sus conjuntos abiertos son las intersecciones de B¢ con los conjuntos abiertos en

R?. Nétese que un conjunto abierto en BY no es necesariamente abierto en R%.
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A.2.2. Homeomorfismo

Dos espacios topolégicos se consideran el mismo o del mismo tipo si estdn conec-
tados de la misma manera. El significado de conectados de la misma manera tiene que ser
definido, existiendo varias posibilidades, donde la mas importante estd basada en homeo-
morfismos, los cuales son funciones entre espacios topoldgicos. En este caso una funcion es
continua si la preimagen de cada conjunto abierto es abierta. Un homeomorfismo es una
funcién f : X — Y que es biyectiva, continua y tiene una inversa continua. Si existe un ho-
meomorfismo entonces se dice que X y Y son homeomorfos, en este caso, esto serd denotado
como X = Y. Si se quiere enfatizar que ~ es una relacién de equivalencia, se dice X y Y son
topologicamente equivalentes o que tienen el mismo tipo topolégico. La Figura A.5 muestra
ejemplos de espacios en una dimensién con diferentes tipos topoldgicos por parejas. Como
ejemplo adicional, considere el disco abierto unitario, que es el conjunto de puntos en R? a
una distancia menor que uno al origen. Este disco puede ser estirado sobre todo el plano.
Sea f(z) = z/(1 — ||z||), la funcién es biyectiva y continua, ademds su inversa es continua.
De lo anterior, se tiene que el disco abierto es homeomorfo a R?. De forma general, toda

bola abierta k-dimensional es homeomorfa a RF.

— == 0.

Figura A.5: De izquierda a derecha, el intervalo abierto, el intervalo cerrado, el intervalo
medio-abierto, el circulo y una bifurcacién. Adaptado de [Edelsbrunner01].

A.2.3. Triangulacién

Este término cambia de significado de un drea a otra. En geometria, no existe
un definicién aceptada generalmente, sin embargo, en la mayoria de los casos significa un
complejo simplicial. En topologia, una triangulacién tiene un significado preciso, el cual es
similar a la idea de una malla que da una estructura combinatoria al espacio. Sea K un

complejo simplicial en R?. Su espacio subyacente es la unién de sus simplejos junto con la
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topologfa del subespacio heredada de R,

IK|={zecR|zecoecK} (A.6)

Un poliedro es el espacio subyacente de un complejo simplicial. Se puede pensar en
K como una estructura combinatoria impuesta sobre |K|. Existe algunas otras. Empleando
homeomorfismos, se puede imponer la misma estructura sobre espacios que no son poliedros.
Una triangulacién de un espacio topoldgico X es un complejo simplicial K cuyo espacio
subyacente es homeomorfo a X,|K| ~ X. El espacio X es triangulable si este tiene una
triangulacién. Un ejemplo, es la triangulacién del disco cerrado B? con nueve tridngulos,

como se muestra en la Figura A.6.

Figura A.6: Triangulacién de un disco cerrado. El homeomorfismo mapea cada vértice, lado
y tridngulo a un subconjunto homeomorfo del disco. Adaptado de [Edelsbrunner01].

A.2.4. Variedades

Las variedades son un tipo de espacio topolégico y estan definidas localmente.
Una vecindad de un punto z € X es un conjunto abierto que contiene a z. Existen una
gran cantidad de vecindades, pero usualmente basta tomar una que es lo suficientemente
pequena. Un espacio topoldgico X es una k-variedad si cada z € X tiene una vecindad
homeomorfa a R¥. En ocasiones resulta més intuitivo sustituir R¥ por una k-bola abierta,
algo que no causa diferencia debido a que ambos son homeomorfos. Un ejemplo simple de
una k-variedad es la k-esfera, que es el conjunto de puntos a una distancia unitaria del

origen en el espacio euclidiano (k + 1)-dimensional.

SF = {z e R* | ||z]| = 1} (A7)
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Algunos ejemplos se muestran en la Figura A.7. La triangulacién mas pequena de
S¥ es el complejo frontera de un (k 4 1)-simplejo o. Para construir un homeomorfismo, se
coloca o de tal forma que contenga el origen en su interior y se proyecta centralmente cada

punto de la frontera de o sobre la esfera.

Figura A.7: La 0-esfera es un par de puntos, la 1-esfera es un circulo y la 2-esfera es lo que
usualmente se conoce como una esfera. Adaptado de [Edelsbrunner01].

A.2.5. Variedades con fronteras

Todos los puntos de una variedad tienen la misma vecindad. Se obtiene una clase
mas general de espacios si se permite tener dos tipos de vecindades. El segundo tipo es la
media bola abierta. Nuevamente se puede estirar este espacio, en esta ocasién sobre la mitad
del espacio euclidiano de la misma dimensién. Formalmente, el medio plano k-dimensional

es

H* = {& = (z1,22,...,2;) € R¥ | 21 > 0} (A.8)

Un espacio X es una k-variedad con frontera si todo punto z € X tiene una vecindad
homeomorfa a R¥ 0 a H. La frontera es el conjunto de puntos con una vecindad homeomorfa
aH* y esta denotada como bd X. Un ejemplo de una k-variedad con una frontera (no vacia)

es la k-bola, ver Figura A.8. Su frontera es la (k — 1)-esfera, bd B¥ = S¥~1.

Figura A.8: La 0-bola es un punto, la 1-bola es un intervalo cerrado y la 2-bola es un disco
cerrado. Adaptado de [Edelsbrunner(1].
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A.2.6. Orientabilidad

Las variedades con o sin frontera pueden ser orientables o no orientables, la distin-
cion es una propiedad global que no puede ser observada localmente. De manera intuitiva,
imaginese una hormiga (k + 1)-dimensional caminando sobre una k-variedad. En cualquier
momento, la hormiga estd en un lado de la vecindad local con la cual esta en contacto. La
variedad es no orientable si existe un recorrido que trae a la hormiga de vuelta a la misma
vecindad pero ahora del otro lado y es orientable si esta ruta no existe. Un par de ejemplos
de variedades no orientables con y sin fronteras se presentan en la Figura A.9. Imaginese
la frontera de una forma soélida en nuestro espacio tres dimensional. Esta frontera es una
2-variedad y acota el interior de la forma por una lado y el exterior por el otro. La 2-variedad
por lo tanto serd orientable. Resulta que toda 2-variedad embebida en R? separa el interior

del exterior y es por lo tanto orientable.

(a) Banda de Moebius (b) Botella de Klein

Figura A.9: Ejemplos de variedades no orientables con y sin fronteras. Fuente: Wikipedia.
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