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Resumen

Se abordara un caso particular del problema de Minkowski sobre hiper-
superficies de tipo espacio en R™! el cual se traduce en términos de ecua-
ciones diferenciales en resolver una ecuacion de tipo Monge-Ampere, se
simplificara dicha ecuacion utilizando la transformada de Legendre y se

dara solucion al problema de Dirichlet asociado.
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condicion de Choi-Treibergs, soluciones de viscosidad.



Abstract

A special case of the problem of Minkowski on hypersurfaces of space type
in R™! is discussed which translates in terms of differential equations to
solve an equation of Monge-Ampere type, are simplified such equation us-
ing Legendre transform and solution will be given to the Dirichlet problem

associated

Keywords: Monge-Ampere equation, Legendre transform, Choi-Treibergs

condition, viscosity solutions.
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Introduccion

El problema de Minkowski, en términos generales, consiste en encontrar hiper-

superficies estrictamente convexas del espacio de Lorentz-Minkowski R™! con cur-
vatura de Gauss-Kronecker especifica dada como funcién de la direccién normal a la
hipersuperficie. Es decir, dado una funcién positiva f definida en el espacio hiperbdli-
co H" la hipersuperficie M que se desea encontrar debe tener curvatura de Gauss-
Kronecker f(N(x)) en el punto x € M , donde N representa la aplicacién de Gauss
de la subvariedad M.
Este problema establece una profunda conexién entre la geometria y la teoria de
ecuaciones diferenciales elipticas totalmente no lineales, debido principalmente a que
tales hipersuperficies pueden ser escritas localmente como la grafica de una funciéon
u convexa en R™ que satisface una condicién de tipo espacio |Du| < 1 y la ecuacién
tipo Monge-Ampere

n+2

det(Du) = $(Du)(1 — |Dul’) "5 (%)

donde 1(Du) es la curvatura de Gauss-Kronecker de M.

Para el caso 1 = 1 se sabe que una solucién entera del problema anterior es el hiper-
boloide 1 = \/TW para z € R", el cual es un encaje isométrico del espacio
hiperbdlico H" en R™!'. Para n = 2 Hano y Nomizu [5] construyeron otra solucién

entera a las ecuaciones anteriores diferente (geométricamente) al hiperboloide, lo que



implica la no unicidad en general del problema de Minkowski en R™!.

Como se vera en la seccion 1.2 del capitulo 1 el problema de Minkowski se puede
reescribir en un modelo alternativo del espacio hiperbélico H" llamado el modelo de
Klein B;(0) € R™ : dado un dominio © C B;(0) y n € C*°(Q2) positiva, el problema
consiste en encontrar una hipersuperficie M estrictamente convexa tipo espacio cuya
imagen bajo su aplicacién de Gauss sea () y la funcién 1 determine la curvatura de
Gauss-Kronecker de M.

A.M. Li en [6] traté el problema para @ = B;(0) y ) constante, mientras que Guan,
Jian y Schoen en [4] resolvieron el problema para = By (0) = {x € B;(0)/ 1 > 0}
yn € C®(Q)NC%Q). En este trabajo nos concentramos en el caso en que 7 es
constante y 2 es el envolvente convexo de un conjunto cerrado F de 9B;(0) con al
menos tres puntos diferentes. Para ello se ha distribuido el material en 4 capitulos.
En el primer capitulo se desarrollan los conceptos y féormulas béasicas relacionadas a
hipersuperficies de R™!, asi como también se precisan los términos involucrados en
la formulacion general del problema de Minkowski.

En el segundo capitulo se establece la condicién de Choi-Treibergs, la cual afirma
que la imagen del gradiente de la soluciéon u del problema no puede tener puntos
extremos en el interior de By(0). Ademds se presenta la transformada de Legendre

que permite plantear una correspondencia entre las soluciones de (x) y las soluciones

de

1
det(D*v) = TR

n(y)(1—[y?) =
En el tercer capitulo, se estudia la solucién de la ecuacion de Monge-Ampeére en do-

minios suaves y estrictamente convexos mediante el método de continuidad.
En el capitulo cuatro finalmente se expone una solucién parcial del problema prop-

uesto basada en las herramientas desarrolladas en [4].



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Hipersuperficies de tipo espacio

Iniciamos recordando algunos conceptos basicos.

R™! denota el espacio R"*! dotado con la métrica Lorentziana

n
_ 2 2
g = E dx; —dw, .,
i=1

la cual nos permite hacer la siguiente clasificacion:

tiempo  si g(v,v) <0
v € R™! se llama de tipo luz si g(v,v) =0 con v#0
espacio si glv,v) >0 6 v=0.

De manera natural, diremos que una hipersuperficie de R™! se llama de tipo
espacio, si todos sus vectores tangentes son de tipo espacio.
Consideremos M una hipersuperficie de tipo espacio en R™!, supongamos que se ve
localmente como la grafica de una funcion diferenciable u : D C R" — R con D
abierto.
Determinemos algunas basicas formulas locales de M.

Sea ¢(x) = (z,u(x)) parametrizacién local de M.




1.1 Hipersuperficies de tipo espacio

Para los campos inducidos por ¢,

U
O =€+ —enn

3:102-

se tiene que un campo local de vectores normales unitarios N sobre M cumple que
g(N,0;)) =0y Npy1 >0,

ademas, desde que el indice de la métrica es 1, N debe ser de tipo tiempo, es
decir, g(N,N) = —1.
Asi no es dificil obtener que
du ou
<6_x1’ ey %, 1)

N = . (1.1)

/1 —|Dul?

Por otro lado, para xy € R™ se puede considerar una base ortonormal {éy,...,é,} de
R™ tal que
dug,(€1) = |Du(xo)| vy dug(€)=0,2<i<n,
tomando a &; en la direccién de Du(xy).
Luego para
Oi =& + 6u|Du(xo)|en1

se tiene que

9i; = 9(0;,0;) = Diag (1 — |Dul*,1,...,1).

Asi

Recordemos que la segunda forma fundamental escalar h de M es tal que, para
todo X, Y € I'(T'M)
(VxY)" =h(X,Y)N



1.1 Hipersuperficies de tipo espacio

donde V es la conexién de R™! y (VxY)! es la componente de VY en el haz
normal de M.
De aqui se tiene la expresion

0*u
Gociaxj

hij = h(0;,0;) = —g (V,0;, N) = —g (d*¢(es,€;),N) = —g ( en+17N)

entonces, por (1.1)
0*u
1 — |Dul? Ox;0x;

(1.3)

hij =

Asi la curvatura de Gauss-Kronecker de M es

_det(hy)  det(D*u)
K = Zetlg) = (1= [Dup) (1.4)

De manera similar al caso euclidiano esta curvatura es el producto de las curvaturas
principales de M, que son por definicién los autovalores de la segunda forma funda-

mental h;; con respecto a la métrica g;; de M.

Observaciones

Cabe destacar que la féormula (1.2) permite establecer que la grafica de u es de tipo
espacio si y sélo si |Du| < 1.

Por otro lado la féormula (1.4) dice que la grafica de u es una hipersuperficie de cur-
vatura de Gauss-Kronecker K siy solo si la funcién u satisface una ecuacion de tipo

Monge-Ampere.
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1.2. Problema de Minkowski

Una manera de estudiar propiedades de hipersuperficies es analizando la imagen
de tales subvariedades bajo su aplicaciéon de Gauss.
Supongamos M como antes, y ademas estrictamente convexa.
Debido a que N es tal que N,.; > 0 y g(N,N) = —1, entonces para todo
x € M, N(x) se puede pensar como un punto del espacio hiperbélico H".
Definimos la aplicacién de Gauss

N: M — H"
(Du(z),1)

V1= |Du@)P

desde que M es estrictamente convexa, N es un difeomorfismo sobre N(M).

X

Por otra parte, la aplicacion
T H" — By(0) CR"
£
(€ &nt1) =

gn—f—l

establece un difeomorfismo entre H" y B;(0).
Este difeomorfismo se interpreta geométricamente como la proyeccion de H™ al origen
en el hiperplano de R"*! con z,,1 = 1.

Asi, se puede pensar como aplicacién de Gauss sobre M a la funcién

G: M — By (0)
(z,u(x)) +— (mroN)(z,u(x)) = Du(x),

(1.5)

es decir, en la parametrizacion natural ¢ de M la aplicacion de Gauss es el gradiente
de la funcién wu.

Otro hecho que vale la pena mencionar, es que la bola B;(0) en R™ dotada de la
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métrica hiperbdlica mediante la aplicacion 7 es un modelo alternativo del espacio H”
llamado modelo de Klein.

En estos términos es posible plantear el problema de Minkowski: dado 2 C B;(0) y
n € C*™(£) positiva § es posible encontrar una hipersuperficie M = graf(u) tipo

espacio estrictamente convexa tal que,
GM)=Q y K=noG?

De esta pregunta general subyacen otras como, si existe tal M ;bajo que condiciones
sobre €2, M es tnica ? j se puede decir algo de la geometria de M? ;es completa? ;,
es entera?

En la actualidad la mayoria de estas preguntas se encuentran abiertas casi en su

totalidad.



Capitulo 2

Planteamiento del problema

2.1. Condiciéon de Choi-Treibergs

La principal referencia para los resultados expuestos en esta seccién es [2].
Fijemos M = graf(u) hipersuperficie tipo espacio estrictamente convexa con cur-
vatura de Gauss acotada, 0 < k; < K < kg en R"™, con kq, ks constantes.

Se le llama el “blowdown” de w en el infinito a la funcién

Vu(z) == lim u(m‘)’ z € R".

r—00 r

Estd bien definido ya que, para todo x € R™ yr >0
[u(rz) — u(0)| < sup | Du| |re] < |ral;
Rn

—u(0 s
M es acotada como funcién de r.

u(raz)—u(0)

luego,
Desde que u es convexa, entonces es creciente en 7.
Asi estd bien definida

Vi(2) = lim D=0 -y e

r—00 r

V. es positivamente homogénea, ya que para todo A > 0

Vo) = tim ) gy, 20)

r—o0 r r—oo AT’

= AV, ().
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Ademads V, es convexa y, como se ve en [4], es nula en el sentido que Vx € R" existe
y € R™ tal que
Va(z) = Vu(y) = |z —yl.

Denotamos por £ la coleccion de funciones positivamente homogénea de grado 1,
nulas y convexas. La importancia de esta clase es que se encuentra en correspondencia
1-1 con la familia § de subconjuntos cerrados en S™~ !, de hecho, tal correspondencia

es

3 — 9
E — Vg
donde Vg(z) = supgep(§,z) Ve R™

La inversa de la anterior aplicacién es

Q— F
V — Ey :Tv(O)ﬂSn_l

donde, para xy € R"
Ty(zg) ={a e R"/ V(x) > V(x) + (,x — x0) , Yo € R"}

es llamado el conjunto de direcciones soportes de V' en z.
Para esta equivalencia referenciamos [2].

El conjunto Ty, (0) establece una relacién directa entre V,, y Du:

Lema 2.1.1. Bajo las mismas hipdtesis sobre M y u del comienzo de la seccion, se

tiene que

Du(R") = Ty, (0) = Ty, (R").

Demostracion. 1. Du(R™) C Ty, (0) C Ty, (R™).
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Sea z € Du(R"), existe una sucesion (x;);ey C R™ tal que Du(x;) — z cuando
1 — 00.

Como u es convexa, para cada 1 € N
u(y) = u(z;) + (Du(xi),y —x;) Vy eR”

entonces

Vo(y) = lim u(ry)

r—00 r

> <DU(ZE2), y>;

haciendo i — oo se tiene que z € Ty, (0).

2. Ty, (R") C Ty, (0).

Desde la homogeneidad de V,, se tiene que para x € Ty, (x¢) y t > 0
tVu(y) = Vulty) = (@, ty — x0) + Vu(wo),

luego dividiendo por ¢ y haciendo ¢ — oo se deduce que x € Ty, (0).

Si suponemos z € Ty, (R"), existen (z;)ien v (2i)ien tales que

z €Ty, (x;) vy limz =z

1—+00
El argumento anterior junto con el hecho de que 7y, (0) es cerrado implica que

A TVu (0)

Observacion: Int(Ty,(0)) # 0 como se puede ver en [2].

3. Ty, (0) C Du(R").
Supongamos z € Int(Ty,(0)), asi V,(y) > (z,y) Yy € R".
Luego

Vu(y) = (2,9) > ¢ >0 para |y| = 4.
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u(ry)

Desde que converge uniformemente a V,, sobre compactos (teorema de Dini)

u(ry) u

0
— —(z,y)>c ¥y —) < para |y| =9 y r suficientemente grande.
r r

N O

@ — (z,y) en Bs(0) no puede alcanzar el minimo en

De esta manera la funcion
ly| = 6, por lo tanto tiene un punto critico yo con |yo| < d, es decir, tal que
Du(ryy) = z.

Ahora si z € 97Ty, (0) entonces por el argumento anterior z € Du(R™). )

Daremos unos conceptos previos a la condicién de Choi-Treibergs.
Sea ) C R™ un conjunto convexo, xg € 0f) se llama un punto extremo de €2 si xq
no puede ser escrito como combinacién convexa de elementos distintos en Q.
Se define el conjunto de direcciones tipo luz de u como L, := Ty, (0) N .S" 1.

Denotaremos por conv(L) como la cerradura convexa del conjunto L.

Lema 2.1.2. Para u estrictamente conveza, cuya grdafica es de tipo espacio se cumple
que

Tv, (0) = conv(Ly,).
En particular, Du(R™) no puede tener puntos extremos en el interior de By(0).

Demostracion. Por la correspondencia entre § y £ se tiene que
Vu(z) = sup(z,£). (2.1)
§€Lly
Es claro que conv(L,) C Ty, (0), ya que Ty, (0) es cerrado y convexo.
Supongamos existe z € Ty, (0) y z no pertenece a conv(Ly,).

Como conv(L,) es convexo, compacto existe un hiperplano H que pasa por z tal que



2.1 Condicién de Choi-Treibergs

16

conv(L,) estd de un lado del hiperplano: si w es un adecuado vector normal unitario
al hiperplano
H = {p e R*/(p,w) = (w,2)}

se tiene que

L, Cconv(L,) CH ={peR"/(p,w) < (w,2)}.

En particular por (2.1), V,,(w) < (w, z), lo que contradice el hecho que z € Ty, (0). &

El anterior lema establece una condicién necesaria para resolver el problema de

Minkowski, afirmando que no es posible que el conjunto € C B;(0) tenga punto

extremo en By (0).
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2.2. Transformada de Legendre

A continuacién se introduce la transformacion de Legendre, la cual nos permitira
dar un primer paso hacia el estudio de la ecuacion de tipo Monge-Ampere de la for-

mula (1.4).

Sea u como en el principio del capitulo.
La transformada de Legendre de u se define como
u*(y) = suﬂg {{z,y) —u(zx)}, ye

z€R™
donde Q = Du(R™) C By(0).
Podemos resaltar que la funcién u* es estrictamente convexa, y que ademas, para
y = Du(z)

u(y) = (v, y) —u(x)
con

-1

Du*(y) =z y D*u*(y) = (D*u(x))

Por la férmula (1.4) se tiene que u* debe cumplir la ecuacién de Monge-Ampere

1
det D*v(y) = — , Yye (2.2)

n(y) (L —ly*) =

con n(y) = K(z).

Por otro lado, si existe v € C*®(f) con 2 dominio convexo en Bj(0), tal que v

es solucién de (2.2) con 1 una funcién positiva suave fija y

Du(Q) =R" (2.3)
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entonces la transformada de Legendre v* es una solucién estrictamente convexa,

suave, tipo espacio de (1.4) con
K@) =nly)  paa = Doy).

Asi queda claro la correspondencia entre las soluciones de (1.4) con (2.2) y (2.3).

2.3. Planteamiento preciso del problema de Minkows-
ki

Motivados por la condicién de Choi-Treibergs y, por las técnicas expuestas en [4]
para la resolucién del problema en el dominio B (0) = {z € B;(0)/x; > 0}, nosotros
planteamos el siguiente problema tipo Minkowski: dado F' C 9B;(0) cerrado con al
menos 3 puntos diferentes, considere el problema de Dirichlet

) 1
det(D U) = D) en
(L—1yl*) 2
v = 0 en OS2
donde Q es tal que Q = conv(F).
La condicién v = 0 sobre 0f2 ademas de ser el problema de Dirichlet mas sencillo de
considerar, proporciona una interesante interpretacion geométrica, y esta es que en
caso de que v* sea una funcién definida en todo R” la grafica de v* serd asintética a

su “blowdown”.



Capitulo 3

Ecuacion de Monge-Ampere

3.1. Generalidades

Sea F': T'=Q xR xR" x SR" — R una funcién, donde €2 es un dominio de
R"™ y SR™ es el espacio de matrices simétricas de n x n.

Una ecuacion general de segundo orden en 2 se puede escribir como
Flu] = F(x,u, Du, D*u) = 0. (%)
Se denotard los puntos de I" por v = (z,z,p,7) € Q@ x R x R" x SR,

-Cuando F es afin en la componente r, se dice que la ecuacién (%) es casi-lineal.

En caso contrario, se dice totalmente no-lineal.

-Para F diferenciable con respecto a r, se dice que F' es un operador eliptico en

un subconjunto U de T’ si,

oF .
Fz](V):ar(V) Z7.]:17"'7n
ij

son las componentes de una matriz definida positiva en U.
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-Siu € C*Q) y F es eliptico en el rango del mapeo = — (x,u(x), Du(zx), D*u(z)),

entonces se dice que F es eliptico respecto a u.

Para la ecuacion de Monge-Ampere
Flu] = det(D*u) — f(x) =0

se tiene que Fj;(7y) es el cofactor de 75, luego

_ 1

D) '=—— [F, :

( ) det(Dgu) [ 'L](IY)]

Asf el operador F es eliptico tinicamente para funciones u € C%(§2) que son estricta-
mente convexas en §2.

Es claro que, para que la ecuacién anterior tenga solucion estrictamente convexa se

debe exigir que f sea positiva.
Ahora presentaremos algunas formulaciones abstractas de andlisis funcional.

Sea Bj, By espacios de Banach y T una funcién definida en un abierto U de By
hasta B,. La funcion T es llamado Fréchet diferenciable en u € U si existe un mapeo

lineal continuo L : By — B tal que

[T + h] = Tlu] — Lhl[s,

— 0 cuando h — 0 en Bj.
12]] 5,

T, := L es llamado la diferencial de T en wu.
T se dice continuamente diferenciable en u si 1" es Fréchet diferenciable en una vecin-
dad de u y el mapeo v — T, € E(By, Bs) es continuo en u. Aqui E(By, Bs) representa

el espacio de Banach de operadores lineales continuos de B; en Bs.
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Destaquemos un par de hechos sobre la diferencial de Fréchet:

1. La regla de la cadena se mantiene para la derivada de Fréchet:
Para B, Bo, B3 espacios de Banach y T : By — By, G : By — B3 Fréchet
diferenciables en u € By y T'[u], respectivamente, entonces el mapeo G o T es

diferenciable en u € By con (G oT), = Gpp o Ty,

2. Se cuenta con una version del teorema de la funcién implicita:
Sean Bj, By, K espacios de Banach y G un mapeo de un abierto de B; x K en
By. Para (ug,00) € By x K que satisface:
(i) Glug,00) =0
(ii) G es continuamente diferenciable en (ug, 09)
(iii) La Fréchet derivada parcial L = G%uo’oo) : By — B, es invertible, donde

G! es tal que

Gluooo)(hy k) = Glyy ooy () + G2, (k) V(D k) € By x K.

(u0,00) (u0,00)

Entonces, existe una vecindad N de oy en K tal que la ecuacién Glu, o] = 0 es

soluble para cada o € N, con solucion u = u, € Bj.

Los anteriores resultados pueden ser consultados en [3]

3.2. Meétodo de continuidad

Supongamos Bi, By espacios de Banach con T : U C By — B, , U abierto en B;.
Para ¢ € U fijo se define el mapeo G : U x R — By por Glu,t] = T[u] — tT[)].
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Sea S, E subconjuntos de [0, 1] y By, respectivamente, definidos por

= {te€[0,1] / Glu,t] =0 para alginu € U},

E = {ueU/ Gu,t]=0 paraalgint € [0,1]}.
Claramente S y F no son vacios.
Si T es un mapeo continuamente diferenciable en E y, ademéas, T, es invertible
entonces por el teorema de la funcién implicita el conjunto S es abierto en [0, 1].
De esta manera, si S es un subconjunto cerrado de [0, 1] por conexidad se tendria
que S = [0,1], y por tanto 0 € S, lo que implica que la ecuacién T'[u] = 0 es soluble
para u € U.
Consideremos nuevamente la ecuacion de Monge-Ampere

Flu] = det(D*u) — f(z) =0

para f € C>®(Q), f > 0 con Q un dominio estrictamente convexo, suave, acotado

en R™.

Teorema 3.2.1. Sea U el subconjunto abierto de C**(Q) de funciones estrictamente

convezas. Tomemos ¢ € U fijo. Para
E={ue U/ Flu] =tF[Y] para algint € [0,1]},

si suponemos que E es acotado en C**(Q) entonces el problema Flu] = 0 es soluble

en U.
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Demostracion. para u € U se tiene que F), es eliptica, luego por la teoria eliptica
lineal F), es invertible (ver Apéndice B).

Tomando G(u,t) = Flu] —tF[1)] y S como antes, basta probar que S es un conjunto
cerrado.

Sea ty € S, luego existen
(tn)neN cS ) (un)neN -y

tales que to = limt,, y Glu,,t,] =0Vn € N.
Desde que E es acotado en C?%(Q) por el teorema de Arzeld - Ascoli, existen (u,, )

subsucesién de (u,) y u € E tales que
U, — u en C*(Q).

Ademis u € C**(Q), ya que por ser (u,,) uniformemente acotado en O existe

ko € R tal que
|D?uy, (2) — D?up, (y)] < kolz —y|* Vnp €N y Vo,y e Qaz#vy

luego,

|D*u(x) = D*u(y)| = lim [D*up, () = Dup, (y)| < kolz — y|*.

Ahora, como f es positiva se tiene que u € U, luego

to €S yaque 0=lmGuy,,t,]=Glu,t L

El teorema anterior reduce la solubilidad de la ecuacién Flu| = 0 a el establec-
imiento de estimaciones en el espacio C2%(2). Afortunadamente se cuenta con tales
estimaciones para la ecuacién Monge-Ampere Fu] = det(D?*u) — f(z) ([3], capitulo

17).
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En resumen, enunciaremos la resoluciéon del problema de Dirichlet para la ecuacion

de Monge-Ampere.

Teorema 3.2.2. Para un dominio suave, acotado, estrictamente convexo 2 en R™,

feC=Q) y f>0enQ, el problema de Dirichlet

det(D*u(z)) = f(x) enQ,
u = 0  sobredf)

tiene una unica solucion uw € C*>(Q) estrictamente conveza.



— Capitulo 4
esolucion parcial del problema de Minkowski

para curvatura de Gauss-Kronecker constante

A continuacién expondremos una solucién al problema de Minkowski para hiper-

superficies tipo espacio, estrictamente convexas, de curvatura de Gauss-Kronecker 1.

Sea F' C dB;(0) cerrado con al menos 3 puntos distintos y € := conv(F).
Consideramos el problema de Dirichlet

1

det(D%) = D) en ()
(1—|y2)" (4.1)
v = 0 en 0f) .
Debido a que 02 no es suave y la funcién W no es acotada en €2, no es
1-|y|®) 2

posible aplicar directamente el resultado de existencia de soluciones para el problema
de Dirichlet asociado a la ecuaciéon de Monge-Ampere del capitulo anterior. Por tal
razon, se considera

O C Qy C - CQp C -+ C  una sucesién de dominios suaves estrictamente

convexos tal que

UQk:Q.
k
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Consideremos para k € N,
) 1
det(D 'U) = DN ES) en Qk
(1—1y[*) (4.2)
v = 0 en 0€,.

Desde que f(y) = es positiva y f € C®(€)), existen tnicas vy

(1= JyP) "
—_ y n
soluciones de (4.2) suaves y estrictamente convexas para todo k € N.

Para cada k € N,
vp =0 > vy en 0y, v det(D*vy) = det(D*vpyq) en S,
luego por el principio de comparacién (Apéndice B) se tiene que
Vg > Vg1 en (2.

Es bien conocido que u(z) = /1 + |z|? para z € R"™ es una solucién estrictamente

convexa de tipo espacio de la ecuaciéon de tipo Monge-Ampere
2 2\ 52
det(D*u) = (1 — |Dul?) 2

con Du(R™) = By(0), ya que la gréfica de u corresponde a la hoja del hiperboloide
con x,1 > 0, la cual tiene curvatura de Gauss-Kronecker igual a 1.

Entonces v = u* es tal que

) 1
det(D*v) = ————55 en B(0)
(1 —1yl?) 2
v =0 en 0B (0).
Nuevamente por principio de comparacion v < v Vk € N. De esta manera existe v,

en € tal que es el limite puntual de la sucesién (vy).

Como vy son convexos, se afirma que v, es también convexo y por lo tanto continua.
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Por teorema de Dini, v;, converge uniformemente a v, sobre cada compacto.
Teniendo en cuenta que todas las soluciones clésicas de la ecuacion (4.2) son también
de viscosidad y, ademas, por la propiedad de estabilidad de dichas soluciones, se
obtiene que v, es una solucién de viscosidad convexa de

1

det(D*) = ———
(1 —lyl?) =

en {2;

consultar apéndice A.

Veamos que v, = 0 en 00 : el hecho que
0>v.>v, VEeN

implica que

0>ve>v en Q.

Entonces, liminf, ., v > liminf, ,,yv =0 y limsup,_,, ve < 0 para zg € 0€2.
Asi lim, ., Vs existey vo o =0 en 0.
Por [1] se sabe que para f € C*(Q) las soluciones de viscosidad de det(D?*v) = f

son de clase C*°(£2). Por ende se concluye que vy es solucion suave de (4.1) &

La razén por la que decimos que se ha resuelto parcialmente el problema de Minkows-
ki se debe a que si v es solucién de (4.1) no se sabe si v* esta definida sobre todo
R": la grafica de v* en R™! es un hipersuperficie de curvatura de Gauss-Kronecker

constante 1, pero tal vez sélo sobre un dominio acotado de R".

Finalizamos observando que una hipersuperficie tipo espacio convexa que resuelve
el problema anterior no debe ser necesariamente geodésicamente completa.

Sea ) el interior de un tridngulo ideal en B;(0) C R? y wv solucién de (4.1) con

Q=0.



28

Consideremos Qf = Dv(Q) v M = {(x,v*(x)) / z € Qf} C R
Recordemos que la ecuacién de Gauss para M esta dada por:

Vpe M,V X,Y,Z,W € T,M,

donde R, es el tensor curvatura de M enp y II: T,M xT,M — N,M es la segunda
forma fundamental de M en p tal que I(-,-) = h(-,-)N(p) con N el vector normal
unitario dado por (1.1) y h la segunda forma fundamental escalar.
Luego,

R,( XY, Z, W) =—h(X,W)h(Y,Z) + h(X, Z)h(Y,W).

Observemos que el signo de la expresion anterior difiere de la formula de Gauss para
superficies del espacio euclidiano R3.
Si tomamos una base ortonormal { £y, Ex} en T,M entonces la curvatura intrinseca

de Gauss de M en p es

RP(E17 EQa E27 El) = _h(Ela El)h(E27 EQ) + h(Ela EQ)h(E27 El)
- - (h11h22 - h12h21)

Supongamos que M es geodésicamente completa.
Desde que M es simplemente conexa, con curvatura intrinseca de Gauss constante
-1 entonces M es isométrica a H?. Es decir, M debe tener area infinita.

Sin embargo, considerando G, la aplicacién de Gauss sobre M
Area(M) = / do = / Kdo = / |det(Gyr)|do = Area hiperbdlica(€2; ).
M M M

Esta tultima igualdad se debe al teorema de cambio de variable, tomando a G, como

la funcién cambio de variable M — €.
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Debido a que el area de un triangulo ideal es 7w, se concluye que M no puede ser

geodésicamente completa.



Apéndice A

Soluciones de viscosidad

Antes de dar la definiciéon de esta nocion de soluciones para ecuaciones diferen-
ciales parciales, iniciamos desarrollando una idea intuitiva en un ejemplo particular.
Sea u solucién cldsica de —Au = 0 y tomemos ¢ € C? tal que ¢ > u, con
o(xo) = u(xy) para algin z.

Entonces u — ¢ tiene un maximo local en zy, por lo tanto u — ¢ es concava en una

vecindad de xg, lo que implica que
02> A(u = ¢)(z0) = Au(zo) — Ap(zo) = —Ap().

Si se considera p € C? tal que u > ¢ vy u(zg) = p(xy) entonces —Ap(xg) > 0.
A continuacién damos el concepto de soluciéon de viscosidad para la ecuacion de
Monge-Ampere

det(D*u) = f en Q (A1)

para £ C R™ abierto convexo y u convexa en )
(1) w se llama subsolucién de viscosidad de la ecuacién (A.1) en el punto zg € 2

siy sélo si, Vo € C?(Q) tal que u — ¢ tiene un méximo local en zy entonces

det (D*p(x0)) > f(o).
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(2) wu se llama supersolucién de viscosidad de la ecuacién (A.1) en xy € €2 siy sélo

si, Vo € C?(Q) tal que u — ¢ tiene un minimo local en xy entonces

det (DQSO(%)) < f(xo).

(3) wu se llama solucién de viscosidad en €2 si u es subsolucién y supersolucién de

viscosidad para todo punto xg € €.

NOTA: es claro que una solucién de viscosidad u € C%(€2) es también solucién

clasica.

(Consistencia)
Sea u € C*(2) convexa solucién cldsica de la ecuacién (A.1), entonces u es solucién

de viscosidad en f).

Demostracidn. si p € C%() es tal que u — ¢ tiene un maximo local en zg € €2, se
tiene que Du(zo) = Dp(x) v 0 < D?u(xg) < D%p(z).

Por el teorema determinante de Minkowski ( el cual afirma que, para A, B matrices
simétricas, semi-definida positiva se cumple que det(A+B)w > det(A)w +det(B)x )
se concluye que

det(D*u(zg)) < det(D*p(xy)),

luego

f(@o) < det(D*p()).

Asi u es una subsolucién de viscosidad en zg € €.
De forma analoga se obtiene que u es una supersolucion.

Por lo tanto w es una solucién de viscosidad €. &
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(Estabilidad)
Sean wy, soluciones de viscosidad de la ecuacién (A.1) para k € N tal que up, — u

uniformemente en cada compacto de 2. Entonces u es solucién de viscosidad €.

Demostracién. ¢ € C*(Q) tal que u — ¢ tiene un maximo local estricto en zq se

tiene que existe » > 0 con
u(z) — p(x) < u(wo) — (o) Va € B, ().

Consideremos z), maximos de las funciones u, —¢ en Br(zy), VkeN
Luego existe (&) subsucesion de (zy) y 2o € Bz(wo) tales que lim Z), = 2.
Ademaés

A

up(7o) — (w0) < up(x) — ()
entonces haciendo k — oo

A

u(wo) — p(z0) < u(do) — ¢(o).

Como g es maximo estricto se debe tener que xy = .

Por ser wu;, soluciones de viscosidad y z; maximos locales de u, — ¢,
det(D*p(2r)) > f(&1);

ahora cuando k — oo,  det(D*p(z0)) > f(xo).
Asi u es subsolucién de viscosidad de (A.1) en . De manera andloga se concluye

que u es supersolucién, y por ende, de viscosidad en 2. [



— Apéndice B
Principio de comparacion y problema de

Dirichlet para operadores lineales

A continuacién precisamos los enunciados de un par de resultados utilizados a lo

largo del trabajo, cuyas demostraciones puede ser consultadas en [3].

Para f € C*(Q), f > 0 con § dominio estrictamente convexo, suave, acotado
en R" y u € C%%(Q) estrictamente convexa consideramos la ecuacién de Monge-

Ampere en ()

F[u] = det(D*u) — f(z) = 0.

F visto como operador F : C*%(Q) — C%(Q) tiene derivada de Fréchet F, continua

dada por

Fu(h)=L(h) = 0 F(z, D*u(z)) D;jh,

/r‘..
ij Y

para todo h € C%%(Q).
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Teorema B.0.3. Sean g € C%(Q) y ¢ € C**(Q). Entonces el problema de
Dirichlet

Lu=genQ), u=¢ en 0N
tiene una unica solucidn en C**(Q).
Por otro lado, se cuenta con una versién del principio de comparacion.

Teorema B.0.4. Sean u,v € C°(2) N C?() tales que

Flul > Fv] enQ, uw<wv en 002 y u convera en §.

Entonces uw<wv en f.
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