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Abstract

Given a spin manifold with riemannian metric g, the Dirac operator in the conformal metric
e2hg is computed in terms of the one in g using local coordinates. The relation between the Dirac
operators of the conformally related manifolds is used to obtain directly the Dirac operators for
the manifolds of constant curvature Sn and Hn by means of the already known operator in Rn.

Keywords: Dirac operator, spin connection, conformal metrics, manifolds of constant curva-
ture.

Resumen

Dada una variedad de espı́n con métrica de Riemann g, el operador de Dirac en la métrica
conforme e2hg es calculado en términos del que se tiene en la métrica inicial g en coordenadas
locales. La relación obtenida entre los operadores de Dirac de las variedades conformemente
relacionadas es utilizado para obtener de manera directa los operadores de Dirac en las variedades
de curvatura constante Sn y en Hn a partir del ya conocido para Rn.

Palabras clave: operador de Dirac, conexión de espı́n, métricas conformes, variedades de
curvatura constante.
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Introducción

Dada una variedad de Riemann (M, g), una métrica conforme o conformemente equivalente
a la métrica inicial g está definida por e2hg donde h : M → R es diferenciable. En el presente
trabajo de tesis, nos ocupamos de encontrar la manera en que el operador de Dirac definido para
una variedad de espı́n, cambia con respecto de una transformación conforme de la métrica con la
que se habı́a definido el operador de Dirac inicial. El conocer este resultado encuentra su principal
justificación en el hecho de que una vez establecido el operador de Dirac en Rn, podremos obtener
los operadores de Dirac en las variedades de espı́n Sn y Hn de manera directa. Esto debido a que
por definición, el espacio hiperbólico Hn está dotado de una métrica conformemente equivalente
a la métrica euclidiana del Rn. De manera análoga, la métrica inducida en Sn como subvariedad
del Rn+1 es una métrica conforme a la métrica euclidiana, para ésto, usaremos el atlas dado por
proyecciones estereográficas “norte” y “sur”, lo cual tiene la ventaja adicional de requerir sólo
dos cartas para cubrir a Sn.

En Rn el problema de encontrar un operador diferencial de primer orden, tal que su segunda
iteración sea el operador de Laplace ∆ = −

∑n
i=1

∂2

∂x2
i

nos lleva al planteamiento del ansatz1

D =

n∑
i=1

γi
∂

∂xi

donde γiγ j + γ jγi = −2δi j, lo cual define al álgebra de Clifford Cl(n), esto nos lleva a buscar
representaciones irreducibles no triviales de Cl(n). Ocurre que Cl(n) tiene una representación
irreducible de dimensión compleja 2[ n

2 ] y por lo tanto D no es un operador diferencial en el haz
tangente, sino en un haz vectorial complejo de dimensión 2[ n

2 ]. D es el llamado operador de Dirac.

Nuestro enfoque para generalizar la definición del operador de Dirac a una variedad de Rie-
mann, M, es proceder de manera local con las respectivas correcciones derivadas de la naturaleza
propia de la geometrı́a diferencial de dicha variedad. Es de esperarse que en lugar de que en este
caso aparezca ∂

∂xi
en la definición de D, ocurra que debamos considerar la derivada covariante en

un haz vectorial de fibra Cdim(M),

D =

n∑
i=1

γi∇ei ,

1Del alemán,
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además de que necesitamos definir los γi de manera compatible con el cambio de cartas, esto se
logra mediante la definición de un haz fibrado tal que sus secciones tienen la estructura de álgebra
de Clifford.

Una derivada covariante en el haz vectorial E

∇ : Γ(TM) × Γ(E)→ Γ(E)

está determinada por los sı́mbolos de Christoffel, los cuales deben satisfacer ciertas condiciones
de transformación entre cambio de cartas del haz E. La derivada de espı́n

∇spin : Γ(TM) × Γ(S )→ Γ(S )

se define a través de los sı́mbolos de Christoffel obtenidos mediante el isomorfismo que existe
entre spin(n) y so(n). Las cuales son las álgebras de Lie de los grupos de estructura de los haces de
espı́n S y tangente TM, respectivamente. Es de esta manera que la construcción de la derivada de
espı́n depende de la métrica de Riemann en M, ya que la derivada covariante que consideramos
en TM es precisamente la derivada de Levi-Civita, la cual queda completamente determinada por
la métrica de M, mediante la relación

Γk
i j =

1
2

∑
l

gkl

(
∂gil

∂x j
+
∂g jl

∂xi
−
∂gi j

∂xl

)
.

Procedemos a obtener una expresión que relaciona los sı́mbolos de Christoffel de la derivada
de Levi-Civita en la métrica g con aquellos correspondientes a la métrica e2hg. La relación que
encontramos de manera directa

Aζ
i = e−h

Aα
i +

n∑
k=1

(φαβ)k
iφαβ

(
Hk −

∂h
∂xi

id
)
φβα


no permite de manera inmediata proporcionar sı́mbolos de Christoffel para la definición de la
derivada de espı́n, ahora relativa a la métrica e2hg. Esta situación es resuelta en la sección 2.3,
donde nos ocupamos de reexpresar la relación obtenida mediante manipulaciones no triviales,
para lograr definir la deseada derivada de espı́n.
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CAPÍTULO 1

Fundamentos

Incluimos aquı́ resultados que se emplearán para el desarrollo de los capı́tulos siguientes,
sus demostraciones pueden encontrarse en la bibliografı́a [2–6] y [8], mientras que las pruebas
y construcciones que presentamos de manera explı́cita no se hayan presentadas de la manera en
que las requerimos o simplemente no aparecen en las referencias citadas.

1.1. Haces vectoriales

En lo subsecuente, K denotará indistintamente al campo de los números reales R o bien al de
los complejos C.

Definición 1.1.1. Un haz vectorial diferenciable de fibra Km sobre la variedad diferenciable
M es una trı́ada ordenada (E, π,M) donde

π : E → M

es una aplicación diferenciable suprayectiva tal que para cada x ∈ M, π−1(x) =: Ex está dotado
de la estructura de un espacio vectorial sobre K y además se cumple la siguiente condición de
trivialización local: para cada x ∈ M existe un difeomorfismo

φα : π−1(Uα)→ Uα × Km

donde Uα es vecindad abierta de x, tal que para cada y ∈ Uα

φα|Ey : Ey → {y} × Km

es un isomorfismo de espacios vectoriales. La pareja (Uα, φα) se llama carta del haz vectorial.

Definición 1.1.2. Dado haz vectorial (E, π,M) y {Uα}α∈I cubierta por abiertos para M tal que
cada (Uα, φα) es carta del haz E, para Uα ∩ Uβ , ∅ definimos las funciones de transición de haz
φαβ mediante

φα ◦ φ
−1
β (x, v) = (x, φαβ(x)v)

para x ∈ Uα ∩ Uβ y v ∈ Rn.

3



1.1. HACES VECTORIALES 4

Observación 1.1.3. Las funciones de transición de haz definidas previamente cumplen con

φαβ : Uα ∩ Uβ → Gl(K,m),

esto es claro del hecho de que φα es difeomorfismo para cada α ∈ I y dado que φα|π−1(y) es lineal.

En relación a la observación anterior, hacemos la siguiente

Definición 1.1.4. Si para toda pareja de ı́ndices α, β ocurre que φαβ ∈ G ⊂ Gl(K,m), decimos
que el haz vectorial en cuestión tiene grupo de estructura G.

Proposición 1.1.5. Si (Uα, φα), (Uβ, φβ), (Uγ, φγ) son cartas de haz tales que Uα∩Uβ∩Uγ , ∅,
entonces las funciones de transición de haz correspondientes cumplen con la llamada condición
de cociclo, esto es

φαα(x) = idKm ,

φαβ(x) ◦ φβα(x) = idKm ,

φαβ(x) ◦ φβγ(x) ◦ φγα(x) = idKm .

Proposición 1.1.6. Dadas M variedad diferenciable con atlas diferenciable {(Uα, φα)}α∈I y
funciones φαβ : Uα ∩ Uβ → Gl(K,m), cada vez que Uα ∩ Uβ , ∅, que satisfacen la condición de
cociclo, entonces

E :=
∐
α∈I

Uα × Km

/
∼

donde
Uα × Km 3 (p, v) ∼ (q,w) ∈ Uβ × Km

si y sólo si
p = q y v = φαβ(q)w,

define un haz vectorial diferenciable de fibra Km sobre M con proyección π : E → M dada por
π([(p, v)]) = p.

Demostración. Una demostración de este hecho puede encontrarse por ejemplo en [8].

Observación 1.1.7. Dada variedad diferenciable M con atlas {Uα}α∈I y (E, π,M) haz vectorial
que es localmente trivial sobre los abiertos de la cubierta {Vβ}β∈J, podemos conseguir un atlas
para M tal que (E, π,M) es trivial sobre los abiertos de dicho atlas. Debido a esto, en lo que
sigue, supondremos que se cumple esta propiedad para cuando fijemos un atlas para M y un haz
vectorial (E, π,M).
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Ejemplo 1.1.8. Dado {(Uα, φα)}α∈I atlas diferenciable para la variedad M de dimensión n,
definimos el haz tangente de M mediante

TM :=
∐
α∈I

Uα × Rn

/
∼

donde
Uα × Rn 3 (p, v) ∼ (q,w) ∈ Uβ × Rn

si y sólo si
p = q y v = φαβ(q)w

con funciones de transición de haz dadas por

φαβ(x) := D(φα ◦ φ−1
β )(x).(1.1)

Con esta definición de haz tangente, por ∂
∂xi

(p) entenderemos la clase de equivalencia [(p, ei)],
para (p, ei) ∈ Uα × Rn, donde {ei}

n
i=1 es la base canónica de Rn. Tenemos que { ∂

∂xi
(p)}ni=1 es consi-

derada como la base canónica de π−1(p) ⊂ TM, definida de manera local en la carta Uα. También
emplearemos la descripción del plano tangente TpM mediante clases de equivalencia de curvas
por p ∈ M que se puede encontrar en [4] o bien en [8].

Ejemplo 1.1.9. De manera análoga definimos el haz cotangente de M mediante

T∗M :=
∐
α∈I

Uα × (Rn)∗
/
∼

donde
Uα × (Rn)∗ 3 (p, v) ∼ (q,w) ∈ Uβ × (Rn)∗

si y sólo si
p = q y v = φ∗αβ(q)w

con funciones de transición de haz dadas por

φ∗αβ(x) := (D(φα ◦ φ−1
β )−1)T (x),

donde AT denota la matriz transpuesta de A.

Dada {ei}
n
i=1 base de π−1(p) ⊂ TM no necesariamente ortonormal, definimos su base dual

mediante

e∗i (e j) = δi j,(1.2)
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la cual es una base para π−1(p) ⊂ T∗M.

Observación 1.1.10. Dado (E, π,M) haz vectorial de fibra Rm con funciones de transición de
haz Φαβ, si Uα,Uβ son dos cartas de M sobre las cuales el haz E es trivial, usamos la siguiente
notación S α

i (p) := [(p, ei)] para cada p ∈ Uα, donde {ei}
m
i=1 es la base canónica del Rm. Tenemos

entonces que {S α
i (p)}mi=1 forma una base de π−1(p) ⊂ E, luego, para todo p ∈ Uβ de igual manera

definimos la base local {S β
i (p)}mi=1. Entonces, si p ∈ Uβ ∩ Uα, se cumple la siguiente relación

S α
i =

m∑
k=1

(Φβα)k
i S

β
k ,(1.3)

de aquı́ en adelante, omitiremos el punto p ∈ M en cuestión, cuando no haya riesgo de confusión.

Demostración. De la definición de S α
i

S α
i = [(p, ei)]

= [(p,ΦαβΦβαei)]

= [(p,Φαβ


(Φβα)1

i
...

(Φβα)m
i

)]

= [(p,


(Φβα)1

i
...

(Φβα)m
i

)] por definición de la relación de equivalencia en E

=

m∑
k=1

(Φβα)k
i [(p, ek)]

=

m∑
k=1

(Φβα)k
i S

β
k .

Nuestra definición de haz vectorial nos permite considerar nuevas funciones de transición de
haz que nos resultarán convenientes en el análisis de la conexión de Levi-Civita que realizamos en
la sección 2.4, dichas funciones de transición están determinadas por la identificación de distintas
bases de la misma fibra π−1(p) ⊂ E � {p} × Rm. Por ejemplo, si {σα

i }
n
i=1 es base de {p} × Rn

con p ∈ Uα y {σβ
i }

n
i=1 base de {p} × Rn con p ∈ Uβ, sabemos que existe transformación lineal
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φαβ : Rn → Rn tal que φαβ(σ
β
i ) = σα

i . Por un argumento similar al de la observación 1.1.10,
tenemos que

σα
i =

n∑
j=1

(φαβ)
j
iσ

β
j .(1.4)

En particular, si { ∂
∂xi
}ni=1 y { ∂

∂yi
}ni=1 donde ∂

∂xi
= [(p, ei)] y ∂

∂yi
= [(p, ei)] son las bases canóni-

cas para el haz tangente definido localmente en las cartas (Uα, φα) y (Uβ, φβ), respectivamente,
entonces podemos escribir:

∂

∂xi
=

n∑
k=1

(φβα)k
i
∂

∂yk
(1.5)

∂

∂y j
=

n∑
k=1

(φαβ)k
j
∂

∂xk
(1.6)

con φβα, φαβ funciones de transición en Uα ∩ Uβ , ∅.

Ahora, si {dxi}
n
i=1 y {dyi}

n
i=1 son las bases duales de las bases { ∂

∂xi
}ni=1 y { ∂

∂yi
}ni=1 respectivamente,

entonces podemos escribir:

dxi =

n∑
k=1

(φαβ)i
kdyk(1.7)

dy j =

n∑
k=1

(φβα) j
kdxk(1.8)

con φβα, φαβ funciones de transición en Uα ∩ Uβ , ∅.

1.2. Álgebra de Clifford Cl(TpM, g)

Definición 1.2.1. Dado el producto interno g en Rn, definimos el álgebra de Clifford de Rn

asociada a g, denotada mediante Cl(Rn, g), como el álgebra real generada por los elementos
v ∈ Rn con la regla de multiplicación

vw + wv = −2g(v,w).
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Dada {ei}
n
i=1 base ortonormal de Rn obtenemos una base para Cl(n, g) mediante

Cl(n, g) = gen{1; ei1 · · · · · eik : k = 1, . . . , n, 1 ≤ i j < i j+1 ≤ n, j = 1, . . . , k − 1}.

Debido a que TpM � Rn usaremos la identificación Cl(TpM, g) = Cl(Rn, g).

Definición 1.2.2. Definimos los grupos Spin(n),Pin(n) ⊂ Cl(n, g) como los grupos generados
multiplicativamente de la siguiente manera

Pin(n) := ġen{vi1 · · · · · vik : k ∈ N, vi ∈ Rn, ‖vi‖ = 1},

Spin(n) := ġen{vi1 · · · · · vi2k : k ∈ N, vi ∈ Rn, ‖vi‖ = 1},

donde ġen indica que consideraremos el grupo generado a diferencia de la notación de espacio
lineal generado, que se empleó anteriormente.

Spin(n) y Pin(n) resultan ser grupos de Lie con la topologı́a heredada de Cl(n, g) como espacio
vectorial real.

Definición 1.2.3. Definimos un antiautomorfismo en Cl(n, g) mediante

t : Cl(n, g)→ Cl(n, g)

(v1 . . . vk)t = vkvk−1 . . . v1.

Observación 1.2.4. Si w ∈ Spin(n) entonces w−1 = wt.

Proposición 1.2.5. Dado w ∈ Pin(n), la aplicación λ(w)(x) = wxw−1 es una reflexión ortogo-
nal y, además

λ : Pin(n)→ O(n),

λ
∣∣∣
Spin(n)

: Spin(n)→ SO(n)

son homomorfismos suprayectivos. Además, la aplicación λ(w)x : Spin(n)→ SO(n) es cubriente
2 : 1 y para n ≥ 3 dicha aplicación resulta ser el cubriente universal de SO(n).

Demostración. Una demostración de estos hechos puede encontrarse en [3] o bien en [5].
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De la proposición anterior tenemos que λ induce un isomorfismo de álgebras de Lie

dλe : TeSpin(n) = spin(n)→ TeSO(n) = so(n).

Buscaremos ahora una descripción del álgebra de Lie spin(n). Para esto, dados ei, e j ∈ {e1, . . . , en},
con i < j, elementos de la base canónica del Rn, consideramos la curva en Spin(n)

c(t) = ei(− cos(t)ei + sen(t)e j)

= cos(t) + sen(t)eie j.

Observamos que c(0) = 1, c′(0) = eie j, entonces eie j ∈ spin(n),

dim(gen{eie j : i < j}) =

(
n
2

)
=

n(n − 1)
2

,

y por otro lado, sabemos también que

dim(spin(n)) = dim(so(n))

= dim({A ∈ Mn×n(R) : A = −AT })

=
n(n − 1)

2
,

entonces dim(gen{eie j : i < j}) = dim(so(n)) = dim(spin(n)) por lo tanto

spin(n) = gen{eie j : i < j}.

Ahora para determinar de manera explı́cita el isomorfismo dλ, bastará conocer sus valores en la
base, para esto, si k < {i, j}

λ(c(t))ek = (cos(t) + sen(t)eie j)ek(cos(t) + sen(t)eie j)t

= (cos(t) + sen(t)eie j)ek(cos(t) + sen(t)e jei)

= (cos(t)ek + sen(t)eie jek)(cos(t) − sen(t)eie j)

= cos2(t)ek − sen(t) cos(t)ekeie j + sen(t) cos(t)eie jek − sen2(t)eie jekeie j

= (cos2(t) + sen2(t))ek

= ek.

Luego,

λ(c(t))ei = (cos(t) + sen(t)eie j)ei(cos(t) + sen(t)e jei)

= (cos(t)ei + sen(t)eie jei)(cos(t) + sen(t)e jei)
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= (cos(t)ei + sen(t)e j)(cos(t) + sen(t)e jei)

= cos2(t)ei + sen(t) cos(t)e j + sen(t) cos(t)e j − sen2(t)ei

= (cos2(t) − sen2(t))ei + 2 sen(t) cos(t)e j

= cos(2t)ei + sin(2t)e j.

Mediante un cálculo análogo obtenemos que

λ(c(t))e j = cos(2t)e j − sin(2t)ei.

Concluimos entonces que

λ(c(t)) =



1 0

0 . . .

1
cos 2t − sen 2t

0 1 0
...

...
. . .

...
...

0 1 0
sen 2t cos 2t

1
. . .

0 1



,

de donde

d
dt

∣∣∣∣
t=0
λ(c(t)) = dλe(eie j) = 2



0 0
. . .

0 −1
...

...
. . .

...
...

1 0
. . .

0 0


.
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Definición 1.2.6. Para i < j definimos

Ei j :=



i j

0 0
. . .

i 0 −1
...

...
. . .

...
...

j 1 0
. . .

0 0



,

para j < i Ei j := −E ji y para i = j Ei j := 0.

Observamos que ET
i j = −Ei j ∈ so(n) y obtenemos de esto que so(n) = gen{Ei j : i < j}, por lo

tanto (dλe)−1 está dado por

(dλe)−1(Ei j) =
1
2

eie j.(1.9)

Definición 1.2.7. La complejificación del álgebra de Clifford Cl(Rn, g) se define por

Cl(Rn, g) := C ⊗R Cl(Rn, g)

con multiplicación dada por

α(β ⊗R x) := αβ ⊗R x.

Usualmente escribiremos αx en lugar de α ⊗R x.

Considerando la definición anterior, tenemos la siguiente inclusión

Cl(Rn, g) ↪→ Cl(Rn, g)

x 7→ 1 ⊗R x.

1.3. Representación de Cl(n, g)

En esta sección enunciamos los resultados relativos a representaciones del álgebra de Clifford
que se utilizarán en lo subsecuente. La demostración de los mismos se puede encontrar en [3].
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Proposición 1.3.1. Para cada n ∈ N existen isomorfismos de álgebras

Cl(n, g) � End(C2k
) si n = 2k,

Cl(n, g) � End(C2k
) ⊕ End(C2k

) si n = 2k + 1.

Definición 1.3.2. Obtenemos una representación de Cl(n) como matrices complejas mediante
el isomorfismo anterior para el caso n = 2k

γ : Cl(n, g)→ End(C2k
),

y para n = 2k + 1, consideraremos la proyección en el primer componente, esto es

γ : Cl(n, g)→ End(C2k
).

Considerando la representación anterior γ, obtenemos una representación del grupo Spin(n)
mediante la restricción

γ|Spin(n) : Spin(n)→ Aut(C2k
).

Proposición 1.3.3. La representación del grupo Spin(n) es una representación fiel, esto es,
γ : Spin(n)→ Aut(C2k

) = Gl(C2k
) es inyectiva.

1.4. Haz de Espı́n

En lo que sigue, emplearemos la propiedad de que para una variedad de Riemann orientable
M, el grupo de estructura de TM es SO(n). Una demostración de este hecho se puede encontrar
por ejemplo en [5].

Definición 1.4.1. Dada (M, g) variedad de Riemann orientable con funciones de transición
del haz tangente

φαβ : Uα ∩ Uβ → SO(n),

decimos que M es variedad de espı́n real si existen

φ̂αβ : Uα ∩ Uβ → Spin(n) ⊂ Cl(n, g)

funciones diferenciables tales que

φαβ = λ(φ̂αβ)

donde

λ : Spin(n)
2:1
−−→ SO(n)
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es la aplicación cubriente dada en proposición 1.2.5 y las funciones φ̂i j son tales que satisfacen
la condición de cociclo, que se menciona en la proposición 1.1.5.

Ejemplo 1.4.2. Algunos ejemplos de variedades de espı́n.

Toda variedad con una sola carta es variedad de espı́n.
Para n ≥ 2, Sn con atlas dado por proyección estereográfica es variedad de espı́n.

Demostración. Para el primer ejemplo, dado que las funciones de transición del haz tangente
φ11 son siempre id ∈ SO(n) para cada p ∈ M, la condición de variedad de espı́n se satisface
tomando φ̂11 = id ∈ Spin(n).

Para el segundo ejemplo, si n ≥ 3, la intersección de los dominios de las cartas norte y sur
UN ∩ US es simplemente conexo, además, dado que Spin(n) es simplemente conexo, el teorema
5.1 de [7] garantiza que existe φ̂αβ tal que el diagrama siguiente es conmutativo

Spin(n)

λ
��

UN ∩ US

φ̂αβ
66

φαβ

// SO(n),

ahora, suponiendo que ya se ha elegido φ̂i j ∈ Spin(n) que corresponde a φi j ∈ SO(n), definimos
φ̂ ji := (φ̂i j)−1 con lo cual la condición de cociclo se satisface ya que no existe composición de
tres funciones de transición en Spin(n) todas ellas distintas que pudiese mostrar que M no fuera
variedad de espı́n. El caso n = 2 difiere del anteriormente presentado ya que UN ∩ US no es
simplemente conexo. Éste puede consultarse en [8].

Ejemplo 1.4.3. Variedades orientables que no son variedades de espı́n:

CP2n para todo n ∈ N.

Para una demostración de este hecho, véase la sección 2.1 de [3].

Las funciones de transición φ̂αβ ∈ Spin(n) definidas en 1.4.1 son elementos en un grupo de
Lie, entonces, mediante la representación que aparece en la proposición 1.3.3

γ : Spin(n)→ Aut(C2k
)

definimos
φ̃αβ := γ(φ̂αβ).
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Definición 1.4.4. Dada M variedad de espı́n real y funciones φ̂αβ ∈ Spin(n) que satisfacen
las condiciones de la definición 1.4.1, definimos

φ̃αβ := γ(φ̂αβ) ∈ Aut(C2k
)

y

S :=
∐
α∈I

Uα × C2k

/
∼

donde

Uα × C2k
3 (xα, sα) ∼ (xβ, sβ) ∈ Uβ × C2k

si y sólo si

xα = xβ y sα = φ̃αβsβ.

El haz vectorial de fibra C2k

(S , π,M)

se llama haz de espı́n de M.

1.5. El haz de endomorfismos del haz de Espı́n

Definición 1.5.1. Un haz fibrado de fibra un álgebra, o haz fibrado de álgebra, denotado
(E, π, B, A) está definido por un espacio total E, una aplicación continua suprayectiva π : E → B,
tal que para cada p ∈ B, π−1(p) =: Ep ⊂ E tiene la estructura de un álgebra compleja, y se
satisface la siguiente condición de trivialización local, para cada p ∈ B existe U vecindad de p
y un difeomorfismo φ : π−1(U) = U × A, tal que para cada y ∈ U, φy := φ|Ey : Ey → {y} × A es
isomorfismo de álgebras.

Dado (S , π,M) el haz de espı́n de M, podemos construir un haz fibrado de álgebra

(End(S ), π,M,End(C2k
)) , con n = 2k o n = 2k + 1, n=dim(M),

donde la fibra está dada por el conjunto de endomorfismos de C2k
que identificaremos con el

álgebra de las matrices M2k×2k(C), éste haz lo llamaremos el haz de endomorfismos del haz espı́n.

Definición 1.5.2. Considerando las funciones de transición de haz de la definición del haz de
espı́n φ̃αβ (véase definición 1.4.4), definimos el haz de endomorfismos del haz de espı́n mediante

End(S ) :=
∐
a∈I

Uα ×M2k×2k(C)
/
∼
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donde

Uα ×M2k×2k(C) 3 (p, Aα) ∼ (q, Aβ) ∈ Uβ ×M2k×2k(C)

si y sólo si

p = q y Aα = φ̃αβAβφ̃βα.

Es claro que se satisfacen los requerimientos de la definición de haz de álgebra para este haz.
Más aún, la estructura de álgebra se preserva entre cartas, definiendo localmente la multiplicación
punto a punto, esto es

Observación 1.5.3. Dados (p, A1), (p, A2) ∈ Uα ×M2k×2k(C), a, b ∈ C, ocurre que

φ̃βα(aA1 + bA2)φ̃αβ = aφ̃βαA1φ̃αβ + bφ̃βαA2φ̃αβ

y también

φ̃βα(A1A2)φ̃αβ = φ̃βαA1φ̃αβφ̃βαA2φ̃αβ,

entonces

a[(p, A1)] + b[(p, A2)] := [(p, aA1 + bA2)] y

[(p, A1)][(p, A2)] := [(p, A1A2)]

están bien definidas.

Una vez que contamos con el haz fibrado que nos permite modelar la multiplicación requerida
para definir el operador de Dirac, el siguiente paso es mostrar que en efecto podemos definir
matrices que nos sirvan para poder escribir el operador de Dirac.

Si (xα, γαi ) ∈ Uα ×M2k×2k(C) ocurre que

(xα, γαi ) ∼ (xβ, γ(φ̂βα)γαi γ(φ̂αβ)) ∈ Uβ ×M2k×2k(C)(1.10)

donde γ(φ̂αβ) son las funciones de transición del haz S . Dada {eαi }
n
i=1 bases ortonormal de TpUα,

dado que TM tiene grupo de estructura SO(n), por la observación 1.1.10, la correspondencia de
bases en los espacios tangentes está dada por eαi =

∑n
k=1(φβα)k

i e
β
k , con φαβ ∈ SO(n). Luego, como

el cubriente

λ : Spin(n)→ SO(n)

está dado por

λ(φ̂)(v) = φ̂vφ̂−1 = φ(v)
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donde φ̂vφ̂−1 es el producto en Cl(n, g) que corresponde a la transformación ortogonal φ(v), te-
nemos entonces que la aplicación φβα(v) corresponde a la multiplicación en el álgebra Clifford,
φ̂βαvφ̂αβ. Queremos definir una aplicación

γ : TpM → π−1(p) ⊂ End(S )

lineal tal que γ(ei)γ(e j) + γ(e j)γ(ei) = −2δi jid, con la cual definiremos una representación del
álgebra de Clifford

γ : Cl(TpM, g)→ π−1(p) ⊂ End(S ).

Definimos

γα(eαi ) = γαi := γi,(1.11)

donde γi ∈ M2k×2k(C) son matrices tales que γiγ j + γ jγi = −2δikid. Luego, la equivalencia expre-
sada en (1.10) implica que

γαi = φ̃αβγ(
n∑

k=1

(φβα)k
i e
β
k)φ̃βα

= φ̃αβγ((φβα)(eβi ))φ̃βα

= φ̃αβγ(φ̂βαeβi φ̂αβ)φ̃βα

= φ̃αβγ(φ̂βα)γ(eβi )γ(φ̂αβ)φ̃βα

= φ̃αβφ̃βαγ
β
i φ̃αβφ̃βα

= γ
β
i ,

lo cual muestra que (1.11) define una representación del álgebra de Clifford de manera global.



CAPÍTULO 2

Derivada covariante en el haz de espı́n

2.1. Derivada covariante en haces vectoriales

Definición 2.1.1. Una derivada covariante o conexión en el haz vectorial (E,π,M) de fibra Km,
es una aplicación R-bilineal de Γ(TM) × Γ(E) en Γ(E), que cumple las siguientes condiciones
para X, X1, X2 ∈ Γ(TM),Y,Z ∈ Γ(E) y f ∈ C∞(M)

1. ∇X1+X2Y = ∇X1Y + ∇X2Y, ∇ f XY = f∇XY.
2. ∇X(Y + Z) = ∇XY + ∇XZ, ∇X( f Y) = (X. f )Y + f∇XY.

Dados X ∈ Γ(TM) y Y ∈ Γ(E) y una carta (Uα, φα) sobre la cual tanto TM como E son
triviales, podemos escribir

X =

n∑
i=1

Xi ∂

∂xi
, Y =

m∑
j=1

Y jS j,

donde las secciones locales {S 1, ..., S m} y { ∂
∂x1
, ..., ∂

∂xn
} forman una base de π−1(p) ⊂ E, y de

π−1(p) ⊂ TM respectivamente, para todo p ∈ Uα. Si

∇ : Γ(TM) × Γ(E)→ Γ(E)

es una derivada covariante, tenemos:

∇XY = ∇∑n
i=1 Xi ∂

∂xi

m∑
j=1

Y jS j

=

n∑
i=1

m∑
j=1

Xi∇ ∂
∂xi

(
Y jS j

)
=

n∑
i=1

m∑
j=1

Xi(
∂Y j

∂xi
S j + Y j∇ ∂

∂xi
S j).(2.1)

17
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Definición 2.1.2. Definimos los sı́mbolos de Christoffel Γk
i j asociados a la conexión ∇, relati-

vos a la carta (Uα, φα), por la expresión

∇ ∂
∂xi

S j =

m∑
k=1

Γk
i jS k.

Observamos que según (2.1), basta conocer los sı́mbolos de Christoffel Γk
i j para determinar

completamente a la derivada covariante en cuestión. Relacionada con la anterior definición, ha-
cemos la siguiente

Definición 2.1.3. La i-ésima matriz de sı́mbolos de Christoffel Aα
i ∈ Mm×m(R) en la carta

(Uα, φα), relativa a las bases {S i}
m
i=1, { ∂

∂xi
}ni=1 , la definimos por(

Aα
i
)m

j,k=1 :=
(
Γk

i j

)m

j,k=1
.

Definición 2.1.4. Dada (M, g) una variedad de Riemann, diremos que ∇, una derivada cova-
riante en el haz tangente (TM, π,M), es de Riemann o compatible con la métrica, si para X, Y,
Z ∈ Γ(TM) se cumple que:

X.g(Y,Z) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ).

Definición 2.1.5. Decimos que la derivada covariante en (TM, π,M) es libre de torsión si
dados X,Y ∈ Γ(TM), se cumple

∇XY − ∇Y X = [X,Y],

donde [X,Y] denota el corchete de Lie de X y Y.

Sabemos que existe una única derivada covariante en (TM, π,M) que es de Riemann y libre
de torsión, a ésta se le denota también como la derivada de Levi-Civita.

Proposición 2.1.6. Los sı́mbolos de Christoffel asociados a la derivada de Levi-Civita se
pueden calcular mediante

Γk
i j =

1
2

n∑
l=1

gkl(
∂gil

∂x j
+
∂gl j

∂xi
−
∂g ji

∂xl
),(2.2)

donde gi j denota a g( ∂
∂xi
, ∂
∂x j

) y gi j es la entrada i, j de la inversa de la matriz (gi j)n
i, j=1.

Demostración. Una demostración de este hecho puede encontrarse por ejemplo en [2] o en
[5].
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2.2. Transformación de sı́mbolos de Christoffel respecto a cartas de haces

Si ∇ es una derivada covariante en el haz (E, π,M) ,
∑m

k=1 Yk
αS α

k ,
∑m

k=1 Yk
βS β

k son secciones
sobre trivializaciones locales Uα y Uβ respectivamente, y denotando mediante {eαi }

n
i=1 , {eβi }

n
i=1 a

bases del haz tangente, no necesariamente ortonormales, en las trivializaciones locales Uα y Uβ

respectivamente, tenemos lo siguiente

∇eαj (
m∑

k=1

Yk
αS α

k ) =

m∑
k=1

(eαj .Y
k
α)S α

k +

m∑
k=1

m∑
l=1

Yk
α(Aα

j )
l
kS

α
l .(2.3)

Ahora determinaremos la manera en que se transforman los sı́mbolos de Christoffel con res-
pecto a las funciones de transición en los haces TM y (E, π,M), φαβ y Φαβ respectivamente, las
cuales son las funciones de transición que relacionan a la base {S α

i } con {S β
i } y {eαi } con {eβi } de

manera respectiva. Para esto reescribimos (2.3) considerando (1.4):

∇eαj (
m∑

k=1

Yk
αS α

k ) = ∇∑n
i=1((φβα)i

je
β
i
(

m∑
l=1

m∑
k=1

Yk
α(Φβα)l

kS
β
l )

=

n∑
i=1

m∑
l=1

m∑
k=1

(φβα)i
j∇eβi

(Yk
α(Φβα)l

kS
β
l )

=

n∑
i=1

m∑
l=1

m∑
k=1

((
(φβα)i

j(e
β
i .Y

k
α)(Φβα)l

k + (φβα)i
jY

k
α(eβi .Φβα)l

k

)
S β

l

)
+

n∑
i=1

m∑
l=1

m∑
k=1

(φαβ)i
jY

k
α(Φβα)l

k(∇eβi
S β

l )

=

m∑
l=1

m∑
k=1

 n∑
i=1

(φβα)i
j(e

β
i .Y

k
α)

 (Φβα)l
kS

β
l +

m∑
l=1

m∑
k=1

Yk
α

 n∑
i=1

(φβα)i
j

(
eβi .Φβα

)l

k
S β

l


+

n∑
i=1

m∑
h=1

m∑
l=1

m∑
k=1

(φβα)i
jY

k
α(Φβα)l

k(A
β
i )h

l S β
h

=

m∑
k=1

(eαj .Y
k
α)S α

k +

m∑
l=1

m∑
k=1

m∑
h=1

Yk
α

(
eαj .(Φβα)l

k

)
(Φαβ)h

l S α
h

+

m∑
r=1

m∑
h=1

m∑
l=1

m∑
k=1

n∑
i=1

(φβα)i
jY

k
α(Φβα)l

k(A
β
i )h

l (Φαβ)r
hS α

r .
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Ahora, dado que la última expresión obtenida y la ecuación (2.3) son iguales
m∑

k=1

(
∂Yk

α

∂x j
)S α

k +

m∑
k=1

m∑
r=1

Yk
α(Aα

j )
r
kS

α
r =

m∑
k=1

(eαj .Y
k
α)S α

k +

m∑
l=1

m∑
k=1

m∑
h=1

Yk
α

(
eαj .(Φβα)l

k

)
(Φαβ)h

l S α
h

+

m∑
r=1

m∑
h=1

m∑
l=1

m∑
k=1

n∑
i=1

(φβα)i
jY

k
α(Φβα)l

k(A
β
i )h

l (Φαβ)r
hS α

r ,

de donde:

(Aα
j )

r
k =

m∑
l=1

(
eαj .(Φβα)l

k

)
(Φαβ)r

l +

m∑
h=1

m∑
l=1

n∑
i=1

(φβα)i
j(Φβα)l

k(A
β
i )h

l (Φαβ)r
h.(2.4)

De lo anterior obtenemos la siguiente proposición

Proposición 2.2.1. Suponiendo que M es una variedad con atlas diferenciable {(Uα, φα)}α∈I

sobre los abiertos del cual el haz vectorial (E, π,M) de fibra Rm es trivial; dada ∇ una derivada
covariante en (E, π,M), los sı́mbolos de Christoffel se transforman de Uα a Uβ según (2.4) y
viceversa, si las matrices (Aα

l )m
l=1, (Aβ

l )m
l=1 se transforman según (2.4) entonces la ecuación (2.1)

no depende de la carta y define una derivada covariante para (E, π,M).

Observación 2.2.2. La expresión (2.4) se puede interpretar como la siguiente multiplicación
de matrices

Aα
j = Φαβ(eαj .Φβα) +

n∑
i=1

(φβα)i
jΦαβA

β
i Φβα.

Esta será la notación que emplearemos de aquı́ en adelante.

2.3. Derivación de la conexión de espı́n a través de la conexión de Levi-Civita

Proposición 2.3.1. Dada {ei}
n
i=1 base ortonormal de TpM, la i-ésima matriz de sı́mbolos de

Christoffel asociada a la derivada de Levi-Civita en la base {ei}
n
i=1, denotada Ai, cumple con

Ai ∈ so(n).

Demostración. Por la compatibilidad con la métrica de la conexión de Levi-Civita y debido
a que en una vecindad de p podemos garantizar que δi j = g(ei, e j) tenemos

0 = ek.g(ei, e j)

= g(∇ekei, e j) + g(ei,∇eke j)
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= g(
n∑

j=1

(Ak)
j
i e j, e j) + g(ei,

n∑
i=1

(Ak)i
jei)

= (Ak)
j
i + (Ak)i

j,

de donde AT
k = −Ak.

Tenemos entonces que dados Y ∈ Γ(TM) y {ei}
n
i=1 base ortonormal de TpM, la derivada de

Levi-Civita en coordenadas locales se escribe como

∇eiY =
∑
j=1

(ei.Y j)e j + Y j
m∑

k=1

(Ai)k
je

k


con Ai ∈ so(n). Debido a esto, intuimos la posibilidad de usar el isomorfismo

dλ−1 : so(n)→ spin(n)

que aparece en (1.9) para conseguir sı́mbolos de Christoffel que nos permitan definir una derivada
covariante en el haz de espı́n. A continuación, mostramos por qué los sı́mbolos de Christoffel
obtenidos de esta manera efectivamente definen una derivada covariante en el haz de espı́n.

Proposición 2.3.2. Denotando la matriz de sı́mbolos de Christoffel, en una base ortonormal,
que definen la conexión de Levi-Civita en el haz tangente en la carta de haz Uα por Aα

i , si
definimos

Ãα
i := γ(dλ−1(Aα

i )),(2.5)

entonces las matrices Ãα
i definen una derivada covariante en el haz de espı́n.

Demostración. Valiéndonos de la representación fiel que la proposición 1.3.3 nos provee y
por la condición de ser variedad de espı́n real, definición 1.4.1, las funciones de transición del
haz de espı́n están dadas por

Φαβ := γ(φ̂αβ) : Uα ∩ Uβ → Aut(C2k
).(2.6)

Dado que la representación del álgebra de Clifford γ de spin(n) en Gl(C2k
) es inyectiva, tenemos

que ker(γ) = {e}. Entonces la aplicación lineal

λ̃ := γ ◦ (dλ)−1 : so(n)→ γ(spin(n)) ⊂ M2k×2k(C)
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es inyectiva, por lo tanto un isomorfismo entre so(n) y su imagen γ(spin(n)) � spin(n) en
M2k×2k(C). Entonces

Ãβ
i = Φβα(eβi .Φαβ) +

m∑
j=1

(φαβ)
j
i ΦβαÃα

j Φαβ

si y sólo si

λ̃−1(Ãβ
i − Φβα(eβi .Φαβ) −

m∑
j=1

(φαβ)
j
i ΦβαÃα

j Φαβ) = 0.

Dado que λ̃ y dλ son isomorfismos, podemos considerar

λ̃−1 := dλ ◦ γ−1 : γ(spin(n))→ so(n).(2.7)

Para p ∈ M, consideremos el vector eβi = [ci] ∈ Tci(0)M = TpM, con ci : (−ε, ε) → M curva dife-
renciable, según la descripción del plano tangente que se mencionó en el ejemplo 1.1.8, entonces
por (2.6), la diferenciabilidad y linealidad de γ,

Φβα(eβi .Φαβ) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

Φβα(ci(0))Φαβ(ci(t))

= γ

(
d
dt

∣∣∣∣
=0
φ̂βα(ci(0))φ̂αβ(ci(t))

)
.

Luego,

λ̃−1(Φβα(eβi .Φαβ)) = dλ ◦ γ−1 ◦ γ(
d
dt

∣∣∣∣
t=0
φ̂βα(ci(0))φ̂αβ(ci(t))

= dλ(
d
dt

∣∣∣∣
t=0
φ̂βα(ci(0))φ̂αβ(ci(t))

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0
λ(φ̂βα(ci(0))φ̂αβ(ci(t))

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(φβα(ci(0))φαβ(ci(t))

= φβα(eβi .φαβ).

Consideremos gαi : (−ε, ε)→ SO(n) curva diferenciable tal que gαi (0) = id y

(gαi )′(0) = Aα
i ∈ so(n) = TeSO(n), para i = 1, . . . , n.

Observemos que existe un único levantamiento continuo g̃αi (t) ∈ Spin(n) tal que

g̃αi (0) = id ∈ Spin(n).
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Luego, tenemos que

dλ((g̃αi )′(0)) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0
λ(g̃αi (t))

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

gαi (t)

= (gαi )′(0)

= Aα
i ,

donde hemos usado que λ(g̃αi (t)) = gαi (t). Por lo tanto

Ãα
i : = γ ◦ dλ−1(Aα

i )

= γ ◦ dλ−1 ◦ dλ((g̃αi )′(0))

= γ(
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

g̃αi (t)).(2.8)

Luego entonces, por (2.7) y (2.8)

λ̃−1(ΦβαÃα
j Φαβ) = dλ ◦ γ−1

(
γ(φ̂βα)γ

(
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

g̃αi (t)
)
γ(φ̂αβ)

)
= dλ(φ̂βα(

d
dt

∣∣∣∣
t=0

g̃αj (t))φ̂αβ)

= dλ(
d
dt

∣∣∣∣
t=0
φ̂βα(g̃αj (t))φ̂αβ)

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(
λ
(
φ̂βα(g̃αj (t))φ̂αβ

))
=

d
dt

∣∣∣∣
t=0

(φβα(gαj (t))φαβ)

= φβα (gαj )
′(0) φαβ

= φβαAα
jφαβ.

Usando además la linealidad de λ̃−1 obtenemos

λ̃−1

Ãβ
i − Φβα(eβi Φαβ) −

n∑
j=1

(φαβ)
j
i ΦβαÃα

j Φαβ

= λ̃−1(Ãβ
i ) − λ̃−1(Φβα(eβi Φαβ)) −

n∑
j=1

(φαβ)
j
i λ̃
−1(ΦβαÃα

j Φαβ)

= Aβ
i − φβα(eβi .φαβ) −

n∑
j=1

(φαβ)
j
iφβαAα

jφαβ

= 0,
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por la observación 2.2.2 aplicada a la derivada de Levi-Civita en las bases ortonormales {eαi }
n
i=1 y

{eβj}
n
j=1. Entonces, dado que λ̃−1 es inyectiva, concluimos que

Ãβ
i − Φβα(eβi .Φαβ) −

n∑
j=1

(φαβ)
j
i ΦβαÃα

j Φαβ = 0,

es decir, Ãβ
i satisface las fórmulas de transformación necesarias para que estos sı́mbolos de Chris-

toffel definan una derivada covariante en el haz de espı́n.

2.4. Transformación de la conexión de Levi-Civita bajo cambios conformes de métrica

Proposición 2.4.1. Dada h ∈ C∞(M), si denotamos por Γ̂k
i j los sı́mbolos de Christoffel aso-

ciados a la derivada de Levi-Civita compatible con la métrica e2hg, que es conformemente equi-
valente a g, la relación entre éstos y los sı́mbolos de Christoffel Γk

i j es

Γ̂k
i j = Γk

i j + δk j
∂h
∂xi

+ δki
∂h
∂x j
−

n∑
l=1

gklg ji
∂h
∂xl

.

Demostración. Usando (2.2) para calcular Γ̂k
i j tenemos

Γ̂k
i j =

1
2

n∑
l=1

e−2hgkl(
∂(e2hgl j)
∂xi

+
∂(e2hgil)
∂x j

−
∂(e2hgi j)
∂xl

)

=
1
2

n∑
l=1

e−2hgkl

(
2e2h ∂h

∂xi
gl j + e2h∂gl j

∂xi
+ 2e2h ∂h

∂x j
gil + e2h∂gil

∂x j
− 2e2h ∂h

∂xl
gi j − e2h∂gi j

∂xl

)

=
1
2

n∑
l=1

gkl

(
∂gil

∂x j
+
∂gl j

∂xi
−
∂gi j

∂xl

)
+

n∑
l=1

gkl

(
gl j
∂h
∂xi

+ gli
∂h
∂x j
− gi j

∂h
∂xl

)

= Γk
i j + δk j

∂h
∂xi

+ δki
∂h
∂x j
−

n∑
l=1

gklgi j
∂h
∂xl

.

Entonces, según la proposición anterior, cuando cambiamos conformemente de métrica obte-
nemos las siguientes matricesAα

i + δk j
∂h
∂xi

+ δki
∂h
∂x j
−

n∑
l=1

gklg ji
∂h
∂xl

n

j,k=1

,
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y usaremos la siguiente notación para abreviar

Hi :=

δk j
∂h
∂xi

+ δki
∂h
∂x j
−

n∑
l=1

gklg ji
∂h
∂xl

n

j,k=1

.(2.9)

Dada la variedad de Riemann (M, g) y (Uα, φα), carta para M sobre la cual TM es trivial,
podemos considerar nuevas cartas (Uβ, φβ) y (Uζ , φζ) donde Uβ = Uζ = Uα, tales que eαi :=∑n

k=1(φβα)k
i
∂
∂xk

con i ∈ {1, . . . , n} forman una base ortonormal en la métrica g y que eζi :=
∑n

k=1(φβζ)k
i
∂
∂xk

es base ortonormal en la métrica e2hg que es conformemente equivalente a g.

Ocurre entonces que

φζβ = ehφαβ, φβζ = e−hφβα.

Denotaremos por Aι
j a la j-ésima matriz de sı́mbolos de Christoffel en la base de la ι-ésima

carta para ι ∈ {α, β, ζ}. Por la observación 2.2.2

Aα
i = φαβ(eαi .φβα) +

n∑
k

(φβα)k
iφαβ(A

β
k)φβα

donde Aα
i es la i-ésima matriz de sı́mbolos de Christoffel en la base ortonormal {eαi }

n
i=1 y Aβ

k es la
respectiva matriz de sı́mbolos de Christoffel en la base { ∂

∂xk
}ni=1.

Luego, denotando por Γ̂k la k-ésima matriz de sı́mbolos de Christoffel en la métrica e2hg y en
la base { ∂

∂xk
}ni=1, la i-ésima matriz de sı́mbolos de Christoffel Aζ

i en la base ortonormal {eζi }
n
i=1, se

relacionan con la k-ésima matriz de sı́mbolos de Christoffel Γ̂k mediante

Aζ
i = φζβ(e

ζ
i .φβζ) +

n∑
k

(φβζ)k
iφζβ(Γ̂k)φβζ

= e−hehφαβ(eαi .(e
−hφβα)) + e−h

n∑
k=1

(φβα)k
iφαβ(Γ̂kx)φβα

= e−h

−(eαi .h)id + φαβ(eαi .φβα) +

n∑
k=1

(φβα)k
iφαβ(A

β
k + Hk)φβα

 por proposición 2.4.1

= e−h

Aα
i +

n∑
k=1

(φβα)k
iφαβHkφβα − (eαi .h)id


= e−h

Aα
i +

n∑
k=1

(φβα)k
i

(
φαβHkφβα −

∂h
∂xk

id
)
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= e−h

Aα
i +

n∑
k=1

(φβα)k
iφαβ

(
Hk −

∂h
∂xk

id
)
φβα

 .(2.10)

En lo que sigue, nos ocuparemos de reformular la expresión
∑n

k=1(φβα)k
iφαβ

(
Hk −

∂h
∂xi

id
)
φβα de

tal manera que conociendo la preimagen de Aα
i en spin(n) bajo (1.9), nos sea fácil determinar la

respectiva preimagen de Aζ
i .

Lema 2.4.2. Podemos reescribir Hi −
∂h
∂xi

id de la siguiente manera

Hi −
∂h
∂xi

id =

 n∑
l=1

gml(
∂h
∂x j

g(
∂

∂xl
,
∂

∂xi
) −

∂h
∂xl

g(
∂

∂x j
,
∂

∂xi
))

n

j,m=1

.

Demostración. Usando la expresión (2.9), tenemos

Hi =

 ∂h
∂xi

δk j +
∂h
∂x j

δik −

n∑
l=1

gkl ∂h
∂xl

gi j

n

j,m=1

=
∂h
∂xi

id +

 ∂h
∂x j

δim −

n∑
l=1

gml ∂h
∂xl

gi j

n

j,m=1

,

entonces tenemos

Hi −
∂h
∂xi

id =

 ∂h
∂x j

δim −

n∑
l=1

gml ∂h
∂xl

gi j

n

j,m=1

.

Ahora, observando que δim =
∑n

l=1 gmlgli, podemos concluir

Hi −
∂h
∂xi

id =

 n∑
l=1

gml

(
∂h
∂x j

gli −
∂h
∂xl

g ji

)n

j,m=1

=

 n∑
l=1

gml(
∂h
∂x j

g(
∂

∂xl
,
∂

∂xi
) −

∂h
∂xl

g(
∂

∂x j
,
∂

∂xi
))

n

j,m=1

.

Continuando en este sentido, tenemos el siguiente

Lema 2.4.3.
n∑

k=1

(φβα)k
i

(
Hk −

∂h
∂xk

id
)

=

 n∑
l=1

gml(
∂h
∂x j

g(
∂

∂xl
, eαi ) −

∂h
∂xl

g(
∂

∂x j
, eαi ))

n

j,m=1

.
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Demostración. Usando el lema anterior podemos escribir

n∑
k=1

(φβα)k
i

(
Hk −

∂h
∂xk

id
)

=

 n∑
k=1

(φβα)k
i

 n∑
l=1

gml

(
∂h
∂x j

g(
∂

∂xl
,
∂

∂xk
) −

∂h
∂xl

g(
∂

∂x j
,
∂

∂xk
)
)n

j,m=1

=

 n∑
l=1

gml

 ∂h
∂x j

g(
∂

∂xl
,

n∑
k=1

(φβα)k
i
∂

∂xk
) −

∂h
∂xl

g(
∂

∂x j
,

n∑
k=1

(φβα)k
i
∂

∂xk
)

n

j,m=1

=

 n∑
l=1

gml

(
∂h
∂x j

g(
∂

∂xl
, eαi ) −

∂h
∂xl

g(
∂

∂x j
, eαi )

)n

j,m=1

.

Luego, tenemos el siguiente

Lema 2.4.4. n∑
k=1

(φβα)k
i (Hk −

∂h
∂xk

id)

 φβα =

 n∑
l=1

gml(eαk .h)g(
∂

∂xl
, eαi ) −

∂h
∂xl

g(eαk , e
α
i )

n

k,m=1

Demostración. Haciendo uso de la proposición previa, n∑
k=1

(φβα)k
i (Hk −

∂h
∂xk

id)

 φβα =

 n∑
j=1

n∑
l=1

gml

(
∂h
∂x j

g(
∂

∂xl
, eαi ) −

∂h
∂xl

g(
∂

∂x j
, eαi )

)m

j

(φβα) j
k


n

k,m=1

=

 n∑
l=1

gml



 n∑

j=1

(φβα) j
k

∂

∂x j

 .h
 g(

∂

∂xl
, eαi ) −

∂h
∂xl

g(
n∑

j=1

(φβα) j
k

∂

∂x j
, eαi )


m

j


n

k,m=1

=

 n∑
l=1

gml

((
eαk .h

)
g(

∂

∂xl
, eαi ) −

∂h
∂xl

g(eαk , e
α
i )

)m

j

n

k,m=1

.

Ahora, observando que para cada X =
∑n

s=1 Xs ∂
∂xs
∈ Γ(TUα) se tiene que

n∑
l=1

gmlg(
∂

∂xl
, X) =

n∑
s,l=1

gmlg(
∂

∂xl
, Xs ∂

∂xs
)

=

n∑
s,l=1

gmlg(
∂

∂xl
,
∂

∂xs
)Xs
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=
∑
s,l=1

gmlglsXs

=
∑
s=1

δmsXs

= Xm

= dxm(
n∑

s=1

Xs ∂

∂xs
)

= dxm(X),

por lo tanto
n∑

l=1

gmlg(
∂

∂xl
, X) = dxm(X).(2.11)

Lema 2.4.5.
n∑

l,m=1

(φαβ) j
mgmlg(

∂

∂xl
, eαi ) = g(eαj , e

α
i ).

Demostración. Debido a (1.2), (1.5) y (2.11) tenemos lo siguiente
n∑

l,m=1

(φαβ) j
mgmlg(

∂

∂xl
, eαi ) =

n∑
m=1

(φαβ) j
mdxm(eαi )

= e∗ j
α (eαi )

= δ ji

= g(eαj , e
α
i ).

Definición 2.4.6. Dada f ∈ C∞(M), definimos el vector grad( f ) ∈ TpM mediante

g(grad( f ), X) := d f (X) = X. f

para todo X ∈ TpM.

Lema 2.4.7. Dada h ∈ C∞(M), en coordenadas locales se tiene que

grad(h) =

n∑
s,t=1

∂h
∂xt

gts ∂

∂xs
.
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Demostración. En coordenadas locales tenemos

g(
n∑

s,t=1

∂h
∂xt

gts ∂

∂xs
,

n∑
r=1

Xr ∂

∂xr
) =

n∑
r,s,t=1

∂h
∂xt

gtsg(
∂

∂xs
,
∂

∂xr
)Xr

=

n∑
r,s,t=1

∂h
∂xt

gtsgsrXr

=

n∑
r,t=1

∂h
∂xt

δtrXr

=

n∑
r=1

Xr ∂h
∂xr

= (
n∑

r=1

Xr ∂

∂xr
).h

= dh(
n∑

r=1

Xr ∂

∂xr
)

= dh(X).

Por lo tanto grad(h) =
∑n

s,t=1
∂h
∂xt

gts ∂
∂xs
.

Lema 2.4.8. Dada la base ortonormal {ei}
n
i=1 en TUα, tenemos lo siguiente

grad(h) =

n∑
i=1

(ei.h)ei.

Demostración. Consideremos el vector grad(h) escrito en la base {ei}
n
i=1, grad(h) =

∑n
i=1 ciei,

donde ci ∈ R son funciones del punto en cuestión, en principio indeterminadas. Luego,

ci = g(
n∑

j=1

c je j, ei)

= g(grad(h), ei)

= dh(ei)

= ei.h,

entonces grad(h) =
∑n

i=1(ei.h)ei.
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Lema 2.4.9.
n∑

l,m=1

(φαβ) j
mgml ∂h

∂xl
= eαj .h.

Demostración.
n∑

l,m=1

(φαβ) j
mgml ∂h

∂xl
=

n∑
l,m,s=1

(φαβ) j
mδmsgsl ∂h

∂xl

=

n∑
l,m,s=1

(φαβ) j
mdxm(

∂

∂xs
)gsl ∂h

∂xl

=

n∑
l,s=1

e∗ j
α (

∂

∂xs
)gsl ∂h

∂xl

= e∗ j
α

 n∑
l,s=1

∂h
∂xl

gls ∂

∂xs


= e∗ j

α (grad(h)) por lema 2.4.7

= g(eαj , grad(h))

= dh(eαj ) = eαj .h.

De los cálculos anteriores se sigue

Lema 2.4.10.
n∑

i=1

(φβα)k
iφαβ(Hk −

∂h
∂xk

id)φβα =
(
(eαk .h)δ ji − (eαj .h)δki

)n

k, j=1
.

Demostración. Del lema 2.4.4 se sigue

φαβ

 n∑
k=1

(φβα)k
i (Hk −

∂h
∂xk

id)

 φβα = φαβ

 n∑
l=1

gml

(
(eαk .h)g(

∂

∂xl
, eαi ) −

∂h
∂xl

g(eαk , e
α
i )

)n

k,m=1

=

 n∑
l,m=1

(φαβ) j
mgml

(
(eαk .h)g(

∂

∂xl
, eαi ) −

∂h
∂xl

g(eαk , e
α
i )

)
n

k,m=1

=

 n∑
l,m=1

(φαβ) j
mgml(eαk .h)g(

∂

∂xl
, eαi ) −

n∑
l,m=1

(φαβ) j
mgml ∂h

∂xl
g(eαk , e

α
i )


n

k, j=1
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=
(
g(eαj , e

α
i )(eαk .h) − (eαj .h)g(eαk , e

α
i )

)n

k, j=1
por lemas 2.4.5 y 2.4.9

=
(
(eαk .h)δ ji − (eαj .h)δki

)n

k, j=1
.

Finalmente obtenemos la siguiente proposición que nos dice cómo la ecuación (2.10) se puede
expresar de manera conveniente.

Proposición 2.4.11. Si Aζ
i denota la matriz de sı́mbolos de Christoffel en la métrica e2hg y Aα

j

a la respectiva matriz en la métrica original g, entonces tenemos la siguiente relación

Aζ
i = e−h

Aα
i +

n∑
m=1

(eαm.h)Emi


con los Emi dados por la definición 1.2.6.

Demostración. Por el lema 2.4.10 tenemos

Aζ
i = e−h

(
Aα

i +
(
((eαk .h)δ ji − (eαj .h)δki)

)n

k, j=1

)
= e−h

Aα
i +

n∑
m=1

(eαm.h)Emi

 .

2.5. El operador de Dirac bajo transformaciones conformes de métrica

Lema 2.5.1. El haz de espı́n de (M, g) y el respectivo para (M, e2hg) son iguales. De esto
concluimos además que los haces de endomorfismos en cada caso coinciden.

Demostración. Dadas {ei}
n
i=1, {e−hei}

n
i=1 bases ortonormales en (TpM, g) y (TpM, e2hg) respec-

tivamente, y {γi} ⊂ M2k×2k(C) tales que γiγ j + γ jγi = −2δi jid, definimos

γg(ei) := γi ∈ M2k×2k(C), γe2hg(e−hei) := γi ∈ M2k×2k(C),

de donde γe2hg(ei) = ehγi = ehγg(ei). Ahora, si φαβ ∈ SO(n) son las funciones de transición de TM
que se levantan mediante el cubriente 2 : 1, λ : Spin(n) → SO(n) a φ̂g

αβ = v1 · · · v2k para el caso

(M, g) y a φ̂e2hg
αβ = (e−hv1) · · · (e−hv2k) para el caso de (M, e2hg), tenemos entonces

γe2hg(φ̂e2hg
αβ ) = e−hγe2hg(v1) · · · e−hγe2hg(v2k)
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= γg(v1) · · · γg(v2k)

= γg(v1 · · · v2k)

= γg(φ̂g
αβ).

Encontramos entonces que los haces de espı́n asociados a (M, g) y a (M, e2hg) al estar definidos
mediante las mismas funciones de transición, coinciden; por lo tanto los correspondientes haces
de endomorfismos de ambos haces son iguales.

Gracias al lema anterior, podemos considerar al operador de Dirac con respecto a g y e2hg
actuando en secciones del mismo haz de espı́n. Procedemos a establecer el resultado principal de
esta tesis. Es necesario mencionar que si bien la referencia más antigua que conocemos donde se
menciona un resultado similar es [6], éste difiere del aquı́ presentado debido a que es distinta la
metodologı́a que se emplea para abordar la misma situación.

Teorema 2.5.2. Si D̃ denota el operador de Dirac para la variedad M en la métrica e2hg,
conformemente equivalente a la métrica original g en M, entonces

D̃ = e−h

(
D +

n − 1
2

γ
(
grad(h)

))
donde D es el operador de Dirac en M con la métrica inicial g y γ es la representación del
álgebra de Clifford para M.

Demostración. Dada la base ortonormal {eζi }
n
i=1 según la métrica e2hg en la carta Uα, por

definición del operador de Dirac en la métrica conforme

D̃ =

n∑
i=1

γe2hg(eζi )∇̃S pin

eζi

=

n∑
i=1

γe2hg(eζi )
(
eζi . + Ãζ

i

)
por proposición 2.3.2

=

n∑
i=1

γi

e−heαi . + e−h(Ãα
i +

n∑
m=1

(eαm.h)Ẽmi)

 por proposición 2.4.11

=

n∑
i=1

e−h

γieαi . + γiÃα
i + γi

n∑
m=1

(eαm.h)Ẽmi


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=e−h

D +
1
2

n∑
i=1

γi

n∑
m=1
m,i

(eαm.h)γmγi

 por (1.9) y (2.5)

=e−h

D −
1
2

n∑
i=1

n∑
m=1
m,i

(eαm.h)γmγiγi


=e−h

D +
1
2

n∑
i=1

n∑
m=1
m,i

(eαm.h)γm


=e−h

D +
1
2

n∑
i=1


n∑

m=1
m,i

γ((eαm.h)eαm) − γ((eαi .h)eαi ) + γ((eαi .h)eαi )




=e−h

D +
1
2

n∑
i=1

 n∑
m=1

γ((eαm.h)eαm) − γ((eαi .h)eαi )

 por lema 2.4.8

=e−h

D +
1
2

n∑
i=1

(
γ(grad(h)) − γ((eαi .h)eαi )

)
=e−h

D + n
1
2
γ(grad(h)) −

1
2

n∑
i=1

γ((eαi .h)eαi )


=e−h

(
D + n

1
2
γ(grad(h)) −

1
2
γ(grad(h))

)
por lema 2.4.8

=e−h

(
D +

n − 1
2

γ(grad(h))
)
.



CAPÍTULO 3

El operador de Dirac en espacios de curvatura seccional constante

Como aplicación de nuestro resultado sobre cómo cambia el operador de Dirac bajo trans-
formaciones conformes de métrica, en lo que sigue calcularemos el operador de Dirac para las
variedades de Riemann de curvatura seccional constante Sn y Hn, para esto, será necesario calcu-
lar primero el operador de Dirac en Rn.

3.1. Álgebra de Clifford para Rn

Procederemos a dar una representación de Cl(n, <, >Rn) como matrices complejas de dimen-
sión 2k × 2k, donde n = 2k o n = 2k + 1, la manera en que haremos ésto es recursiva siguendo la
construcción que aparece indicada en [1]. Escribiremos γ(n)

i para indicar la i-ésima matriz para el
caso de Rn. Necesitamos entonces, matrices {γ(n)

i }
n
i=1 ⊂ M2k×2k(C) que cumplan

γ(n)
i γ(n)

j + γ(n)
j γ

(n)
i = −2δi jid.(3.1)

El caso base es R para el cual tenemos la matriz

γ(1)
1 = i ∈ M20×20(C),

luego, para n > 1 par, definimos las n matrices que necesitamos en términos de las n−1 anteriones

mediante γ(n)
i := i

 0 γ(n−1)
i

−γ(n−1)
i 0

 para i < n y γ(n)
n := i

0 id
id 0

. Mientras que si n > 1 es impar,

definimos γ(n)
i := γ(n−1)

i para i < n y γ(n)
n := i

 id 0
0 − id

 , en ambos casos, id ∈ M2k−1×2k−1(C).

Proposición 3.1.1. El procedimiento de recursión previamente descrito nos provee de una
representación del álgebra de Clifford Cl(n, <, >Rn) para cada n.

Demostración. La demostración es por inducción sobre la dimensión del espacio en cuestión.
El caso base para cuando n es impar es n = 1, para el cual la definición de γ(1)

1 satisface (3.1).
34
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Luego, el caso base para n par es n = 2, entonces, por definición

γ(2)
1 := i

 0 γ(1)
1

−γ(1)
1 0

 =

0 −1
1 0

 , γ(2)
2 := i

0 1
1 0

 ,
tenemos que

γ(2)
1 γ(2)

1 = −

1 0
0 1

 , γ(2)
2 γ(2)

2 = −

1 0
0 1

 y

γ(2)
1 γ(2)

2 + γ(2)
2 γ(2)

1 =

−i 0
0 i

 +

 i 0
0 −i

 = 0.

Suponemos ahora que la proposición es válida para n impar y probaremos su validez para n + 1.

En este caso γ(n+1)
i = i

 0 γ(n)
i

−γ(n)
i 0

 para i < n + 1 y γ(n+1)
n+1 = i

0 id
id 0

 . Necesitamos mostrar que

el conjunto {γ(n+1)
i }n+1

i=1 satisface (3.1), para esto si i , j, con i, j < n + 1,

γ(n+1)
i γ(n+1)

j + γ(n+1)
j γ(n+1)

i = −

 0 γ(n)
i

−γ(n)
i 0

  0 γ(n)
j

−γ(n)
j 0

 −  0 γ(n)
j

−γ(n)
j 0

  0 γ(n)
i

−γ(n)
i 0


=

γ(n)
i γ(n)

j + γ(n)
j γ

(n)
i 0

0 γ(n)
i γ(n)

j + γ(n)
j γ

(n)
i


=

−2δi jid 0
0 −2δi jid


= −2δi jid.

Luego, para i < n + 1,

γ(n+1)
n+1 γ(n+1)

i + γ(n+1)
i γ(n+1)

n+1 = −

0 id
id 0

  0 γ(n)
i

−γ(n)
i 0

 −  0 γ(n)
i

−γ(n)
i 0

 0 id
id 0


=

γ(n)
i 0
0 −γ(n)

i

 − γ(n)
i 0
0 −γ(n)

i


= 0,

además, para i < n + 1,

(
γ(n+1)

i

)2
= −

−
(
γ(n)

i

)2
0

0 −
(
γ(n)

i

)2

 = −

id 0
0 id

 ,
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y también (
γ(n+1)

n+1

)2
= −

id2 0
0 id2

 = −

id 0
0 id

 .
Ahora, suponemos que nuestra proposición es válida para n par y buscaremos mostrar su validez

para n + 1. Como n + 1 es impar, por definición γ(n+1)
i := γ(n)

i = i

 0 γ(n−1)
i

−γ(n−1)
i 0

 para i < n + 1 y

γ(n+1)
n+1 := i

 id 0
0 − id

 , ocurre entonces que para i, j ≤ n + 1, con i , j,

γ(n+1)
i γ(n+1)

j + γ(n+1)
j γ(n+1)

i = γ(n)
i γ(n)

j + γ(n)
j γ

(n)
i = −2δi jid

por hipótesis de inducción. Luego, para i < n + 1,

γ(n+1)
n+1 γ(n+1)

i + γ(n+1)
i γ(n+1)

n+1 = −

id 0
0 −id

  0 γ(n−1)
i

−γ(n−1)
i 0

 −  0 γ(n−1)
i

−γ(n−1)
i 0

 id 0
0 −id


=

 0 −γ(n−1)
i

−γ(n−1)
i 0

 +

 0 γ(n−1)
i

γ(n−1)
i 0


= 0.

Además, para i < n + 1, (
γ(n+1)

i

)2
= −

−
(
γ(n)

i

)2
0

0 −
(
γ(n)

i

)2

 = −

id 0
0 id

 ,
y también (

γ(n+1)
n+1

)2
= −

id2 0
0 id2

 = −

id 0
0 id

 .

3.2. Operador de Dirac en Rn

Dado que la representación del álgebra de Clifford en Rn está definida de manera recursiva,
la definición del operador de Dirac en Rn también será de esta naturaleza.

Teorema 3.2.1. El operador de Dirac en R está dado por

D
R

= γ(1)
1

∂

∂x1
= i

∂

∂x1
,
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y para n ≥ 2 el operador de Dirac en Rn está dado por una de las dos siguientes expresiones que
dependen de la paridad de n, si n = 2k,

D
Rn

= i

 0 D
Rn−1

+ id ∂
∂xn

− D
Rn−1

+ id ∂
∂xn

0


y si n = 2k + 1,

D
Rn

= D
Rn−1

+ i

id 0
0 −id

 ∂

∂xn
,

donde id ∈ M2k−1×2k−1(C) en ambos casos.

Demostración. La demostración es por inducción sobre n. Los casos base son n = 2 y n = 3,
para estos, calculamos las representaciones de Clifford explı́citamente. Si n = 2, según el proce-
dimiento de recursión que hemos establecido, tenemos que

γ(2)
1 = i

 0 γ(1)
1

−γ(1)
1 0

 , γ(2)
2 = i

0 1
1 0


de donde

D
R2

=

0 −1
1 0

 ∂

∂x1
+ i

0 1
1 0

 ∂

∂x2

=

 0 − ∂
∂x1

+ i ∂
∂x2

∂
∂x1

+ i ∂
∂x2

0


= i

 0 D
R

+ ∂
∂x2

−D
R

+ ∂
∂x2

0

 .
Luego, para R3

γ(3)
1 =

0 −1
1 0

 , γ(2)
2 = i

0 1
1 0

 , γ(2)
3 = i

1 0
0 −1

 ,
entonces

D
R3

=

0 −1
1 0

 ∂

∂x1
+ i

0 1
1 0

 ∂

∂x2
+ i

1 0
0 −1

 ∂

∂x3

= D
R2

+ i

1 0
0 −1

 ∂

∂x3
,



3.3. OPERADOR DE DIRAC EN Sn 38

tenemos entonces que la proposición es cierta para nuestra base de inducción. Suponemos ahora
que tenemos la validez de la misma para n par y buscaremos probar que la proposición es válida
para n + 1. Tenemos que para el operador de Dirac en Rn+1

D
Rn+1

=

n+1∑
i=1

γ(n+1)
i

∂

∂xi

=

n∑
i=1

γ(n)
i

∂

∂xi
+ γ(n+1)

n+1
∂

∂xn+1

= D
Rn

+ i

id 0
0 id

 ∂

∂xn+1
.

Luego, si n es impar, el operador de Dirac en Rn+1 lo obtenemos mediante

D
Rn+1

=

n+1∑
i=1

γ(n+1)
i

∂

∂xi

=

n∑
i=1

γ(n)
i

∂

∂xi
+ γ(n+1)

n+1
∂

∂xn+1

=

n∑
i=1

i

 0 γ(n)
i

−γ(n)
i 0

 ∂

∂xi
+ i

0 id
id 0

 ∂

∂xn+1

= i

 0 D
Rn

+ id ∂
∂xn+1

−D
Rn

+ id ∂
∂xn+1

0

 .

3.3. Operador de Dirac en Sn

Consideraremos en Sn el atlas dado por proyecciones estereográficas norte y sur, denotadas
φN , φS respectivamente, estas son

φN : UN := Sn\{(0, . . . , 0,−1)} → Rn, φN(x1, . . . , xn, xn+1) =
1

1 + xn+1
(x1, . . . , xn),

con inversa

φ−1
N : Rn → UN , φ−1

N (x1, ..., xn) =

(
2x1

1 +
∑n

i=1 x2
i

, ...,
2xn

1 +
∑n

i=1 x2
i

,
2

1 +
∑n

i=1 x2
i

− 1
)
,

φS : US := Sn\{(0, . . . , 0, 1)} → Rn, φS (x1, . . . , xn, xn+1) =
1

1 − xn+1
(x1, . . . , xn),
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con inversa

φ−1
S : Rn → US , φ−1

S (x1, ..., xn) =

(
2x1

1 +
∑n

i=1 x2
i

, ...,
2xn

1 +
∑n

i=1 x2
i

, 1 −
2

1 +
∑n

i=1 x2
i

)
.

El siguiente resultado nos permite obtener el operador de Dirac en Sn a partir de nuestro teorema
principal, teorema 2.5.2.

Lema 3.3.1. Considerando a Sn con la métrica inducida por Rn+1, tenemos que Sn induce
sobre ϕN(UN) y sobre ϕS (US ) una métrica conformemente equivalente a la métrica de Rn.

Demostración. De las expresiones de las cartas φN y φS observamos que bastará que calcule-
mos la métrica para un caso, ya que será totalmente análogo el otro. Además, será suficiente que
calculemos el operador de Dirac en una carta. Denotaremos por genR{

∂
∂xi
}ni=1 el espacio tangente a

ϕN(UN) en x, aunque no escribiremos el punto para no saturar la notación. Luego, por definición
de métrica inducida, tenemos que < ∂

∂xi
, ∂
∂x j

>x:=<
∂ϕ−1

N
∂xi
,
∂ϕ−1

N
∂x j

>ϕN (x)−1 . Explı́citamente, el i-ésimo
básico está dado por

∂

∂xi
=

1
(1 +

∑n
i=1 x2

i )2

−4x1xi, ..., 2(1 +

n∑
k=1

x2
k) − 4x2

i , ...,−4xixn,−4xi

 .
Considerando la métrica inducida del Sn, obtenemos

〈
∂

∂x j
,
∂

∂x j
〉 =

1
(1 +

∑n
i=1 x2

i )4

16
n∑

k=1
k,i, j

x2
k x2

j + 4

1 +

n∑
k=1

x2
k − 2x2

j

2

+ 16x2
j


=

4
(1 +

∑n
i=1 x2

i )4

4x2
j

n∑
k=1

x2
k − 4x4

j +

1 +

n∑
k=1

x2
k

2

− 4x2
j

1 +

n∑
k=1

x2
k

 + 4x4
j + 4x2

j


=

4
(1 +

∑n
i=1 x2

i )4

1 +

n∑
k=1

x2
k

2

=
4

(1 +
∑n

i=1 x2
i )2
.

Luego si i , j

〈
∂

∂xi
,
∂

∂x j
〉 =

1
(1 +

∑n
i=1 x2

i )4

16x jxi

n∑
k=1
k,i, j

x2
k − 8x jxi(1 +

n∑
k=1

x2
k − 2x2

i ) − 8xix j(1 +

n∑
k=1

x2
k − 2x2

j) + 16xix j


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=
1

(1 +
∑n

i=1 x2
i )4

(
−8x jx3

i − 8x3
j xi + 16x jx3

i − 8xix3
j − 8x3

i x j + 16xix3
j

)
= 0.

Tenemos entonces que la métrica en φN(UN) está dada por

(
gi j

)n

i, j=1
=

4
(1 +

∑n
k=1 x2

k)2


1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 1

 .

Teorema 3.3.2. En coordenadas locales (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

D
Sn

=
1
2

n∑
i=1

(1 +

n∑
j=1

x2
j)
∂

∂xi
− (n − 1)xi

 γi

=
1
2

(1 +

n∑
j=1

x2
j)D

Rn
−

n − 1
2

n∑
i=1

xiγi.

Demostración. Esto es consecuencia directa del teorema 2.5.2 con g = e2h < ., . >Rn y del

lema anterior. En este caso h = 1
2 ln

(
4

(1+
∑n

k=1 x2
k )2

)
= ln

(
2

1+
∑n

k=1 x2
k

)
, entonces tenemos que

grad(h) = −

n∑
i=1

2xi

1 +
∑n

i=1 x2
i

∂

∂xi
,

por lo tanto

γ(grad(h)) = −

n∑
i=1

2xi

1 +
∑n

i=1 x2
i

γi,

debido a que D
Rn

=
∑n

i=1 γi
∂
∂xi

, entonces

D
Sn

=
1 +

∑n
j=1 x2

j

2

 n∑
i=1

γi
∂

∂xi
−

n − 1
2

n∑
i=1

2xi

1 +
∑n

i=1 x2
i

γi


=

1 +
∑n

j=1 x2
j

2

n∑
i=1

γi
∂

∂xi
−

n − 1
2

n∑
i=1

xiγi

=
1
2

n∑
i=1

(1 +

n∑
j=1

x2
j)
∂

∂xi
− (n − 1)xi

 γi



3.4. EL OPERADOR DE DIRAC EN Hn 41

=
1
2

(1 +

n∑
j=1

x2
j)D

Rn
−

n − 1
2

n∑
i=1

xiγi.

3.4. El operador de Dirac en Hn

Consideraremos dos modelos del espacio hiperbólico, uno de ellos es el semiplano superior,
denotado Hn que se define como

Hn := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xn > 0}

dotado de la métrica

(
gi j

)n

i, j=1
:=

1
x2

n


1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 1

 .
Tenemos entonces el siguiente

Teorema 3.4.1. El operador de Dirac en el semiplano superior Hn está dado por

D
Hn

= xn

n∑
i=1

γi
∂

∂xi
−

n − 1
2

γn

= xnD
Rn
−

n − 1
2

γn.

Demostración. En este caso h = ln( 1
xn

), por lo tanto grad(h) = − 1
xn

∂
∂xn
. Obtenemos entonces

por aplicación directa de 2.5.2

D
Hn

= e−ln( 1
xn

)
(
D
Rn

+
n − 1

2
γ(−

1
xn

∂

∂xn
)
)

= xn

 n∑
i=1

γi
∂

∂xi
+

n − 1
2

γ(−
1
xn

∂

∂xn
)


= xn

n∑
i=1

γi
∂

∂xi
−

n − 1
2

γn

= xnD
Rn
−

n − 1
2

γn.
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El segundo modelo que consideraremos es el llamado disco de Poincaré. Para definir este
modelo, necesitamos el hiperboloide

Hn
1 := {(x1, . . . , xn, xn+1) ∈ Rn+1 : 1 − x2

n+1 +

n∑
i=1

x2
i = 0}

dotado de la métrica de Minkowski, que es la métrica pseudoriemanniana inducida por la forma
cuadrática

Q(x1, . . . , xn, xn+1) = −x2
n+1 +

n∑
i=1

x2
i , (x1, . . . , xn, xn+1) ∈ Rn.

Luego, la carta φ : Hn
1 → Dn, donde

Dn := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn :
n∑

i=1

x2
i = 1}

definida por

φ((x1, . . . , xn, xn+1)) =
1

1 + xn+1
(x1, . . . , xn)

con inversa

φ−1((x1, . . . , xn)) =
1

1 −
∑n

i=1 x2
i

(2x1, . . . , 2xn, 1 +

n∑
i=1

x2
i ).

El disco de Poincaré es el espacio Dn con la métrica que φ le induce. El siguiente lema nos
ayudará a obtener el operador de dirac en Dn.

Lema 3.4.2. La métrica que φ−1 induce en Dn está dada por

(
gi j

)n

i, j=1
=

4
(1 −

∑n
i=1 x2

i )2


1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 1

 ,
la cual es conforme a la métrica euclidiana de Rn.

Demostración. El espacio tangente TpDn = genR{
∂
∂xi
}ni=1, donde ∂

∂xi
=

∂φ−1

∂xi
, explı́citamente

∂

∂xi
=

1
(1 −

∑n
i=1 x2

i )2

4x1xi, ..., 2(1 −
n∑

k=1

x2
k) + 4x2

i , ..., 4xixn, 4xi

 ,
y la métrica la calculamos considerando

〈
∂

∂xi
,
∂

∂xi
〉Dn =<

∂φ−1

∂xi
,
∂φ−1

∂xi
>Hn

1
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=
1

(1 −
∑n

i=1 x2
i )4

16x2
i

n∑
k=1
k,i

x2
k + 4(1 −

n∑
k=1

x2
k + 2x2

i )2 − 16x2
i


=

4
(1 −

∑n
i=1 x2

i )4

4x2
i

n∑
k=1
k,i

x2
k + (1 −

n∑
k=1

x2
k)2 + 4x2

i (1 −
n∑

k=1

x2
k) + 4x4

i − 4x2
i


=

4
(1 −

∑n
i=1 x2

i )4

(1 − n∑
k=1

x2
k)2


=

4
(1 −

∑n
i=1 x2

i )2
,

luego, si i , j

〈
∂

∂xi
,
∂

∂x j
〉Dn =

1
(1 −

∑n
i=1 x2

i )4

16x jxi

n∑
k=1
k,i, j

x2
k +8x jxi

1− n∑
k=1

x2
k − 2x2

i

+ 8xix j

1 − n∑
k=1

x2
k −2x2

i

−16xix j


=

1
(1 −

∑n
i=1 x2

i )4

16x jxi

n∑
k=1
k,i, j

x2
k − 8x jxi

n∑
k=1

x2
k + 16x jx3

i − 8xix j

n∑
k=1

x2
k + 16xix3

j


= 0.

Teorema 3.4.3. El operador de Dirac en el disco de Poincaré Dn está dado por

D
Dn

=
1
2

n∑
i=1

(1 − n∑
j=1

x2
j)
∂

∂xi
+ (n − 1)xi

 γi

=
1
2

(1 −
n∑

j=1

x2
j)D

Rn
−

n − 1
2

n∑
i=1

xiγi.

Demostración. Esto es consecuencia directa del teorema 2.5.2 y del lema 3.4.2, en este caso
tenemos que

h = ln
(

2
(1 −

∑n
i=1 x2

i )2

)
= ln(2) − ln(1 −

n∑
i=1

x2
i ),
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de donde

grad(h) =

n∑
i=1

2xi

1 −
∑n

i=1 x2
i

∂

∂xi
.

Mediante aplicación de nuestro teorema principal, teorema 2.5.2, calculamos el operador de Dirac
en Dn mediante

D
Dn

=
(1 −

∑n
i=1 x2

i )
2

D
Rn

+
n − 1

2
γ

 n∑
i=1

2xi

1 −
∑n

i=1 x2
i

∂

∂xi


=

(1 −
∑n

i=1 x2
i )

2

 n∑
i=1

γi
∂

∂xi
+

n − 1
2

n∑
i=1

2xi

1 −
∑n

i=1 x2
i

γ

(
∂

∂xi

)
=

n∑
i=1

(1 −
∑n

i=1 x2
i )

2
γi
∂

∂xi
+

n − 1
2

xiγi

=
1
2

n∑
i=1

(1 − n∑
j=1

x2
j)
∂

∂xi
+ (n − 1)xi

 γi

=
1
2

(1 −
n∑

j=1

x2
j)D

Rn
−

n − 1
2

n∑
i=1

xiγi.
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