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Introduccion

Comenzamos por definir un poco de notacién que necesitamos para plan-
tear los problemas que motivan este trabajo y los resultados que presentamos.

Para cada entero positivo n, denotamos por [n| al conjunto {1,2,...,n}.
Fijamos tres enteros positivos p, ¢ y r y denotamos al conjunto de puntos
enteros en un rectangulo de tamano p x ¢ como R = B(p,q) = [p] x [¢], y al
conjunto de puntos enteros en una caja de dimensiéon 3 de tamano p x ¢ X r
como B = B(p,q,r) := [p] x [q] x [r]. El rectangulo R tiene un orden parcial
definido por h <k si y soélo si h; < k;, para ¢ = 1,2. La caja B tiene también
un orden parcial < definido en la misma forma.

Una matriz de dimensidn 3 (real) es una funcién X : B — R. Una
(0,1)-matriz de dimension 3 es una matriz X : B — {0,1}. Una (0,1)-
matriz de dimensién 3 X es una pirdmide [24, 27, 28, 29] si para cualesquiera
s,t €B

sty X(t)=1 = X(s) =1
Para cualquier matriz X : B — R consideramos sus 1-mdrgenes, también

llamados sumas por planos 6 rayos X de dimension 2, a = (ai,...,ap),
b=(b,....b,) y c=(c1,...,¢), definidos por

a;i=Y > X(i,jk), bj=> Y X(i.4k) vy =Y > X(ijk),

j=1 k=1 i=1 k=1 i=1 j=1
ver Figura 1.

Sea X una (0,1)-matriz de dimensién 3. Entonces X es de unicidad si
no existe una (0,1)-matriz Y # X que tenga los mismos 1-mdargenes que X.
Decimos que X es (0,1)-aditiva si existen funciones

fitlpl — R, foilgl — Ry f3:[r] —R,

VIII
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Figura 1: Los 1-margenes de X son sus vectores de sumas por secciones.

tales que para todo k € B,
3
X(k) =1+ Zfz(kz) > 0.
i=1

Sea X una (0,1)-matriz de dimensién 3. Una configuracion débilmente
mala para X es una matriz no idénticamente cero W € F(0, 0, 0) con entradas
enteras, tal que si W(k) > 0 entonces X(k) = 1y si W(k) < 0 entonces
X (k) = 0. El peso de una configuracién débilmente mala W es la suma de
sus entradas positivas; esto es

wiv)= > W(k).
k, W(k)>0

Note que w(W) = =37y 14«0 W (k). Una configuracion mala para X es
una configuracién débilmente mala que tiene entradas en {—1,0,1}.

Las nociones de (0,1)-matriz, configuracién (débilmente) mala, (0,1)-adi-
tividad y unicidad pueden ser consideradas para cualquier dimensiéon m > 2
de manera similar a como lo hemos hecho para m = 3. Cada (0,1)-matriz X
de dimension m puede ser identificada con un subconjunto finito S de N™
mediante la condicién

Xk)=1«<=keS.

Las nociones antes mencionadas asi como los resultados relativos a éstas
tienen sus respectivas versiones en el lenguaje que considera las matrices
como subconjuntos finitos de N™; de hecho estas nociones fueron introducidas
utilizando este lenguaje en [8].
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En sus origenes, las nociones de unicidad, (0,1)-aditividad, configuracién
mala y configuracién débilmente mala fueron definidas respecto al conjunto
H.,, de hiperplanos canénicos de R™; esto es, H,, := {H,; : 1 <i < m}, donde
parai = 1,...m, H; := {& € R™ : x; = 0}, ver Figura 1 para m = 3. En
8], Fishburn et al. prueban que un subconjunto finito S C N™ es de unici-
dad si y s6lo si S no tiene configuraciones malas, y que S es (0,1)-aditivo si
y s6lo si S no tiene configuraciones débilmente malas [8, Teoremas 1 y 2].
Concluyen con esto que (0,1)-aditividad implica unicidad. Note que en [8] a
la nocién de (0,1)-aditividad Fishburn et al. le llaman aditividad, nosotros
le llamaremos aditividad a otra nocién que mas adelante definiremos. Poste-
riormente Fishburn y Shepp [9] extendieron las nociones de (0,1)-aditividad
y unicidad, considerdndolas respecto a ciertos conjuntos finitos H de subes-
pacios lineales de R un poco mas generales que H,,. Los nuevos conceptos
fueron llamados H-unicidad y H-aditividad. Como antes, Fishburn y Shepp
probaron que H-unicidad, resp. H-aditividad, era equivalente a la ausen-
cia de H-configuraciones malas, resp. H-configuraciones débilmente malas
9, Teoremas 2.1 y 2.2]; y concluyeron que H-aditividad implica H-unicidad.
Note que las nociones de unicidad y (0,1)-aditividad como fueron definidas
en [8] corresponden a H,,-unicidad y H,,-aditividad respectivamente. Entre
las instancias de ‘H para las que mas se ha estudiado sobre H-unicidad y
H-aditividad, estan el caso en que H es un conjunto de lineas [8, 9, 13, 14,
16, 28, 29] y el caso H = H,,, [4, 10, 18, 23, 24, 26, 27, 28, 29].

Problema 1. ;Existe una cota superior en el peso de las
'H,,-configuraciones malas que es necesario considerar para deter-
minar si un subconjunto finito de N™, m > 3, es un conjunto de
H,,-unicidad? [8, §5]. La misma pregunta se puede plantear para
‘H,,-aditividad y en general para H-unicidad y H-aditividad para
cualquier H.

En [8, Teo. 3] Fishburn et al. demuestran que para determinar tanto
Hs-unicidad como Hs-aditividad de cualquier subconjunto finito de N? es
suficiente considerar Hs-configuraciones malas de peso 2, y que Ho-unicidad
es equivalente a Ho-aditividad; ver también [16, §1.2.2] y [29, §5.4] para
informacion sobre resultados relacionados. Por otro lado, si H es un conjunto
de tres o mas lineas por el origen, en general no existe una cota superior
en el peso de las H-configuraciones malas que es necesario considerar para
determinar H-unicidad [9, 13, 14]. Sin embargo, la cuestién original [8, §5]
sobre H,,-unicidad, para m > 3, permanecié abierta. Tampoco se conocen,
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previo al presente trabajo y a [22], respuestas para H-aditividad, excepto
para el caso H = H, [9, §2.6].

En este trabajo probamos que para m = 3, la respuesta al Problema 1
para Hs-unicidad (que en adelante llamaremos simplemente unicidad) y para
Hs-aditividad (que llamaremos simplemente (0,1)-aditividad) es negativa.
Enunciamos el resultado en el lenguaje de (0,1)-matrices:

Resultado 1. No existe una cota en el peso de las configuraciones
malas (resp. débilmente malas) que es necesario considerar para de-
terminar unicidad (resp. (0,1)-aditividad) de cualquier (0,1)-matriz
de dimension 3.

A continuacion estudiamos algunos resultados conocidos relativos a la no-
cién de aditividad para matrices de dimensién 2, que requerimos para exponer
las ideas importantes detras del Resultado 1. Posteriormente expondremos
dichas ideas.

Una matriz de dimension 2 de tamano p X ¢ con entradas reales es
una funcién A : R = B(p,q) — R. Para cualquier matriz A : R — R
consideramos sus I-mdrgenes, también llamados sumas por lineas 6 rayos X
de dimension 1, a = (ay,...,a,) y b= (b1, ..., b,), definidos por

p

a; = ZA(@,;‘) y b= A(L ).

i=1

Una matriz A : R — R es doblemente graduada si para cualesquiera h, k € R
tenemos que

h <k = A(h) > A(k).

Una matriz doblemente graduada con entradas en Ny se conoce como par-
ticion plana. Es claro que los 1-mérgenes de una particion plana son parti-
ciones. Una matriz A : R — R es aditiva si existen vectores & € RP| y € R?
tales que para cualesquiera (i, j), (k,l) € R

A(’L,j) > A(k’, l) = x; + Yj > T + ;.

La nocién de aditividad fue introducida en [27] para matrices con entradas
en Ny y extendida luego a matrices reales en [18], ver también [28, 29]. Note
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que la nocion de aditividad depende solamente de las relaciones de orden
entre las entradas de una matriz, y no de sus valores especificos.

Una flecha en R = B(p,q) es un par ordenado ¢ = (z,w) € R? con
z # w. Pensamos a z como el punto inicial y a w como el punto final de .
Un diagrama de flechas es una sucesion de flechas no necesariamente distintas
Z = (1, ..., p¢) tales que cada renglén y cada columna de R tiene tantos pun-
tos iniciales como puntos finales de flechas de Z, contando multiplicidades.
La figura 2 ilustra un diagrama de flechas.

S
S
e
Figura 2: Un diagrama de flechas Z.

El Teorema 2.4.5, que aparece en [22], afirma que una matriz
A : R — R es no aditiva si y sélo si existe un diagrama de flechas
Z = ((z1,w1), ..., (z¢,wy)), tal que A(z;) > A(w;), para i = 1,...,t. Cuan-
do A es no aditiva, a un diagrama de flechas como en el Teorema 2.4.5 le
llamamos obstruccion de aditividad para A.

Sea A : R — Ny una matriz y sea r un entero positivo tal que r >
max{A(h) : h € R}. Entonces, la grafica de A (introducida en [18]) es la
(0,1)-matriz de dimension 3, G(A) : B(p, ¢, ) — {0, 1} definida por

1 sil<k<A(®,j);
0 en otro caso.

6.0, 1) = {

Note que el valor de r no es relevante, lo que realmente importa es el conjunto
de todos los h € B que satisfacen que G(A)(h) = 1. Note también que A es
una particién plana si y sélo si G(A) es una pirdmide (ver Lema 5.4 en [28]).

Sea A : R — Nj. Por el Teorema 1 en [27] (ver también Teorema 14 en
[29]) A es aditiva siy s6lo si G(A) es (0,1)-aditiva. Si A es no aditiva (y G(A)
no es (0,1)-aditiva) existe una manera natural de asociar a cada obstruccion
de aditividad Z para A una configuracién débilmente mala W para G(A),



Introduccion XIII

tal que el peso de W es precisamente el nimero de flechas de Z (contando
multiplicidades).

Ahora usamos estas consideraciones para explicar cémo se obtiene el Re-
sultado 1. Resulta que aditividad para matrices de dimensién 2 es una no-
ciéon muy similar a cierta nociéon de aditividad que se ha estudiado desde
hace tiempo para érdenes lineales en el rectangulo [p] x [¢], a la que en este
trabajo llamamos F-aditividad (ver [6, 7] y las referencias que ahi aparecen).
Fishburn mostré [6, 7] que para determinar F-aditividad de 6rdenes lineales
en los rectangulos [3] x [¢] (para cualquier entero postitivo ¢) se necesita
considerar obstrucciones de F-aditividad arbitrariamente grandes.

Nosotros adaptamos los resultados de Fishburn a matrices con entradas
en Ny, y probamos que para cada entero par ¢ > 4 existe una particion
plana A, no aditiva, tal que A, tiene una obstruccién de aditividad con
g flechas distintas y no tiene obstrucciones de aditividad con menos de ¢
flechas. Entonces para cada entero par ¢ > 4, la pirdmide X, := G(4,) no
es (0,1)-aditiva; probamos que X, tiene una configuracién mala de peso ¢
(asociada a la mencionada obstruccién de aditividad para A4,) y que X, no
tiene configuraciones débilmente malas de peso menor que q. De esto se sigue
el Resultado 1.

El siguiente problema que consideramos en este trabajo es sobre el estudio
de las obstrucciones de aditividad para matrices de dimensién 2. Al estudiar
tales obstrucciones podemos suponer sin perder generalidad que nuestras ma-
trices tienen 1-margenes débilmente decrecientes y entradas en Ny. Con estas
hipétesis, uno tiene por el Corolario 3 de [29] que toda matriz de dimensién
2 que es aditiva es particién plana (ver también [22, Lema 2.6] y [23, Teo.
1'(4)]), asf que podemos restringirnos al estudio de las obstrucciones de adi-
tividad para particiones planas. Como toda particién plana de tamano 2 x ¢
(q entero positivo) es aditiva [29, Lema 8|, nos interesa estudiar obstrucciones
de aditividad para particiones planas de tamano p X ¢, para enteros p y ¢
mayores o iguales que 3:

Problema 2. Para cada par de enteros p y ¢ mayores o iguales
que 3, dar una lista completa de obstrucciones de aditividad para
particiones planas de tamano p X q.

El término “lista completa”se refiere a una lista de diagramas de flechas
(para cada par de enteros p y ¢ mayores o iguales que 3) tal que dada cualquier
particién plana A de tamano p X ¢ no aditiva, algiin elemento de nuestra lista
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es una obstruccién de aditividad para A.

Sabemos que si una matriz A de tamano 2 X ¢ es no aditiva, entonces A no
es particion plana. En este caso es facil dar una obstruccion de aditividad para
A con dos flechas. El estudio de las obstrucciones de aditividad se complica
considerablemente al tratar con matrices (particiones planas) que tienen 3
6 mas renglones y 3 6 mas columnas, que es el caso del Problema 2. En este
trabajo presentamos los siguientes resultados al respecto:

Resultado 2 (Teo. 2.6.2). Sea A : B(3,3) — Ny una particion
plana. Entonces A es no aditiva si y solo si Z33 06 —Z33 es una
obstruccion de aditividad para A (ver Figura 3).

%

Figura 3: Diagrama de flechas Z33.

Resultado 3 (Teo. 2.6.7). Sea A : B(3,4) — Ny una particion
plana que no tiene entradas repetidas. Entonces A es no aditiva
si y solo si, o bien A tiene una submatriz de tamano 3 x 3 que
es no aditiva, o bien alguno de los diagramas de flechas Zsyq),
Zaab), —Z34(a) 0 —Zaaw) €5 una obstruccion de aditividad para A
(ver Figura /).

o/ S o
oL

Figura 4: Diagramas de flechas Zs4(,) ¥ Z34(5)-

Cuando una particién plana A de tamano p X ¢ es no aditiva, entonces
la pirdmide X = G(A) no es (0,1)-aditiva, por lo tanto existe alguna confi-
guracion débilmente mala W para X, y podemos suponer que W es de peso
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minimo (para X). Existe una manera natural de asociar a W un diagrama
de flechas Zy,, que resulta ser una obstruccion de aditividad para A.

En este trabajo adaptamos a matrices con entradas en Ny el Lema 5.1
en [7] (sobre obstrucciones de F-aditividad para drdenes lineales), para ob-
tener una serie de restricciones que cumplen las flechas de una obstruccion
de aditividad Zy, obtenida como en el parrafo anterior. Con esto, haciendo
un analisis caso por caso concluimos que cuando una particién plana A de
tamano 3 x 3, resp. de tamano 3 x 4 sin entradas repetidas, es no aditiva,
entonces A tiene una de las obstrucciones de aditividad indicadas en el Re-
sultado 2, resp. Resultado 3. Para la otra implicacion en ambos resultados,
sabemos que cuando una matriz A de tamano p X ¢ tiene una obstruccién de
aditividad, entonces A es no aditiva.

También son importantes en este trabajo las nociones para una matriz A
de dimensién 2 de ser minima-real y de ser minima (si A tiene entradas en
Np). El tercer problema que consideramos en este trabajo tiene que ver con
estas nociones. Enseguida explicamos esto detalladamente.

Fijamos vectores a = (ay,...,a,) y b = (by,...,b,) con entradas en Ny
y tales que > 7 a; = ;1.:1 b;. F(a,b) denotara al conjunto de matrices
reales que tienen por 1-méargenes a los vectores a y b, T(a,b) al conjunto
de matrices en F(a,b) con entradas no negativas, y M(a, b) al conjunto de
matrices en T(a,b) con entradas en Ny. F(a,b) es un espacio afin, T(a, b)
es un politopo que se conoce como el politopo de transporte, y M(a,b) es el
conjunto de puntos reticulares de T(a,b).

Consideramos la nocién de mayorizacion para vectores en R™ (que denota-
mos por <) que generaliza la nocién de orden de dominacién para particiones,
ver por ejemplo [12, 17].

Sea A € F(a,b). La m-sucesion de A, denotada por mw(A), es el vec-
tor en RP? formado por las entradas de A arregladas en orden débilmente
decreciente. Decimos que A es minima-real [18] si no existe otra matriz
B € F(a,b) tal que w(B) < w(A); si A € M(a,b), A es minima [23] si
no existe otra matriz B € M(a, b) tal que 7(B) < w(A). Es claro que si una
matriz A € M(a,b) es minima-real entonces A es minima, el reciproco en
general no es cierto (ver Ejemplo 3.1.5).

Las matrices minimas juegan un papel importante en tomografia discreta
porque contribuyen al estudio de unicidad para subconjuntos finitos de N*
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((0,1)-matrices de dimensién 3) [3, 8, 9, 23, 24, 27]; en teoria de representacio-
nes del grupo simétrico ayudan a obtener informacién sobre las componentes
minimas, con respecto al orden de dominacién de particiones, del producto
de Kronecker de dos caracteres complejos irreducibles del grupo simétrico
[1, 25]; y en teorfa de investigacién de operaciones éstas aparecen de manera
natural como la solucién éptima (de norma euclidiana minima) entre las
matrices solucién del problema clasico de transporte con demandas y fuentes
predeterminadas [18].

Las matrices minimas-reales fueron introducidas en [18] como una herra-
mienta auxiliar en el estudio de las matrices minimas.

En este trabajo consideramos el siguiente problema.

Problema 3. Dados vectores a y b con entradas en Ny y cuyas
sumas de coordenadas coinciden:

a) Dar un método para construir una matriz en M(a,b) que sea
minima.

b) Dar un método para construir una matriz en T(a,b) que sea
minima-real.

Como las matrices minimas son en cierto modo més importantes que las
matrices minimas-reales, la parte a) es mds interesante que la parte b) en
el Problema 3. Sin embargo, hasta el momento s6lo hemos tenido éxito en
resolver la parte b):

Resultado 4. Dados vectores a y b con entradas en Ny y cuyas
sumas de coordenadas coinciden, se da un método para construir
una matriz minima-real en T(a, b).

Por la Proposicién 5.8 de [18], la matriz de norma euclidiana minima
en T(a,b) es una matriz minima-real. En este trabajo damos un método
para construir la matriz de norma minima en T(a,b). Para explicar c6mo
hacemos esto necesitamos la siguiente notacion. Consideramos el subconjunto
de R =B(p, q)

R*={(j,j) eR:2<i<p,2<j<q}
Un subconjunto J C R® es una escalera si

Veke JyVleR® kQl=1¢€ J
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Sea J C R® un conjunto escalera. Decimos que un punto k € R°® es
anadible a J si J U {k} es nuevamente un conjunto escalera.

Exponemos ahora las ideas importantes en nuestra construcciéon. Fijamos
vectores débilmente decrecientes ' @ = (ay, ...,a,) y b= (b1, ..., b,) con coor-
denadas en N (positivas) y tales que 3 7, a; = N = > 7 b;. Consideramos
la matriz P tal que para cada (7,7) € B(p, q)

. a; b; N

P(Zaj):_z+_J__'

q P Pq
Una construccién andloga a la matriz P aparece en [20]. Tenemos por el
Teorema 3.2.4 que P es la proyeccion ortogonal del origen de M, (el espacio
de matrices reales de tamano p x ¢) en el espacio afin F(a,b), y que P es
doblemente graduada. Entonces P es la matriz de norma minima en F(a, b).
Si P € T(a,b) es claro que P es también la matriz de norma minima en
T(a,b).Si P ¢ T(a,b), esto es, si P tiene alguna entrada negativa, aplicamos
un procedimiento recursivo para obtener, a partir de P, una matriz P, en

T(a,b).

Para exponer dicho procedimiento consideramos la siguiente notacion.
Para cada h € R definimos el hiperplano de M,

Hy, = {A € M,y (R) : A(h) = 0}.

Sea J C R® un conjunto escalera. Asociamos a J el subespacio afin de
F(a,b) definido por

| Fla,b) N [NpesHp] siJ # 0;
u(/) '_{ F(a,b) e st J =10

esto es, U(J) es el subespacio de F(a, b) que consta de todas las matrices
que son idénticamente cero en J.

Dados una matriz ) € F(a,b) y un conjunto escalera J C R® considera-
mos para la pareja (@, J) las siguientes condiciones:

(a) @ es la proyeccion ortogonal del origen de M,
en espacio afin U(J); esto es, Q € U(J) y es la
(inica) matriz de norma minima en U(J).

(b) @ es doblemente graduada fuera de J.

(1)

'Podemos suponer sin pérdida de gneralidad que a y b son débilmene decrecientes y
que tienen entradas positivas.
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Para (i,7) en R® sea Q;; la matriz de tamano p x ¢ definida por

1 si(r,s) = (i,7);

-1 sil<r<i—1ys=j;
Qii(r,s) = —j% sir=iyl<s<j—1;

(i_l)l(j_l) sil1<r<i—1lyl<s<j—I;

0 en otro caso.

Es facil ver que @Q;; € F(0,0) para todo (4,7) en R® 2.

Procedimiento recursivo. Aplicamos este procedimiento cuando
P ¢ T(a,b). Partimos de Py = P e Iy := (). Entonces la pareja (Fy, Io)
satisface las condiciones en (1).

Para el paso recursivo sea j > 0 y supongamos que hemos definido pare-
jas (Po, 1o),..., (P;,1;) y que estas parejas cumplen las condiciones en (1).
Supongamos también que Fy, ..., P; ¢ T(a,b). Entonces P; tiene alguna en-
trada negativa. Como P; es doblemente graduada fuera de I;, podemos se-
leccionar un k; en R® anadible a [;, tal que Pj(k;) < 0. Definimos entonces
Iiy1 = I; U{k;}, vy Py = Pj + s,Qu,, donde si; := —Pj(k;). No es
dificil ver que Pji1(k;) = 0. Se prueba que la pareja (Pjiq,/j11) cumple
las condiciones en (1), esto completa la definiciéon del paso recursivo. Si
Py € T(a,b), el procedimiento termina. Si no, se aplica nuevamente el paso
recursivo. Se prueba que eventualmente se obtiene una matriz P, € T(a,b),
conl < (p—1)(¢g—1), y donde Py, ..., 1 ¢ T(a,b).

El procedimiento anterior estd implicito en la demostracién del Teorema
3.3.2. Note que en el paso recursivo, la definiciéon de Pji; depende de la
eleccién de k;, sin embargo la matriz F; que finalmente se obtiene resulta
ser, por el Teorema 3.3.3, la matriz de norma minima en T(a,b) y por lo
tanto P, esta definida de manera tnica. Este método es implementable a un
algoritmo computacional (ver Seccién A.3).

Este algoritmo fue descubierto de manera independiente por D. Romero,
por un lado, y por el autor y el asesor de esta tesis por otro. D. Romero lo
obtuvo primero (comunicacién privada a E. Vallejo [21]) utilizando métodos
de optimizacién; sin embargo no lo ha publicado. Nosotros sin conocer atn el
algoritmo de D. Romero lo redescubrimos utilizando ideas puramente geomé-

2Previo al Lema 3.2.3 se ilustra un ejemplo de este tipo de matrices. En la Seccién 3.2
estudiamos varias propiedades de este tipo de matrices.
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tricas (proyecciones en subespacios). Es interesante notar que aunque ambos
enfoques son muy diferentes, al final se obtiene el mismo algoritmo.

El trabajo esta distribuido de la siguiente manera. En el Capitulo 1 re-
visamos algunas nociones y resultados sobre espacios afines y teoria de con-
vexidad que requerimos en el presente trabajo. Estudiamos también dos ver-
siones del Lema de Farkas que usamos luego en el Capitulo 2 para probar
algunos resultados.

En el Capitulo 2 presentamos las demostraciones de los Resultados 1, 2
y 3, y tratamos algunos tems relacionados con dichos resultados. La mayoria
de la notacién que usamos a lo largo de todo este trabajo se define en el
Capitulo 2.

El Capitulo 3 junto con el Apéndice A estan dedicados a la obtencién del
Resultado 4 y a tratar varios aspectos interesantes relacionados.

Los resultados que presentamos en esta tesis fueron obtenidos en trabajo
conjunto con el Dr. Vallejo, quien la asesord. El Teorema 2.4.5 y el material
relacionado con el Resultado 1 aparecen en [22].



Capitulo 1

Preliminares

El contenido de este capitulo esta distribuido de la siguiente manera. En
la Seccién 1.1 revisamos algunas nociones y resultados sobre espacios afines
y teoria de convexidad que requerimos en el presente trabajo. Sobresalen en
este capitulo dos resultados sobre sistemas finitos de desigualdades lineales
con coeficientes racionales, que en la literatura se dice que son de tipo Lema
de Farkas; estos resultados son el contenido de la Seccién 1.4. Las Secciones
1.2 y 1.3 contienen resultados que se requieren en la Seccién 1.4.

1.1. Estructura afin de R” y teoria de conve-
xidad

En esta seccion revismos las definiciones y resultados bésicos relativos a
espacios afines, conjuntos convexos y conos. El material relativo a espacios
afines se tomé de [2, §1.1], el material sobre conjuntos convexos proviene de
2, §1.2] y el material sobre conos fue tomado de [30, p. 28]. Los resultados
en esta seccién se enuncian sin demostraciones. Esta seccién es solamente un
resumen sobre los conceptos antes mencionados, que es lo que requerimos
para este trabajo; para un estudio maés detallado se pueden consultar las
referencias citadas.

A lo largo de todo este trabajo asumimos la convencién de que para cada
entero positivo t, R' representa el conjunto de vectores columna de longitud
t con entradas reales, mientras que (R")* representa el conjunto de vectores
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renglon de longitud ¢ con entradas reales. Por ejemplo

(1,4,2) € (RY), (3,7)7 = ( § ) cRZ.

Consideramos el producto interno usual para vectores x,y en RY, (x,y) :=
'y = Z:f:l z;y; v la norma (euclidiana) usual para un vector & € R,
|z| := \/{(x,x). Denotamos por M,,, al conjunto de matrices de tamano
m x n con entradas en R, y por M,,»,(Q) v Myxn(Z) respectivamente, a
los subconjuntos de M,, «,, formados por las matrices con entradas en Q y Z
respectivamente. Sea A € My, v = (21,...,2,)" € R™ Por convencién
escribiremos el producto de A por x en alguna de las siguientes formas: Ax
6 A-(z1,...,7,)" (note que en el primer caso no usamos “ - 7).

Fijamos un entero positivo m y consideramos por el resto de esta seccion
el espacio lineal R™. A continuacion presentamos un resumen sobre la estruc-
tura afin de R™, tomado de [2, §1.1]. Un subespacio afin de R™ es, o bien el
conjunto ), o bien el trasladado de un subespacio lineal de R™ (es decir, de
la forma & + V| con & € R™ y V' un subespacio lineal de R™). Si F; y Fy son
subespacios afines de R™ y F; C Fy, decimos que F; es subespacio afin de Fs.
La linea a través de dos puntos distintos @, xs de R™ es el conjunto

{)\1331 + )\2582 . )\1,)\2 € R, )\1 + )\2 = 1}

La siguiente proposicién corresponde al resultado (a') de un resumen
sobre la estructura afin de R™ que se encuentra en [2, §1.1].

Proposicién 1.1.1. [2, §1.1] Un subconjunto F de R™ es un subespacio afin
sty solo si la linea a través de cualquier par de puntos distintos de F estd con-
tenida en F.

Una combinacién afin de puntos @y, ..., x, de R™ es una combinacién de
la forma A\ + - - - + A&, donde )7 | \; = 1. La siguiente proposicién se
obtiene combinando los resultados (a') y (b') del resumen sobre la estructura
afin de R™ de [2, §1.1].

Proposicién 1.1.2. [2, §1.1] Un subconjunto F de R™ es un subespacio afin
si y sélo si cualquier combinacion afin (finita) de puntos de F pertenece a F.

La interseccién de cualquier familia de subespacios afines de R™ es un
subespacio afin de R™. Por lo tanto, para cualquier subconjunto X de R™,
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existe un subespacio afin méas pequeno de R™ que contiene a X, que es la
interseccién de todos los subespacios afines que contienen a X’; llamamos a
este subespacio el subespacio afin generado por X, o la envolvente afin de
X. Note que también tiene sentido hablar de la envolvente afin del conjunto
() (que es el conjunto () ya que éste también es un espacio afin. La siguiente

proposicion corresponde al resultado (cl) del resumen sobre la estructura afin
de R™ de [2, §1.1].

Proposicién 1.1.3. [2, §1.1] Para cualquier subconjunto X de R™, la envol-

vente afin de X es el conjunto de todas las combinaciones afines de puntos
en X.

A continuacién damos algunas definiciones y algunas afirmaciones (que
no probamos aqui) relacionadas con la nocién de dependencia afin de familias
de puntos en R™. Una familia de puntos (1, ..., ;) es afinmente indepen-
diente si siempre que tengamos una combinacion \jx; + - -+ + A\xs = 0,
con A\ + -+ Ay = 0, tenemos que Ay = --- = \; = 0. Independencia
afin equivale a decir que ninguno de los puntos es combinacién afin de los
restantes. Una familia de puntos que no es afinmente independiente se dice
que es afinmente dependiente. Cuando un punto & es una combinacién afin
de ¢y, ..., x4, digamos \jx+- - - A\sx,, entonces los coeficientes Ay, ..., A; estan
unicamente determinados si y sélo si la familia (x4, ..., ) es afinmente inde-
pendiente. Una s-familia, esto es, una familia que tiene s puntos, (1, ..., Ts)
es afinmente independiente si y sélo si cada una de las (s — 1)-familias

(.’1:1 — Ly, ey Lj—] — Ljy i1 — Ljyooey Lg — wi), 1 = 1, ey S

es linealmente independiente. Una base afin de un subespacio afin F de R™ es
una familia (1, ..., ) afinmente independiente de puntos de F, tal que F es
la envolvente afin de (1, ..., ;). La dimensidn de un subespacio afin no vacio
F de R™, denotada por dim(F), es la dimensién del subespacio lineal V' tal
que F = & + V. Por definicién asumimos que dim({)) = —1. La dimensién de
F = s—15siysélo s es el mayor entero tal que existe una s-familia afinmente
independiente de puntos de F. Una s-familia afinmente independiente de
puntos de F es una base afin de F si y sélo si s = dim(F) + 1. La siguiente
proposicién es similar al resultado (d') del resumen sobre la estructura afin
de R™ de [2, §1.1], se sigue de las afirmaciones anteriores y es una sintesis de
las mismas.
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Proposiciéon 1.1.4. Sea F un subespacio afin de R™ que tiene dimension
afin s — 1. Sea (1, ...,x;) una familia mdzima afinmente independiente de
puntos de F. Entonces

i)t=s.

i) (@1, ..., xs) es una base afin de F.

iii) F es precisamente el conjunto de todas las combinaciones afines de los
puntos 1, ..., xs, y para cada punto de F su representacion como combinacion
afin de los puntos x, ..., xs es Unica.

Sea F un subespacio afin de R™ de dimension s. Un subespacio afin de
dimensién (s — 1) de F se llama hiperplano en F. Los hiperplanos de F son
los conjuntos de la forma H N F, donde H es un hiperplano de R™ tal que
H N F es un subconjunto propio no vacio de F.

A continuacion revisamos algunas nociones sobre conjuntos convexos, el
siguiente resumen fue tomado de [2, §1.2]. Sean 1, ..., xs € R™. Una combi-
nacion convexa de los x;, 1 = 1, ..., s, es una combinacién de la forma

M@y + -+ A, tal que \; > O parai € [s]y D A =1.
=1

El segmento cerrado entre dos puntos @, s de R™, denotado por [xq, xs),
es el conjunto de todas las combinaciones convexas de @y, Ty, esto es

[iBh 3'52} = {)\1%1 + )\ng : )\1, )\2 Z 0, )\1 + )\2 = ].}
= {(1—=Nxz; + A xa: A€ [0,1]}.
Un subconjunto K de R™ es convezo si dados dos puntos @1, x5 € K se tiene

que [z, 5] C K; esto es, si cualquier combinacién convexa de dos puntos de
KC pertenece a K. Note que el conjunto ) es convexo.

Teorema 1.1.5. [2, Teo. 2.1] Un subconjunto K de R™ es convexo si y sélo
si cualquier combinacion convera de (no necesariamente dos) puntos de K
pertenece a K.

Es claro que la interseccién de cualquier familia de subconjuntos convexos
de R™ es un conjunto convexo. Para un subconjunto A de R™, la envolvente
conveza de A, que denotamos por conv(.A) se define como

conv(A) := ﬂ{IC CR™: ACK, K convexo};

esto es, conv(A) es el subconjunto convexo mas pequeno de R™ que contiene
a A. Observe que conv())=0.
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Teorema 1.1.6. [2, Teo. 2.2] Para cualquier subconjunto A de R™, conv(A)
es el conjunto de todas las combinaciones convexas de elementos en A.

Como una instancia particular del teorema anterior, tenemos que si A es
finito, digamos A = {a,, ..., a, }, entonces

conv(A) = {)\lal + -+ @, \; >0 parai € [n], Z/\i = 1} _
i=1

Un politopo es la envolvente convexa de un subconjunto finito no vacio
de R™. Los politopos son uno de los principales objetos de estudio en teoria
de convexidad, para un estudio detallado sobre politopos ver, por ejemplo
2, 11].

Finalizamos esta seccién presentando algunas nociones bésicas sobre conos.
El siguiente resumen se tomé de [30, p. 28]. Para un estudio detallado sobre
conos ver, por ejemplo [30, Cap. 1]. Un subconjunto no vacio Q@ de R™ es un
cono si cualquier combinacién lineal con coeficientes no negativos de cualquier
subconjunto finito de Q, pertenece a Q. Note que un cono no necesariamente
es cerrado, por ejemplo, el conjunto

Q, := {primer cuadrante (abierto) de R*} U {0}

es un cono que no es cerrado. Note también que cualquier cono contiene al
vector 0. Es claro que la interseccién de cualquier familia de conos es un
cono. Para un subconjunto arbitrario C de R™, el cono generado por C, que
denotamos como cono(C) se define como

cono(C) := ﬂ{Q CR™:CC Q,Q cono};

esto es, cono(C) es el cono mas pequeno en R™ que contiene a C. En particular,
cono(()) = {0}. Para un subconjunto no vacio C de R™ se tiene que

cono(C) = {\e1 + -+ e : {er, ., e} CC N > 0,

la primera contencién se sigue de que (es facil ver que) el conjunto del lado
derecho es un cono, que ese cono contiene a C, y que cono(C) es la interseccién
de tales conos. La otra contencion es consecuencia de que todos los elementos
en el conjunto de la derecha deben pertenecer a cualquier cono que contenga
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a C,y cono(C) es uno (el més pequeno) de ellos. En particular, si C es finito,
digamos C = {¢y, ..., ¢; }, entonces

cono(C) = {\er + -+ Mey, \; >0 parai € [t]}.

Note que cuando C es finito, cono(C) es cerrado. La nocién de cono en la
literatura es mas general que la que aqui presentamos, en el sentido de que
también considera las traslaciones de los conos que aqui definimos, pero esas
traslaciones no se requieren en el presente trabajo.

1.2. Soluciones basicas factibles

En esta seccién estudiamos un par de lemas técnicos que se requieren
en la Seccién 1.4 (Lemas 1.2.7 y 1.2.8). Para las pruebas de dichos lemas
necesitamos un poco de teoria de optimizacién combinatoria, que veremos a
continuacion.

Como comentamos al principio de la Seccion 1.1, los elementos de R™ y
por consiguiente los de Q™, son vectores columna. Con frecuencia usaremos
la notacién & = (1, ...,2,,)" € Q™, pensando a (x, ..., T,,) como un vector
renglon y a su transpuesto como un vector columna.

El material que veremos enseguida, incluyendo la notacion fueron toma-
dos de [19, §2.2]. Comenzamos por la notacién. Sea A € M,,x,,(Q) una matriz
que tiene rango m (note que esto implica que m < n), y sea
b = (by,....b,)T € QM. Una solucién factible del sistema dado por A y
por b, es un vector * € R", con & > 0; esto es, x; > 0, parat = 1,...,n,
y tal que Ax = b. Denotamos por F al conjunto de soluciones factibles del
sistema dado por A y por b; esto es

F:={x cR": Az = b, = > 0}.

Una base de A es un conjunto formado por m vectores columna de A lineal-
mente independientes:

B={A;, . A ). (1.1)

Cada base de A como en (1.1), tiene asociada la submatriz de A,
B = [A;], que es invertible. Dada una base de A, B = {4;,,..., 4;, }, cuya
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matriz asociada es B = [A; ], la solucion bdsica correspondiente a B es el

vector = (11,...,2,)" € R" tal que,

Ax = b,
Ty = 0 si A]’ ¢ %, (12)
(24, ..., ;)" es el tinico vector T en R™, tal que BT = b.

Si una solucién basica @ pertenece a F, decimos que @ es una solucion bdsica
factible.

Ejemplo 1.2.1. [19, §2.2] Sea A la matriz en My,7(Q) dada por

O O = =
w o o
_ = O
o O O
o O = O
o= O O
— o O O

y sea b= (4,2,3,6)T. En este caso el conjunto de soluciones factibles es
F={x=(r1,...,77)' €eR": Az =b, = > 0}.

Una base para A es B = {Ay4, A5, Ag, A7}, que tiene asociada la submatriz
B = I (la matriz identidad en Myy4). La solucién bésica correspondiente es
(0,0,0,4,2,3,6)T, v es una solucién bésica factible porque tiene entradas no
negativas. Otra base para A es By = {A,, A5, Ag, A7}, que tiene asociada la
submatriz de A

1000
0100
By = 0010
3001

La solucién bésica correspondiente es (0,4, 0,0, 2, 3, —6)T. Esta solucién bésica
tiene una entrada negativa y por lo tanto no es una solucién bésica factible.
o

Comentario 1.2.2. Sea A € M,,,,,(Q), y sea o una permutacion en el grupo
simétrico S,,. Sean g A la matriz que se obtiene de permutar los renglones de
A por medio de o, y ob el vector que se obtiene de permutar las entradas de b
por medio de o. Entonces el conjunto de soluciones factibles, resp. soluciones
basicas, resp. soluciones basicas factibles, del sistema dado por A y por b,



Capitulo 1. Preliminares 8

es igual al conjunto de soluciones factibles, resp. soluciones basicas, resp.
soluciones basicas factibles, del sistema dado por 0 A y ob.

Sea 7 una permutaciéon en el grupo simétrico S,,. Sea At la matriz que se
obtiene de permutar las columnas de A por medio de 7, y para cada vector
x € R", sea T el vector que se obtiene de permutar las entradas de x por
medio de 7. Entonces & es una solucién factible, resp. solucion basica, resp.
solucion bésica factible, del sistema dado por A y por b, si y sélo si 7@
es una solucién factible, resp. solucion bésica, resp. solucién basica factible
del sistema dado por AT y por b. Este par de observaciones seran usadas
implicitamente en lo sucesivo. ¢

El siguiente teorema y su demostraciéon fueron tomados de [19, §2.2],
donde se considera el resultado para una matriz A € M,,x,(Z) y un vector
b € Z™. El teorema y su prueba siguen siendo validos si consideramos
A€ M,un(Q) y be Q™ y asi los tomamos en este trabajo.

Teorema 1.2.3. [19, Teo. 2.1] Sea A € My, (Q) una matriz que tiene rango
m, y sea b € Q™. Si existe una solucion factible del sistema dado por A y
por b, entonces existe una solucion bdsica factible del sistema.

Para la prueba del teorema necesitamos los siguientes resultados:

Lema 1.2.4. Sea A = (a;;) € My xn(R) una matriz que tiene rango | (para
alguna I < m), y sea b € R™. Supongamos que existe un © € R™ tal que
Az =b. Sea C:={r;,,....,r;,} un subconjunto linealmente independiente de
renglones de A. Sea A la submatriz de A formada por los renglones en C, y
sea b el subvector de b que corresponde a esos renglones; esto es

Entonces el conjunto solucion del sistema dado por A y por b es igual al
conjunto solucion del sistema dado por A y por b.

Demostracién. Sil = m entonces A = A, b="> y no hay nada que probar.
Supongamos que [ < m. Sean r;, i = 1,...,m los renglones de A. Debemos
probar que para todo y € R" se tiene que

(ri,,y) = by, para j=1,...,1 <=
(ri,y) =0b;, parai=1,....m.
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Una implicacién es trivial. Para la otra, supongamos que

(ri,,y) =b;,, para j=1,..,1, (1.3)

y sea k tal que 7 ¢ C. Por demostrar que (ry,y) = by. Como 7 estd en el
espacio generado por los renglones de A, y C es una base de dicho espacio,
existen reales A\, ..., \; tales que

l
T = E )\j’f’ij.
j=1

Por (1.3) tenemos que

l

l l
<'I"k,y> = <Z )\j’l“i].,y> = Z/\j<'rij,y> = ZAJbZ] (14)

j=1 j=1

Por otro lado, como x es tal que Ax = b, entonces (r;,x) = b;, para
1=1,...,m. Luego

l l l
Z )\jbij = Z )\j<Tij> $> = <Z )\j’l"ij, $> = <’rk, 33> = bk (15)
j=1 7=1 j=1

Combinando (1.4) y (1.5) concluimos que (rg,y) = by. <
El Lema 1.2.5 estd implicito en la prueba del Teorema 2.1 en [19].

Lema 1.2.5. [19, p. 31 y 32| Sea A € M4, (Q) y sea b € Q™. Sea  una
solucion factible del sistema dado por A y por b. Supongamos que x tiene
una cantidad minima de entradas positivas (en el conjunto de soluciones
factibles) y que x # 0. Sean x;,, ..., x;, las entradas positivas de x. Entonces
el subconjunto {A;,, ..., A;,} de columnas de A es linealmente independiente.

Demostracion. Sea A = (a;;), 1 <i <m, 1 < j <n. Por el Comentario
1.2.2, podemos suponer sin pérdida de generalidad que las t entradas positi-
vas de « son 1y, ..., x;. Probamos la contrapositiva. Suponiendo que Ay, ..., 4;
no son linealmente independientes, veremos que entonces @ no tiene una can-
tidad minima de entradas positivas. Sea A := (A1, ..., A;) y sea r el rango de
A. Entonces r < t. Nuevamente por el Comentario 1.2.2, pode/r\nos suponer
sin pérdida de generalidad que las primeras r columnas de A son lineal-
mente independientes, y que los primeros r renglones de A son linealmente
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independientes. No es dificil ver que entonces la submatriz D = (d;;) de fAl,
definida por d;; = (ﬁ)” = a;j para i,j € [r], tiene rango r, y por lo tanto
es invertible. Sea A € M, (Q) la matriz formada por los primeros r ren-
glones de E, y C € My - (Q) la submatriz de A formada por las entradas
que no pertenecen a D. Tenemos entonces las matrices (x representa alguna

submatriz que no nos interesa)
—~ —~ A ~
A=(4 ) A= JA=(D C).
*
Como Ax =byxy ==z, =0, tenemos que
A-(zy,....,m)" =b.
Sea b := (b, ...,b,)T. Entonces el conjunto solucién del sistema dado por A y
por b es no vacio, y por el Lema 1.2.4 es igual al conjunto solucion del sistema

dado por A y por b. Sea y = (y1,...,y:)" € R tal que Ay = b. Definimos

Y1 Yr+1

Yp = : , Yo 1= : de manera que y = ( Yp ) .
Ye
Yr Yt
Luego
b= Ay = Dy, + Cyc.
Por lo tanto
y,=D"'(b—Cy,)=D"'b— D 'Cy,. (1.6)

Reciprocamente, cada vector y = (yp,yo)" que satisfaga (1.6) es tal que
Ay = b; esto es, el conjunto solucién del sistema dado por A y por b es
precisamente el conjunto de vectores y = (yp,yo)' que satisfacen (1.6).

Parai=1,...r,j=7r+1,...t sean §; := (D'b); y wij = (=D71C)(j-)-
Entonces un vector y = (yp,yo)" € R es solucién del sistema dado por A

y 5, equivalentemente solucion del sistema dado por A y por b, si y sélo si y
puede ser construido fijando libremente las coordenadas ¥y, 11, ..., y; (que son
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las coordenadas de y.), y determinando las coordenadas yj, ...,y (que son
las de y ) mediante la ecuacién

t
yzzﬂz—l— Z aijyja Z: 1,...,7”. (].7)
Jj=r+1

El vector (z1,...,2¢)" es solucién de este sistema dado por A y por b, por lo
tanto,

t
€T; = ﬂz + Z Qi Ty, 1= 1, LT (18)
Jj=r+1
Ahora, sea
¢, := min ,i=1,..,1} (1.9)
i(r41)>0 " Q(r41)
y sea

0 = min{by, x,11}, (1.10)

y en caso de que 41y < 0 para i = 1,...,7 entonces 6 = x,,;. Dicho de
otra manera, § = x,,1 a menos que el conjunto en (1.9) sea no vacio y que
el minimo de ese conjunto, que es #; > 0, sea menor que x,,1, €N CUYO CaSO
6 = 6;. Note que entonces 0 < 0 < x,,1.

Sea (T1,...,7;)" el vector en R definido por

Ty — 0 sik=r+1
Tp = T sik=r+2,..,1
Br + Zj’:rﬂ apz; sik=1,.,r.

Afirmacién 1. El vector (71, ...,7;)" satisface las siguientes condiciones:
N ~ ~N\T __

i) A-(31,...3)T = b,

i) Ty = T, — eqyl, para k =1, 7,

i) T, > 0, para k =1,...,t,y

iv) (T1,...,7;)" tiene estrictamente menos entradas positivas que (a1, ..., z;)7.

Prueba de la Afirmacién 1. Probamos i). El vector (Z1,...,7;)T se cons-
truy6 fijando valores a las coordenadas 7,1, ..., Z;, y determinando Ty, ..., T,
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a partir de estos valores mediante la ecuacién (1.7). Por el comentario previo
a dicha ecuacion, asl es precisamente como se construyen las soluciones del
sistema dado por A y por b.

Para la parte ii), sea 1 < k < r, entonces

t
Ty = [Ort E QT

j=r+1

t
= [Op+ ak(r+1)(l’r+1 —0)+ Z QgL j
Jj=r+2

= Tr — ak(r+1)9-

La tltima igualdad es por (1.8). Ahora probamos iii). Para k = r +2,...,t,
Tp = x > 0. Para kK = r + 1, como ya hemos observado,

0<4d S;xr+1,

por lo tanto Z,,1 = x,41 — 6 > 0. Para k = 1, ..., la prueba es por casos.
Primero consideramos el caso en que ay41) < 0, en este caso, aplicando la
parte i) tenemos que

aj\k =T — ak(r—}—l)e > x> 0.
Si ag(r+1) = 0, por la parte i) tenemos que
&I\k =ux, > 0.

Finalmente, si a1y > 0, por (1.9) y (1.10)

Tk

Z 91 Z 0,
Ak (r41)

de esto y de la parte ii) tenemos que
S/L’\k = Tk — ak(r+1)0 Z 0.

Ahora probamos la parte iv). Si 6 = x,,1, entonces T3 = 41 —0 =0. Y
sif = akff“ﬂ) para algin 1 < k <, con ay41) > 0, entonces

/.fk = Tk — ak(rJrl)e = 0.
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Como 1, ...,z; > 0, lo anterior implica que (71, ...,7;)T tiene estrictamente
menos entradas positivas que (z1, ..., 7;)T. Esto concluye la prueba de la Afir-
maciéon 1. ¢

Continuamos con la prueba del lema. A partir del vector (Zi,...,7;)"
considerado en la Afirmacién 1, construimos el vector

z:= (71,...,7,0,..,0)T € R™.

Por 7) de la Afirmacién 1, y puesto que Z;,1 = --- = T, = 0, tenemos que
Az = b, por lo tanto Z es una solucién factible del sistema dado por A y
por b, que tiene estrictamente menos entradas positivas que x, por lo tanto
a no tiene un nimero minimo de entradas positivas. <&

Demostracion (del Teorema 1.2.3). Sea = (xy,...,2,)" una solucién
factible del sistema dado por A y por b, y supongamos que @ tiene un nimero
minimo de entradas positivas. Probaremos que @ es de hecho una solucion
basica factible. Si @ = 0, entonces b = 0 y es claro que x es una solucion
basica factible. Supongamos que @ # 0, y sin perder generalidad, las en-
tradas distintas de cero son las primeras ¢ entradas de . Como « tiene un
nimero minimo de entradas positivas, entonces por el Lema 1.2.5 el conjunto
{A1, ..., A;} es linealmente independiente. Como A tiene rango m, entonces
t < m y podemos completar {4y, ..., A;} a una base de A, digamos

% = {Al, ...,At,AitJrl, -'-7Aim};

considerando para k = 1,...,t, iy := k. Sea B = (A, ..., Ay, A1, .0 Ay,) la
submatriz de A asociada a 2. Como las unicas entradas positivas de & son
Ty, ..., Ty, tenemos que ;,,, = --- = x;, = 0. De esto y de que Az = b sigue
que

B (T4, ey T, Ty s ey Ty,) T = b (1.11)

B es invertible, entonces (21, ..., T¢, Ti, 5 - z; )7 es la tnica solucién al sis-

tema dado en (1.11). Por lo tanto @ es la solucién bésica factible correspon-
diente a la base B. &

La Proposicion 1.2.6 es muy similar, pero adaptada a nuestros propdsitos,
a la parte (a) = (b) del Lema 13.1 en [19]; la prueba que presentamos
aqui estd basada en la idea de la prueba de la parte (a) = (b) del Lema
13.1 en [19]. El Teorema 1.2.3 (que corresponde al Teorema 2.1 en [19]) es
pieza fundamental en la prueba de esta proposicién.
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Proposicién 1.2.6. Sean aq, ...,a, € Q™, ysea 1 < k < n. Supongamos que
existen reales ry,...,r, > 0, conry +--- 41 >0, y tales que 2?21 ria; = 0.
Entonces existen racionales sy, ...,s, > 0, con sy + ---+ s > 0, y tales que

Z?:l S;a; = 0.

Demostracion. Supongamos que existen reales ry,...,7r, > 0, con
ri 441, > 0y tales que Y ra; = 0. Sea A la matriz con vectores
columna ay, ..., a,, esto es

aix - Qi
A= : : = (ay,...,a,);

Am1 = Qmn

yseau = (ry,...,m,)" € R, de tal forma que Au = 0. Sea t < m el rango de
A. Consideramos una subfamilia C con ¢ vectores linealmente independientes
de renglones de A, y sea A la submatriz de A formada por esos renglones.
Tenemos que Au = 0. Denotamos por 0 al vector cero en R™ y por 0 al
vector cero en R!. Entonces por el Lema 1.2.4 tenemos que

Ay =0 <= ﬁy = 0, para todo y € R™. (1.12)

Habremos probado la proposicién si exhibimos un s € Q", con sy, ..., s, > 0,
S1+ -+ s >0,y tal que As = 0. Por (1.12) podemos suponer sin pérdida
de generalidad que A tiene rango m. Para i € [n], sea e; € (R™)* el i-ésimo
vector candnico (que tiene valor 1 en la i-ésima coordenada y valor cero en las
restantes). Sea 15 := S.F | e; € (R™)*. El vector 1; no pertenece al espacio
generado por los renglones de A; si perteneciera, como Au = 0, tendriamos
que 1, -u = 0; pero 1 - w =1y + - - - + 1, y por hipdtesis ry +--- + 1, > 0.
Entonces la matriz

ayy o Qi Guk+1) 0 Qin
C .=
Am1 - Qmk Omk+1) " Gmn
1 ... 1 0 e 0
tiene rango m + 1. Sea N := r; + --- + r;. Podemos suponer que N €

Q (multiplicando w por un real positivo A si es necesario, Au satisface las
mismas hipotesis que u). Tenemos que w es solucion factible del sistema
dado por C' y por (0,...,0, N)T € Q™" Entonces, por el Teorema 1.2.3,
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existe una solucién bésica factible s = (s1,...,s,)T del sistema dado por C
y por (0,....0,N)T. Sea B = {Cj,,...,C;, ., } una base de C, tal que s es
la solucién basica factible correspondiente a B, y sea B = [C},...,C;, ]
la matriz asociada a la base B. Note que B es una matriz invertible con

entradas racionales. Entonces, de (1.2) tenemos que:

a) Cs=(0,....,0,N)T,
b) s; =0,81C; ¢ B,y
¢) (Siyy e Sippiy )T €s €l tnico vector 3 € R™ tal que Bs = (0,...,0,N)T.

Tanto B como el vector (0,...,0, N)T tienen entradas racionales, con-
cluimos de ¢) que s;,,...,s;,,,, son racionales; de esto y de b) tenemos que
S1, ..., S, son racionales. Como s es solucién factible tenemos que sy, ..., s, >
0. De a) concluimos que s; + -+ + s =N > 0y que As = 0; esto es

n

ZSZ‘G,Z‘ =0

i=1

Los enunciados de los Lemas 1.2.7 y 1.2.8 estan contenidos en [5, Lema
3, p. 46]; las demostraciones de dichos lemas se derivan de la Proposicién
1.2.6. Los Lemas 1.2.7 y 1.2.8 se requieren en la Seccién 1.4 para probar las
Proposiciones 1.4.1 y 1.4.2.

Lema 1.2.7. [5, Lema 3| Sean ay,...,a, € Q™, y sea 1 < k < n. Entonces
existen reales ri,...,rn, con ri,....,7x > 0, r1 + -+ 1y > 0, y tales que
Sor o rma; = 0; siy sdlo si existen enteros ty, ..., t,, con ti,...t, > 0, t; +
sty >0, y tales que Y t;a; = 0.

Demostracion. Una implicacién es trivial. Para la otra supongamos que
existen reales ry,...,7,, con ri,....rp > 0, r1 +--- +1rr > 0, y tales que
> ma; = 0. Escribimos al conjunto [n] como la unién disjunta de los
subconjuntos P := {i € [n] : 7, > 0} y N := {i € [n] : 7, < 0}. Note
N C{k+1,...,n}; o equivalentemente {1,...,k} C P. Definimos reales 77,
i € [n], resp. vectores a3, i € [n] como sigue

po._ § Ti para 1eP a° a; paraicP
© ) -1 paraie N 0 YT | —a; paraieN.
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sy+---+sp >0,y tales que Y1 | s7a; = 0. Para i € [n] definimos racionales
$; COmMO

s{  parai € P;
S 1= i
v —s? paraieN.

Como {1,...,k} C P, entonces s1,...,8x > 0y s+ -+ + s > 0. Por otro
lado Y0 | s;a; = > | sa; = 0. Multiplicando los s;, ¢ € [n] por un entero
positivo apropiado se obtienen los enteros tq, ..., t, que buscamos. <

Lema 1.2.8. [5, Lema 3| Sean a,...,a, € Q™, y sea 1 < k < n. Entonces
existen reales r1,...,Tn, conry,...,r >0, 11+ 1 >0, 7511, ..,7, <0, y
tales que Z?:l r;a; = 0; siy solo si existen enteros ty, ..., t,, conty,....,tp >0,
ty 4+t >0, gy, .., ty <0, y tales que > ¢ tia; = 0.

Demostracion. Una implicacion es trivial. Para la otra, supongamos que
existen reales ry,...,rp, con ry, ..., 1 >0, v+ -+ 1 >0, o, e, <0,y
tales que >, r;a; = 0. Escribimos al conjunto [n] como la unién disjunta
de los subconjuntos P := {1,....,k} y N := {k + 1,...,n}. Definimos reales
re, i € [n], resp. vectores ag, i € [n] como sigue

o Py——
TZ Dl

r; parai€ P o a;, parai€P
—r; parai €N —a; parai€ N.

n o

Entonces tenemos que r{,...,70 >0, 75 +---+7rp >0y que Y " rPa; =
> v ria; = 0. Por la Proposicién 1.2.6, existen racionales s3, ..., s, > 0, con
sS4+ 45y > 0,y tales que Y | s?a$ = 0. Para i € [n] definimos racionales

§; cOmo

s{  parai€ P;
g 1= i
v —s? paraieN.

Entonces s1,...,5p > 0, 1+ -+ 4+ s > 0¥y Sgi1,..., 5, < 0. Por otro lado
Yo sia; = o stai = 0. Multiplicando los s;, ¢ € [n] por un entero
positivo apropiado se obtienen los enteros tq, ..., t, que buscamos. <

1.3. Lema de Farkas para vectores en R"

En esta seccién estudiamos dos versiones del Lema de Farkas (Proposi-
ciones 1.3.1 y 1.3.2) que consideran vectores en R™. Estas proposiciones se
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necesitan para probar las Proposiciones 1.4.1 y 1.4.2 que aparecen en la Sec-
cion 1.4.

El contenido de esta seccién fue tomado de [5, Cap. 5.
Proposicién 1.3.1. [5, Lema 1, p. 44] Sean a4,..., a, € R™, ysea 1 < k < n.
Entonces exactamente una de las siguientes condiciones se cumple:
(A) Eziste x € R™ tal que
(x,a;) > 0, parai=1,..,k,
(k,a;) = 0, parai=k+1,..,n.
(B) Existen reales r1,..., 1y, con ry,....,7 > 0, 11 + -+ 1, > 0, y tales
que Y ¢ ria; = 0.
Proposicién 1.3.2. [5, Lema 2, p. 45] Sean a4, ...,a, € R™, ysea 1 < k < n.
Entonces exactamente una de las siguientes condiciones se cumple:
(A) Existe x € R™ tal que
(x,a;) > 0, parai=1,..k,
(x,a;) < 0, parai=k+1,..,n.
(B) Existen reales 11,...,7n, con ri,...1x > 0, 14 + -+ + 1 > 0,
Thtts s Tn < 0, y tales que Y r;a; = 0.
El resto de la seccion se dedicara a las pruebas de las proposiciones.

Sean A, B y C subconjuntos finitos de R™, para los cuales consideramos:
conv(A), (B) y cono(C).

Donde conv(.A) es la envolvente convexa de A, (B) es el espacio lineal gene-
rado por B, y cono(C) es el cono generado por C. Recuerde que

conv(P) =0, (0) ={0}, y cono(P) = {0}.

El siguiente lema, que estd implicito en [5, p. 44], serd necesario en la
prueba de ambas proposiciones. Su demostracién es muy simple y se omite.

Lema 1.3.3. [5, p. 44] Sean A, B y C subconjuntos finitos de R™, y sea
x € R™. Entonces:

i) (x,a) >0,Vae A= (xz,a) >0,V ac conv(A).

i) (x,b) =0, Vbe B = (x,b) =0,V be (B).

i1i) (x,c) <0,VecelC = (x,c) <0,V c e cono(C).
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La siguiente notacién y lemas seran necesarios para la prueba de la
Proposicién 1.3.1. Los Lemas 1.3.4 y 1.3.5 estdn implicitos en [5, p. 44].

Sean A y B subconjuntos finitos de R™. Asociamos a A y B el conjunto
S C R™ definido por

{ xeR”: 1) (x,a) >0, para todo a € A, }

S = 2) (x,b) = 0, para todo b € B

(1.13)

Lema 1.3.4. [5, p. 44] Sean A y B subconjuntos finitos de R™, con A # (),
y considere el conjunto S C R™ asociado a A y B que se definid en (1.13).
Entonces

S # () <= conv(A) N (B) = 0.

Demostracion. Como A # (), entonces conv(A) # (). Supongamos primero
que S # (), y sea © € S. Entonces, por (1.13) y por el Lema 1.3.3, x satisface
las siguientes condiciones:

(k,a) > 0, Vac€conv(A), (1.14)
(x,b) = 0, Vbe (B). (1.15)
El conjunto conv(.A) es compacto en R™, de esto y de (1.14) tenemos que

min{(x,a) : a € conv(A)} estd bien definido y es un nimero positivo d. Sea
€= g. Entonces

(x,a) > € Y a e conv(A). (1.16)

Definimos el siguiente hiperplano de R con sus respectivos semiespacios:

H. = {yeR": (x,y)=¢},
K = {yeR"™: (x,y) > ¢},
K- = {yeR":(x,y) <e€}.

Tenemos por (1.16) que conv(A) C KF\H,, y por (1.15), que (B) C
K\ H,; por lo tanto el hiperplano H, separa estrictamente ' a conv(A) y a

(B). Concluimos que conv(A) N (B) = 0.

'Un hiperplano H de R™ separa a dos subconjuntos U, U’ de R™ si U esté contenido
en uno de los semiespacios cerrados determinados por H, mientras que U estd contenido
en el otro. H separa estrictamente a U y U si H separaa Uy U ,yUNH=U NH =10
[11, §2.2].
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Para el reciproco, note que conv(A) y (B) son subconjuntos cerrados y
convexos de R™ que no se intersecan, y que conv(.A) es acotado. Entonces,
por el Teorema 1 en [11, §2.2] existe un hiperplano H de R™ que separa
estrictamente a conv(A) y (B). Sean n € R™ y o € R tales que

H={yeR": (y,n)=a}.
Podemos suponer que

(a,m) > «a, Y a e conv(A), (1.17)
(bn) < «, Vbe (B), (1.18)

porque si no, simplemente reemplazamos n por —n y « por —«a. Como Vb €
(B) y Vt € R, tb € (B), entonces, por (1.18) tenemos que

Vb e (B) yVt € R, (tb,n) < a. (1.19)
Siexistiera b € (B) tal que (b, n) # 0, entonces, tomando ¢ = 7% tendrfamos
que
(tb,n) = «a,
que contradirfa (1.19). Por lo tanto
(byn) =0, Vb e (B). (1.20)

Tenemos por (1.18) y (1.20) que a > 0. Entonces, de (1.17) sigue que
(a,m) >a >0, Vacconv(A).

Por lo tanto n satisface la condicién 1) de (1.13), y por (1.20), n satisface la
condicién 2) de (1.13). Por lo tanto n € S; esto es, S # (. O

Lema 1.3.5. [5, p. 44] Sea 1 < k < n y sean A = {aq,...,ar} y B =
{aki1,...,a,} subconjuntos finitos de R™ (note que A # (). Entonces
conv(A) N (B) # 0 si y sélo si existen reales ry,...,Tn, con ri,....,1x > 0,
ry 4+ >0, y tales que Y i a; = 0.

Demostracion. Si B = () entonces k = n y el lema dirfa en este caso, que
0 € conv(A) siy sélo si existen reales rq, ..., 7, > 0, con 7y +- - -+71, > 0 tales
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que Y r;a; = 0. Esta equivalencia claramente es cierta. Tratamos ahora
el caso en el que B es no vacio (esto es, k < n).
Supongamos primero que conv(A) N (B) # 0 y sea d € conv(A) N (B).
Por un lado
k k
d= Z s;a;, para ciertos reales sq, ..., s; > 0, con Z s; =1,

i=1 =1

y por otro lado

n
d= E s;a;, para ciertos reales Sii1, ..., Sy.
i=k+1

Sean r; ;= s;, para i = 1,2,....,k, y r; ;= —s;, parai =k + 1,...,n. Entonces
1, ., T > 0, 7”1+“‘+7”k>0y

n

Z ria; = 0.

=1

Para el reciproco, supongamos que existen reales rq, ..., r,, con rq, ..., g >
0, 71 + -4+ 1 > 0, y tales que Y ", ma; = 0. Note que 1 < k < n.
Multiplicando por un real positivo apropiado, podemos suponer que r; +
-+ +7rp=1. Como Y "  r;a; = 0 tenemos que

k n
E ra; = E —r,a; =: d.
=1 i=k+1

Entonces d € conv(A) N (B), y por lo tanto conv(.A) N (B) # 0. &

Demostracion de la Proposicion 1.3.1. Sean A := {ai,..,ap} y
B :={aki1,...,a,}, donde ay, ..., a, son los vectores de la proposicién. Como
k > 1 entonces A # (). Sea S el conjunto asociado a A y B definido en (1.13).
Entonces, aplicando los Lemas 1.3.4 y 1.3.5 tenemos que

se cumple (A) <= S#0 < conv(A)N(B) =10
<= no se cumple (B). &

Para la prueba de la Proposicién 1.3.2 necesitamos la siguiente notacion
y lemas. Los Lemas 1.3.6 y 1.3.7 también estan implicitos en [5, p. 44].
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Sean A y C subconjuntos finitos de R™. Consideramos el siguiente sub-
conjunto de R™ asociado a Ay C :

32 =

{ xeR™: 1) (x,a) >0, para todo a € A, } (1.21)

2) (x,c) <0, para todo c € C

Lema 1.3.6. [5, p. 44] Sean A y C subconjuntos finitos de R™, con A # (),
y considere el subconjunto Sy asociado a A y C definido en (1.21). Entonces

Sy # ) <= conv(A) N cono(C) = 0.

Demostracién. Como A # () entonces conv(A) # (). Supongamos primero
que Sy # 0 y sea © € Sy. Entonces, por (1.21) y por el Lema 1.3.3, @ es tal
que

(x,a) > 0, Vaeconv(A), (1.22)
(x,c) < 0,V cecono(C). (1.23)

El conjunto conv(.A) es compacto en R™, de esto y por (1.22), tenemos que
min{(x,a) : a € conv(A)} esta bien definido y es un nimero positivo d. Sea
€:= g > (. Entonces

(x,a) > €,V a e conv(A). (1.24)
Considere el siguiente hiperplano de R™ con sus respectivos semiespacios:

He:={y e R": (z,y) =€},
K ={yeR": (x,y) > ¢},
K- ={y e R": (xz,y) < €}.

Por (1.24), conv(A) C K\ H,; y por (1.23), cono(C) € K\ H.. Por lo tanto,
el hiperplano H. separa estrictamente a conv(A) y a cono(C). Concluimos
que conv(.A) N cono(C) = .

Para el reciproco, note que conv(.A) y cono(C) son subconjuntos cerrados
y convexos de R™ que no se intersecan, y que conv(.A) es acotado. Entonces
por el Teorema 1 en [11, §2.2] existe un hiperplano H de R™ que separa
estrictamente a conv(A) y a cono(C). Sean n y « tales que

H={yeR": (y,n)=a}.
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Multiplicando n y @ por —1 si es necesario, podemos suponer que
(a,m) > «,Y a € conv(A), (1.25)
(e,m) < «,V ¢ € cono(C). (1.26)
Como 0 € cono(C), de (1.26), tenemos que en particular
0=(0,n) < a.

Por lo tanto @ > 0. Para todo ¢ € cono(C) y para todo t € RT (RT es el
conjunto de reales positivos), tc € cono(C). Entonces, por (1.26) tenemos que

Ve € cono(C) y Vit € RY, (te,n) < a. (1.27)

Si existiera algin ¢ € cono(C) tal que (e¢,n) > 0, entonces, tomando t =
—2~ > ( tendriamos que

(em)
(te,n) = «;
esto contradirfa (1.27). Por lo tanto
(e,m) <0, V ¢ € cono(C). (1.28)
Por otro lado, por (1.25)
(a,m) >a >0, Vacconv(A). (1.29)
De (1.21), (1.28) y (1.29) tenemos que n € Sy, por lo tanto Sy # (). &

Lema 1.3.7. [5, p. 44] Sea 1 < k < n y sean A := {aq,...,ar} y C =
{api1,...,a,} subconjuntos finitos de R™ (note que A # (). Entonces
conv(A) Ncono(C) # O si y sdlo si existen reales 1, ...,Tn, cON T, ..., > 0,
Ty >0, g, e T <0, tales que Y ma; = 0.

Demostracion. Primero tratamos el caso C = (), donde k = n y cono(C) =
{0}. El lema dirfa en este caso que 0 € conv(A) si y sélo si existen reales
Ty, T > 0, conry+---+r, > 0, tales que Z?Zl r;a; = 0. Eso es claramente
cierto. Ahora tratamos el caso C # 0 (k < n).

Supongamos primero que conv(A) N cono(C) # 0. Sea d € conv(A) N
cono(C). Por un lado

k k
d= 5 s;a;, para ciertos reales sq,...,s; > 0, con 5 s; =1,
i=1 =1
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y por otro lado

n
d= g s;a;, para ciertos reales siy1,..., 5, > 0.
i=k+1

Sean r; := s;, parat = 1,....k, y r; := —s; para i = k + 1,...,n. Entonces
Tl,...,TkZO, 7’1—|—"‘+7”k>0, T’k+1,...,7'n§0y

n
E r,a; = 0.
=1

Para el reciproco, supongamos que existen reales rq, ..., 7,, con ri, ..., 7y >
0,71 +--+7rg >0, 711, ...,7 < 0,y tales que Z?:l r;a; = 0. Note que
1 < k < n. Multiplicando por un real positivo apropiado, podemos suponer
que 1 + - -+ rp = 1. Entonces

k n
E ria; = E —r;a; = d.
=1 i=k+1

Es claro que d € conv(A) N cono(C). <&

Demostracion (de la Proposicion 1.3.2). Sean A = {aq,...,a;},
C:={agy1,...,a,}, donde ay, ..., a, son los vectores de la proposicién. Como
k > 1 entonces A # (). Consideremos el subconjunto S, asociado a Ay C
definido en (1.21). Aplicando los Lemas 1.3.6 y 1.3.7 tenemos que

se cumple (A) <= S #0 <= conv(A)Ncono(C) =10
<= 1o se cumple (B). ¢

1.4. Lema de Farkas para vectores en Q"

Los resultados importantes de esta seccion son las Proposiciones 1.4.1 y
1.4.2, que usaremos en el Capitulo 2.

Proposicién 1.4.1. [5, Lemas 1 y 3] Sean a4, ...,a, € Q™, y sea 1 < k <n.
Entonces exactamente una de las siguientes condiciones se cumple:
(A) Eziste c € Z™ tal que

(c,a;) > O,parai=1,..k,
(c,a;) = O,parai=Fk+1,..,n.
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(B) Existen enterosty, ..., t,, conty, ... .ty >0, t14- -+t > 0, y tales que
Z?:l tiai = 0.

Proposicién 1.4.2. [5, Lemas 2 y 3] Sean a4, ...,a, € Q™, y sea 1 < k < n.
Entonces exactamente una de las siguientes condiciones se cumple:
(A) Existe x € R™ tal que

> 0, parai=1,... k,
(k,a;) < 0, parai=k+1,..,n.

(B) Ezisten enteros ti,...t,, con ty,..,ty > 0, t; + -+t > 0,
Uity ooy tn < 0, tales que > t;a; = 0.

La Proposicién 1.4.2 también es cierta si en la condicién (A) reemplazamos
“xeR™” por “axecZ™” [5, Lemas 2 y 3]; pero en el Capitulo 2, que es
donde la usaremos, se necesita justamente como esta enunciada.

El resto de la seccion se dedicara a las pruebas.

Recordamos que para cada entero positivo ¢, R' consta de vectores colum-
na, mientras que (R")* consta de vectores renglén. Con un ligero abuso de
notacion hemos denotado al vector cero en R (para cualquier valor de t) por
0, y el valor de t tal que 0 € R? es claro por el contexto. En esta seccién
consideramos también el vector cero en (R')*, para diferentes valores de t.
En este caso hay mayor ambigiiedad, porque se consideran simultaneamente
varios valores de t; asi que escribimos (0, ...,0); para denotar al vector cero
en (RY)*.

Para la prueba de la Proposicién 1.4.1 necesitamos el siguiente lema que
contiene parte de la informacién del Lema 3 en [5].

Lema 1.4.3. [5, Lema 3] Sean ag,...,a, € Q™ y sea 1 < k < n. Entonces
existe x € R™ tal que

(z,a;) > O,parai=1,..k,
(r,a;) = O,parai=k+1,..,n

si y solo si existe ¢ € Z™ tal que

(c,a;) > O,parai=1,..k,
(c,a;) = O,parai=Fk+1,..n.



Capitulo 1. Preliminares 25

Demostracion. Una implicacion es trivial. Para la otra supongamos que
existe € R™ tal que (x,a;) > 0, para i = 1,....k y (x,a;) = 0, para
i = k+1,...,n. Primeramente mostramos que existe un vector s € Q™ tal
que (s,a;) > 0,parai=1,...ky (s,a;) =0, parai = k+1,...,n. Para cada
1 =1,...,k consideramos el hiperespacio lineal ortogonal a a; y el respectivo
semiespacio:

H, = {yeR":(y,a;) =0},
K7 = {yeR":(y,a;) >0}

Por hipétesis ¢ € K;"\ H;, para i = 1, ..., k, por lo tanto

k
z € (\[KN\H] = U. (1.30)

i=1

Afirmacion. Considere el vector @ de la hipdtesis. Sea € > 0 arbitrariamente
pequeno. Entonces existe s € Q™ tal que

a) (s,a;) =0,parai=Fk+1,..,n.

b) |s — x| <e.

Prueba de la Afirmacion. Primeramente, note que « es no cero, ya que
(x,a;) >0 parai=1,...k (y k> 1). Sea A € My, x(n—)(Q) la matriz con
vectores columna @1, ..., a,. Por hipétesis 7 - A = (0,...,0),,_. Sea t el
mayor entero tal que (g1, ..., @) tiene una subfamilia linealmente indepen-
diente con ¢ vectores. Supongamos sin perder generalidad que (@gi1, ..., Qi)
es una subfamilia linealmente independiente de (ag41, ..., a,), y sea A; la ma-
triz con vectores columna a1, ..., @;. Entonces para cada vector u € (R™)*
tenemos que

uA = (0,...,0)p_p, < uA; = (0,...,0),. (1.31)

En particular £TA; = (0, ...,0);. Note que A; € M,,,:(Q) vy tiene rango .
Como x no es el vector ceroy &' A; = (0, ..., 0);, entonces m > t. No se pierde
generalidad en suponer que los primeros t renglones de A; son linealmente

independientes. Entonces podemos escribir A; = , donde la matriz D,

D
C
formada por los primeros t renglones de A; es invertible. Escribimos también
cada vector u € (R™)* como u = (up, uc), donde up = (uy, ..., u), we =
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(Uts1, ..oy U ). Para cada vector u = (up,uc) € (R™)* tenemos que

D
(up,uc) ( c ) =(0,..,0); <= wupD+ucC=(0,...,0)

= wup=-—-ucCD .

Note que la matriz —C D™t € M—1)x¢(Q). Lo anterior significa que el con-
junto de vectores u € (R™)* tales que uA; = (0,...,0), es precisamente
el conjunto de vectores u € (R™)* que se pueden construir fijando libre-
mente las coordenadas de ue y determinando las coordenadas de wp me-
diante la ecuacién up = uc(—CD™'). Considerando el vector z € R™,
escribimos €7 = (zp,zc) € (R™)*, donde xp = (x1,...,7¢) € (R)* y
o = (Tyg1, ooy ) € (R™)*. La funcién lineal L : (R™7')* — (RY)* tal
que L(v) := v(—CD™') es continua en (R™)*; en particular L es continua
en x¢. Por lo tanto, dado €; > 0 existe 6; > 0 tal que para cada v € (R™*)*
se tiene que

|lv —xc| < 0y = |L(v) — L(zc)| < €.

Sea €y := § (donde € es el valor en la hipétesis de la afirmacién) y considere el
valor dy que se obtiene por la continuidad de L. Sea ¢ := min{dy, §}. Existe
un vector s¢ € (Q™H)* tal que |s¢ — x| < §. Sea sp = sc(—CD ')y
sea s € Q™ el vector tal que sT = (sp,sc) € (Q™)*. Por demostrar que s
cumple las condiciones requeridas en la Afirmacién. Por construccién sT A, =
(0, ...,0);, entonces por (1.31) sTA = (0,...,0),_. Por lo tanto (s,a;) = 0,
parat = k+1,...,n. Ahora, usando la desigualdad del triangulo para vectores
en (R™)*, y por las definiciones de dy, € y ¢ tenemos lo siguiente: (aqui usamos
que la norma de un vector y la de su transpuesto son iguales)

|s —x| < |sp —@p|+[sc —xc| = [L(sc)— L(zc)| + [sc — xc]
€ €
< )< -+ -=e¢
€ + _2+2 €

Esto concluye la prueba de la Afirmacion. ©

Continuamos con la prueba del lema. El subconjunto U en (1.30) es abier-
to en R™, por lo tanto, existe € > 0 suficientemente pequeno, tal que la bola
B(x) .= {y € R™ : |y — x| < €} estd contenida en U. Para este valor de
€, existe, por la Afirmacién, un vector s € Q™ tal que (s,a;) = 0, para
i=k+1,..,n,y con|s—x| <e Porlotanto s € B.(x) C U. Por definicién
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de U, s es tal que (s,a;) > 0, parai = 1,...,k. El vector ¢ € Z™ al que se
refiere el lema se obtiene multiplicando s por un entero positivo apropiado.
&

Demostracion (de la Proposicion 1.4.1.) Como ay,...,a, € Q™, por el
Lema 1.4.3, la condicién (A) de esta proposicion es equivalente a la condicién
(A) de la Proposicién 1.3.1; y por el Lema 1.2.7, la condicién (B) de esta
proposicién es equivalente a la condiciéon (B) de la Proposicién 1.3.1. La
prueba de esta proposicién sigue entonces de la Proposicién 1.3.1. &

Demostracion (de la Proposicion 1.4.2.) Note que la condicién (A) de
esta proposicién coincide con la condicién (A) de la Proposicién 1.3.2; y como
ai,...,a, € Q™ por el Lema 1.2.8, la condicién (B) de esta proposicién es
equivalente a la condicién (B) de la Proposicién 1.3.2. La prueba de esta
proposicién sigue entonces de la Proposicién 1.3.2. &



Capitulo 2

Obstrucciones de aditividad
para matrices y piramides

En este capitulo presentamos las demostraciones de los Resultados 1, 2 y
3 mencionados en la introducciéon del trabajo:

Resultado 1. No existe una cota en el peso de las configuraciones
malas (resp. débilmente malas) que es necesario considerar para de-
terminar unicidad (resp. (0,1)-aditividad) de cualquier (0,1)-matriz
de dimension 3.

Este resultado, que es el mas importante del trabajo, aparece en [22]. La
Seccién 2.5 esta dedicada a la prueba de dicho resultado.

Resultado 2 (Teo. 2.6.2). Sea A : B(3,3) — Ny una particion
plana. Entonces A es no aditiva si y solo si Z33 06 —Z33 es una
obstruccion de aditividad para A (ver Figura 2.1).

%

Figura 2.1: Diagrama de flechas Zs3.

28
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Resultado 3 (Teo. 2.6.7). Sea A : B(3,4) — Ny una particion
plana que no tiene entradas repetidas. Entonces A es no aditiva si
y solo si, o bien A tiene una submatriz de tamarno 3 X 3 que es no
aditiva, o bien alguno de los diagramas de flechas Zsiay, Z3aw),

—Z34(a) 0 —Z3a) €5 una obstruccion de aditividad para A (ver
Figura 2.2).

o/ S
e s

Figura 2.2: Diagramas de flechas Z34q) v Z34(p)-

En la Seccién 2.6 demostramos estos resultados. Incluimos ademas algu-
nas conjeturas relacionadas, las més importantes son las Conjeturas 4 y 5 que
se refieren a listas completas de obstrucciones de aditividad para particiones
planas de tamanos 3 x 5 y 3 x 6 respectivamente.

Las demas secciones contienen informacion relacionada con los Resultados
1, 2 v 3: Las Secciones 2.1, 2.2, 2.3 y 2.4 contienen resultados que se usan en
las pruebas de los Resultados 1, 2 y 3. En la Seccién 2.7 estudiamos algunos
resultados de Fishburn [6, 7] relativos a la nocién a la que aqui nos referi-
mos como F-aditividad, que se aplica a 6rdenes parciales en el rectangulo
[p] X [¢]. También analizamos la forma en que dichos resultados se relacionan
con los Resultados 1, 2 y 3.

En la Seccién 2.8 presentamos la clasificacion de las configuraciones débil-
mente malas de peso 3 para piramides (Teorema 2.8.2). Esta clasificacién
resulta coincidir con la clasificacién de las configuraciones malas de peso 3
para piramides que ya es conocida [24, Teo. 5.1]. También probamos que toda
configuracion débilmente mala de peso 3 para una piramide es de hecho una
configuraciéon mala (Proposicién 2.8.1), probamos esto aplicando algunas de
las ideas que usamos en la prueba del Teorema 2.8.2.

En la Seccién 2.9 probamos que una matriz A doblemente graduada es
aditiva si y solo si cierta matriz D relacionada con A, doblemente graduada
y sin entradas repetidas, es aditiva. Este resultado, combinado con el Resul-



Capitulo 2. Obstrucciones de aditividad para matrices y piramides 30

tado 3 (que vale para matrices sin entradas repetidas), ayuda a determinar
aditividad para algunas particiones planas de tamano 3 x 4 con entradas
repetidas (Ejemplo 2.9.2).

2.1. Notacion y resultados conocidos

Comenzamos por definir algo de notacién que sera usada a lo largo de
todo este trabajo !. Para cada entero positivo n denotamos por [n] al conjunto
{1,2,...,n}. Sea N el conjunto de los ntiimeros naturales, denotamos por Ny
al conjunto NU {0}. Un vector A € R™ es una particion si sus coordenadas
son enteros no negativos y Ay > Ay > -+ > \,,. Si Z:’ll Ai = N, decimos
que A es una particion de N. El diagrama de Young de X es el conjunto
D) :={(,j) : 1 < j < N} La longitud de X, denotada por () es el
nimero de sus coordenadas positivas, es decir, el nimero de renglones de
D(A). Con frecuencia pensaremos a A como un elemento de R™ para algin
m > ((X), agregando algunos ceros a la derecha. La particién conjugada
de Xes A = (A},...,\), donde k& > Ay y A, = #{i : A > j}; en otras
palabras, )\;- es la longitud de la j-ésima columna de D(X). Por ejemplo, si
A= (5,4,2,2,1,1,1), entonces X" = (7,4,2,2,1).

Fijamos tres enteros positivos p, ¢ v r, y denotamos el conjunto de puntos
enteros en un rectangulo de tamano p x ¢ por R = B(p,q) = [p] x [q], v el
conjunto de puntos enteros en una caja de dimensién 3 de tamano p x ¢ X r
como B = B(p, ¢, 7) := [p] x[¢] x[r]. Denotamos a los elementos de R = B(p, q)
con letras de tipo h, k, I, s, etc; y a los elementos de B = B(p, ¢, ) con letras
de tipo h, k, 1, s, etc. Un elemento k € B serad representado algunas veces
por un par k = (h,s), h € R, 1 < s < r, y otras como (i,7,k), 1 <i < p,
1<j<qy1l<k<r. Elrectangulo R tiene un orden parcial definido por
h <k siy solosi h; < k;, parat = 1,2. La caja B tiene también un orden
parcial < definido en la misma forma. Una matriz de dimension 3 (real) de
tamano p X ¢ X r es una funcién X : B — R. Una (0,1)-matriz de dimension
3 6 matriz binaria de dimension 3 es una matriz X : B — {0, 1}.

Para cualquier matriz X : B — R consideramos sus 1-mdrgenes, también
llamados sumas por planos 6 rayos X de dimension 2, a = (ay, ..., ap),

! Algunas de estas definiciones ya aparecen en la introduccién del trabajo, de cualquier
manera las incluimos aqui nuevamente.
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b=(b,....b,) y c=(c1,...,¢), definidos por
q r p T p q
az:ZZX<Zajak)a bj:ZZX(Z>j>k) y Ck:ZZX(Zajak)
j=1 k=1 i=1 k=1 i=1 j=1

Fijamos N € Ny y sean a = (ay,...,a,), b = (b1,....,b,) vy ¢ = (c1,...,¢)
vectores con coordenadas en Ny, cada uno con suma de coordenadas igual a
N. Entonces, denotamos por F(a, b, ¢) al conjunto de todas las matrices de
dimension 3 con entradas reales que tienen por 1-mérgenes a los vectores a,
by c; y por M*(a, b, c) al conjunto de todas las (0,1)-matrices en F(a, b, ).
Note que las (0,1)-matrices pueden ser identificadas con los subconjuntos S
de B por medio de la condicién

kesS e X(k) =1. (2.1)

Sea X € M*(a,b,c). Decimos que X es de unicidad [8] si X es el unico

elemento en el conjunto M*(a, b, ¢). Decimos que X es (0,1)-aditiva [8] ? si

existen funciones

fitlpl —R, forlg — Ry f3:[r] —R,

tales que para todo k € B,

X(k)=1<«= ifz(kz) > 0. (2.2)
i=1
Decimos que X es una pirdmide [24, 27, 28, 29] si para cualesquiera
s,t €B
s<dt = X(s) > X(t), (2.3)
o equivalentemente, si
sty X(t)=1 = X(s) =1 (2.4)

Una configuracion débilmente mala para X es una matriz diferente de
la matriz cero, W € F(0,0,0) con entradas enteras, tal que si W (k) > 0

2En [8, 9] Fishburn et al. trabajan, no con matrices sino con los subconjuntos finitos
asociados a ellas por medio (2.1). Consideran dimensién n en general. Le llaman aditividad
a la nocién de (0,1)-aditividad. Nosotros llamaremos aditividad a otro concepto que luego
definiremos.
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entonces X(k) = 1y si W(k) < 0 entonces X (k) = 0. El peso de una
configuracion débilmente mala W es la suma de sus entradas positivas; esto
es

wiv)= > W(k).

k, W(k)>0

Note que w(W) = =37y 4«0 W (k). Una configuracion mala para X es
una configuracién débilmente mala que tiene entradas en {—1,0,1}.

Proposicién 2.1.1. [24, §3], [27, §3] Sea X una (0,1)-matriz de dimension
3. Entoces X es una pirdmide si y solo st X no tiene configuraciones malas
de peso 2.

Las configuraciones débilmente malas, resp. configuraciones malas, fueron
introducidas en [8] para caracterizar (0,1)-aditividad, resp. unicidad.

Teorema 2.1.2. [8, Teo. 1| Sea X una (0,1)-matriz de dimension 3. En-
tonces X es de unicidad si y solo si X no tiene configuraciones malas.

Teorema 2.1.3. [8, Teo. 2| Sea X una (0,1)-matriz de dimension 3. En-
tonces X es (0,1)-aditiva si y solo si X no tiene configuraciones débilmente
malas.

Como una configuracion mala también es configuraciéon débilmente mala,
los Teoremas 2.1.2 y 2.1.3 implican que si X es una matriz (0,1)-aditiva en-
tonces X es una matriz de unicidad. Dada la relevancia que el Teorema 2.1.3
tiene en el presente trabajo, presentamos su demostracién, que fue tomada
de [8, p. 152]. Dicha prueba vale para matrices de dimensién n en general,
aqui presentamos solamente la version para dimensién 3, que es la que reque-
rimos en este trabajo. La prueba del teorema requiere un poco de notacion
y trabajo técnico, que enseguida desarrollamos.

Necesitamos la siguiente versién alternativa de (0,1)-aditividad. Decimos
que una (0,1)-matriz de dimensién 3, X : B — {0, 1}, es (0,1)-aditiva* si
existen funciones ¢g; : [p] — R, g2 : [¢] — Ry g3 : [rf] — R tales que para
keB

X(k)=1+<=Y g(k) >0, (2.5)

(comparar con (2.2)).
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Lema 2.1.4. Sea X : B — {0,1} wna (0,1)-matriz de dimension 3. En-
tonces X es (0,1)-aditiva si y solo si X es (0,1)-aditiva*.

Demostracion. Supongamos primero que X es (0,1)-aditiva, y sean
fi:lp] — R, fa:]gl — Ry f3:[r] — R las funciones que satisfacen
(2.2). Sea

d := max {Z filks) : X(k) = o} :

Entonces por (2.2), d < 0. Sea § := #|d|. Definimos funciones g; : [p] — R,
g2 : [qg) — Ry g3 : [r] — R de la siguiente manera: g;(s) := fi(s) + 6,
i=1,2,3y s € [p], resp. s € [q], resp. s € [r]. Probar que estas funciones
satisfacen (2.5) equivale a mostrar que se cumplen las siguientes condiciones:

Si X (k) =1, como X es (0,1)-aditiva, Z?Zl fi(ki) > 0, por lo tanto

3

E:%%D=§:ﬁ%0+36>u

i=1

Por lo tanto se cumple (2.6). Si X (k) = 0, entonces S0, fi(ki) < d < 0.
Luego

3 3 3
Zgz(kz> = Zf’b(kz) + 30 = Zfz(kz) + % < 0.
i=1 i=1 i—1

En particular, se cumple la condicién (2.7). Por lo tanto X es (0,1)-aditiva*.
La prueba del reciproco es totalmente andloga. <

Sean ¢, d, e vectores en RP, R? y R” respectivamente. El vector fusion de
c,d y e, que denotamos por ¢ x d * e, es el vector en RPT7"" definido por

C sil<k<p;

(cxd*e),: =< dpp sipt1<k<p+aq
Ch(ptq) SIP+q+1<E<p+qg+r.
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A cada elemento h € B le asociamos una matriz My, : B — {0,1}
definida por

Mh<k) = 6k,h

para todo k € B; en otras palabras My(k) = 1 si k = h, y My(k) = 0 si
k # h. Sea h € B y sean ¢,d y e los 1-margenes de My,. Entonces asociamos
a h el vector vy, € RPT7*" definido como la fusién de ¢, d y e; esto es,

vp:=cx*xd=xe.

Demostracion (del Teorema 2.1.3). Por el Lema 2.1.4 basta probar que
X es (0,1)-aditiva® si y sélo si X no tiene configuraciones débilmente malas.

Sean s := 3y yuy—1 X(h) y M = pgr = [B|. Sean hy, ..., h; los puntos
de B tales que X (h;) = 1, para ¢ = 1,...,s; y hgyq, ..., hy los puntos de B
donde X toma el valor cero. Para cada i € [M] sea v; := vy, € RPTITT,

Para cualquier vector @ = (1, ..., Tpyqer) € RPTIT definimos funciones
gr:[p] — R, ga:[g] — Rygs:[r] — R como

g1(k1) = a2y, ga(ke) = Tpiny ¥ 93(K3) = T(prq)4hss

de manera que, para cada k = (ky, ko, k3) € B, (x,vx) = g1(k1) + g2(k2) +
g3(k3). Por lo tanto, X es (0,1)-aditiva* si y sélo si existe un vector & € RPFTI+"
tal que

(x,v;) > O,parai=1,..,s,
(x,v;) < O,parat=s+1,....,M.

Por la Proposicion 1.4.2, tal @ existe si y sélo si no existen enteros ti, ..., ty;,
conty,.ts >0, t1+---+ts >0, tsiq, ...t <0,y tales que Zf\il tiv; = 0.
La prueba del Teorema concluye entonces con la siguiente Afirmacién (para
la cual usamos la notacién de esta demostracion).

Afirmacion. Existen enteros tq,...,ty, con tq,...,ts > 0, t1 + -+ + 1ty > 0,
tsi1, .., tar <0,y tales que Zf\il t;v; = 0 si y solo si existe una configuracion
débilmente mala W para X.

Prueba de la Afirmacion. Supongamos primero que existen los enteros
t1,...,ty mencionados en la Afirmacién. Definimos la matriz W : B — 7Z
como

M
W = Z 2?,'\/'}1Z
i=1
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Como v = Zf\il t;v; es la fusién de los 1-margenes de W, tenemos por
nuestras hipétesis, que W € F(0,0,0). Sea i € [M]. Si W (h;) > 0, entonces
t; > 0. Como teyq,...,tar <0, entonces i < s; esto es, X (h;) = 1. Si W(h;) <
0, entonces t; < 0. Como ty,...,ts > 0, en este caso tenemos que ¢ > s + 1;
esto es X (h;) = 0. Como t; + --- + 5 > 0, entonces W no es la matriz cero.
Por lo tanto W es una configuraciéon débilmente mala para X.

Ahora, sea W una configuracion débilmente mala para X. Para cada i €
[M] sea t; := Wi(h;). Como W toma valores negativos solamente en puntos
h;, con ¢ > s+ 1, entonces ty,...,ts > 0. Como W toma valores positivos
solamente en puntos h; con ¢+ < s, entonces ts11,...,t3 < 0. Como W no es la
matriz cero, t; +---+1ts > 0. Por la definicion de los t;, ¢ = 1, ..., M, tenemos
que W = Zf\il t;Mp,, entonces Zf\il t;v; es la fusion de los 1-méargenes de
W. Como W € F(0,0,0), concluimos que Zf\il tiv;=0.<

Ejemplo 2.1.5. [8, p. 155] La (0,1)-matriz de dimensién 3

11111 11111 11111 11111 11100
11111 11111 11111 11100 11100
11110 11000 11000 00000 00000
11110 10000 00000 00000 00000
11000 10000 00000 00000 00000

tiene 1-margenes (23,21,8,5,3), (17,15,12,9,7) y (20,14,12,8,6), y tiene una
configuracion débilmente mala de peso 6 dada por la matriz W : B(5,5,5) —
Z, que toma valor 2 en (4,4, 1), valor 1 en (5,1,2), (3,2,3), (1,5,4), (2,3,5),
valor —1 en (5,3,1), (3,5,1), (4,2,2), (4,1,3), (2,4,4), (1,4,5) y valor 0
en los puntos restantes. Por lo tanto, por el Teorema 2.1.3, la matriz no es
(0,1)-aditiva.

Comentario 2.1.6. [28, §3] Una seccion en la tercera direccién de una (0,1)-
matriz de dimension 3, X : B — {0, 1}, es una (0,1)-matriz de dimensién 2
Y, obtenida restringiendo X a [p] X [¢] x {k} para algin k € [r]. Pensamos
a X como una matriz formada por r secciones en la tercera direccion; estas
secciones pueden ser permutadas de acuerdo a una permutaciéon o de los
elementos de [r]. La matriz obtenida, denotada por X, tiene los mismos
dos primeros 1-margenes que X, mientras que el tercer 1-margen de oX
tiene las mismas coordenadas que el tercer 1-margen de X, pero reordenadas
de acuerdo a o. Sigue de la definicién, que X es (0,1)-aditiva si y sélo si
X es (0,1)-aditiva. Las mismas observaciones aplican cuando consideramos
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premutaciones de secciones en la primera y segunda direcciones. Por lo tanto,
al considerar (0,1)-aditividad para una (0,1)-matriz X, podemos suponer sin
perder generalidad, que los 1-mérgenes de X son débilmente decrecientes, es
decir, particiones. ¢

En ocasiones es conveniente trabajar con matrices que tienen 1-mérgenes
débilmente decrecientes, ver por ejemplo el Teorema 2.1.7, el Lema 2.1.9,
el Lema 2.4.7, el Lema 2.5.4, el Teorema 2.5.5, la Proposicién 3.1.1 y los
Teoremas 3.3.2 y 3.3.3, éstos tltimos se refieren a matrices en T(a, b), donde
a y b son vectores débilmente decrecientes.

El siguiente teorema estd implicito en [23, Teo. 1'(i)] y también en
27, Prop. 3.1]. En [29, Teo. 7] se da una prueba directa para el caso més
general de matrices de dimensién n.

Teorema 2.1.7. Sea X una (0,1)-matriz de dimension 3 cuyos 1-mdrgenes
son particiones. Si X es (0,1)-aditiva, entonces X es pirdmide.

Existe una segunda nocién de aditividad para matrices de dimension 2
con entradas reales. Empezamos con algo de notacién y definiciones. Una
matriz de dimension 2 de tamano p X ¢ con entradas reales es una funcién
A : R =B(p,q) — R. Para cualquier matriz A : R — R consideramos sus
1-mdrgenes, también llamados sumas por lineas 6 rayos X de dimension 1,
a=(ay,....,a,) y b= (by,...,b,), definidos por

q p
a; = ZA(@',]') y b= ZA(i,j).
j=1 i=1

Sean a = (ai,...,ap) y b = (by,...,b,) vectores con coordenadas en Ny y
con sumas de coordenadas iguales a N. Denotamos por F(a,b) al conjunto
de todas las matrices de dimensién 2 con entradas reales que tienen por 1-
margenes a los vectores a y b; y por M(a, b) al conjunto de todas las matrices
en F(a,b) con entradas en Ny. Una matriz A : R — R es doblemente gra-
duada si para cualesquiera h, k € R tenemos que

h<k = A(h) > A(k). (2.8)

Una matriz doblemente graduada con entradas en Ny se conoce como par-
ticion plana. Es claro que los 1-mérgenes de una particion plana son parti-
ciones. Una matriz A : R — R es aditiva si existen vectores x € RP, y € RY
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tales que para cualesquiera (1, 7), (k,l) € R
A(Z,]) > A(k‘, l) — T+ Y; > T+ Y- (29)

La nocién de aditividad fue introducida en [27] para matrices con entradas
en Ny y extendida luego a matrices reales en [18], ver también [28, 29]. Si
A es aditiva, una solucion de aditividad para A es una pareja (x,y), con
x € R, y € RY, y que satisfacen (2.9). Dos matrices A, B : R — R tienen
el mismo tipo de orden si para cualesquiera h, k € R

A(h) > A(k) <= B(h) > B(k). (2.10)

Por definicion, la nocién de aditividad depende solamente del tipo de orden
de las matrices; mas aun:

Lema 2.1.8. [22, Lema 2.5] Sea A : R — R una matriz. Entonces existe
una matriz B : R — Ny tal que A y B tienen el mismo tipo de orden. En
particular A es aditiva si y solo si B es aditiva.

Demostracion. Sean ag < --- < ag los diferentes valores que toman las
entradas de A, ordenados en orden creciente. Sea B la matriz que se obtiene
reemplazando cada entrada de A que tenga valor a;, por i. Entonces B es
una matriz con entradas enteras y que tiene el mismo tipo de orden que A.
La segunda afirmacién sigue de (2.9) y (2.10). <

El siguiente lema est4 implicito en [23, Teo 1'(4)].

Lema 2.1.9. Sea A : R — R. Supongamos que los 1-mdrgenes de A son
débilmente decrecientes. St A es aditiva, entonces A es doblemente graduada.

Demostracion. Supondremos que A es aditiva y que no es doblemente
graduada, llegaremos a una contradicciéon. Como A es aditiva, existen vec-
tores € R, y € R? que cumplen la condicién en (2.9). Es claro que si una
matriz B : R — R es tal que

{B(Z’,J’)ZB(LJH) parai € [pl,j € [g—1];y
B(i,j) > B(i+1,j) paraié€ [p—1],j € [q];

entonces B es doblemente graduada. Como A no es doblemente graduada,
existe (4,7) € R, coni € [p],j € [¢ — 1], tal que A(4,j) < A(,j + 1) (6 existe
(i,7) € R, con i € [p—1],5 € [q], tal que A(i,5) < A(i + 1,7), este caso
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se trata de manera similar). Entonces, por (2.9), z; + y; < x; + yj4+1. Como
A tiene 1-mérgenes débilmente decrecientes, existe k € [p|, k # i, tal que
A(k,j) > A(k,j + 1). Luego, por (2.9), xy +y; > x + y;+1; que es una
contradiccion. <&

Un resultado analogo al Lema 2.1.9, que vale para matrices de dimension
n con entradas enteras es parte del resultado del Corolario 3 en [29]. El
reciproco del Lema 2.1.9 es cierto para matrices de tamano 2 x ¢, como lo
muestra el siguiente teorema.

Teorema 2.1.10. [27, Teo. 2] Sea A : B(2,q) — R. Si A es doblemente
graduada entonces A es aditiva.

Note que este teorema no es cierto para matrices en general. La matriz
D del Ejemplo 2.1.13 es doblemente graduada y es no aditiva.

Sea A € M(a,b), la m-sucesién de A, denotada por m(A), es el vector
formado por las entradas de A arregladas en orden débilmente decreciente.
7(A) es una particion de N (donde N es la suma de las entradas de A)
que tiene pg coordenadas (algunas de las cuales pueden ser ceros). Sea r un
entero positivo tal que r > max{A(h) : h € R}. Entonces, la gréfica de A es
la (0,1)-matriz de dimension 3, G(A) : B(p,¢,7) — {0, 1} definida por

1 sil<k<A(®,j);
0 en otro caso.

6.0 1) = {

Note que el valor de r no es relevante, lo que realmente importa es el conjunto
de todos los h € B que satisfacen que G(A)(h) = 1. Dos hechos elementales
sobre la matriz G(A) que son féciles de verificar directamente, se enuncian
en el siguiente Lema.

Lema 2.1.11. Sea A € M(a,b). Entonces
(1) La grdfica G(A) tiene I-mdrgenes a,b y w(A)'.
(2) A es una particion plana si y sélo si G(A) es una pirdmide.

La parte (1) del lema anterior es una observacién en [28, p. 122]; la parte
(2) se encuentra en [28, Lema 5.4, (1)].

Las dos nociones de aditividad se relacionan por medio del Teorema 1 en
[27]. Ver también [28, Teo. 6.1] para una versiéon mas general:

Teorema 2.1.12. Sea A € M(a,b). Entonces A es aditiva si y sdlo si la
grafica G(A) es (0,1)-aditiva.
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Ejemplo 2.1.13. [29, Ej. 9] La grafica G(D) de la matriz

)

I
N N W Ot Ot
= = W Ot Ot
O = = Ot Ot
O~ = W o
O OO W

es la matriz en el Ejemplo 2.1.5. Los 1-mérgenes de D son a = (23,21,8,5,3)
y b = (17,15,12,9,7). La m-sucesiéon de D es la particién conjugada a
c = (20,14,12,8,6). Como la grafica G(D) no es (0,1)-aditiva, por el Teorema
2.1.12, D es no aditiva. Se acostumbra representar la grafica de una matriz
por medio de un arreglo de cubitos apilados, como se muestra en la Figura
2.3.

Figura 2.3: Grafica G(D).

2.2. Configuraciones débilmente malas

En esta seccion presentamos algunos resultados sobre configuraciones dé-
bilmente malas. Estos resultados, que son interesantes por si mismos, se usan
en las secciones posteriores.

Usamos la notacién definida en la Seccién 2.1. Fijamos tres enteros po-
sitivos p, ¢ y r, y trabajamos a lo largo de esta seccion con una caja fija
B = B(p,q,r) y un rectangulo fijo R = B(p, ¢). Sea X una (0,1)-matriz de
dimensién 3 y sea W una configuracién débilmente mala para X, decimos
que W es de peso minimo si X no tiene una configuracion débilmente mala

—~

W, con w(W) < w(WW).
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El siguiente ejemplo ilustra la manera que usaremos en este trabajo para
ilustrar una configuracién débilmente mala para una (0,1)-matriz X de di-
mension 3.

Ejemplo 2.2.1. [8, p. 155] Considere la grafica G(D) para la matriz D del
Ejemplo 2.1.13; esto es, la (0,1)-matriz de dimensién 3 definida en el Ejemplo
2.1.5. En la Figura 2.4 se muestra a la izquierda la grafica G(D), y a la derecha
la configuracién débilmente mala W para G(D) definida en el Ejemplo 2.1.5.
Los cubitos de color mas oscuro representan los puntos en los que W toma

Figura 2.4: Grafica G(D) y conf. déb. mala W para G(D).

valor positivo, por lo tanto pertenecen a la gréfica G(D). Los cubitos de color
muy claro representan los puntos donde W toma valor negativo, por lo tanto
no pertenecen a la grafica G(D). El 2 en el cubito oscuro del nivel de abajo
indica que en ese punto W toma valor 2. ¢

Teorema 2.2.2. Sea X una pirdmide y sea W una configuracion débilmente
mala para X de peso minimo. Entonces no ezxisten u,v € B(p,q,r), compa-
rables entre si, para los cuales W(u) >0 y W(v) < 0.

Para la prueba del teorema se requieren los siguientes lemas.

Lema 2.2.3. Sea X una piramide y sea W una configuracion débilmente
mala para X de peso minimo. Entonces no existen u, v € B(p,q,7), que

difieren exactamente en una coordenada, y para los cuales W(u) > 0 y
W(v) < 0.

Demostracion. Probamos la contrapositiva. Supongamos que existen
u= (ks yv=(ks)conl<s#s <r kcB(pgq), tales que
Wi(k,s) > 0y W(k,s) < 0 (sin perder generalidad, suponemos que u y
v difieren en la tercera coordenada). Como W es configuracion débilmente
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mala para X

W(k,s) >0 = X(k,s)=1,y
W(k,s)<0 = X(k,s)=0.

Como X es pirdmide, s < 5. Como W € F(0,0,0) y W(k,s) > 0, existe
en B(p, q) tal que W (I, s) < 0. Sea W' la matriz de dimensién 3 definida por

W’ — W — M(k’75) + M(l75) + M(k,s/) — M(l,sl)'

Entonces W' € F(0,0,0). El que W' es configuracién débilmente mala para
X, sigue de las siguientes observaciones, que se obtienen usando que W es
configuracién débilmente mala para X, que X es pirdmide, que s < sy de
la definicién de W'.
(obs 1) W (k,s) >0 = [W'(k,s) >0y X(k,s) = 1].
l

!

(obs 2) W(l,s) <0 = [W(l,s) <0y X(l,s) =0]
(obs 3) W(k,s) <0 = [W'(k,s)<0y X(k,s)=0].
(obs 4) Por (obs 2) X(l,s) =0 /( s)=0= W(l,s)<0

Es facil ver que w(W') = w(W)—1, por lo tanto W no tiene peso minimo.
&

El siguiente ejemplo ilustra cémo funciona la construccién en la prueba
del Lema 2.2.3.

Ejemplo 2.2.4. Considere la pirdmide X : B(4,4,5) — {0,1} (aqui
p=4,9g =4y r =2>5) definida como la grifica G(A), donde A : B(4,4) — N,
es la particién plana dada por

N DN W Ot
— N W
O = N
O~ = =

y la configuracién débilmente mala para X, W : B(4,4,5) — Z, dada por

5] —1p5] 1[4] —1[2]
T
W= o0 00
120 0 -—11] o0
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(W es una matriz de dimensién 3, la notacién en la matriz anterior se inter-
preta como sigue: si W(i,j, k) = «, entonces escribimos “a[k]” en posicion
(i,7)). Alternativamente, escribimos a W como

W =Muis —Muzs + Musa —Meia) + Mooz — Maig)
+ M2 — Mgz +Miay — Mugs .

Los puntos u = (1,1,5) y v = (1,2,5) son tales que u < v, difieren en la
segunda coordenada, W(u) > 0y W(v) < 0. Entonces (siguiendo la idea
de la prueba del Lema 2.2.3), como W € F(0,0,0) y W(u) > 0, existe un
punto u € B(4, 4, 5) que coincide en la segunda coordenada con u (que es
justo la coordenda en la que u y v difieren), tal que W(u') < 0. Tenemos
dos opciones para u’, que son (2,1,4) y (3,1,3), podemos elegir la que sea;
elegimos u' = (2,1,4), y consideramos también el punto v’ que completa
el rectangulo determinado por u,v y u’, que en este caso es v = (2,2,4).
Entonces construimos la matriz

Wl = W — M(1’1’5) + M(1,2,5) + M(27174) B M(2’2’4)

= —Mpa24 +Mausa +Mpeas) — Mais)
+M,1,2) — M1a2) + Mz a1) — M@a3.1);

esto es
0 0 4] —1[2]
0 13] , —1[4] 0 0
Wi= —1[3] 0 0 1[1]
1[2] 0 ~101] 0

Entonces W; es una configuracién débilmente mala para X, esto se puede
ver directamente o concluirse de la prueba del Lema 2.2.3, donde se justifica
este hecho. Note que w(W;) = 4 = w(I¥) — 1 (como en la prueba del Lema
2.2.3).

Un procedimiento similar se puede aplicar ahora para W;: los puntos
w = (2,2,3) y vi = (2,2,4) son tales que u; < vy, difieren en la tercera
coordenada, Wi(u;) > 0y Wi(vy) < 0. Con un razonamiento analogo al
anterior, consideramos los puntos u; = (3,1,3) y v, = (3,1,4), y construimos
la matriz

Wy = W, — |V|(2,2,3) + M(3,1,3) + M(2,274) - M(3,174)
= —Mgig +Magy +Muaz) = Maag) + Maan) — Maga;
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esto es
0 0 1[4 -1[2]
0 0 0 0
We = —1[4] 0 0 1[1]
12] 0 —1[1] 0

Entonces Wy es configuracion débilmente mala para X; y como en la prueba
del Lema 2.2.3, w(WW3) = 3 = w(W;) — 1. Como X es una pirdamide, y las
pirdmides no tienen configuraciones débilmente malas de peso 2 (Lema 2.8.7),
entonces Wy tiene peso minimo. En la Figura 2.5 se ilustran W, Wy y Ws. ©

2 &

Figura 2.5: Configuraciones débilmente malas: W, Wy y Ws.

Lema 2.2.5. Sea X una piramide y sea W una configuracion débilmente
mala para X de peso minimo. Entonces no existen u,v € B(p,q,r), com-
parables entre si, que difieren exactamente en dos coordenadas, y para los
cuales W(u) >0y W(v) <0.

Demostracion. Probamos la contrapositiva. Supongamos que existen u, v
en B(p, q,r), comparables entre si, que difieren exactamente en dos coorde-
nadas, y para los cuales W (u) > 0y W(v) < 0. Por demostrar que entonces
W no tiene peso minimo. El hecho de que W es una configuracién débil-
mente mala para X, con W(u) > 0y W(v) < 0, implica que X(u) = 1
y X(v) = 0. Como X es piramide, y por hipdtesis u y v son comparables,
lo anterior implica que u <1 v. Por hipdtesis u y v difieren exactamente en
dos coordenadas. Por simetria podemos suponer sin pérdida de generalidad
que u y v difieren en la primera y segunda coordenadas. Escribimos entonces
u = (a,bl)yv=/(dl),cona<cyb<d ComoW(abl) >0y W €
F(0,0,0), existen (y,z) € B(q,7) y (z,s) € B(p,r) tales que W(a,y,z) <0
y W(x,b,s) < 0. Sea

W =W — M(a,b,l) + M(c,d,l) + M(a,y,z) - M(c,y,z) + M(x,b,s) - M(x,d,s)-
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Entonces W € F(0,0,0). El que W es configuracion débilmente mala para
X, sigue de las siguientes observaciones, que se obtienen usando que W es
configuracion débilmente mala para X, que X es piramide, que a < cy b <d
y de la definicién de W. -

(obs 1) W{(a,b,l) >0 = [W(a,b,l) >0y X(a,b,l) =1].
0].

(obs 2) W(e,d,1) < 0 = [W(c,d,1) <0y X(c,d,l) =
(obs 3) (a,y,z)<():>[/ﬂ\/(a, 2) <0y X(a,y,z) =0].
(obs 4) W (z,b,s) <0 = [W(z,b,s) <0y X(x,b,s)=0].
(obs 5) Por (obs 3) X(a,y, z )—O:>X(c,y, z2) =0

— W(e,y,2) <0 = W(c,y,2) < 0.

(obs 6) Por (obs 4) X(z,b,s) =0 = X(z,d,s) =0

= W(z,d,s) <0 = W(x,d,s) < 0.

El tnico término de W-—w que implica una diferencia entre el peso de
Wy W es —M,); de los otros cinco términos, tres contribuyen con +1 a
entradas negativas de W,y dos, con —1 a entradas no positivas de W. Por
lo tanto w(W) = w(W) — 1, y concluimos que W no tiene peso minimo. <

El siguiente ejemplo ilustra como funciona la construccion en la prueba
del Lema 2.2.5.

Ejemplo 2.2.6. Considere la pirdmide X : B(4,4,3) — {0,1} (aqui
p=4,q=4yr =3) definida como la grafica G(A), donde A : B(4,4) — N,
es la particién plana dada por

_ W W W
— = NN
— = =N
O O O

y la configuracién débilmente mala para X, W : B(4,4,3) — Z, dada por

0 —13 o 12
0 121 0 —1[1]
3] 0 —12] 0
~12] 0

W .=

Siguiendo la notacién del Lema 2.2.5, tenemos que los puntos u = (a, b,1) :=
(2,2,2) y v=(c,d, 1) :=(3,3,2) son tales que u v, difieren en las primeras
dos coordenadas, W(u) > 0y W(v) < 0. Como W(2,2,2) > 0, entonces
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existen (y,z) € B(¢,7) = B(4,3) vy (z,s) € B(p,r) = B(4,3), tales que
W(2,y,2) < 0y W(z,2,s) < 0. Las tnicas opciones son (y,z) = (4,1) y
(x,s) = (1,3); esto es W(2,4,1) <0y W(1,2,3) < 0. Entonces construimos
la matriz

W= W =My + Medan + Mayz) — My + Maps) — Maas
= Mg13 — Maz2sz) +Maa2 — My
M1,42) — Mz 32) + Mugzy — Maan
—M@22) + M@332) + M@241) — M@34a1) + Ma23) — M3z
= Mga13 — Mui2) + Mgz + Mus iy — M@an) — Mass);

esto es
0 0 —1[3 1[2]
= 0 0 0 0
W= 13 0 0 —1[]
—1[2] 0 1[1] 0

Entonces W es configuracion débilmente mala para X, esto puede verse di-
rectamente o concluirse de la prueba del Lema 2.2.5, donde se justifica este
hecho. Note que w(W) = 3 = w(W)—1. Como X es pirdmide, y las pirdmides
no tienen configuraciones débilmente malas de peso 2 (Lema 2.8.7), entonces
W tiene peso minimo. En la Figura 2.6 se muestran W y W.o

S Je

Figura 2.6: Configuraciones débilmente malas W y w.

Demostracion del Teorema 2.2.2. En virtud de los Lemas 2.2.3 y 2.2.5,
resta probar solamente que si W tiene peso minimo, entonces no existen
u,v € B(p,q,r), comparables entre si, diferentes en sus tres coordenadas, y
para los cuales W (u) > 0y W(v) < 0. Probamos la contrapositiva de esta
afirmacién. Supongamos que existen u,v € B(p, ¢, ), comparables entre si,
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diferentes en sus tres coordenadas, y para los cuales W(u) > 0y W(v) < 0.
Por demostrar que entonces W no tiene peso minimo. Argumentando como
en la prueba del Lema 2.2.5 concluimos que u </ v. Escribimos u = (a,b,¢) y
v = (z,y,2), donde a < x, b < y y ¢ < z. Consideramos dos casos: Caso 1.
X(a,b,z) =1,y Caso 2. X(a,b,z) =0.

Caso 1. X(a,b,z) = 1. Como W (a,b,c) >0y W € F(0,0,0), existe (s, 1)
€ B(p, q) tal que W (s,t,¢) < 0. Sea

—~

W=W — M(a,b,c) + M(s,t,c) + M(a,b,z) - M(s,t,z)-

Entonces W satisface las siguientes condiciones:

a) W es configuracion débilmente mala para X.
b) w(W) = w(W).
c) W(a,b,z) >0y W(z,y,z) <0.

Probamos a). Es claro que W e F(0,0,0). El que W es configuracion
débilmente mala para X sigue de las siguientes observaciones:

(obs 1) W(a,b,c) >0 = [X(a,b,c) =1y W(a,b, c) > 0.

(obs 2) W(s,t,¢) <0 =5 [X(s,t,¢) =0y W(s,t,c) < 0.

(obs 3) X(a,b,z) =1 (hipdtesis) = W (a,b,z) > 0 = W(a, b,z) > 0.

(obs 4) W (s,t,c) <0 = X(s,t,c) =0 = X(s,t,2) =0

— W(s,t,2) <0 = W(s,t,z) < 0.

Probamos b). Los términos de W-w que contribuyen a modificar el peso
de W son —M(4.¢), que aporta un —1 a una entrada que en W es positiva;
Y +Map,2), que aporta un +1 a una entrada que en W es no negativa (ver
(obs 3)). Por lo tanto w(/V[?) =w(W).

Probamos c). W\(a, b,z) > 0 por (obs 3). Si (s,t) # (x,y) entonces
W(x,y, z) = W(z,y,z) < 0; y si (s,t) = (x,y), entonces W(m,y, z) =
W(s, t,z) < 0, la dltima desigualdad es por (obs 4).

La condicion ¢), el hecho de que a < x y b <y, y el Lema 2.2.5 implican
que W no tiene peso minimo, y por la condicién b), tampoco W.

Caso 2. X(a,b,z) = 0. Como X es pirdmide y a < z, X(z,b,2) = 0.
Como W (z,y,z) < 0, existe (s,t) en B(p,r) tal que W(s,y,t) > 0. Sea

W:=W+ M(a:yy,z) - M(S,y,t) - M(a;,b,z) + M(S’b’t)’
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de manera similar al caso anterior, vemos que W satisface:

i) W es configuracion débilmente mala para X.
iii) Wi(a,b,c) >0y W(x,b,z) <0, note que X(x,b,z) =0.

La condicién iii), el hecho de que @ < x y ¢ < z, y el Lema 2.2.5 implican
que W no tiene peso minimo, y por i) tampoco W. <&

El siguiente ejemplo ilustra cémo funciona la construccién en la prueba
del Teorema 2.2.2.

Ejemplo 2.2.7. Considere la pirdamide X : B(5,5,4) — {0,1} (aqui
p =5, =5y r =4) definida como la grifica G(A), donde A : B(5,5) — Nj
es la particién plana dada por

s

Il
N DN W W
O DN DN W
O DN NN
OO R
OO~ M

y la configuracién débilmente mala para X, W : B(5,5,4) — Z, dada por

0 0 0 1[4 -1[2
0 13 0 -—1]2] 0
W= o0 0 —1[4 0o 1
13 0 12] 0 0
12 —1[1] 0 0 0

La configuracién débilmente mala W que se construye a partir de W en la
prueba del teorema tiene el mismo peso que W; aplicando el Lema 2.2.5 se
concluye que W no tiene peso minimo (y por lo tanto tampoco W).
Usamos la notacion de la prueba del Teorema 2.2.2. Los puntos

u = (a,b,¢) = (2,2,3) y v = (z,9,2) := (3,3,4) son tales que u < v,
a < x,b<uy c<z W >0y W) < 0. Este ejemplo corres-
ponde al caso 2 de la prueba del teorema; esto es, donde X (a,b,z) = 0,
(a,b,z) = (2,2,4) en este ejemplo. Como W (3,3,4) < 0y W € F(0,0,0),
existe (s,t) € B(5,4) = B(p,r) tal que W (s,3,t) > 0. En este caso la tnica
posibilidad es (s,t) := (4, 2), tal que W(4,3,2) > 0; note que X(4,3,2) = 1.
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Como X es pirdmide X (4,2,2) = 1, en este caso (4,2,2) corresponde a
(s,b,t). Construimos entonces la matriz

W o= W4 Meye) = Mign = Mass) + Mea
= Mg — M@z +Maas) — Mz +Mesie)
—M@42) + M3z — M@as2) + M@zs1) — Mean)
+M@334) — Mu32) — Mz24) + M2
= Mguaa +Me2sz) — My +Msi2) — Meag)
—M@52) + M@3s51) — Mi21) — Mz24) + Mya22);

esto es,
0 0 0 1[4] -—1[2
0 3] 0 —1[2] 0
W = 0 —1[4 0 0 1[1]
—1[3] 1[2] © 0 0
12 —1[1] 0 0 0

Los puntos (a,b,c¢) = (2,2,3) y (z,b,2) = (3,2,4) son tales que (a,b,c) <
(z,b, 2), difieren en dos coordenadas (a < z y ¢ < z), Wi(a,b,c) > 0y
W (z,b,2) < 0. Por el Lema 2.2.5, W no tiene peso minimo, y como w(W) =
w(W) entonces tampoco W tiene peso minimo. La Figura 2.7 ilustra las
configuraciones Wy W. o

-

Figura 2.7: Configuraciones débilmente malas W y W

Proposicién 2.2.8. Sea X : B(p,q,7) — {0, 1} una pirdmide y sea W una
configuracion débilmente mala para X de peso minimo. Entonces

a) W(1,1,k) =0 para toda 1 < k <r,y

b) W(p,q,k) =0 para toda 1 < k <r.
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Demostracion. Probamos que:

i) W(1,1,k) >0, para 1 <k <r.
i) W(1,1,k) <0, para 1 <k <.
iti) Wi(p,q,k) >0, para 1 <k <r.
w) W(p,q, k) <0, para 1l <k <r.

Probamos 7). Supongamos que W(1,1,k) < 0 para cierta 1 < k < r.
Como W € F(0,0,0), existe (a,b) € B(p,q) tal que W (a, b, k) > 0. Entonces
X(1,1,k) =0y X(a,b, k) = 1 porque W es configuracién débilmente mala
para X. Esto contradice el hecho de que X sea piramide.

Probamos 7). Supongamos que W (1,1,k) > 0 para cierta 1 < k < [.
Como W € F(0,0,0), existe (a,b) en B(p,q) tal que W(a,b, k) < 0. Como
W tiene peso minimo y (1,1, k) < (a,b, k), esto contradice el Teorema 2.2.2.
La prueba de #i7) es similar a la de ii); y la prueba de iv) es similar a la de
i). O
Observacion 2.2.9. Las pruebas de las afirmaciones 7) y iv) no requieren de
que W tenga peso minimo, por lo tanto i) y iv) se cumplen en cualquier con-
figuracion débilmente mala para una piramide. Mientras que las condiciones
i1) y iii) pueden fallar si W no tiene peso minimo. ¢

La configuracién débilmente mala W para la piramide X del Ejemplo
2.2.4 no tiene peso minimo; y es un ejemplo de una configuracién débilmente
mala que no satisface la condicién i) de la prueba de la Proposicién 2.2.8.
Un ejemplo parecido muestra que también la condicién éii) puede fallar si W
no tiene peso minimo.

Seal:=(1,1,1) y S := (p,q,r) en B(p,q,r). Consideremos un elemento
k € B(p, ¢, 7). Definimos dos subconjuntos de B(p, ¢, ) asociados a k.

[1,h] := {t € B(p,q,7) : t Ih},

[k, S| :={t € B(p,q,r)k <t}

Teorema 2.2.10. Sea X una piramide y sea W una configuracion débilmente
mala para X de peso minimo. Entonces existe una piramide Y, tal que —W
es configuracion débilmente mala para'Y .

Demostracion. Definimos los siguientes subconjuntos de B(p, ¢, ) que de-
penden de W:

N :={h € B(p,q,r) : W(h) < 0},
P :={k € B(p,q,7) : W(k) > 0}.
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Supongamos que [1, h]N[k, S] # 0, para ciertos h € N y k € P; esto implica
que k <h, y como k # h porque PNN = (), entonces k <th. Esto contradice
el resultado en el Teorema 2.2.2 porque W tiene peso minimo. Por lo tanto

1,hjnk,S]=0, Vhe N, VkeP. (2.11)

Sean U(N) := Upen[1,h] v U(P) := Uyeplk. S]. Entonces, por (2.11) tene-
mos que UN)NU(P) = 0. Sea Y la (0,1)-matriz de dimensién 3 definida
por

1 site UWN),
Y(t):=d 0 siteU(P),
X(t) sit¢e UN)UU(P).

Y estd bien definida porque U(N) N U(P) = 0. Para concluir la prueba
debemos mostrar que:

a) Y es una piramide.

b) —W es configuracién débilmente mala para Y.

Probamos a). Por (2.4) debemos mostrar que para s,t € B(p,q,r) con
s < t, se cumple que si Y(t) = 1 entonces Y (s) = 1. Esto es claro si s = t.
Supongamos que s <t y que Y (t) = 1; consideramos dos casos: si t € U(N)
ysit ¢ UWN). Sit e UN) entonces s € U(N) porque s < t. Luego, por
definicién de Y, Y (s) = 1. Consideramos ahora el caso en que t ¢ U(N).
Como Y (t) = 1, la definicién de Y implica que t ¢ U(P). Para probar
que Y(s) = 1 consideramos dos subcasos: si s € UN) y si s ¢ U(N). Si
s € U(N), por definicién de Y, Y (s) = 1. Supongamos ahora que s ¢ U(N).
Tenemos que s ¢ U(P) (como s < t, s € U(P) implicaria t € U(P), pero
sabemos que t ¢ U(P)). Por lo tanto s y t pertenecen al complemento de
UN)UU(P). Por definicién de Y, tenemos entonces que Y'(s) = X (s) y que
Y (t) = X(t). Como X es pirdmide concluimos que Y'(s) = 1.

Probamos b). Sea t € B(p,q,r). Si —=W(t) > 0; esto es, si W(t) < 0,
entonces t € N, luego t € U(N) porque N' C U(N). De la definicién de YV
sigue que Y(t) = 1. Si —W(t) < 0; esto es, si W(t) > 0, entonces t € P,
luego t € U(P) porque P C U(P). De la definicién de Y sigue que Y (t) = 0.
Por lo tanto —WW es configuracién débilmente mala para Y. &

El resultado en el Teorema 2.2.10 puede fallar si W no tiene peso mini-
mo. Para ilustrar esto consideramos la configuracién débilmente mala W del
Ejemplo 2.2.4, que no tiene peso minimo. Note que —W(1,1,5) = —1 < 0.
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Por la afirmacién i) en la prueba de la Proposicién 2.2.8 y la Observacién
2.2.9, tenemos que —W no puede ser configuracion débilmente mala para
ninguna piramide.

Ejemplo 2.2.11. Considere la la piramide G(A), donde

10 10 4
A= 8 6 3
8 0 0

En la Figura 2.8 se ilustra G(A) y una configuracién débilmente mala (c.d.m)
W para G(A) (a la izquierda en la figura). Note que w(W) = 3. Como una
pirdmide no tiene configuraciones débilmente malas de peso 2 (Lema 2.8.7),
entonces W tiene peso minimo. A la derecha se muestran la piramide Y
que se construye como en la prueba del Teorema 2.2.10, y la configuracién
débilmente mala —W para Y. ¢

Figura 2.8: =W es c.d.m. para Y (a la derecha).

2.3. Diagramas de flechas en B(p,q)

En esta seccién introducimos el concepto de diagrama de flechas, y pre-
sentamos varios resultados sobre diagramas de flechas que usaremos en las
secciones posteriores.

Una flecha en R = B(p, ¢) es un par ordenado ¢ = (2, w) € R? con z # w.
Pensamos a z como el punto inicial y a w como el punto final de p. A cada
vector h € B(p, ¢q) le asociamos una matriz My, : R — {0, 1} definida por

My (k) = Okn, para todo k € R,

esto es, Mp(k) = 1 si k = h y Mp(k) = 0 si k # h. Definimos de manera
similar My, : B — {0,1} para cada h € B = B(p, ¢, 7); note que la iltima
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definicién ya fue considerada para la prueba del Teorema 2.1.3. A cada flecha
¢ = (z,w) le asociamos una matriz M,, : R — Z, definida por

M, = M, — M,

Sea {¢1, ..., ¢} un conjunto de flechas en R y sean ny, ..., n; enteros positi-
vos. Entonces la sucesién de flechas Z = (ny1, ..., ny) (la notacion significa
que ; aparece n; veces en la sucesion) es un diagrama de flechas [7, p. 16] si

t
Mg = anM%
i=1

pertenece a F(0,0). Sea Z es un diagrama de flechas, es claro que si inver-
timos las flechas de Z obtenemos un nuevo diagrama de flechas, denotamos
este nuevo diagrama por —Z. Observe que si Z es un diagrama de flechas,
entonces cualquier sucesion de flechas obtenida reordenando las flechas de Z
representa el mismo diagrama de flechas Z. Sea Z° = (ny¢1, ..., iy;) una
sucesion de flechas, entonces Z° es un cuasidiagrama de flechas [7, p. 16] si
existe una flecha ¢, tal que la sucesion (nyp1, ..., nyps, ), que denotamos por
Z° U (¢), es un diagrama de flechas. En este caso decimos que la flecha ¢
completa a Z° [7, p. 16] 3. Note que dado un cuasidiagrama de flechas Z°,
cabe la posibilidad de que la flecha ¢ que completa a Z° se repita con alguna
de las flechas de Z°, tal es el caso en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.1. En la Figura 2.9 se muestra (a la izquierda) un cuasidi-
agrama de flechas Z°. La flecha que completa a Z° es ¢ = ((3,3),(4,1)),
que en este caso coincide con una de las flechas de Z°. Entonces la sucesién
Z := Z° U (p) es un diagrama de flechas (a la derecha en la Figura 2.9).

La matriz asociada al diagrama Z := Z° U (p) es

0o -1 -1 1 0 1
1 0 -1 0 0 O
1 0 2 -1 -1 -1
-2 1 0 0 1 0

MZ =

3En [7] a las flechas Fishburn les llama pares (ordenados); a los diagramas de flechas,
sucesiones balanceadas (de pares); a los cuasidiagramas de flechas, sucesiones casi balan-
ceadas; y a una flecha que completa un cuasidiagrama, par de completacion.
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SO SN A
7 —

Figura 2.9: El cuasidiagrama Z° y el diagrama Z := Z° U ().

Lema 2.3.2. Sea Z = (¢4, ..., 1) un diagrama de flechas no necesariamente
distintas en R, y sea Z° = (@i, ..., pi,), con s < t, una subsucesion de
Z. Si 2° es un cuasidiagrama de flechas, y la flecha ¢ = (z,w) completa
a Z°; entonces Z\Z° es también un cuasidiagrama de flechas, y la flecha
o* = (w, z) completa a Z\Z°. 4

Demostracion. Como Z°U(p) = (i, -, @i, ©) es un diagrama de flechas,

entonces la matriz
M Zo U((,O < Z M Pi )

1€{i1,0is }

pertenece a F(0,0). Como Z es un diagrama de flechas, entonces la matriz

t
Mz=> M,
i=1

también pertenece a F(0,0). Note que My, = —M,,, entonces la matriz

Miz\zopu(er) = < Z M%‘) + Mg =Mz — Mzow)
i€[t\{i1,-.. is }

también pertenece a F(0,0). Por lo tanto, Z\Z° es un cuasidiagrama de
flechas, y ¢* completa a Z\Z°. &

El siguiente ejemplo ilustra el resultado del lema anterior.

Ejemplo 2.3.3. [7, p. 10] Considere el diagrama Z de flechas que se ilustra
en la Figura 2.10, que consta de tres flechas negras y tres flechas grises. Sea Z°
el cuasidiagrama formado por las flechas grises. La flecha ¢ = ((4,2), (5, 1))
completa a Z°. Z\Z° es también un cuasidiagrama de flechas y la flecha
©* = ((5,1),(4,2)) completa a Z\Z°. ¢

4En este lema cabe la posibilidad de que la flecha ¢ se repita con alguna de las flechas
de Z.
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Figura 2.10: Cuasidiagramas: Z° y Z\ Z°.

A cada par de vectores € RP y y € RY asociamos un vector  xy €
RP*4. que llamamos la fusidn de x con vy, definido por

(@*y), = T, sil1<s<p;
Vorm gy sip+1<s<pta

Sea h € Ry sean « y y los 1-margenes de My,. Entonces asociamos a h el
vector en RPTY definido como (la fusién de sus 1-margenes)

Vp =T * Y.

Similarmente, a cada flecha ¢ = (z,w) asociamos el vector v, := vV, — Vy;
y a cada sucesién de flechas Z = (ny¢1, ...,y ), el vector

t
Vz (= E NV, .
i=1

Es claro que v, es la fusién de los 1-margenes de M, y similarmente para
Vz.

Lema 2.3.4. Sea Z = (n1¢p1, ..., nepr) una sucesion de flechas en R. Entonces
Z es un diagrama de flechas si y solo si vz = 0.

Demostracion. Sigue del hecho de que vz es la fusion de los 1-margenes
de MZ- &

A cada par de vectores € RP, y € R? asociamos una matriz S(x,y) :
R — R, definida por

Entonces tenemos el siguiente lema que estd implicito en [18, §6], ver también
29, §9.
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Lema 2.3.5. [18, §6] Sean € R?, y € R9. Entonces para toda M € F(0,0)
de tamano p X q, las matrices S(x,y) y M son ortogonales en RP9, esto es,

(S(z,y), M) = 0.

Demostracion. Como M pertenece a F(0,0)

M=
M=

(S(z,y), M) = (s +4;) M (3, 5)

1 1
q

= Z‘%ZMZJ —|—ZyJZMZj —0 &

i=1

i

=l
.
I

Corolario 2.3.6. Sea Z = (ny(z1,w1), ..., (24, wy)) un diagrama de flechas.
Entonces para cualesquiera x € RP, y € R? tenemos que

Demostracion. Aplicamos el Lema 2.3.5 a S(x,y) y Mz. &

Lema 2.3.7. Sean x € R?, y € R%. Sea ¢ = (z,w) una flecha con z = (i, j)
= (k,1). Entonces

(x*xy,v,) > 0=z, +y; >z, + U
Demostracion. Sigue de

<m*y7vs0> (m*y,vz) <m*y7vw> :xi_'_yj_xk_yl-<>

2.4. Obstrucciones de aditividad para matri-
ces de dimension 2

El resultado mas importante de esta seccién es el Teorema 2.4.5, que
afirma una matriz A : R — R es no aditiva si y solo si existe un diagrama
de flechas Z = ((z1,wy), ..., (z¢, wy)) tal que A(z;) > A(w;), parai =1,...t.
Otro punto importante en esta seccién es es una manera que definimos de
asociar, a una configuracién débilmente mala W para una piramide, cierto
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diagrama de flechas Zy, . Esta idea se utiliza en la prueba del Teorema 2.4.5
y también en las demostraciones de los Resultados 1, 2 y 3 mencionados en
la introduccién (que se enuncian al principio de este capitulo).

El Lema 2.4.8, que es una adaptacién a nuestro contexto del Lema 5.1 en
(7], v el Lema 2.4.9, proporcionan un conjunto de restricciones que cumplen
las flechas de ciertas obstrucciones de aditividad para particiones planas,
que son obstrucciones de cardinalidad minima. Estos lemas se usan en las
demostraciones de los Resultados 2 y 3.

Consideramos para esta seccion la notacion que se ha definido a lo largo
del capitulo.

Sea W : B — Z € F(0,0,0). Enseguida mostramos cémo asociar a W
un diagrama de flechas Zy,. Sean W+ :={h € B: W(h) >0}, W~ :={h €
B:W(h) <0}, vy

t=> Wh)y=-> W(k).

heWw+ keW—

Entonces existen dos sucesiones (hy,...,h;) v (ky,...,k;) de elementos en
B tales que

i) Un elemento h € W aparece W (h) veces en (hy, ..., h;).
i1) Un elemento k € W~ aparece —W (k) veces en (ky,....k;). (2.12)
i71) Los elementos h; y k; coinciden en su tercera coordenada.

La correspondencia indicada en la condicién #i7) es posible ya que el tercer
I-margen de W es el vector 0. La condicién iii) serd esencial en la prueba
del Teorema 2.4.5. Sea P : B — R la proyeccién, tal que P(i, 7, k) = (i,7), y
sean z; := P(h;) y w; := P(k;), para ¢ € [t]. Finalmente sea

Zy = ((z1,w1), ..., (2, wy)).

Note que la definicion de Zy, depende de varias elecciones, asi que no esta u-
nicamente definida. El Lema 2.4.1 es consecuencia de que los 1-mérgenes de
W son cero.

Lema 2.4.1. Sea W : B — Z una matriz en F(0,0,0). Entonces la sucesion

Zw es un diagrama de flechas. Ademds el nimero de flechas de Zy es igual
aw(W).
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Ejemplo 2.4.2. Sea W la configuracién débilmente mala definida en el Ejem-
plo 2.1.5. Un diagrama de flechas asociado a W se muestra en la Figura 2.11.

s

e
S

Figura 2.11: Un diagrama de flechas Zy asociado a W.

Los Lemas 2.4.3 y 2.4.4 se requieren para probar el Teorema 2.4.5.

Lema 2.4.3. Sea A : R — Ny una matriz y sea X = G(A) la grdfica de
A. Sea W wuna configuracion débilmente mala para X, y consideremos un
diagrama de flechas Zyw = ((z1,w1), ...., (24, wy)) asociado a W. Entonces
Az;) > A(w;), para i =1,...,t.

Demostracion. Sea i € [t]. Los vectores z;, w; € R se obtienen proyectando
a R vectores h;, k; € B. Por iii) en (2.12), h; y k; coinciden en su tercera
coordenada, y por i) de (2.12), W(h;) > 0y W(k;) < 0. Como W es confi-
guracién débilmente mala para X, entonces X (h;) =1y X(k;) = 0. Como
X es la grafica de A, esto implica que A(z;) > A(w;). ©

Lema 2.4.4. Sea A : R — Ny una matriz y sea X := G(A) la grifica de
A. Sea Z = ((z1,w1), ..., (21, wy)) un diagrama de flechas no necesariamente
distintas en R, tal que A(z;) > A(w;), parai=1,...,t. Para cadai=1,...,t
definimos m; :== A(z;), y los elementos h; = (z;, m;), k; = (w;, m;) € B. Sea
W=>"_ (My, — My,). Entonces:

i) W es una configuracion débilmente mala para X .

i) w(W) = t.

Demostracion. Probamos i). Como Z es un diagrama de flechas, y como
los elementos h; y k; coinciden en su tercera coordenada, para ¢ = 1,...,t;
entonces W € F(0,0,0). Como m; = A(z;) > A(w;), para i € [t], y como
h; = (z;,m;) y k; = (w;, m;), para i, j € [t]; entonces

X(h;) =1, parai=1,...,t,

X(k;) =0, para j=1,..¢ (2.13)
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Por lo tanto h; # k;, para cualesquiera i,j € [t]. Por lo tanto W no es la
matriz cero. Ahora, sea h € B. Si W(h) > 0, entonces h = h;, para alguna
i € [t]; y st W(h) < 0, entonces h = k;, para alguna j € [t]; de esto y de
(2.13) sigue que W es configuraciéon débilmente mala para X.

La parte i7) es consecuencia de que, por (2.13), h; # k;, para cualesquiera
i,j € [t]. ©

El siguiente teorema aparece en [22].

Teorema 2.4.5. [22] Sea A : R — R una matriz. Entonces A es no aditiva
si y solo si existe un diagrama de flechas Z2 = ((z1,w), ...., (24, wy)) tal que
A(z;) > A(w;), parai=1,..,t.

Demostracion. Supongamos primero que A es no aditiva. Por el Lema
2.1.8, existe una matriz B : R — Ny que tiene el mismo tipo de orden
que A, y que por lo tanto, también es no aditiva. Sea X = G(B) la grafi-
ca de B. Entonces, por el Teorema 2.1.12, X no es (0,1)-aditiva; y por el
Teorema 2.1.3, existe una configuracion débilmente mala W para X. Sea
Zw = ((z1,w1),...., (2, w;)) un diagrama de flechas asociado a W. Por el
Lema 2.4.3, B(z;) > B(w;), para ¢ = 1,...,t. Como A y B tienen el mismo
tipo de orden, entonces A(z;) > A(w;), parai=1,...,t.

Para el reciproco, supongamos que existe un diagrama de flechas

Z = ((z1,w1), ..., (2, wy)), tal que A(z;) > A(w;), para i = 1,...,t. Por
el Lema 2.1.8, existe una matriz B : R — Ny que tiene el mismo tipo de
orden que A. Entonces B(z;) > B(w;), para i = 1,...,t. Sea X = G(B) la
grafica de B, y sea W la configuracién débilmente mala para X obtenida
por medio del Lema 2.4.4 a partir de Z. La existencia de W implica, por el
Teorema 2.1.3, que X no es (0,1)-aditiva; entonces por el Teorema 2.1.12, B
es no aditiva. Concluimos por el Lema 2.1.8, que A es no aditiva. &

El Teorema 2.4.5 motiva a la siguiente definiciéon. Sea A : R — R una
matriz. Si existe un diagrama de flechas Z = ((z1, w1), ..., (24, wy)), tales que
A(z;) > A(w;), para i = 1, ..., t, entonces por el Teorema 2.4.5, A es no adi-
tiva. Por esta razén, a cualquiera de tales diagramas de flechas le llamaremos
obstruccion de aditividad para A. El Teorema dice que A es no aditiva si y
sOlo si existe alguna obstruccion de aditividad para A. Note que dos matri-
ces con el mismo tipo de orden (ver definicién en (2.10)) tienen las mismas
obstrucciones de aditividad. Note también que la definicién de obstruccion
de aditividad se aplica a matrices con entradas reales.
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La cardinalidad de un diagrama de flechas Z se define como el niimero de
flechas que hay en Z (contando repeticiones). Una obstruccién de aditividad
Z para una matriz A : R — R tiene cardinalidad minima si A no tiene
obstrucciones de aditividad con menos flechas (contando multiplicidades).

Proposicién 2.4.6. Sea A : R — Ny una matriz, y sea X := G(A) la
grafica de A. Supongamos que A es no aditiva y que X no es (0,1)-aditiva
(estas condiciones son equivalentes por el Teorema 2.1.12).

(1) Sea W una configuracion débilmente mala para X (que eziste por el
Teo. 2.1.3) y sea Zw un diagrama de flechas asociado a W (que es obstruc-
cion de aditividad para A por el Lema 2.4.3). Entonces W tiene peso minimo
sty solo si Zy tiene cardinalidad minima.

(2) Sea Z una obstruccion de aditividad para A (que existe por el Teore-
ma 2.4.5) y sea W la configuracion débilmente mala para X definida en el
Lema 2.4.4. Entonces Z tiene cardinalidad minima si y solo si W tiene peso
minimo.

Demostracion. Para (1), supongamos que w(W) = ¢, que por el Lema
2.4.1 es el numero de flechas de Z. Probamos las contrapositivas. Si Zy no
tiene cardinalidad minima, consideramos una obstruccién de aditividad Z
para A que tanga s < t flechas. Entonces, la configuracién débilmente mala
W para X que se construye en el Lema 2.4.4 a partir de Z, tiene peso s por
la parte 4i) del mismo Lema. Por lo tanto W no tiene peso minimo. Para el
converso, si W no tiene peso minimo, sea W una configuracion débilmente
mala para X con peso s < t; y sea Zy; un diagrama de flechas asociado a

/W, que por el Lema 2.4.3, es obstruccion de aditividad para A. Por el Lema
2.4.1, Z tiene s flechas. Por lo tanto Z no tiene cardinalidad minima. La
prueba de (2) es similar. &

El siguiente lema es considerado en la Seccion 2.6. Recuerde que si Z es
un diagrama de flechas, entonces —Z denota el diagrama de flechas obtenido
al invertir las flechas de Z.

Lema 2.4.7. Sea A : R — R una matriz. Suponga que A tiene 1-mdrgenes
débilmente decrecientes. Si A no es doblemente graduada, entonces alguno
de los diagramas Zay), Z2w); —Z22(a) 0 —Z22() (ver Figura 2.12) es una
obstruccion de aditividad para A (aplicado a una submatriz B de A de tamano
2x2).
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1

Figura 2.12: Diagramas de flechas Zsq) v Z22(1)-

Note que del Lema 2.4.7 y del Teorema 2.4.5 sigue que si una matriz
A tiene 1-margenes débilmente decrecientes y no es doblemente graduada,
entonces A es no aditiva; esto no es nuevo (ver Lema 2.1.9). La intencién
del Lema 2.4.7 es mas bien resaltar el tipo de obstrucciones que aparecen en
las matrices con 1-margenes débilmente decrecientes que no son doblemente
graduadas.

Demostracion (del Lema 2.4.7). Como A no es doblmente graduada, se
puede mostrar que existe (7, j) € R tal que, o bien A(4,7) < A(i,j+1), o bien
A(i,7) < A(i+1,7) (no es dificil ver que si tal (i, j) no existe, entonces A es
doblemente graduada). Supongamos que (i, j) es tal que A(7,j) < A(i,j+1).
Como A tiene 1-mdargenes débilmente decrecientes, entonces existe k € [p),
k # i, tal que A(k,j) > A(k,7 + 1). Supongamos que k < i, resp. k > i;
entonces consideramos la sumatriz By, resp. B, de la matriz A; donde

_( Alk,j) Ak, j+1) _( AGJ) A +1)
By = ( AGLJ) A( g+ 1) ) Bz = ( A(k,5) Ak, j+1) )

Entonces Zss(q), resp. —Za9(q) €s obstruccién de aditividad para A (aplicada
a la submatriz By, resp. By de A). Si (i,7) es tal que A(4,5) < A(i + 1,7)
entonces de manera similar se concluye que Zyp) 6 —Zap) €s obstruccion
de aditividad para A (aplicada a cierta submatriz B de A de tamano 2 x 2).
O

El Lema 2.4.8 es una adaptacién a matrices enteras (para las que es-
tudiamos obstrucciones de aditividad) del Lema 5.1 en [7], que considera
obstrucciones de F-aditividad para ciertos tipos de orden (en el rectangulo
R = B(p,q)) ° . La prueba que presentamos aqui tiene como ingrediente

°En [7] a estas obstrucciones Fishburn les llama CV listas (ver también nota nimero 8
a pie de pagina).

6Como se comenta al principio de la Seccién 2.7, en [6, 7] Fishburn no considera ma-
trices, sino los tipos de orden que pueden tomar las matrices.
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principal los resultados sobre configuraciones débilmente malas de la Seccion
2.2. Las pruebas que presentamos de las partes (3), (5) y (6) se apoyan mucho
en las ideas de la prueba del Lema 5.1 en [7]. Las pruebas que ofrecemos de
las partes (1), (2) y (4) son originales (aunque las partes (1) y (2) también
pueden probarse siguiendo las ideas de la prueba del Lema 5.1 en [7]). Este
lema se requiere en la Seccién 2.6.

Lema 2.4.8. Sean A una particion plana no aditiva, X la grdafica de A, W
una configuracion débilmente mala de peso minimo para X (que eziste por
los Teoremas 2.1.3 y 2.1.12), y Zw = ((21,w1), ..., (24, wy)) un diagrama de
flechas asociado a W . Entonces las siguientes condiciones se cumplen.

(1) z; y w; no son comparables en R, para 1 < i <'t.

(2) z; # wj, para cualesquiera i,j € [t], con i # j.

(3) No existe un par de flechas en Zw, (z;,w;) y (zj,w;), tales que
w; z; yw; dzj.

(4) No existe un par de flechas en Zw, (z;,w;) y (zj,w;), tales que
z; <]w; Yy z; <w;.

(5) Ninguna subsucesion Z de Z, contenida propiamente en Z (como
multiconjuntos), forma una diagrama de flechas.

Si ademds todas las entradas de A son distintas, entonces Z satisface
también:

(6) Ninguna subsucesion de Z con 2 < s <t — 1 elementos es un cua-
sidiagrama de flechas.

Las partes (3) y (4) del Lema excluyen la existencia en Zy, de ciertos
pares de flechas que se cruzan. En la figura 2.13 se ilustran algunos ejemplos
de pares que quedan excluidos por (3), y en la figura 2.14 se ilustran algunos
ejemplos de pares que quedan excluidos por (4).

Demostracion (del Lema 2.4.8). Probamos (1). Sea i € [t]. Los elementos
z; v w; son las respectivas proyecciones a R de dos elementos h;, k; € B,
tales que W(h;) > 0y W(k;) < 0. Por 7i7) de (2.12), h; y k; coinciden
en su tercera coordenada. Si z; y w; fueran comparables, entonces h; y k;
serfan comparables. Como W tiene peso minimo, por el Teorema 2.2.2 esto
no puede ocurrir.

(2) Supongamos que z; = w; para ciertos i # j € [t]. El elemento z; = w);
es la proyeccion a R de dos elementos h;, k; € B, tales que W(h;) > 0y



Capitulo 2. Obstrucciones de aditividad para matrices y piramides 62

Figura 2.14: Algunos pares de flechas que por (4) no pueden existir en Zyy.

W(k;) < 0. Como z; = wj, h; y k; difieren exactamente en una coordenada.
Esto contradice el Lema 2.2.3.

(3) Esta condicién no requiere que W tenga peso minimo. Supongamos
que existen en Z flechas (z;, w;) y (2;, w;) tales que w;<z; y w;<z;; como A
es una particién plana, esto implica que A(w;) > A(z;) y que A(w;) > A(z;);
entonces

Alw;) = A(zi) > A(w;) = A(z;) > A(w,),

la segunda y la ultima desigualdades son por el Lema 2.4.3. Esto da una
contradiccion.

(4) Como W tiene peso minimo, por el Teorema 2.2.10 existe una pirdmide
Y tal que —W es configuracién débilmente mala para Y. Sea B la proyeccion
de Y en B(p, q), entonces B es una particién plana cuya gréfica es la pirdmide
Y. Entonces un diagrama de flechas asociado a —W es el diagrama definido
por Z_w = ((z1,w),...,(z,w)), donde z; := w; y w; := z;, para
1 <4 < t. Supongamos que existen flechas (zz, wl) y (z], w]) en Z tales que
z; <w; y z; <w,, entonces las flechas (zi,w) y (zj LW, ") en Z(_w) son
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tales que

wi/:Ziij:Zj/, y (2 14)
w; =z;]w; = 2, . '

Considerendo la condicién (3) para la particién plana B, la configuracién
débilmente mala —W para Y, y el diagrama de flechas Z_y), vemos que
(2.14) no puede ocurrir. Por lo tanto la condicién (4) se cumple. Note que no
sabemos si la configuracion débilmente mala —W para Y tiene peso minimo,
y que la condicién (3) no lo requiere.

(5) Supongamos que la subsucesion Z = ((z;,, wi,), ..., (z;., w;.)), con
s < t, es un diagrama de flechas. Por el Lema 2.4.3, A(z;,) > A(w;,), para
j=1,.. 5. Sea W la configuracion débilmente mala para X construida por
medio del Lema 2.4.4, a partir del diagrama Z. Entonces, por el mismo lema,
tenemos que w(W) = s < t. Por el Lema 2.4.1 tenemos que w(W') = t. Esto
contradice la hipotesis de que W tiene peso minimo. Por lo tanto no existe
tal Z.

(6) Supongamos que A tiene todas sus entradas distintas, y que existen
en Z flechas ¢;,,...,0i, 2 < s < t — 1, tales que Z° := (i, ..., 0;.) €s
un cuasidiagrama de flechas. Sea ¢ = (z,w) la flecha que completa a Z°.
Entonces, por el Lema 2.3.2, Z— Z° también es un cuasidiagrama de flechas, y
¢* = (w, z) completa a Z—2Z°. Como A no tiene entradas repetidas, tenemos
que A(z) > A(w) 6 A(w) > A(z). Note ademds que, por el Lema 2.4.3,
para cada flecha (z;, w;) € Z, se tiene que A(z;) > A(w;). Supongamos que
A(z) > A(w). Sea W° la configuracién débilmente mala para X obtenida por
medio del Lema 2.4.4 a partir del diagrama de flechas Z°WU (). Por el mismo
lema tenemos que w(IW°) = s+ 1. Por hipétesis s +1 < ¢. Supongamos ahora
que A(w) > A(z). Sea W*° la configuraciéon débilmente mala para X obtenida
por medio del Lema 2.4.4 a partir del diagrama de flechas [Z — Z°] U (¢*).
Por el mismo lema tenemos que w(WW°) =t — s+ 1. Como 2 < s, entonces
t — s+ 1 < t. En cualquier caso se contradice la hipdtesis de que W tiene
peso minimo. Por lo tanto se cumple (6). <

El siguiente lema también se requiere en la Seccion 2.6.

Lema 2.4.9. Sean A : R — Ny una particion plana no aditiva, X = G(A)
la grifica de A, W una configuracion débilmente mala con peso minimo para
X (que eziste por los Teoremas 2.1.83 y 2.1.12), y Zw un diagrama de flechas
asociado a W . Entonces ninguna de las siguientes flechas pertenece a Zyy:
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Demostracion. Para cada j € [¢ — 1] definimos el siguiente par de sub-
conjuntos de R asociados a j:

L(j) = {(k 1) eR:1<j},
R(j) = {(k,l)eR:j<I}

de tal manera que R = L(j) II R(j). Sea Z un diagrama de flechas, entonces
para j € [¢ — 1] tenemos que

SLz(j) = Y, Mz(k1)=0,

(k,DEL(7)

SRz(j) == Y, Mz(k1)=0,

(k,DER())

porque Mz € F(0,0). Fijamos j € [¢—1]. Respecto a este valor de j, tenemos

flechas de tres tipos en R:

e Tipo 1. ¢ = (z,w), con z € L(j) y w € R(j). En este caso M,, contribuye
con +1 a SLz(j) y con —1 a SRz(j

e Tipo 2. ¢ = (z,w), con z € R(j) y w € L(j
con +1 a SRz(j) y con —1 a SLz(j

e Tipo 3. ¢ C L(j) 6 ¢ C R(j). En este caso My, no contribuye ni a SLz(j)
nia SRZ(j)

Ahora, sea j € [q — 1] y suponga que la flecha (z, w) = ((p, j), (1,7 + 1))
pertenece a Zy . La flecha ¢ es de Tipo 1, asi que M, aporta un +1 a
SLizyy(7) yun =1 a SR(z,,)(j). Como Mz, € F(0,0)

En este caso M,, contribuye

).
).
).
).

SLizy)(j) = SRz, (j) = 0.

Por lo tanto Zy, debe tener alguna flecha de Tipo 2, digamos s = (29, W)
con zo € R(j) y wy € L(j). Como (p,j) es el elemento maximo en L(j),
entonces ws < (p, j); pero por la condicién (2) del Lema 2.4.8, wy # (p, j);
por lo tanto ws < (p, j). Similarmente se prueba que (1,7 + 1) < z5. Por la
condicién (3) del Lema 2.4.8 esto no puede ocurrir. Por lo tanto, una flecha
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como en a) no puede pertenecer a Zy . La prueba para los otros casos es
similar. &

La siguiente conjetura podria ayudar a resolver algunas conjeturas que
planteamos en la Seccién 2.6 (Conjeturas 2, 3y 5).

Conjetura 1. Sea g un entero mayor o igual que 3. Sean A : B(3,q) — Ny
una particion plana no aditiva, X = G(A) la grdfica de A, W una configura-
cion débilmente mala de peso minimo para X (que existe por los Teoremas
2.1.8y 2.1.12), y Zyw un diagrama de flechas asociado a W. Entonces ningu-
na de las siguientes flechas pertenece a Zyy:

i) Para 1 <k<q—1,1<s<q—k, ((3,k),(L,k+5)).

it) Para 1<k <q—1,1<s<q—k, (1,k+s),(3,k)).

Note que por el Lema 2.4.3, el diagrama de flechas Zy, considerado en el
Lema 2.4.8, resp. Lema 2.4.9, resp. Conjetura 1, resulta ser una obstruccion
de aditividad para la matriz A considerada en cada caso. Mas ain, por la
Proposicién 2.4.6 Zy, tiene cardinalidad minima en cada caso (porque W
tiene peso minimo).

2.5. Pesos de las configuraciones débilmente
malas para piramides

Esta seccién esta dedicada a la prueba del resultado mas importante de
la tesis:

Resultado 1. No existe una cota en el peso de las configuraciones

malas (resp. débilmente malas) que es necesario considerar para de-

terminar unicidad (resp. (0,1)-aditividad) de cualquier (0,1)-matriz

de dimension 3.

Los teoremas principales detras de la prueba del Resultado 1 son los Teo-
remas 2.5.1 y 2.5.5. El primero afirma que la existencia de ciertos diagramas
de flechas con t flechas distintas implica la existencia de matrices enteras no
aditivas, todas cuyas obstrucciones de aditividad tienen al menos ¢ flechas
distintas. El segundo afirma que la existencia de ciertos diagramas de flechas
con t flechas distintas implica la existencia de piramides que no son (0,1)-
aditivas, todas cuyas configuraciones débilmente malas son de peso al menos
t. Finalmente, en el Ejemplo 2.5.6 aplicamos los Teoremas 2.5.1 y 2.5.5 a
una familia de diagramas de flechas introducida por Fishburn en [6, p. 164],
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para obtener, para cada entero par ¢ > 4 una piramide X, de tamano 3 X
q X 3¢ —1, tal que X, tiene una configuracion mala de peso ¢ y X, no
tiene configuraciones débilmente malas de peso menor que ¢q. La prueba del
Resultado 1 se sigue de la existencia de estas pirdmides.

Los resultados presentados en esta seccién aparecen en [22].

Usamos la notacién definida en las secciones anteriores. Ahora fijamos
un poco mas de notacién. Sea Z = (nyp1, ..., nyp;) un diagrama de flechas,
donde ¢; denota la flecha (z;,w;) en R, para i = 1,...,¢. Decimos que Z
es disconezro si los puntos de R: zi,wy, ..., 2, w; son todos distintos; esto
es, si cada punto de R es el punto inicial o el punto final de a lo mas una
flecha en {¢1, ..., o1 }. Z tiene soporte minimo si para cualquier subconjunto
propio no vacio S de {¢1, ..., ¢, } y para cualquier sucesion de enteros positivos
(by)pes la combinacién lineal 3 o b,M, no pertenece a F(0,0); esto es, si
la sucesion de flechas (b,p)secs no es un diagrama de flechas. Un diagrama
disconexo Z = (nyp1, ..., ippy) satisface la condicion de Fishburn si existen
vectores * € RP, y € RY, tales que para cualesquiera h,k € R, tenemos
que S(x,y)(h) = S(x,y)(k) siy solo si (h,k) 6 (k,h) es una flecha en Z.
El siguiente Teorema es muy similar, pero adaptado a nuestro contexto, al
Teorema 3.1 en [7].

Teorema 2.5.1. Sea Z = (ny1, ..., nypy) un diagrama disconexo de flechas
en R con soporte minimo. Si Z satisface la condicion de Fishburn, entonces
existe una matriz no aditiva A, con entradas enteras y sin entradas repetidas,
tal que cualquier obstruccion de aditividad para A tiene al menos t flechas
distintas.

Demostracion. Como Z satisface la condicién de Fishburn, existen vec-
tores ¢ € RP, y € R?, tales que S(x,y)(h) = S(x,y)(k) si y sélo si (h, k)
6 (k,h) es una flecha en Z. Sea K una constante positiva suficientemente
grande, tal que la diferencia entre cualesquiera dos entradas distintas de
KS(z,y) sea mayor que 2. Sea B = KS(x,y). Entonces B y S(z,y) tienen

el mismo tipo de orden. Escribimos ¢; = (z;, w;) y definimos A : R — R
como

R B(h) +1 si h = z; para alguna i € [t];
A(h) :=< B(h)—1 si h=w; para alguna i € [t];
B(h) en otro caso.
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Alternativamente, A=B+ Zle M, . Entonces Z es una obstruccién de adi-
tividad para A. Como Z es disconexo, todas las entradas de A son diferentes.
Por el Teorema 2.4.5, A es no aditiva. Por demostrar que cualquier obstruc-
cién de aditividad para A contiene al menos todas las flechas de {1, ..., ¢}
Por simplicidad de notacién, probamos que cualquier obstruccion de aditivi-
dad para A contiene la flecha ¢;, la prueba para las otras flechas es similar.
Como Z es un diagrama de flechas, el Lema 2.3.4 implica que vz = 0. Sea
S ={p1,..., p1_1}; como Z tiene soporte minimo, no existe una combinacién
lineal entera .\_1 bw,, = 0, con b; > 0, para i € [t — 1], y S22 b; > 0.
Por el Lema 1.4.1, existen ¢ € ZP y d € Z9, tales que (c * d,v,,) > 0, para
i € [t —1]. Sea C' = S(e,d). Entonces por el Lema 2.3.7, C(z;) > C(w;)
para i € [t — 1]. Luego por el Corolario 2.3.6, C'(z;) < C(w;). Sea € > 0
suficientemente pequeno tal que

e -maz{|C(h) — C(k)|: h,k € R} < 1.

Sea D = B + eC. Por la manera en que esté definida D es aditiva. Tenemos
que A(z;) > A(w;), mientras que D(z;) < D(w;); y para h,k € R tales que
(h,k) y (k,h) son diferentes de (z;, w;) tenemos que

A(h) > A(k) < D(h) > D(k).

Sea Z una obstruccion de aditividad para A que no contiene la flecha ;.
Entonces Z es también una obstruccion de aditividad para D. Como D es
aditiva, esto es una contradiccion al Teorema 2.4.5. Por lo tanto ¢; estd con-
tenida en cualquier obstruccion de aditividad para A. Por el Lema 2.1.8 existe
una matriz A : R — Ny que tiene el mismo tipo de orden que A, y por lo
tanto, las mismas obstrucciones de aditividad que A, la prueba del Teorema
sigue de la existencia de A. <

Comentario 2.5.2. Sea Z un diagrama disconexo de flechas que satisface
la condicién de Fisburn para € RP y y € R9. Sea p, resp. o, una per-
mutacion de las coordenadas de @, resp. y. Permutando por medio de p,
resp. o, los renglones, resp. las columnas, de B(p, q), obtenemos un diagra-
ma disconexo de flechas (p,0)Z. Sigue de las definiciones que Z satisface la
condicién de Fishburn para los vectores x y y si y sélo si (p, 0)Z satisface la
condicion de Fishburn para px y oy. Ademas, Z tiene soporte minimo si y
s6lo si (p, o) Z tiene soporte minimo. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad
podemos asumir que @ y y son débilmente decrecientes.
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Lema 2.5.3. Sea Z = (n1¢1, ..., nypr) un diagrama disconexo de flechas en R.
Si Z satisface la condicion de Fishburn para un par de vectores estrictamente
decrecientes x, y, entonces para cualquier flecha ¢ = (z,w) de Z, tenemos
que z y w no son comparables en R.

Demostracion. Escribimos z = (i,j) y w = (k,l). Por la condicién de
Fishburn tenemos que

i +y; =+ Y. (2.15)

Si z <w entonces © < ky 7 <[y al menos una de las desigualdades es
estricta. Como x, y son estrictamente decrecientes, esto implica que

T +Y; > T+ Y-

Esto contradice (2.15). Por lo tanto no ocurre que z <<w. De manera similar
se prueba que no ocurre que w < z. ¢

Lema 2.5.4. Sea Z = (ny1, ..., ypr) un diagrama disconexo de flechas en
R con soporte minimo. Supongamos que Z satisface la condicion de Fishburn
para un par de vectores estrictamente decrecientes x € RP yy € RY. Entonces
la matriz no aditiva A del Teorema 2.5.1 es una particion plana.

Demostracion. Como x, y son estrictamente decrecientes, la matriz
KS(x,vy) de la prueba del Teorema 2.5.1 es doblemente graduada. Entonces
por el Lema 2.5.3, la matriz A es también doblemente graduada. Por lo tanto,
A es particion plana. <&

Teorema 2.5.5. Sea Z = (ny1, ..., ppr) un diagrama disconexo de flechas
en R con soporte minimo. Supongamos que Z satisface la condicion de Fish-
burn para un par de vectores estrictamente decrecientes * € RP, y € RY.
Entonces existe una pirdmide X que no es (0,1)-aditiva y tal que cualquier
configuracion débilmente mala para X tiene peso mayor o igual que t.

Demostracion. Por el Lema 2.5.4 existe una particion plana no aditiva
A : R — Ny, tal que cualquier obstrucciéon de aditividad para A tiene al
menos t flechas. Sea X = G(A) la gréfica de A. Entonces por el Lema 2.1.11,
X es una pirdmide; y por el Teorema 2.1.12, X no es (0,1)-aditiva. Sea W
una configuracién débilmente mala para X (que existe por el Teorema 2.1.3)
tal que w(W) = s. Entonces por el Lema 2.4.1, Zy es un diagrama con s
flechas. Por el Lema 2.4.3, Zy es una obstruccién de aditividad para A. Por
lo tanto s > t. ©
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Ejemplo 2.5.6. Sea ¢ un entero, ¢ > 4. Usamos el diagrama de flechas en
B(3.4)

Z,= ((z1,w1), .., (24, wy))
introducido por Fishburn en [6, p. 164]; definido como sigue: Sea
((3,4),(2,i +2)) sii=1,3,...,q—3;
((2,i+2),(3,4)) sii=2,4,...,q—2;
(Lg—=1),(2,1)) sii=q—1;
((2,2),(1,9)) Si1=q.

La Figura 2.15 muestra el caso ¢ = 8. Entonces Z, es un diagrama disconexo

e

Figura 2.15: Diagrama de flechas de Fishburn (Zs).

(zi, w;) =

Como para cada j € [q], Z, tiene exactamente una flecha con punto inicial
en la columna j, y exactamente una flecha con punto final en la columna 7, y
como Z, tiene exactamente una flecha con punto inicial en el primer renglén
y exactamente una flecha con punto final en el primer renglén, entonces
Z, tiene soporte minimo. Por demostrar que Z, satisface la condicién de
Fishburn. Para esto tomamos

x=(q20)€R y=(¢—1,¢—2,..,1,0) € RY.

Entonces
2g—1 2q—2 2q—3 --- qg+2 g+1 ¢
S(z,y)=1| ¢+1 ¢ g¢—-1 - 4 32,
q—1 q—2 q—3 --- 2 1 0

y para cualesqueira h, k € B(3,q) tenemos que S(x,y)(h) = S(x,y)(k) siy
sélosi (h, k) 6 (k, h) es una flecha en Z,. Entonces por el Teorema 2.5.5 existe
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una pirdmide X, que no es (0,1)-aditiva y tal que cualquier configuracién
débilmente mala W para X, tiene peso w(W) > q.

La matriz A\q : B(3,9) — R definida en la prueba del Teorema 2.5.1,
para este caso es

~

q
Ay =35z, 9) + > Mez, - (2.16)

i=1

Esta matriz tiene entradas enteras, asi que la matriz entera garantizada por
el Teorema 2.5.1, es para este caso la matriz A, = A,y X, = G(4,) es la
pirdmide cuya existencia se asegura en el Teorema 2.5.5. Para ¢ = 8 tenemos

45 42 39 36 33 30 28 23
Ag=126 25 20 19 14 13 8 7
22 17 16 11 10 5 3 O

Una matriz mas simple con el mismo tipo de orden que Ag es

23 22 21 20 19 18 17 14
Ag=116 15 12 11 8 7 4 3
1310 9 6 5 2 1 0

Entonces, las graficas G(Ag) y G(Ag) son pirdmides con una configuracién
mala de peso 8, que no tienen configuraciones débilmente malas de peso
menor (ver Figura 2.16 para G(Ag)). Por el Teorema 2.1.2 G(Ag) y G(Ag) no
son conjuntos de unicidad. ¢

Comentario 2.5.7. Note que para una (0,1)-matriz de tamano 2 X ¢ X r, ser
una pirdmide, ser de unicidad y ser (0,1)-aditiva son equivalentes [27, Teo.
2]. Ademas, una (0,1)-matriz A de tamano 2 X ¢ X r es una piramide si y
s6lo si A no tiene configuraciones malas de peso 2 [27, §3]. Por lo tanto, para
determinar unicidad y (0,1)-aditividad de (0,1)-matrices de tamano 2 x g X r
es suficiente considerar configuraciones malas de peso 2. Esto significa que la
familia anterior de ejemplos es lo mejor posible. ¢
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Figura 2.16: G(Ag) y la c.d.m. correspondiente.

2.6. Obstrucciones de aditividad en 3 x 3 y
3 x4

Uno de los resultados importantes de esta seccién es el Teorema 2.6.2,
que clasifica las obstrucciones de aditividad que es necesario considerar para
determinar aditividad de particiones planas de tamano 3 x 3. El otro es el
Teorema 2.6.7, que clasifica las obstrucciones de aditividad que se deben
considerar para determinar aditividad de particiones planas de tamano 3 x 4
que no tienen entradas repetidas. Estos dos teoremas corresponden a los
Resultados 2 y 3 de la tesis mencionados en la introduccion. Presentamos
también algunas conjeturas sobre lo que creemos que son las obstrucciones de
aditividad que se deben considerar para determinar aditividad de particiones
planas de tamanos 3 x 5 (Conjetura 4) y 3 x 6 (Conjetura 5).

Consideramos la notacién que se ha definido a lo largo de todo este capitu-
lo.

Comentario 2.6.1. Sea A : R = B(p,q) — R una matriz, y sea o,
resp. p, una permutaciéon de los renglones, resp. columnas de A. Sea (o, p)A
la matriz que se obtiene de permutar los renglones, resp. las columnas de
A por medio de o, resp. p. El mismo razonamiento se puede aplicar a los
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diagramas de flechas en R, de manera que para un digrama de flechas Z
podemos considerar también el diagrama de flechas (o, p) Z. De la definicién
de aditividad sigue que A es aditiva si y sélo si (o, p)A es aditiva. Es claro
que Z es una obstruccién de aditividad para A si y sélo si (o,p)Z es una
obstruccién de aditividad para (o, p)A.

Por otro lado, dada una matriz A : R — R, por el Lema 2.1.8, existe
una matriz B : R — Nj que tiene el mismo tipo de orden que A; por consi-
guiente, B es aditiva si y sélo si A es aditiva. Es claro que en esta situacion A
y B tienen las mismas obstrucciones de aditividad. Por lo tanto, al estudiar
aditividad (y obstrucciones de aditividad) para matrices de dimensién 2, no
perdemos generalidad si consideramos sélo matrices con entradas enteras; y
si asumimos que los 1-margenes de nuestras matrices son vectores débilmente
decrecientes; esto es, particiones. ©

Nos gustaria, para cada par de enteros positivos p y ¢, tener una lista
completa de obstrucciones de aditividad para matrices de tamano p X ¢, en el
sentido de que para cualquiera de tales matrices que sea no aditiva, algin ele-
mento de nuestra lista sea una obstruccién de aditividad. Por el Comentario
2.6.1, al estudiar aditividad (y obstrucciones de aditividad) para matrices de
dimensién 2, podemos, sin perder generalidad, suponer que nuestras matrices
tienen 1-mérgenes débilmente decrecientes y considerar inicamente matrices
con entradas en Ny. Con estas consideraciones tenemos, por el Lema 2.1.9,
que cualquier matriz de dimension 2 que es aditiva es una particion plana.
El Lema 2.4.7 proporciona una lista completa de obstrucciones de aditividad
para matrices de dimensién 2 que no son particiones planas. De manera que
podemos restringir el estudio de obstrucciones de aditividad a particiones
planas. Por el Teorema 2.1.10, toda particién plana de tamano 2 X ¢ (¢ entero
positivo) es aditiva; luego, por el Teorema 2.4.5 no existen obstrucciones de
aditividad para particiones planas de tamano 2 x ¢. Por lo tanto nos interesa
estudiar las obstrucciones de aditividad para particiones planas de tamano
p X ¢, donde p y ¢ son mayores o iguales que 3 (porque una matriz y su
transpuesta tienen esencialmente las mismas obstrucciones de aditividad).
Esta es la cuestién planteada en el Problema 2.

Mientras que para determinar aditividad de matrices de tamano 2 X q es
suficiente considerar las obstrucciones dadas por los diagramas Zss(q), Z22(b) ¥
sus negativos (para las matrices que no son particiones planas ver Lema 2.4.7,
y para particiones planas ver Teorema 2.1.10); para determinar aditividad de
matrices con 3 6 mas renglones y 3 6 mas columnas es necesario considerar
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nuevas obstrucciones. La mariz A del Ejemplo 2.6.3 es particion plana y
ninguno de los diagramas Zsy(,), Z22) 0 sus negativos (ver Figura 2.12) es
obstruccién de aditividad para A. Sin embargo A es no aditiva, en el ejemplo
se muestra una obstruccion de aditividad para A.

Teorema 2.6.2. Sea A : B(3,3) — Ny una particion plana. Entonces A es
no aditiva si y solo si Z33 0 —Z33 es una obstruccion de aditividad para A

(ver Figura 2.17).
// I
e

Figura 2.17: Diagrama de flechas Z33.

Este teorema tiene cierta relacién con el Teorema 2.8 de [7], que también
considera el diagrama de flechas Z33, v que trata sobre obstrucciones de F-

aditividad de érdenes parciales en el rectangulo [3] x [3], ver Comentario
2.7.8.

El Teorema 2.6.2 tiene también relacion con la clasificacion de las confi-
guraciones malas de peso 3 para piramides que se hace en [24, Teo. 5.1], ver
Corolario 2.8.3 (que corresponde con el Corolario 5.2 en [24]).

Hacia el final de la seccién veremos la prueba de este Teorema. Sigue de
este Teorema que la lista: Z33, —Z33 es una lista completa de obstrucciones
de aditividad para particiones planas de tamano 3 x 3. Para probar que la
lista es también minima debemos mostrar que existe una particion plana de
tamano 3 x 3 que es no aditiva y tal que Zs3, resp. —Z33, es obstruccion de
aditividad para A, pero que —Zs33, resp. Z33 no es obstruccién de aditividad
para A. Esto se muestra en el siguente ejemplo.

Ejemplo 2.6.3. Considere la matriz A : B(3,3) — Ny definida por

3 3 1
A= 2 11
200

Entonces Z33 es obstruccion de aditividad para A y —Z33 no lo es. Mientras
que —Zs33 es obstruccién de aditividad para AT y Z335 no lo es. ¢
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Con esto hemos probado la siguiente

Proposicién 2.6.4. La lista: Z33,—Z33 (Figura 2.17) es una lista completa
minima de obstrucciones de aditividad para particiones planas de tamano
3 x 3.

Ejemplo 2.6.5. Considere la matriz A del Ejemplo 2.6.3. Como Z33 es
obstruccién de aditividad para A, entonces por el Teorema 2.4.5 A es no
aditiva; y por el Teorema 2.1.12, la grafica X := G(A) no es (0,1)-aditiva.
Por el Teorema 2.1.3, existen configuraciones débilmente malas para X; el
Lema 2.4.4 da una manera de construir una configuracién débilmente mala
para X. Esta configuraciéon débilmente mala (que también es configuracién
mala) se ilustra en la Figura 2.18.

Figura 2.18: Configuracién (débilmente) mala para X := G(A).

Ahora procedemos a estudiar las obstrucciones de aditividad para parti-
ciones planas de tamano 3 x 4.

Ejemplo 2.6.6. Considere las particiones planas A, B : B(3,4) — Nj
definidas por

11 10 5 3 11 10 9 6
A= 9 7 42|, B=|8 7 43
8 6 1 0 5 2 10

Con ayuda del Teorema 2.6.2 se puede ver que toda submatriz de tamano
3 x 3 de A es aditiva, y lo mismo para B. Sin embargo, por el Teorema 2.4.5,
Ay B son no aditivas: el diagrama Zsyq), resp. Zsap) (ver Figura 2.19) es
obstruccién de aditividad para A, resp. B. ¢

El ejemplo muestra que la lista Z33, —Z33 no es una lista complata de obs-
trucciones de aditividad para particiones planas de tamano 3 x 4; es necesario
considerar nuevas obstrucciones, al menos Zsyq) ¥y Z34p) (note que Zs4q) no
es obstruccion de adtitividad para B, ni Zs4) es obstruccion de aditividad
para A).
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(a) '?0 o;o (b) o//?o

Figura 2.19: Diagramas de flechas, Zs4(q), Z34(t)-

Teorema 2.6.7. Sea A : B(3,4) — Ny una particion plana que no tiene
entradas repetidas. Entonces A es no aditiva si y solo si, o bien A tiene una
submatriz de tamano 3 X 3 que es no aditiva, o bien alguno de los diagramas
de flechas Zsa), Z3ap), —2Z3a(a) 0 —2Z34) €8 una obstruccion de aditividad
para A (ver Figura 2.19).

Este teorema tiene relacién con el Teorema 2.8 de [7], que también con-
sidera el diagrama de flechas Zs34(,), y que trata sobre obstrucciones de F'-
aditividad de érdenes parciales en el rectangulo [3] x [4], ver Comentario
2.7.9.

Damos la prueba de este teorema al final de la seccion. El teorema muestra
que la lista (Vel" Figuras 2.19 y 220) 234(1), 234(2), 234(3), 234(4), Zg4(a)7 234([)),
—234(1)7 —234(2), —234(3), —234(4), _234(a)7 —234(1)) es una lista completa de
obstruccioens de aditividad para particiones planas de tamano 3 x 4 que no
tienen entradas repetidas.

~
N
~

1. .
e

3. 4.

W N
NN

Figura 2.20: Diagramas de flechas Zs4(1), Z34(2), Z343) ¥ Z34(4)-

El siguiente ejemplo muestra que la lista también es minima.

Ejemplo 2.6.8. Cada una de las siguientes matrices de tamano 3 x 4 es no
aditiva, y son tales que para cada matriz exactamente un elemento de la lista
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anterior (que indicamos para cada matriz) es obstruccion de aditividad.

11 9 7 3 11 10 9 4
234(1) — 10 6 4 2 y 234(2) — 8 7 6 2 y
8 5 10 5 3 10
11 10 8 4 11 10 7 5
234(3) — 9 7 5 3 y 234(4) — 9 6 4 1 y
6 2 10 8 3 20
11 10 5 3 11 10 9 6
Zg4(a) — 9 7T 4 2 s Zg4(b) > 8 7T 4 3 s
8 6 10 5 10
11 8 6 5 11 10 8 6
—234(1) — 10 7 4 1 s —234(2) — 9 7 5 1 s
9 3 20 4 3 20
11 9 8 6 11 9 8 3
—234(3) — 10 7 4 2 y —234(4) > 10 6 4 1 y
5 3 10 7 5 20
11 9 6 4 11 10 8 7
—234(a) — 10 8 3 1 5 _Z34(b) —> 9 6 5 2
75 20 4 3 10

O

Proposicién 2.6.9. La lista (ver Figuras 2.19 y 2.20): Zsa1), Z34(2), Z34(3)5
Z34(4), Z34(a), Z34b); —234(1), —234(2), —234(3); —234(4), —Z34(a), —Z34(b) €S
una lista completa minima de obstrucciones de aditividad para particiones
planas de tamano 3 X 4 que no tienen entradas repetidas.

Ejemplo 2.6.10. Las marices Ay B del Ejemplo 2.6.6 son no aditivas porque
Z3y(a) €s obstruccién de aditividad para Ay Zsyp) es obstruccion de aditivi-
dad para B (aplicando el Teorema 2.4.5). Por el Teorema 2.1.12, las gréficas
G(A) y G(B) no son (0,1)-aditivas; y por el Teorema 2.1.3, tienen configu-
raciones débilmente malas. El Lema 2.4.4 da una manera de construir una
configuracién débilmente mala para G(A), resp. G(B) a partir de Z34(4), resp.
Zayp)- Estas configuraciones se ilustran en la Figura 2.21. ¢

El siguiente ejemplo es auxiliar para el Comentario 2.6.12.
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)&

Figura 2.21: Configuraciones débilmente malas para G(A) y G(B).

Ejemplo 2.6.11. Considere la particién plana A : B(4,4) — Ny definida
por

20 19 16 15
18 17 15 14
17 15 13 11
15 13 12 10

Esta matriz tiene 16 submatrices de tamano 3 x 3 y todas ellas son aditi-
vas, esto sigue del Teorema 2.6.2 porque ni Z33 ni —Z33 es obstruccién de
aditividad de ninguna de ellas. En particular esto implica que A no tiene
obstrucciones de aditividad con menos de 4 flechas (distintas o no, si A tu-
viera una tal obstruccion entonces alguna submatriz de tamano 3 x 3 de A
serfa no aditiva). Sin embargo A es no aditiva porque Z4,) es obstruccién
de aditividad para A (ver Figura 2.22). Por lo tanto Z4) tiene cardina-
lidad minima para A. Ahora, sea B : B(4,4) — Ny una particién plana
sin entradas repetidas, tal que para cada flecha (2, w) € Z4(,) se tiene que
B(z) > B(w). Entonces Z44(,) es una obstrucciéon de aditividad para B,
pero no de cardinalidad minima. Porque si B(3,2) < B(2,3) entonces Zy4)
es obstruccion de aditividad para B, y si B(3,2) > B(2,3) entonces Zyy) €s
obstruccién de aditividad para B (ver Figura 2.22). o

A=

Comentario 2.6.12. De los Teoremas 2.6.2 y 2.6.7 se derivan las listas com-
pletas de obstrucciones de aditividad para particiones planas de tamano 3 x 3
y 3 x4 (sin entradas repetidas en este tiltimo caso), que después se prueba que
también son listas minimas. El argumento en ambas pruebas es, a grandes
rasgos, el siguiente: tomamos una particién plana A no aditiva (arbitraria) y
consideramos la grafica X := G(A), que por el Teorema 2.1.12, no es (0,1)-
aditiva. Entonces consideramos también una configuracion débilmente mala
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Figura 2.22: Diagramas de flechas Zy4(q), Zaa0) ¥ Za4(c)-

W para X (que existe por el Teorema 2.1.3), y la tomamos de peso mini-
mo; luego consideramos un diagrama Zy, asociado a W. Este diagrama Zy,
resulta ser una obstruccién de aditividad para A (Lema 2.4.3), que tiene car-
dinalidad minima (Proposicién 2.4.6). Lo que se hace entonces es, mediante
las propiedades para Zy, aseguradas en el Lema 2.4.8, ir descartando posibi-
lidades para la forma de Zy,, mediante un anédlisis exhaustivo caso por caso.
Los diagramas que al final no se descartan formaran una lista completa de
obstrucciones de aditividad (en 3 x 4 se incluyen a la lista los diagramas co-
rrespondientes a las obstruccioens de aditividad para submatrices de tamano
3 x 3). Note que en cualquier caso, las listas completas de obstruccioens de
aditividad constan de diagramas que para alguna matriz, son obstrucciones
de aditividad de cardinalidad minima. Considere ahora el diagrama de flechas
Zas(a) del ejemplo 2.6.11. Si tratdramos de demostrar, para tamano 4 x 4, el
teorema andlogo a los Teoremas 2.6.2 y 2.6.7 (siguiendo las mismas ideas),
y considerando solo particiones planas sin entradas repetidas, en el anélisis
caso por caso, el diagrama de flechas Z,4(,) definitivamente quedaria descar-
tado (por (6) del Lema 2.4.8 6 porque, como se muestra en el ejemplo, este
diagrama no puede se obstruccion de aditividad de cardinalidad minima para
ninguna particién plana que no tenga entradas repetidas). Sin embargo, si
hacemos el mismo andlisis caso por caso para particiones planas (posible-
mente con entradas repetidas), como Zyq) es obstruccién de aditividad de
cardinalidad minima para la particién plana A del ejemplo 2.6.11, no es se-
guro que al final quede descartado. En conclusién, no tenemos por qué pensar
que una lista completa de obstrucciones de aditividad para particiones planas
de cierto tamano sin entradas repetidas, también sea una lista completa si
se consideran particiones planas del mismo tamano que posiblemente tengan
entradas repetidas. ¢

Comentario 2.6.13. En el Teorema 2.6.7 se pone la hipdtesis extra de
que las particiones planas a considerar no tengan entradas repetidas. En la
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prueba que presentamos del teorema, esto simplifica muchos casos. Aun asi la
prueba es algo elaborada. La reflexién del Comentario 2.6.12 que se basa en
el Ejemplo 2.6.11, es que no tenemos por qué suponer que si omitimos esta
hipdtesis extra, la lista de obstucciones que se obtiene del Teorema 2.6.7 sea
la misma. Resulta que, para matrices de tamano 3 x 4, este es el caso; esto es,
que en el Teorema 2.6.7, al omitir esta hipdtesis extra, se obtiene la misma
lista. Pero esto no es inmediato, en el analisis exhaustivo caso por caso de
la prueba del teorema 2.6.7, se deben considerar todas las instancias que en
dicha prueba se habian descartado usando la hipétesis extra. El autor de este
trabajo ha hecho esto con detalle, pero esta prueba (bastante mas elaborada
que la que presentamos aqui usando la hipdtesis extra) no se incluye en el
presente trabajo. Asi que presentamos esto como una conjetura. ©

Conjetura 2. En el Teorema 2.6.7 no es necesaria la hipotesis extra de que
las matrices a considerar no tengan entradas repetidas.

Presentamos también las siguentes conjeturas sobre lo que creemos que
podria ser el teorema andlogo a los Teoremas 2.6.2 (para tamano 3 X 3) y
2.6.7 (para tamano 3 x 4), cuando se consideran los tamanos 3 X 5y 3 x 6.
La conjetura para tamano 3 X 5 es que no aparecen nuevas obstrucciones de
aditividad respecto al caso 3 x 4.

Conjetura 3. Sea A : B(3,5) — Ny una particion plana. Entonces A es no
aditiva si y solo si A tiene una submatriz de tamano 3 X 4 que es no aditiva.

Si las Conjeturas 2 y 3 fueran ciertas, entonces es cierta también la si-
guiente conjetura.

Conjetura 4. Los diagramas Z33, —Zs3 (aplicados a submatrices de tamano
3x3), y los diagramas Zsu(a), Z3a), —Z34(a) Y —Za3a) (aplicados a submatri-
ces de tamano 3x4) forman una lista completa de obstrucciones de aditividad
para particiones planas de tamano 3 X 5.

Considere ahora los diagramas de flechas Zs6(,) v Z36(5) de la Figura 2.23.

El diagrama Zs6(,) es el caso ¢ = 6 de los diagramas de Fishburn que
consideramos en el Ejemplo 2.5.6. La matriz que para Zsgq) se obtiene por
la construcciéon del Ejemplo 2.5.6, que tiene a Zsg(,) como obstruccién de
aditividad y no tiene obstrucciones de aditividad con menos de 6 flechas
distintas es la matriz

33 30 27 24 22 17
C,=120 19 14 13 8 7
16 11 10 5 3 O
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Figura 2.23: Diagramas de flechas Zs5q) vy Z36()-

El diagrama de flechas Z36(;), como se puede observar, es muy similar a
Z36(a), ¥ satisface las mismas hipdtesis que los diagramas de Fishburn con-
siderados en el Ejemplo 2.5.6. Con el mismo argumento de dicho ejemplo
construimos una matriz no aditiva C}, que tiene por obstruccién de aditivi-
dad a Zsg) y no tiene obstrucciones de aditividad con menos de 6 flechas
distintas. Esta matriz es

33 30 28 23 22 17
Cy=1 26 25 20 19 14 13
16 11 9 6 3 0

Note que, como C, y Cj no tienen obstrucciones de aditividad con menos
de 6 flechas, la no aditividad de estas dos matrices no puede ser concluida
considerando solamente las obstrucciones de aditividad que se tienen para el
caso 3 x 4 (ver también Conjetura 3).

Conjetura 5. Sea A : B(3,6) — Ny una particion plana. Entonces A es
no aditiva si y solo si o bien A tiene una submatriz de tamano 3 X 4 que es
no aditiva, o bien alguno de los diagramas de flechas Zs6(4), Z36(0), —2Z36(a)>
—Z36) (ver Figura 2.23) es una obstruccion de aditividad para A.

En caso de que se demostrara la Conjetura 1, este resultado prodria ayu-
dar a presentar una prueba no muy tediosa del resultado del Teorema 2.6.7
sin la restriccion de considerar s6lo matrices sin entradas repetidas (Conje-
tura 2). También podria ayudar a probar las Conjeturas 3 y 5.

Dedicamos el resto de la seccién a las pruebas de los Teoremas 2.6.2 y
2.6.7. Para la prueba del Teorema 2.6.2 se requiere del siguiente lema.

Lema 2.6.14. Sea A : B(3,3) — Ny una particion plana. Supongamos
que A es no aditiva, y sea Z = ((z1,w),..., (24, wy)) una obstruccion de
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aditividad para A, que existe por el Teorema 2.4.5. Entonces cada renglon y
cada columna de B(3,3) contienen al menos un punto inicial y al menos un
punto final de alguna flecha en Z.

Demostracion. Supongamos que el primer renglén de B(3,3) no contiene
ningun punto inicial de alguna flecha en Z, y por lo tanto ningin punto final.
Entonces Z es en realidad una obsruccién de aditividad para una submatriz
B de A, de tamano 2 x 3. B es particion plana porque A lo es. Por el Teorema
2.1.10 B es aditiva, entonces por el Teorema 2.4.5, B no tiene obstrucciones de
aditividad. Contradiccién. Por lo tanto el primer renglén de B(3,3) contiene
al menos un punto inicial (y por lo tanto, al menos un punto final) de alguna
flecha en Z. La misma prueba vale para cualquier otro renglén o columna de
B(3,3). &

Demostracion del Teorema 2.6.2. Si Z33 6 —Z33 es obstruccién de adi-
tividad para A, entonces por el Teorema 2.4.5, A es no aditiva.

Probamos el reciproco. Supongamos que A es no aditiva, y sea X =
G(A) la gréfica de A. Por el Teorema 2.1.12, X no es (0,1)-aditiva; asi que
por el Teorema 2.1.3, X tiene alguna configuraciéon débilmente mala W;
podemos suponer que W tiene peso minimo. Sea Zy = ((21, w1), ..., (2, wy))
un diagrama de flechas asociado a W. Por el Lema 2.2.8, ningin punto inicial
o final de alguna flecha en Zy, puede ser (1,1) 6 (3,3); y por el Lema 2.6.14
cada renglén y cada columna de B(3,3) contienen al menos un punto inicial
y al menos un punto final de alguna flecha en Zy,. Asi que tenemos cuatro
casos posibles, que se ilustran en la Figura 2.24.

0 + - 0 - + 0 + - 0 - +

+ -0 -+ 0 -+ 0 + -0

Figura 2.24: Cuatro casos posibles.

La notacién en la Figura significa que si en (k,1) hay un + (resp. —),
entonces (k,[) es punto inicial (resp. punto final) de alguna flecha de Zyy; si
en (k,l) hay un punto significa que (k,l) podria ser punto inicial, o punto
final, o ni punto inicial ni punto final de alguna flecha en Z; y si hay un 0 en
(k, 1) significa que (k,[) definitivamente no es ni punto inicial ni punto final
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de alguna flecha en Z. La notacion esta bien definida porque por (2) del Lema
2.4.8, un punto (k, ) no puede ser punto inicial de una flecha en Z y a la vez
punto final de otra flecha en Z. Probamos que los casos ¢) y d) de la Figura
2.24 no pueden ocurrir, y que de los casos a) y b) se derivan las obstrucciones
mencionadas en el Teorema. Para el caso ¢), existe alguna flecha (z,w) en
Zw tal que z = (2,1). Por (1) del Lema 2.4.8 w debe ser (1,3). Pero por
el Lema 2.4.9, la flecha ((2,1),(1,3)) no es una flecha de Zy,. Por lo tanto
el caso ¢) no se da. De manera similar, se prueba que el caso d) tampoco
se da. Consideremos ahora el caso a). Para alguna flecha (z;,w;) de Zy,
z1 = (1,2). Por (1) del Lema 2.4.8, w; debe ser (2,1). También, para una
flecha (29, w2) de 2y, z5 = (2,3), y por (1) del Lema 2.4.8 wy debe ser (3, 2).
Se afirma que la flecha ((3,1), (1, 3)) pertenece a Zy, independientemente de
que (2,2) sea: i) punto inicial, i7) punto final, 6 #i7) ni punto inicial ni punto
final de alguna flecha de Zy,. Probamos esto para el caso i), la prueba para
i1) y iii) es andloga. Supongamos que (2,2) es punto inicial de alguna flecha
de Zy . Tenemos entonces la siguiente situacion

Figura 2.25: Caso ).

Para alguna flecha (z3,ws) de Zy, 23 = (3,1). Por (1) del Lema 2.4.8,
debemos tener ws = (1,3). Entonces ((3,1),1,3)) es una flecha de Zy,. Por
el Lema 2.4.3 A(z) > A(w) para cada flecha (z,w) de Zy . Por lo tanto, el
subdiagrama de flechas

2= (((1,2),(2.1)),((2,3),(3,2)), ((3,1), (1,3))),

(que en realidad es igual a Zy por (5) del Lema 2.4.8), es una obsruccion
de aditividad para A. Como Z = Z33 concluimos que Z33 es obstruccion
de aditividad para A. Con un argumento similar, del caso b) se obtiene que
— Z33 es obstruccién de aditividad para A. &

Para la prueba del Teorema 2.6.7 necesitamos los siguientes lemas.
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Lema 2.6.15. Sea A : B(3,4) — Ny wuna particion plana. Suponga que
A es no aditiva, pero que toda submatriz de A de tamano 3 X 3 es aditiva
T Sea Z = ((z1,w), ..., (z¢,w;)) una obstruccion de aditividad para A, que
existe por el Teorema 2.4.5. Entonces cada renglon y cada columna de B(3,4)
contienen al menos un punto inicial y al menos un punto final de alguna

flecha de Z.

Demostracion. La prueba de que cada renglén de B(3,4) contiene al menos
un punto inicial y al menos un punto final de alguna flecha de Z es la misma
que en el Lema 2.6.14. Ahora, supongamos que alguna columna de B(3,4)
no contiene ningin punto inicial, y por lo tanto ningin punto final de alguna
flecha de Z, entonces Z es en realidad una obstrccién de aditividad para
una submatriz B de A de tamano 3 x 3, asi que por el Teorema 2.4.5, B es
no aditiva. Esto contradice nuestras hipotesis. Por lo tanto, cada columna
de B(3,4) contiene al menos un punto inicial y al menos un punto final de
alguna flecha de Z. <&

Lema 2.6.16. Sea A : B(3,4) — Ny una particion plana. Supongamos que
A es no aditiva, pero que toda submatriz de A de tamano 3 X 3 es aditiva.
Sea Z una obstruccion de aditividad para A. Entonces Z tiene al menos 4
flechas.

Demostracion. Sigue del hecho de que, por el Lema 2.6.15, cada columna
de B(3,4) contiene al menos un punto inicial y al menos un punto final de
alguna flecha de Z. &

Demostracion del Teorema 2.6.7. Es claro que si A tiene una submatriz
(de cualquier tamano) que es no aditiva, entonces A es no aditiva. También,
si alguno de los diagramas Zssq), Z34(), —Z34(a) O —Z34(p) €5 obstruccion de
aditividad para A, entonces por el Teorema 2.4.5, A es no aditiva.

Probamos el reciproco. Supongamos que A es no aditiva pero que toda
submatriz B de A de tamano 3 x 3 es aditiva. Por demostrar que alguno de
los diagramas Zsy(a), Z34b); —234(a) 0 —Z34() €s obstruccion de aditividad
para A. Sea X = G(A) la grafica de A. Entonces, por el Teorema 2.1.12, X no
es (0,1)-aditiva; y por el Teorema 2.1.3, X tiene alguna configuracion débil-
mente mala W, podemos suponer que W tiene peso minimo. Consideramos
un diagrama de flechas asociado a W, Zy = ((z1,w1), ..., (24, w;)). Por el
Lema 2.4.3, A(z) > A(w) para cualquier flecha (z,w) de Zy; entonces Zy,

"Como sucede con las matrices A y B del Ejemplo 2.6.6.
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es una obstruccion de aditividad para A; y por el Lema 2.6.16 Zy, tiene al
menos 4 flechas. Por el Lema 2.2.8, ningin punto inicial o final de alguna
flecha en Zy, puede ser (1,1) 6 (3,4), y por el Lema 2.6.15 cada renglén y
cada columna de B(3,4) contienen al menos un punto inicial y al menos un
punto final de alguna flecha en Zy,. Note también que por (2) del Lema 2.4.8
ningun (k, 1) de B(3,4) es al mismo tiempo punto inicial de alguna flecha y
punto final de otra flecha de Zy,. Tenemos entonces cuatro casos a analizar,
que se ilustran en la figura 2.26.

o - - - 0o - . +
a) - ..+ b) -
+ 0 - 0
0 + -
C) - . . = d) + . . ¥
+ . .0 -

Figura 2.26: Casos a analizar.

La notacién en la Figura 2.26 tiene la misma interpretacién que en la
prueba del Teorema 2.6.2. Observe que como Zy tiene al menos 4 flechas,
por (6) del Lema 2.4.8, Zy no contiene cuasidiagramas con dos flechas. Esta
observacion sera usada con frecuencia a lo largo de la prueba.

Afirmacién 1. Los casos ¢) y d) de la Figura 2.26 no ocurren.

Prueba de la Afirmacion 1. Supongamos que se da del caso ¢). Alguna
flecha (z,w) de Zy es tal que w = (2,1). Por (1) del Lema 2.4.8 y por
el Lema 2.4.9, las opciones para z son (1,2) y (1,3). Si z = (1,3), como
Zyw es diagrama de flechas, alguna flecha (2", w’) es tal que w' = (1,2), y
por (1) del Lema 2.4.8, 2 = (3,1), como en la Figura 2.27. Pero entonces
w<z y w <z, que contradice (3) del Lema 2.4.8. Por lo tanto debemos tener
z = (1,2). Por otro lado, alguna flecha (2, wy) de 2y es tal que wy = (2,4).
Con un argumento anédlogo al anterior, vemos que zs = (3,3). Como Zyy es
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0 w 2
w/ |
PR . 0

Figura 2.27: Situacién en caso de que z = (1, 3).

un diagrama de flechas, los puntos (1,3) y (3,2) deben ser puntos finales de
ciertas flechas de Zy,. La situacion se ilustra en la Figura 2.28. Sea (z3, w3)

0 =z - +
/
w o : w,
/
- 2z 0

Figura 2.28: Situacién en caso de que z = (1,2).

una flecha de Zy, tal que wz = (1,3). Por (1) del Lema 2.4.8, z3 puede ser
(3,1) 6 (2,2). Si z3 = (3,1), entonces ((z,w), (23, w3)) es un cuasidiagrama
de flechas contenido en Zy,, pero Zy no contiene cuasidiagramas con dos
flechas. Si z3 = (2,2), entonces ((z2,w2), (23, w3)) es un cuasidiagrama de
flechas, pero Zy, no contiene cuasidiagramas con dos flechas. Por lo tanto
el caso ¢) no se da. La prueba de que el caso d) tampoco se da es similar
(basicamene es el mismo argumento pero con las flechas invertidas). Esto
concluye la prueba de la Afirmacion 1.

Afirmacién 2. El caso a) de la Figura 2.26 implica que Z34(a) 0 Z3ap) €5
obstruccién de aditividad para A, y el caso b) implica que —Zs4(4) 6 —Z34()
es obstruccién de aditividad para A.

Prueba de la Afirmacion 2. Consideremos el caso a). Alguna flecha (z1, w;)
de Zy es tal que w; = (2,1); alguna flecha (z9,w,) de Zy es tal que
zo = (3,1); alguna flecha (z3,w3) de Zy es tal que ws = (1,4); y alguna
flecha (z4, wy) de Zy es tal que z4 = (2,4); como en la Figura 2.29

En principio no sabemos si las flechas antes mencionadas son todas distin-
tas. Al final se vera que efectivamente son distintas dos a dos. Se afirma que
tanto wy como z3 se encuentran en el segundo renglén de B(3,4). Probamos
esto. Para wy, por (1) del Lema 2.4.8, las opciones son (1,2), (1,3), (1,4),
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0 . . w,
u)1 . . z4
2y - . 0

Figura 2.29: Para ciertos wq, zo, w3 y z4.

(2,2) v (2,3). Debemos descartar las primeras tres. Por el Lema 2.4.9 w,
no puede ser (1,2). Si ws fuera (1,3) 6 (1,4), el punto z; (no determinado
hasta ahora) debe ser tal que z; < ws. Pero entonces ((z1, w1), (22, ws)) es
un cuasidiagrama con dos flechas contenido en Zy, lo que no puede ser. Por
lo tanto wy se encuentra en el segundo renglén de B(3,4). La prueba de que
z3 también esta en el segundo renglén es andloga. De esto se derivan los dos
subcasos ilustrados en la Figura 2.30.

0w
i) / it)

G0 g -0

w; 23 w2 2y

Figura 2.30: wy y 23 en el segundo renglén de B(3,4).

Para el subcaso i), donde wy = (2,2) y 23 = (2,3), hay dos opciones
para z; que son (1,2) y (1,3). Si tuviéramos z; = (1,3), entonces como
Zy es diagrama de flechas, existe (z,, ws) en Zy tal que wy = (3, 3), pero
entonces queda determinado zs = (2,4). Luego ((z1,w;), (25, ws)) es un
cuasidiagrama con dos flechas contenido en Zy,, lo que no puede ocurrir.
Por lo tanto z; = (1,2). Ahora, para w, tenemos dos opciones que son
(3,2) y (3,3). Si tuviéramos wy = (3,2), entonces ((z1,w1), (24, ws)) es un
cuasidiagrama con dos flechas contenido en Zy,, lo que no puede ocurrir.
Por lo tanto wy = (3,3). Entonces el conjunto {(z;,w;) : i = 1,2,3,4}, que
es Zs4(a), es un diagrama de flechas contenido en Zy (de hecho por (5) del
Lema 2.4.8, Z344) = Zw). Por el Lema 2.4.3, Z3y(a) €8 una obstruccion de
aditividad para A.

Para el subcaso i), donde z3 = (2,2) y ws = (2, 3), hay dos opciones para
z1, que son (1,2) y (1, 3). Si tuviéramos z; = (1, 2), entonces, como Zy es un
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diagrama de flechas, existe (zs, w;) en Zyy, tal que w; = (3,2). Las opciones
para z, son (1,3) y (2,4); descartamos (1, 3) por el Lema 2.4.9. Si z, = (2,4)
entonces ((z1, w1), (25, ws)) es un cuasidiagrama con dos flechas contenido en
Zw, lo que no puede ocurrir. Por lo tanto z; = (1, 3). Hay dos posibilidades
para wy, que son (3,2) y (3, 3). Descartamos w4 = (3, 3) porque en este caso
((z1,w1), (24, wy)) seria un cuasidiagrama con dos flechas contenido en Zyy.
Entonces wy = (3,2). Tenemos que el conjunto {(z;, w;) : 1 =1,2,3,4}, que
es Zaup), s un diagrama de flechas contenido en Zy . Por el Lema 2.4.3,
Z34() es una obstruccién de aditividad para A. Por lo tanto, el caso a) de la
Figura 2.26 implica que Zs34(q) 6 Z34) es obstruccién de aditividad para A.

La pueba de que el caso b) de la Figura 2.26 implica que —Z34(0) 6 —Z3405)
es obstruccion de aditividad para A es totalmente andloga a la prueba del
caso a), pero considera las flechas invertidas respecto al caso a). &

2.7. F-aditividad y su relacién con aditividad

Existe una nocion de aditividad que ha sido estudiada desde hace mucho
tiempo y que se aplica a 6rdenes parciales en el rectdngulo R = [p] x [¢], a la
que en este trabajo nos referimos como F-aditividad en consideracién a P.C.
Fishburn, varios de cuyos resultados estan relacionados con nuestro trabajo.
Esta nocion tiene cierta similitud con la nocién de aditividad para matrices
de dimensién 2 que consideramos en este trabajo, ver (2.9). Los Resultados 1,
2 y 3 fueron obtenidos, en parte, usando ciertas adaptaciones que hicimos a
nuestro contexto de algunos resultados de Fishburn relativos a F-aditividad.

Por otro lado, los resultados que hemos obtenido a lo largo de este tra-
bajo sobre obstrucciones de aditividad para matrices de dimensién 2, tienen
consecuencias que se relacionan con resultados de Fishburn [6, 7] sobre F-
aditividad. Esta seccién tiene como proposito analizar dichas relaciones.

Como ya hemos observado, la nocién de aditividad depende solamente del
tipo de orden de cada matriz, y no de los valores especificos de sus entradas.
Sean p y ¢ enteros positivos. El conjunto de matrices de tamano p x ¢ con
entradas en R puede ser dividido en clases de equivalencia, donde dos matrices
pertenecen a la misma clase si y sélo si tienen el mismo tipo de orden. En
6, 7] Fishburn considera F-aditividad para los tipos de orden, mds que para
las matrices. En este trabajo (adaptando a nuestro contexto) consideramos
la nocion de F-aditividad como aplicable a matrices.
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Consideramos el rectingulo R = B(p,q). Una matriz A : R — R es
F-aditiva [7, p. 3] ® si existen vectores x € RP, y € R? tales que para
(4,7), (k,1) € R se tiene que *

A(Z,j) > A(k, l) <~ x; + Yj > T+ Y, (2.17)

(comparar con (2.9)). A es no F-aditiva si no es F-aditiva. Note que las
nociones de aditividad y F-aditividad coinciden cuando se consideran para
matrices sin entradas repetidas. De las definiciones podemos ver que si una
matriz A es F-aditiva entonces A es aditiva. El reciproco no es cierto, como
lo muestra el Ejemplo 2.7.2.

El siguiente teorema esté implicito en [6, §1] y también en [7, §1]. 1

Teorema 2.7.1. Sea A : R :— R wuna matriz. Entonces A es no F'-
aditiva si y solo si existe un diagrama de flechas no necesariamente distintas
zZ = ((z17w1)7 ey (zt7 wt)) tal que

A(z;) > A(w;), para todo i € [t], y

A(ziy) > A(w;,), para al menos un iy € [t]. (2.18)

El resultado en el Teorema 2.7.1 motiva a la siguiente definiciéon: cuando
una matriz A : R — R es no F-aditiva, entonces a cualquier diagrama de
flechas que satisface (2.18) le llamamos obstruccion de F-aditividad para A.
El Teorema 2.7.1 dice que A es no F-aditiva si y sélo si existe una obstruccion
de F-aditividad para A.

Ejemplo 2.7.2. Considere la matriz

A:(gi’>

Por el Teorema 2.1.10 A es aditiva. Sin embargo, el diagrama de flechas de
la Figura 2.31 es una obstruccién de F-aditividad para A, entonces A es no
F-aditiva. ¢

8 En [7] F-aditividad corresponde a la propiedad para un tipo de orden de ser aditiva-
mente representable.

9No tenemos conocimiento exacto de quién fue el primero en considerar la condicién
dada en (2.17); en [7, p. 3] se citan varias referencias de contribuciones importantes a esta
condicién, algunas de las cuales datan de la década de 1960.

10En ambas referencias el resultado se considera en el contexto més general de matrices
(tipos de orden) de dimensién n, con n > 2.
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=

Figura 2.31: Obstruccién de F-aditividad para A.

En [6, 7] Fishburn estudia F-aditividad para matrices de dimensién n,
y considera el problema de determinar el nimero méaximo de flechas distin-
tas que puede tener una de las obstrucciones de F-aditividad que se deben
considerar para determinar F-aditividad de una matriz arbitraria de tamano
my X -++ X my, y estudia este nimero como funcién de my,...,m,, donde
m; > 2 para i € [n]. De los resultados de Fishburn relativos a este problema,
en este trabajo revisamos solamente los resultados que se relacionan con los
resultados que nosotros presentamos sobre obstrucciones de aditividad; los
cuales consideran tinicamente matrices de dimension 2.

Sean p > 2,q > 2 enteros positivos. Se define f(p,q) [7, p. 5] como el
unico entero K > 2 tal que

1. Toda matriz de tamano p X ¢ que no tiene obstrucciones de F-aditividad
con k < K flechas distintas es F-aditiva. !

2. Existe una matriz A de tamano p X ¢ que no tiene obstrucciones de
F-aditividad con k£ < K flechas distintas que es no F-aditiva.

Note que las condiciones 1 y 2 implican que la matriz A que existe por 2
tiene una obstruccién de F-aditividad con exactamente K flechas distintas.
Note ademés que cuando decimos “K flechas distintas”, consideramos que
esas K flechas pueden tener multiplicidades.

La condiciéon 1 dice que para determinar F-aditividad de matrices de
tamano p x ¢ es suficiente considerar obstrucciones de F-aditividad (dia-
gramas de flechas) con & < K flechas distintas. La condicién 2 dice que
realmente es necesario considerar los diagramas que tienen exactamente K
flechas distintas.

Ahora definimos el andlogo de f(p,q) para la nocién de aditividad. Se
define h(p,q) como el inico entero K > 2 tal que

11 Note que el nimero total de flechas distintas en B(p,q) es (pq)? — pq, por lo tanto,
para cualesquiera p y q, f(p,q) < oo.
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1. Toda matriz de tamano p X g que no tiene obstrucciones de aditividad
con k < K flechas distintas es aditiva (ver nota 11 a pie de pagina).

2. Existe una matriz de tamano p x ¢ que es no aditiva y que no tiene
obstrucciones de aditividad con k < K flechas distintas.

Las observaciones que hicimos enseguida de la definicién de f(p, q) tam-
bién son vélidas para h(p, q).

Teorema 2.7.3. [6, Teo. 2] f(p,q) <p+q—1.12

El resultado andlogo al Teorema 2.7.3 también es vélido para h(p,q),
esto es consecuencia del siguiente lema, que esta implicito en la prueba del
Teorema 2 en [6], y que enunciamos sin demostracién

Lema 2.7.4. Sea Z = (ny1, ..., ;) un diagrama de flechas en B(p, q), con
Il > p+q, donde las flechas @1, ..., o1 son todas distintas. Entonces existe un
subconjunto propio no vacio {i,, ..., .} & {1, @1}, y enteros positivos

biys - bi,, tales que la sucesion (b, i, ..., bi i) es un diagrama de flechas.
13

El lema anterior implica que cualquier matriz A : B(p,q) — R que sea
no aditiva tiene una obstruccién de aditividad con [ < p + ¢ — 1 flechas
distintas (con ciertas multiplicidades). Por lo tanto h(p,q) <p+q — 1.

El siguiente teorema proviene de [15, pp. 427-428]|, y ha sido considerado
en los trabajos de Fishburn (ver [6, Teo. 1] y [7, Teo. 2.4]).

Teorema 2.7.5. [15, pp. 427-428] f(2,q) = 2, para todo entero q > 2.

Comentario 2.7.6. Si una matriz A : B(2,q) — R, con ¢ > 2, es no
aditiva, entonces por el Teorema 2.1.10 A no es doblemente graduada. Es
facil ver que en este caso A tiene una obstruccion de aditividad con 2 flechas
distintas. Se sigue de esto que h(2,q) = 2 para ¢ > 2.

Teorema 2.7.7. [7, Teo 2.8] f(3,3) =3 y f(3,4) = 4.

12E] resultado del Teorema 2 en [6] es mds general; esto es, que f(my,...,m,) <
2iami— (n—1).

13Este lema dice que un diagrama de flechas en B(p,q) que tenga | > p + ¢ flechas
distintas no tiene soporte minimo (en la Seccién 2.5 se definié soporte minimo).
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Comentario 2.7.8. Sea A una matriz de tamano 3 x 3 que no tiene obs-
trucciones de aditividad con k& < 3 flechas distintas. Podemos suponer sin
pérdida de generalidad que A tiene 1-mérgenes débilmente decrecientes y
entradas en Ny. Entonces por el Lema 2.4.7 A es particiéon plana. Tenemos
por el Teorema 2.6.2 que A es aditiva. Por otro lado, la matriz A del Ejemplo
2.6.3 es particion plana y por lo tanto no tiene obstrucciones de aditividad
con k < 3 flechas distintas; pero es no aditiva porque Z33 es obstruccién de
aditividad para A. Esto muestra que h(3,3) = 3 (y por el teorema anterior
f(3,3)=3). ¢

Comentario 2.7.9. Supongamos por un momento que el resultado de la
Conjetura 2 es cierto (ver p. 79). Sea A una matriz de tamano 3 x 4 que
no tiene obstrucciones de aditividad con k£ < 4 flechas distintas. Podemos
suponer sin pérdida de generalidad que A tiene 1-margenes débilmente de-
crecientes y entradas en Ny. Entonces por el Lema 2.4.7 A es particiéon plana.
Tenemos por el Teorema 2.6.7 (y la Conjetura 2) que A es aditiva. Por otro
lado, la matriz A del Ejemplo 2.6.6 es no aditiva y no tiene obstrucciones de
aditividad con k < 4 flechas distintas (porque entonces tendria una subma-

triz de tamano 3 x 3 no aditiva). En esta situacién tenemos que h(3,4) = 4
(v por el Teorema 2.7.7 f(3,4) = 4).

En los siguientes dos teoremas la cota superior para f(3,q) sigue del
Teorema 2.7.3, mientras que la cota inferior se prueba en la Seccién 3 de [6].
Estos dos teoremas se enuncian como uno solo en [7, Teo. 2.5].

Teorema 2.7.10. [6, 7] ¢—1 < f(3,q) < ¢+2 para todo entero impar q > 3.
Teorema 2.7.11. [6, 7] ¢ < f(3,q9) < ¢+ 2 para todo entero par q > 4.

No se tiene evidencia de que ¢ < f(3,¢) para ¢ > 5 impar. La cota
superior, f(3,q) < g+ 2 para ¢ > 5 es la mejor que se conoce.

La informacién que por los Teoremas 2.7.10 y 2.7.11 tenemos para (3, q)
también es cierta para h(3,q), esto lo vemos en el Comentario 2.7.13, para el
cual necesitamos la siguiente proposicion.

Proposiciéon 2.7.12. Para cada entero impar q > 5 existe una particion
plana B, de tamano 3 X q, que es no aditiva, tal que B, tiene una obstruccion
de aditividad con q—1 flechas distintas y no tiene obstrucciones de aditividad
con menos de ¢ — 1 flechas distintas.
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Demostracion. Sea ¢ > 5 impar. En el Ejemplo 2.5.6 se prueba que existe
una particién plana A, ;, que es no aditiva, que tiene una obstrucciéon de
aditividad con ¢ — 1 flechas distintas y no tiene obstrucciones de aditividad
con menos de ¢ — 1 flechas distintas. Note que A,_1(1, 1) tiene valor maximo
entre las entradas de A,_;. Sean A := A, ; y a := A,1(1,1). Definimos la
matriz B, como sigue

a+3 A(1,1) --- A(l,q—1)
By:=1| a+2 A2,1) --- A(2,9q—-1)
a+1 A@3,1) -+ A(3,g—1)

Es claro que B, es no aditiva y que B, tiene una obstruccién de aditividad
con q — 1 flechas distintas. Resta probar que toda obstruccién de aditividad
para B, tiene al menos ¢ — 1 flechas distintas. Habremos probado esto si
mostramos que toda obstrucciéon de aditividad para B, estd contenida en la
ultimas ¢ — 1 columnas de B,. Sea Z una obstruccién de aditividad para
B,. Como las entradas en la primera columna de B, son mayores que todas
las demas entradas, ninguna flecha de Z tiene como punto inicial un pun-
to fuera de la primera columna de B, y como punto final un punto de la
primera columna. Consecuentemente, tampoco existe ninguna flecha de Z
que inicie en la primera columna de B, y termine fuera de ésta. Por lo tanto
Z estd contenida en las tltimas ¢ — 1 columnas de B,. <

Comentario 2.7.13. Enseguida del Lema 2.7.4 se observd que en general
h(p,q) < p+ g — 1 (para cualesquiera enteros p y g mayores o iguales que
2). De esto sigue que para todo entero g > 5, h(3,q) < ¢ + 2 (ya sabemos
que h(3,3) = f(3,3) = 3y que h(3,4) = f(3,4) = 4). En el Ejemplo
2.5.6 se construyo, para cada entero par ¢ > 4, una particién plana A, de
tamano 3 X ¢, que es no aditiva, que tiene una obstrucciéon de aditividad con ¢
flechas distintas y no tiene obstrucciones de aditividad con menos de ¢ flechas
distintas. Por lo tanto, para cada entero par ¢ > 4, ¢ < h(3,¢q). Finalmente,
por la Proposicién 2.7.12, para cada entero impar ¢ > 5, ¢ — 1 < h(3,q). ©

2.8. Configuraciones débilmente malas de pe-
so 3

Las configuraciones malas de peso 3 para piramides fueron clasificadas
en [24, Teo. 5.1], donde se muestra que cada una de tales configuraciones es
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esencialmente la configuracién mostrada en la Figura 2.18 (ver también las
configuraciones débilmente malas: W5 de la Figura 2.5 y W dela Figura 2.6).
En esta seccion mostramos que toda configuracién débilmente mala de peso
3 para una piramide es de hecho una configuracién mala (Proposicién 2.8.1);
y damos una prueba diferente a la que se da en [24] de la clasificacién de
las configuraciones (débilmente) malas de peso 3 para pirdmides (Teorema
2.8.2).

Fijamos la notacion para esta seccion. Sean p, ¢ y r enteros positivos. En
esta seccion consideramos (0,1)-matrices de dimensién 3, que las vemos co-
mo X : B(p,q,r) — {0, 1}, y sus configuraciones débilmente malas que son
matrices de dimension 3, que se ven como W : B(p, q,r7) — Z. Una seccion
en la tercera direccion de una matriz de dimensién 3, Y : B(p,q,r7) — Z, es
una matriz Y de dimensién 2 que se obtiene restringiendo Y a [p] x [¢] x {k}
para algun k € [r] (ver Comentario 2.1.6). Similarmente se definen secciones
en la primera y segunda direcciones. Decir que una matriz Y pertenece a
F(0,0,0) es equivalente a decir que la suma de las entradas de Y en cada
seccion, para cada una de las tres direcciones, es cero. Sea W una confi-
guracién débilmente mala para una (0,1)-matriz X de dimensién 3. Deno-
tamos por Wi(1),...,W,(1) las p secciones de W en la primera direccidn,
por W1(2),...,W,(2) a las ¢ secciones de W en la segunda direccién y por
Wi(3), ..., W,(3) a las r secciones de W en la tercera direccién.

Proposicién 2.8.1. i W es una configuracion débilmente mala de peso 3
para una piramide X entonces W es de hecho una configuracion mala para

X.

El siguiente Teorema se puede probar combinando el Teorema 5.1 en [24]
y la Proposicién 2.8.1. Aqui presentamos una prueba que no depende de la
prueba del Teorema 5.1 en [24]. De manera que el Teorema 5.1 en [24] se
puede obtener del siguente teorema.

Teorema 2.8.2. Sea W una configuracion débilmente mala con w(W) = 3
para una piramide X . Entonces existen iy < iy < i3 € [p], j1 < J2 < j3 € [q]
y ky < ko <kselr], tal que W ¢ =W tiene la forma

0 1[ks]  —1[k]
—1[ks] 0 k] |- (2.19)
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Aqui los 3 renglones de la matriz representan las secciones Wy (1), Wi, (1) y
Wi, (1); las & columnas representan las secciones Wy, (2), W;,(2) y Wj,(2); las
demds secciones de W en la primera y sequnda direcciones seran idéntica-
mente cero.

El siguiente corolario (que considera configuraciones débilmente malas)
es similar al Corolario 5.2 en [24] (que considera configuraciones malas).

Corolario 2.8.3. Sea X la grdfica G(A) de una particion plana A de tamano
p X q. Entonces X tiene una configuracion débilmente mala de peso 3 si y
solo si A tiene una submatriz B de tamano 3 x 3 tal que Z33 ¢ —Z33 es
obstruccion de aditividad para B.

El resto de la seccion estard dedicado a las pruebas. Los Lemas 2.8.4,
2.8.6 v 2.8.7 se requieren para probar la Proposicion 2.8.1.

Lema 2.8.4. Sea W una configuracion débilmente mala de peso minimo para
una piramide X . Entonces W es diferente de cero en al menos dos secciones
en la primera direccion y también en al menos dos secciones en la sequnda
direccion.

Demostracion. Supongamos que para algin ig € [p], W;, (1) es la tinica
seccién en la primera direccion de W que no es idénticamente cero. Sea j
tal que W;,(2) no es idénticamente cero (recuerde que W # 0). Entonces
todas las entradas distintas de cero de W, (2) ocurren en W (2) N W, (1), y
este ultimo conjunto contiene al menos una entrada positiva y al menos una
entrada negativa. Como W tiene peso minimo, esto contradice el resultado
del Lema 2.2.3. Por lo tanto W es diferente de cero en al menos dos secciones
en la primera direccién. De manera similar se concluye que W es diferente
de cero en al menos dos secciones en la segunda direccion. <

Comentario 2.8.5. El resultado de Lema 2.8.4 también es cierto sin la
hipétesis de que W tenga peso minimo. La prueba en este caso depende del
Teorema 2 en [8] y del Teorema 4.10 en [29]. Pero tener acceso a esos resulta-
dos nos implica més definiciones (las nociones de (0,1)-aditividad, pirdmide y
configuracion débilmente mala para dimension 2, ademas de la versiéon para
dimensién 2 del Teorema 2.1.3), que en este trabajo peferimos omitir. La
version que presentamos del Lema 2.8.4 basta para los propdsitos de esta
seccion. ¢
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Lema 2.8.6. Sea X una (0,1)-matriz de dimension 3. Si W es una configu-
racion débilmente mala de peso 2 para X, entonces W es una configuracion
mala.

Demsotracion. Debemos probar que W tiene dos entradas distintas po-
sitivas con valor 1, y dos entradas distintas negativas con valor —1. Supon-
gamos que W tiene una unica entrada positiva con valor 2, digamos, que
W (4o, jo, ko) = 2. Note que entonces X (ig, jo, ko) = 1. Como W € F(0,0,0)
entonces la suma de las entradas de W;, (1) es cero; esto implica que la suma
de las entradas negativas de W; (1) es —2. Similarmente, la suma de las
entradas negativas de W, (2) es —2; y suma de las entradas de Wy, (3) también
debe ser —2. Como la suma de todas las entradas negativas de W es —2,
esto implica que W (ig, jo, ko) = —2. Pero esto no puede ser porque W es
configuracion débilmente mala para X y X(ig, jo, ko) = 1. Por lo tanto no
pasa que W tenga solo una entrada positiva con valor 2; esto es, W tiene
dos entradas positivas distintas con valor 1 cada una. Similarmente se prueba
que W tiene dos entradas negativas distintas con valor —1 cada una. Por lo
tanto W es configuracién mala. <

El lema a continuacion sigue directamente de la Proposicion 2.1.1 y del
Lema 2.8.6.

Lema 2.8.7. Sea X una (0,1)-matriz de dimension 3. Entonces X es una
pirdmide si y solo X no tiene configuraciones débilmente malas de peso 2.

Demostracion (de la Proposicion 2.8.1). Sea W una configuraciéon débil-
mente mala de peso 3 para una piramide X. Por el Lema 2.8.7 W tiene peso
minimo. Por el Lema 2.8.4 W es diferente de cero en al menos dos secciones en
la primera direccion. Por demostrar que W es diferente de cero en al menos 3
secciones en la primera direccién. Supongamos que W es diferente de cero en
exactamente 2 secciones en la primera direccion. Entonces podemos ver a W
como una configuracién débilmente mala para una pirdmide X de tamafio
2 x ¢ x 7 (contenida en X). X' resulta ser la grafica de una particién plana
B : B(2,q) — Ny. Por el Teorema 2.1.3, X no es (0,1)-aditiva; y por el
Teorema 2.1.12, B es no aditiva. Esto contradice el resultado del Teorema
2.1.10. Por lo tanto W es diferente de cero en al menos 3 secciones en la
primera direccion. Como W tiene peso 3, entonces W es diferente de cero en
a lo mas 3 secciones en la primera direccién. Por lo tanto W es diferente de
cero en exactamente 3 secciones en la primera direccion. Esto fuerza a que W
tenga en cada una de esas tres secciones exactamente una entrada positiva
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con valor 1 y exactamente una entrada negativa con valor —1. Concluimos
que W es una configuracion mala. <

Demostracion (del Teorema 2.8.2). Sea W una configuracion débilmente
mala de peso 3 para una piramide X . Podemos ver a X como la grafica G(A)
de una particién plana A : B(p,q) — Ny. Por el Lema 2.8.7 W tiene peso
minimo. En la prueba de la Proposicion 2.8.1 se muestra que W es diferente
de cero exactamente en 3 secciones en la primera direcciéon. Sean W, (1),
Wi, (1) y Wi, (1) las tres secciones en la primera direccién de W que no son
idénticamente cero. Como la primera, la segunda y la tercera direcciones jue-
gan roles simétricos, también exactamente 3 secciones en la segunda (resp.
tercera) direccién de W no son idénticamente cero. Sean W, (2), W;,(2) y
W;,(2) las 3 secciones en la segunda direccion en las que W no es idéntica-
mente cero. Sea Y la submatriz de dimensién 3 que se obtiene restringiendo
X a {iy,i2,193} X {J1,72,73} x [r]. Entonces W es configuracién débilmente
mala para Y. La matriz Y es una pirdmide, y es la grifica G(B) para una
particién plana B : B(3,3) — {0,1} que es submatriz de A. Sigue de la
prueba del Teorema 2.6.2 que si Zy es un diagrama de flechas asociado a
W, entonces Zy = Z33 6 Zy = —Z33 (note que W tiene peso minimo). Por
el Lema 2.4.3, Zy es obstruccién de aditividad para B . De esto sigue que
W 6 —W tiene la forma definida en (2.19). Es claro por construccién que
11 < iy < i3y que j; < Jo < j3. Resta probar que k; < ky < k3. Esto es
consecuencia de que hay exactamente 3 secciones en la tercera direccion en
las que W no es idénticamente cero. <

Demostracion (del Corolario 2.8.3). Si X tiene una configuracion débil-
mente mala W de peso tres, entonces la submatriz B que aparece en la prueba
del Teorema 2.8.2 es tal que Z33 6 —Z33 es obstrccion de aditividad para B
(ver nota al pie de pagina 14). Para el converso, suponga que A tiene una
submatriz B de tamano 3 x 3 tal que Z33 6 —Z33 es obstruccién de aditivi-
dad para B. Sea W la configuraciéon débilmente mala para G(B) asociada a
Z33 (6 a —Z33) mediante el Lema 2.4.4, que por el mismo lema tiene peso
3. Entonces W es también configuracién débilmente mala para X = G(A)
(agregando a W algunas secciones el la primera y segunda direcciones que
son idénticamente cero, para ajustar dimensiones). <

14 En esta prueba no necesitamos considerar la matriz B ni la afirmacion de que Zy es
obstruccion de aditividad para B, se usan en la prueba del Corolario 2.8.3.
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2.9. Obstrucciones de aditividad para matri-
ces con entradas repetidas

En esta seccién consideramos el rectangulo R = B(p, ¢) donde p y ¢ son
enteros positivos.

Es claro que si una lista de diagramas de flechas en B(p,q) es una lista
completa de obstrucciones de aditividad para particiones planas de tamano
p X q que pueden tener entradas repetidas, entonces esa lista también es
una lista completa de obstrucciones de aditividad para particiones planas de
tamano p X ¢ que no tienen entradas repetidas. El reciproco no necesaria-
mente es cierto (Comentario 2.6.12), aunque no tenemos evidencia de que
efectivamente no es cierto (Comentario 2.9.4).

Para cualquier matriz A : R — R con entradas repetidas existe un
nimero finito de tipos de orden de matrices sin entradas repetidas cuyas ma-
trices extienden el orden de A '5. En esta seccién presentamos un resultado
que dice que una matriz A : R — R doblemente graduada es aditiva si y sélo
si existe una matriz doblemente graduada B, que extiende el orden de A, que
es aditiva y que no tiene entradas repetidas (Teorema 2.9.1). Luego presenta-
mos un ejemplo de cémo este resultado puede ayudar a determinar aditividad
para algunas matrices de tamano 3 x 4 (con algunas entradas repetidas) para
las que aditividad no puede ser determinada usando el Teorema 2.6.7 (que
requiere que las matrices no tengan entradas repetidas). Esto tiene razén
de ser, ya que, como se explica en el Comentario 2.6.12, para determinar
aditividad de una particién plana que posiblemente tiene entradas repeti-
das, puede ser necesario considerar alguna obstruccion de aditividad que no
es necesario considerar para determinar aditividad de particiones planas sin
entradas repetidas.

Usamos la notacién que se ha definido en las secciones anteriores.

Teorema 2.9.1. Sea A : R — R una matriz doblemente graduada. Entonces
A es aditiva si y solo si existe una matriz D : R — R que satisface:

a) D es aditiva y doblemente graduada.

b) D extiende el orden de A.

¢) D no tiene entradas repetidas.

15Dadas matrices A y B del mismo tamafio, decimos que B extiende el orden de A si
para h,k € B(p,q), A(h) > A(k) = B(h) > B(k).
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El siguiente ejemplo muestra cémo en algunas ocasiones se puede usar
el Teorema 2.9.1 en combinacién con el Teorema 2.6.7 para determinar adi-
tividad de una particion plana de tamano 3 x 4 que tiene algunas entradas
repetidas. Los diagramas a que se refiere el Ejemplo se ilustran en las Figuras
2.19 y 2.20.

Ejemplo 2.9.2. Considere la particién plana A : B(3,4) — Ny definida por

11 10 9 5
A= 8 7 5 2
5 3 10

Si usamos el Teorema 2.6.7 y asumimos como cierto el resultado de la Con-
jetura 2, como todas las submatrices de tamano 3 x 3 de A son aditivas,
y como Z34(q), Z34(b), —Z34(a) Y —Z34(p) N0 son obstrucciones de aditividad
para A, concluimos que A es aditiva. Ahora argumentamos que A es aditiva
usando solamente los resultados que aqui presentamos; esto es, sin usar el
resultado de la Conjetura 2, y usando el Teorema 2.9.1. Primeramente, por
las relaciones de orden que hay entre las entradas de A, se puede ver que
ninguna particiéon plana sin entradas repetidas que extienda el orden de A
tiene por obstrucciones de aditividad a Zs4(1), Z34(3), Z34(4), Z34(a)» Z34(p), N
a los negativos de estos diagramas, ni a —Zs4(2). Ahora, el diagrama Zsy(
es obstruccién de aditividad de una particion plana C' que extienda el orden
de A, siy sélo si C(3,1) > C(1,4). Por lo tanto, por el Teorema 2.6.7, toda
particién plana C' que extienda el orden de A, que no tenga entradas repeti-
das, y que sea tal que C'(3,1) < C(1,4), es aditiva. La matriz Cj definida a
continuacion es una de tales matrices:

11 10 9 6
C(] = 8 7 5 2
4 3 10

Como existe una particién plana (que en este caso es Cy) que es aditiva, que
extiende el orden de A y no tiene entradas repetidas, por el Teorema 2.9.1
concluimos que A es aditiva. ¢

Sin embargo no siempre es muy practico usar el Teorema 2.9.1 en com-
binaciéon con el Teorema 2.6.7 para determinar aditividad de una particion
plana de tamano 3 x 4 con entradas repetidas. Esto se ilustra en el siguiente
ejemplo.
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Ejemplo 2.9.3. Considere la particion plana A : B(3,4) — Ny definida por

11 11 10 9
A= 10 10 10 8
10 9 8 6

Para decidir si A es aditiva (mediante los Teoremas 2.6.7 y 2.9.1) debemos,
o bien encontrar una particién plana sin entradas repetidas que sea aditi-
va y que extienda el orden de A, o bien mostrar que toda particiéon plana
que extiende el orden de A y no tiene entradas repetidas, es no aditiva. Con-
siderando el resultado de la Conjetura 2 sabemos que va a ocurrir lo primero;
pero no damos aqui la prueba de ello (sin usar el resultado de la Conjetura
2), note que hay que considerar varios casos. Este ejemplo sélo pretende ilus-
trar que tratar de argumentar como en el caso anterior, a veces no es muy
practico. ¢

Comentario 2.9.4. Seria interesante dar un ejemplo de una particion plana
A de algun tamano p X ¢ con algunas entradas repetidas, tal que cualquier
particién plana que extiende el orden de A es no aditiva (y entonces, por el
Teorema 2.9.1 A es no aditiva); pero tal que toda obstruccién de aditividad
para A (ver Teo. 2.4.5) no pertenece a una lista completa de obstrucciones
de aditividad para particiones planas sin entradas repetidas. Sin embargo
no tenemos elementos para dar tal ejemplo, y no sabemos si existe; porque
para particiones planas de tamano 3 x 3 la lista completa de obstrucciones
de aditividad es la misma lista que para particiones planas que no tienen
entradas repetidas, y que consta de los elementos Z33 y —Z33 (ver Figura
2.17); y para tamano 3 X 4 estas listas también coinciden (asumiendo el
resultado de la Conjetura 2, en ambos casos la lista es la que se da en la
Proposicién 2.6.9). Por lo tanto, en tamanos 3 x 3 y 3 X 4 tal ejemplo no
existe. Y no se conocen listas completas de obstrucciones de aditividad para
particiones planas sin entradas repetidas (y menos con entradas repetidas)
de otros tamanos. ¢

El resto de la seccion esta dedicado a la prueba del Teorema 2.9.1. La
prueba del Teorema requiere de los siguientes lemas.

Lema 2.9.5. Sea A : R — R wuna matriz aditiva que tiene 1-mdrgenes
débilmente decrecientes. Entonces existe una solucion de aditividad para A,
(x,y), tal que x € RP, y € RY son vectores débilmente decrecientes.
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Demostracion. Combinando el hecho de que A tiene 1-margenes débil-
mente decrecientes y es aditiva, con los Lemas 2.1.8 y 2.1.9, es facil probar
que A es doblemente graduada. Sea ((ci, ..., ¢p), (di, ..., d,)) una solucién de
aditividad para A. Supongamos que los renglones k y [ de A no son iguales,
y que k < . Entonces existe jy € [q] tal que A(k, jo) > A(l, jo), por lo que

cp +dj, >+ djy = ¢ > . (2.20)

Sigue de que A es doblemente graduada, que los renglones idénticos de A
aparecen en A de manera consecutiva. Sea {iy,...,7;} C [p] un conjunto de
indices que representa todos los renglones distintos de A, y sea n;; el nimero
de renglones de A iguales al renglén i;, para j = 1, ..., k. Definimos € R?
como

(@1, 0oy Tp) = (Ciyy oo 3 Ciyy ot s Cigs ot 5 Cip)-
———— —_——

ni nk

No es dificil ver que ((z1,...,xp), (di,...,d,)) es una solucién de aditividad
para A, y por (2.20) x1 > --- > z,,. Aplicando el mismo procedimiento a las
columnas de A, se obtiene la solucién de aditividad para A deseada. <

Lema 2.9.6. Sean h y k € R tales que h<<k 6 h y k no son comparables en
R. Entonces existen vectores débilmente decrecientes ¢ € RP y d € RY, tales
que la matriz S(e, d) satisface que S(e,d)(h) > S(e,d)(k).

Demostracion. Es trivial. &

Lema 2.9.7. Consideremos la matriz C' = S(c,d) para ciertos vectores dé-
bilmente decrecientes ¢ € RP y d € R?. Supongamos que existen hy # ko € R
tales que C'(hg) = C(ko). Entonces existen vectores débilmente decrecientes
cy € R? y dy € RY tales que la matriz Co = S(co, dy) satisface las siguientes
condiciones:

i) Cy extiende el orden de C.

i) Co(hg) # Ca(ky).

Demostracion. Como hg # kg, tenemos que, o bien hg y kg no son com-
parables en R, o bien uno de los dos es menor que el otro en el orden parcial
definido en R, y en este caso suponemos sin pérdida de generalidad que
h() < kg. Por el Lema 2.9.6 existen vectores débilmente decrec1entes c €RP
y d € R, tales que la matriz C := S(&, d) satisface que C(hg) > C(kg). Sea



Capitulo 2. Obstrucciones de aditividad para matrices y piramides 101

a:=min{|C(h) —C(k)| : h,k € Ry C(h) # C(k)} si al menos dos etradas
de C' son distintas, y « := 0 si todas las entradas de C' son iguales. Si a > 0,
sea € > () suficientemente pequeno tal que

¢ -maz{|C(h) — C(k)| : h,k € R} < a; (2.21)

ysia = 0sea e := 1. Note que en cualquier caso € es positivo. Sean ¢, := c+ec
y dy := d + ed, de tal manera que

Cy = C + eC = S(cy, dy).

Como € es positivo (independientemente de que « sea positivo o cero), ¢ y
ds son vectores débilmente decrecientes porque son sumas de vectores débil-
mente decrecientes. Por demostrar que Cy satisface i) y ). Probamos que
Cy satisface i); para esto debemos mostrar que para z,w € R se tiene que
C(z) > C(w) = Cy(2z) > Cy(w). Consideramos los casos « = 0y o > 0. Si
a = 0, Cy satisface i) por vacuidad. Supongamos que o > 0. Sean z,w € R
tales que C(z) > C'(w). Entonces por (2.21)

e(C(2z) — C(w))| < - maz{|C(h) — C(k)| : h,k € R} <a.  (2.22)

Por la definicién de «, la definiciéon de Cy, la ecuacion (2.22) y el hecho de
que C(z) > C(w) tenemos que

€«(C(z) - C(w))

(w)) > 0.

CQ(Z)—CQ(U)) = C(z)—C(w)+
> a+eC(z)-C

Concluimos que Csy satisface 7). Probamos que C; satisface ii). Independien-
temente de que a sea positivo o cero, € es positivo (en particular es diferente

de cero). Entonces, en cualquier caso, Cy = C + €C satisface i) porque

C(hy) = C(ko) y C(ho) > C(kq). ©

Sea C': R — R una matriz, definimos

n(C) = #{{z,w} CR:z#wy C(z) = C(w)}.

Demostracion del Teorema 2.9.1. Supongamos que existe una matriz D
que satisface a), b) y ¢). Por a) D es aditiva. Entonces existen vectores & € R?,
y € RY, tales que si definimos D := S(x,y), entonces para z, w € R

~

D(z) > D(w) = D(z) > D(w).
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De esto y de b) tenemos que, para z, w € R
A(z) > A(w) = D(z) > D(w).

Por lo tanto (x,y) es una solucién de aditividad para A; luego, A es aditiva.

Ahora probamos el reciproco. Por hipdtesis A es aditiva, y como A es
doblemente graduada, A tiene 1-margenes débilmente decrecientes. Entonces
por el Lema 2.9.5 existe una solucién de aditividad (x,y) para A, donde
x € R, y € R? son vectores débilmente decrecientes. Asi que la matriz
Ay := S(z, y) satisface que para z,w € R

A(z) > A(w) = Ao(z) > Ag(w). (2.23)

Si Ap no tiene entradas repetidas, es facil ver que A satisface las condi-
ciones a), b) y ¢) del teorema; en este caso la prueba concluye con D = Aj.
Supongamos ahora que A, tiene entradas repetidas, esto es n(Ay) > 0. Sean
ho, ko € R, tales que hg # ko vy Ao(ho) = Ao(kg). Entonces por el Lema
2.9.7 existen vectores débilmente decrecientes x; € RP, y; € R? tales que la
matriz A; := S(x1, y,) satisface las siguientes condiciones

i) A; extiende el orden de Ay.

i1) Ai(hg) # Ai(ko).

Es claro que A; satisface a). Por (2.23) y i) tenemos que A; satisface
b). Por ii), n(A;) < n(Ap). Si todas las entradas de A; son distintas, en-
tonces A; satisface también ¢) y la prueba concluye con D = A;. Si A; tiene
entradas repetidas, aplicamos nuevamente el Lema 2.9.7. Continuamos este
procedimiento hasta obtener una matriz Ay tal que n(Ay) = 0. Es ficil ver
Ay, satisface a), b) y ¢). &



Capitulo 3

Una matriz minima-real en
T(a,b)

Este capitulo estd dedicado a la obtencion del Resultado 4 mencionado
en la introduccion de la tesis; esto es

Resultado 4. Dados vectores a y b con entradas en Ny y cuyas
sumas de coordenadas coinciden, se da un método para construir
una matriz minima-real en T(a,b).

Por la Proposicién 5.8 en [18], la matriz de norma minima en T(a, b) es
una matriz minima-real. En este capitulo damos un método para obtener la
matriz de norma minima en T(a,b), dados los vectores a y b (Seccién 3.3,
complementada con el Apéndice A).

El Capitulo esta distribuido de la siguiente manera. En la Seccién 3.1,
cuyo contenido proviene de [18], estudiamos algunos resultados sobre matrices
minimas-reales que se usan en la Secciéon 3.3.

En la Seccién 3.2 introducimos un par de bases para el espacio afin F(0, 0)
y presentamos varios resultados relativos a ellas. Estos resultados, que son
interesantes por si mismos, seran usados en el Apéndice A que contiene las
demostraciones de los resultados importantes de la Seccion 3.3. Un resultado
que sobresale de la Seccién 3.2 es el Teorema 3.2.4, que afirma que si a =
(a1,...,ap) y b= (b1, ...,b,) son vectores con entradas en Ny, cuyas sumas de
coordenadas coinciden (denotamos por N el valor comin de estas sumas),

103
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entonces la matriz P : B(p,q) — R definida por
P(Zaj):__’__]__v
q p Pq
es la proyeccién ortogonal del origen de M, (el espacio de matrices reales
de tamano p x ¢) en el espacio afin F(a,b), y por lo tanto P es la matriz
de norma minima en F(a, b). Este resultado juega un papel importante en la
Seccion 3.3.

En la Seccién 3.3 damos el método para obtener la matriz de norma
minima en T(a,b). Partimos de la matriz P recién definida. Si P € T(a, b)
entonces P es también la matriz de norma minima en T(a, b). Suponiendo
que P ¢ T(a,b) (esto es, que P tiene alguna entrada negativa), damos una
manera de obtener, a partir de P, una matriz P, en T(a,b), con 1 < <
(p—1)(g—1). Esta forma de obtener P, consiste en un procedimiento recursivo
que esta implicito en la demostracion del Teorema 3.3.2. El Teorema 3.3.3
afirma que P, es la matriz de norma minima en T(a,b). Como ya hemos
comentado, P, resulta ser una matriz minima-real.

Las demostraciones de los Teoremas 3.3.2 y 3.3.3 requieren trabajo técni-
co y son presentadas en el Apéndice A. El procedimiento recursivo para la
obtencion de P, es implementable a un algoritmo computacional, presentamos
dicho algoritmo también en el Apéndice A.

Fijamos la notaciéon para este capitulo. Consideramos, como ya hemos
mencionado, el rectangulo R = B(p, ¢), donde p y ¢ son enteros positivos.
Sean a = (ay,...,a,) y b = (by,...,b,) vectores con coordenadas en Ny tales
que |a|] = N = |b|. Consideramos varias nociones que hemos definido a lo
largo de este trabajo: la definicion de matriz de tamano p X ¢ con entradas en
R (A : R — R), las nociones para una matriz A : R — R de ser aditiva y
ser doblemente graduada, las definiciones de F(a, b) y M(a, b), y la definicién
de la m-sucesién, w(A) para una matriz A € M(a, b).

Denotamos por T(a,b) ! al subconjunto de F(a,b) que consta de las
matrices con entradas no negativas. T(a,b) es un politopo, que se conoce
como el politopo de transporte. Note que M(a,b) C T(a,b). Denotamos por

!Existen en la literatura las correspondientes definiciones de F(a,b) y T(a,b) para
vectores a y b con coordenadas reales, en este trabajo consideramos estas definiciones
exclusivamente para vectores con coordenadas en Ny.
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M, 4 al espacio lineal formado por las matrices de tamano p x ¢ con entradas
en R.

3.1. Matrices minimas-reales

En esta seccion revisamos algunos resultados sobre matrices minimas-
reales que usaremos en la Seccién 3.3. El contenido de esta seccién fue tomado
de [18]. 2

Fijamos un poco més de notacién. Sea x un vector de longitud m con
coordenadas reales. Denotamos por w(x) = (z7,...,27,) al vector formado
por las coordenadas de x arregladas en orden débilmente decreciente; esto
es, x; > --- > xf . Denotamos por || a la suma de las coordenadas de x; esto
es |x| = > ", x;. Decimos que @ es mayorizado por y = (y;), y lo denotamos
por x <Xy, si

k k
x| = |y|, ¥ fo < ny, para todo 1 < k < m.
i=1 i=1

Sixz <yyw(x)# w(y), entonces escribimos « < y, ver [12, 17].

Sea A € F(a,b). La m-sucesion de A, denotada por 7 (A), es el vector de
longitud pg formado por las entradas de A arregladas en orden débilmente
decreciente. Decimos que A es minima-real si no existe otra matriz B €
F(a,b) tal que w(B) < w(A); si A € M(a,b), A es minima si no existe
otra matriz B € M(a,b) tal que w(B) < w(A). Es claro que si una matriz
A € M(a, b) es minima-real, entonces A es minima, el reciproco no es cierto,
como lo ilustra el Ejemplo 3.1.6.

La siguiente proposicién es andloga a la parte (ii) del Teorema 1 en [23].

Proposicién 3.1.1. [18, Lema 5.5] Supongamos que a y b son débilmente
decrecientes. Si A € F(a,b) es minima-real, entonces A es doblemente gra-
duada.

Proposicién 3.1.2. [18, Prop. 5.8] Sea A* la solucién dptima al problema

2Los autores de [18] consideran F(a,b) y T(a,b) para vectores a y b con coordenadas
en R, los resultados de esta seccion son validos en este contexto. Existen generalizaciones
de estos resultados que se aplican a matrices de dimensién n, ver [28, 29].
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min 2 ker Alk)?
sujeto a AeT(a,b).

Entonces A* es minima-real.

Proposicién 3.1.3. [18, Prop. 5.9] Sea A* la solucién dptima al problema

min D _keR A(k)?
sujeto a A € M(a,b).

Entonces A* es minima.

Teorema 3.1.4. [18, Teo. 6.2] Sea A € F(a,b). Entonces A es minima-real
sty solo si A es aditiva.

El siguiente ejemplo tiene parte del contenido del Ejemplo 2.1 en [18].

Ejemplo 3.1.5. [18, Ej. 2.1] Sean

331 441 4 3 2
A=[21 1|, B=[211]vyCc=]310
2.0 0 2 0 0 110

Las tres matrices A, B y C son particiones planas. La matriz A es minima,
esto puede verificarse directamente haciendo algunos calculos. Sin embargo
A no es minima-real. Para ver esto note que el diagrama de flechas Z33 de la
Figura 2.17 es una obstruccion de aditividad para A. Entonces A es no aditiva
y, por el Teorema 3.1.4, A no es minima-real ®. La matriz B no es minima
porque la matriz C' tiene los mismos l-mérgenes que B y w(C) < w(B).
Finalmente, la matriz C' es aditiva. Para ver esto, tomamos x1 = 7, x5 = 2,
r3 = 0,11 = 6, yo = 3, y3 = 0. Por el Teorema 3.1.4, C' es una matriz
minima-real. ¢

Ejemplo 3.1.6. [29, Ej. 15] La matriz A del ejemplo anterior es minima,
pero no es minima-real. Puede construirse una matriz B con los mismos 1-
méargenes que A tal que w(B) < 7(A) tomando una combinacién convexa de
A con su transpuesta; esto es, B=¢eA+ (1 —e)AT para0 <e< 1.0

Ejemplo 3.1.7. Considere la matriz D del Ejemplo 2.1.13. D es una matriz
no aditiva. Entonces por el Teorema 3.1.4 D no es minima-real. ¢

3En el Ejemplo 2.1 en [18] se justifica de manera distinta que A no es minima-real.
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3.2. Dos bases para F(0,0)

En esta seccién introducimos un par de bases para el espacio afin F(0,0)
y presentamos varios resultados relativos a ellas. Estos resultados, que son
interesantes por si mismos, seran usados en el Apéndice A que contiene las
demostraciones de los resultados importantes de la Seccion 3.3. Un resultado
que sobresale de esta seccién es el Teorema 3.2.4, que afirma que la matriz P
definida en (3.2) es la proyeccién ortogonal del origen de M, en el espacio
afin F(a,b). Este resultado juega un papel importante en la Seccién 3.3 (y
en el Apéndice A que complementa dicha seccién).

Ademas de la notacién que fijamos al principio de este capitulo y en la sec-
cién anterior requerimos la siguiente notacién. Consideramos el subconjunto

de R =B(p,q)
R*={(i,j)eR:2<i<p,2<j<q}

R® es un conjunto parcialmente ordenado con el orden parcial heredado de
R. Un subconjunto J C R® es una escalera si

Vke JyVIeR®, kdl=1lecJ

Considere un conjunto escalera J C R® y sea h € R® — J, entonces h es
anadible a J si JU{h} es nuevamente un conjunto escalera. Decimos que .J
es rectangular si existe hy en J tal que

J={h €R®:hy<h}.

Dada una matriz A : R — R y un conjunto escalera J C R® decimos que
A es doblemente graduada fuera de J si A satisface (2.8) para cualesquiera
h,keR—J.

Ejemplo 3.2.1. Considere el rectangulo R; = B(5,6), que lo pensamos como
una cuadricula de tamano 5 x 6. En la Figura 3.1 se ilustra un conjunto
escalera J C RY, J esta representado por el area de color gris. Los tres
cuadritos de color mas oscuro no pertenecen a J, dichos cuadritos representan
los puntos anadibles a J. La matriz A : Ry — Z definida por

5> 4 3 2 2 0
3 2 1 1 -2 =3
A= 2 0 -1 -3 0 0
-10 0 0 0 O
00 0 0 0 O
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Figura 3.1: Subconjunto escalera J y sus puntos anadibles.

es idénticamente cero en J (aunque también tiene algunas entradas iguales
a cero fuera de J), y es doblemente graduada fuera de J. ¢

Sea h € R, recuerde que la matriz My, : R — R esta definida de manera
que para k € R, Mp(k) = 0 . Para (i, j) € R®, se define d;; € F(0,0) como

dij := Ma,1y + M) —Maj) — M.
Lema 3.2.2. El conjunto
D={d,:heR}
es base de F(0,0).

Demostracion. Para ver que F(0,0) estd generado por D, simplemente
observe que para cualquier matriz A € F(0,0) se tiene que

A= A(h)dp.

heR®

Como dim(F(0,0)) = (p — 1)(¢ — 1), que es exactamente el nimero de
elementos de D, los elementos de D son linealmente independientes. <

Para (i, j) en R® sea ();; la matriz de tamano p x ¢ definida por

1 si(r,s)=(i,7);
—-L sil<r<i—1ys=yj;

Qii(r,s) = —j%l sir=iyl<s<j-—1; (3.1)
o sil<r<i-lyl<s<j-1

0 en otro caso.



Capitulo 3. Una matriz minima-real en T(a,b) 109

Es facil ver que @;; € F(0,0) para todo (i,7) en R°. Por ejemplo, sip =5y
g = 6, entonces la matriz Q45 € Msyg €s

Ll 1 1 1 _1
12 12 2 12 3
Ll 1L 1 1 1
2 12 12 12 3
Qa5 = Ll 1L 1 1 1
45 12 12 12 12 3
11 1 1 1 9
1 1 1 1
0 0 0 0 0 0

Lema 3.2.3. El conjunto

B={Qn:heR}
es base ortogonal de F(0,0).

Demostracion. Probamos primero que B es base de F(0,0). Para ver que
B genera a F(0,0), tomamos una matriz A en F(0,0) y mostramos que A
se puede escribir en términos de los elementos de B. Considere los elementos
hi, ..., h@p_1yg-1) de R® listados en orden lexicografico inverso (del tltimo
al primero), como se ilustra en el siguiente diagrama, donde los elementos
representados por * son los que no pertenecen a R®:

* hpo1yg-n e Pp-2)(g-1)+1
h3(q—1) T h2(q—1)+2 h2(q—1)+1
hog-1y -+ hen h,

hy .. h, h,

Entonces la matriz A se obtiene de manera constructiva como sigue: sea

Ay = A(hl)th y para k =2, ..., (p - 1)(q - 1) sea.
A = Ap1 + (A(hr) — Ag-1(hy)) Qn,-

No es dificil ver que Ag_1y4—1) = A. Concluimos que A se puede escribir
en términos de los elementos de B. Por lo tanto B genera a F(0,0). Como
dim(F(0,0)) = (p — 1)(¢ — 1), que es exactamente el nimero de elementos
de B, entonces los elementos de B son linealmente independientes. Asi que
B es una base de F(0,0). Probamos que B es ortogonal; esto es, que si (i, j)
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y (k,1) son elementos distintos de R®, entonces (Q;;, Qi) = 0; hacemos esto
por casos. Los casos a considerar son lo siguientes:
a) (i,7) v (k,1) no son comparables.
b) Uno de (4,7) y (k,1) es menor que el otro y estdn en el mismo renglén.
¢) Uno de (4,7) y (k,1) es menor que el otro y estan en la misma columna.
d) Uno de (i,7) y (k,l) es menor que el otro y no estan ni en el mismo
renglén ni en la misma columna.

En los casos b), ¢) y d) suponemos sin perder generalidad que (i, j) < (k, ).

Para el caso a), suponemos que (i,7) y (k,l) no son comparables, y
suponemos sin perder generalidad que ¢ < ky j > [. Tenemos que

(Qij, Q) = Z Z Qij(r,t) - Qu(rt).

r=1 t=1

De los términos de la suma anterior, son distintos de cero solo aquellos en los
que tanto Q;;(r,t) # 0 como Q(r,t) # 0, que corresponden a los (r,t) € R
tales que 1 <r <iy 1<t <. Note que como [ < j

Qij(r,1) = Qij(r,2) = -+ = Qy(r,1), parar =1,....13;

y que, como @y € F(0,0), entonces Zi:l Qu(r,t) =0 parar =1,....k, en
particular para r = 1,...,7. De lo anterior sigue que

%

(Qijs Qu) = Z[Z Qij(r,t) - Qu(r, t)]

= Z[sz (r,1) Z Qri(r,1)]

= Z[Qij(T, 1)-0] = 0.

r=1

Para el caso b) consideramos @Q;; v Qu, con j < [. Entonces

Qu(r,1)=---=Qu(r,j), parar =1,...,4;

y como ();; € F(0,0), entonces Z‘zzl Qij(r,t) = 0 para r = 1,...,4. De lo
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anterior tenemos que

7

(Qij, Qu) = Z[ZQij(T’,t)'Qil(T,t)]

— Z[Q”(r’ 1) Z Qij(r,1)]

i

= > [Qu(r,1)-0] =0.

r=1

La prueba para el caso ¢) es similar a la prueba para b) proque los ren-
glones y las columnas juegan papeles simétricos.

Para el caso d) consideramos Q;; y Q con i < ky j < l. Entonces, como
Qi € F(0,0), > > Qij(r,t) =0. Como i < ky j < tenemos que Q
es constante, digamos con valor A, en el conjunto {(r,t) € R:r <i,t < j}.
De lo anterior tenemos que

(Qij, Qr) = Z Qij(1r,t) - Qu(r,t)

= A0=0°

Como algunos resultados de esta seccion se relacionan con F(a, b), fijamos
para el resto de esta seccion vectores a = (a;)icp € N§, b = (b))eiq € N{,
donde |a| = |b] =: N.

Sea P : R — R la matriz definida por

a; b, N
P(i,j)=—+ -2 — —. (3.2)
q p Pq
Una construccién andloga a la matriz P aparece en [20]. El siguiente
Teorema es uno de los principales resultados de esta seccion.

Teorema 3.2.4. Considere la matriz P recién definida. Entonces
i) P €F(a,b).



Capitulo 3. Una matriz minima-real en T(a,b) 112

i1) P es la proyeccion ortogonal del origen de M,y, en el espacio afin
F(a,b); esto es, P es la (inica) matriz de norma minima en F(a,b).
i1i) Si a y b son débilmente decrecientes, entonces P es doblemente gra-

duada.
La siguiente observacién se usa en la prueba del teorema.

Observacion 3.2.5. F(a,b) = Ap+F(0,0), donde Ay es un elemento cualquiera
de F(a,b); esto es, F(0,0) es el espacio lineal paralelo al espacio afin F(a,b).
&

Demostracion (del Teorema 3.2.4). Probamos 7). Tenemos que para
i=1,2,..,p

q q q
SPlg) = Gl Ny Y
= ~'q P p il
N N
= ai—i————:ai.
p p

Similarmente, para j = 1,2, ...,q, Y +_, P(i,j) = b;. Por lo tanto P € F(a,b).

Probamos ii). Debemos mostrar que P es ortogonal a F(a,b), que por
la Observacion 3.2.5, equivale a probar que P es ortogonal a F(0,0). Por el
Lema 3.2.2 basta probar que (P,d;;) = 0 para (i,j) € R°. Sea (i,j) € R®,

entonces

aq b1 N a; bj N
+ + =+

La parte iii) sigue de la definiciéon de Py de que a y b son débilmente
decrecientes. <&

El siguiente lema se requiere en la prueba del Lema 3.2.7.

Lema 3.2.6. Sean h,k € R® tales que no ocurre que k < h. Entonces
<Qk7 dh> =0.
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Demostracion. Escribimos h = (7, 7) y k = (r,t). Tenemos que

(Qre,dig) = Qre(1,1) + Qe (4, 5) — Qre(1,7) — Qre(d, 1). (3.3)

Por hipétesis, (i,7) < (r,t), 6 (i,7) no es comparable con (r,t). Supongamos
que (i,7) < (r,t). Entonces i < ry j <ty al menos una de las desigualdades
es estricta, sin perder generalidad supongamos que ¢+ < 7y j < t. En este
caso tenemos que

Qrt(L ]‘) - Qrt(@ 1) y Qrt(17j) = Qrt(lvj)v

de esto y de (3.3) sigue que (Q,¢, ds;) = 0. Si (2, 7) y (r,t) no son comparables,
hay dos posibles casos: primero ¢ < ry j > t, y segundo i > ry j < t,
probamos el resultado para el primer caso, para el segundo la prueba es
similar. Suponemos que ¢ < ry j > t. Como 7 < r entonces

Qrt(L 1) = Qrt(ia 1)? (34>
y como ] > t tenemos que
Qrt(laj) :OZQrt<i7j); (35>

en este caso, tenemos de (3.3), (3.4) y (3.5) que (@4, dj5) = 0. <
Para cada h € R definimos el hiperplano de M,y ,(R)

Hp = {A € My (R) : A(h) = 0}.

Sea J C R® un conjunto escalera. Asociamos a J el subespacio afin de F(a, b)
definido por

. F(a,b) N [NhesHp) siJ # 0;
U(J) = { F(a,b) siJ = 0; (36)

esto es, U(J) es el subespacio afin de F(a, b) que consta de todas las matrices
que son idénticamente cero en J. Como el espacio lineal paralelo a U(J)
estd generado por el conjunto {dy, : h € R°\J}, entonces

dim(U(J)) = (p = 1)(¢ = 1) = [J]. (3.7)

El Lema 3.2.7 serda necesario en la Seccién A.2.
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Lema 3.2.7. Sea J C R® un conjunto escalera no vacio y considere del su-
bespacio U(J) C F(a,b) asociado a J. Entonces, para todo k en J se tiene
que Qg es ortogonal a U(J).

Demostracion. Sea Xy € U(J), entonces
U(J) = Xo + (dp - h € R® — J);

esto es, el subespacio lineal V = (dj : h € R® — J) es paralelo al espacio afin
U(J). Por lo tanto basta probar que para todo k € J, Q es ortogonal a V.
Fijamos k € J. Para todo h € R® — J la condicion k < h no se da. Entonces
por el Lema 3.2.6, para todo h € R® — J, (Qg,dp) = 0. Por lo tanto Qg es
ortogonal a V. &

Los Lemas 3.2.8 y 3.2.9 se usan en la demostracion del Lema 3.2.12.
Lema 3.2.8. Sea (k,l) en R®, entonces

kl

(Qr Qu) = F=DI=1)

Demostracion.
(k-D@-1) k-1 1-1
(Qu, Qu) = (k—1)2(1 —1)2 + (k —1)2 + (Il —1)2 i
1 1 1
G—D(—1) k=1 i-1
I+ (=D +k-1)+(k-1)(-1)
(k—1)(—-1)
kl

R

Lema 3.2.9. Sea A € F(0,0). Escribimos a A en términos de la base
B={Qn:hecR} deF(0,0):

+1

A= Z shQn, para ciertos sp € R.
heR®

Fijamos (k,l) € R®. Entonces

1 1
_Skl + —

Sk = A<k’l)+kl ]

1
Akt + T HD
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donde

Skl = Z Z A(Z,j), )\kl = Z A(k,]) Yy

i=k+1j=l+1 j=l+1
p
=Y AGD)
i=kt1

(ver Figura 3.2).

En la Figura 3.2 estd senalada con Sg; (resp. Ay v ) la regién de R
sobre la que se toma la suma Sy, (resp. Ay ¥ firr)-

(k.1)

Figura 3.2: Regiones de R consideradas en los términos de sy;.

Observacién 3.2.10. En el Lema 3.2.9, si k = p entonces g = Sp =0, y
sil = q entonces A\ = S =0. ¢

Ejemplo 3.2.11. Sea Ry, = B(3,3), y sea A : Ry — Ny la matriz definida
por

-1 3 =2
A= 2 =7 5
-1 4 =3

Es claro que A € F(0,0). A continuacién determinamos, con ayuda del Lema
3.2.9, los coeficientes de la expresién A = ZheRg SpQn. Para cada (k,l) € R
calculamos, segin el resultado del Lema 3.2.9

1 1
_Skl + -

Sk = A(k‘, l) + i ;i

1
Akt + T Hwl-
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Calculamos sg9. Los datos son: k = 2, | = 2, A(2,2) = —7, A\ypp = 5,
foo = 4 v Soo = —3. Entonces

1 —28 =3+ 10+8 13
(5)+ 5(4) . ;

S99 = —7+

Calculamos s93. Los datos son: k = 2, [ = 3, A(2,3) = 5, A3 = 0,
ta3 = —3 v Sag = 0. Entonces

7
S5 =5+ (-3)=—— =3

Calculamos s3p. Los datos son: k = 3, 1 = 2, A(3,2) = 4, A3y = —3,
i3 = 0y S3o = 0. Entonces

1 1 1 8—3 b
S32 +6(0)+2( 3)+3(0) 5 5
Calculamos s33. Los datos son: & = 3, 1 = 3, A(3,3) = =3, A\33 = 0,

3z = 0y S33 = 0. Entonces

S33 = —3.

Por lo tanto

A = 529Q9 + 523023 + 532Q32 + S33Q33

_ o
s 1 -10 55
= 2| -t voo gl -5 51
0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1
5( 2 320 i 1 3
TR T U T P
-1 1 0 -1 -1 1

Demostracion (del Lema 3.2.9). La prueba se desglosa en las siguientes

afirmaciones.

Afirmacién 1. s = &= 1)(l DA, Qu)
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Prueba de la Afirmacion 1.

<A>le> = (Z 3ijQijan:l>
(i,7)ER®

= Z $ij(Qij» Qra)
(i,7)€R®

= Su(Qur, Qi)
kl

DI —1)

La tercera igualdad es por el Lema 3.2.3, y la ultima por el Lema 3.2.8. El
resultado sigue de despejar sg;. ©

Afirmacion 2.

i=1

Prueba de la Afirmacion 2. Sigue directamente de la definicién de Q. ©

Las Afirmaciones 3 y 4 se refieren ya a las sumas Sy, Ay y i del enunci-
ado del Lema (ver Figura 3.2). Para simplificar la notacién, y dado que (k,1)
estd fijo, por el resto de esta prueba (Afirmaciones 3 y 4) denotamos estas
sumas simplemente por S, A\ y u respectivamente.

Afirmacién 3. Las siguientes identidades respecto a los términos de la ex-
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presion en la Afirmacién 2, se cumplen:

Eii:A@ﬁ = S+ A+pu+ Ak); (3.8)
=D A(Q) = p+ Alk,D); (3.9)
=3 Ak, j) = A+ Ak, (3.10)

Prueba de la Afirmacion 3. Probamos la primera identidad. Mostramos
primero que

Y Al = DDAl 1)

Como A € F(0,0) tenemos que

k—1 gq
ZZA@]—O,}/ZZAZ]—O
i=1 j=1 i=1 5=l
Entonces
k—1 -1 q p q
> AL }:AZJ A(i, §).
i=1 j=1 i=1 j=l i=k j=I

Entonces (3.8) sigue de que el lado derecho de (3.11) es igual a S + X+ p +
A(k,l) (ver Figura 3.2). Las identidades (3.9) y (3.10) siguen de que A €
F(0,0) y de las definiciones de A y p. ©

Afirmacion 4.

1 1 1

Prueba de la Afirmacion 4. Combinando las Afirmaciones 2 y 3, tenemos
que

(A, Qu) !

Wl(l—l)[S+A+M+A(k’l)] + m[ﬂ—f—A(k )]

l_ﬂA+A%lﬂ+A%J) (3.12)
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Por la Afirmacién 1y (3.12) tenemos que

s = EEDED 4 Qu)
— (k_llz;l_l){(k_l)l(l_l)[S+A+u+A(k,l)]
bt AGD]+ A AGD] + AR D)
_ %{S+)\+M+A(k,l)+(l—1)[M+A(k:,l)]
k= DA+ AR D]+ (k— 1) — DA, Z)]
_ %{SJJ{-AH-M

HL+ (0= 1)+ (b= 1)+ (k= D= DJAGD)
_ %{S+k->\+l-u+(k1)-/4(k,l)]

1 1 1
= HSJF 7>\+ Eu+A(k,l).<>

El Lema 3.2.12 también se requiere en la Secciéon A.2.

Lema 3.2.12. Sea J C R® un conjunto escalera y sea A una matriz en
F(0,0) tal que A(r,t) > 0 para todo (r,t) en J. Entonces
1) Al escribir A en términos de la base B = {Q;; : (i,7) € R°} como

A= Z 5,;Qij, para ciertos s;; € R,
(4,5)€R®

se tiene que s;; > 0 para todo (i,j) € J.
2) Si ademds existe (i, jo) € J tal que A(ig, jo) > 0, entonces s;,;, > 0.

Demostracion. Por el Lema 3.2.9, y usando la notacion de ese Lema, para
cualquier (7, 7) € R® se tiene que

. 1 1 1
sij = Ali, )+ Z-—jSz‘j + f\z‘j + M.



Capitulo 3. Una matriz minima-real en T(a,b) 120

Entonces, para (7, j) € R®, s;; es combinacion lineal con coeficientes positivos,
de los valores de A(r,t), con (i,7) < (r,t). Si (i,7) € J, entonces (r,t) € J
para todo (r, t) tal que (7, j)<(r, t). De esto y de la hipdtesis de que A(r,t) > 0
para todo (r,t) € J sigue la parte 1) del lema. Para la parte 2), aplicando a
Sipjo €l Lema 3.2.9 tenemos que

L 1 1 1
Sisge = Alio, Jo) + ——Sigjo + —Nigjo + — Higjo- (3.13)
20.J0 Jo 20

Como A(ig, jo) > 0, y los demads términos de s;;, en (3.13), por el argumento
anterior son no negativos, concluimos que s;,;, > 0. &

3.3. La matriz de norma minima en T(a,b)

En esta seccién damos un método para, dados vectores a y b con entradas
en Ny, y cuyas sumas de coordenadas coinciden, obtener la matriz de norma
minima en T(a,b). Partimos de la matriz P : B(p,q) — R definida por

P@ﬁ:%+g—ﬁ.
q P Pq
Por el Teorema 3.2.4, P es la proyecciéon ortogonal del origen de M, en
el espacio afin F(a,b), y por lo tanto P es la matriz de norma minima en
F(a,b). Si P € T(a,b) entonces P es también la matriz de norma minima
en T(a,b). Suponiendo que P ¢ T(a,b) (esto es, que P tiene alguna entrada
negativa), damos una manera de obtener, a partir de P, una matriz F, en
T(a,b),con 1 <1< (p—1)(q—1). Esta forma de obtener P, consiste en un
procedimiento recursivo que esta implicito en la demostracion del Teorema
3.3.2. El Teorema 3.3.3 afirma que P, es la matriz de norma minima en
T(a,b). El Corolario 3.3.5 (que usa la Proposicién 3.1.2) afirma que P, es
una matriz minima-real. Al final de la seccién presentamos algunos ejemplos
que ilustran la matriz P, para diferentes parejas de vectores a, b.

Las demostraciones de los Teoremas 3.3.2 y 3.3.3 requieren trabajo técnico
y son presentadas en el Apéndice A.

Fijamos para esta seccién dos vectores @ = (a1, ...,a,) y b = (b1,...,b,)
con coordenadas en N (positivas) tales que |a| = N = |b| (note que no
se pierde generalidad en suponer que a y b tienen entradas estrictamente
positivas). En esta seccién trabajamos con el espacio afin F(a,b) y con el
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politopo T(a,b) C F(a,b). Por otro lado, también consideramos el espacio
afin F(0,0).

Comentario 3.3.1. Considere permutaciones o € S, y p € S, y sean a,
y b, los vectors que se obtienen permutando las entradas de a, resp. b, por
medio de o, resp. p. Dada una matriz A € F(a,b) sea (0, p)A la matriz que
se obtiene de permutar los renglones, resp. las columnas de A por medio de
o, resp. p. Entonces es claro que Y es la (inica) matriz de norma minima en
T(a,b) siysélosi(o,p)Y esla (inica) matriz de norma minima en T(a,, b,).
o

A lo largo de esta seccién a y b seran vectores débilmente decrecientes;
por el comentario anterior, esto no causa pérdida de generalidad. Seguimos
considerando la notacién que se ha fijado en lo que va del capitulo.

A lo largo de esta seccién consideramos las siguientes propiedades para
la matriz P, que se obtienen del Teorema 3.2.4:

= PeF(a,b).

» P es la proyeccién ortogonal del origen de M,., en el espacio afin
F(a,b); esto es, P es la (inica) matriz de norma minima en F(a, b).

= P es doblemente graduada.

Para cada conjunto escalera J C R® consideramos el subespacio afin aso-
ciado U(J) C F(a,b) que se define en (3.6). Dados una matriz @ € F(a,b) y
un conjunto escalera J C R® consideramos para la pareja (@, J) las siguientes
condiciones:

(@) YVhe J3sph cR,sp,>0: Q=P+ ., 50Qn

(b) @ es la proyeccion ortogonal del origen de M,
en espacio afin U(J); esto es, Q@ € U(J) y es la (3.14)
(inica) matriz de norma minima en U(J).

(¢c) @ es doblemente graduada fuera de J.

La matriz P, del siguiente teorema resultara ser la matriz de norma mini-

ma en T(a,b). Note que este teorema es considerado para el caso en que
P ¢ T(a,b).



Capitulo 3. Una matriz minima-real en T(a,b) 122

Teorema 3.3.2. Supongamos que P ¢ T(a,b). Entonces, para algin
1 <1< (p—1)(qg—1) existe una sucesion de parejas (P, Iy), ..., (P, I;),
donde para 0 < j <[, P; € F(a,b) e I; es un subconjunto escalera de R®; y
tal que
(1) Vk €{0,...,1} la pareja (P, It.) satisface las condiciones en (3.14).
(2)0=1GL G- GL CRe.

(3) Py = P y P, es la primera de las matrices que pertenece a T(a,b).

La demostracién del Teorema 3.3.2 se basa en un procedimiento recur-
sivo por medio del cual se obtiene la sucesién de parejas (FPo, I), ..., (P, I;),
1 <1< (p—1)(g—1). Dicha demostracién requiere trabajo técnico y la
presentamos en la Seccion A.1.

Por el resto de este trabajo, cuando hagamos referencia a una sucesion de
parejas (Po, Ip), ..., (P, [;), 1 <1< (p—1)(qg — 1), que se obtiene por medio
del Teorema 3.3.2, asumiremos que dicha sucesion ha sido obtenida mediante
el algoritmo de la demostracion del teorema.

Teorema 3.3.3. Sea (Py, Iy), ..., (P, 1), 1 <1< (p—1)(¢—1), una sucesion
de parejas obtenida por medio del Teorema 3.3.2. Entonces P, es la matriz
de norma minima en T(a, b).

La demostracién de este teorema también requiere trabajo técnico y
serd presentada en la Seccion A.2.

El algoritmo que esta implicito en la prueba del Teorema 3.3.2 fue des-
cubierto de manera independiente por D. Romero, por un lado, y por el
autor y el asesor de esta tesis por otro. D. Romero lo obtuvo primero (co-
municacién privada a E. Vallejo [21]) utilizando métodos de optimizacidn;
sin embargo no lo ha publicado. Nosotros sin conocer atin el algoritmo de D.
Romero lo redescubrimos utilizando ideas puramente geométricas (proyec-
ciones en subespacios). Es interesante notar que aunque ambos enfoques son
muy diferentes, al final se obtiene el mismo algoritmo.

Comentario 3.3.4. El Teorema 3.3.3 nos garantiza que, aunque la sucesién
de parejas (P, Iy), ..., (P, 1), 1 <1 < (p—1)(¢g—1), que se obtiene por medio
del Teorema 3.3.2, no es tnica (depende de algunas elecciones), la matriz P,
(la dltima matriz) estd determinada de manera tnica. ©

El siguiente corolario es consecuencia del Teorema 3.3.3 y la Proposicion
3.1.2.
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Corolario 3.3.5. Sea (P, Iy), ..., (P, ;), 1 <1< (p—1)(¢—1), una sucesion
de parejas que se obtiene por medio del Teorema 3.3.2. Entonces P, es una
matriz minima-real.

Finalizamos esta seccion presentando algunos ejemplos.

Ejemplo 3.3.6. Sean a := (14,13,10,9) y b := (15,12,8,6,5). Entonces
la matriz P definida en (3.2), que por el Teorema 3.2.4, es la proyeccion
ortogonal del origen de M,y5(R) al espacio afin F(a, b) es

85 70 50 40 35
1| 81 66 46 36 31
T 20| 69 54 34 24 19
65 50 30 20 15

P

P € T(a,b). Por lo tanto P es la matriz de norma minima en T(a,b). Por
el Corolario 3.3.5, P es una matriz minima-real. Finalmente, por el Teorema
3.1.4, P es una matriz aditiva. El cuadrado de la norma de P es 126.9. ¢

Ejemplo 3.3.7. Sean a := (11,7,2,1) y b := (9,7, 3,2). Entonces

59 51 35 31
1 43 35 19 15
“16| 23 15 -1 -5
19 11 -5 —9

P ¢ T(a,b). La matriz P, € T(a,b) que aparece en la iltima pareja de la
sucesion de parejas del Teorema 3.3.2 es

16 14 8 6
1| 12 10 4 2
PZ_Z 5 3 00
3 1 00

Por el Teorema 3.3.3, P, es la matriz de norma minima en T(a,b); por el
Corolario 3.3.5, P, es una matriz minima-real; y por el Teorema 3.1.4, P, es
aditiva. Los cuadrados de las normas de P y P, son respectivamente 51.9375
y 53.75. ¢
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Ejemplo 3.3.8. Sean a := (26,22,18,4) y b := (29, 27,8, 3,2,1). Entonces

104 98 41 26 23 20
1| 96 90 33 18 15 12
12| 8 82 25 10 7 4

60 54 —3 —18 —21 —24

P =

P ¢ T(a,b). La matriz P, de la tltima pareja de la sucesién de parejas del
Teorema 3.3.2 es

231 219 81 41 32 20
1| 215 203 65 25 16 4
24| 196 184 46 6 0 0

5 42 0 0 0 0

P =

Como en los ejemplos anteriores, P es la matriz de norma minima en T(a, b),
P, es una matriz minima-real y aditiva. Los cuadrados de las normas de Py

P, son respectivamente % ~ 457.8333 y % ~ 490.7083. ¢

En la Seccion A.1 retomamos los Ejemplos 3.3.7 y 3.3.8 en los Ejem-
plos A.1.3 y A.1.4, donde presentamos las sucesiones completas de parejas
(P, Lo), ..., (P, I;) del Teorema 3.3.2.

Observacién 3.3.9. En general, cuando P ¢ T(a,b), |P| < |B]|. Esto es
claro porque tanto P como P, pertenecen a F(a,b) y P es la matriz de
norma minima en F(a,b). Esto se puede ver en los Ejemplos 3.3.7 y 3.3.8.
Ver también Comentario A.1.5. ¢

Observaciéon 3.3.10. En el conjunto de entradas positivas de P, puede ocu-
rrir que Py P no tengan el mismo tipo de orden. Para ilustrar eso considere
el Ejemplo 3.3.8, donde

41 54
P(1,3) = B < 5= P(4,2), mientras que
81 42

Observaciéon 3.3.11. El conjunto de coordenadas en las que P, toma el
valor cero tiene cierta similitud con el conjunto de coordenadas en las que
P toma valores negativos. En general no son iguales. El primer conjunto
siempre contiene al segundo (Proposicién A.2.9), y en ocasiones la contencion
es propia, como en el Ejemplo 3.3.8. Ver Comentarios A.1.6 y A.1.7. ¢



Apéndice A
Complemento de la Seccion 3.3

En la Seccion A.1 presentamos la demostracién del Teorema 3.3.2, que
se basa en un procedimiento recursivo por medio del cual se obtiene una
sucesion de parejas (FPo, Ip), ..., (P, [;), 1 <1< (p—1)(¢—1), que cumple las
condiciones de dicho teorema. También analizamos algunos aspectos intere-
santes sobre el comportamiento de las matrices y conjuntos escalera que se
obtienen por medio de dicho procedimiento.

En la seccion A.2 presentamos la demostracion del Teorema 3.3.3 que
afirma que la matriz P, que se obtiene por el Teorema 3.3.2 es la matriz de
norma minima en T(a,b). Presentamos también algunos resultados técnicos
que se usan la Seccion A.1.

Como se comentd al principio del Capitulo 3, el procedimiento recursi-
vo que esta implicito en la demostracién del Teorema 3.3.2, y que da como
resultado la matriz P, € T(a,b), puede implementarse a un algoritmo com-
putacional. Dicho algoritmo es el contenido de la Seccion A.3.

Consideramos para este Apéndice la notacion que se usé en el Capitulo

A.1. Prueba del Teorema 3.3.2

Para la prueba del Teorema 3.3.2, recordamos que los vectores a y b
respecto a los que consideramos F(a,b) y T(a,b) C F(a,b) estan fijos, que
son débilmente decrecientes, que sus entradas son enteros positivos y que sus
sumas de coordenadas coinciden. Recordamos también que la matriz P de

125
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la Seccion 3.3, por el Teorema 3.2.4, es la proyeccién ortogonal del origen de
M,x, en F(a,b), y que P es doblemente graduada.

Teorema (3.3.2). Supongamos que P ¢ T(a,b). Entonces, para algin 1 <

I < (p—1)(g—1) eziste una sucesion de parejas (Py, 1y), ..., (P, I;), donde

para 0 < j <1, P; € F(a,b) e I; es un subconjunto escalera de R®; y tal que
(1) Vk € {0,...,1} la pareja (P, I1.) satisface las condiciones en (3.14).
(2)0=1,GL G- GI CRe.

(3) Py = P y P es la primera de las matrices que pertenece a T(a,b).

Demostracion. La construccién de las parejas (FPo, Iy), ..., (P, ), 1 <1 <
(p—1)(¢ — 1) que cumplen las condiciones del teorema es mediante un pro-
cedimiento recursivo.

El dato inicial es la pareja (P, Iy), donde Py := P e Iy = (). Entonces la
pareja (P, Iy) satisface las condiciones en (3.14): satisface (a) porque Py = P,
(b) porque P es la proyeccién ortogonal del origen de M,,x, en el espacio afin
U(0) = F(a,b) (ver (3.6)), y (¢) porque P es doblemente graduada. Entonces
la pareja (P, Ip) cumple (1) del teorema con [ = 0. Trivialmente, también
(2). Note que Py ¢ T(a,b). Este procedimiento terminara en el momento
que obtengamos una matriz P, € T(a, b) (es decir, que se cumpla también la
condicién (3) del teorema).

El paso recursivo es como sigue. Sea 0 < j < (p—1)(¢—1) y supongamos
que hemos construido las parejas (Fy, Ip), ..., (P}, I;), y que para estas parejas
se cumplen (1) y (2) del teorema; es decir, que para k = 0, ..., 7, (Pg, I1)
satisface las condiciones en (3.14) y que § = Iy ¢ I, ¢ --- & I; C R°.
Supongamos también que Py, ..., P; ¢ T(a,b). Entonces existe k € R tal
que Pj(k) < 0; y por el Lema A.2.5, cualquiera de tales k’s pertenece a R°.
Como P; es doblemente graduada fuera de I; (por (c) de (3.14)), podemos
seleccionar k; anadible a I; tal que Pj(k;) < 0 '. Definimos entonces I, :=
I; U{k;} CR®? Entonces ) = Ip, & I, & --- & I;;; C R® Por lo tanto
los conjuntos escalera Iy, 0 < k < j + 1, cumplen (2) del teorema, y ademas
J+1<(p—1)(¢—1) = |R°|. Sea sg, = —P(k;) > 0. Sea Pj;1 = Pj+5k,Qx; €
F(a,b). Asi construimos la pareja (Pj;1,1;41). Para ver que se cumple la
condicién (1) del teorema, debemos mostrar que (P, 1,1;41) satisface las
condiciones (a), (b) y (c) de (3.14).

'k; es maximo en R°\/;.
“Note que para j = 0,1, 2... se tiene que |I;| = j.
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Probamos que (P11, [j41) satisface (a). Esto sigue de que (P}, I;) satisface
(a) y las definiciones de Pjyy e I41.

Probamos que (Pj;1,/;41) satisface (b). Tanto P; como (g, son idénti-
camente cero en /;. Por lo tanto Pj1; es idénticamente cero en I;. Ademas,
como sy, = —P(k;)

Pi1(kj) = [P + s, Qr,](k;) = Pj(k;) — FPj(k;) - 1 =0.

Por lo tanto Pj;; es idénticamente cero en [ q; esto es, Pj11 € U(I;41). Por
otro lado, por el Lema 3.2.7, Q, es ortogonal a U([;,). Como Pj,; — P; =
5k;Qr;, Pjy1 es la proyeccion ortogonal de P; en U([j;;). Pero Pj es la
proyeccién ortogonal del origen de M, (IR) en el espacio afin U(/;), asi que
por el Lema A.2.6, Py, es la proyeccién ortogonal del origen en el espacio
U(Zj11). Por lo tanto la pareja (Pj11,[;41) satisface (b).

Probamos que (P11, I;41) satisface (¢). Por (a), Pj41 = P—{—Zhe]j+1 ShQ@h,
donde, para todo h € I;;;, s, es un real positivo. Sea M := ZhteH ShQh.
Entonces M satisface la hip6tesis (1) del Lema A.2.4. Como Pji; es idénti-
camente cero en I;;, entonces para todo h € Iy, M(h) = —P(h); y como
P es doblemente graduada, entonces M es débilmente creciente en renglones
y columnas en [; ;. Luego, M satisface la hipdtesis (2) del Lema A.2.4. Apli-
cando dicho lema, concluimos que M es doblemente graduada fuera de ;.
Como P es doblemente graduada, entonces Pj;; = P + M es doblemente
graduada fuera de ;4. Por lo tanto la pareja (Pj41, I;j11) satisface (c).

Si Pji1 € T(a,b) el procedimiento termina. Si no, aplicamos nuevamente
el paso recursivo. Note que si j + 1 = (p — 1)(¢ — 1) necesariamente Pjy; €
T(a,b). Por lo tanto, existe 1 <1 < (p—1)(¢ — 1), tal que el procedimiento
termina en [ pasos. &

Comentario A.1.1. Para 0 < j < [ — 1 la eleccién del punto k; anadi-
ble a I; tal que P;j(k;j) < 0 no es unica. Por lo tanto, dependiendo de
estas elecciones, del procedimiento recursivo de la prueba del teorema se
pueden obtener diferentes sucesiones de parejas (Fo, lp), ..., (P, ), 1 <1 <
(p — 1)(¢ — 1), posiblemente para diferentes valores de [, que cumplen las
condiciones (1), (2) y (3). ¢

Comentario A.1.2. Por el Teorema 3.3.3, para cualquier sucesién de pare-
jas (Po, Lo), ..., (P, 1), 1 <1< (p—1)(¢g — 1), que se obtenga por medio del
Teorema 3.3.2, la matriz P (la que aparece en la tltima pareja de la suce-
sién) es siempre la misma (y es la tinica matriz de norma minima en T(a, b)).
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También, por la Proposicion A.2.8, para cualquier sucesion de parejas que se
obtenga por medio del Teorema 3.3.2, el conjunto escalera I; (el que aparece
en la tltima pareja) es siempre el mismo. ©

A continuacién presentamos un par de ejemplos de sucesiones de parejas
(Po, 1o), ., (P, I}), que se obtienen por medio del Teorema 3.3.2. Versiones
sintetizadas de los Ejemplos A.1.3 y A.1.4 fueron presentadas en la Seccién
3.3 (Ejemplos 3.3.7 y 3.3.8). Los ejemplos a continuacién sirven para ilustrar
varios comentarios que enseguida hacemos.

Ejemplo A.1.3. Sean a := (11,7,2,1) y b := (9,7, 3,2). Entonces la matriz
P definida en (3.2), que por el Teorema 3.2.4 es la proyeccién del origen de
My 4(R) al espacio afin F(a, b) es

59 51 35 31
1| 43 35 19 15
6] 23 15 -1 -5
19 11 -5 —9

P—

Ahora aplicamos el procedimiento recursivo partiendo de Py = P y de Iy = ()
para determinar la matriz P, € T(a,b). Como Py ¢ T(a,b), debemos elegir
ko € R® anadible a [y, tal que Py(kg) < 0. La tnica opcién es kg = (4,4).

Entonces sg, := —FPy(ko) = %. Con esto determinamos la pareja
[1 = IO U {ko} = {(4,4)},
5 13 9 7
9 rf 119 5 3
Po= P0+SkoQk0:P0+1—6Q44=Z 6 4 0 —9

4 2 =2 0

Note que aunque Py(3,3) =0, (3,3) ¢ I, y que P es doblemente graduada
fuera de I;. Como P, ¢ T(a,b), debemos elegir k; € R® anadible a [,
tal que Pi(k;) < 0. Tenemos dos opciones que son (3,4) y (4,3). Como
P, no depende de esta elecciéon (Comentario A.1.2) podemos elegir la que

sea. Elegimos ki = (3,4). Entonces sg, := —Pi(k;) = 2 = 1. Con esto
determinamos la pareja
Iy = LU {kl} = {(47 4)7 (374)}7
23 20 14 9
1 If 17 14 8 3
Py = P1+3k1Qk1:P1+§Q34:6 8 5 —1 0
6 3 -3 0
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Como P, ¢ T(a,b), debemos elegir ko € R® anadible a I, tal que Py(ks) < 0.
La tnica opcién es ko = (4,3). Entonces sy, := —Py(ks) = % =1 Con esto

— 2
determinamos la pareja

I3 = ]2U{k2}:{(474)7(374)’(4’3)}’
A7 41 26 18
1 1|3 29 14 6
Py o= BtsnQu="+50u=151 17 11 _4 ¢
9 3 0 0

Como P ¢ T(a,b), debemos elegir k3 € R® anadible a I3, tal que P3(k3) < 0.
La tinica opcion es ks = (3,3). Entonces sg, := —P3(k3) = 15 = 5. Con esto
determinamos la pareja

I, = ISU{kB}: {(474)7(3’4)7(473)7(373)}a

16 14 8 6

1 I 12 10 4 2

Py = P3+3k3Qk3:P3+§Q33:Z 5 3 0 0
3 1 00

P, = P, € T(a,b). Los cuadrados de las normas de las matrices F, ..., Py son
respectivamente 51.9375, 52.5, 53, 53.5 y 53.75. Por el Teorema 3.3.3, P, es la
matriz de norma minima en T(a, b); por el Corolario 3.3.5, P; es una matriz
minima-real; finalmente, por el Teorema 3.1.4, P, es una matriz aditiva. ¢

En el siguiente ejemplo omitimos los detalles, que se justifican como en
el ejemplo anterior.

Ejemplo A.1.4. Sean a := (26,22,18,4) y b := (29,27,8,3,2,1). Una suce-
sién de parejas (P, Ip), ..., (P, I;) que se obtiene aplicando el procedimiento
recursivo es

104 98 41 26 23 20
1| 96 90 33 18 15 12

=P = 51 88 82 25 10 7 4 ’
60 54 —3 —18 —21 —24

](]:(Z).
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028 498 213 138 123 60
1 488 458 173 98 33 20

Pro= ol 448 418 133 58 43 20 |-
276 246 —39 —114 —129 0
530 500 215 140 125 50
. 1| 490 460 175 100 85 10
2 = 3

60 | 444 414 129 54 39 0
276 246 —39 —114 —129 0

I, = {(476>7 (376)}

2163 2043 903 603 328 200
P — 1 [ 2003 1883 743 443 168 40
57 240 | 1819 1699 559 259 —16 0 ’

975 855 —285 —bH85 0 0
I3 - {(476)7(376)a(475)}

433 409 181 121 64 40
P — 1| 401 377 149 89 32 8
7 48 363 339 111 51 0 0 |’

195 171 =57 —117 0 O
I, = {(4,6),(3,6),(4,5),(3,5)}.

223 211 97 41 32 20
1| 207 195 81 25 16 4
24| 188 176 62 6 0 0

78 66 —48 0 0 0

Is = {(47 6)7 (37 6)7 (4’ 5)’ (37 5)7 (47 4)}

231 219 81 41 32 20
po_ L[ 215203 65 25 16 4
6 = 94| 196 184 46 6 0 0 |°

54 42 0 0 0 O
Is = {(476)7(376)7(475)7(375)7(474)7(473)}'



Apéndice A. Complemento de la Seccion 3.3 131

P, = P € T(a,b). Los cuadrados de las normas de 5, ..., Ps son respec-
tivamente (redondeando en la cuarta cifra) 457.8333, 464.2333, 464.4333,
472.1375, 472.1458, 482.7083 vy 490.7083. Como en el ejemplo anterior, Py es
la matriz de norma minima en T(a,b), es una matriz minima-real y es una
matriz aditiva. ¢

Considere una sucesion de parejas (Fy, Lo), ..., (P, ), 1 <1 < (p—1)(¢—1)
obtenida mediante el procedimiento recursivo de la prueba del Teorema 3.3.2.
Escribimos

Iy ={ko, ... ki_1}, (A.1)

donde para 0 < j < [ — 1, k; es el punto anadible a I; considerado en el
J + 1-ésimo paso recursivo; esto es, k; es tal que

Iip = U 4
(3) Pjp1 = P + Sk, Qk , donde sy, := —P;(k;). (A.2)
(4)Pj41(k;) = 0.

Por el resto de esta seccién, cada vez que nos refiramos a una sucesion
de parejas (Py, Iy), ..., (P, 1), I < (p—1)(¢ — 1), que se obtiene por medio
del procedimiento recursivo, consideramos a I; como en (A.1), donde para
0<j<Il—-1,k;escomoen (A.2).

Comentario A.1.5. Sea (Fy, ly),...,(P, L), 1 <1 < (p—1)(g — 1), una
sucesion de parejas que se obtiene por el procedimiento recursivo de la prueba
del Teorema 3.3.2. Sea 0 < j <[ —1y sea k; el elemento de I; que satisface
(A.2). Por (1) del Teorema 3.3.2, las parejas (P}, ;) v (Pjt1, [j11) satisfacen
las condiciones en (3.14). Por (b) de (3.14), P; es ortogonal a U(I;), y P11 €
U(lj;41) € U(L;). Como Py 1 — Py = si;Qx, es la diferencia de dos elementos
de U(Z;), y como P; es ortogonal a U(J; ) Pj es ortogonal a Q. Por lo tanto,
como sg; >0

VO<j<Il—1, [Pl = P>+ s, |Qx, [* > [Pl
esto es
|Po| < |Py| <--- <|B.

Esto puede verse en los Ejemplos A.1.3 y A.1.4. ¢
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La notacién que presentamos a continuacién se usa en los siguientes co-
mentarios.

Para cada matriz A € F(a, b) definimos
N(A):={h e R: A(h) < 0}.

Considere una sucesion de parejas (Fy, Io), ..., (P, L), 1 <1< (p—1)(¢—1),
que se obtiene por medio del procedimiento de la prueba del Teorem 3.3.2.
Para todo 0 < j <, la pareja (P}, I;) satisface las condiciones en (3.14). En
el procedimiento recursivo se observa que, para 0 < j <[ —1, N(P;) C R®
(por el Lema A.2.5). Para j =1, ) = N (P;) C R°; asi que

V0<j<I N(P)CR.

Sea 0 < j <. Como P; es idénticamente cero en I; y doblemente gradu-
ada fuera de I;, N'(P;) U I; es un subconjunto escalera de R°.

Comentario A.1.6. Sea (P, Iy),....,(P,1;), 1 <1 < (p—1)(¢ — 1), una
sucesion de parejas que se obtiene por medio del procedimiento recursivo.
Entonces P ¢ T(a,b) y [ > 1. Por un lado, Py = P tiene entradas nega-
tivas en el conjunto escalera N (P); por otro lado, P, es idénticamente cero
en el conjunto escalera I, porque la pareja (B, I;) satisface (b) de (3.14). Re-
sulta interesante comparar los conjuntos escalera N'(P) e [;. Primeramente
observamos que I; puede tener elementos que no pertenecen a N (P), como
podemos ver en el Ejemplo A.1.4, donde (3,5) y (3,6) pertenecen a I pero
no a N(P). Queda entonces la cuestién de si existen puntos en N (P) que
no pertenezcan a I, la respuesta es que no; esto es, N(P) C I;. Este es un
caso particular de la Proposicién A.2.9, que asegura que para 0 < s <[ —1,

N(PS> g Il- <
En el Ejemplo A.1.4, N(P) ¢ I;; en el Ejemplo A.1.3 se da la igualdad.

Comentario A.1.7. Sea (Fy, ly),...,(P, L), 1 <1 < (p—1)(g — 1), una
sucesion de parejas que se obtiene por medio del procedimiento recursivo.
Entonces, pueden existir 0 < s < [y hg € R®, tales que P(hy) > 0y
que Ps(hg) < 0; tal es el caso en el Ejemplo A.1.4, donde P(3,6) > 0y
Pi(3,6) < 0. En esta situacién, como hg € N(P,), por la Proposicién A.2.9,
h(] € [l-

También puede ocurrir que existan 0 < s < [y hy € R°\I; tales que
P(hg) < 0 pero P;(hg) > 0; esto se puede ver en el Ejemplo A.1.3: el punto
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hy = (3,3) € R°\[1, P(3,3) < 0 pero P;(3,3) = 0. En esta situacién, como
ho € N(P), por la Proposicién A.2.9, hg € I, esto es, P,(hg) = 0. En el
Ejemplo A.1.3, P3(3,3) <0y P4(3,3) =0. ¢

A.2. Algunas demostraciones

En esta seccion presentamos algunos resultados técnicos que respaldan
la prueba del Teorema 3.3.2, y presentamos la prueba del Teorema 3.3.3. Se
incluyen también dos resultados que respaldan comentarios de la Seccién A.1
(Proposiciones A.2.8 y A.2.9). Los siguientes lemas se usaron en la prueba
del Teorema 3.3.2.

Lema A.2.1. Sea k € R® y sea I C R® el conjunto escalera rectangular
I={heR®:h>Ek}.

Sea o : I — R wuna funcion. Entonces existe una unica matriz M €
(Qn :h €I) CF(0,0) tal que para todo h € I, M(h) = a(h).

Demostracion. Escribimos k = (k,[). Sean

Ri = ZO!(Z.,S), k§2§p7

p

Cj - Za(raj)v lS] qu
r=k

0 = > afij)
(4,9)el

Definimos M, de manera que para (i,j) € R

( © : . . )
Ghay Sil<i<k-lyl<j<i-1
C; . . .
-5 sil<i<k-lyl<j<g
M(i, j) = | . , ,
B sik<i<pyl<j<i-l

alij)  si(ig)el;
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esto es
o e G ... _C
F—1)(-1) (k=1)(I-1) k=l bl
o ... _e  _a .. _oa
FDI-D F=D@=1 k- e
M =

—fe o B (k) - alk,q)

n oo, '
B B ) - alpg)

Probamos que M € (Qp : h € I). Por definicién M € F(0,0), por lo
tanto, para todo h € R® existe s, € R tal que

Por demostrar que para todo h € R® — I, sp = 0. Escribimos h = (i,j) y
consideramos tres casos:

caso 1.1 > k,j <1;

caso 2.1 < k,j > 1;

caso 3.1 < k,j <.

Por el Lema 3.2.9, y considerando la notacién en dicho Lema tenemos
que

. 1 1 1
sij = M(i, j) + Z-_jSij + 3)\@' + - (A.3)

Para el caso 1 tenemos las siguientes identidades que siguen de que M €
F(0,0), de la definiciéon de M y de que i > k,j <.

- R
q J R
Np = ) M(it)y==) M(it)=j ;7
t=j+1 =1
p p
. R,
pig = > M(rj)=— 1
r=i+1 r=i+1
p q p J p R

r=i+1t=j5+1 r=i+1 t=1 r=i+1
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Sustituyendo estos valores en la expresion para s;; en (A.3) tenemos que

8”:_ _Zl—l

El caso 2 es simétrico, asi que la prueba es similar.
Para el caso 3 tenemos las siguientes identidades que siguen de que M €
F(0,0), de la definiciéon de M y de que i < ky j < .

rl+

%
(k’— ne-1)

©
Nij = ZMzt ZMzt m

t=j+1

S}
Hij = ZMT] ZMTJ m

r=i+1
p q @
Sy = Z Z M(r,t) = ZZM(TJ) =1j - D=1
r=it1t=j+1 r=1 t=1
Sustituyendo en A.3 tenemos que
o ) N ()
Yo k=D -1) (k=11 -1)
) O

— — = 0.
k—1)(I-1) (k-1 -1)
Por lo tanto M € (Qp : h € I). Para concluir, probamos la unicidad de M.

Supongamos que existe otra matriz M € (Qp : h € I) tal que para todo
h €I, M'(h) = a(h). Por demostrar que M = M. Tenemos que

Vhel, M(h)=a(h)=Mh). (A.4)

Por el Lema 3.2.9, los coeficientes s, de M tales que M = ", _; 8pQp, estan
determinados por los valores de M en I. Similarmente para los coeficientes s’h
de M. Entonces por (A.4), para todo h € I, s, = sp,. Por lo tanto M = M.
&



Apéndice A. Complemento de la Seccion 3.3 136

Sea I C R® un conjunto escalera no vacio contenido en {2,...,p}x
{q—1,q}. Sea t := min{i € [p| : (i,q) € I}. Como I # 0, (p,q) € I,
por lo tanto 2 < ¢ < p. Si {i € [p| : (i,¢g— 1) € I} = 0, definimos los
subconjuntos G; y Gy de I como

Gl =10 y G2 = {tv 7p} X {Q}

Si{ielp:(i,g—1) €I} #0,sear suelemento minimo. Entonces 2 <t <
r < p. En este caso definimos

Sr—1} x{q} sit<r,
sit=r.

Gy ={r,...pyx{qg—1,¢} y Gy := { ét, .

Note que en cualquier caso I = G; UG5 y esta unién es disjunta, y como
I # (), también en cualquier caso al menos uno de G, G5 es no vacio. En la
Figura A.1 se ilustra un ejemplo donde G| # () y G # 0.

Figura A.1: I = G1 U Gs.

Lema A.2.2. Sea I C R® un conjunto escalera no vacio de la forma G1 UG,
(como en la definicion anterior). Sea M € (Qp : h € I) C F(0,0) tal que
i)V h € Gy, sp> 0.
i) SiGL#0,Vr<i<p, M(i,g—1) < M(i,q).
Entonces¥V 1 <i<t—1, M(i,q—1)> M(i,q).

Observaciéon A.2.3. Una version transpuesta del Lema A.2.2 también es
valida: Considere un conjunto escalera I C R® y suponga que I esta contenido
en {p—1,p} x{2,...,q}. Definimos para I los correspondientes subconjuntos
G1y Gy (la versién transpuesta de la definicién anterior, con el correspondi-
ente significado para t y ). Si M € (Qp : h € I) C F(0,0) es tal que
i)V h € Gy, sp>0;
i) siGi#0,Vr<j<q Mp-1,5) < Mp,j).
Entonces V1<j<t—1, M(p—1,7) > M(p,j).



Apéndice A. Complemento de la Seccion 3.3 137

Demostracion (del Lema A.2.2). Sean
A= Z shQny B := Z Sh@h,
heGt heG>
de manera que M = A + B.
Si G1 # (: Por el Lema A.2.1 existe una tinica matriz Y € (Qp : h € G1)
tal que para todo h € Gy, Y(h) = A(h); por lo tanto A = Y. De la forma

de la matriz Y en la demostracién del Lema A.2.1 sigue que las ultimas dos
columnas de A =Y son de la forma

_Cq1 _ %
r—1 r—1
Cq—l Cq

r—1 r—1

A(r,g—1) A(r,q) |’

A(p,é —1) A(z;, q)

donde para j = ¢—1,¢, C; =7 A(i,j). Como para todo h € Gy M(h) =
A(h) porque B(h) = 0, entonces

p p
CQ*lzzM(iaq_l) qu:ZM(Zaq)

Por la hipétesis i) del lema, C,_; < C,, entonces —% > —TCqu, por lo
tanto
Vi<i<r-—1, A(i,g—1) > A(i,q) (A.5)
Si Gy # (): Paratodot <l <r—1lyparatodol <i<t—1
. 1 1 .
Qugliyqg—1) = 77— > 0> ——— = Quli,q).

EDIES -1

Por definiciéon B = 37—, 5,,Q,, para ciertos reales sy, t <1 <7 — 1. Por la
hipétesis i) del lema, para t <1 <r —1, s, > 0. Por lo tanto

V1<i<t—1, B(i,q—1) > B(i,q). (A.6)

Como al menos uno de GGy y Gy es no vacio y como M = A + B, sigue de
(A.5) y (A.6) que

Vi<i<t—1, M(i,q—1) > M(iq). ¢
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Lema A.2.4. Sea I C R® un conjunto escalera mo wvacio. Sea M €
(Qn:h €I) CF(0,0). Suponga que M satisface

(1) Si M =3 ,c; sn@n entonces para todo h € I, sp > 0. Alternativa-
mente, ¥V h € I, (M,Qp) > 0.

(2) Para cualesquiera k,1 € I con k <1 se tiene que M (k) < M(1).

Entonces M es doblemente graduada fuera de I.

Demostracion. Debemos probar que fuera de I, M es débilmente decre-
ciente en renglones y en columnas. Trabajamos el caso de renglones (usamos
el Lema A.2.2), el caso de columnas es similar (se usa la version transpuesta

del Lema A.2.2, ver Obs. A.2.3). Sea (k,1) € R tal que {(k,[), (k,l+1)}NI =
(). Por demostrar que M (k,l) > M(k,l+ 1). Partimos a I en dos conjuntos

L ={(i,5) el jel{l,l+1}}, Ih:=1\I.

Note que alguno de Iy, I (pero no ambos) puede ser vacio. Sean

A= Z ShQn, y B := Z ShQh,

hel; hely
de manera que M = A + B.
Si I, # (: Para todo k € I, y para todo i € [p]

Qr(i, 1) = Qu(i, I+ 1).
Por lo tanto
Vi€ |pl, B(i,l) = B(i,l + 1). (A.7)

Si I} # (: La matriz A toma valores diferentes de cero tinicamente en
puntos (i,7) € R tales que 7 < [+ 1, por lo tanto, podemos restringir A
a R :=[p] x [[+ 1] (I+ 1 podria ser q). Por lo tanto I; esté contenido en
las tltimas dos columnas de R. Partimos a I; como la unién disjunta de
subconjuntos GGy y G5 como en la definicién previa al Lema A.2.2. Siguiendo
la notacién de dicha definicién, sea t = min{i € [p| : (i,1+ 1) € I }. Como
) # 1, CR° 2 <t < p. Porla hipétesis (1), para todo h € I, s, > 0, en
particular, para todo h € Gy C I; C I, sp > 0. Por lo tanto A satisface la
hipétesis ) del Lema A.2.2. Como M = A + B, para todo h € R

M(h) — B(h) si I, # 0
Alh) = { M(h) si Iy = ().
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De la identidad anterior, de la hipétesis (2) y de (A.7), sigue que si Gy # 0,
independientemente de que I5 sea o no vacio

Vielp:(i,1) e Gy, A(il) < A1+ 1).

Por lo tanto A satisface la condicién i) del Lema A.2.2. Aplicando dicho
lema, concluimos que

V1<i<t, A(i,0) > AGi,1+1). (A.8)

Como M = A+ By al menos uno de I3, I5 es no vacio, sigue de (A.7) y (A.8)
que

V1<i<t, M(@il)>M(@il+1).

Como {(k,1), (k,l+1)} NI =0y como I C I, {(k,1),(k,l+1)}Nn1 =0.
Entonces por definicion de ¢, k < t. Por lo tanto M (k,l) > M(k,l+1). &

En el siguiente Lema usamos la consideracién que se hizo al principio de
este apéndice de que a = (ay,...,a,) y b = (b1,...,b,) tienen coordenadas
positivas.

Lema A.2.5. Sea I C R® un conjunto escalera. Sea M € F(a,b) una matriz
tal que

a) M es doblemente graduada fuera de I.

b)YV hel, M(h)=0.

c) M ¢ T(a,b).

Entonces {h € R: M(h) < 0} CR®.

Demostracion. Probamos que las entradas del primer rengléon y de la
primera columna de M son positivas, esto implica el resultado del lema.
Lo probamos para las entradas del primer rengléon, para las entradas de la
primera columna la prueba es similar. Supongamos que existe jo € [qg] tal
que M(1,50) < 0. Como M es doblemente graduada fuera de [ y M es
idénticamente cero en I, esto implica que bj, = > - M(i,jo) < 0. Esto es
una contradiccion porque bj, es positivo. Por lo tanto todas las entradas del
primer renglén de M son positivas. <&

Lema A.2.6. Sea A un espacio afin en R™ y A un subespacio afin de A.
Sean y un punto en R™, a la proyeccion ortogonal dey en A, y a la proyec-

cion ortogonal de a en A. Entonces a es la proyeccion ortogonal de y en
A.
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Demostracion. Debemos probar que a —y es ortogonal a A. Tenemos que
a-y=(a—-a)+(a-y).

El vector a — a es ortogonal a A porque a es la proyeccién de a en :& y el
vector (@ — y) es ortogonal a A porque, siendo a la proyeccion de y en A,
(a — y) es ortogonal a A,y A C A. Por lo tanto @ — y es ortogonal a A. &

El siguiente Lema se requiere para probar el Teorema 3.3.3.

Lema A.2.7. Sea (Po, 1y),....(P, L), 1 <1< (p—1)(¢g— 1), una sucesion
de parejas que se obtiene por medio del Teorema 3.3.2. Sea X € T(a,b). Si
existe ko € 1) tal que X (ko) > 0 entonces | X| > |P|.

Demostracion. Como la pareja (P, [;) satisface (a) de (3.14) por la condi-
cién (1) del Teorema 3.3.2, para todo k € [, existe s € R, s > 0 tal
que

— P+ZSkaz-

kel

Sea Y = X — P, € F(0,0). Como (B, I,) satisface (b) de (3.14), B, € U(I));
esto es P es idénticamente cero en [;. Como X € T(a,b) y X(ko) >
entonces

Vkel, Y(k) >0y Y(ko) > 0. (A.9)

Escribimos a Y en términos de la base B = {Qg : k € R°} de F(0,0); esto es

Y = Z tLQr, para ciertos tp € R.
keR®

Por (A.9) y por el Lema 3.2.12
VkE]l, thOyt(kzo)>O
Ahora

X = B+Y:P+ZSka+Zthk+ Z teQk

kel kel; keRO\I;

= P+Z(3k+tk)Qk+ Z Q-

kel kERO\T;
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Como para todo k € I}, s > 0yt > 0, y como g, > 0 entonces
Vke Il, ’8k +tk’ > |$k’, y ’8k0 —i—tko‘ > ’Skoy.

Por el Teorema 3.2.4 P es ortogonal a F(0,0), entonces

X2 =[PP+ D (sk+te)Qe+ > teQul*:

kel keRo\T,

y como, por el Lema 3.2.3, B es un conjunto ortogonal

[X[? = [P+ Z(Sk + 1) - |Qrl* + Z (te)” - |Qul?

kel kERO\ I,

> PP+ () |Qkf
kel

= [P+ ZSka|2

ke[l

= |p". o

Demostracion (del Teorema 3.3.3). Consideramos una sucesién de parejas
(Po, L), ..., (P, 1), 1 <1 < (p—1)(g — 1), que se obtiene por medio del
Teorema 3.3.2 (note que en particular P, € T(a,b)). Sea X € T(a,b), X #
P,. Por demostrar que | X| > |F)].

Si X ¢ U(1;), entonces existe ko € I; tal que X (ko) > 0. Luego, por el
Lema A.2.7 |X| > |P|.

Si X € U(;). Por la condicién (b) de (3.14) P, es la proyeccién ortogonal
del origen de M,,,(R) en el espacio afin U(I;); por lo tanto | X| > |P]|. <

Para la siguiente proposicién queremos enfatizar el hecho de que (como
se especifico al principio de este apéndice) los vectores a y b respecto a los
que consideramos F(a,b) y T(a,b) estan fijos.

Proposicién A.2.8. Para cualquier sucesion de parejas (P, Iy), ..., (P, 1}),
1 <1< (p—1)(q—1), que se obtenga por medio del Teorema 3.5.2, el
conjunto escalera I; (el dltimo de cada sucesion) es siempre el mismo.

Demostracion. Supongamos que tenemos dos sucesiones (FPy, Iy), ..., (P, I;)
y (Py, 1y),....,(P.,I.), I,s < (p — 1)(q¢ — 1), que cumplen las condiciones del

Teorema 3.3.2. Por demostrar que I; = I,. Por el Teorema 3.3.3, P}, resp.
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P, es la matriz de norma minima en T(a,b). Por lo tanto P, = P,. Como
las parejas (P, 1) y (Ps, I5) satisfacen (a) de (3.14) por la condicién (1) del
Teoream 3.3.2, entonces para todo h € I, resp. para todo k € I, existen
reales positivos sy, resp. r tales que

P, = P+ suQny
hel,;

ps = P—l—ZTka

kel

Si I, # ), como para todo h € I}, sp, > 0,y {Qn : h € R°} es una base de
F(0,0) (en particular es un conjunto linealmente independiente), entonces
Zhell spQn # 0,y B # By = P. Similarmente si I, # 0, P, # Py. Por lo
tanto, suponiendo que P, = P, es igual a Py = P, entonces I; = I, = ().

Supongamos ahora que P, = P, no es igual a Py = P. Entonces I; e I
son no vacios. En este caso, (como P, = P)

D 5mQn=">_ kQk

hel; kel

Como {Qp : h € R°} es una base de F(0,0), entonces I, = I, (y para todo
hEIl:[S, Sh:Th>. <&

Proposiciéon A.2.9. Sea (FPo, Ily),....,(P, L), 1 <1 < (p—1)(q —1), una
sucesion de parejas que se obtiene por medio del Teorema 3.3.2. Supongamos
que existen 0 < s <l y hy € R® tal que Ps(hg) < 0. Entonces hg € I.

Note que en las hipotesis de la proposicion pedimos s < [, esto es porque
para s = [, P, = P, € T(a,b) por (3) del Teorema 3.3.2. Note también que
el punto hg en las hipétesis de la proposicion puede ser tal que P(hg) > 0
(ver Comentario A.1.7).

Demostracion. La prueba se hard por contradiccion. Supongamos que
existen 0 < s <[y hg € R°\; tal que P;(hg) < 0, y que hy es maximo con
esta propiedad; esto es,

ﬂ h, € RO\]Z, hi> hg: Ps(hl) < 0; (AlO)

probamos que entonces Pj(hg) < 0. Esto dard la contradiccién ya que, por
(3) del Teorema 3.3.2, P, € T(a,b).
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Como (B}, I;) satisface (a) de 3.14 por la condicién (1) del Teorema 3.3.2,

Vhel 3sn €R,sp>0: =P+ snQn (A.11)

hel;

Como s < [, por la condicién (2) del Teorema 3.3.2, Iy & [;. Entonces

P, = P+ snQn

hel;

= P+ZSth+ Z snQn

hels hel\Is

= Ps+ Z Sth.

hel\Is

Sea C = Zhell\ls ShQ@Qn, de manera que P, = P, + C. Para probar que
P,(hy) < 0 basta mostrar que C(hg) < 0 porque Ps(hg) < 0. La prueba se
reduce entonces a mostrar que C'(hg) < 0.

Se afirma que hg es un punto anadible a I;; de lo contrario existiria en
R°\I; C R°\ /s un hy > hy. Como Ps es doblemente graduada fuera de I y
Py(hy) < 0, esto implica que Ps(hy) < 0, pero esto contradice (A.10).

Con las consideraciones anteriores, escribimos a I;\ I, como la unién dis-
junta de los subconjuntos Ry, Ry y U definidos de la siguiente manera, donde

ho = (4o, jo):

Ry = {(,j) e \Is:7=17jo};
Ry = {(i,j) € I\Ly:i >1i0,j > jo+ 1};
U = {(i,j) € I\, : i <io6j < jo}s

ver Figura A.2. Como [ G I;, alguno de Ry, Ry y U debe ser no vacio. Sean
Cr, =Y snQn, Cr, = Y 51Qny Cui= Y _ $hQn.

heRy heR> heU

De manera que
C =Cgr, +Cgr, +Cy;
y como P, = P, + C
P, = P;+ Cg, + Cgr, + Cy.
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-

Figura A.2: [)\I; = RiU Ry UU.

Supongamos que U # (). Para todo h € U, Qn(ho) = 0. Por lo tanto
Cu(ho) = 0. (A.12)

Supongamos que R; # (). Para todo h € Ry, Qn(hg) < 0. Por (A.11),
sp > 0 para todo h € I;, y Ry C I;; por lo tanto

CRl (h()) < 0. (Al?))

Supongamos que Ry # (). Si el punto (ig, jo+ 1) no perteneciera a Ry, s6lo
puede ser por alguna de las siguientes dos razones: o bien hy pertenece a la
ultima columna de R (en cuyo caso (ig, jo+ 1) no existe), o bien, (ig, jo+1) €
I,. Cualquiera de las dos posibilidades implica que Ry = (). Como Ry # (),
entonces el punto (ig, jo + 1) existe y pertenece a Ry C I}\I; C I;,. Considere
el subconjunto escalera rectangular de R®

J = {hE ROIhE(io,jO—i‘l)}gIl.

Por definicion de Ry y de J tenemos que Ry = I;)\I; N J; de esto y de que
J C I, sigue que para todo h € J

hel, — heJnl;
h¢l, = hel\,NJ=DR,.
Por lo tanto J = Ry U (J N I) y esta unién es disjunta.
Afirmacién. Para todo h € J, Cg,(h) > 0.

Prueba de la Afirmacion. Primeramente probamos que para todo h € J,
Pi;(h) < 0. Si h € Ry entonces h > hgy h ¢ I,. Como Ps(hy) <0y Ps es
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doblemente graduada fuera de I (por (c) de (3.14)), Ps(h) < 0. Si h ¢ R,,
como J = Ry U (J N 1), entonces h € I, y como la pareja (P, I,) satisface
(b) de (3.14), Ps(h) = 0. Por lo tanto, para todo h € J, Ps(h) < 0.

Por otro lado, como la pareja (P, [;) satisface (b) de (3.14), P, es idénti-
camente cero en [;, y como J C I;, P, es idénticamente cero en J. Por lo
tanto

VhelJ Ch)= (P, —P)(h)>0. (A.14)

Note que para todo k € (U U Ry) y para todo h € J, Qg(h) = 0. Por lo
tanto, para todo h € J, si U # 0, Cy(h) =0, y si Ry # 0, Cg,(h) = 0. Por
lo tanto, para todo h € J, C(h) = Cg,(h). De esto y de (A.14) sigue que
para todo h € J, Cr,(h) > 0. ¢

Continuamos con la prueba del Lema, estamos en el supuesto de que
Ry # (. Como J es un conjunto rectangular, por el Lema A.2.1, existe una
Unica matriz Y € (Qn : h € J) tal que para todo h € J, Y(h) = Cg,(h).
Como Cgr, € (Qp : h € J) porque Ry C J, entonces Cr, = Y. Por la forma

de la matriz Y en el Lema A.2.1 y por la posicién relativa de hg respecto a
o Z?:j0+1 CR2 (io,j)

J, tenemos que C,(hg) = -
para j = jo+ 1, ...,q, Cg,(ig,j) > 0. Por lo tanto

. Por la Afirmacion tenemos que,

Oy (ho) < 0. (A.15)

Resumiendo: tenemos que C' = Zheh\ls ShQn, que [\ =UUR URy,y
que C' = Cpy + Cr, + Cg,. Como I, & I, [;\I, # 0. Por lo tanto al menos uno
de U, Ry y Ry es no vacio. Entonces, por (A.12), (A.13) y (A.15) concluimos
que C(hg) <0. <

A.3. El Algoritmo (Teorema 3.3.2)

En el Comentario A.1.2 se observa que mediante el procedimiento recur-
sivo de la prueba del Teorema 3.3.2 se pueden obtener diferentes sucesiones
de parejas (FPy, ly), ..., (P, ), 1 <1 < (p—1)(¢ — 1), dependiendo de cémo
elegimos, para 0 < j < [ — 1, el punto k; € R® anadible a I;, tal que
P;(k;) < 0. En el mismo comentario se observa que, para cualquier sucesién
de parejas que se obtenga mediante el procedimiento recursivo, la matriz P
(la que aparece en la ultima pareja) es siempre la misma (por el Teorema
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3.3.3, ver también Comentario 3.3.4). Esta matriz P, es la que nos interesa
en este trabajo, no tanto la sucesién de parejas. Por lo tanto, basta precisar
una manera de elegir, para 0 < j <[ —1, un punto k; € R® anadible a /; tal
que Pj(k;) < 0, para poder implementar este procedimiento recursivo a un
algoritmo computacional.

Note que para cualquier conjunto escalera JJ C R®, el conjunto de puntos
anadibles a J no tiene dos elementos en la misma columna (el de arriba no
seria anadible a .J).

Ahora, sea 0 < j <[ — 1. Entonces el conjunto
A;:={h € R°: h es anadible a I; y P;(h) <0}

no tiene dos elementos en una misma columna. Entonces elegimos como k;
al elemento de A; cuya segunda coordenada sea la mayor (el que esté mas a
la derecha), este elemento esta bien definido. Esta manera precisa de elegir,
para 0 < j <[—1, el elemento k;, nos permite implementar el procedimiento
recursivo a un algoritmo computacional, que enseguida presentamos.

El algoritmo trabaja de la siguiente manera. Tiene por entrada dos vec-
tores débilmente decrecientes a y b, con coordenadas en N (positivas), tales
que |a] = N = |b|. Primeramente calcula la matriz P (ver Teorema 3.2.4).
En este momento se crean un par de listas: la lista L P que inicialmente tiene
como unico elemento a P; = P, y que finalmente serd la lista de todas las ma-
trices Py, ..., B (note que para el algoritmo el primer valor de los subindices
es 1); y la lista LI, que inicialmente tiene como tnico elemento a I = (), y
que finalmente serd la lista de todos los conjuntos escalera I, ..., I;. Luego
entra en un ciclo. Dentro de este ciclo considera la ultima matriz P, y el
ultimo conjunto escalera I,, de las listas LP y LI respectivamente (la rutina
entra varias veces a este ciclo, y cada vez que entra, con excepciéon de la
ultima, agrega un elemento a LP y uno a LI). Ya en el ciclo hay una toma
de decisién. Si P, € T(a,b) el algoritmo termina y da por salida las listas
LPy LI.Si P, ¢ T(a,b), entonces hace varias cosas:

a) Calcula la lista de puntos anadibles a 1,,.

b) Escoge entre los elementos del inciso a), aquellos en los que P, toma

valores negativos.

¢) Define como k, entre los elementos del inciso b), el que tenga segunda

coordenada mayor (que esté mas a la derecha).

d) Define sy, := —P,(k).
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e) Calcula la matriz Qg (ver la definicién en (3.1)).

f) Define I-nueva := I, U {k} y P-nueva := P, + spQk.
g) Agrega I-nueva a LIy P-nueva a LP.

h) Vuelve a entrar al ciclo.

En la demostracion del Teorema 3.3.2 se prueba que eventualmente se
obtiene una matriz P, € T(a,b). Por lo tanto este algoritmo tiene fin. El
algoritmo tiene por salida las listas LP y LI.

El algoritmo consta de cinco rutinas, las primeras cuatro son auxiliares y
la quinta es el algoritmo propiamente dicho. Las rutinas son

1.- es-en-tab (M)

2.- anadibles (I, p, q)
3.- proyeccion (a, b)
4.- matQy; (h, p, q)
5.- algoritmo (a, b)

A continuacion presentamos las rutinas y explicamos lo que hace cada
una.

1.— es-en-tab(M)

Entrada: Una matriz M con entradas en Q (en esta rutina no se usa que la
matriz M tiene entradas en Q, pero en la rutina del algoritmo, las matrices
que se consideran tienen entradas en Q).

Salida: 1 si M tiene entradas no negativas. —1 si M tiene alguna entrada
negativa.

es-en-tab := function(M)
local L, min, resultado;

L := Concatenation(M);

min := Minimum(L);

if (min < 0) then
resultado := —1;

else
resultado := 1;

fi;

return resultado;

end;

2.— anadibles(/, p, q)
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Entrada: Un conjunto escalera I C R, y las dimensiones p y ¢ de B(p, q).
Salida: La lista de los puntos de R® que son anadibles a 1.

anadibles:=function(Z, p, q)
local T'I, bpql, i, j, candidatos, Tbpql, k, c, list-anad, T'candidatos;

T := Length(I);
# bpql sera la lista de todos los puntos de R°.
bpgl == [ ;
for i in [2..p] do
for j in [2..¢q] do
Add(bpql, [i, j]);
od;
od;
# candidatos sera la lista de elementos de R\ 1.
candidatos := | |;
Tbpql := Length(bpql);
for k& in [1..Tbpql] do
if (bpgl[k] in I) then
c:=0;
# ¢ := 0 equivale a indicar que no haga nada.
else
Add(candidatos, bpql[k]);
fi;
od;
# list-anad sera la lista de puntos en R® anadibles a I.
list-anad = [ ];
Tcandidatos := Length(candidatos);
for k in [1..Tcandidatos] do
i = candidatos[k|[1];
J := candidatos[k][2];
if (i < p) and (j < ¢) then
if ([¢+1,7] in 1) and ([i,7+ 1] in I) then
Add(list-anad, candidatos[k]);
fi;
fi;
if (i =p) and (j < ¢) then
if ([¢,j 4+ 1] in I) then
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Add(list-anad, candidatos[k]);
ﬁ.

fi;
if (i < p) and (j = ¢) then
if ([i+1,7] in I) then
Add(list-anad, candidatos[k]);
ﬁ.

fi;
if (i = p) and (j = ¢q) then
if (T =0) then
Add(list-anad, candidatos[k]);
fi;
fi;
od;
return list-anad;
end;

3.— proyeccion(a, b)

149

Entrada: Dos vectores débilmente decrecientes a y b, con coordenadas en N,

tales que |a| = N = |b].

Salida: La matriz (lista de listas) P = P[i][j], tal que para 1 < i < py

1<j<gq Pll[j]=%+ % — X (ver Teorema 3.2.4).

Pq
proyeccion:=function(a, b)
loca1p7 q? N? 7:7 j’ R7 P7 ;

R

p = Lengthg )

?
9

q := Length(b)
N := Sum(a);
Pa=T1];

for ¢ in [1..p] do
# R serd el i-ésimo rengléon de P.
R:=[];
for j in [1..¢] do
Py = alilfq + blj)/p — N/ (p * q);
od;
Add(P, R);
od;
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return P;
end;

4.— matQij(”’aP? q)

Entrada: Un punto h € R® y las dimensiones p y ¢. Si h = (i, j), entra como
la lista h := [, j].

Salida: La matriz Qp, como una lista de listas (ver definicién de Qp, en (3.1)).
matQ;;:=function(h, p, q)

local i, 7, Qn, k, I, N, Ny;

i == hl[l];
j = h[2];
Qn =[]

# Construimos los primeros ¢ — 1 renglones de Q.
for kin [1..i — 1] do
# N sera el k-ésimo renglén de Qp, se construye en tres partes,
# 1-paral < j, 2.- paral = j, 3.- para [ > j.
N = [];
for [ in [1..5 — 1] do
# N es la [-ésima entrada de N.
Ny = 1/((i = D)*(=1));
Add(N, Nl);
od;
N, = —1/(i—1);
Add(N, N));
for I in [j + 1..¢] do
Add(N, 0);
od;
Add(Qn, N);
od;
# En el siguiente paso definimos el renglén i en tres partes,
# 1-paral < j, 2.- paral = j, 3.- para | > j.
N = [];
for [ in [1..7 — 1] do
N = —1/( - 1);
Add(N, Ny);
od;
Add(N, 1);
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for I'in [j 4+ 1..q] do
Add(N, 0);

od;

Add(Qn, N);

# Los renglones i + 1, ..., p de @)} seran idénticamente cero.

for kin [i 4+ 1..p] do
N =1[];
for I in [1..q] do

Add(N, 0);

od;
Add(Qn, N);

od;

return Qp;

end;

5.— algoritmo(a, b)

Entrada: Dos vectores débilmente decrecientes a y b, con coordenadas en N,
tales que |a| = N = |b|.

Salida: Dos listas, la lista LP := [Py, ..., P] de matrices en T(a,b), y la lista
LI :=[I,...,I;] de subconjuntos escalera de R, que cumplen las condiciones
del Teorema 3.3.2, donde [ < (p — 1)(¢ — 1). En particular P, € T(a,b). Por
cuestion préactica de programacién, los elementos iniciales de las listas son
Py := P (en vez de Py) e I;:=0) (en vez de Iy).

algoritmo := function(a, b)
local p, ¢, P, LP, LI, Z, n, signo, pts-anad, anad-neg, Tanad, t,
Tanad-neg, lista-ys, maximo-ys, k, i, j, Sk, Qr, I-nueva, P-nueva, Dos-Listas;

p := Length(a);

q := Length(b);

P := proyeccion(a, b);

# LP sera finalmente la lista [Py, P, ..., ] y LI sera finalmente la lista
# L, Lo, ..., 1.

LP = [P];

LI:=1[[]]

# El siguiente "while.® el paso recursivo. La rutina siempre

# entra en este "while”, pero cuando el dltimo elemento de la lista LP

# pertenece a T(a, b), entonces indica ”break;z termina el procedimiento.
Z =1
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while (Z = 1) do
n := Length(LP);
signo := es-en-tab(LP[n]);
if (signo = 1) then
break;
else
# Si LP[n] no esté en T(a,b), ahora determinamos los puntos
# anadibles a LI[n| en los que LP[n| toma valores negativos.
pts-anad = anadibles(LI[n], p, q);
# anad-neg serd la lista de puntos anadibles a LI[n] en los que
# LP[n] toma valores negativos.
anad-neg = | |;
Tanad := Length(pts-anad);
for ¢t in [1.. Tanad] do
i := pts-anad[t][1];
J = pts-anad|t][2];
if (LP[n][4][j] < 0) then
Add(anad-neg, pts-anadlt]);
fi;
od;
Tanad-neg := Length(anad-neg);
# Aqui determinamos el (linico) punto cuya segunda coordenada es la
# mayor entre los elementos de anad-neg (el que estd mas a la derecha).
# Representamos este punto con la variable k.
# lista-ys sera la lista de los valores de las segundas coordenadas de
# los elementos de anad-neg.
lista-ys := | |;
for ¢ in [1.. Taniad-neg| do
Add(lista-ys, anad-neg[t][2]);
od;
mazimo-ys = Maximum(lista-ys);
for ¢ in [1.. Tanad-neg| do
if (anad-neg[t][2] = mazimo-ys) then
k := anad-neglt];
fi;
od;
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s == —LP[][i[j]:
Qr = matQ;;(k, p, q);
I-nueva := Concatenation(LI[n], [k]);
P-nueva := LP[n] + sg * Qg;
Add(LI, I-nueva);
Add(LP, P-nueva);

ﬁ.

od;

Dos-Listas := [LP, LI];
return Dos-Listas;

end;
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