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Resumen

En esta tesis damos una equivalencia entre las categorias A — Mod y Fun®(P4, R — Mod) dado
un funtor de Green en biconjuntos A, que nos da una nueva definicion de A-mdédulo, andloga a
la definicién de funtor de biconjuntos. Asi mismo, proporcionamos una clasificaciéon de los A-
modulos simples con un tnico grupo minimal (hasta isomorfismo), empleando técnicas similares a

las que se usan para la clasificacion de los funtores de biconjuntos simples.



Abstract

In this thesis, given a Green biset functor A, we provide an equivalence between the categories
A — Mod and Fun®(P4,R — Mod), which gives us a new definition of an A-module, analogous
to the definition of a biset functor. We also provide a clasification of simple A-modules with a

unique minimal group (up to isomorphism), using similar tecniques to the used in the clasification
of simple biset functors.



Introduccion

Los funtores de biconjuntos aparecen naturalmente en distintas dreas de las matemadticas. Algu-
nos ejemplos de estos son los funtores de representaciones (sobre un campo de caracteristica 0), la
cohomologia y el funtor de Burnside. Estos funtores y categorias relacionadas han sido estudiados
ampliamente desde los 80’s, siendo actualmente Serge Bouc [1] uno de los mas importantes en esta
4rea. El mismo es quien introdujera el concepto de médulo sobre un funtor de Green en biconjuntos

en los 90’s, que generaliza a los funtores de biconjuntos.

Nadia Romero [2], en su tesis doctoral proporciona una clasificacion de los funtores de bicon-
juntos simples en términos de un grupo H y un ROut(H)-mddulo simple, y también una clasifica-

cion de los médulos sobre funtores de Green en biconjuntos con un tnico grupo minimal.

Este trabajo se divide en dos capitulos: en el primero, proporcionamos la definicion natural
de médulo sobre un funtor de Green en biconjuntos y una equivalencia de categorias que nos da
una nueva definicion, parecida a la definicién de funtor de biconjuntos (que no son otra cosa que
los médulos sobre el funtor de Burnside), y resultando esta mucho mds manejable para nuestros
fines; en el segundo capitulo, inspirados en el procedimiento de Romero para la clasificacion de los
funtores de biconjuntos, damos una clasificiacién de los modulos simples sobre funtores de Green

en biconjuntos con un Unico grupo minimal, dada en términos de un grupo y un médulo simple.
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Capitulo 1

Moédulos sobre funtores de Green en biconjuntos

El anillo de Burnside de un grupo finito H, B(H), es el grupo de Grothendieck de la categoria
de H-conjuntos izquierdos finitos; este es un anillo con multiplicacion inducida por el producto
cartesiano. Si R es un anillo conmutativo con unidad, se denota por Bgx(H) a la R-dlgebra R® B(H).
Dados grupos finitos H y K, un (H, K)-biconjunto X es un conjunto con una accién izquierda por
H y una accidn derecha por K, y es tal que las acciones conmutan. Cada (H, K)-biconjunto X puede
ser visto como un H x K-conjunto: definiendo (4, k)- x := h-x-k™!, X adquiere estructura de (H, K)-
biconjunto. Reciprocamente cada H X K-conjunto X puede verse como un (H, K)-biconjunto, si
definimos i - x := (h,1) - xy x-k := (1,k™!) - x. La notacién yXx := X hace implicito el hecho
de que X es un (H, K)-biconjunto, y asi diremos simplemente que X es un biconjunto. Dados
biconjuntos y Xk y kY1, el producto cartesiano X X Y hereda estructura de K-conjunto con la accion
k-(x,y) := (x-k™', k-vy). El conjunto de érbitas de esta accién, X x Y/K, tiene estructura natural de
(H, L)-biconjunto, dada por & - [x,y] -l := [h - x,y - [], que denotaremos por y Xg ox ¥, = X o Y.

Introducimos a continuacién los conceptos de funtor de biconjuntos y funtor de Green en bi-

conjuntos.

DernicION 1.1. Sea R un anillo conmutativo con unidad. Definimos la categoria {2x en objetos
como la clase de todos los grupos finitos, y para H y K grupos finitos, homq,(H, K) = Bg(H, K) :=
Br(H % K), donde Bg es el funtor de Burnside. Un funtor de biconjuntos M es un funtor contrava-

riante de () en la categoria R — Mod.

DEerinicioN 1.2. Un funtor de Green en biconjuntos A es un funtor de biconjuntos tal que para

cualesquiera H, K € Ob(£)g) existe una aplicacion R-bilineal

tax 2 ACH) x A(K) — A(H x K)

que satisface:
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1. VH,VK € Ob(Qg), upx es natural en H y en K: si L € Ob(Qr) y yX. € Br(H,L), Y, €
Br(K, L), los diagramas

MHK

A(H) X A(K) A(H x K)
A(gXp)x1dak ] T A(axx XXKpxk)
A(L) x A(K) — - A(L x K)
MH.K
A(H) x A(K) A(H x K)
Iday<A(k Y1) T ] A(uxk HXY yxt)
A(H) x A(L) : A(H x L)
conmutan.
2. VH, K, L € Ob(£dy), el diagrama
ldamyXpk,L
AH) x A(K) x A(L) AH) X A(K X L)
prx XIdar) l LHH,KXL
MHXK,L
A(H X K)x A(L) A(HX KX L)

conmuta.
3. de € A(1) tal que YH € Ob(Qg),Ya € A(H),

A(gH X 1) (up,i(a, €)) = a = A(gl X Hixg)(u1 u(€, a)).

Si Ay B son funtores de Green en biconjuntos y f : A — B es una transformacion natural,

diremos que f es un morfismo de funtores de Green en biconjuntos si:

1. fi(es) = €p, donde €4 es la unidad de A y €z es la unidad de B,
2. fuxx(a X b) = fy(a) X fx(b), para cuales quiera H y K grupos finitos, a € A(H), b € A(K).

En adelante, diremos simplemente funtor de Green en lugar de funtor de Green en biconjuntos,

que no resulta ambiguo en este texto, y denotaremos uy g(a, b) simplemente por a X b.

En la literatura, es posible encontrar multiples definiciones equivalentes de funtor de Green. La
equivalencia que se prueba a continuacién da una definicién de funtor de Green mucho mas natural,
aunque menos manipulable que la definicién que ha sido dada ya. Ahora, si X y Y son H-conjuntos
izquierdos, z«X X Y es un H-conjunto con la accion dada por 4 - (x,y) := (h-x,h-y)parah € H,

(x,y) € X X Y, y andlogamente se define Z X Way para H-conjuntos derechos Zy W.
ProposiciON 1.3. Son equivalentes:

1. A es un funtor de Green.
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2. A es un funtor de biconjuntos tal que, para cada H € Ob(Qg), A(H) es una R-dlgebra
asociativa con unidad, yN¢ : H — K, se tiene
a) A(ysKg) es homomorfismo de R-dlgebras.
b) (Identidades de Frobenius)Va € A(H),Yb € A(K),

A(xKsp)(a@)b = A(x Kop)(aA(ys Ki) (D))
bA(kKsp)(a) = A(xKop)(A(gs Kx)(D)a).

Demostracion. 1 = 2. Para a, b € A(H), definimos
ab := A(yeH X Hgyg)(a X b),
que le da a A(H) estructura de R-4lgebra asociativa con unidad A(y1,)(€): en efecto, si a € A(H),
A(ul1)(€)a = A(geH X Husxu)(A(u11)(€) X a) = A(gaH X Hpx onxn 1 X Hix)(€ X a)

=A(gl X Hixp)(€ X a) = a,

donde [(hy, hy), (1, h4)] — (1, hohy) define un isomorfismo de pgeH X Hyxy opxg 1 X Hixg en gl X
H\«y, y de forma andloga obtenemos que aA(y1,)(€) = a. Si ademads b, c € (H),

a(b + ¢) = A(aH X Hyx)a X (b + ©)) = A(ygaH X Hyer)(@ X b+ a X c)

= A(yaH X Hyxg)(a X b) + A(geH X Hyxg)(a X ¢) = ab + ac,

y de forma similar se obtiene (a + b)c = ac + bc. Ademés,
a(bc) = A(gaH X Hyxp)(a X A(gaH X Hyxp)(D X ¢))

= A(paH X Hyxrn)(A(gxna H X (H X H) pxrixi)(@ X (b X ¢))
= A(geH X Hpxn opxpe H X (H X H)pxuxu)(@ X b X ¢)
(ab)e = A(geH X Hyxry)(A(geH X Hyxr)(a X b) X ¢)
= A(geH X Hyxp)(A(paxp(H X H) X Hyxpx)((a X b) X ¢)
= A(gaeH X Hpxp opaxy (H X H) X Hyygxp)(a X b X ¢)
donde es facil ver que yaH X Hyxy opsd HX (H X H)gwpsn Spe H X Hyxy opaxy (HX H) X Hyspxw,

y por lo tanto, a(bc) = (ab)c.

Sea ¢ : H — K un homomorfismo de grupos, a,b € A(K). Usando la naturalidad de las

paridades, tenemos las siguientes ecuaciones:
A(H¢KK)(ab) = A(H¢KK Okd K x KKXK)(a X b)

Al Kx)(D)A(e K )(b) = A(gaH X Hyser)(A(po K )(a@) X A(gs K ) (D))
= A(pgaeH X Hyxr omxaoe K X Kgxg)(a X b)
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Observando que la aplicacion
oKk ogi K X Kxxk —>pd H X Hyxp 0o K X Kgx
[kb (k29 k3)] = [(1’ 1)’ (klkZ’ k1k3)]
es un isomorfismo de biconjuntos, se tiene que
A(psKi)ab) = Ao Kx)(D)A(1s K )(D).
Ademas,
AlneKx)(A(k11)(€)) = A(ue Kk o 11)(€) = A(u11)(€)
y asi, A(y+Kx) es homomorfismo de R-4lgebras con unidad.

Sean ahora a € A(K), b € A(H). Tenemos las siguientes ecuaciones:

aA(gKsp)(b) = A(gaK X Kgxi)(a X A(xKop)(D))

= A(geK X Kgxk 9kxx K X Kiaxsgy)(a X b)

A(xKsp)(A(gs Kx)(a)b)
= A(x Ko )(A(gaH X Hpx)(A(ne Ki)(a) X b))

= A(gKop oga H X Hyxp oppoxia K X Hyx)(a X D).

Las aplicaciones

KdK X KKXK OKxK K X KldX¢K><H —>Kd K X Kld><¢K><H

[(ki, ko), (k3, ks)] = (kiks, koks)

Koy oga HX Hywg ogsxpoxia K X Hyyg —ga K X Kuaso gy

(k1. (h1, Bo), (kay B3)] = (ki (hahz), p(h5 1y oy )ks)
definen isomorfismos de biconjuntos, y por lo tanto aA(xKey)(b) = A(xKep)(A(geKg)(a)b). La
ecuacion
bA(xKsp)(a) = A(kKon)(A(ye Kg)(D)a).
se obtiene de manera andloga a la anterior.

2= 1.Paraa € A(H),b € A(K), definimos a X b := A(gxxHy)(@)A(yxx Kx)(b). La aplicacion X es

bilineal por construccion.
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Para probar la naturalidad de X en H, obsérvese que si y X, y Y7 son tales que, Ya € A(L),Vc €
A(T),¥b € A(K),
A X X K (Al L)(@A(1xx Kx) (D)) = A(axx Hy o Xp)(@)A(axx Kk )(D)

Ak Y X Kryg)(A(rsxx Tr)(©)A(rxx Kx)(b)) = A(xx L o1 Y1)(©)A(1xx Kk )(D)
entonces
A(pxx(X 0 Y) X Krxg)(A(rxx T1)(0)A(7xk K )(D))

= A(gxx X X Kixk orxkx ¥ X Krxg)(A(rxx Tr)(O)A(rxx Kx)(D))
= A(gxx X X Kpxx)(A(exx Lr o Y1)(©)A(1xx Kx)(b))
= A(axx X X Kpxx)(A(ixx LA YT)(€)A(xx Kk )(D))
= A(uxxHu © (uXr oL Y1))(O)A(uxx Ki)(b)
Asi, tomando en cuenta que los biconjuntos transitivos generan a Bg(H, L), y por la descompo-

sicién de Bouc para biconjuntos transitivos, podemos reducir a los casos en que X es de las formas

wolpy gHop,cong : H— Ly : L — Hhomomorfismos de grupos.

En el primer caso, A(g¢L;) es homomorfismo de anillos, como también 1o es A (g gexia LX K« ),
y entonces
Alpxioxial X Kpx)(A(ixx L) (@A (1xx Kk )(D))

= A(gxgoxia L X Kixx opxx Li)(@)A(gxgoaaL X Kpxg orxix Kg)(b)
= A(uxxHu oo Lr)(@)A(uxx Kx) ().

Considerando ahora yHy, tanto este biconjunto como gyxxH X Kuxiapyg satisfacen la identidad

de Frobenius, tenemos
A(axxH X Koxaapy g )(A(pxx L )(@)A(1xx K )(D))

= A(uxxH X Kuxiapxg orxx L)(@)A(axxKk)(D)
= A(uxxHu oy Hop)(@)A(uxx Kk )(D).
Esto prueba la naturalidad de X en H. Procediendo de forma analoga, se prueba que X es natural

en K.
Sean ahoraa € A(H), b € A(K) y ¢ € A(L). Se tiene

aXx(bxc)
= A(axxxt Ha)(@)A(xxxt K X Lix)(A(kxe Kx)(D)A (k< Lr)(c))

= A(axxxt Ha)(@)A(xxxi Kk )(D)A(rxkxrL)(€)
= A(axxxtH X Kpxi)(A(axx Ha)(@A(axx K ) (D) A(axgxLr)(€)
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=(axb)yxc

Finalmente, sea € el elemento identidad de A(1), a € A(H). Entonces

A(gl X Hixp)(€ X a) = A(pl X Hixpg)(AGxa 1)(€)AGxn Hu) (@)

= A(ul X Hixpg o1xu 11)(€)A(g1 X Hixy o1xy Hy)(a)
= A(rl1)(©A(gHy)(a) = a

y de igual manera, se satisface A(yH X 1yx;)(a X €) = a. Por lo tanto, A es un funtor de Green.O

Bg, el funtor de Burnside, es un funtor de Green, con paridad definida, para z X un H-conjunto y
kY un K-conjunto, como g«xX X Y, el producto cartesiano, y extendida por linealidad a elementos
de los respectivos anillos de Burnside, donde el 1-conjunto ;1 es el elemento identidad, y para
un biconjunto gYy, definimos Bg(xYy)(yX) :=x Yy oy X, extendiendo esta definicion sobre todo
Br(H) R-linealmente.

Si A'y B son funtores de Greeny f : A — B es un morfismo de funtores de Green, entonces,
para un grupo finito H'y 1,a,b € A(H), se tiene que fy(1) = fu(A(gli)(€r)) = B(yli)(fi(e)) =
B(u11)(ep) = 1 € B(H) y que fy(ab) = fy(A(yeH X Hyxp)(aX b)) = B(yaH X Hywp)(fuxu(a X b)) =
B(yeHX Hywp)(fu(a)X fu(b)) = fu(a) fu(b),lo que dice que fy es un homomorfismo de R-algebras.

Lema 1.4. Para cada funtor de Green A, existe un tinico e : B — A morfismo de funtores de

Green.

Demostracion. Definimos ey(yX) = A(yXi)(€4) para un H-conjunto zX y extendemos esta
definicion R-linealmente a todo Bg(H): se satisface que e;(11) = A(11,)(ea) = €, tomando en
cuenta que |1 = €g,, ¥ epxx(uxx X XY) = A(uxx X X Y1)(€4) = A(uxx X X Y1)(AG 1 X 11x1)(€4 X €4)) =
A(axxX X Yix1)(€a X €1) = A(uxx X1)(€4) X A(Y1)(€1) = eg(uX) X ex(KY). Si f : B — A es otro
morfismo de funtores de Green y y X un H-conjunto, fy(gX) = fu(pXi 01 1) = fu(Br(gX1)(11)) =
AGXD(fiGD) = AGuX1)(e&) = en(sX) y entonces f = .0

Si A es un funtor de Green y H es un grupo finito, Ay dado por Ay(K) = A(K X H) y
Ag(xXr) 1= A(kxuX X Hpxy) es también un funtor de Green, con la paridad dada por a X b :=
A(KXLXHK X H XL X HKXHXLXH)(a X b) paraa € AH(K), be AH(L), Yy con identidad A(lell)(E).

DEernicION 1.5. Sea M un funtor de biconjuntos, A funtor de Green. Diremos que M es un

modulo sobre A, o simplemente un A-mdédulo, si VH, K € Ob(L)g), existe una aplicacion R-bilineal
vak : A(H) X M(K) — M(H X K)

tal que
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1. VH,K € Ob(€dg), vux es natural en H y en K: Si L € Ob(Qg) y yX, € Br(H,L), Y, €
Br(K, L), los diagramas

VHK

A(H) x M(K)

M(H x K)
A(gXL)xIdmk) T T M(gxx XXKpxk)

A(L) x M(K) —=~ AL % K)

VHK

ACH) X M(K) M(H x K)
TdamXM (kY1) T T M(gxx HXYgxL)
ACH) X M(L) ; M(H X L)

conmutan.
2. YH, K, L € Ob(Q)), el diagrama

IdA(H)XVK,L
A(H) x A(K) x M(L) A(H) x M(K x L)
VH’KXIdA(L) l j VHKXL
A(H x K) X M(L) ——2* M(H % K x L)

conmuta.
3. YH e Ob(QR), Vm € M(H), M(Hl X HIXH)(VI,H(Es m)) =m.

Si My N son A-médulos, diremos que ¢ : M — N es un morfismo de A-mddulos si es

transformacion natural tal que para cuales quiera H y K grupos finitos, el diagrama

VHXK

A(H) X M(K) M(H x K)
layXdk l l DHXK
A(H) x N(K) —=£ N(H x K)

conmuta.

Escribiremos a X m en lugar de vy g(a, m). Denotaremos por A — Mod la categoria de médulos
sobre un funtor de Green A con los morfismos de A-modulos. La siguiente proposicion es analoga
a la proposicién anterior.

ProposiciON 1.6. Sea A un funtor de Green. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. M es un A-modulo,
2. M un funtor de biconjuntos tal que para cada H € Ob(Qg), M(H) es un A(H)-mddulo, que

satisface
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a) V¢ : H— K, Vae A(K),Ym € M(K), M(ysKg)(am) = A(ys Kx)(@)M (s Kx)(m).
b) (ldentidades de Frobenius) V¢ : H — K,VYH,K € Ob(Qg),a € A(H),m € M(K),m’ €
M(H),b € A(K),

Ak Ksp)(a)m = M(xKop)(aM (7o K )(1m))

bA(kKer)(m') = M(xKopg)(M (s Kx)(D)m').

Demostracion. La prueba es similar a la de la Proposicion 1.3. O

Denotaremos por 17 a H visto como (1, H X H)-conjunto, con accion derecha h - (hy,h2) =

h;lhhz, y por?] a H como (H X H, 1)-conjunto, con accion izquierda (hy, hy) - h = hihh; L

Sea A un funtor de Green. Definimos la categoria $4, con Ob(P,) la clase de todos los grupos
finitos, y para cada H y K grupos finitos, homp,(H,K) = A(H,K) := A(H X K), tal que si a €
A(H,K),b € A(K, L), definimos la composicién por

P
aob :=A(gx H X K X Lyxgxkxr)(@ X b).
Noétese que esta composicion estd de izquierda a derecha, de forma andloga a la composicion de

biconjuntos, y no de derecha a izquierda como se denota usualmente. Para H € Ob(P,), A(ﬁ)(el)
es la identidad de A(H, H): Seaa € A(H, K),

— — —
A(H)(€) o a = A(uxxH X H X Kpxrxrxk Oaxaxaxk H X H X Kpyx)(€ X a)

donde gyx H X ﬁx Kusuxaxk oHXHXHxK?IxHX Kixuxk es isomorfo a . x H X Kyyx, viala aplicacion
[(hy, ha, ky), (hs, hg, k)] = [hyhshohy, kik; ], por lo tanto, A(T—I))(e) oa = a, y procediendo de manera
similar, se prueba que b o A(?I)(e) =bparab e AK, H).

Es claro ademas que #, es una categoria R-lineal. Consideremos ahora Funy (P4, R — Mod), la

categoria de funtores R-lineales contravariantes de 4, en R — Mod. Se tiene lo siguiente:

TeoremA 1.7. Las categorias A — Mod y Funy (P4, R — Mod) son equivalentes.

Demostracién. Sea M un A-médulo. Definimos M como M(H) := M(H) para H € Ob(P,4) y
M(a)(m) = M(ygH X ?HxKxK)(a X m)paraa € A(H,K),m € M(K). Se tiene:

Seana € A(H,K),b € A(K, L), m € M(L), entonces

M(a o b)(m)
— —
= M(gH X Lpxixi)(A(uxH X K X Lpxgxgxe)(@ X b) X m)

— «—
= M(HH X LHXLXL OyxIxL HXx K XLX LHxKxKxLxL)(a X b X m)
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M(a) o M(b)(m)
— —
= M(yH X (IEHxKxK)(a X M(xkK X LKxLxLz(_b X m))
= M(HH X KHXKXK OHxKxK HXxKXK x LHXKXKXLXL)(a X b X m))

donde
[(h1, 1), (ha, ki, b, 13)] & [(hiha, 15 5), (1, kg, 1, 1)]
de
— —
wH X L gxixr, Ouxixe H X K X L X LpygxkxixL
en

— —
aH X K pxgxk Onxkxk H X K X K X L gxgxkxixt
es un isomorfismo de biconjuntos, y por lo tanto M(a o b) = M(a) o M(b).

Consideremos ahora A(ﬁ)(e), m € M(H). Entonces
— > «— —
M(A(H)(€))(m) = M(yH X Hpxpxu)(A(H)(€) X m)
«— -
= M(yH X Hpyxpxn Ouxaxa H X Hg)(e X m) = m
pues no es dificil observar que yH X ﬁ HxHxH © ngxH?I X Hy es isomorfo a yHy.

De lo anterior, tenemos que MeF uny(Pa, R — Mod).

Sean M, N € A—Mody ¢ : M — N un homomorfismo de A-médulos. Definimos ¢ : M — N
como 5}1 := ¢y. Entonces, si H, K € Ob(P,), a € A(H, K), el diagrama

M(H) N M(H)
M(a) T ] N(a)
M(K) e N(K)
es igual al diagrama
M(H) 2~ N(H)

M(HHXFkaxK)(dXJ T T N(HHXXHXKXK)(GX—)
K
M(K) — N(K)

que conmuta pues VYm € M(H) se satiface

N(iH % K )@ X ¢ (m)) = NGgH X K o) @ (@ X m))

= (M H X K@ x m)).
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Por lo anteior, las asignaciones M — M y ¢ — ¢ definen un funtor covariante de A — Mod en
Fun®(Ps, R — Mod).

Ahora, sea N € Fun’(P4, R — Mod). Definimos N(H) := N(H). Sea e el tnico homomorfismo
de funtores de Green de By en A, para yXx € Br(H, K) definimos N(HXK) = N(egxx(uXk)) :
N (H) — N (K). Se verifica entonces que N es un funtor contravariante de Qr en R — mod.:

Si y Xk € Br(H,K),x Y1 € Br(K, L)
N(HXK og Y1) = N(enxr(uXk ok Y1)
= N(enxx(1Xk) © N(exx (kY1) = N(uXx) o N(x Y1)
N(HHH) = N(euxu(nHp)) = N(A(HxHﬁl)(f)) = IdN(H) = Idﬁ(H)
Asi, N es un funtor de biconjuntos.

Paraa € A(H),m € N (K), definimos a X m := N(A(gxxxxH x?(H)(a))(m) que por construccion
es R-bilineal. Entonces, para yX; € Br(H, L),x Y, € Br(K, L), consideremos el diagrama

A(H) X N(K) —= N(H x K)
Al X)Xl d g, T ] N(xk XX K1)
A(L) x N(K) — N(L x K)
Tenemos las siguientes ecuaciones
N(xxX X Kpx))a X m)
= N(A(axxxexx X X K1)(€))(N(A(zxxxx L X ?L)(Cl))(m))
= N(Aeixk X X Ki)(©) 0 Al L x K)(@)(m)

ﬁ
AlaxrxixkX X K1)(€) X A(zxxxx L X Kp))(a)
— -
= A(axkxkH X K X L X K X Kpsgsixkxixkxk ©HxkxLxkxLxkxk X X K X L X Ky )(€ X a)

— -
= A(axkxkH X K X L X K X Kpskxixkxixkxk ©HxkxIxkxLxkxk X X K X L X K)(a)

A(uX0)(@) x m = N(A(asxsx H X Ky oy X1)(@))(m)
= N(AssxH X K1 oy X1)(@))(m)

Pero

— —
HxkxkH X K X L X K X Kpygxixkxixkxk ©HxkxLxkxLxkxk X X KX L X K,
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es isomorfo a
e
axkxkH X Ky oy Xp,

y por lo tanto, el diagrama conmuta.

El diagrama
A(H) x N(K) —= N(H X K)
IdagnxN(x Y1) T ] N(usk HXY i)

A(H) X N(L) — N(H x L)

también conmuta, y se prueba de manera similar a la conmutatividad del diagrama anterior.

Probaremos ahora que las paridades definidas son asociativas. Sean H, K y L grupos finitos.

Entonces
A(H) X A(K) X N(L) AH) X N(K X L)
A(H % K) X N(L) NHXK X L)

Sea (a,b,m) € A(H) X A(K) x N(L). Se tiene
aXx(bxm)

—_— —
= N(A(uxkxixkxtH X K X Lg)(a))(N(A(gxix. K X Lg)(b))(m)
—_— -
= N(A(axkxixxxtH X K X Lg)(a) o A(gxixi K X Lg)(b))(m)
%
= N(A(pxixixxe.H X K X L X K X L X Ly gxixkxixkxLxL
—_— -
<+ opkxixkxixkxixl H X K X L X K X L gyg)(a X b))(m))

por otro lado
ﬁ
(ax D) xm = N(A(uxxxixtH X K X Lpxx)(a X b))(m)

y tenemos que

(_
HxkxIxx . H X K X L X K X L X LpygxixkxIxkxLxL
—_— —
O kxIxKxIxkxixl, H X K X L X K X Lyxg

es isomorfo a

ﬁ
HxkxixtH X K X L pyg

y por lo tanto, el diagrama conmuta.
Para concluir que N es un A-médulo, finalmente observamos que
N(u1 X Hyxpr)(e X m)

= N(AGuixar ] X HYE)N(AGiixr 1 X H1)(©)(m))
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= N(AGraxnl X Hi)(€) © Al X Hi)(©)m)
= N(e(gl X Hixn) © e(1xu 1 X Hy))(m)
= N(e(y1 X Hixp o1xu 1 X Hp))(m)
= N(e(yHp))(m) = N(AGH)(@)(m) =
Sean ahora M'y N en Fung (P4, R—Mod),y ¢ : M — N una transformacion natural. Definimos

¥ de M en N como gy := ¥y. ¥ es un homomorfismo de A-médulos: Sean H y K grupos finitos,
uXx € Br(H, K), entonces

UM (5 Xx)(m)) = Y(M(e(uXg))(m)) = N(e(uXx) @k (m))
= N(uX)@x(m)

lo que prueba que ¢ es una transformacién natural. Ademads, sia € A(H) y m € M(K),

~ -

Ynxx(axm) = Yuxg(M(A(axxxxH X Ky)(a))(m))

_} —_—
= N(A(uxxxxH X Ku)(@)(@x(m)) = a X yx(m),
que prueba que ¥ es un homomorfismo de A-médulos.
Asi, N = N, ¢ — i definen un funtor covariante de F uny(Pa, R — Mod) en A — Mod.

Por la manera en que han sido definidos los funtores anteriores, tenemos que M =My
qb ¢ para My N en Ob(A — Mod) y ¢ € Homa_p,qa(M,N), T = Tyx// YyparaT y Wen
Ob(Fun®(P4, R — Mod)) y & € Homppop, r-moay(Ts W).

Las asignaciones M +— M, ¢ - 5 y A]}/ - N , U {17, definen isomorfismos de categorias, uno
inverio del otro: si M € Ob(A — _/ylod), M(K) = M(K) como R-médulos para cada K; sia € A(K),
m e M(K)y x’ es la paridad de M, se tiene que

— — — —
ax'm= M(A(uxxxxH X Kp)(@))(m) = M(pxxH X K X K pxgsexx)(A(axxxx H X Kp)(a) X m)

— —
= M(axxH X K X K pxgxixk OHxkxkxk H X K X Kpyg)(a X m) = a X m,

— ~— s e .,
dado que gxxH X K X K gxxxkxk Oxkxkxk H X K X Kpgxx Zpxx H X Kpxk. No es dificil ver también

que dado Xk un biconjunto, M(yXx) = M(yXk), y por tanto M = M.

Si N € Ob(Fun’(Ps,R — Mod)), N(K) = ﬁ como R-moédulos para cualquier grupo K; si
ac€A(H,K)yne NK),

N@(m) = NHX Kagi)@xn) = Nensaisi rHX K i) VA G H X K K i) (@)(1)

— —
= N(enxuxxxx(HH X Kpxrxk) © Aluxxxxxx H X KK gxx)(a))(n),
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pero

— —
enxaxkxk(HH X K gxgxkx) © AlaxkxkxkH X K X K gxx)(a)
— —
= A(gxxkH X H X K X K X Kpxpuxxxxxixkxkxk ) €nxaxxxk (HH X K pgxkxk)
ﬁ
XA(mskxkxkH X K X K gyg)(a))
— —
= A(axxkH X H X K X K X Kpyxaxgxkxaxkxkxk AaxaxxxkxmxkxkH X K1)(€)
H
XA(pxkxkxkH X K X K gxg)(a))
— - -
= A(gxxkH X H X K X K X Ky Hxkxkxixkxkxk CHxHxkxkxHxkxkxk H X K X H X K X K gxg)(a)

donde
— - = —
HxkH X H X K X KX Ky HxkxkxHxkxkxK OHxHxKxKxHxkxkxk HX KX H XK X K gy Zpxx HX Kpgk

— - = =
Y asi epxrxixk (HH X K pixixx) © Aluxkxkxx H X K X K uxg)(a) = a, N(a)(n) = N(a)(n), N(a) = N(a),
y por lo tanto N =N.O

De aqui en adelante, consideraremos los A-médulos como objetos de Fun$ (P4, R — Mod) y no
como en la definicion original. Esta definicion es mas manejable para nuestros propdsitos, dado
que es andloga a la definicién de funtor de biconjuntos, y de hecho, generaliza a esta: para A = Bg,

P4 es exactamente Qg y asi Fung(Pp,, R — Mod) es la categoria de funtores de biconjuntos.

Ap es un A-médulo, donde definimos naturalmente Ay (@)(8) = @ o 8 para @ € A(K,L),B €
Ag(L).



Capitulo 2
A-médulos simples

Dado un A-médulo M, diremos que un subfuntor N de M es un submddulo de M si N es un

A-moddulo naturalmente.

DEeriNICION 2.1. Sea A un funtor de Green. Un A-médulo S # 0 es simple, si para todo A-
subméduloN < S, N=00N =S§.

DErINICION 2.2. Sea M un A-mdédulo. Diremos que un grupo H es minimal para M si M(H) # 0
y M(K) = 0si |K| < |H|.

Los grupos minimales siempre existen. Para los funtores de biconjuntos, los grupos minimales
son unicos salvo isomorfismo. Para un A-mddulo en general, no se tiene unicidad de los grupos
minimales, para un ejemplo de esto, véase Romero [3]. Sin embargo, atin se puede obtener una
clasificacion para A-mdédulos simples que satisfacen tener un tinico grupo minimal (para ejemplos,
véase Bouc [1] y Romero [2] y [4]), andloga a la clasificacion de los funtores de biconjuntos sim-

ples, y la cual es nuestra meta en este capitulo.

Consideraremos entonces s6lo A-modulos con un tnico grupo minimal salvo isomorfismo en

el resto de este capitulo.

Sea A un funtor de Green, H un grupo. Definimos

A(H x H)

A(H) =
(H) 2k« AH X K) o A(K X H)

Ahora, sean M un A-médulo y H un grupo. Definimos

M(H)
ki< M(A(H X K) o A(K X H))(M(H))

M(H) :=

El conjunto k< A(H X K) o A(K X H) es un ideal bilateral de A(H X H), por lo tanto Z(H)
es un anillo. M(H) por su parte es un A(H X H)-mé6dulo pues M(H) y 3 k< M(A(H X K) o A(K X
H))(M(H)) lo son, si definimos am := M(a)(m) paraa € A(H X H), m € M(H). Observando que
sib e A(H,K),c € A(K,H), (bocym = M(boc)m) € Y xqu MAH X K) o A(K X H))(M(H)),
tenemos que M(H) es anulado por este ideal, y por lo tanto, tiene estructura de A(H)-médulo.

14
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Lema 2.3. A(H) = Ay (H).

Demostracion. Por definicion, Ay(H) = A(H X H). Ahora, si @ € A(H,K), B € A(K,H),
v € A(H, H), se tiene

Ap(aof)(y) =(@of)oy=aoc(Boy) € A(H,K) o A(K, H).

Si consideramos A(H)(€) € A(H x H), entonces A (a o B)A(H)(€)) = (@0 B) o A(H)(€) = a0 B,
de donde tenemos

Z An(AH x K) 0 AK x H))(Ap(H)) = Z A(H x K) o A(K x H).O

IK|<|H] IK|<|H|

Sean M y N A-mddulos, ¢ de M en N una transformacion natural y H un grupo. Consideramos
¢n de M(H) en N(H) y observamos que es de A(H, H)-mddulos, pues dado a € A(H,H) y m €
M(H), ¢py(am) = ¢y(M(a)(m)) = N(a)(pny(m)) = apy(m). En particular, si b € A(H,K),c €
A(K,H), ¢g(M(b o c)(m)) = N(b o c)(¢n(m)), de donde tenemos que ¢y envia ko M(A(H X
K)o A(K X H))(M(H)) en Y k< N(A(H X K) o A(K X H))(N(H)), y asi tenemos un homomorfismo
de X(H)—médulos $ de M(H) en ]V(H), inducido por ¢y. Si T es un tercer A-modulo y ¢ una
transformacion natural de N en 7', se satisface (w/—c?éﬁ/) y = ZH ) $H~ Esto define un funtor covariante
Gy de A— Mod en Z(H) — Mod dado por Gy(M) = M(H) y Gu(d) = EH.

Sea ahora V un X(H)—médulo. Definimos Fpy(K) := homZ(H)(XK(H), V), para cada grupo K,
que es un A(H)-médulo, y por restriccion de escalares, un R-mdédulo. Si a € A(K, L), definimos
Fuv@a) 1 f - (E — f(m)) para cada f € Fpy(L)y b € ZL(H), que no depende de los
representantes pues o es bilineal y f es de A(H)-médulos. Entonces, F rv es un A-médulo. Sea
WV — Wde Z(H)—médulos, definimos (Fyy)x de Fy(K) en Fyw(K) por (Fuy)k(f) =y o f
para f € Fpy(K). Es claro que Fpyy es una transformacion natural de Fyy en Fiyw. Entonces, Fp_
es un funtor covariante de A\(H) — Mod en A — Mod.

Tenemos ademas
Fry(H) = homz, (Ap(H), V) = homzg,, (A(H), V) = V

dado que V es un X(H )-modulo.

Probaremos a continuacion que Fy es adjunto derecho de Gy. Convenimos denotar por (S, 7)
a los homomorfismos de S en T en los objetos de una categoria dada C, en lugar de escribir
homg(S, T). Asi, si M es un A-md6dulo, V un X(H)—médulo, tenemos

Lema 2.4. (M, Fpy) = (Gy(M), V) como R-médulos.
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Demostracion. Dado f € (M, Fyy), consideramos fy : M(H) — Fgyy(H) que es de R-
modulos. Dado que f es transformacién natural, fy es también de A(H, H)-md6dulos si definimos
a-m:= M(a)(m)param € M(H)y a-n := Fgy(a)(n) paran € Fyy(H), en vista de que fy(a-m) =
fu(M(a)(im)) = Fyy(a)(fu(m)) = a - fu(m). Ademas, si a € A(H,K),b € A(K,H), |K| < |H|,
fu((aob)-m) = 0 por la forma en que definimos K;,(H), ast, X k< M(A(H, K)o A(K, H))(M(H)) C
ker fy, por lo cual podemos inducir un homomorfismo de Z(H)—médulos ﬁ, : 1\7I(H) — Fpy(H)
dado por ﬁl(ﬁ) := fu(m). Consideramos ahora el isomorfismo canénico 1 : Fpy(H) — V dado
por (T — m) — m, y definimos ¢(f) :=no f;{ € (Gy(M), V).

Sea ahora g € (Gy(M), V). Sea L un grupo finito. Entonces definimos g, : M(L) — Fgy(L)
dada por m — (a — g(M@(/m))). g es una transformacion natural de M en Fpy: sib € AL, T),
me M(T)yaeA(H),

Fry(b)@r(m)@) = g-(m))(a o b) = g(M(da o b)(m))
= gr(M(b)(m))@) = g(M(a)(M(b)(m))) = g(M(a o b)(m))
lo que prueba que el diagrama

8L

M(L)

Fry(L)
M(b) T T Fuy(b)
M(T) ———— Fyy(T)

conmuta. Definimos entonces ¥/(g) := g.

Sife(M, Fpy), f =¢od(f)es equivalente a probar que f; = ¥ o ¢(f), para cada grupo finito
L.Sime M(L), fr(m)y ¢ o ¢(f)(m) son ;\\(H)-homomorﬁsmos ZZ(H) enV,yparaa € ZZ(H), se

tiene

Yo ¢()L(m)@ =y o fir)L(m)@) =10 fu(M(@)m)) = fr(M(a)m))(1)
= fu(M(@)(®B)(1) = Fuy(@(fum)(1) = fo(m)@)
lo que prueba que ¥ o ¢ = Idyr,, ).
Ahora, si g € (Gu(M), V),
¢ o Y(g)() = 1 0 gy(M) = n(@ > gM(@m)))) = (1 = g(m))) = g(i)
de donde ¢ o ¢ = Id (G, a.v).0

Lema 2.5. Sea S es un A-modulo simple con grupo minimal H. Entonces S (H) es Z(H )-modulo,
X(H) esnoceroyS(H) = §(H).
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Demostracion. S (H) tiene estructura de A(H, H)-mddulo como hemos visto antes dada por
a-m = S(a)(m). Sia € A(H,K),b € A(K,H) con |[K| < |H|, S(a o b)(m) = S(a)(S(b)(m)) =
S (a)(0) = 0 por la minimalidad de H, de donde S (H) tiene estructura de Z(H )-modulo. Dado que
S (H) es no cero, se tiene que si 0 # s en S(H), T-s=s, y por lo tanto, T#0,1lo que prueba que
A(H) es no cero. Finalmente, . xS (A(H, K) o A(K, H))(S (H)) = 0, por lo tanto S (H) = S (H).0

Dado un A-médulo M con grupo minimal H y W un Z(H )-submodulo de M(H), definimos
(W)(K) := (M(A(K, H))(W))

para K un grupo finito. Es facil observar que (W) es un submdédulo de M, al que llamaremos el

submodulo generado por W.

Lema 2.6. Si S es un A-modulo simple con grupo minimal H, entonces S (H) es un X(H )-modulo

simple.

Demostracion. Sea W < S (H). Por ser S simple, (W) = 00 (W) = §. Pero (W)(H) = W dado
que la funcién identidad estd en S (A(H, H)), y por lo tanto W =00 W = S (H).O

Denotaremos por S v a (V) en Fpy, abusando de que Fpy(V) = V.

Lema 2.7. Si 'V es simple, S gy es simple.

Demostracion. Si 7" es es un submoédulo de S gy, T(H) es Z(H)—submédulo de V, por lo tanto
T(H)es 0o V. T es también submodulo de Fyy, por lo tanto, podemos considerar los morfismos
inclusion y cero de T en Fgy; si T(H) = 0, entonces (T, Fpy) = (Gy(T),V) = (0,V) = 0 que
implica que la inclusién de 7' en Fyy y el morfismo cero son iguales y entonces 7' = 0. Si T(H) =
V,Suv(K) =(Fuv(A(K,H))(V))cT(K)yporlotanto 7 = Spy. O

El siguiente teorema da una caracterizacion de nuestros A-médulos simples en términos de su
grupo minimal y su valuacion en este. Esta caracterizacion es unica salvo isomorfismo (sobre el
grupo minimal y el médulo).

TEOREMA 2.8. Sea S un A-mddulo simple. Si H es su grupo minimal y S(H) = V, entonces
S = Spuy. Si K es otro grupo finitoy W un A(K)-médulo simple tal que S = S g w, entonces existe

un isomorfismo de grupos ¢ : H — Ky V =* W como A\(H)—médulos.

Demostracion. 0 = (V, V) = (V, V) = (Gu(S),V) = (S, Fgy), y entonces existe un homomor-
fismo f # 0 de A-mddulos de S en Fyy. La imagen de S bajo tal homomorfismo contiene a S g y:

ker¢ es un submodulo de S, por lo tanto es igual a 0 0 a §, pero f # 0 por tanto el kernel es 0,



2. A-MODULOS SIMPLES 18

asi 0 # fy(V) C Vy por ser de A(H)-médulos, fu(V) =V, todo esto por la simplicidad de V; pero
dado que S es simple también, su imagen es simple, y por lo tanto S = Sy y. Si K es otro grupo
finito y W un A(K)-médulo simple tal que § = Sgw, Hy K son ambos grupos minimales para
S,y por lo tanto isomorfos. V 'y W son isomorfomos como R-moddulos, digamos que ¥ es algtin
isomorfismo entre estos: si ¢ es un isomorfimo de grupos de H en K, entonces @ : V —?% W dado
por ®(a - m) = A( xoHz)(@)¥(m) define un isomorfismo de Z(H )-médulos. O
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