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Resumen

Introducimos una modificacion simple a las simulaciones Monte Carlo de la in-
tegral de camino de Feynman para mejorar el muestreo de interacciones locali-
zadas. Desarrollamos nuevos algoritmos que generan un ensamble de trayecto-
rias en potenciales de fondo simples cuyo efecto es concentrar las trayectorias
alrededor de la region de interaccion y, de este modo, mejoramos el muestreo
estadistico del sistema.

Esto sobrepasa limitaciones de algoritmos previos que sufren un problema de
sobre muestreo para tiempos grandes que limita la precision, causado por la difu-
sién espacial de la raiz cuadrada de las trayectorias de movimiento Brownianas
que estan lejanas de la region de interaccion. Probamos la validez de nuestro en-
foque apelando a trabajo analitico previo sobre la distribucion de la linea de Wil-
son sobre trayectorias de integral de caminos y probamos las mejoras en algunos
sistemas cudnticos simples para ilustrar su alcance.

Palabras clave: mecénica cudntica, integral de caminos, técnica Monte Carlo,
linea de mundo, método numérico.






Abstract

We introduce a simple modification to Monte Carlo simulations of the Feyn-
man path integral to improve sampling of localized interactions. We develop new
algorithms that generate an ensemble of trajectories in simple background poten-
tials whose effect is to concentrate them about the interaction region, reminiscent
of importance sampling, thereby improving the statistical sampling of the sys-
tem.

This overcomes limitations of previous algorithms that suffer a long-time tinder-
sampling problem”that limits precision, caused by the square root spatial diffu-
sion of Brownian motion trajectories away from the support of the interaction.
We prove the validity of our approach by appealing to previous analytic work
on the distribution of the Wilson line over path integral trajectories and test the
improvements on some simple quantum mechanical systems to illustrate their
strength.

Keywords: quantum mechanics, path integral, Monte Carlo technique, worldli-
ne, numerical method.
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Introduccion

El objetivo principal de la mecanica cudntica es determinar la funcién de onda
que representa el estado de un sistema y conocer como evoluciona esta funcion
en el tiempo, es decir, se busca una prediccion de un comportamiento futuro de
un sistema dindmico. El conocimiento de dicho estado es necesario para conocer
las probabilidades para los posibles resultados de mediciones que se hacen en el
sistema.

Existen al menos dos formalismos equivalentes para determinar la evolucién

de un sistema cuéntic: el formalismo operacional o algebraico y el formalis-
mo funcional, mejor conocido como formalismo de integrales de camino. En

el primer formalismo, la evolucién temporal de un estado cuantico es descrita
por la ecuacion de Schrodinger, en donde el operador hamiltoniano que actia en
un espacio de Hilbert toma un rol central. Asimismo, es posible representar la
evolucion temporal para un sistema arbitrario usando el operador de evolucion
temporal para calcular el propagador, que nos proporciona la amplitud de proba-
bilidad de transicién que tiene una particula de ir de un estado inicial a uno final.
Obteniendo la funcién de onda y la evolucién temporal de un sistema determi-
namos por completo su estado, necesario para medir la magnitud de una cierta
observable.

El formalismo de integrales de camino, introducido por R. Feynman [1] es una
alternativa para estudiar sistemas cuénticos. Este formalismo permite calcular el
propagador de un sistema sumando sobre todos los caminos posibles que conec-
tan a un punto inicial y a uno final en el espacio-tiempo, donde cada camino esta
pesado por un factor exponencial cuyo argumento es la accidn asociada a cada
camino. La amplitud de probabilidad total va a ser la suma de las amplitudes par-
ciales dadas por cada camino, que serdn iguales en magnitud pero diferentes en
el factor de fase, que es la exponencial de la accion. En este sentido, el formalis-
mo de las integrales de camino es también llamado formalismo funcional dado

"'Nos referimos a un sistema cudntico no relativista, en caso contrario nos referiremos a la
teoria cudntica relativista como Quantum Field Theory (Teoria Cudntica de Campos) o como
QFT por sus siglas en inglés.
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que se integra sobre un espacio de funciones, donde ahora la funcién lagrangiana
toma un papel principal.

Feynman fue quien originalmente propuso utilizar la integral de camino para una
particula relativista como una herramienta especial en el calculo de amplitudes
para la teoria cudntica de campos [2} 3], pero por un largo lapso esta técnica fue
raramente utilizada. No fue hasta la década de los 90 ’s en donde dicha técnica
se consolid6 adquiriendo el nombre de formalismo linea de mundo con los traba-
jos de Bern-Kosower [4), 5], inspirados en la teoria de cuerdas y con el trabajo de
Strassler [6], que recupero el trabajo de Bern-Kosower para trabajar en el contex-
to de QFT usando las propuestas de Feynman.

En este formalismo amplitudes perturbativas de N puntos son calculadas analiti-
camente por integrales de camino gaussianas sobre trayectorias de particulas
puntuales. Para una revision mds detallada del formalismo linea de mundo en
QFT se recomienda el review de C. Schubert [/] y el reporte mostrado en [8].

El esfuerzo de analizar calculos no perturbativos en este formalismo condujo al
desarrollo en paralelo de técnicas numéricas para la evaluacion de las integrales
de camino relativistas de Feynman. Nieuwenhuis y Tjon desarrollaron una técni-
ca basada en la evaluacion directa tipo Monte Carlo de la integral de camino que
llamaron “representacion de Schwinger-Feynman” [9, 10} [11]] en los 90 s, este
método fue aplicado al andlisis no perturbativos de estados ligados. En el 2001,
Gies y Langfeld [12] retomaron el enfoque numérico tipo Monte Carlo del traba-
jo antes mencionado. En su técnica, ahora llamada linea de mundo Monte Carlo
(WLMC por sus siglas en inglés) o linea de mundo numérico, se discretiza la
integral de camino sobre trayectorias cerradas por una suma sobre un nimero fi-
nito de trayectorias representativas de particulas, llamadas lazos cerradosﬂ Estos
lazos realizan un muestreo del potencial y nos permiten aproximarnos a la inte-
gral de trayectoria que representa el propagador. Asi pues, el formalismo linea de
mundo Monte Carlo se puede aplicar a la solucién de problemas importantes en
el contexto de QFT, por ejemplo, calculos para dar una aproximacion a amplitu-
des de energias de Casimir [13, 114} [15], en difusion cudntica de campos magnéti-
cos [12], en el calculo de tasas de creacion de pares de particulas [[16, [17], cdlcu-
lo de acciones efectivas cuanticas [[18, [19], en el estudio de dindmicas linea de
mundo no perturbativas [20]]; también se ha aplicado para el célculo de tensores,
como el tensor de polarizacion del vacio [21] y tensores de energia-momento
[22, 23]].

A pesar de que el formalismo linea de mundo Monte Carlo fue originalmente
concebido para estimar cantidades fisicas en el contexto de QFT, recientemente

2 Aunque parezca pleonasmo, se menciona lazos cerrados porque existen lazos abiertos, la
naturaleza de los lazos depende de las condiciones de frontera.
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se ha utilizado para trabajar en el contexto de mecanica cudntica no relativista
[24].

Es importante mencionar que este método numérico no es el unico para la eva-
luacién numérica de las integrales de camino usado en la literatura, por ejemplo,
véase [25) 126,127, 28], 29]], pero muchas de estas alternativas evaldan la integral
de camino por principios mds indirectos. Diversos enfoques numéricos para la
evaluacion integral de caminos en la mecénica cudntica de una sola particula,
generalmente, implican una adaptaciéon mas especifica al potencial dado. Usual-
mente uno trata de crear ensambles de trayectorias que se relajan a una distribu-
cién con un determinado peso estadistico, usando algoritmos que usan el método
del baiio de calor [30, 31, 32] y otras implementaciones basadas en algoritmos
iterativos de estilo Metropolis 33} 134} 135, 136]. Se puede alcanzar una mayor pre-
cision en estos métodos si se adapta las simulaciones al problema en cuestion,
modificaciones como el uso de informacion analitica aproximada en el compor-
tamiento del sistema en tiempos cortos [37, 38, 39] o incluyendo funciones de
onda de prueba para mejorar el muestreo numérico [40, 41, 42].

Uno de los beneficios que veremos del formalismo linea de mundo Monte Carlo
es que el método es bastante general, se caracteriza por una construccion rapida
y no recursiva de un ensamble de lazos que es pesada segun la accidn libre, no
la completa, modelando asi un movimiento browniano libre; en este sentido, el
formalismo es universal en cuanto el método deberia ser aplicable a cualquier
potencial cuédntico para dar una estimacion confiable a las integrales de camino.

Pero como todo método numérico, este formalismo no esta libre de errores. El
método tiene principalmente dos fuentes de error de naturaleza numérica inhe-
rentes del paso de lo continuo a lo discreto. El primer error, llamado error sis-
tematico, es debido a la discretizacion de las trayectorias sobre el pardmetro
linea de mundo del tiempo propio. El segundo error, llamado error estadistico,
es debido al reemplazo de la integral sobre trayectorias con una suma sobre un
numero finito de lazos. Ambos errores pueden ser reducidos conforme se aumen-
ta el tamaio del nimero de lazos representativos de las trayectorias y el nimero
de puntos por cada lazo que sustituyen la parametrizacion del tiempo propio. No
obstante de que los errores pueden ser reducidos, en principio, escogiendo un
numero suficientemente grande de nimero de lazos y puntos por lazo, se cono-
ce que los calculos del formalismo linea de mundo Monte Carlo generalmente
pierden precision para valores grandes de tiempo debido al fenémeno numérico
de sobre muestreo de los lazosE] El problema de sobre muestreo es debido a que
la extension espacial de las trayectorias empieza a crecer como la raiz cuadra-
da del tiempo, por lo tanto, para los potenciales localizados se moveran fuera de
la region donde el potencial es fuerte. En el limite continuo esto no representa

3En la literatura este problema es conocido como undersampling u overlap problem.
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un problema ya que obtendriamos las contribuciones o pesos relativos correctos
entre trayectorias que se alejan del potencial y las que no lo hacen, pero con un
numero finito de trayectorias estas propiedades estadisticas se pierden.

Aunque este problema ya es conocido en la literatura, solo pocos trabajos hablan
de un método para superar el problema, por ejemplo, en el trabajo de G. Dun-
ne et. al [43]] implementaron un método tipo cadena de Markov al que llamaron
Monte Carlo Hibrido (HMC por sus siglas en inglés). Este tema también se estu-
dia en [[19] para el caso especifico del oscilador armodnico.

Es objetivo del presente trabajo el estudio y desarrollo de métodos que puedan
solventar de manera eficiente y universal, es decir, aplicado a cualquier poten-
cial, el problema de sobre muestreo en el contexto de la mecdanica cuantica no
relativista, esperando que los avances aqui presentados sean también utiles en el
caso relativista. Ademads se analiza la eficiencia de la implementacion de estos
métodos en cuestion de precision en cdlculos de propiedades fisicas de un siste-
ma.

La tesis estd organizada de la siguiente manera: en el Capitulo[I]damos un breve
repaso del formalismo operacional de la mecédnica cudntica no relativista, poste-
riormente usamos el formalismo funcional para mostrar la integral de camino de
Feynman y presentamos ejemplos detallados del célculo analitico del propagador
para cuatro sistemas fisicos. Introducimos el potencial de camino promedio co-
mo una de las transformaciones integrales del propagador y, finalmente, se mues-
tran histogramas de las funciones de distribucién de probabilidad dadas por el
potencial de camino promedio para dos sistemas fisicos. En el Capitulo 2] revisa-
mos brevemente el espacio fisico en el que se va a trabajar durante el desarrollo
de la tesis e introducimos el formalismo linea de mundo Monte Carlo con su res-
pectiva implementacién numérica. Mostramos el algoritmo base con el que ge-
neramos las trayectorias representativas y discutimos brevemente las principales
limitaciones del método numérico. En el Capitulo [3|evidenciamos el problema
de sobre muestreo para los sistemas que revisamos en el primer Capitulo; pre-
sentamos dos métodos desarrollados para abordar el problema de forma tedrica y
estudiamos de forma detallada funciones de distribucién de probabilidad con la
implementacién de estos dos métodos. En el Capitulo [ se exponen los resulta-
dos obtenidos de la implementacion numérica de ambos métodos y comparamos
con los resultados analiticos para los cuatro diferentes sistemas.

Se muestran en el apéndice pruebas de convergencia para encontrar valores ade-
cuados de un pardmetro importante de los métodos desarrollados y se muestra,
de forma explicita, el codigo utilizado para realizar las estimaciones numéricas.



Capitulo 1

Propagador e integrales de camino

En mecénica cudntica existe una cantidad llamada amplitud de probabilidad aso-
ciada a cualquier proceso mediante el cual un evento en la naturaleza puede tener
lugar. Interpretamos el cuadrado del valor absoluto de la amplitud total como la
probabilidad que tiene el evento de ocurrir. Podemos asociar una amplitud con

el evento global sumando las amplitudes de cada proceso alternativo, es decir,

la amplitud para un evento es la suma de las amplitudes de las diferentes formas
alternativas en las que el evento puede ocurrir.

Consideremos a una particula moviéndose de un punto y a un punto x en un
intervalo de tiempo dado, puede considerarse que la particula ha hecho esto a
través de un cierto camino en el espacio y en el tiempo. Por lo tanto deberiamos
asociar una amplitud parcial con cada trayectoria posible, la amplitud total serd
la suma de las contribuciones de cada uno de los caminos posibles. El camino

o trayectoria que resuelve la ecuacion de movimiento cldsica es solo una de las
muchas trayectorias posibles que la particula cuantica puede tomar. Esta idea se
le atribuye a R. Feynman con sugerencias previas hechas por Dirac sobre la fase
que toma cada camino, proporcional a e#°. Esta nueva forma de ver la amplitud
de probabilidad de transicion de un sistema cudntico representa el nicleo del for-
malismo funcional de las integrales de camino, el cudl debe ser tratado de forma
cuidadosa matematicamente hablando.

Es proposito de este capitulo mostrar un primer acercamiento al formalismo fun-
cional y mostrar ejemplos practicos sobre su uso para diferentes sistemas cudnti-
cos; estos sistemas servirdn como punto de partida para probar nuestros méto-
dos numéricos mas adelante. Para introducir la integral de camino es preferible
empezar con un breve repaso sobre el formalismo operacional estdndar del cudl
hablaremos a continuacion.
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1.1. Formalismo operacional

Encontraremos que, en mecdnica cudntica no relativista, el problema fundamen-
tal es determinar la evolucion temporal de los estados cudnticos, necesarios para
obtener informacién sobre la amplitud de probabilidad del sistema. Para un es-
tado |1 (0)) a tiempo ¢, = 0, la ecuacion de Schrodinger provee el estado en un
tiempo posterior ¢, es decir, |1(t))

0 .
i (0) = () (1.1

donde H es el operador hamiltonian El conocimiento del estado a un tiempo
to implica su conocimiento en todos los tiempos posteriores.

En el espacio de posiciones la ecuacion de Schrodinger se ve como

Z-%W(t» _ / dy (x| H]y) (gl (1))

igvtet) = [ dy |l v

(1.2)

donde hemos introducido la descomposicion de la identidad

- / dy [y . (1.3)

Tomando A2
A= 1v@) (1.4)

2m
obtenemos, por una parte en el elemento de matriz, para el componente de la
energia potencial

(z[V(2)|y) = V(z){zly) = V(x)o(z —y).

'A lo largo de la tesis trabajaremos en unidades naturales, por lo tanto i = ¢ = 1.
2Por simplicidad en la notacién, en este capitulo trabajaremos en una dimensién. La genera-
lizacién a tres dimensiones es directa.
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Representamos la parte cinética como sigue:

<Jr y> = %/g—ﬁmmz (ply)

1 32/ etr(z—y)

2m Ox? 2

1 0
= oo’ Y

]52

2m

donde hemos insertando la descomposicion de la identidad pero ahora en térmi-
nos de los eigenestados de momento (definidos por p|p) = p|p)):

H=/dp 1) (p]. (1.5)

Substituyendo obtenemos

avtet) = [a [—ia—25<x— y) + V(@) — )| vy 1)

"ot 2m Ox?
t) = Lo \%4 t 1.6
igoat) = g V)| vt (1.6

que es la version usual de la ecuacion de Schrodinger.

1.2. Operador de evolucion temporal

Una formulacion alternativa para encontrar la amplitud es en términos del opera-
dor de evolucion temporal U (t, to) definido como

it ot = {0 (20 (1.7

es decir, el operador de evolucion aplicado al estado o ket |¢(¢y)) produce el
estado en un tiempo posterior: |1 (1)).

Como consecuencia de la definicioén anterior tenemos que

U(to, to) = 1 (1.8)
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Substituyendo (1.7) en la ecuacién de Schrodinger, se tiene:

0 .
@EU(t,to) [U(to)) = U(t, to)H |1(to)) (1.9)
de la cual obtenemos
L0 -
ZEU(Eto) =U(t,t9)H. (1.10)

Cuando el operador hamiltoniano H no depende del tiempo, (|1.10) puede ser
facilmente integrada, tomando en cuenta la condicién (1.8) se obtiene:

Ul(t, to) = 0(t) e A (t=t0) (1.11)

donde 6 es la funcién escalon de Heaviside definida como

0(t) = {(1) izg (1.12)

Con el operador de evolucién temporal definido podemos calcular la evolucion
temporal de una funcién de onda dada v (y, to) como sigue, recordando que
¥(x,t) = (x|1(t)). La evolucion temporal de la funcién de onda esta dada por

Y(x,t) = <$|U(tat0)|¢(to)>
_ / dy (20 (1, 10) ) (ylib(to))- (1.13)

1.3. Propagador

Definimos el elemento de matriz del espacio de posiciones del operador de evo-
lucién temporal como

K(z,y;t,t0) = (x|U(t, to)|y) = (w|e 1) |y) (1.14)

K es usualmente llamado el propagador ya que da la amplitud para una particu-
la en la posicidn inicial y al tiempo ¢, para propagarse a la posicion final x al
tiempo ¢.

Conociendo la expresion para el propagador y la funcién de onda al tiempo ini-
cial podemos generar la evolucion temporal de la funcion de onda
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Podemos obtener una representacion diferente del propagador de la siguiente
manera. Ya vimos previamente que la evolucion temporal de un estado puede
darse a través del operador de evolucién temporal [1)(t)) = e~y (ty))
donde |1)(ty)) obedece la ecuacién de eigenvalores H|i(ty)) = E[(to)), que es
la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo. En esta ultima ecuacion,
E, 1a energia total del sistema, es el eigenvalor del operador H.

En general, para un operador O, su espectro es ¢l conjunto de valores {\} para
los cuales @ — AI no es invertible. El conjunto de todos los eigenvalores {A\}
puede ser discreto o continuo, correspondiente a la descripcidn de un sistema
con estados ligados o de estados de dispersion respectivamente.

Si se conocen las eigenfunciones de un hamiltoniano entonces el propagador
puede presentarse de la siguiente manera:

K(z,y;t,t) = (x|l HE0)|y)
= Z<w!wn><wnle*“’<t*to>!wm><wm\y>
— Z¢n _ZEm(t_tO)(Sn,m
= an )eiBn(i=to) (1.16)

donde hemos insertado la relacién de cerradura (o completitud) de los eigenesta-

dos de energia

Si el sistema acepta estados de dispersion debemos agregar un término que refle-
je la inclusion de dichos estados, asi, la forma mds general de escribir el propa-
gador es:

Kayitito) = 3 tn(alifa) 070+ [ B ve@um e e,

(1.17)
A la ecuacién (I.17) se le conoce como descomposicion espectral del propaga-
dor K.

Supongamos que conocemos el propagador K por algin método pero sin co-
nocer todas las energias F,,. Hacemos la siguiente extension analitica sobre los
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tiempos reale:

t
t — —iZ
2
t
to—)Z?E

en donde el subindice £ denota que se esta trabajando en el espacio euclidean
Hacemos la sustitucién en el propagador

K(z,y; —itp/2,itg/2) = <x|efiH(fit7Efif7E)|y>

= (zle ™" |y)

= ) Ca(@)y(y) e e (1.18)

Si tomamos el limite para tiempos largos tz — oo el término con la energia de
estado base F, domina sobre todas las demds energias E; coni # 0.

K (o, gs =it /2,5/2) | ~ e PUg(@)yiy) + O P)  (1.19)

Despreciando los términos pequeios podemos obtener la energia del estado base
Ejy explotando el comportamiento asintdtico de la exponencial

In K(z,y; —itp/2,itp/2) ~ —Eotp+Ingo(r)is(y)
E—00
Entonces la energia del estado base la podemos calcular con la siguiente expre-
sién p
Ey=— lim — In(K(z,y; —itg/2,itg/2)). (1.20)

tp—00 th

Esta relacion nos dice que podemos calcular la energia del estado base como
menos la pendiente de la recta que produzca el logaritmo natural del propagador
para tiempos grandes.

Con este método somos capaces de conocer la energia del estado base de un sis-
tema cudntico con solo conocer el potencial al que esta sometido, sin la nece-
sidad de recurrir a la funcidén de onda que describe al sistema como es el caso
del método variacional o sin tener que resolver la ecuacion de Schodinger. Sin
embargo, como mencionamos anteriormente, son limitados los sistemas que ad-
miten una solucion cerrada para el propagador. Afortunadamente, el formalismo
de las integrales de camino permite desarrollar un método numérico para apro-

3La extension analitica usada formalmente es conocida como rotaciéon de Wick.
“En el préximo capitulo hablaremos sobre este espacio con mas detalle.



1.4. LA INTEGRAL DE CAMINO DE FEYNMAN 11

ximar el valor del propagador: el método linea de mundo Monte Carlo el cual
serd introducido en el préximo capitulo.

1.4. La integral de camino de Feynman

Existe una alternativa por la cual el propagador puede ser calculado: la integral
de camino de Feynman [1]]. Una discusiéon més detallada del método se encuen-
tra en [44]. En este trabajo vamos a introducir la integral de camino siguiendo el
desarrollo dado en [43], para esto dividimos el propagador (1.14) como el pro-
ducto de NNV factores e insertamos la relacion de completitud N — 1 veces
entre los varios factores

K = (ale™ 0y = (af (%) |y) = (alemHe e el )

~ ~ 1 N ~
_ <£L”€71€H]I€7%HH" Te zeH‘y /(H >H ‘efzeH’xkil%

k=1
(1.21)

en donde, por conveniencia, hemos denotado 7" = (¢ — t;) como el tiempo total
de propagacion, xgp = y, xny = T,y € = T . Ahora debemos estimar el valor de
la amplitud de transicion inﬁnitesimal que aparece en esta expresion, para esto
insertamos N veces la descomposicion de la identidad, pero ahora expresada en
términos de los eigenestados de momento (I.5)) para obtener

K = / (H dxk) H(a:k|]le_“ﬁ|xk_1>

NN -
— / ( dxk> <H 27?) [T eeloe) (orle ™ ). (122)
k=1 k=1 k=1

Debemos evaluar el siguiente elemento de matriz

ol ) = (ﬂ—z‘em“f) +--->|x>

= (plz) —ie(p|H|z) +
= (plx)y (1 —ieH +--+)
= (p|lz)e et (1.23)
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Esta aproximacion es valida en el limite de € pequefio, i.e.e — 0, N — oo.
En la tercera linea la substitucién de (p|H (&, p)|z) = (p|x)H (x, p) sigue por la
estructura simple del hamiltoniano que estamos usando, que permite actuar
al operador de momento a la izquierda y al operador de posicion a la derecha
para obtener los respectivos eigenvalores de cada operadmﬂ Usando la ecuacion

(T.23) hasta términos de orden O(e?) en (1.22) obtenemos

N N

d —ieH (z

K = [ (o) (T2 ) Ttoelond (udoor) e miosso)

k=1 k=1 k=1
N-1 N dp N

— Pk —ipg (X —2p—1)—teH (TKp_1,pk)

_/ dzp, H2ﬂ' H[e Pi(Tk—Th—1 k-1Pk)]
k=1 k=1 k=1

N-1 N d N o )

= / dxy H% eXp{zeZ[ Tk = Tkt H(:ckl,pk)]}-

T
I
i

k=1
(1.24)

En el limite continuo N — oo podemos escribir formalmente la expresion ante-
rior (1.24)) como

¢
K(z,y;t, tg) = /DxDp exp {z/ dt' [px — H(x,p)]} (1.25)

to

que es conocida como la integral de camino en el espacio fase. Aqui hemos
reconocido en el argumento del exponente la version discreta de la accién clasica
en el espacio fase

N

> {]%M_H<xk—lapk)} — Sz, p| Z/tdt’ [pi — H(z,p)]

k=1 to
(1.26)
donde t — ty =T = Ne es el tiempo total de propagacion.

Podemos integrar sobre los momentos en (1.24)) considerando la forma explicita
. . 2 . .

del hamiltoniano como H (z,p) = 7~ + V/(x), entonces la integral de camino en

el espacio fase previa se ve como

o i) ) e )

(1.27)

SExiste una prueba mas rigurosa de que estas manipulaciones son correctas para una larga
clase de potenciales V' (z), la llamada férmula de Trotter.
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Observamos que la integral sobre los momentos es de tipo gaussiano con una
extension analitica para incluir valores complejos. Completando el cuadrado

obtenemos
N-1 N N 2
K = / (,H dxk> (2:;6)7 exp {ze; [% (%) — V(l’kl)] } ,
(1.28)

esta expresion final de la integral de camino contiene la accién en el espacio de
configuraciones discretizada

EXN: [% <%)Q - V(x“)] — S[z] = /t: dt (%ﬁ - V(:c>),

k=1

(1.29)
donde reconocemos al lagrangiano clasico del sistema. Tomando nuevamente el
limite continuo cuando N — oo llegamos a la representacion del propagador en
el formalismo de integrales de camino

K(z,y;t,t) = / Dy 5], (1.30)

La expresion anterior es llamada integral de camino en el espacio de configu-
raciones y es interpretada como una integral funcional sobre las trayectorias.
Representa la suma de las amplitudes de propagacion que corresponden a to-
dos los posibles caminos z(t') que conectan al punto inicial (y, ty) con el pun-
to final (x, t) en el espacio-tiempo. La funcion z(¢’) tendra la propiedad de que
x(tg) = yyx(t) = x, es decir, que los extremos del camino van a estar fijos.
La amplitud de probabilidad para un sistema cuantico serd la suma de las contri-
buciones de todos los posibles caminos que van entre los puntos finales y y =, en
contraste con la situacién en mecdnica cldsica, en la que s6lo hay una trayecto-
ria particular bien definida, la llamada trayectoria cldsica, que es el camino que
extremiza la accion.

Al dia de hoy no hay una definicién matematica precisa de la medida Dz, se de-
be confiar en algunos métodos de regularizacion.
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1.5. Ejemplos del calculo del propagador

En mecénica cudantica existe un numero limitado de problemas cuya solucién se
conoce en forma exacta, en consecuencia, el cidlculo de propagadores en forma
exacta esta igualmente limitado. Algunos ejemplos de sistemas que admiten una
solucién analitica son:

m Particula libre

Potencial lineal

Oscilador armoénico

Oscilador armoénico forzado

Potencial Poschl-Teller modificado

Potencial tipo delta de Dirac, entre otros.

En esta seccidn trataremos solo algunos de los sistemas mencionados, calculare-
mos el propagador de la particula libre, el del potencial lineal y el del oscilador
armonico mediante el formalismo de integrales de camino para ejemplificar el
método, también calcularemos la descomposicion espectral del propagador para
el potencial lineal con valor absoluto y para el potencial Poschl-Teller modifica-
do.

1.5.1. Particula libre

La particula libre es un sistema libre de interaccion (V (z ) O) su dindmica
solo esta dada por la contribucion de la energia cinética H = ;4 cuyo propa-
gador se puede calcular de forma exacta. Es posible calcular el propagador de la
particula libre de diversas formas. Empezamos evaluando el elemento de matriz
en el espacio de posiciones del operador de evolucion temporal transformando al

espacio de momentos y, por simplicidad, tomamos ¢y = 0:

K(z,y;t,0) = 0)|y) = <1L"!6 )y

(a[7(4,0
o dp _ dp ip 2t
— [ 32 talphe it p|y—/2ﬂ

m
- ‘/ﬁ exp ( ) (1.31)

donde hemos realizado en el dltimo paso una integracidén gaussiana (con exten-
sién analitica).
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Se puede calcular también el propagador usando (1.28)), calculando repetidamen-
te las integrales gaussianas sobre las z; s y tomando el limite N — oo

o i m o\ . N T — Th_1 2
K o= g [ [Tdn ) (50) " e “kz 5(?)

k=1 =1

N-1 N
L m \z .m 9 9 9
- A}gréo (g dxk> <ﬁ> exp {Zi [(z1 —20)* + (z2 —21)* + ... + (an — TN_1) ]}
, m % 2mie N2_1 i k —ism (z—y)?
= lim < - ) — ] e tane\ETY
N—oco \27i€ m o VE+1

que concuerda con el resultado (1.3T)) antes obtenido. El limite N — oo en este
t

€aso no es necesario puesto que siempre se cumple la relacion € = +.
Existe otra alternativa de calcular el propagador para la particula libre [435]], use-
mos ahora la definicién de la integral de camino en el espacio de posiciones
(1.30). Partimos de la accién

Sla(t)] = /Ot dt’ %ﬁ(t’). (1.33)

cuya ecuacion de movimiento es & = 0, con las condiciones de frontera z(0) = y
y x(t) = x. La solucién a la ecuacién de movimiento con estas condiciones es la
trayectoria cldsica

t/
zaq(t) = (v — y)? +y (1.34)
que produce el valor minimo de la accion
2
Slra) = %M (135)

Ahora podemos representar una trayectoria arbitraria x(¢') como el camino clasi-
co x(t") mds fluctuaciones cudnticas ¢(t')

z(t') = za(t') + q(t) (1.36)

donde las fluctuaciones cudnticas ¢(t') deben desvanecerse parat’ = t, = 0 (en

(1.32)
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este caso) y t' = ¢ para preservar las condiciones de frontera, esto es, ¢(0) = 0 =
q(t). Asi, la accion para un camino arbitrario se puede escribir como

Slxa+4q = /Otdt’ (%(d:cwq'f)

— /Odt <2 Cl+5q +mxdq>

¢ d
= Slza] + S|q] —|—/ dt <ma(x'dq) — m:iédq)
0
¢

= Slza] + Slg —|—W M, (1.37)

donde hemos utilizado la constriccion de las condiciones de frontera tipo Diri-
chlet y la ecuacion de movimiento clasica. Por lo que obtenemos

Slea(t’) +q(t)] = Slza(t)] + Slg(t)]. (1.38)

Desde que todos los caminos ¢(t') empiezan de ¢(0) = 0y regresan al punto
q(t) = 0, la integral sobre los caminos puede ser funcién solo de los puntos
finales. Esto quiere decir que el propagador (1.30) puede ser escrito solamente
como:

z(t)== z(t)=x ‘
K(z,y;t,0) = / D elel = / D(24q) e'lratd
x( T

0)=y (0)=y
q(t)=0

_ / Dy i(Skal i)
q(0)=0

, q(t)=0 '
— e’LS[l’Cl] / Dq els[Q]
q(0)=0

i (x—y)? (=0 i [lay 242
= ey Dqe'lo (1.39)
q(0)=0

donde hemos usado la invariancia traslacional de la medida de la integral de ca-
mino en la forma Dz = D(x4 + q) = Dq. El factor [ Dq €19, llamado factor
de normalizacién, es indeterminado cuando trabajamos directamente en el limi-
te continuo, pero podemos fijarlo requiriendo que el resultado final satisfaga la
ecuacion de Schrodinger. Esto requiere

q(t)=0 .
/ Dgeilodt 3¢ — [ T (1.40)
q(0)=0 2mit



1.5. EJIEMPLOS DEL CALCULO DEL PROPAGADOR 17

Notemos que en la fase de la exponencial es simplemente la accion para
el camino clésicoﬁ Aunque no es de mucha relevancia fisica el propagador de la
particula libre, veremos mds adelante que tomard un papel especial como factor
de normalizacion.

1.5.2. Potencial lineal

Para el potencial lineal consideremos a una particula de masa m moviéndose en
una dimension bajo la influencia de una interaccién constante k£, como puede ser,
por ejemplo, una particula bajo la influencia de una aceleracion gravitacional
constante g, de tal forma que k£ = mg. La energia potencial esta dada por

V(z) =ka (1.41)
y el lagrangiano es
1
L =-mi® — kx. (1.42)
2

El propagador para este caso se puede calcular de forma exacta y puede ser eva-
luado en al menos dos formas diferentes. Comencemos usando la definicion de
la integral de camino en el espacio de posiciones (1.30). Partimos de la accién

Slra(t)] = /0 v (%ma’:il(t’) —kxd(t/)), (1.43)

cuya ecuacién de movimiento es mi# + k = 0, con las condiciones de fronte-
raz(0) = yyx(t) = z.Lasolucién a la ecuacién de movimiento con estas
condiciones es la trayectoria cldsica

k (x—y) k
alt') = —t?+ |—= — —t| 1.44
za(l) 2m * [ t 2m } Ty ( )
que produce el valor minimo de la accién
1 kt k*t?
Slza)l = —=m(z —y)* — —(z +y) (1.45)

ot 2  2Um’

Ahora, nuevamente, podemos representar una trayectoria arbitraria x(¢') como el
camino cldsico x.(t") mds fluctuaciones cudnticas ¢(t')

z(t') = xq(t') + q(t')

®Solo se puede obtener esta expresién para el propagador si el integrando tiene un lagran-
giano de la forma general L = a(t)i? + b(t)ix + c(t)z? + d(t)i + e(t)z + f(t).
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donde las fluctuaciones cudnticas ¢(t') deben obedecer las condiciones de fron-
tera ¢(0) = 0 = q(t). Asi, la accion para un camino arbitrario se puede escribir
como

Slza+4q] = /Ot dt' (T(:;;d +4)° = k(a + CD)

2
t
m . m . L
— / dt’ (5:152 + EQQ +mayq — kryg — kq)
0

= Slzg]+ Slg] + /Ot dt’ (m%(idq) — mfle)

t
—  Slea] + Slg] + gt —m / dt' (i)q
0
t

t
m
= Slzg|+ dt'(—'Q— )—m =
[z.1] i 50— i — 4
donde hemos utilizado la constriccion de las condiciones de frontera tipo Diri-
chlet y la ecuacién de movimiento cldsica. Por lo que obtenemos

Slza(t’) + q(t')] = Slza(t)] + Sola(t)]- (1.46)

en donde Sy[g| denota la accién de la particula libre. De esta forma podemos
escribir el propagador como

z(t)=z ) z(t)=z ‘
K(l‘7 y; t, 0) = / Dax ezS[JC] - / D(xdq) el(S[xcH—q]
z(0)=y z(0)=y

q(t)=0 ,
= / Dq eZ(S[xcl}J”SO [q])
(0)=0

q(t)=0 , 4
_ / Dy eiSoldl | isleal
q(0)=0

t)=0
) /q(> Dyl 3@ | glhm-vi-temm-50]
a(0)=0

Notemos que el prefactor es justo el propagador de la particula libre (1.40), por
lo que el propagador para el potencial lineal es

m m(z—y)? Kt k23
K 40) = M S AN — . (147
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La segunda forma de calcular el propagador del potencial lineal es usando (1.28|)
directamente y realizar las integraciones sucesivas:

! m o\ Nolm (2 - 2
; 2 . ] T Lg—1
K = lim (H“ﬁ(%ﬂ W{KZJECL?L)—“%J
- ]\}l—rgo 27rze (IH dxk)

2

X

2 €2 2 €

después de j integraciones obtenemos

1
m 2 m 5 . k2e3
p— . — . — — k —_
(2m’(j + 1)e> xp [26(]’ Ty (et~ m0)” e (%“ T r0) g
(1.48)

En el limite en que j es grande, esta expresion se reduce al resultado pre-
viamente derivado.

1.5.3. Potencial lineal con valor absoluto

Una de las funciones de energia potencial que tiene estados ligados es el poten-
cial lineal con valor absoluto
V(z) = k|z|, (1.49)

donde £ es una constante arbitraria positiva. Encontrar el propagador del poten-
cial lineal con valor absoluto con los métodos descritos hasta ahora resulta en
una tarea complicada debida precisamente al valor absoluto en el potencial; sin
embargo, se puede dar una expresion cerrada al cdlculo de la funcion de Green,
como se muestra en [46]. Nosotros en este trabajo vamos a aproximar el pro-
pagador mediante su descomposicion espectral (1.16)), para esto es necesario
conocer las eigenfunciones de energia del sistema. Partimos de la ecuacion de
Schrédinger (ES) para una particula de masa m ligada a este potencial

1 d*¢(x)

— S Kfal(e) = Bu(o) (150)

Podemos manipular mas facilmente el valor absoluto restringiendo nuestra aten-
cionaxz > 0, esto lo podemos hacer debido a la simetria de paridad del sistema
porque el operador diferencial es pary V(—x) = V(x), asi que existen dos ti-
pos de soluciones ¢(—x) = +1(x). Si ambos ¥ (z) y ¥»(—z) son soluciones,

}

2 _ _ 2
exp{ {2 71— To) — kx o—i-ﬂ—(%2 1) —/{:x1+...+@—(wN fN_l) —k:a:N_l}}
€2

u+nu+m]
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también serdn sus sumas par e impar

1 1
7vbpar = §[¢($’) + ¢(_x)]7 ¢impar = §W(1’) - ¢(—$)]a (151)
que son caracterizadas por
¢par(_$) = wpar<w>7 wimpar(_x) = _wpar(fﬂ)a (152)
de modo que, exigimos la continuidad de v y ‘é—f
d
%¢par(0) =0, ¢impar(0) =0. (1.53)
Dicho esto, empezamos manipulando la (1.50) en la regién x > 0, la ES se ve
como (o) 5
x

Buscamos escribir la ecuacion diferencial anterior en términos de variables adi-
mensionales, basados en escalas propias de longitud y de energl’ Sea que defi-
namos

1 B2\ 5
y = (2mk)3x = kox, Ey = <—) (1.55)

2m

y € tal que € = F'/ Fj. La derivada cambia ahora por

d ddy

1d
o= d_y% = kg@, (1.56)
entonces manipulamos la (1.54) de la siguiente forma
2 d*P(y
k(o) + 2mB0) = 0
d*Y(y 1 2m
P ko) + 2 w) = 0
Y k3
cYly) E
ar gz (y) + E@b(y) =0
d2
;/;g” —(y—eply) = 0. (1.57)

"Para que esto sea rigurosamente cierto, debemos recuperar a / en nuestro andlisis, la escala
adimensional de longitud es zo = (h%/mk)'/? y la de energia Ey = (h%k?/m)'/3.
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Hacemos un cambio de variable z = y — € para finalmente obtener

d*(2)
dz?

— 29(2) = 0. (1.58)

Esta es la ecuacion de Airy, cuya solucion general es la combinacién de dos
soluciones linealmente independientes

Y(z) = aAi(z) + bBi(2), (1.59)

donde Ai es la funcién de Airy y Bi es la funcién de Airy de segunda especie.
Necesitamos que v(z) tienda a cero conforme x — oo para que la solucion
sea cuadrado integrable, por lo que excluimos de la solucién a Bi, por lo tanto
tenemos que

¥(x) o Ai(z) con z = (2mk)3 <x - %) . x>0 (1.60)

Notemos que las condiciones de frontera en x = 0 se traducen a los ceros de las
funciones Aiy Ai'. En otras palabras, los ceros de la funcién de Airy determinan
las energias cuantizadas. Esto es

2_m % E —_ _5_1a _5—2? s para 7bpar
k2 —01,—02,... para wimpar
_ { —00, —02,... para  Yper } (1.61)

—01,—03,... Ppara  Yimpar
en donde & denota los ceros de Ai'(z)

—01 ~ 1.018793 x 0.9980
—02 3.248198 x 0.999914
—03 ~ 4.820099 x 0.999991

Q

y & denota los ceros de Ai(z)

—o1 ~ 2.338107 x 1.000638
o 4.087949 x 1.000028
03 ~ 5.520560 x 1.000005.

|
Q

|
5
2
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Los eigenvalores de energia para el potencial lineal estan dados por:

B2\
E,=(—on) (%) para m=0,1,2,... (1.62)

Por lo tanto la solucién completa para el potencial lineal con valor absoluto es

[47]:
U () = C(2mk)5 Ai(o,, + (2mk)iz), >0 (1.63)

en donde ¢, son constantes positivas que son determinadas por normalizacion.
Aqui la notacién g, 109, 14,. . . es para las soluciones pares, y ¥y, 13, s,. . . para
las impares. Algunos valores de los coeficientes c,, son [47]:

co ~ 1.30784 x 0.9325
c1 ~ 1.01549 x 1.0070
co =~ 0.93634 x 0.9960
cs ~ 0.88046 x 1.0015,

etc. Conociendo cada una de las componentes que conforman a las eigenfuncio-
nes y conociendo los eigenvalores para la energia podemos aproximar el propa-
gador segun (1.16):

K = > tu(a)yi(y)e ™

-y [cn(zmk)%Ai(an+ (zmk)%x)] [cn(zmk)%Ai(on+ (2mk)3y)|

n

B2\
X —1 {(—=0op) | — t,.
exp § —i | (—oy) (2m>
Desde que estamos trabajando con valores reales de la variable = para la funcién

de Airy y los coeficientes c¢,, son constantes positivas reales tenemos que la des-
composicion espectral para el propagador se ve como

K(z,y;t,0) = (2mk)3 Z c [Ai(an + (ka)%x)} [Ai(an + (2mk)3y)

n

e ()]}

El potencial lineal es de relevancia fisica en el estudio del espectro de energia
de un sistema ligado quark-antiquark llamado quarkonium [48], en donde z es
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reemplazado por la distancia de separacion r del quark-antiquark.

1.5.4. Oscilador armonico

Si la particula ahora interacciona con un potencial de un oscilador armoénico de
masa m, que oscila con una frecuencia angular w, tal que

1
V(z) = §mw2x2 (1.65)

la integral de camino es nuevamente integrable.
Para calcular el propagador del oscilador armonico usamos la integral de camino

de Feynman ((1.30). Vamos a considerar todos los caminos como variaciones del
camino clésico

z(t') = xq(t') + q(t)

en donde z (') es la solucién del oscilador arménico cldsico mi + mw?z = 0,
de tal forma que el propagador se puede escribir como (con ¢y = 0):

K(z,y;t,0) = / Dq(t’) 6i5[xcl(t’)+q(t')]’ (1.66)

donde se debe cumplir la siguiente constriccion usual de extremos fijos

4(0) = q(t) = 0. (1.67)

La accion es

2

Steatd = [ a (i " a0

¢ 2 2
= / dat’ (%x?l + %4’12 +mxgq — m;u r? — me i mw2xclq)
0

¢ d
= Sloal + Sl + | ot (%(fclq) g
0

= Slza] + Slg] + meaqli Ty —m T W), (1.68)

donde hemos utilizado la constriccion y la ecuacién de movimiento clasi-
ca en (1.68). Hemos demostrado nuevamente que nos queda

Slra(t’) +q(t)] = Slea(t)] + Sla(t)]- (1.69)
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El propagador puede ser escrito solamente como:

] q(t)=0 )
K(z,y;t,0) = ¢Sl / Dg el
q(0)=0

] q(t)=0 St m2 2
REEHO) / Dy Js ' 5 —wr?) (1.70)
q(0)=0

Calculamos la accion del camino clasico y después el prefactor para dar una ex-
presion completa del propagador en (1.70). Para calcular la accién S[z| del
oscilador armoénico partimos de la integral para la accidon:

t
Slaa(t)] = /0 dt’%(a’:?l—w%gl). (1.71)

El camino cldsico, ('), es determinado cuando resolvemos la ecuacion de
movimiento Z., + wz, = 0 con condiciones de frontera z4(0) = yy zy(t) =
cuya solucién es

x — y cos(wt)

xy(t") = ycos(wt) + sin(wt’). (1.72)

sin(wt)
Resolviendo para la accion del oscilador arménico obtenemos:

mw

S[$cl] = ZST((,ut)

[(z? + y°) cos(wt) — 2] (1.73)

y, entonces, reducimos el propagador del oscilador arménico a

mw

QST(wt)KxQ + 4%) cos(wt) — Qxy]} } N,(t) (1.74)

K(z,y;t,0) = exp {Z [

donde hemos definido al prefactor como

q(t):O -m [t ! (42 2.2
N,(t) = / Dy e's Jo & ("% (1.75)
q(0)=0

Solo nos queda encontrar dicho término. Existen diversos métodos por los cuales
el prefactor del oscilador arménico puede ser evaluado, en [44] escriben la inte-
gral de camino correspondiente a este y después evalian mediante una serie de
Fourier, también es posible evaluar el prefactor como lo hacen en [49] usando el
método del determinante para un operador.

Nosotros vamos a adoptar el método utilizado en [45]], en donde se divide por la
correspondiente integral de camino libre, desde que el cociente es finito y bien
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definido, entonces

qa(t)=0
N0 =M = o /Q(O)/sg
q(0)

-m [t <2 2,2
Dq 67'7 fo dt’ (¢°~w?q?)

(1.76)

)=0 . ’
Dq ei% Jo dt' q?
0

ahora escribimos la fluctuacion ¢(¢') como una serie de Fourier de la funcién
seno con periodo t — ty = t. Tomando las condiciones de frontera tipo Dirichlet
usuales ¢(0) = ¢(t) = 0, esto es de la forma

q(t") = Z ¢n Sin (mtrt’) (1.77)
n=1

con coeficientes reales ¢,. Es posible especificar un camino a través de los coefi-
cientes ¢, en lugar de los valores de las funciones ¢ en cualquier valor particular
de t’, entonces la integral sobre todas las trayectorias puede pensarse como una
integral sobre todos los posibles valores de cada coeficiente ¢,,. La medida de la
integral de camino se vuelve

/Dq: H/dqn (1.78)
n=1

hasta una constante indeterminada que de todos modos se cancela entre el nume-
rador y el denominador. De esta manera obtenemos

(t)=0 (t)=0
/q Dgei® Jodt (@—we®) /q dgy 5 @it o~ —
q(0)=0 o q(0)=0 _ _ v
-TT -1 (%)
n=1

/ Dy it il @ / dg, GUEAE aci
q(0)=0 q(0)=0
(1.79)

donde hemos definido w,, = **. El producto infinito converge, es la famosa
representacion del producto de Euler de la funcion seno,

= x? sin

n=1

N
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Sustituyendo esta expresion en ((1.76]), obtenemos

m wt : mw
Nolt) = omit (sin(wt)) - \/ 27i sin(wt)’ (1.81)

Ahora es posible escribir la expresion completa para el propagador del oscilador
armoénico
mw

K(z,y;t,0) =

27i sin(wt)

X exp {i {%Z—Zut)[(””? +y?) cos(wt) — Qxy]] } . (1.82)

El oscilador armoénico es uno de los problemas mds importantes en mecénica
cudantica. No solo ilustra muchos de los conceptos bdsicos y métodos de la teoria
sino también tiene relevancia fisica, esencialmente cualquier pozo de potencial
puede ser aproximado por un oscilador arménico simple, entonces describe
fendmenos desde la vibracién molecular hasta la estructura nuclear. En nues-

tro trabajo, este sistema tomara un rol central en la busqueda de una solucion al
problema de sobre muestreo.

1.5.5. Potencial Poschl-Teller modificado

El potencial Poschl-Teller modificado es, junto al potencial de Morse, uno de los
potenciales anarmoénicos mds estudiados en el campo de la fisica y la quimica,
describe excitaciones vibracionales de ciertos modos moleculares y también jue-
ga un papel importante en la matematica de solitones [S0]. El potencial es modi-
ficado en el sentido de que, con un cambio de variables al potencial original de
Poschl-Teller, surge como un potencial efectivoﬂ El potencial para una particula
de masa m esta dado por

a? A\ +1)

Vi) = —— 22T
(z) 2m cosh®(ax)’

(1.83)

donde « esta relacionado con el rango del potencial y A es un entero positivo,

A = 1,2,3,..., relacionado con el nimero de estados ligados del sistema. A
diferencia de los otros potenciales que hemos estudiado, el potencial de Péschl-
Teller modificado admite soluciones tanto de estados ligados como de estados
de dispersion. Para calcular el propagador usaremos la descomposicion espectral

8 A este potencial también se le conoce como potencial Rosen-Morse [51]] o reflectionless
potential (potencial sin reflejos).
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(1.17) tal y como lo hicimos con el potencial lineal con valor absoluto. Empeza-
mos resolviendo la ecuacion de Schrédinger siguiendo el enfoque realizado en
[52,150] (también existe un andlisis del potencial y sus soluciones en [353]]):

d*y)(z) a2 A(A+1)
2 EFE+ ——m——
dx? em ( * 2m cosh®(ax)

) b(x) =0 (1.84)

Realizamos el siguiente cambio de variable

¢ = tanh(ax), (1.85)
ahora las derivadas cambian a
d _dde_ 1 4 0 (e — a1 — )L
@ T Ed Ceo(amya O tanbi(an)ge = ol =95
e, 2 NS d
pre i a(l—f){(l—f)d—@—Q d_g}
y definimos
52:—@, (1.86)
o
sustituimos las relaciones anteriores en (1.84)
21 e g ey EVE) dw(ﬁ)] < o A(A+1)> _
- €) |- 28 o (4 S 20D Y ui) = 0
0 V(&) dv(§) K’ _
- -2 oy - ;g v - o
(1.87)

Esta es la ecuacion de los polinomios asociados de Legendre, en donde los indi-
ces Ay x son el grado y el orden del polinomio asociado de Legendre respectiva-
mente Py (). Esta ecuacion puede ser escrita de forma hipergeométrica hacien-
do la sustitucién

Y(€) = (1= )2 w(9), (1.88)
con lo que llegamos a
d? d
(1-¢%) ;2(26) —2¢(k + 1)% +AA+1) — k(s + D]w(€) =0. (1.89)

Si hacemos el cambio de variable

u=301-6) (1.90)



28 CAPITULO 1. PROPAGADOR E INTEGRALES DE CAMINO
llegamos a la expresion deseada

FW) | e 1)(1 = 20) )

u(l—u) du? du

— (k= N5+ A+ 1Dw(u) = 0. (1.91)

La solucion finita para u = 0, equivalentemente a £ = 1, esto es para x = oo es
la funcién hipergeométrica

wu) =2Fi(k—ANc+A+1,k+ 1u), (1.92)
donde la funcién hipergeométrica esta definida por la serie

ab a(a+ 1)b(b+ 1)x2

Filapesn =1+ — 1.93
27 Labee) * e’ + 2lc(c+1) (1.95)
De esta forma tenemos
p 1
() = N(1 -2 ,F (Fé MR+ A+LE+ 1 5(1 - §)> : (1.94)
Para que (&) se mantenga finita en £ = —1, equivalentemente en z = —o0, se
debe cumplir la condicién
K— A= —n, conn=20,1,2,3,....A—1 (1.95)
donde podemos conocer los eigenvalores para la energia como
E o (A —n)? (1.96)
n=——A—n)7, .
2m

donde kK = A — n > 0. El nimero de estados ligados es determinado por el limite
k = A —mn = 0, dando lugar a n,,,,, = A. La constante de normalizacién N
que aparece en (1.94) es determinada observando la relacion que existe entre las
funciones hipergeométricas y los polinomios asociados de Legendre

(=1)* T\ + K+ 1)(1 — 22)2 1
Pi(z) = F —A A+1 1; =(1—
3 (@) PO —nta \Fm At ALt LS -
(1.97)
Sustituyendo esta relacion en (1.94) nos permite escribir soluciones de la forma
¥(€) = (=1)*"Qu(P)PIT(€) (1.98)

donde Q) (P) es una constante de normalizacién que debe ser determinada por
los polinomios asociados de Legendre. Teniendo en cuenta la siguiente relacion
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de ortogonalidad para los polinomios de Legendre

sim#n

1 pm pn
Lldr = B sim=n+#£0 (1.99)
S 1—2a? (=m)
00 sim=n=20
obtenemos
A—n)n!
QNP) = aﬁ. (1.100)

Las funciones de onda del potencial modificado de Poschl-Teller adquieren la
forma final en términos de los polinomios asociados de Legendre

o) = (=1 a2 ")”: P)"(tanh(az)). (1.101)

(2X\ —n)!

Si usamos la siguiente relacion para los polinomios

llegamos a

b(z) = \/ a(r = ) P2 predann(as)). (1.102)
Los estados de dispersion se obtienen de la ecuacion anterior con una conti-
nuacion analitica apropiada, en donde se cambia kK — —ik, reemplazando

n — A + ix. Conociendo la forma definitiva de las eigenfunciones, tanto para
los estados ligados como para los de dispersion, ademds de los eigenvalores de
la energia, escribimos la descomposicion espectral del propagador dada en [46]
como:

n!

A—1
2\ —n)! 2 ,
K(z,y;t,0) = a) (A- n)# P~ (tanh(ax)) PR~ (tanh(ay)) e'2m (A
n=0 :

n

o] K i i 72,0(72,{2
e Zi: /0 dn m P}¥(£ tanh (o)) Py* (4 tanh(ay)) e "2m ",
(1.103)

en [46]] también se sefiala que el término de dispersion es equivalente al propaga-
dor de la particula libre, debido a esto se menciona que el potencial Poschl-Teller
es uno del tipo sin reflexion (en el sentido de problemas de dispersion). El propa-
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gador S€ v€ CoOmo:

A—1
2\ — n)! e
K(z,y;t,0) = aZ(A—n)M P (tanh(az)) PP (tanh(ay)) ef2m A=

n.
n=0
m . m 9

it - : 1.104
omit P [Z2a2t<x ) (1.104)

La relacion anterior es la que vamos a usar mds adelante en este trabajo.

1.6. Transformaciones integrales del propagador

En esta seccion repasamos las dos transformaciones integrales del propagador
no relativista que se presentan en [54]. Las dos representaciones del propagador
son la funcién de impactd”] H(z|z, y; t,0) y el potencial de camino promedid™]
P(v|z,y;t,0); que tienen el siguiente cardcter de transformaciones integrales
invertibles del propagadoﬂ

K(z,y;t,0) = /dDzH(z\x,y;t,O), (1.105)
K(z,y;t,0) = / dvP(v|z,y;t,0)e". (1.106)

Estas transformaciones integrales se pueden interpretar como distribuciones de
probabilidad (una vez normalizadas) en trayectorias de particulas que miden
la contribucidn relativa a la integral de camino de las trayectorias que cruzan

un punto espacial dado (la funcién de impacto) y la probabilidad de los valores
de la integral de linea del potencial a lo largo de una trayectoria en el ensamble
(potencial de camino promedio).

Las dos representaciones son utiles para un muestreo numérico de la integral de
camino. Un buen muestreo de estas distribuciones ayuda a mitigar las limitacio-
nes de un muestreo directo, en donde las contribuciones excesivamente grandes
o pequeiias al propagador pueden ser estadisticamente improbables y, en conse-
cuencia, submuestreado.

En esta tesis trabajamos con el potencial de camino promedio como un indicador
de que nuestro método numérico esta muestreando bien el potencial de un siste-
ma, por lo que nos enfocaremos en su definicion; para ver la definicion precisa

°En la literatura conocida como Hit function

19También conocido como Path-averaged potential

La representacién del propagador es en el espacio euclideano, mismo que se detallaré en el
siguiente capitulo
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de la funcion de impacto revisar [54] y sobre generalizaciones de esta funcion
[55].

1.6.1. El potencial de camino promedio

El potencial de camino promedio se define por la funcién P(v) donde v =
fot dt’ V(z(t")) es la integral del potencial a lo largo de la trayectoria (). Se
expresa como una integral de camino constrefiida

3 z(t)=z t Co1
P(v|z,y,t,0) E/ Dx 6 (U—/ dt'V(:z:(t'))) e~ Jod'3ma® (1.107)
0

z(0)=y

Podemos demostrar que si usamos (1.107) en el lado derecho de (I.106) obtene-
mos el propagador correcto (en el espacio euclideano):

00 z(t)=x t C o
K = / dv [/ Dx o <v —/ dt’V(:c(t’))) e Jodt yma ] e
—00 z(0)=y 0
z(t)=x - 00 t
= / Dxe Jod 2’”552/ dv o (v—/ dt'V(x(t'))) e’
z(0)=y —00 0

z(t)=x . .
_ / Dre Jo dt’ %mx’Q e Jo dt' V(x(t'))
z(0)=y

La determinacion del propagador a través de la integral de camino equivale al
valor esperado de las integrales de linea exponenciadas del potencial, esto motiva
a escribir la probabilidad de valores de estas integrales de linea sobre trayecto-
rias de particulas con distribucién gaussiana en sus velocidades.

Se puede escribir el potencial de camino promedio en términos del propagador
usando la representacion de Fourier de la funcién delta

o0

_ 1 L~
Pvlz,y,t,0) = %/ dze"?K(x,y;t,0, 2), (1.108)

— 00

donde K esta relacionado con el propagador K por la substitucion V (z) —
izV (z) bajo la integral de camino.

Introducimos una funcién de distribucién de probabilidad normalizadd™| como

P(v|z,y,t,0)

P(vlx,y;t,0) = Roz.y:4.0)°

(1.109)

12A 1o largo del trabajo nos vamos a referir a esta funcién como PDF (Probability Density
Function) por sus siglas en inglés.



32 CAPITULO 1. PROPAGADOR E INTEGRALES DE CAMINO

que tiene area unitaria. Ky denota el propagador de la particula libre por lo que
la normalizacion para P(v) siempre es conocida analiticamente.

Como ejemplo del cdlculo analitico de (I.109)) usamos un sistema con potencial
cuadrdtico y otro con uno lineal. Para el potencial lineal V' (z) = kx la aplicacién

de la ecuacion (1.107) da

P(v|z,y;t,0) = 71'/{:62153 o~ 3 (@ty)? e—ﬁ[vz—kt(z-ﬁ-y)ﬂ’ (1.110)
donde se ha usado el propagador con una extension analitica en el tiem-
pdPl m = 1y fue suficiente cambiar k& — izk para que la substitucién V (z) —
izV () tomara lugar. En la siguiente Figura se demuestra el resultado analiti-
co de este PDF y su acuerdo con el muestreo numérico; en el proximo capitulo
explicaremos como se hizo dicho muestreo.

Path averaged potential P(v) for the LP

0.05 1 —— P(v|0,0,15) with k = 0.5

0.04

0.03 1

P(v]0,0;T)

0.02

0.01

0.00

T T
—40 =30 -20 -10 0 10 20 30 40

Figura 1.1: PDF para el potencial lineal V() = kz conz = y = 0. La linea
azul sélida representa el resultado analitico (I.110) y el histograma representa el
muestreo computacional hecho con el método linea de mundo Monte Carlo.

Para el potencial cuadratico, el oscilador armoénico en este caso, se usa nueva-
mente la ecuacion (1.107) con el propagador presentado en su descomposicién
espectral, se escala la frecuencia angular w — +v/7zw y se toma la parte real de

3Esta extensién analitica hace que se trabaje en el espacio euclideano, mismo que se presen-
tard en el proximo capitulo.
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las integrales sobre z para obtener una suma de integrales de Fourier. Se resuel-
ven estas integrales tomando y = x = 0, tal que la integral en 2 se pueda escribir
en términos de la funcién modificada de Bessel de segunda especie K, (los deta-
lles se encuentran en el articulo citado en esta seccién).

El potencial de camino promedio normalizado para el oscilador arménico es:

t 'n ~vn
P(0]0,0;£,0) = 640(v ,/2“2 3y o e _
™ npar2n+ n+ ) }2
X %{(U ——) K_4( V) — U K 4(_%)]
L2 oo
_ 649 wt2 nlvs e ;
2m npar 2t )2 [(n+ 3) wt]?
donde se ha definido

[(n+ 3) wi]’

8v
por brevedad, 6(v) denota la funcion de Heaviside indicando que v > 0. De igual
forma que en el caso del potencial lineal, en la Figura[I.2] mostramos el resultado
analitico de este potencial de camino promedio y debajo el muestreo dado por el
método numérico.

Un
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Path averaged potential P(v) for the HO

0.008 —— P(v|0,0,40) for the HO

0.007
0.006
0.005

0.004

P(v]0,0;T)

0.003

0.002

0.001 A

0.000 T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700 800

Figura 1.2: PDF para el oscilador arménico con x = y = 0. La linea azul sélida
representa el resultado analitico (I.1T1) y el histograma representa el muestreo
computacional hecho con el método linea de mundo Monte Carlo.

El estudio del potencial de camino promedio como funcién de distribucion de
probabilidad toma un papel muy importante en este trabajo ya que es una herra-
mienta para comprobar la correcta implementacion del método numérico para
cualquier tiempo 7" = t — t; y, ademads, servird para determinar de forma analiti-
ca los factores de compensacion que debemos hacer para atacar el problema de
sobre-muestreo, como se mostrara mas adelante en la tesis.



Capitulo 2

Formalismo linea de mundo Monte
Carlo

En este capitulo introducimos el formalismo linea de mundo Monte Carlo y
su conexion con el formalismo funcional para obtener, de manera aproximada, el
propagador de un sistema arbitrario.

Ademas se presenta el algoritmo que se utiliz6 para las simulaciones numéricas
y se realiza una breve discusion sobre los errores de este método numérico.

2.1. Espacio euclideano y mecanica estadistica

La mecdnica cudntica y la mecanica estadistica pueden ser relacionadas a través
de una extension (o continuacion) analitica. Esta relacion puede ser vista consi-
derando la particula libre descrita en el capitulo anterior. Continuamos analiti-
camente el pardmetro del tiempo a valores puramente imaginarios haciendo

t — —if tal y como lo hicimos en la descomposicién espectral del propaga-
dor; consideremos por el momento ¢, = 0. Con esta continuacion analitica el
propagador de la particula libre se ve como

m  _m@-n?
KO('rayaﬁ70): ﬁe z F (21)

que es el niicleo de calor libre (o kernel de calor libre, como también se conoce).

. ., .. B—0
Este nicleo de calor obedece la ecuacion de calor con la condicién Ky ——

é(z —y) .

0 1

35
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Esta continuacidn analitica es conocida como rotacion de Wick, como se habia
mencionado con anterioridad. Una rotacion de Wick puede ser hecha directa-
mente en la integral de camino para trabajar en el espacio euclideano. Exten-
diendo analiticamente el parametro del tiempo como t — —it EE], encontramos
que la accidn en el espacio de Minkowski (tiempo fisico ¢) se vuelve una accion
euclidea con tiempo euclideano g

t m 32 m
iS[] = i / at' (542~ V() — ~Sple] = - / ty (54 + V()
0 0
(2.3)
donde el punto denota siempre derivacién con respecto al argumento. La accion
euclidea es positiva definida. De esta forma el propagador se ve como

- z(tg)=c
K(z,y; —itp,0) = (z|le"*"|y) = K(z,y;tp,0) :/ Dy e Splr(m)],

(0)=y
(2.4)
donde el factor oscilante de la integral de camino cambia a un factor de decai-
miento exponencial, haciendo més sencillo estudiar la convergencia de la inte-
gral. Esta forma de la integral de camino coincide con la integral funcional que
estudia el movimiento browniano y la ecuacion de calor.

Esta integral de camino es util en mecdnica estadistica ya que podemos obtener
la funcidn de particion a través de esta relacionando ¢ con el inverso de la tem-
peratura © por ty = 1/(k©), con k siendo la constante de Boltzmann. Empeza-
mos escribiendo la traza del operador de evolucion temporal, en donde podemos
usar eigenestados de energia, ya sea que el espectro sea discreto o continuo

Z =Tre "t = Ze”Ent = /daz (:c|e’“£“\x>. (2.5)

n

Ahora hacemos la continuacién analiticat — —¢/3 para obtener la funcién de
particion estadistica Zz de un sistema cudntico con hamiltoniano H.

Zp = Tre 8= ZG_E’LB = /dx (a:|e_HB|x)

n

= /dx K(z,x;—if,0) = Dz e~ Srltn)] (2.6)
PBC

en donde PBC (periodic boundary conditions) denota condiciones de frontera
periddicas y significa que la suma es sobre todos los posibles estados en donde

"Debido a este cambio el formalismo linea de mundo también es conocido como imaginary
time formalism (formalismo de tiempo imaginario).
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los caminos son cerrados, z(0) = x(/), en un tiempo euclideo f.

Ya vimos anteriormente que una de las aplicaciones de la rotacién de Wick es
calcular de forma aproximada la energia del estado base a través del propagador
(1.20). De ahora en adelante trabajaremos con el propagador euclideano (2.4)),
por lo que omitiremos el subindice 2 a menos que se indique lo contrario.

2.2. Teoria de pertubaciones: expansion del propaga-
dor

Como hemos mencionado en el capitulo anterior, en general, para un potencial
V (x) arbitrario no es posible resolver de forma exacta la integral de camino para
el calculo del propagador, salvo algunos casos como los revisados anteriormente.
Sin embargo, si el potencial es pequeiio comparado con el término cinético po-
demos usar teoria de perturbaciones sobre el caso de la particula libre para un
potencial arbitrario, requiriendo solamente suavidad en el potencial.
Empezamos escribiendo el propagador en el espacio euclideano

z(t)=x
K(z,y;t,0) = / Dy e~ 5#l

z(0)=y

en donde la accién euclidea esta dada por

t
Sla] = / at (T 4 V().
0 2
Volvemos a re-parametrizar la trayectoria z:(¢') como
o(t) = zo(t') + 4(t') 2.7)

en donde zo=",7t' + y es la trayectoria libre y ¢(t') es una fluctuacién que obe-
dece las condiciones de frontera tipo Dirichlet G(0) = ¢(t) = 0.

Recordemos que podemos dividir el propagador por el propagador libre K| si el
término cinético y el potencial son cuadraticos. Escribimos el propagador como

K(z,y;t,0) = =&l / Dg e 5#l, (2.8)
Por simplicidad se considera al sistema confinado en una linea y se hace el re-

escalamiento del tiempo ¢ = ¢7 de manera que podamos escribir el propagador
euclideano de la forma en la que se calcula en el trabajo de O. Corradini y C.
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Schubert [45]]:
q(1)=0
K(z,y;t,0) = eﬂ%h“ﬂ(/ Dj Szl
q

m 2 q~(1)=0 m rl 19 1
— efﬁ(xfy) / Dje = Jo dr @t [y dr V (x(7)) (2.9)
q(0)=0

La relacion anterior la podemos escribir de manera equivalente de la siguiente

forma, tal y como lo hicimos con el oscilador arménico:

4(1)=0 m 1 9 1 G
/ﬁ D=5 Ji dr =t [ drV (zo()+i(r)

4(0)=0

4(1)=0 .

/h Dje i Jo 47
d(0)=0

K = Ko(%y;t, 0)

i(1)=0 .
/q D5 Jo dr @ty drV(zo(r)+d(r)
)2 Ja(

q(l):o m 1 P} m —
- / Dje 2l 478 | gm gy O
3(0)=0 /q DB
q

(0)=0

7(0)=0

m
= (5‘% ¢ a(1)=0
T / 'Dq 67% fol dr 52
4(0)=0

q(1)=0 ~
/ Dije 5 Johdr@—t [} dr V(zo(r)+d(7))
1
) e piee

Se puede obtener una expansion perturbativa para la amplitud de probabilidad si
el término del potencial es suficientemente pequefio comparado con el cinético.
Si este es el caso, entonces se expande en serie de Taylor el potencial en el expo-
nente alrededor de la solucidn de la particula libre x(. Esto da paso a un conjunto
infinito de términos de interaccién?

1 1 1
Sint = _t/ dr (V(ﬂfo) + V'(20)d + EV(Q) (20)q” + gV(B) (20)@" + - >
0 . !

2.11)

Después de expandir el exponente, ahora se expande también el término expo-

. 1 o~ ., . ~
nencial e~*Jo 47V (20(1)+4(7) Entonces solo quedamos con la acci6n libre Sy[g] en
el exponente y polinomios en ¢ como prefactores que se deben de integrar con el

%Los términos de esta expansion tienen una conexioén con la notacién gréfica de los diagra-
mas de Feynman, véase [45]

(2.10)
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peso de la integral de caminos cinética, i.e, términos de la forma:

o= m 1 22
/ DG q(m)q(me) -~ q(mn) e 2t Joa
§(0)=0 = ((1)d(r) - 4(m)),  (2.12)

4(1)=0 .
/ Dq e 3 Jo @
q

(0)=0

entonces el propagador completo, junto con los términos perturbativos se puede
escribir de manera compacta como

1
K(z,y;t,0) = (%) ? o5 (a—y)? <e—tf01 dr V(a)o(7‘)+q(r))>

— Koz, y:t,0) <e—tfol dTV<x<T>>> . (2.13)

Las funciones (O) son referidas, en general, como funciones de correlacion y
tienen una conexion con el llamado funcional generacional Z|.J], el cual no uti-
lizaremos en este trabajo. El término <e*tf01 drV(@(7)) representa el valor espera-
do respecto a los caminos cerrados con una distribucion de velocidad gaussiana

PG = exp (—g—z /0 i q‘2) . (2.14)

La representacion perturbativa del propagador (2.13]) nos permite implementar el
método numérico linea de mundo Monte Carlo, que representa una herramienta
alternativa en situaciones donde el propagador no puede ser calculado de forma
cerrada.

2.3. Linea de mundo Monte Carlo

El método numérico linea de mundo Monte Carlo (también llamado linea de
mundo numérico) fue introducido por primera vez en el trabajo de H. Gies y K.
Langfeld en el 2001 [[12] para estimar las funciones de correlacion (o valores
esperados) antes presentados en el contexto de QFT. El método se basa en consi-
derar una suma finita sobre caminos, que es la version discretizada de la integral
sobre el espacio de trayectorias de dimension infinita, que son discretizados a
un nimero finito de puntos con distribucién de velocidad gaussiana, donde el
parametro discretizado es el tiempo propio. La suma discretizada sobre trayecto-
rias distribuidas acorde a (2.14)) provee una aproximacion a la integral sobre los
caminos que define el propagador.

Existen diversos algoritmos desarrollados en la literatura para generar ensambles
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de trayectorias cerradas gaussianamente distribuidas basados en la técnica Monte
Carlo, inventada por N. Metropolis et. al [33] en 1953. El término Monte Carlo
se refiere a la inherente aleatoriedad’| presente en este método de integracién
numérica.

El muestreo Monte Carlo es usualmente usado en dos tipos de problemas rela-
cionados:

= Muestreo de una distribucion p(z).

= Célculo aproximado de integrales de la forma [ f(z)p(x) dz, i.e., calcu-

lando la expectacion de f(x) usando la densidad p(z).

Estos dos problemas estdn intimamente relacionados ya que si podemos mues-
trear p(x) entonces, también, podemos resolver el problema de calcular integra-
les. Supongamos que {z(Y} es una muestra aleatoria independiente e idéntica-
mente distribuida extraida de p(x), entonces, la ley fuerte de los grandes niime-
ros nos dice:

%Zf(xm) as, /f(x)p(x) dz, (2.15)

en donde a.s significa que la convergencia es casi segura (Almost sure conver-
gence). Es mds, la tasa de convergencia es proporcional a v/N. Sin embargo, la
constante de proporcionalidad incrementa exponencialmente con la dimensién
de la integral.

Observamos entonces que el método Monte Carlo nos ayuda precisamente a es-
timar integrales con un determinado peso. En nuestro trabajo buscamos calcular
el propagador de un sistema arbitrario, por lo que podemos comparar el lado de-
recho de con la transformacidn integral inversa del propagador (I.106),
en donde el potencial de camino promedio P (v) juega un rol andlogo a la distri-
bucién p(x). Como veremos mas adelante, la forma del propagador (2.13]) nos
permite calcular el propagador mediante un valor esperado, que con el formalis-
mo linea de mundo Monte Carlo lo estimaremos como un promedio pesado, que
corresponderia al lado izquierdo de (2.13).

La dificultad de la implementacion numérica radica en la imposicion de las con-
diciones de frontera para la creacion de los lazos; por ejemplo, en mecédnica
cudntica no relativista se requieren lazos con extremos cerrados, es decir, con-
diciones tipo Dirichlet; en cambio en el contexto de QFT se requieren lazos ce-
rrados con centro de masa fijo.

3Estrictamente hablando los métodos Monte Carlo usan nimeros pseudo-aleatorios genera-
dos a través de un PRNG (pseudorandom number generator).
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En [56] presentan cuatro algoritmos distintos que generan el ensamble de lazos
discretos: algoritmo de baiio de calor, caminatas aleatorias, algoritmo de des-
composicion de Fourier Floops y algoritmo de diagonalizacion explicita Vloops.
En trabajos consecuentes se han desarrollado otros algoritmos como el algoritmo
Dloops presentado en [19] y los algoritmos LSOL (linearly shifted open loops)
e Yloops, ambos introducidos en [24]. Todos estos algoritmo generan trayecto-
rias con distribucion gaussiana en sus velocidades.

Para poder implementar numéricamente este método primero notemos que la
distribucion de velocidades gaussiana depende tanto de los parametros m
y t, por lo que su implementacion numérica seria costosa puesto que tendriamos
que generar lazos para cada valor de m y t. Es posible evitar este problema intro-
duciendo caminos unitarios {¢q} definidos de la siguiente forma

(1) =/ —a(7), (2.16)

dando lugar a una distribucion de velocidades gaussiana estandarizada. Ahora la
trayectoria x(7) se ve como

z(r)=(r—y)T+y+ \/%Q(T), 2.17)

1 ., .
donde ahora (e~*Jo 47V (#(")) representa el valor de expectacién sobre caminos
unitarios cerrados o lazos cerrados con una distribucién de velocidades gaus-
siana independiente de ¢ y m:

Pl{q}] = exp (—% /01 dr cf) : (2.18)

2.3.1. Implementacion numérica

Para la implementacion numérica necesitamos discretizar los lazos, esto quiere
decir que cada lazo ¢(7) es representado por un nimero finito N, de puntos gy
de tal forma que solo discretizamos el pardmetro de tiempo 7 del lazoﬂ

{q(7)} — {q:} € RP, k=1,2,...,N,. (2.19)

De esta manera no discretizamos el espacio-tiempo en una red, por lo que con-
servamos la simetria espacio-temporal, es decir, invariancia de Lorentz; ademas

“En el contexto de QFT el pardmetro que se discretiza es el tiempo propio.
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el formalismo linea de mundo conserva invariancia de norma y simetria quiral en
el caso fermionico.

Los diversos algoritmos antes mencionados sirven para generar un ensamble

de Ny, lazos discretos y cerrados, obedeciendo un funcional de distribucién de
velocidades gaussiano P[{q(7)}],

N,
N P
Pl{q(r)}] = exp (‘7” > (o - qkl)Q) congo=qn, =0 (2.20)
k=1
en donde NV, denota el nimero de puntos por lazo. La suma es la forma discreta
del factor de peso exp (—% fol dr qQ) . Una vez que el ensamble ha sido genera-

do, este puede ser usado para calcular (. . .) para diferentes valores de t.

Sin embargo, el ensamble de lazos (o loop cloud) puede ser utilizado para fun-
ciones de correlacion de diferentes cantidades fisicas, por lo que tenemos, en
general, para una cantidad @ que:

/Dq )OPHa(r)]

D) Pl

Pl{a(r)}] = exp (—O /O Lt cf(t)) (2.22)

es la distribucion de velocidades gaussiana estandarizada correspondiente al sis-
tema fisico: C' es una constante que varia si el sistema es relativista (C' = 1/4) o
no relativista (C' = 1/2).

(2.21)

en donde

Entonces la finalidad de la técnica linea de mundo Monte Carlo es calcular de
manera aproximada estas funciones de correlacién o valores esperados utilizan-
do un conjunto finito de lazos representativos (ensamble de lazos) generados a
través de un ordenador. El promedio se aproxima entonces como la media de una
cantidad fisica evaluado en cada una de las lineas de mundo del ensamble:

= Z Olq (2.23)
{4}

La version discretizada de la integral de linea a lo largo de las trayectorias en el
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caso mas simpleE] es

v; E/O dr V(zi(1)) — N—pZV(xz(Tk)), (2.24)

en donde recalcamos la discretizacion del tiempo.

2.3.2. Algoritmo Yloop

Una vez que hemos visto la implementacion numérica general del formalismo
pasaremos a revisar el algoritmo Yloop propuesto en [24]. Con este algoritmo
generamos el ensamble de trayectorias representativas que serviran para aproxi-
mar las funciones de correlacion antes descritas.

En nuestro trabajo escogemos como base el algoritmo Yloops por su sencilla im-
plementacion y su velocidad de ejecucion, siendo este mds rapido, por ejemplo,
que el algoritmo Vloops, debido a que posee menos pasos algebraicos para la
generacion de los lazos con las condiciones tipo Dirichlet que se requieren.

Para describir el algoritmo empezamos escribiendo el argumento de la expo-
nencial en (2.20) y mostramos su respectiva diagonalizacién. Recordemos que

SExisten versiones mas complicadas de la discretizacién del potencial, como la regla del
punto medio.
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g0 = qn, = 0, asi

Np
Y = Z(Qk — 1)’
k=1
Np—1
= @1+ D (o —a-1)’ + 4
k=2
Np—2
= @1 (-1 = qv—2) D) (= )’ +
k=2

Np—3

1 1
= 2 (QNp—l - —QNp—z) + —C]?vp_z + (qn,—2 — QNP—B)Q + (qx — qr—1)”

2 2

k=2

+qi

2 2
1 3 2 1, 9
= 2|qn,-1— 598,22 | t 5 lav,—2— San,—3 ] + 34N,-3 T (QNP—:& - QNp—4)

2 2 3 3

Np—4
+ ) (g —qr-1)’ + 4
k=2

Np—2

.S k+1 k ? PR
= £ 2 AN, —k jan 1(1Np—k—1 —Np — 1Q1 a;
ey k 2
= Z T Ik T k—_HQNp—k—l .
k=1
Entonces se encuentra que
Np—1
N,+1—-k
Y = P 7, (2.26)
pet N, -k
en donde No—k
q_k:%_m%_h k=1,2,...,N, — 1. (2.27)
p
De esta forma el algoritmo Yloop es
1. Generar N, — 1 nimeros w;,+ = 1,2,..., N, — 1, distribuidos segtin

P(w;) o exp(—w?).

(2.25)
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2. Calcular

o [ N, —i
o= e =12, N, — 1. 2.28
NN N, T p (2.28)

3. Construir el lazo unitario de acuerdo a

@ = q,

N
' gy, i=23,...,N,—1.  (2.29)

g N
= TN T

4. Repetir el proceso IV, veces.
Se puede usar el algoritmo Yloop para generar lazos con su centro de masa en el
origen del sistema coordinado, haciendo un desplazamiento a cada lazo generado

{q} con condiciones de frontera tipo Dirichlet por —(q; + g2 + ... + qn,—1)/Np.
En la Figura 2.1 se muestran diferentes lazos creados por el algoritmo Yloop.

N, =24 N, =28

Figura 2.1: Diferentes lazos linea de mundo con condiciones de frontera tipo
Dirichlet mostrados a diferentes niveles de discretizacién de puntos por lazo.



46 CAPITULO 2. FORMALISMO LINEA DE MUNDO MONTE CARLO

2.3.3. Errores del formalismo

Como todo método numérico, este formalismo no esta libre de errores. El1 méto-
do tiene principalmente dos fuentes de error de naturaleza numérica inherentes
del paso de lo continuo a lo discreto. El primer error, llamado error sistemati-
co, es debido a la discretizacion de las trayectorias sobre el pardmetro linea de
mundo del tiempo 7; el segundo error, llamado error estadistico, es debido al
reemplazo de la integral sobre trayectorias con una suma sobre un nimero finito
de lazos.

En los trabajos iniciales de Gies y Langfeld [[12, 18] se ha sugerido que la des-
viacidn estandar de la media sobre el nimero de lazos es una buena estimacion
del error estadistico:

Nr

SEM(0O) = Z % (2.30)

Dudas sobre la validez de la estimacion del error estadistico a través de esta
ecuacion fueron expuestas en [S7], en donde exponen que la distribucién de los
ensambles de lazos en general no es gaussiana; como tal, la estimacion de la va-
rianza puede ser volatil y puede no caracterizar la extension de la distribucion
muy bien.

D. Mazu y J. Heyl apuntaron correctamente en [S7] que el uso del mismo ensam-
ble de lazos para valores diferentes de ¢ para calcular el valor esperado multiples
veces en una integral resulta en incertidumbres fuertemente correlacionadas. Pa-
ra disminuir estas correlaciones, en este trabajo usamos un diferente ensamble de
lazos para cada valor de ¢, sobrepasando las correlacioneﬂ

Ambos errores pueden ser reducidos conforme se aumenta el tamafio del nimero
de lazos representativos de las trayectorias /N, y el nimero de puntos por cada
lazo NV, que sustituyen la parametrizacién del tiempo, ademds de generar para
cada ¢t un ensamble de lazos independiente. No obstante de que los errores pue-
den ser reducidos, en principio, escogiendo un nimero suficientemente grande
de numero de lazos y puntos por lazo, se conoce que los calculos del formalismo
linea de mundo Monte Carlo generalmente pierden precision para valores gran-
des de tiempo debido al fenémeno numérico de sobre muestreo de los lazoﬂ
La motivacion de este proyecto es desarrollar un método que ayude a reducir,

si es posible a sobrepasar, el problema de sobre-muestreo de forma universal,

®Una implementacién paralela del formalismo linea de mundo Monte Carlo automdticamen-
te disminuye las correlaciones ya que cada niicleo o hilo, segtin sea su caso, genera un ensamble
independiente de lazos.

"En la literatura este problema es conocido como undersampling u overlap problem.
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es decir, aplicado a un sistema arbitrario, del cual hablaremos en el siguiente
capitulo.

47



48 CAPITULO 2. FORMALISMO LINEA DE MUNDO MONTE CARLO



Capitulo 3

El problema de sobre muestreo

En pocas palabras, el fendmeno numérico de sobre muestreo de lineas de mun-
do es que la técnica linea de mundo Monte Carlo pierde precision a valores gran-
des del tiempo.

Este problema parece ser independiente del error sistemdtico mencionado ante-
riormente pero tiene que ver con el error estadistico. El problema es que la suma
discreta (2.23)) no obtiene la contribucion correcta relativa de las trayectorias que
estdn muy cerca o muy lejos del potencial localizado a medida que el tiempo ¢
aumenta. La razén de este fendmeno es que la extension espacial de las trayec-
torias crece proporcionalmente a v/ (como se puede observar en (2.16))), por lo
tanto, para potenciales localizados arbitrarios se moveran fuera de la regién don-
de el potencial es fuerte. En el limite continuo, cuando el nimero de trayectorias
es infinito, este comportamiento es correcto, el problema deriva en que con un
numero finito de trayectorias se pierde la contribucion relativa correcta entre la
trayectoria parametrizada por una solucion de la particula libre y las fluctuacio-
nes cuanticas ¢(7).

Aunque este problema ya es conocido en la literatura, solo pocos trabajos hablan
de un método para superarlo, por ejemplo, en el trabajo de G. Dunne et. al [43]]
implementaron un método tipo cadena de Markov al que llamaron Monte Carlo
Hibrido (HMC por sus siglas en inglés). Este tema también se estudia en [[19] pa-
ra el caso especifico del oscilador armonico, en donde proponen una parametri-
zacion analitica a una funcién que reproduce el comportamiento del propagador
a tiempos grandes; sin embargo, esto solo fue hecho para el caso del propagador
del oscilador armoénico.

En [24]] reconocen este problema en sus resultados y sugieren que podrian dismi-
nuir el fendmeno de sobre muestreo incorporando informacion sobre el potencial
en el algoritmo que genera las trayectorias; mencionan que se puede incorporar
un paso al algoritmo que favorezca trayectorias que permanezcan cercanas a va-
lores mas pequefios del potencial a través de una modificacion estilo cadena de

49
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Markov, sin que afecte la distribucion de velocidades gaussiana de las trayecto-
rias.

El objetivo del presente trabajo es el estudio y desarrollo de métodos que puedan
solventar de forma eficiente y universal, es decir, aplicado a un potencial arbi-
trario, el problema de sobre muestreo en el contexto de la mecénica cuantica no
relativista, esperando que los avances aqui presentados sean también ttiles en el
caso relativista.

3.1. Evidenciando el sobre muestreo

Para abordar el problema primero necesitamos estudiar una cantidad fisica (o un
sistema) que exhiba este problema a valores grandes de ¢.

Aproximar la energia del estado base a través del propagador (1.20) para un po-
tencial dado es un buen punto de partida, desde que la estimacién es dada, teori-
camente, en el limite donde ¢ tiende a infinito. Recordamos la expresion para la

energia del estado base para una rapida referencia

d
Ey = — lim — In(K(z,y;t,0)).
t—oo dt
Observamos como el sobre muestreo se manifiesta en la estimacion del logarit-
mo del propagador para cuatro potenciales diferentes revisados en el capitulo

1k

Oscilador arménico (HO por sus siglas en inglés)

1
V(z) = émw2x2
= Potencial lineal (LP)
V(z) = kx.
= Potencial lineal con valor absoluto (ALP)
V(z) = k|z|.

Potencial Poschl-Teller modificado (MPT)

a? A\ +1)
Vig)= - A2
(z) 2m cosh? (o)
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Se puede observar en la Figura [3.1]que de estos cuatro potenciales solo el poten-
cial lineal es no simétrico, los demds son simétricos y en el caso del potencial
Poschl-Teller es, ademas, localizado.

—— HO
LP

—— ALP

—— MPT

12 A

10 A

61

Figura 3.1: Potenciales utilizados para observar y probar los métodos para sobre-
pasar el sobre muestreo.

Evidenciamos el problema de sobre muestreo en el cdlculo del logaritmo del pro-
pagador. Partimos mostrando como se ve el problema en el caso del oscilador
armonico, cuyo propagador lo calculamos en la seccién[I.5.4]en una dimension
en el espacio de posiciones (1.82)). Para poder hacer la comparacién con la ex-
presion obtenida para la implementacion numérica es necesario realizar una ro-
tacion al espacio euclideano, por lo que hacemos la continuacién analitica usual
t — —it. Aplicando la rotaciéon de Wick y teniendo en cuenta que t, = 0Oel
propagador del oscilador arménico en el espacio euclideano se ve como

Ko, yit,0) = 7 ( o

27 sinh(wt) P2 sinh(wt) (@ + ) cosh(wt) - Qxy}) '
3.1

Nos interesa comparar esta expresion analitica para el propagador del oscilador

armoénico con la relacién (2.13)), 1a expansion perturbativa del propagador, que

para el potencial del oscilador arménico se ve como

K(z,y;t,0) = 4/ % e~ (@)’ <€7tf01 ar %m“2x2> (3.2)
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o(r)= (v —y)T+y+ \/gQ(T)- (3.3)

Para hacer la implementacién numérica es necesario discretizar la integral que
esta en el argumento de la exponencial en el valor esperado, por lo que nos con-
viene definir (. ..) como

Wy =y o=" [ o), 34

en donde el nombre de W se asigno por la analogia que se tiene con el lazo de
Wilson en calculos hechos en el contexto de QFT. La version discreta de la inte-
gral v es

22(73,), (3.5)

N, representa los puntos por lazo. De esta forma estamos de acuerdo con la
ecuacion (2.24)). Con esta relacién y con la discretizacion (2.23)) somos capa-
ces de calcular numéricamente el valor de expectacion. De la ecuacién (3.1)) ob-
servamos que el propagador depende de la combinacion de los parametros fisi-
cos m, w y t, asi como de los puntos extremos fijos x e y; por lo que fijamos los
pardmetros m = w = 1y = 0 = y dejando ¢ libre.

En la Figura[3.2]se observa una comparacién de — In(K’) como funcién del tiem-
po t entre la expresion analitica y la estimacion numérica calculada a través del
algoritmo Yloop. Notamos una buena compatibilidad entre ambas cantidades
para un intervalo de tiempo 0 < ¢ < 60, a partirde ¢ > 60 la incompatibili-
dad empieza a manifestarse y, conforme aumenta el tiempo, se vuelve eviden-

te la discrepancia entre la estimacién numérica y la expresion analitica. Como
mencionamos anteriormente, el error estadistico y el error sistematico se pueden
disminuir aumentando el nimero de lazos N, y el nimero de puntos por lazo N,
de forma considerable, en principio a infinito, sin embargo, numéricamente eso
no es posible. Ademaés, podemos reducir el error debido a correlaciones creando
un conjunto de ensambles independientes para cada valor de ¢. A pesar de usar
un nimero Ny, = 500k y IV, = 5k considerablemente grandes podemos darnos
cuenta de la perdida de precision del método numérico para tiempos grandes.

De igual forma podemos observar como se manifiesta el sobre muestreo para
otros potenciales.
En el caso del potencial lineal con valor absoluto (1.5.3)) el propagador en el es-
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Logarithm of the HO propagator

—e— numerical values for the HO

350 4 exact values

ll) 5‘0 ](I)O 150 2(‘)0 2;)0 3(‘)0
o
Figura 3.2: Gréfica de — In(K’) del oscilador arménicoconm =w = 1,2 =0 =
y, N, = 500k y N,, = 5k.

pacio euclideano se ve como:

K(z,y:t,0) = (2mk)s Z 2 [Ai(an + (2mk)%x)] [Ai(an + (2mk)3y)

n

X exp {— [(—an) (%)] t}. (3.6)

Comparamos esta expresion analitica del logaritmo del propagador del potencial
lineal con valor absoluto (3.6) con la siguiente expansion perturbativa del propa-
gador

m 1 t
K(a,yt,0) = || 5 e B (T BaHel) - a(r) = (o—y)ryy [ —a(r)

(3.7
En este caso fijamos los pardmetros m = 1, k = 0.5,z = 0 = y, de manera
que nuevamente queda ¢ libre. En la Figura [3.3]se observa una comparacién de
— In(K') como funcién del tiempo ¢ entre la expresion analitica y la estimacién
numérica calculada a través del algoritmo Yloop. Notamos una buena compati-
bilidad entre ambas cantidades para un intervalo de tiempo 0 < t < 80, a partir
de t > 80 la incompatibilidad empieza a manifestarse y, conforme aumenta el
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tiempo, se vuelve evidente.

Logarithm of the linear potencial with absolute value propagator

—e— numerical values for the ALP

exact values

200 A

150 A

—In(K)

100 A

50 A

T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300
T

Figura 3.3: Grafica de — In(K) del potencial con valor absoluto, parametros fija-
dosam=1,k=0.5,2=0=y, N, =500000y N, = 5000.

El propagador del potencial modificado de Poschl-Teller (1.5.5) en el espacio
euclideano se ve como:

A—1

2\ —n)! P
Ko it,0) = a3 (00— n)Z2 o (tanh(az)) P (tanh(ag)) 55 O
n:
n=0
m _ m N2
2rt exp | 20z E Y (3.8)

Volvemos a comparar esta expresion analitica del logaritmo del propagador del
potencial modificado de Poschl-Teller (3.8) con la siguiente expansion perturba-

tiva del propagador
m L gr a2 A0+ t
K (w,y:t,0) = |5 e B (DTt ) | a(r) = (e—y)ryy [ —a(7).
2mt m
(3.9)
Fijamos los pardmetros m = 1, = 1,A = lyxz = 0 = y, quedando ¢

libre. En la Figura|3.4|se observa una comparacion de In(K) como funcién del
tiempo ¢ entre la expresion analitica y la estimacion numérica. Observamos una
buena compatibilidad entre ambas cantidades para un intervalo de tiempo 0 <
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t < 90, apartirde ¢ > 90 la incompatibilidad empieza a manifestarse. En esta
ocasion no estamos sobre estimando los valores del propagador si no que los
estamos subestimando como se aprecia en la Figura[3.4] de cualquier forma nos
referiremos a esta perdida de precision para tiempos grandes generalizada como
sobre muestreo.

Logarithm of the modified Péschl-Teller potential propagator

numerical values for the MPT
140 A

exact values

120 4

100 A

80

In(K)

60

40 A

20 1

T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300
T

Figura 3.4: Griéfica de In(K) del potencial modificado de Poschl-Teller con m =
LLa=A=12=0=y, N, =500k y N, = 5k.

Finalmente veamos como se manifiesta el sobre muestreo para el caso del poten-
cial lineal. El propagador del potencial lineal (1.5.2)) en el espacio euclideo se ve
como

N2 2,3
K(z,y;t,0) = % exp{{—ﬂu — @(aﬂ—y) -+ 54;} } (3.10)

Comparamos esta expresion analitica del logaritmo del propagador del potencial
lineal (3.10) con la siguiente expansion perturbativa del propagador

m m 1 t
Ko, y:,0) = [ 22 500 (T B0) () = (agryy [ Lg(r).

(3.11)
Fijamos los pardmetros m = 1,k = 0.5yz = 0 = y, quedando ¢ libre. En
la Figura [3.5] se observa una comparacién de In(K') como funcién del tiempo
t entre la expresidn analitica y la estimacién numérica. Observamos una buena
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compatibilidad entre ambas cantidades para un intervalo de tiempo 0 < ¢ < 10,
a partir de ¢ > 12 la incompatibilidad empieza a manifestarse. Al igual que en
el caso del potencial modificado Poschl-Teller, en esta ocasion no estamos sobre
estimando los valores del propagador si no que los estamos subestimando como
se aprecia en la Figura[3.5] Notemos que en este caso el comportamiento del lo-
garitmo del propagador no es lineal como en los anteriores casos, por lo que la
ventana del tiempo no es la misma. Asi mismo, la incompatibilidad de los resul-
tados empieza desde un tiempo mds pequefio por esta misma razoén. Detuvimos
el estudio en ¢t = 40 porque para valores més grandes el valor del propagador
excedia el limite de memoria disponible para trabajar con un doble, ocasionando
un problema de overflow. Finalmente es importante mencionar que para el caso
del potencial lineal no vamos a estimar la energia del estado base puesto que la
energia para este sistema no es acotada desde abajo, es decir, carece de estados
ligados.

Logarithm of the linear potential propagator

—e— numerical values for the LP

exact values

600 -

500 4

400 A

In(K)

300 A

200 A

100 A

Figura 3.5: Gréfica de In(K’) del potencial lineal conm = 1,k = 0.5,z = 0 =
y, N = 500000 y N, = 5000.
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3.2. Métodos para abordar el problema

Ya que hemos visto como afecta el problema de sobre muestreo en diversos sis-
temas a la estimacién numérica del propagador (o del logaritmo del propagador)
para tiempos grandes, ahora presentamos como abordar el problema. Sabemos
que el algoritmo esta generando, para tiempos grandes, trayectorias que ya no
muestrean de forma correcta el potencial. Necesitamos modificar las trayectorias
de tal forma que son generadas con mayor probabilidad en las zonas donde el
potencial tiene una mayor contribucién al célculo del propagador.

Esto debe ser hecho sin introducir sesgo alguno, o compensar el sesgo que las
modificaciones introduzcan.

En nuestras simulaciones tenemos dos métodos diferentes para modificar los
algoritmos con el propésito de disminuir el problema de sobre muestreo. A con-
tinuacion detallamos los métodos utilizados.

3.2.1. Método del prefactor

La estimacion fundamental Monte Carlo (MC) que realizamos es la siguiente:

Nr,
0 N =1

(3.12)

en donde K, denota el propagador de la particula libre, (. ..), quiere decir que
la funcién de correlacion se calcula con la distribucion de velocidades gaussiana
librd| y {v;} es la version discretizada de la integral de linea a lo largo de
las trayectorias que sigue la distribucién de velocidades v; ~ P(v); la

expresion M en el lado derecho de la ecuacién denota estimacién Monte Carlo.
Debido a la distribucién sobre los {v;} el promedio aritmético en el lado derecho
de (3.12)) es una estimacion Monte Carlo de la transformacién integral inversa
del propagador, i.e., de la ecuacién (1.106)

Np,

1
Koo S e Ko/va(v) eV =K. (3.13)
=1

Esta generacion de las trayectorias que se calculan a través de la distribucion
gaussiana de velocidades (2.22) es la que vamos a modificar para influir la gene-
racion de trayectorias que se acerquen con mayor probabilidad a las zonas donde

'En unos momentos mds veremos en que sentido es libre.
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el potencial recibe una mayor contribucion al calculo del propagador. Presenta-
mos dos modificaciones diferentes a la distribucion de velocidades gaussiana, ca-
da una ayuda de forma diferente a la generacion del ensamble de las trayectorias
segtn el tipo de potencial que estemos estudiando, ya sea potenciales simétri-
cos localizados o asimétricos. Presentamos a continuacion la modificacién para
potenciales simétricos y localizados.

Oscilador armonico de fondo

En nuestras simulaciones modificamos la forma en la que se generan las trayec-
torias implementando un potencial estilo oscilador armdnico, inspirados en el
término de masa del trabajo de Olindo Corradini y Maurizio Muratori [38]], en el
cudl se modifica la distribucion de velocidades gaussiana discretizada de
la siguiente forma:

Np

Y — Y9 =3 (g —a1)’ +agl,  a>0, (3.14)
k=1

Siguiendo el tratamiento mostrado en [38]] y en el trabajo de J. Edwards, M.
Anabel et. al. [24] describimos el algoritmo empezando con su respectiva dia-



3.2. METODOS PARA ABORDAR EL PROBLEMA 59

gonalizacion. Recordemos que gy = gy, = 0, asi

Np
vyl — Z[(Qk — @) + aq?]
k=1
Np—1
= G0t Z (g — qu_1)* + aqi] + ¢ + aq?
k=2
Np—2
= @1+ (-1 — av,—2)’ Fadd, o+ > (e — 1) + agy] + qF + ag)
k=2
= QJ2Vr1(2 + ) = 2qn,-1qn,—2 + Q?vpfz + [(an,—2 — an,—3)* + OéQz2vp72]
Np—3
+ > gk — gu—1)” + aqi] + ¢F + ag]
k=2

1 2 1 ) )
= 2+a)|qn,-1— qn,—2| (1= 57—)an,—2+ an,—2 — 2an,—24N,-3

2+« 2+«
Np—3
+ quvp_g + anQVP_Q + Z (@1 — qe—1)” + aqi) + ¢ + ag;
k=2
1 ? 1 )
= (2+a) {qu_l - mqu—z] + (2 To- m) In,—2 = 24N, —20Ny 3
Np—3
+ 6112\/,773 + Z [(gr — qx—1)* + aqi] + ¢i + aq]
k=2
= (2+0‘){QNp1—LQN2}24‘(2"'04—#) dN,—2 — ! 1 IN,-3
24a”” 2+ a Y 24a—5- "
. Np—3
+ (2 +a— m) QJ2VP—3 — 29N,-39N,-4 + QJ2VP—4 + Z [(qr. — %—1)2 + O“]lz]
Tta k=2
+ ¢ +aq

Np—2 1 2
= Z C,ff“) ANy—k — i) INp—k—1
P &

k



60 CAPITULO 3. EL PROBLEMA DE SOBRE MUESTREO

Entonces se encuentra que

Np—1
Y =3 o ,a (3.15)
k=1
en donde )
qk:qk—qu_l, k’Zl,Q,...,Np—l. (316)
Cprk
y
c = 2+a
o (07 ]'
o = CQ—W, k=2 N, —1. (3.17)
k—1

De esta forma el algoritmo Yloop modificado es el siguiente

1. Generar N, — 1 nimeros w;, ¢ = 1,2,..., N, — 1, distribuidos segtin
P(w;) o< exp(—w?).

2. Calcular

Gi=4|— |[— w1, i=1,2... N,—1. (3.18)

3. Construir el lazo unitario de acuerdo a

G = q,
1
4 = q_i+—Qi—1; i:2737"'7N - L (319)
C(a) P
Np—i

4. Repetir el proceso Ny, veces.

Podemos observar que los coeficientes C,ga) reproducen los mismos que en el
algoritmo original Yloop para o = 0, i.e., %

Es importante recalcar que en el trabajo de O. Corradini y M. Muratori la imple-
mentacion de este algoritmo modificado fue hecho con el motivo de estabilizar
y acelerar la convergencia, en este sentido es una especie de regulador de las tra-
yectorias generadas.

En nuestro trabajo relacionamos el término de masa « con la frecuencia angu-
lar €2 de un oscilador arménico de fondo. En este caso dicho oscilador arménico
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de fondo no tendra la finalidad de acelerar y estabilizar la convergencia sino que
tendrd como propoésito empujar las trayectorias a que muestreen valores mas pe-
quefios del potencial a estudiar; esta afirmacion quedard mas clara conforme se
avanza en la lectura. Para observar la relacion que hay en ambas cantidades em-
pezamos viendo como discretizamos la accién de forma detallada:

t2 / 1 12 NP 2
P dt = — i dr — — —
jf q ; j€ q°dr ; %} (@ — qr—1)

¢ 1 "
/qut’:t/ @ dr — FE q,%
0 0 p k

Analizamos ahora la version discretizada de la distribucién gaussiana multiplica-
da por el siguiente factor

N,
N, N,
-fyw>:: 72 [(ak — qr—1)* + agi]
k=1
N,
" [N N,
= 2:{7£@k_Qkﬂ2+_faﬁ1
k=1
~ [N, N, t* (N}
= —@Vwkm+—ﬂ—<4m a (3.20)
> 13 e
t
—»/dﬂf+mﬁ (3.21)
0

Aqui hemos llamado (2 al factor multiplicativo que incluye a « en el segundo
término del lado derecho de (3.20) (lo que esta dentro del paréntesis), de modo
que la relacién entre ambas cantidades es:

022

o= —
27
Np

(3.22)

en donde ) > (0. Aqui podemos notar que en nuestro caso la frecuencia angular
de fondo depende del pardmetro ¢. De esta forma nosotros hemos modificado la
distribucion de velocidades gaussiana normalizada de

Pltat) = e (3 [ ari?)
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Pl{q}] = exp (—% /01 dr (¢* + tQQQqQ)) : (3.23)

La funcién de correlacion en el cdlculo del propagador (2.13)) ahora va a estar
pesada por esta nueva distribucién (3.23)); lo denotamos de la siguiente manera:

<e*t Jo dTV<I<T>>>Q . (3.24)

Esta modificacién a la distribucion de velocidades gaussiana modifica a su vez la
forma en la que los {v; } estdn distribuidos, ahora lo estan segtin una distribucién
{vi'} ~ Pa(v)
1 &
<€_t fol dr V(z('r))> ]\/[:C - 6—1)19 (3.25)
Q Ny, 4
=1
que dan una estimaciéon Monte Carlo a la siguiente integral

N

1
Ko—> e MY K, / dv Po(v) e™. (3.26)

Notemos que en este caso no obtenemos una transformacion integral del propa-
gador, ya que Pq(v) no es la distribucién correcta que lo muestrea, sin embargo,
podemos buscar como transformar (3.26)) en la integral correcta.

En la integral anterior, la distribucion de probabilidad normalizada es (en el caso
de un oscilador arménico de frecuencia w)

1 1 1 22,1 2.2
Pa(v) = K—Q/DZE5 (v - /dT EmwQ:BQ) e~ Jar[amit+yme }(3.27)

B sinh(Q) _e2,
= Q—te w P('U), (328)

en donde P(v) es el PDF (I.111)) del oscilador arménico. Observamos que pode-
mos factorizar la distribucién de probabilidad P (v) de Pq(v), por lo tanto pode-
mos escribir la integral (3.26) como sigue

Ko/dv Pa(v)e™ = Ko/dv F(v)P(v)e™ (3.29)

donde hemos identificado la funcién multiplicativa como

F(v) = \/% e, (3.30)
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Observamos que si tomamos el limite cuando 2 — 0 la funcién F'(v) es igual a
uno, recuperando la distribucion original.

Path averaged potential Pq(v) for the HO

—— Pqa(v]0,0,40) for the HO with Q = 0.75

0.10 A

£ 0.08

P(v]0,0;

0.06

0.04

0.02

0.00 T

Figura 3.6: Funcién de distribucién de probabilidad Pq(v) con z = y = 0 con
2 = 0.75. La linea azul sélida representa la funcién analitica y debajo de la
curva el histograma generado por el algoritmo.

El término estilo oscilador arménico que fue anadido en la distribucién de ve-
locidades gaussiana tiene como consecuencia que las trayectorias ahora estan
siendo generadas con este potencial de fondo, es decir, es menos probable que
las trayectorias se encuentren mas lejos del minimo del potencial; esto se ve re-
flejado en una mayor contribucién al término e~ . Dicho de otra forma, la modi-
ficacién hace que el algoritmo tome valores mas pequeios de v; como se puede
apreciar en la Figura|3.7} esta modificacion también causa que la extension es-
pacial de los lazos ahora se concentre en valores cercanos al origen, como se
aprecia en la Figura 3.8

De la ecuacion (3.29)) es evidente que para obtener la transformacion integral
inversa correcta del propagador debemos dividir entre el factor F'(v) en la esti-
macién Monte Carlo para remover esta funcién no deseada.

1 1 <= eV
K < ~tJs dTV<x<T>>> — Ky 3.31
o€ 0 ONL ; F(yzg) ( )
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Path averaged potential P(v) for the HO Path averaged potential Po(v) for the HO
0.008 0.0144 ;
—— P(v]0,0,40) for the HO —— Pa(v]0,0,40) for the HO with Q = 0.1
0.007 4 0.012 4
00061 0.010
_0.005 4 _
& & 0.008 o
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Figura 3.7: Comparacion de las dos funciones de distribucion de probabilidad
que se han presentado hasta ahora para el oscilar arménico. Notamos que en la
figura (b) la nueva distribucion toma valores mas pequenos de {v; }.

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘

Figura 3.8: Comparacion de la extension espacial de los lazos generados con el
algoritmo Yloop original y con el algoritmo Yloop modificado.

800
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Con el factor F'(v) en la ecuacién (3.31)) corregimos el sesgo que introdujimos
al modificar la distribucion de velocidades gaussiana en la estimacion del propa-
gador, por lo tanto, llamamos a este término el prefactor, de aqui el nombre del
método.

Podemos aprender mds de este método interpretando la modificacion a la suma
como una transformacion en los {v{*}. La escribimos como

Np

1 efvin 1 Q Q
— K 7(1)1- +10g(F(Ul- ))) 3.32
"N, Zl F(?) N, Z“ ‘ (3-32)
1
= Ky— ) e ¥, (3.33)

en donde hemos definido un nuevo conjunto de variables {v]} = {v¥+log(F (vi))}.

Este promedio modificado es una estimaciéon Monte Carlo de la siguiente inte-
gral:

Kg/d'l) P(v)e™, (3.34)

con una nueva distribucién, P’(v), que es inducida por Pq(v). Para calcular esta
nueva distribucion, consideremos el siguiente resultado elemental de la probabi-
lidad y la estadistica:

Teorema 1. (Método de las transformaciones). Sea X una variable aleatoria
continua con una funcion de densidad fx y el conjunto de posibles valores A.
Para la funcion invertible h : A — R, sea Y = h(X) una variable aleatoria con
un conjunto de posibles valores B = h(A) = {h(a) : a € A}. Supongamos que
la inversa de y = h(x) es la funcién v = h™'(y), que es diferenciable para todos
los valores de y € B. Entonces fy, la funcion de densidad de Y, es dada por

Fry) = fx(h ') (W) (y)

, y € B. (3.35)

Demostracion 1. Sean F'x y Fy las funciones de distribucion de X e Y =
h(X), respectivamente. Diferenciabilidad de h™" implica que esta es continua.
Desde que una funcién invertible continua es estrictamente monétona, h™! es
también estrictamente creciente o estrictamente decreciente. Si es estrictamente
creciente, (R (y) > 0y (h™1)(y) = [(h") (y)|. Ademds, en este caso, h es
estrictamente creciente entonces

Fy(y) = P(W(X) <y) = P(X < h™'(y)) = Fx(h™'(y))-
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Diferenciando,

E)(y) = Fx(h"' () (W) (y) = fx (B )W) (w)].

Si h™! es estrictamente decreciente, (h™") (y) < 0y aqui —(h™")(y) = [(h™1)(v)].
En este caso, h es también estrictamente decreciente y obtenemos

Fy(y) = P(h(X) <y) = P(X > b7} (y)) =1 — Fx(h™'(y)).
Diferenciando,

F(y) = =Fx (b ) (h ) () = fx(W )R (). |

En nuestro caso, tenemos
0? sinh(Qt)
/ —_ — P I pu—
U—U+F(U)—U<1 —w2>+log< O >_f(v).

Asi, desde que los {v{*} estan distribuidos acorde a Pq, encontramos

inh(Qt 2 2
P(v) = Po ((U log [ st(t ) ) w;i Q2> w;i o (3.36)

Para ver que esta es la correcta distribucion la sustituimos en (3.34)), haciendo un

sinh(Qt)
Qt

K 1 i —(U.Q—&-log(F(v.Q))) - K /d P ( ) vy Qt Q—gv
"N, — ‘ - o [ arrelte sinh () e

= Ko/dvp(v) e’

cambio de variables a v = (v — log { } ) w;"_?m encontramos

como es requerido.

En la siguiente Figura[3.9| observamos la funcion de distribucion de probabilidad
(3.36).

Como veremos mas adelante en la seccion de resultados, la modificacion a la
distribucion de velocidades gaussiana con un potencial estilo oscilador armoni-
co ayuda en el caso de potenciales simétricos y localizados, como es el caso
del potencial oscilador arménico, potencial lineal con valor absoluto y el poten-
cial Posch-Teller. Para potenciales asimétricos esta modificacién no va a ser de
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0.10 —— P’(v]0,0;40) for HO
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Figura 3.9: Funci6n de distribucion de probabilidad P’ con z = y = 0. Nueva-
mente la linea azul s6lida representa la funcién analitica y debajo de la curva el
histograma generado por el algoritmo.

mucha utilidad ya que estaria empujando las trayectorias a zonas en donde no
tendrian una gran contribucién al término > e~"#; por lo que no seria de mucho

ayuda, por ejemplo, en el caso de la estimacion del propagador para el potencial
lineal.

Potencial lineal de fondo

Para potenciales asimétricos podemos generar trayectorias acorde a un potencial
lineal, en donde cambiamos el algoritmo de O. Corradini y M. Muratori [S8]] pa-
ra incluir un término lineal, entonces modificamos la distribucion de velocidades
gaussiana de la siguiente manera:

Np
Y — YO =3 (g —a1)* +20a],  5>0, (3.37)

k=1
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cuya diagonalizacion es la siguiente, recordando que se cumple ¢ = gn, = 0:

Np
YO = (g — gx1)* + 28]
k=1
Np—1
= ¢ +20q +qy, .+ Z [(qr — qe—1)* + 28]
k=2
Np—2
= qi+2Bq + Q?vp_l + [(gn,—1 — an,—2)” + 2Bqn,—1] + [(qr — qr—1)* + 2Bqs]
k=2

1 S| 1
= ¢ +28q +2 {qu_l — (qn,—2 — 5)] + 0,2+ AN, 28 = 58+ 4y, 2 — 208,

2 2
Np—3
+ qh s+ 2Ban,—2+ D> [(qk — qe—1)” + 28]
k=2
1 >3 2 3N\ 1
= ¢i+26q +2 {QNpl — 5(‘]pr2 — 5)] + 5 {QN,,Q 3 <QN,,3 — 55)} + 5%2%73
Np—3

+ 2qn,-30 — 252 /32 + Z G — Ge-1)? + 26qx]

Np—2

k+1 k k+1 1
_ L Tl 2N, — 1
; 2 [QNP e <QNP k-1 5 5)] + Np_1Q1+Q1 +2(N, = 1)Ba
N, (N, —1 1 3
+ 2ﬁq1+M52— (—+—+3+5+---)52
4 2 2
B N‘fkﬂ ok kel Q_N”‘lk(kﬂ)ﬁz
= T qN,—k —k;—i—l dN,—k—1 5 1
k=1 k=1
sz_l ®) 1 R
= Cy AN~k — — 5 (Qprkfl - Bk) - — |
o= ) = O

Entonces tenemos que

Np—1 Np—1

(8) —2 513
Z CN i — Y o (3.39)
k=1 k
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en donde
1
qk = gk — (/3) (Qk 1 — 5Np—k)a k= 1,2,...,Np— 1 (340)
C
Np—k
k+1
cﬁ::ﬁ} (3.41)
k+1
Br = Tﬂ- (3.42)

La suma final en (3.39) puede ser evaluada resultando en

Np—1

Z/ﬁ—2 N, (N, +1)(N, — 1) (3.43)

Multiplicamos el resultado de la suma por N, /¢ como lo hicimos previamente
con la version discretizada de la distribucién de velocidades gaussiana

m N, 3?

K23 (N, + 1)(N, — 1) R K23
2t 12

—N,(N,+1)(N,—1) =
p(Np + 1) (N, ) 24m, Np2 24m,

(3.44)

con la relacion final valida en el limite continuo NV, — oo.
De esta forma el algoritmo Yloop modificado linealmente es el siguiente:

1. Generar N, — 1 nimeros w;,+ = 1,2,..., N, — 1, distribuidos segiin
Pwi) o exp(—w?).

2. Calcular

Cji: _— —wi—].? i:1’27...,Np_1. (3.45)

3. Construir el lazo unitario de acuerdo a

G = q,
4 = ql+ (QZ “ /BNP—Z)7 i:2737"'7Np_1‘

4. Repetir el proceso N, veces.

Nota importante: cuando implementamos este algoritmo en nuestro codigo,
estamos generando lazos unitarios {¢}, que son re-escalados segtin ¢(7) =
v/ # q(tT). Como tal, cuando estamos generando los {q}, necesitamos convertir
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nuestros 3 en sus equivalentes unitarios, dados por 5,,;; = \/? 5. El resultado

es que los /3 dados arriba son divididos por el factor de re-escalamiento para for-

mar los lazos unitarios, de los cuales son re-escalados para dar los lazos fisicos.

Es facil ver que en este caso si § = 0 tenemos unicamente los coeficientes C,gﬁ ),
k41

que coinciden con los del algoritmo original, i.e. .

Volviendo a insertar los factores apropiados de m y la medida de la integral iden-
tificamos el término lineal con un potencial de fondo V' (z) = kx, en donde la
relacion entre 3 y la constante del potencial x es

k[t

p

con 8 > 0. De esta forma nosotros hemos modificado ahora la distribucién de
velocidades gaussiana normalizada como

Pl{q}] = exp <—% /0 1 dr (¢* + t%q)) . (3.47)

La funcion de correlacion en el célculo del propagador (2.13)) ahora va a estar
pesada por esta nueva distribucién (3.47); lo denotamos de la siguiente manera:

<67t fol dr V(z(1)) >B ) (348)

La nueva distribucion de velocidades gaussiana modifica la forma en la que los
{v;} estdn distribuidos, ahora lo estan segtin una distribucién {v”} ~ P, (v)

Np,

1
<e—t foldTV(:Jc(T))> - — o=V (3.49)
g L=

que dan una estimacién Monte Carlo a la integral

1
Komze“f Me Ko/va,.@(v) e . (3.50)
i=1

Podemos calcular la modificacion al potencial de camino promedio para el po-
tencial lineal, V() = kx, generando trayectorias en un potencial lineal de fon-
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do:

Pu(v) = Ki / Dz 6 (v— / dr kx) e~ drlami®tn] (3.51)

krt3
- P (u+ 12m> (3.52)
_ % 5 P(o) (3.53)
_ [e%t(:c-‘ry)_%} e_%v P(U) (354)

donde K es el propagador del potencial lineal con una constante de acoplamien-
to x, aqui P(v) es el PDF del potencial lineal. De igual forma a como

lo hicimos con el oscilador arménico, incluimos en la integral para
factorizar P (v) de P, (v)

Ko/va,{(v) e’ :Ko/de(v)P(v) e’ (3.55)

en donde hemos identificado el prefactor H(v) como

K Kt n2t3 K
H(v) = 22 e=fv = [eﬂ“y)— o ] e Ev. (3.56)

La modificacién de la distribucién de velocidades gaussiana empuja ahora
a las trayectorias a tomar valores negativos de {v; }, que es precisamente lo que
estdbamos buscando en este caso para tener una mayor contribucién a la suma
> e . Esta modificacion se puede observar en la siguiente Figura

De la ecuacién (3.55]) notamos que para obtener la transformacién integral in-
versa correcta del propagador debemos dividir entre el factor de compensacion
H(v) en la suma de la estimacion Monte Carlo.

1 & e
K, <6—tf01dTV(af(7'))> N e (3.57)

8 Ry, 2 H(vP)

=1 %

i Ko/dvp(v) e .

Interpretamos la modificacion a la suma (3.57)) como una transformacién en los
{vf }, de forma andloga a como lo hicimos con el oscilador arménico de fondo.
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Path averaged potential P(v) for the LP

5 - 0.05 4
0.05 —— P(u]0,0,15) with k = 0.5 ’

= P(v|0,0,15) with k = 0.5.ky = 0.1

0.04 4 0.04 9

0.03 4

T)

0.03 4

P(v]0,0;T)
(v]0,0:

P

0.02 4 0.02 4

0.01 4 0.01 4

0.00

T T T T T T T T T 0.00 y
—40 =30 -20 -10 0 10 20 30 10 —40

(a) P(v) (b) Pr(v)

Figura 3.10: Comparacion de la dos funciones de distribucion de probabilidad:
una para el potencial lineal, otra para el potencial lineal en un fondo lineal. La
linea s6lida azul es la funcién analitica, debajo un histograma generado numéri-
camente. En (b), k; toma el rol de k.

Escribimos la suma como

Np

B8
1 e Y 1 B B
Ko— = Ko— e (v ot (v])) (3.58)
WL Ew T W
Np

(3.59)

Il
=
z]
|'M
QI

en donde hemos definido un nuevo conjunto de variables {v”} = {v”+log(H (v]))}.

1
Este promedio modificado es una estimacién Monte Carlo de la siguiente inte-

gral:
Ko/va"(v) e’ (3.60)

con una nueva distribucién, P”(v), que es inducida por Py (v). Para calcularla ,
usamos el resultado del Teorema 1 antes presentado.
En este caso tenemos

V= vt log(H() = v (1- ) + {@: ry)- —} = f(v)
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Asi, desde que los {v/'} estan distribuidos acorde a P, (v), encontramos

P"(U):PK(]CEH(U—F%ISH—i—(x—l—y)]))‘& : (3.61)
Verificamos que esta es la correcta distribucidn, la sustituimos en ([3.60), hacien-
do un cambio de variables a v = - (v + & [’j—t; —(z+ y)D encontramos

Koi ie(vfﬂog(H(vf))) _ Ko/va (v) e x JE 5 -] g

N5 "

= KO/dUP(U) e
= K

Y

como es requerido.
En la siguiente Figura[3.11] observamos la funcién de distribucion de probabili-

dad (3.61).

0.25 4 —— P"(v]0,0,15) with k = 0.5k, = 0.4

0.20

0.15 4

P(0]0,0;T)

0.10

0.05

0.00

—42 —40 —38 —36 —34 -32 -30 —28 —26
v

Figura 3.11: Funcién de distribucion de probabilidad P” con x = y = 0. Nueva-
mente la linea azul sélida representa la funcién analitica y debajo de la curva el
histograma generado por el algoritmo. Aqui k- representa x.
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Observamos de las ecuaciones y que el método del prefactor solo
sirve para potenciales cuya funcion de distribucion de probabilidad es conocida,
como es el caso del oscilador arménico y el potencial lineal, o en los casos pa-
ra los cuales podemos calcular el cociente de las dos distribuciones para poder
dividir por el factor de compensacion.

Si quisiéramos usar (3.31)) para el potencial lineal con valor absoluto o con el po-
tencial de Poschl-Teller modificado necesitariamos conocer su PDF de cada uno
para poder deducir su respectivo prefactor, término que corrige el sesgo introdu-
cido por los potenciales de fondo.

Es necesario entonces la implementacion de un método en la que no sea nece-
sario el conocimiento explicito de las funciones de distribucion de probabilidad
para un determinado potencial, el método deberia aplicarse solo con el conoci-
miento del potencial a estudiar; mismo que revisaremos en la siguiente seccion.

3.2.2. Meétodo de modificacion a la accion

Una vez introducidas las dos formas en las que hemos modificado la distribucion
de velocidades gaussiana (ecuaciones y (3.47)) y cémo estas modifica-
ciones afectan las distribuciones que siguen los conjuntos de los valores {v;},
podemos introducir el método de la modificacion de la accion. El método se
basa esencialmente en modificar la accion en la integral de camino que discreti-
zamos con los potenciales de fondo a utilizar, de tal forma que cuando hagamos
la expansion perturbativa del propagador nuevamente contemos con una funcién
de correlacion pesada por la distribucion del potencial de fondo, pero con un
término que quita el sesgo en esta funcion de correlacidon que aproximamos.

Oscilador armonico de fondo

Empezamos mostrando como se ve la modificacion con el potencial de fondo
estilo oscilador arménico, mismo que servird para estimar el propagador para po-
tenciales simétricos y localizados. Hacemos esencialmente el siguiente cambio:

)

K — /DI e~ I d‘r{%:f:2+t[%mﬂ2x2+V(x)f%mQ2x2]} — Kq <€7t fodr [V(x(T))f%mQ2x2]>
Q
(3.62)
en donde K, representa el propagador del oscilador arménico con frecuencia
angular €). Para poder entender como llegamos al lado derecho de la ecuacién

(3.62) debemos realizar la expansion perturbativa del propagador con la modifi-
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cacion que hicimos a la accion, esto es:
K = /Da: o Jo dr { Bpa2+t[ymQ2a? 1V (2) - ymQ2a] |
/D:c o o dr [B#?+tymQ2a?] — [§ drt[V(2)~fmQ2a?]
/Dx o~ o ar Bt +tima2a?]

_ KQ <6—t fol dr V(x(’r))—%szx2>

— Kq

0 .

Ahora estimamos el propagador con la funcién de correlacién modificada como
) 1 &
K < —t fo dTV(x(T))f%mQ212> = Ko— —; 3.63
o (e 0 N ; e (3.63)

en donde ahora la discretizacion de la integral de linea del potencial se ve como

Np

! 1 1 1
0 = /0 dr |:V($@<T)) — §m92$?(7)1 — N, ; lV(SL’l(Tk» — §mQ2xf(Tk)
(3.64)
El lado derecho de (3.63) da una estimacién Monte Carlo a la siguiente integral
1 o -
KQFL ; eV = Kg/dv P(v)e™™ (3.65)

En la integral anterior, la funcidn de distribucién de probabilidad normalizada es
(en el caso de un oscilador arménico de frecuencia w)

75(1)) = KLQ/'Dxé (U— /dT %m(wQ _Qz)xQ) o~ J dr[Emi?+Lma2a?]

= Pau(v) (3.66)
sinh(Q¢) __o°
—or ¢ P (v), (3.67)

donde en P, (v) reemplazamos w — w’' = vw? — Q2 en P(v), que es el PDF
(1.111)) del oscilador armoénico. En la Figura (3.12| podemos ver la forma del PDF

Al igual y como lo hicimos en el método del prefactor, en esta ocasion es conve-
niente factorizar la funcién de distribucion de probabilidad P (v) de P(v), para
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0.10 —— P(v]0,0;40) for HO

0.08 1

P(v)0,0;T)

0.04

0.02

0.00 T T T T T T T T T

Figura 3.12: Funcién de distribucién de probabilidad P(v) conz = 3 = 0. La
linea azul s6lida representa la funcidn analitica y debajo de la curva el histogra-
ma generado por el algoritmo.

reescribir la integral (3.63) asi
Kq / dvP(v)e™ = K, / dv G(v)Pg(v)e™ (3.68)

donde la funcién multiplicativa G/(v) es:

02

G(v) = e ?-22", (3.69)

En su forma actual no es obvio que la integral en (3.68) sea la correcta transfor-
macion integral inversa del propagador. De hecho, como sabemos del método del
prefactor, las transformaciones integrales de aquel método requerian ser modifi-
cadas dividiendo por el prefactor, mientras que en este caso la integral resulta ser
la correcta.

Demostremos que la estimacion Monte Carlo (3.68) ya esta bien tal como esta.
Para lograr esto, interpretemos el factor multiplicativo G(v) como una transfor-
macion de los valores de {7;} como sigue (notemos que esto no es una compen-
sacidn, solo una forma conveniente de entender qué se estd calculando con la
integral): tomamos la integral (3.68]), vemos que corresponde a una estimacion
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Monte Carlo de

Np

1 i

K, / W GPs) e M Ko Gl e
=1
1 &

- K,— 0;—log(G(9;))
W2

Np,

Il

=
=z
|'M

ml

En la primera igualdad las variables {?;} siguen la distribucion P;. Aqui hemos
definido {0; = {v; — log(G(v;))} = {v:(1 + UJQQTZQQ)} Para encontrar la distribu-
cion sobre ¢ consideramos la siguiente transformacion: dado que ¢ ~ P; usamos
el resultado del Teorema 1 (3.33) para deducir que © ~ P donde

. w?— 02\ w? -2
P(v) =Py ( 2 v> R (3.70)
Ahora usamos esto para calcular la integral como
1 o
Koy Z et MR, / dvP(v)e™ (3.71)

2

= Ko/dUP@(U> =

en donde en la segunda linea hicimos el cambio de variables obvio para simplifi-
car el argumento de la distribucion de probabilidad.

Para proceder necesitamos una informacién analitica sobre la forma funcional
de la distribucion. Inspeccion de la representacion en serie para la integral de
camino promedio[[.1T1]da la dependencia funcional sobre w como

2 02
P, = f(“ Q) (3.72)

w2 — 02

para alguna funcién (complicada) f. Ahora hacemos un cambio de variables v =
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2
=75z v en (3.71)) que nos lleva a

Np,

1 _~  MC 1 wQ _
Ky— vi = K dv—f | — v
ONL;e 0/ vaf(v>e

= Ko/dvp(v) e
= K.

Entonces vemos que reproducimos correctamente el propagador deseado.

En esta ocasion la estimacién Monte Carlo (3.63) es, desde un principio, la co-
rrecta para el propagador de un sistema arbitrario con potencial simétrico y lo-
calizado, como lo es el potencial del oscilador arménico, el potencial con valor
absoluto y el potencial de Poschl-Teller modificado; pero es de esperarse que
esta estimacion no funcione para el potencial lineal ya que es asimétrico. El pro-
blema radica en que la modificacion del oscilador arménico de fondo empuja las
trayectorias a tomar valores més pequefios de v;, pero no logra que estos tomen
valores negativos, necesarios para maximizar la suma » | e~", como se requiere
en el caso del potencial lineal.

Potencial lineal de fondo

Para sobrepasar este problema, partimos de manera analoga al potencial oscila-
dor arménico de fondo pero ahora con el potencial lineal de fondo, i.e. modifica-
mos ahora la accién de la siguiente manera:

K:/Dx o~ Jo ar { G Htlkat V(@) —ral} K, <€—tf01dTV(;v(7—))—mv> 7

(3.73)
en donde K, representa el propagador del potencial lineal con constante de aco-
plamiento ~. Estimamos el propagador con la funcién de correlaciéon modificada
como

1 o
K,{ <€_tfol dTV(CC(T))—NI> — Kﬁ— 6—171' (374)
N &

K

en donde ahora la discretizacion de la integral de linea del potencial se ve como

1 &

7 = /0 dr [V (2:(7)) — kzi(7)] — Ez[vmm)) ~wzi(m)]. (3.75)
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El lado derecho de da una estimacién Monte Carlo a la integral
Ky— Z eV = Kﬁ/dv Plv)e™ (3.76)

En la integral anterior, la funcidn de distribucién de probabilidad normalizada es
(en el caso de un potencial lineal con constante de acoplamiento k)

Plv) = Ki/Dxé <v—/d7' (k — /<;)3:> e/ dr[gmiina] (3.77)

_ P (3.78)
K K

_ fze—k_nvpg(v) (3.79)

. [e%’f(”y)—%} e FER P (v), (3.80)

donde en P,/ (v) reemplazamos k — k' = k — x en P(v), que es el PDF (I.110)
del potencial lineal. En la Figura podemos ver la forma del PDF (3.80).

—— P(v/0,0,15) with k = 0.5,k> = 0.8
0.08 A

0.07 A
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0,0;T)
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158
0.03 A
0.02 A

0.01 A

0.00

Figura 3.13: Funcién de distribucién de probabilidad P(v) conz = y = 0. La
linea azul so6lida representa la funcion analitica y debajo de la curva el histogra-
ma generado por el algoritmo. Aqui %, representa k.

Como lo hemos estado haciendo, factorizaramos la funcion de distribucidn de
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probabilidad P (v) de P(v), para reescribir la integral (3.76) asi
K,i/dv Pl)e ™’ = Ko/dv M(v)Pz(v)e™ (3.81)

donde hemos identificado la funcion multiplicativa M (v) como

M(v) = e #+". (3.82)

Demostremos que la estimacion Monte Carlo (3.8T)) es la correcta. Para lograr
esto, interpretemos el factor multiplicativo M (v) como una transformacién de
los valores de {v;} como sigue (nuevamente notemos que esto no es una com-
pensacion, solo una forma conveniente de entender qué se estd calculando con la
integral): tomamos la integral (3.81]), vemos que corresponde a una estimacion
Monte Carlo de

N
1 )
Ko [ doM(v)Pe(v)e™ "E Ko M(v;)e™
0/ v M(v)Px(v) e N, 2 (;) e

N

1 _ _
- K,— evi—log(M(vi))

1
Ko— S e

En la primera igualdad las variables {;} siguen la distribucién Px. Aqui hemos
definido {0; = {v; —log(M (v;))} = {v:(1+ =)} Para encontrar la distribucién
sobre © consideramos la siguiente transformacion: dado que v ~ P; usamos el
resultado del Teorema 1 para deducir que ¥ ~ P donde

y k—k k—k
P(v):P,./b( - v) T (3.83)

Ahora usamos esto para calcular la integral como

Np,

KOLZG_@' Me Ko/dvﬁ(v) e’ (3.84)
= Ko/dvp,ﬁ(v) e (3.85)

en donde en la segunda linea hicimos el cambio de variables obvio para simplifi-
car el argumento de la distribucién de probabilidad.
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Para proceder necesitamos una informacion analitica sobre la forma funcional
de la distribucion. Inspeccion de la forma funcional para la integral de camino
promedio|1.110[da la dependencia funcional sobre £ como

o - ()
~P = f(k” ) (3.86)

k—k — K

para alguna funcién f. Ahora hacemos un cambio de variables v = —£—v en

k—k
(3.85) que nos lleva a

Np

KONLLZGM Me Ko/dv %f (%) e’

i

= Ko/dvp(v) e’
= K.

Vemos que reproducimos correctamente el propagador deseado.

Una vez que hemos mostrado de forma detallada las correcciones que hacemos
a las estimaciones Monte Carlo al propagador, mostramos los resultados obte-
nidos en la aproximacién del logaritmo del propagador para diversos sistemas a
valores grandes de ¢ en el proximo capitulo.
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Capitulo 4

Resultados

Una de las formas para demostrar que los métodos presentados en el capitulo
anterior nos ayudan a disminuir el problema de sobre muestreo en el formalismo
linea de mundo Monte Carlo es a través de la reproduccion de resultados bien
establecidos.

Usaremos los célculos analiticos de los diversos propagadores mostrados en el
Capitulo[I] para comparar las aproximaciones al logaritmo de cada una de estas
expresiones generadas con el método numérico. Ademds, mostramos para los
sistemas que admiten estados ligados una aproximacion a la energia del estado
base.

Comenzaremos mostrando los resultados obtenidos con el método del prefactor
y posteriormente con los del segundo método de modificacion de la accion.

4.1. Método del prefactor

Recordemos que para la implementacion de este método es necesario el conoci-
miento de la distribucion de probabilidad del sistema con el que estamos traba-
jando o en los casos para los cuales podemos calcular el cociente de las dos dis-
tribuciones para poder dividir sobre el factor de compensacion. En este trabajo
contamos solamente con el conocimiento analitico de la distribucién de proba-
bilidad del oscilador armoénico y del potencial lineal, por lo tanto solo podemos
analizar estos dos sistemas mediante este método. Comenzamos revisando el os-
cilador armonico.

4.1.1. Oscilador armonico

En la seccién 3.1 mostramos la forma analitica del propagador del oscilador
armonico en el espacio euclideano (3.1)) y vimos la comparacion con la estima-

83
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ci6n numérica sin ninguna modificacion, es decir, con la implementacion del
algoritmo original Yloop. En este momento presentamos la aproximacion del
propagador del oscilador arménico con el método del prefactor.

Para comenzar debemos reconocer que el oscilador arménico es un potencial
simétrico, por que lo debemos usar el oscilador armoénico de fondo. En este caso
es posible encontrar la forma exacta del factor de compensacidn, entonces la
expansion perturbativa del propagador incluyendo el factor de compensacion se
ve como

K(I,y,t,o) — KO <e—tf01 dr %mw2m2>g
m 1 & e v
20 enilay)? '
V ot NL;F(U?)

m 1 & e~ v

_ _m(gy)? :

SN RGPS (S e 4.1
27t NL Z sinh(Qt) 7&;111 ( )

=1 Te w

conz(t)=(r—y)T+y+ \/%q(r). En estas expresiones pusimos la forma en

la que vamos a discretizar el valor esperado. Finalmente, para la implementacion
numérica, es necesario discretizar la integral del argumento de la exponencial

en el valor esperado, que en este caso es la misma que en el algoritmo original,
con la diferencia de que las trayectorias fueron generadas bajo la influencia del
oscilador armoénico de fondo. Entonces

2 1 1 X 2
v; = mw / dr 23 (1) — — Z me 2% (1. 4.2)
2/, N, &= 2

Con esta relacion y con la discretizacion explicita del valor esperado ya so-
mos capaces de calcular numéricamente el propagador. Nuevamente fijamos los
parametros m = w = 1y los puntos extremos fijos az = y = 0 para dejar el
parametro ¢ libre.

En la Figura podemos observar una comparacién de — In(K’) como funcién
del tiempo entre la expresion analitica y la estimacién numérica cal-
culada a través del algoritmo Yloop modificado con el prefactor para un valor
de la frecuencia angular 2 = 0.75. La linea azul cielo muestra el resultado del
propagador si solo utilizamos el algoritmo Yloop modificado sin el prefactor,
la linea con puntos rojos denota la expresion en donde se ha usado el al-
goritmo modificado con la inclusién del factor de compensacion. A diferencia
de la Figura 3.2} en donde notamos una buena compatibilidad entre el resultado
analitico y numérico en un intervalo de tiempo aproximado de ¢ € [0, 60] y una
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discrepancia a partir de ¢ > 60 evidenciando el problema de sobre muestreo,
en esta ocasién vemos que la compatibilidad se extiende, en la Figura[4.1] hasta
t = 100.

Podemos aprender de esta Figura[d.1|1a importancia que tiene en el desarrollo de
este trabajo las distribuciones de probabilidad, aprendimos que la modificacion
del algoritmo Yloop por un término cuadratico modifica el muestreo de las tra-
yectorias y por lo tanto la estimacién del propagador, hecho que no fue notifica-
do en el trabajo inicial de O. Corradini y M. Muratori [S8] puesto que a tiempos
pequeios no es notable esta diferencia; esto puede ser entendido observando la
relacién (3.22), en donde podemos notar que el comportamiento de « depende
del tiempo, para valores de ¢ pequefos « va a ser pequefio, ocultando asi la dife-
rencia que hace esta modificacion en la distribucion de velocidad gaussiana, sin
embargo, se vuelve evidente la discrepancia a tiempos grandes.

Logarithm of the HO propagator with Q = 0.75

50 4 —*— numerical values for MHO with prefactor
—e— numerical values for modified MHO

exact values

40 A

30 A

—In(K)

20 A

10 1

T T T
0 20 40 60 80 100

Figura 4.1: Graficaconm =1, w =1,z = 0 =y, N, = 500k y N,, = 5k para el
— In(K’) del oscilador arménico. MHO significa Modified Harmonic Oscillator
y representa el resultado del algoritmo Yloop modificado.

Es normal preguntarnos si esta compatibilidad se extiende para valores mayores
del tiempo, y tal como se puede apreciar en la Figura|4.2]la compatibilidad entre
la estimacion numérica y la analitica se extiende a un valor de ¢ = 200, que

en principio puede seguir con un valor adecuado de la frecuencia angular €2 del
oscilador armoénico de fondo.

Esta dltima afirmacién nos genera una nueva duda: ;Como escogemos el valor
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adecuado de la frecuencia angular €2 del oscilador arménico de fondo tal que
reproduzca de manera confiable la estimacion del logaritmo del propagador?
La respuesta no es trivial desde que el calculo del propagador depende de mu-
chos pardmetros como la masa m del sistema, las constantes de los potencia-
les, los puntos finales z e ¥, etc.; y tal como se ha visto en los resultados de J.
P. Edwards et. al. [24]], modificaciones con diferentes valores conducen a varia-
ciones en las estimaciones numéricas (generalmente entre mayor es el valor de
un parametro mayor serd la incompatibilidad entre la estimacién numérica y la
analitica).

Logarithm of the HO propagator with Q = 0.75
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exact values
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Figura 4.2: Grdficaconm =1, w =1,z = 0 =y, N = 500k y N, = 5k para el
— In(K) del oscilador arménico.

Observar como estas desviaciones toman lugar segtin la modificacion de todas
los parametros con los que cuenta el propagador y sus distintas combinaciones
de valores seria una labor ardua en el sentido computacional. Desde nuestra ex-
periencia podemos afirmar que el valor de la frecuencia del oscilador armonico
de fondo (2 esta relacionado con el valor que usamos para la constante del po-
tencial del sistema que estamos analizando (en este caso w = 1), aunque no
conocemos analiticamente una relacion exacta, a través de distintas simulacio-
nes observamos que los valores de €2 no deben estar muy alejados con los de w
para obtener una buena precision. En el Apéndice |A| mostramos pruebas de con-
vergencia sobre un valor fijo del propagador variando la frecuencia angular ().
En la Figura[4.3] observamos la estimacion del logaritmo del oscilador arménico
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para dos valores distintos de {2; en la subfigura (a) notamos que con un valor de
2 = 1.5 obtenemos nuevamente una buena compatibilidad entre ambas distri-
buciones en una ventana de tiempo ¢t € [10, 100], mientras que en (b) la com-
patibilidad se pierde desde un comienzo, en donde el valor de {2 = 5.0 yaes
demasiado grande (en comparacién con el valor w = 1), haciendo que el factor
de compensacion sobre estime el valor del logaritmo del propagador.

Logarithm of the HO propagator with Q = 1.5 Logarithm of the HO propagator with Q = 5.0

504 —e— numerical values for MHO with prefactor 1004 —*— numerical values for MHO with prefactor
—— numerical values for modified MHO —— numerical values for modified MHO

exact values

exact values
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Figura 4.3: Comparacion de la estimacion de — In(K) para el oscilador arméni-
co para distintos valores de (). Se observa en (b) que para un valor grande de {2
en comparacion con w ya no reproduce correctamente el logaritmo del propaga-
dor.

De las figuras antes mostradas podemos mencionar que hemos sobrepasado (o
al menos disminuido) el problema de sobre muestreo a través de este método
del prefactor, sin embargo, es una gran limitante que solo se pueda aplicar pa-
ra los sistemas cuyo potencial de camino promedio o funcidn de distribucion de
probabilidad sea conocido, ya que, en general, no es trivial su cdlculo. En la si-
guiente seccion mostraremos que el método de la modificacién a la accidn nos
ayuda a sobrepasar esta dificultad y, en ese sentido, es mds universal; pero antes
de hacerlo veamos el resultado de esta modificacion para un sistema del cual si
conocemos su distribucion de probabilidad: el potencial lineal.

4.1.2. Potencial lineal

Igualmente que en el caso del oscilador arménico, en la seccion 3.1 mostramos
la forma analitica del propagador del potencial lineal en el espacio euclideano

y vimos la comparacion con la estimacion numérica sin ninguna modifica-
cién. Mostramos ahora la aproximacion al propagador del potencial lineal con el
método del prefactor.
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El potencial lineal es un potencial asimétrico, por lo que debemos usar el poten-
cial lineal de fondo. Como se ha mencionado con anterioridad, en este caso es
posible encontrar la forma exacta del factor de compensacion, entonces la ex-
pansion perturbativa del propagador y su respectiva discretizacion incluyendo el
factor de compensacion es la siguiente

Np

K<x7y7t,0) = K < tfodi:r>
e
- 2 H
i=1 Ui

- B(e—y)?
\/ 27r ¢ p
1 NL —1)’.6
e a @Y 4.3
Vami € N ;[ = ()

1

2|H
m

conz(r) = (x—y)T+y+ \/%q(T). La discretizacion de la integral de linea del
potencial en el argumento de la exponencial es, nuevamente, la misma que en el
algoritmo original, destacando que ahora la generacion de las trayectorias es bajo
la influencia del potencial lineal de fondo. De esta forma

1
vi:k‘/ dr z;(t) — Zk‘m k). 4.4)
0

pk:l

Con esta relacion y con la discretizacion explicita del valor esperado ya somos
capaces de calcular numéricamente el propagador. Fijamos los pardmetros m =
1, £ = 0.5y los puntos extremos fijos ax = y = 0 para dejar el pardmetro ¢
libre.

En la Figura 4.4/ podemos observar una comparacién de In(K’) como funcién del
tiempo entre la expresion analitica (3.10) y la estimacion numérica calcula-
da a través del algoritmo Yloop modificado linealmente con el prefactor o factor
de compensacién con un valor de la constante de acoplamiento del potencial li-
neal de fondo de x = 0.4. La linea verde muestra el resultado del propagador

si solo utilizamos el algoritmo Yloop modificado linealmente sin el prefactor,

la linea con puntos rojos denota la expresion en donde se ha usado el al-
goritmo modificado con la inclusién del factor de compensacion. A diferencia
de la Figura 3.5 en donde notamos una buena compatibilidad entre el resultado
analitico y numérico en un intervalo de tiempo aproximado de ¢ € [2,12] y una
discrepancia a partir de ¢ > 12 evidenciando el problema de sobre muestreo,

en esta ocasién vemos que la compatibilidad se extiende, en la Figura|4.4] hasta
t = 30. Observamos buena compatibilidad incluso para un valor muy grande de
t, considerando que para este sistema los problemas de overflow aparecen apro-
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ximadamente para un valor de ¢ = 40. Recalcamos el valor muy semejante entre
las constantes de acoplamiento x y k, reafirmando nuestra observacion de que
estos valores no deben estar muy dispersos entre si. En la Figura[d.5]se muestra
una comparacion de la estimacion del In(K') para distintos valores de x en la que
se puede observar la discrepancia a tiempos grandes para aquellos valores de s
que estdn mds alejados del valor £ = 0.5, mostrando que con Kk = 0.4y K = 0.6,
valores relativamente cercanos a k, obtenemos una buena aproximacion.

Logarithm of the LP propagator with k = 0.5

—e— numerical values for the LP with prefactor, ks = 0.4

500 4 —*— numerical values for the modified LP

exact values

400 1

— 300 1

In(K
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Figura 4.4: Graficaconm = 1, k = 0.5,z = 0 = y, N, = 500000 y N,, = 5000
para el In(K') del potencial lineal. LP significa Linear Potential y representa el
resultado del algoritmo Yloop modificado linealmente. En este caso &, toma el
rol de k.

Con estos resultados es evidente que hemos mejorado las estimaciones de los
propagadores del oscilador arménico y el potencial lineal a tiempos grandes, cu-
yas funciones de distribucioén de probabilidad son conocidas, pero para el caso
donde tengamos un sistema cuyo PDF no sea conocido necesitaremos la intro-
duccidén del método de la modificacion de la accidn, en donde analizamos estos
mismos potenciales y ademads otros dos en donde desconocemos dichas funcio-
nes de distribucién de probabilidad.
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Logarithm of the LP propagator with k& = 0.5

numerical values for the modified LP with ky = 0.4

t

numerical values for the modified LP with ky = 0.6
250 numerical values for the modified LP with ky = 0.3
numerical values for the modified LP with ky = 0.2

numerical values for the modified LP with ks = 0.1
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Figura 4.5: Graficaconm = 1,k = 0.5,z = 0 = y, N, = 500000 y N,, = 5000
para el In(K) del potencial lineal en donde se muestra la estimacién numérica
para valores distintos de «. En este caso ks toma el rol de .

4.2. Meétodo de la modificacion de la accion

Con la introduccion del método de la modificacion de la accién somos capaces
de implementar la filosofia que se obtiene con el método del prefactor, esto es,
modificar las trayectorias y compensar el sesgo introducido, sin la necesidad de
conocer las funciones de distribucidn. Para la implementacion de este método
solo es necesario saber que potencial de fondo utilizar, dependiendo si el siste-
ma a estudiar viene dado por un potencial simétrico o asimétrico. Como mues-
tra de que este método puede ser aplicado a una mayor variedad de potenciales,
ahora estudiamos, ademas del oscilador arménico, el potencial lineal con valor
absoluto y el potencial modificado de Poschl-Teller como potenciales simétri-
cos. Terminamos el andlisis con el potencial lineal y mostramos un sistema que
por primera vez se puede aproximar con este formalismo linea de mundo Monte
Carlo, la particula libre.

4.2.1. Oscilador armonico

Comparamos nuevamente la forma del propagador del oscilador armoénico en el
espacio euclideano (3.1]) con la estimacién numérica realizada a través del méto-
do de la modificacién de la accidn con el algoritmo Yloop modificado. La expan-
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sion perturbativa del propagador y su respectiva discretizacion se ven como

K(I,y,t, 0) — KQ <67tf01 dT(%mw2x27%mQ2x2)>Q
1 &
— KQ _— e_vl
Ny
— m—Q e_zs'#s(zgzt)[(xz-i-y?) cosh(Qt)—2zy] i 6_77@'
27 sinh(2t) N, -

4.5)

conz(1) = (x—y)T+y+ \/%q(r). Aqui usamos la misma masa m tanto como

para el oscilador arménico estudiado como para el potencial de fondo estilo os-
cilador armoénico, diferenciandose solo en sus frecuencias de oscilacion. Para la
implementacién numérica es necesario discretizar la integral del argumento de la
exponencial en el valor esperado, que en este caso se ve de la siguiente manera

1 1 1 1
0; = /0 dr {émwaf(T) — §m92x?(7)} — A [§m(w2 — )z} (1)

(4.6)
Con esta relacion y con la discretizacion explicita del valor esperado ya somos
capaces de implementar el método numérico. Fijamos los pardmetros m = 1,
w = 1, los puntos extremos fijos a x = y = 0 para dejar el parametro ¢ libre.
En la Figura|4.6 podemos observar una comparacién de — In(K’) como funcién
del tiempo entre la expresion analitica (3.1)) y la estimaciéon numérica cal-
culada a través del algoritmo Yloop modificado con el método de la modifica-
cién de la accién para un valor de la frecuencia angular 2 = 0.75. La linea roja
muestra el resultado de la estimacion numérica si solo utilizamos el algoritmo
Yloop original, la linea sélida amarilla con puntos denota la expresion (4.5)) en
donde se ha usado el algoritmo modificado con la modificacion a la accién. En
esta Figura 4.6/ podemos observar la discrepancia entre la estimacion numérica
y la analitica usando el algoritmo original y como el método de la modificacion
de la accidn corrige esta incompatibilidad para tiempos de ¢ grandes, en donde
hemos extendido la ventana (el rango) hasta un valor de ¢t = 300.

Este resultado nos permite estimar la energia del estado base F), a partir de la
pendiente de — In(K’) como funcidn del tiempo ¢. Usando ensambles con N;, =
20000 lazos y N, = 2000 puntos por lazo, estimamos el gradiente a través de
un ajuste lineal sobre una region de la grafica donde consideramos que nuestros
resultados numéricos muestran buena linealidad. De la grafica observamos que, a
diferencia del trabajo de James P. Edwards et. al. [24], obtenemos buena lineali-
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Logarithm of the Harmonic Oscilator propagator
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Figura 4.6: Graficaconm = 1,w = 1,2 = 0 = y, N, = 500k y N, = 5k para
el —In(K’) del oscilador arménico utilizando el método de la modificacion de la
accion.

dad de las estimaciones numéricas incluso a tiempos grandes, por lo que escoger
un buen intervalo ahora no es un problema mayor, la ventana en donde realizar el
ajuste en este trabajo fue mds bien una decision relacionada al poder de compu-
to, ya que la estimacion del estado base la hicimos realizando 50 repeticiones
para cada valor de ¢ en donde queriamos obtener el valor de — In(K).

Por ejemplo, estimamos la energia del estado base para este sistema en un in-
tervalo de tiempo de ¢ € [5,30][] en donde calculamos el valor de — In(K) 50
veces y después promediamos los resultados, con saltos en el tiempo de ¢t =
0.25. Ajustamos un modelo lineal a los datos obtenidos en este intervalo usan-
do Mathematica con la instruccién LinearModelFit. Nuestra estimacion de la
energia del estado base (param =1, w =1,Q2 = 0.75, z = y = 0) fue

Eo = 0.4999954, t € [5,30], 4.7)

mostrando una precision de cinco digitos en comparacion con el resultado exacto
(Ep = 0.5). La principal limitacion en la precision de este resultado fue nues-
tra falta de recursos computacionales, puesto que en [24] realizaban mil repeti-

!Compdrese con en el trabajo [24] donde se realizé un estudio similar con una ventana de
t€[5,19
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ciones y después promediaban el resultado, reduciendo considerablemente los
errores por correlacion, comparado a nuestro trabajo en donde fue 50 veces las
repeticiones; atn asi, logramos una estimacion considerablemente buena ya que
conseguimos 6 digitos de precision. La eleccion de la ventana es debido a esta
misma limitacién computacional, en principio, la compatibilidad entre el resulta-
do analitico y el numérico nos daba para extender la ventana a tiempos mayores,
pero el costo computacional para hacer dichos cdlculos se vuelve muy robusto.

Podemos repetir nuestras estimaciones numéricas para diferentes valores de los
parametros del oscilador armdnico, pero el objetivo principal de este trabajo fue
corregir la incompatibilidad de las estimaciones a valores grandes de ¢, recomen-
damos la lectura de [24]] para ver estimaciones de la energia del estado base con
diferentes valores de los parametros.

4.2.2. Potencial lineal con valor absoluto

Comparamos ahora la forma del propagador del potencial lineal con valor abso-
luto en el espacio euclideano con la estimacion numérica realizada a través
del método de la modificacion de la accidon con el algoritmo Yloop modificado,
ya que este potencial a estudiar es simétrico. La expansion perturbativa del pro-
pagador y su respectiva discretizacion se ven como

K(ry:t,0) = Kq (oo (elimetsd))

— Kg NLL Z e b
=1

Q

_ mS) eiﬁ?ﬁt) [(z%+y?) cosh(Qt) —2zy] 1 e Ui

27 sinh(Qt) Ny 4
(4.8)

conz(t) = (z —y)T+y + \/%(](7’) como es usual. La discretizacién de la

integral del argumento de la exponencial en el valor esperado en este caso se ve
de la siguiente forma

1 1 1 Np 1
= [ dr [Ha(n)] - guetadn)] — 3 kel - gmoaln)

P =1
4.9)
Con esta relacion y con la discretizacion explicita del valor esperado ya somos
capaces de implementar el método numérico. Fijamos los pardmetros m = 1,
k = 0.5, los puntos extremos fijos a z = y = 0 para dejar el parametro ¢ libre.
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En la Figura[4.7) podemos observar una comparacién de — In(K’) como funcién
del tiempo entre la expresion analitica y la estimacion numérica (4.8)) cal-
culada a través del algoritmo Yloop modificado con el método de la modifica-
cion de la accién para un valor de la frecuencia angular €2 = 0.75. La linea verde
muestra el resultado de la estimacion numérica si solo utilizamos el algoritmo
Yloop original, la linea sélida roja con puntos denota la expresién 4.8 en don-
de se ha usado el algoritmo modificado con la modificacién a la accion. En esta
Figura|4.7| podemos observar la discrepancia entre la estimacion numérica y la
analitica usando el algoritmo original y como el método de la modificacion de
la accion corrige esta incompatibilidad para tiempos ¢ grandes, en donde hemos
extendido la ventana nuevamente (el rango) hasta un valor de ¢ = 300.

Logarithm of the Linear Potential propagator with Absolute value

—e— numerical values for the modified ALP with = 0.75
—e— numerical values for normal ALP
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Figura 4.7: Graficaconm = 1,k = 05,2 = 0 = y, N, = 500k y N, = 5k
para el — In(K) del potencial lineal con valor absoluto utilizando el método de la
modificacion de la accion.

Estimamos la energia del estado base Ej, usando ensambles con N;, = 20000 la-
zos y N, = 2000 puntos por lazo, en un intervalo de tiempo ¢ € [5, 30, en donde
calculamos el valor de — In(/K) 50 veces y después promediamos los resultados,
con saltos en el tiempo de ¢ = (0.25. Nuestra estimacion de la energia del estado

base (param = 1, k = 0.5, 2 = 0.75, z = y = 0) para este sistema fue

Ey =0.509386, t € [5,30], (4.10)

mostrando una precision de cuatro digitos en comparacion con el resultado analiti-
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co (Ey ~ 0.509397 ]

4.2.3. Potencial modificado de Poschl-Teller

Terminamos mostrando la estimacion del dltimo potencial simétrico que estu-
diamos en este trabajo. Comparamos el resultado analitico para el logaritmo del
propagador del potencial modificado de Poschl-Teller (3.8)) con la estimacién
numérica realizada a través del método de la modificacion de la accion con el
algoritmo Yloop modificado. La expansion perturbativa del propagador y su res-
pectiva discretizacién se ven como

1 a2 A1)
K(z,y;t,0) = K <€—th dr [~ 87 coiriasy b 92x2]>
Q
L
— Kog— ) e
v 2
Np,
— m—Q 67#?915)[(x2+y2) cosh(0t)—2xy] i Z 6*51’
27 sinh(2t) N 2

(4.11)

conz(r) = (x —y)T+y+ \/%q(r). La discretizacion de la integral de linea del
potencial a lo largo de las trayectorias se ve como

! 2 MA+1 1
0; = / dr {_a_% - —mQQx?(T)} —
0 2m cosh®(ax;(1)) 2
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(4.12)
Para la implementacion numérica fijamos los pardmetros m = o = A = 1y los
puntos extremos fijjos a x+ = y = 0 para dejar el parametro ¢ libre.
En la Figura 4.8 podemos observar una comparacion de In(/’) como funcion del
tiempo entre la expresion analitica y la estimacién numérica calcu-
lada a través del algoritmo Yloop modificado con el método de la modificacién
de la accién para un valor de la frecuencia angular 2 = 0.75. La linea amarilla
muestra el resultado de la estimacion numérica si solo utilizamos el algoritmo
Yloop original, la linea s6lida verde con puntos denota la expresion en don-
de se ha usado el algoritmo modificado con la modificacién a la accion. En esta
Figura|4.8| podemos observar la discrepancia entre la estimacion numérica y la
analitica usando el algoritmo original, que en este caso es un submuestreo, y co-

1 [ o AA+1) 1
Ny k=1

?La aproximacién aqui es debido a que E depende de los ceros de la funcién de Airy y de
su derivada, donde hemos cortado a seis digitos de precision los valores.
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mo el método de la modificacion de la accidn corrige esta incompatibilidad para
tiempos de ¢ grandes, en donde hemos extendido la ventana nuevamente (el ran-
£0) hasta un valor de ¢t = 300.

Logarithm of the Modified Péschl-Teller propagator

—e— numerical values for the modified MPT with Q = 0.75
140 4 numerical values for normal MPT
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Figura 4.8: Graficaconm = 1,a = A= 1,2 = 0 =y, N, = 500k y N, = 5k
para el In(K) del potencial modificado Poschl-Teller utilizando el método de la
modificacion de la accion.

Estimamos la energia del estado base £ usando ensambles con N;, = 20000
lazos y N,, = 2000 puntos por lazo, en un intervalo de tiempo ¢ € [30, 50], repi-
tiendo el mismo proceso que en los dos sistemas anteriores. Nuestra estimacion
de la energia del estado base (param = 1, a = A= 1,0 = 0.75,z = y = 0)
para este sistema fue

Es = —0.50011517, ¢ € [30,50], (4.13)
mostrando una precision de tres digitos en comparacion con el resultado exacto
(Ey = —0.5).

4.2.4. Potencial lineal

Estudiamos nuestro sistema asimétrico, el potencial lineal. Comparamos el re-
sultado analitico del logaritmo del propagador para el potencial lineal (3.10]) con
la aproximacién numérica realizada a través del algoritmo Yloop modificado
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linealmente con el método de la modificacion de la accion. La expansion pertur-
bativa del propagador y su respectiva discretizacion es la siguiente:

K(x,y;t,0) = K. <e‘tf5dT(kw‘“x)>
8
1 ok
— K.— ) e
V2
m m(x—y)* Kt K23 1 & .
- %exp{[ﬁ—t ‘3<f’5+y>+24m”m;€
(4.14)

conz(t)=(x—y)T+y+ \/%Q(T). La discretizacion de la integral de linea del
potencial a lo largo de las trayectorias se ve como

1

0; = /o dr [kxi(1) — kxi(1)] — N Z [(k — Kr)xi(T3)] - (4.15)

P =1

Para la implementacion numérica fijamos los parametros m = 1, k = 0.5y los
puntos extremos fijos a x = y = 0 para dejar el parametro ¢ libre.

En la Figura 4.9| podemos observar una comparacién de In(K’) como funcién
del tiempo entre la expresion analitica y la estimacion numérica (4.14))
calculada a través del algoritmo Yloop modificado linealmente con el método de
la modificacién de la accién para un valor de la constante de acoplamiento k =
0.48. La linea amarilla muestra el resultado de la estimacién numérica si solo
utilizamos el algoritmo Yloop original, la linea sélida roja con puntos denota la
expresion (4. 14{en donde se ha usado el algoritmo modificado linealmente con la
modificacion a la accion. En esta Figura 4.9 podemos observar la discrepancia
entre la estimacion numérica y la analitica usando el algoritmo original, que en
este caso es un submuestreo nuevamente, y como el método de la modificacién
de la accion corrige esta incompatibilidad para tiempos de ¢ grandes, en donde
hemos extendido la ventana (el rango) hasta un valor de ¢ = 40.

En este caso no hicimos una estimacion del estado base puesto que este sistema
no admite estados ligados. Aun asi, utilizamos este potencial como muestra de
que el algoritmo Yloop modificado linealmente sirve para reducir el problema de
sobre muestreo para un potencial asimétrico.
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Logarithm of the LP propagator

—e— numerical values for the modified LP with ks = 0.48

numerical values for normal LP
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Figura 4.9: Graficaconm = 1,k = 05,2 = 0 = y, N, = 500k y N, = 5k
para el In(K') del potencial lineal utilizando el método de la modificacién de la
accion.

4.2.5. Particula libre

Como una curiosidad de este método de la modificacién de la accidn, es que si
fijamos el potencial a estudiar idénticamente a cero V' (z(7)) = 0 deberiamos
ser capaces de obtener, a través de este formalismo, una estimacién numérica del
propagador libre. Aunque no es un resultado sorprendente, este formalismo no
podia reproducir esta estimacion a través de la generacion de la nube de lazos (o
ensamble de lazos), puesto que ya se daba como conocido el propagador de la
particula libre, desde que se usa como factor de normalizacion en la expansion
perturbativa del propagador.

Cualquiera de los dos algoritmos presentados en este trabajo, ya sea el algoritmo
Yloop modificado o el modificado linealmente permiten calcular la particula li-
bre. A estas alturas la expansion perturbativa del propagador es bastante familiar,



4.2. METODO DE LA MODIFICACION DE LA ACCION 99

pero la escribimos nuevamente para mostrar los detalles.

K(ryit0) = Ko (e hor(Oine))
L
— Ko — e "
Np
_ mQ G_M#S@[(x2+y2)cosh(ﬂt)—2my} i Z e—f)i
27 sinh(Q¢) Np “

(4.16)

conz(t)=(r—y)T+y+ \/%(](T). La discretizacion de la integral de linea del
potencial a lo largo de las trayectorias es:

1 Np
= L R o
0; _/0 dr [ 2mQ x; (7)] — N, kz:; { 2mQ i (1) | - (4.17)

Fijamos el pardmetro de la masa del oscilador arménico como m = 1y los pun-
tos extremos fijos a z = y = 0 para dejar el pardmetro ¢ libre.

En la Figura[4.10] podemos observar una comparacién de In(K') como funcién
del tiempo entre la expresion analitica (1.39) en el espacio euclideano y la esti-
macién numérica (4.16)) calculada a través del algoritmo Yloop modificado con
el método de la modificacion de la accidn para un valor de la frecuencia angular
2 = 0.01. La linea roja sélida con puntos denota la expresion (4.16)) en donde
se ha usado el algoritmo modificado con la modificacion a la accion. En este ca-
so, al tratarse de la particula libre, necesitamos una contribucién muy pequeia
del potencial de fondo, por esa razon la eleccion de un valor pequefio para la fre-
cuencia angular €2. Vemos que podemos estimar de manera correcta el logaritmo
del propagador para un tiempo grande ¢t = 300.

Es la primera ocasioén en la que se estima esta cantidad fisica con el formalismo
linea de mundo Monte Carlo por lo que no es conocido si este sistema exhibe el
problema de sobre muestreo, sin embargo, es una buena demostracion de que la
sustraccion del potencial de la accion compensa la modificacion en el algoritmo
de la generacion de las trayectorias.

Es bien conocido que la particula libre no admite estados ligados e incluso no
es un sistema fisico normalizable, pero como mencionamos en el Capitulo 1,
este sistema fue de especial relevancia ya que las expansiones perturbativas del
propagador las hicimos a través de las trayectorias que satisfacen la ecuacion
de movimiento de la particula libre con sus respectivas condiciones de frontera;
ademds, el propagador de este sistema fue utilizado como factor de normaliza-
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Logarithm of the FP propagator

—e— numerical values for the FP, Q = 0.01
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Figura 4.10: Graficaconm = 1,z = 0 = y, N, = 500k y N, = 5k parael
In(K') de la particula libre usando el algoritmo Yloop modificado.

cion en dicha expansion.



Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo hemos revisado el formalismo funcional de la mecédnica cuantica
para estudiar la evolucion temporal de sistemas cuanticos no relativistas. Mos-
tramos que, a través de la formulacion de la integral de camino de Feynman,
somos capaces de utilizar un método numérico estilo Monte Carlo que utiliza

la generacidn de trayectorias representativas, a las que llamamos lazos linea de
mundo, para aproximar el propagador de una sola particula no relativista. La
principal caracteristica del método linea de mundo Monte Carlo es que solo el
tiempo propio es discretizado, no el espacio-tiempo, hecho que permite preser-
var la simetria del grupo de Lorentz (en el contexto de QFT), simetria de norma
y simetria quiral en el caso del estudio de fermiones; en el caso no relativista,
permite conservar simetrias de traslacion y rotacién ya que en este caso solo el
tiempo real es discretizado. Otra caracteristica de este método es que la genera-
cion de las trayectorias es independiente del potencial a estudiar, permitiendo ser
aplicado a una gran variedad de sistemas fisicos; pero esta universalidad tiene
un precio a pagar, dado que las trayectorias modelan un movimiento browniano
libre se van a extender conforme pasa el tiempo haciendo que, para potenciales
que estan localizados, se presente un problema de falta de precision a tiempos
grandes, el llamado problema de sobre muestreo.

En este trabajo nos enfocamos en desarrollar métodos que nos ayudan a limitar
esta perdida de precision a tiempos grandes. Para lograr tal cometido fue necesa-
rio modificar las trayectorias de una forma en la que se concentraran en la region
en donde el potencial de interés tenga una mayor contribucién (o intensidad), sin
introducir un sesgo debido a estas modificaciones o cambios.

Dada que la extension espacial de las trayectorias se debia a la naturaleza del
movimiento browniano, es decir, debido a la distribucion de velocidades gaus-
siana, fue una idea natural modificar la forma en que dichas trayectorias eran
generadas a este nivel, por lo que se estudi6 el efecto de introducir un término
cuadratico en la distribucion de velocidades en el caso de potenciales simétricos;
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y un término lineal en la distribucion de velocidades en el caso de potenciales
asimétricos. Para estudiar como es que esta modificacion afectaba la generacion
de las trayectorias fue necesario la revision de una de las transformaciones inte-
grales del propagador: el potencial de camino promedio.

Mostramos en el capitulo 3 célculos analiticos para determinar los factores nece-
sarios a introducir para compensar el sesgo de las modificaciones que realizamos
a la generacion de trayectorias, que sirven tanto para potenciales simétricos co-
mo asimétricos y, ademds, mostramos un método nuevo el cual funciona incluso
en ocasiones donde no se conocen de forma analitica las funciones de distribu-
cion de probabilidad para los sistemas que se estan estudiando; solo el conoci-
miento del propagador de los potenciales de fondo, que en este caso fueron el
oscilador armonico y el potencial lineal, eran necesarios.

Mostramos la eficiencia y el alcance de estas modificaciones al método numérico
estudiando cuatro diversos potenciales cuyo propagador es conocido de forma
cerrada. Logramos reducir la incompatibilidad entre las expresiones analiticas y
las estimaciones numéricas para valores grandes del tiempo, logrando una bue-
na aproximacion al propagador, y por lo tanto, nos permitié dar una buena esti-
macion a la medicion de una cantidad fisica: la energia del estado base para los
potenciales que admitian estados ligados.

Con estos resultados hemos limitado el problema de sobre muestreo en el con-
texto de mecanica cuantica no relativista. Pero, hasta ahora, nuestro tratamiento
solo contempla particulas bosénicas, en donde no se incluye el espin.

Queda como trabajo a futuro la inclusion de sistemas fermidnicos y el estudio
de potenciales singulares, como el potencial delta de Dirac, el potencial de Cou-
lomb y el potencial de Yukawa, potenciales estudiados en [24]. Asimismo es
necesario el estudio de diferentes potenciales asimétricos, puesto que estudiamos
uno cuyo potencial de fondo es el mismo, sin embargo, no son muchos los siste-
mas que estén sujetos bajo un potencial asimétrico que acepte estados ligados y
que a su vez tenga una representacion cerrada del propagador.

También seria ideal explorar y comprobar que los métodos desarrollados en este
trabajo funcionan correctamente en el contexto de la teoria cudntica de campos
para estudiar sistemas curvos, energias de Casimir, tensores de energia-momento
y estados ligados relativistas, en donde problemas relacionados con el sobre
muestreo y con la aparicién de singularidades en el potencial de interaccion se
presentan.

Finalmente es necesario seguir el estudio de las funciones de distribucién de
probabilidad para distintos potenciales, en donde se puede hallar atin mas in-
formacion no trivial que pueda ser aplicada a diferentes aspectos de la mecénica
cuantica. En este trabajo el conocimiento de la forma funcional de dichas funcio-
nes han sido de gran ayuda para resolver un problema computacional.
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Apéndice A
Pruebas de convergencia

Como mencionamos en los resultados, no es sencillo saber elegir el valor de la
frecuencia angular €2 del oscilador arménico de fondo o de la constante de aco-
plamiento ~ para el potencia lineal. La decision del valor a elegir esta relaciona-
da con los valores que tienen los diversos parametros de los potenciales a estu-
diar.

Este conocimiento fue empirico dado por las siguientes pruebas de convergen-
cia. Estas pruebas consisten en calcular el valor del logaritmo del propagador
para los diversos potenciales aqui estudiados en un tiempo fijo ¢ para distintos
valores de {2 y k. Observamos para cuales valores de () y « la estimacion del lo-
garitmo del propagador se acerca mas al valor analitico de esta cantidad, con una
cierta ventana de tolerancia (error) sobre el valor analitico.

Comenzamos con el estudio del potencial lineal con valor absoluto. En la Figu-
ra[A. 1]y Figura[A.2l mostramos graficos en donde comparamos la estimacion
numérica de — In(K') para distintos valores de €2, que en este caso va desde

2 = 0.3 hasta ) = 1.0. La linea negra punteada representa el valor analitico
del logaritmo del propagador para ese determinado tiempo ¢, y las lineas pun-
teadas azules estan a una diferencia del 0.05 % por arriba y por debajo del valor
exacto de — In(K), proporciondndonos una regién o ventana de tolerancia sobre
el valor analiticdl

De estas pruebas podemos observar que los valores de {2 que mejoran la estima-
cién numérica son aquellos que se acercan al valor de la constante de acopla-
miento £ del potencial lineal con valor absoluto con un error del valor analitico
no mayor del 0.05 %. De esta manera justificamos el uso de un valor para la fre-

cuencia angular de 2 = 0.75 en nuestras simulaciones, para el caso en el que
k = 0.5.

'Esta ventana de tolerancia fue elegida a lo que nosotros consideramos una buena aproxima-
cion al valor analitico.
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-log(K) for the ALP for different values of ; T' = 50, k = 0.5 -log(K) for the ALP for different values of ; T' = 150, k = 0.5
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Figura A.1: Distintas pruebas de convergencia para conocer el valor adecuado a
elegir de () analizando el potencial lineal con valor absoluto.

-log(K) for the ALP for different values of ; T' = 175, k = 0.5 -log(K) for the ALP for different values of €; T' = 200, k = 0.5
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Figura A.2: Distintas pruebas de convergencia para conocer el valor adecuado a
elegir de €2 analizando el potencial lineal con valor absoluto.
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De igual forma, fue necesario repetir esta prueba en el caso del potencial modi-
ficado de Poschl-Teller. Los parametros que utilizamos en este potencial para las
pruebas fue « = A\ = 1 por lo que esperariamos de nuestra experiencia previa
que un valor de €) cercano a uno seria la mejor opcién para reproducir el loga-
ritmo del potencial. Sin embargo, de la Figura[A.3]y Figura[A.4] podemos notar
que, para nuestra sorpresa, los mejores valores de {2 que podemos escoger es en
un intervalo de € [0.45,0.75] para obtener una estimacion satisfactoria del
propagador (en una ventana de error no mayor del 0.05 %). Afortunadamente

en nuestras simulaciones escogimos un valor de {2 = 0.75, por lo que nuestro
parametro esta dentro del rango de tolerancia que estas pruebas de convergencia
nos arrojan.

Queda pendiente la explicacion de este fendOmeno a nivel tedrico puesto que,
como lo mencionamos anteriormente, la decision para elegir un valor correcto de
(2 para el caso del potencial modificado de Poschl-Teller se baso en estas pruebas
de convergencia.

In(K) for the MPT for different values of Q; T'= 50, a = A = 1.0 In(K) for the MPT for different values of €; T'= 150, a = A = 1.0

24.30 4
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(a)t =50 (b)t =150

Figura A.3: Distintas pruebas de convergencia para conocer el valor adecuado a
elegir de () analizando el potencial modificado de Poschl-Teller.

Finalmente, mostramos las pruebas de convergencia para el potencial lineal, en
donde ahora buscamos un valor adecuado para . Al igual que en las pruebas
anteriores, la linea negra punteada significa el valor analitico de In(K) para un
tiempo ¢ en particular. Las lineas punteadas por arriba y por debajo de esta linea
negra nuevamente nos dan una regién de tolerancia del 0.05 % sobre el valor
exacto. De la Figura[A.5]y Figura[A.6| observamos que en este caso, al tratarse
del potencial lineal con valor de constante de acoplamiento £ = 0.5, los valores
de x que mejor van a dar una estimacion son aquellos que se acerquen al valor
de k = 0.5.
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In(K) for the MPT for different values of Q; T'= 175, a = A = 1.0 In(K) for the MPT for different values of Q; T' = 200, a = A = 1.0
100.0
—e— Numerical values —=— Numerical values
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Figura A.4: Distintas pruebas de convergencia para conocer el valor adecuado a
elegir de () analizando el potencial modificado de Poschl-Teller.

De aqui es obvio que sucede si « es idénticamente igual a k, el valor esperado no
va a tener ninguna contribucion y solo va a sobrevivir la estimacion exacta del
propagador en el caso de que estemos utilizando el método de la modificacion de
la accion y, en ese sentido el estudio del potencial lineal con el algoritmo Yloop
modificado linealmente es un poco trivial. Es necesario estudiar un potencial
asimétrico distinto para verificar el comportamiento de x en ese caso.

In(K) for the LP for different values of ky; T = 8, k = 0.5 In(K) for the LP for different values of ko; T = 16, k = 0.5
—— Numerical values 4088 mmmmmm e
=== exact value
3.380 1 a036] ===-- — == -3¢
D I L
3.378 1
o < 40324
= =
33764 40.30
140.28 1
3374 .
40264 Numerical values
_________________ ———- ——- exact value
0.30 0.35 0.40 0.15 0.50 0.55 0.60 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60
ko ko
(@t=38 (b)t =16

Figura A.5: Distintas pruebas de convergencia para conocer el valor adecuado a
elegir de x analizando el potencial lineal.

Complementamos las pruebas de convergencia analizando el comportamiento de
) como funcién del tiempo ¢ tomando en cuenta los resultados obtenidos para
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In(K) for the LP for different values of ky; T'= 24, k = 0.5 In(K) for the LP for different values of ky; T'= 32, k = 0.5

337.5
141

335.0 1
140 A
332.5

139 4
330.0 1

In(K)

138 4 327.5 4

325.0 4

322.5 4
136 —— Numerical values —— Numerical values

=== exact value 320.0 4 === exact value

0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60
ko ky

(o)t =24 d)t =32

Figura A.6: Distintas pruebas de convergencia para conocer el valor adecuado a
elegir de x analizando el potencial lineal.

esta prueba. Buscamos la forma en la que se comporta € en el tiempo para ver
si era posible deducir una forma funcional o para comprobar si cambiaba mucho
en el tiempo. Para lograr esto graficamos los valores maximos y minimos de €2
que estaban dentro de nuestra ventana de tolerancia para cada tiempo en los que
realizamos estas pruebas, que van en un intervalo de ¢ € [25, 300] con saltos de
t = 25 como funcién del tiempo.

Como se puede observar de la Figura[A.7] el comportamiento de 2 parece ser
constante a través del tiempo si tomamos un promedio de los valores maximos y
minimos. De esta forma determinamos que no es necesario cambiar de valor a €2
conforme aumentamos el rango de ¢.
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€ behavior for the MPT potential

€ behavior for the ALP potential

0.84
—e— minimum  values
—— maxi Q values
094 maximum Q values
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(b) Potencial modificado de

(a) Potencial lineal con valor absoluto B
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Figura A.7: Comportamiento de {2 como funcién del tiempo ¢ para el potencial
lineal con valor absoluto (a) y para el potencial modificado de Pschl-Teller (b).
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Apéndice B
Codigo

En este apéndice mostramos el codigo explicito escrito en el lenguaje de progra-
macion C++ con el que se estuvo realizando las simulaciones durante el trabajo.
Vamos a dividir por bloques al c6digo dependiendo si es una parte en comun de
todo el c6digo o si es una parte especial para la implementacién de algin método
de los revisados anteriormente en especifico.

Nota importante: el siguiente codigo no esta indentado de forma correcta debido
al espacio con el que se contaba en la pdginas.

Primer bloque

En esta primera parte del c6digo se definen las librerias necesarias para la co-
rrecta ejecucion del codigo, asi como las variables y los arreglos a utilizar. Se de-
fine también el PRNG que este caso es el generador MT19937, la funcién Mar-
saglia que genera las muestras distribuidas normalmente, los archivos de salida
y se define el inicio de un contador del tiempo de ejecucion del programa. Este
bloque es una parte en comun de todo el programa.

/ *
x File: main.cpp

3 x This program generates a loop cloud by the method of modified

4

5

6

38

9

10

11

Yloop
*/

#define _USE_MATH_DEFINES
#include <cstdlib>
#include <iostream>
#include <random>
#include <cmath>

#include <limits>
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#include
#include
#include
#include

<fstream>
<time.h>
<sstream>
<chrono>

using namespace std;

/ *

*

*/

3 const int nc=1;

const int np=2000;
const int nl=20000;
double YLoops|[np+l] [ncl={0}; //Array for the Yloops

double x[np+l1l][nc]={0}; //Array for the spatial points

double vintegral[nl]={0}; //Array for the v_i=integral V dtau
double ww[np-1]={0};
double v[np-1]={0};
double C[np-2]={0};
double B[np-2]={0};

double xi[nc]
double xf[nc]
double w =

double m

double k2=0.48;

double k

double a

{0};
{0};

APENDICE B. CODIGO

//no. of coordinates
//no. of points per loop

//no. of loops

//The Gaussian random numbers
//The associated v

//Array for the coeficients C

//Array for the coefficients B

//Initial point
//Final point

1.0; //Angular frequency

= 1.0; //Mass of the system
double Omega=0.75;

//Angular frequency \Omega
//Couple constant \kappa

= 0.5; //For the LP and ALP
double lambda = 1.0;
= 1.0; //For the MPT

//To seed the RNG

().
count () ;
/ /PRNG

//For the MPT

s unsigned seed=std::chrono::system_clock::now () .time_since_epoch

std::mt19937_64 gen (seed);
//real uniform distribution
std::uniform_real_distribution<double> dis(-1.0, 1.0);

//Marsaglia function

double Marsaglia(double mean, double stdDev) {
static double spare;
static bool hasSpare = false;
if (hasSpare) {

hasSpare = false;

return spare x stdDev + mean;

} else

{
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double u, v, s;
do{
u = dis(gen);
v = dis(gen);
S = uxutvs*v;
} while (s >= 1.0 || s == 0.0);
s = sqgrt ((-2.0x1log(s))/s);
spare = v*s;
hasSpare = true;
return mean + stdDev = u * s;

3 int main (int argc, charxx argv) {

//we generate an output file for the distributions
//std::ofstream ofsPDF ("pdfM2HOT100.dat"); //any name

8 //An output file for the results

std::ostringstream oss;

0ss <<"MYLoopMH"<<"M2ALPpruebal.txt"; //any name
cout << oss.str() << "\n";

std::ofstream ofs(oss.str().c_str());

//Record start time

s auto start = std::chrono::high resolution_clock: :now();

Segundo bloque

En este segundo bloque se empieza a generar la nube de lazos para cada valor
de t, es decir, se generan los lazos a través de los respectivos algoritmos mostra-
dos. Este bloque representa el corazon del cédigo, por lo que vamos a dividir los
bloques segtin el método utilizado.

Método del prefactor con algoritmo Yloop modificado

Este bloque en especifico muestra como se genera la nube de lazos con el al-
goritmo Yloop modificado (potencial de fondo estilo oscilador arménico) y se
implementa el método del prefactor.

/+ Here starts the loop over values of t, for each value of t we
generate
a independent set of unitary loops */

//Here it starts
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s for(int tv = 40; tv < 40+1; tv+= 10)

38
39

40

41

43
44
45
46
47
48
49
50

51

//Variables that will be updated during the loop

double t = (double)tv; //time variable

double ex = 0; //variable for the exponential
double Kv = 0; //variable for the kernel

double f0 = 0; //variable for normalization factor
double xy = 0; //define fixed points

double sumexp = 0.0 //for the exponential sum

14
double expmean = 0.0; //for the exponential mean
double alpha = 0.0; //our mass term
double Pf = 0.0; //variable for prefactor
double £ = 0.0;

alpha=( (Omega*Omega)  (t*t) / (double) (np*np)) ;

//generation of coefficient C
C[0]=2+alpha;
for (int k=1;k<np-2;k++)
{
C[k]=C[0]-(1.0/ (double)C[k-11);

//variable assignment
for (int i = 0; i < nc; 1i++4)
{

Xy += (x1[1]-xf[i])*(xi[i]-xf[1]);

//K_0 prefactor
fO = sqgrt((m)/ (2.0«M_PIxt))*xexp (-mrxy/ (2+t));

/* Here we are going to generate the N1 loops (it will be
diferent

for each value of t, since we restart the loop on loop for all
values

other than t) =*/

for (int loop=0; loop<nl;loop++)
{

/+*These variables are used to calculate the argument to the
exponential (the integral of V over the path) */

double earg = 0.0;
//double earg2 = 0.0;
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// Dimensionality (d = 1 for the moment)
for (int coord=0; coord<nc; coord++)

{

//Steps 1, 2 and 3: calculate the v’s and construct the
loops
for (int J=0; j<np-2; j++)
{
ww[j]=Marsaglia(0.0,1.0/sgrt (2.0));

for (int j=1;3j<np-1;j++)
{
//non relativistic QM
v[j] = sqrt(2.0/np)*sqrt (1.0/C[ (np-2)-7J1) *ww[j-17;

for (int 3=0; j<np+1; j++)
{

if(j == 0)

YLoops[0] [coord]=0; //Firts point is 0
if(j == 1)

YLoops|[1l] [coord] = vI[jl; //qll] = vI[1]
if(j == np)

YLoops [np] [coord] = 0; //Last point is 0

if(§ > 1 && j < np)
YLoops[j] [coord] = v[j] + 1.0/(C[(np-1)-3])+*YLoops[j-11I
coord];

//The true point along the path
x[Jj] [coord] = xf[coord] + (xi[coord]-xf[coord]) * (double (
j) /double (np) )+ sqgrt ((t)/m)*YLoops[j] [coord];

//We calculate the value of the potential at point j

double rr = x[j]1[01*x[j]1[0];

//We add to the value of the integral of the potential
over the path

earg += rr; //we are counting the integral of the
potential

//earg2 += x[j1[01];

}
//generated loop
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95 /+* Now we have the generated loop and we have been
calculating
9% the integral of the potential over the path */

97

98 //The integral of V over the path

99 ex = exp(—t* (mxw*w/2.0)*xearg/ (np)); //exp(—int V dtau)

100 //we define the Prefactor for the sum

101 Pf = sqgrt (sinh (Omegaxt)/ (Omegax*t) ) exp (- ( ( (Omega+Omega) / (Ww*w
)) * (Ex (mxw*w/2.0) xearg/ (np))));

102 //We add to the average with respect to the loops
103 sumexp += (ex/Pf);

104

105 //v_i for the distributions

106 vintegral [loop] = tx* (m*wxw/2.0)*earg/ (np);

107

108 }

Método del prefactor con algoritmo Yloop modificado linealmen-
te

Este bloque en especifico muestra como se genera la nube de lazos con el algo-
ritmo Yloop modificado linealmente (potencial de fondo lineal) y se implementa
el método del prefactor.

I /+ Here starts the loop over values of t, for each value of t we
generate

2> a independent set of unitary loops */

4+ //Here it starts

s for(int tv = 50; tv < 50+1; tv+= 10)

(7{

8 //Variables that will be updated during the loop

10 double t = (double)tv;
11 double ex = 0;
12 double Kv = 0;
13 double £f0 0p

15 double xy = 0.0;

16 double xy2 = 0.0;

17 double sumexp = 0.0;
18 double expmean = 0.0;
19 double beta = 0.0; \\for the Beta variable
20 double Pf = 0.0;

2 //definition on the Beta variable
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23 beta = ((k2/m) % (t*t)/ (double) (np*np));

25 //generation of the coefficients C and B
26 for (int k=0;k<np-2;k++)

27 {

28 Clkl=((k+2.0)/(k+1.0));

31 for (int k=0;k<np-2;k++)
32 {

3 Blk]l=((k+2.0)/2.0) xbeta;

35
36 //variable assignment

37 for (int 1 = 0; i < nc; i++)

38 {

39 Xy += (xi[1]-xf[1])*(xi[i]-x£[i]);
40 xy2 += xi[i]+xf[i];

41 }

o)

43 //K_0 prefactor

44 fO = sqgrt ((m)/(2.0+«M_PIx*t))«exp (-mxxy/ (2*t));

45

46 /+ Here we are going to generate the N1 loops (it will be
diferent

47 for each value of t, since we restart the loop on loop for all
values

48 other than t) =/

49

50 for (int loop=0; loop<nl; loop++)

51 {

52 /*These variables are used to calculate the argument to the

53 exponential (the integral of V over the path) %/

54

55 double earg = 0.0;

56

57 //Dimensionality (d = 1 for the moment)

58 for (int coord=0; coord<nc;coord++)

59 {

60 //Steps 1, 2 and 3: calculate the v’s and construct the
loops

61 for (int J=0; j<np-2; j++)
62 {
63 ww[Jj]l=Marsaglia(0.0,1.0/sqgrt(2.0));

65

66 for (int J=1; j<np-1; j++)
67 {

68 //non relativistic QM
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69 v[j] = sgrt(2.0/np)*sqrt (1.0/C[ (np-2)-31) +ww[j-1];
70 }

71

72 for (int 3j=0; j<np+1l; j++)

73 {

74 if(j == 0)

75 YLoops[0] [coord]=0; //First point is 0

76 if(j == 1)

77 YLoops[1l] [coord] = vI[jl; //qll] = vI[1]

78 if(jJ == np)

79 YLoops [np] [coord] = 0; //Last point is 0

80

81 if(3 > 1 && j < np)

82 YLoops[j] [coord] = v[j] + (1L.0/(C[(np-1)-3]1))* (YLoops|[]

-1] [coord] - (B[ (np-1)-7J]/sgrt (t/m)));

83

84 //The true point along the path

85 x[j] [coord] = xf[coord]+ (xi[coord]-xf[coord]) * (double (7J)
/double (np) ) +sqrt ((t) /m) *YLoops[j] [coord];

86

87 //We calculate the value of the potential at point j
88 earg += x[j11[0]; //for the LP
89 //We add to the value of the integral of the potential

over the path

90

91 }

92

93 }

94 //generated loop

95

96 /+ Now we have the generated loop and we have been
calculating

97 the integral of the potential over the path */

98

99 //The integral of V over the path

100 ex = exp(—-(((txeargxk))/(np))); //exp(—-int V dtau) //for
the LP

101 //we define the Prefactor for the sum

102 Pf = exp((k2+t/2.0)*xy2 — ((k2+k2)* (t*xtxt)/24) - (k2/k)=*(((t

xearg*k))/(np)));
103 //We add to the average with respect to the loops
104 sumexp += (ex/Pf);
105
106 //v_1 for the distributions
107 vintegral [loop] = ((txeargxk)/(np)) + log(Pf);
108

109 }
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Método de la modificacion a la accion con algoritmo Yloop modi-
ficado

Este bloque muestra como se genera la nube de lazos con el algoritmo Yloop
modificado (potencial de fondo estilo oscilador arménico) y se implementa el
método de la modificacion a la accion.

/+ Here starts the loop over values of t, for each value of t
we generate a independent set of unitary loops */

//Here it starts
for(int tv = 5;
{

tv < 30+1; tv+= 1)

//Variables that will be updated during the loop
double t (double) tv;

double
double
double

double
double
double
double

ex =
Kv
f0

xixf
xixf2
sumexp
expmean

double

alpha
alpha=( (OmegaxOmega)  (t*t) / (double) (np*np)) ;

//generation of the coefficient C
C[0]=2+alpha;

for (int k=1;k<np-2;k++)

{

C[k]=C[0]-(1.0/ (double)C[k-1]);

//variable assignment
for i < nc;
{
xixf += (xf[1]*xf[i])+(xi[i]*x1i[i]);
x1xf2 += xfl[i]l»xi[i];

(int i = O; i++)

//K_Omega prefactor
fO0=sqgrt ( (mxOmega) / (2.0+«M_PI*sinh (Omegaxt))) xexp (- ( (m*xOmega)
/ (2xsinh (Omegaxt))) * ( (xixfxcosh (Omegaxt)) - (2+xxixf2)));

/* Here we are going to generate the N1 loops (it will be
diferent for each value of t, since we restart the loop on
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loop for all values other than t) =/

for (int loop=0;loop<nl;loop++)
{

/+*These variables are used to calculate the argument to
the
exponential (the integral of V over the path) */

double earg = 0.0;
//double earg2 = 0.0;
double earg3 = 0.0;

//double eargd4d = 0.0;

// Dimensionality (d = 1 for the moment)
for (int coord=0;coord<nc;coord++)
{
//Steps 1, 2 and 3: calculate the v’s and construct the
loops
for (int j=0; j<np-2; j++)
{
ww[j]=Marsaglia(0.0,1.0/sqgrt (2.0));

for (int j=1; j<np-1; j++)
{
//non relativistic QM
v[j] = sqgrt(2.0/np) *sqgrt (1.0/C[(np-2)—-3]1) *ww[]J-11;

for (int 3=0; j<np+1l; j++)
{

if(j == 0)

YLoops[0] [coord]=0; //Firts point is 0
1if () == 1)

YLoops[1l] [coord] = vI[]jl; //qll] = vI[1]
if(j == np)

YLoops [np] [coord] = 0; //Last point is 0

if(3 > 1 && j < np)
YLoops[j] [coord] = v[j] + 1.0/ (C[(np-1)-3])*YLoops[]
—-1] [coord];

//The true point along the path

x[j] [coord]=xf [coord]+
(xi[coord]-xf[coord]) * (double (j) /double (np) )+
sgrt ((t) /m) xYLoops[j] [coord];

//We calculate the value of the potential at point j
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85 double rr = x[Jj]1[0]1*x[3]1[0]; //for the HO
86 //We add to the value of the integral of the potential
over the path

87 earg += rr; //we are counting the integral of the
potential

88 //earg2 += x[]J]1[0]; //for the LP

89 earg3 += abs (x[]Jj]1[01); //for the ALP

% //eargd += (1/(cosh(x[3]1[0])*cosh(x[3]1[01))); //

for the MPT
91 }
92 }

93 //generated loop

94

95 //v_1 for the distributions

9 //vintegral [loop] = (((t*mxearqg))/ (2+np))* ((wxw)— (Omega*
Omega) ) ;

97

98 /+ Now we have the generated loop and we have been
calculating

99 the integral of the potential over the path */
100
101 //The integral of V over the path

102 //exp (—int V dtau) //for the HO

103 //ex = exp (- (((t*mxearqg))/ (2+np)) * ( (w+xw) — (Omega+Omega) ) ) ;

104 //for the ALP

105 ex = exp(—(t/ (double)np) * ( (kxearg3) - (mxOmega+Omega*earg
/2.0)));

106 //for the MPT

107 //ex=exp (- (t/ (double)np) » ( (- (a*a*lambdax (lambda+1) / (2.0*m)
) xeargd) — (mxOmega+Omega*earg/2.0))) ;

108
109 //We add to the average with respect to the loops
110 sumexp += ex;

112 }

Método de la modificacion a la accion con algoritmo Yloop modi-
ficado linealmente

Este bloque muestra como se genera la nube de lazos con el algoritmo Yloop
modificado (potencial de fondo lineal) y se implementa el método de la modifi-
cacion de la accidn.

| /* Here starts the loop over values of t, for each value of t we
generate
2> a independent set of unitary loops =*/
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4+ //Here it starts
s for(int tv = 2;

tv < 40+1;

tv+= 2)
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6 {
7
8

44

45
46
47
48

//Variables that will be updated during the loop
double t = (double)tv;

double ex = 0;

double Kv = 0;

double f0 = 0;

double xixf = 0;
double xixf2 = 0;
double sumexp = 0.0;
double expmean = 0.0;
double beta = 0.0;
beta = ((k2/m)* (t*t)/ (double) (np*np)) ;
//generation of the coefficients C and B
for (int k=0;k<np-2;k++)
{

Clkl=((k+2.0)/(k+1.0));

for (int k=0;k<np-2;k++)
{
Blk]l=((k+2.0)/2.0) xbeta;

//variable assignment
for (int 1 = 0; i < nc;
{
xixf += (xi[i]-xf[i])*(xi[i]-xf[i]);
xixf2 += xi[i]+xf[i];

it++)

//K_k prefactor
fO = sgrt (1/(2.0+«M_PIxt))*xexp (—(1/ (2xt)) xxixf—(k2xt/2) xxixf2
+((k2xk2) = (txt*t) /24));

/* Here we are going to generate the N1 loops (it will be
diferent

for each value of t, since we restart the loop on loop for all

values

other than t) =*/

for (int loop=0; loop<nl; loop++)
{

/+*These variables are used to calculate the argument to the
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exponential (the integral of V over the path) */

double earg = 0.0;

//Dimensionality

(d

= 1 for the moment)

for (int coord=0; coord<nc;coord++)

{

//Steps 1, 2 and 3: calculate the v’s and construct the

loops

for (int j=0; j<np-2; j++)

{

ww[Jj]=Marsaglia(0.0,1.0/sqgrt(2.0));

for (int J=1; j<np-1; j++)

{

//non relativistic QM
v[j] = sqrt(2.0/np) *sqgrt (1.0/C[ (np-2)—-31) *ww[]J-11];

for (int 3j=0; j<np+1l; j++)

{

if (3 == 0)

YLoops[0] [coord]=0; //First point is 0
if(j == 1)

YLoops[1l] [coord] = vI[jl; //Q[1l] = vI[1]
if(j == np)

YLoops [np] [coord] = 0; //Last point is 0

if(j > 1 && j < np)

YLoops|[j] [coord]

= v[3] + (1.0/(Cl(np-1)-31))* (YLoops[]

-1] [coord]— (B[ (np-1)-3j]/sqrt (t/m)));

//The true point along the path
xf [coord]+ (xi[coord] —-xf[coord]) = (double (J)
/double (np) ) +sqgrt ((t) /m) *YLoops[Jj] [coord];

x[j] [coord] =

//We calculate the value of the potential at point j

earg += x[Jj][0];

//for the LP

//We add to the value of the integral of the potential

over the path
}

}
//generated loop

//v_1 for the distributions

//vintegral [loop]

(((txearg))/ (np)) * (k-k2);
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95 /+* Now we have the generated loop and we have been
calculating

9% the integral of the potential over the path */

97

98 //The integral of V over the path

99 ex = exp(—(((txearqg))/ (np))*(k-k2)); //exp(-int V dtau)

//for the LP

100 //ex = exp (- (t/ (double)np) * ( (kxearg?2) — (mxOmega*Omegarearg
/2.0))); //for the ALP

101 //ex = exp (- (t/ (double)np)

102 * ( (- (axa*xlambdax (lambda+1l) / (2.0+m) ) xeargd) — (mxOmegaOmega *
earg/2.0))); //for the MPT

103

104 //We add to the average with respect to the loops

105 sumexp += ex;

106

107 }
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Tercer bloque

Este bloque es también una parte en comun del programa, representa las tltimas
lineas del codigo en donde se calcula el promedio que representa el valor espe-
rado y el propagador para posteriormente imprimir los resultados en un archivo
de salida. Se muestra comentado las lineas de c6digo necesarias para imprimir la
distribucion de los v; que sirven para generar los histogramas correspondientes.
Finalmente se calcula el tiempo de ejecucion y se imprime en pantalla.

//Mean over loops

expmean = sumexp/ (nl);
//Kernel
Kv = fOxexpmean;

ofs << t << "\t" << Kv << "\t" << -log(Kv) << "\n";
//here the sign of the logarithm depends on the system

//to close the file
ofs.close();
cout << oss.str() << "\n";

//print the v_i distribution
/*for (int i=0;i<nl; i++)
{

0fsPDF<<std::fixed<<vintegral[i]<<std::endl;

}*/

// Record end time

auto finish = std::chrono::high resolution_clock::now();
std: :chrono::duration<double> elapsed = finish - start;
std::cout << "Elapsed time: " << elapsed.count () << " s\n";

cout<<"Process done"<<endl;

return 0;



130 APENDICE B. CODIGO



Agradecimientos

Aprovecho este espacio para agradecer a aquellas personas que han sido parte de
mi formacién académica de posgrado.

Agradezco a los profesores Thomas Zannias, Pablo Genaro Martinez y Olivier
Sarbach; con sus respectivas catedras consolidé conocimientos basicos sobre la
fisica a un nivel mds profesional.

De igual forma agradezco a mis sinodales los profesores Adnan Bashir, Axel
Weber y Juan Carlos Arteaga, por aceptar tomar estos roles de forma inesperada,
ademds de que agradezco sus comentarios en la revision de la tesis.

También agradezco al profesor Christian Schubert, experto en el drea del forma-
lismo WL, quien me ensefié los métodos y herramientas basicas que se utilizan
en esta interesante drea. Asimismo, estoy muy agradecido con Maria Anabel
Trejo por el tiempo que se tomo para la revision de este trabajo, ademds de apor-
tarme con sus valiosos comentarios y conocimientos sobre el método WLMC.

Finalmente estoy profundamente agradecido con mi asesor James P. Edwards
porque, a pesar de las condiciones adversas a las que nos enfrentamos, siempre
me brindé6 su direccidn, conocimiento, consejos y correcciones que permitieron
el desarrollo de este trabajo. No me queda mds que expresar mi admiracion y
respeto por su dedicaciéon como profesor.



	Resumen
	Abstract
	Introducción
	Propagador e integrales de camino
	Formalismo operacional
	Operador de evolución temporal
	Propagador
	La integral de camino de Feynman
	Ejemplos del cálculo del propagador
	Partícula libre
	Potencial lineal
	Potencial lineal con valor absoluto
	Oscilador armónico
	Potencial Pöschl-Teller modificado

	Transformaciones integrales del propagador
	El potencial de camino promedio


	Formalismo línea de mundo Monte Carlo
	Espacio euclideano y mecánica estadística
	Teoría de pertubaciones: expansión del propagador
	Línea de mundo Monte Carlo
	Implementación numérica
	Algoritmo Yloop
	Errores del formalismo


	El problema de sobre muestreo
	Evidenciando el sobre muestreo
	Métodos para abordar el problema
	Método del prefactor
	Método de modificación a la acción


	Resultados
	Método del prefactor
	Oscilador armónico
	Potencial lineal

	Método de la modificación de la acción
	Oscilador armónico
	Potencial lineal con valor absoluto
	Potencial modificado de Pöschl-Teller
	Potencial lineal
	Partícula libre


	Conclusiones
	Bibliografía
	Apéndice Pruebas de convergencia
	Apéndice Código
	Agradecimientos

