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Resumen

En esta tesis lo que tratamos principalmente son temas de combinatoria
infinita, para esto nos apoyamos de las herramientas de la teoria de conjuntos,
como por ejemplo el forcing, que es simplemente la herramienta desarrollada
por Paul Cohen para probar la consistencia de la negacion de la hipdtesis
del continuo. A partir de esta herramienta desarrollada por Cohen, hubo
lo que podriamos llamar un boom en cuanto a pruebas de consistencia se
refiere. Otra herramienta muy utilizada en este trabajo es lo que se conoce
como teoria de juegos, en particular utilizamos la teoria de juegos infinita.
En resumen y de forma simple, lo que intentamos en este trabajo fue abordar
problemas de combinatoria, en particular combinatoria de ideales sobre w,
asi como temas muy relacionados.

Palabras destacadas: Forcing, combinatoria infinita, ideales, filtros, niime-

ros naturales.



INDICE GENERAL



Preface

In this thesis we are mainly dealing with infinite combinatorial themes,
for this we rely on the tools of set theory, such as forcing, which is simply
the tool developed by Paul Cohen to test the consistency of the denial of the
continuum hypothesis. From this tool developed by Cohen, there was what
we could call a boom in terms of consistency tests. Another tool widely used
in this work is what is known as game theory, in particular we use the infinite
game theory. In summary and in a simple way, what we tried in this work was
to address combinatorial problems, in particular combinatorial ideals about

w, as well as very related topics.
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Capitulo 0
Prefacio

En esta tesis lo que tratamos principalmente son temas de combinatoria
infinita, para esto nos apoyamos de las herramientas de la teoria de conjuntos,
como por ejemplo el forcing, que es simplemente la herramienta desarrollada
por Paul Cohen para probar la consistencia de la negacién de la hipdtesis
del continuo. A partir de esta herramienta desarrollada por Cohen, hubo
lo que podriamos llamar un boom en cuanto a pruebas de consistencia se
refiere. Otra herramienta muy utilizada en este trabajo es lo que se conoce
como teoria de juegos, en particular utilizamos la teoria de juegos infinita.
En resumen y de forma simple, lo que intentamos en este trabajo fue abordar
problemas de combinatoria, en particular combinatoria de ideales sobre w,
asi como temas muy relacionados.

En el primer capitulo se ha hecho una recopilacién de las herramientas que
considero necesarias para poder entender los cinco capitulos subsecuentes. Un
trabajo que es altamente recomendable leer, ya que contiene muchas de las
proposiciones abordadas en el primer capitulo, es la tesis doctoral de David
Meza Alcantara. Ademas, el lector deberd estar familiarizado con temas de

teoria de conjuntos, como forcing, ya que en este trabajo no se hace ningin
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resumen de los conocimientos necesarios de este tema. Un libro recomendado
es Set Theory de Kenneth Kunen, el cual contiene todo los temas basicos
necesarios para entender sobre todo los capitulos cinco y seis, ademas seria
altamente recomendable tener conocimientos acerca de teoria descriptiva de

conjuntos asi como teoria de juegos y temas relacionados a determinacion.

Entrando ya mas en el contenido de investigacion que se hizo para este
trabajo, se resume basicamente tal cual esta dividido por capitulos, de modo
que en muchas ocasiones para entender cierta demostracién o cierto teorema,
es necesario estar familiarizado con la notaciéon que se usé en secciones o
capitulos previos, por lo que es recomendable una lectura secuencial y no

capitulos o secciones de forma aislada.

El segundo capitulo béasicamente lo dividimos en dos secciones, debido
a que son dos temas en cierto modo independientes, pero estos dos temas
quedaron en el mismo capitulo porque las demostraciones son muy similares
y en ambos se usa el juego corta y elige. La primera seccion es la respuesta a
una pregunta de J. Zapletal. Dado un ideal sobre w, el juego corta y elige del
ideal consiste en que el jugador I parte a los naturales y el jugador II debe
elegir uno de los pedazos y un ntimero natural en el pedazo elegido, entonces
el jugador parte el pedazo elegido y asi sucesivamente. Hay muchas variantes
que se pueden pensar de dicho juego, nosotros no sélo abordamos esa variante
sino que en los capitulos cuarto y quinto usamos otras dos versiones del juego,
pero todas ellas del mismo estilo. La pregunta de Zapletal es si existe un
ideal Borel alto tal que el jugador II gana el juego para ese ideal, nosotros
respondimos afirmativamente construyendo un ideal F), tal que el jugador 11
gana. Este ideal construido es mucho mas pequeno en el orden de Katétov
que los ideales que ya se conocian, por ejemplo no esta encima del ideal de la

grafica de Rado, ademés de que es mucho mas pequeno que los ideales conv
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y ED.

En la segunda seccién del capitulo segundo, encontramos ideales definibles
Z,J tales que I — (J1)3. La técnica usada para la demostracion fue
apoyarnos del juego corta y elige, ademas la misma herramienta utilizada
permitiria construir ideales que satisfagan una propiedad un poco mas fuerte
como Z — (JT)2. Esa propiedad no se explica de manera explicita pero el
lector se puede dar cuenta facilmente como modificar las pruebas para logar
el cometido. Aun sigue abierta la pregunta de Michael Hrusék si existe Z un
ideal Borel alto tal que Z+ — (Z)3; ninguno de los ideales construidos es
candidato para ser testigo de esa propiedad (en caso de que fuera cierta),

porque todos los ideales F,, no satisfacen la propiedad fuerte de Ramsey.

En el capitulo tercero se habla acerca de los nimeros de Ramsey, para
esto, se generalizan propiedades que ya habian sido definidas por otros au-
tores, por ejemplo la propiedad universal de la grafica de Rado se generaliza
para coloraciones con mas de dos colores y también para posibles subcon-
juntos de tamano mayor que dos (hiperaristas en vez de aristas). Con las
definiciones correctas se hace una generalizacion de lo que es el ideal de la
grafica de Rado y se prueba que un ideal satisface la propiedad de Ramsey
con n-hiperaristas, k colores y conjuntos < [ cromaticos si y sélo si el ideal no
esta por encima del ideal R} ;. Con estas herramientas se construyen ideales
que satisfacen algunas pero no otras de las propiedades Ramsey. Por ejem-
plo, era una pregunta abierta si las propiedades w — (Z7)2 y w — (Z1)2 son
equivalentes, esa pregunta fue respondida por D. Meza, M. Hrusak, C. Uzca-
tegui y E. Thiimmel ([13]), en este trabajo se demostré que no sélo esas dos
propiedades no son equivalentes, sino que con cualquier cantidad de colores,

las propiedades no son equivalentes.

En el capitulo cuarto continuamos estudiando propiedades de tipo Ram-
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sey, pero ahora nos centramos en unas propiedades mas débiles y que no
estan caracterizadas por alguna de las graficas de Rado. En este capitulo
estudiamos el ideal de Solecki y algunos ideales relacionados con este ideal,
por ejemplo el ideal que llamamos S, el cual es un ideal F,5 que tiene pro-
piedades muy parecidas al ideal de Solecki, pero se diferencian justamente
usando el juego parte y elige, ya que el juego con uno de los ideales el ju-
gador I tiene estrategia ganadora y en el otro ideal es el jugador II el que
tiene estrategia ganadora. En la segunda seccién escribimos la respuesta a
una pregunta de Michael Hrusak acerca de si el inico ideal K-uniforme y F,
es el ideal £Dy;,. Resulta que no es asi, sino que hay otros ideales tales que
todas sus restricciones son equivalentes al mismo ideal y siendo ideales F,. El
ejemplo que dimos de nuevo tiene que ver con propiedades tipo Ramsey, en
este caso usamos el teorema de Ramsey finito en la prueba y usamos el hecho
que la propiedad de Fubini no la satisface el ideal G4, pero el ideal £ED;, si.
Terminamos ese capitulo con otro orden en ideales, pero estamos centrados
en esta tesis en ideales definibles y resulté que el orden de Katétov-Rudin no
es interesante para ideales definibles, justamente el resultado mas importante
de la seccién es que todos los ideales definibles son equivalentes en el orden

de Katétov-Rudin.

En el capitulo quinto nos centramos en otro variante del juego corta y eli-
ge. Este juego resulta muy interesante porque tal como vemos en el capitulo,
si un ultrafiltro es Ramsey, entonces el jugador II tiene estrategia ganado-
ra en el juego definido por el ultrafiltro y por otro lado existen ultrafiltros
Hausdorff en los cuales el jugador I tiene estrategia ganadora, por lo que el
juego sirve para diferenciar entre ultrafiltros Ramsey y Hausdorff. Un ultrafil-
tro es Hausdorff si el ultraproducto con dicho ultrafiltro genera una topologia

Hausdorff, nosotros definimos otra topologia interesante en el grupo booleano
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numerable (una topologia de grupo) y esto nos da una definicién natural,
cuando el ultraproducto de esa topologia con un ultrafiltro genera una topo-
logia Hausdorff, en este caso decimos que el ultrafiltro es [w]<“-Hausdorff. En
el mismo capitulo damos varias propiedades intermedias entre Hausdorff y
Selectivo (por ejemplo [w]<“-Hausdorff) y nos apoyamos de ideales definibles
para generar ultrafiltros que satisfacen cada una de las propiedades.

La tesis concluye en el capitulo sexto. La pregunta principal del capitulo
es (Qué gréafica genérica es agregada un forcing? Respondemos la pregunta
para los forcings méas conocidos, por ejemplo los forcings de Cohen, Random
y Hechler agregan a la grafica de Rado. Vemos ejemplos con los forcing de
Sacks, Mathias y Laver, todo estos forcings agregan a graficas conocidas
pero no la grafica de Rado y al final vemos que existen forcings que agregan
graficas genéricas que no son isomorfas a ninguna gréafica del modelo base.

En resumen la tesis trata temas que podria parecer aislados, pero cuando
vamos a los problemas, demostraciones y técnicas que estamos utilizando,
nos damos cuenta que aparecen conceptos que se repiten varias veces, como
por ejemplo los juegos del tipo corta y elige, graficas tipo Rado, asi como el
orden de Katétov, que es una parte medular que fue estudiada el doctorado

y presentada en sintesis en este trabajo de tesis.
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Capitulo 1
Preliminares

La notacién usada en esta tesis es la notaciéon usual de teoria de conjun-
tos. Cada ntimero natural es el conjunto de niimeros naturales predecesores
de este ntimero y () denota el conjunto vacio, que es a la vez el primer niimero
natural (n ={0,1,...,n — 1}). Ademds w representa los nimeros naturales
{0,1,2,3,...}, con w; nos referimos al primer ordinal no numerable y deno-
taremos por A® como el conjunto de funciones de B en A. Asi, por ejemplo
2¢ es la familia de funciones de los naturales en {0, 1}, mientras que 2<% re-
presenta la familia de funciones de algin natural n en 2 (visto de otro modo,
2% es el conjunto de sucesiones de w en 2 y 2<% es el conjunto de sucesiones
de longitud finita). De manera andloga w® es el conjunto de sucesiones de w
y w<¥ es el conjunto de sucesiones de longitud finita de los naturales.

También vamos a denotar por [A]" ={X C A: |X|=k}y
[A]*" ={X C A:|X]| < &},

para k un cardinal cualquiera (finito o infinito).
Definicién 1. Un ideal Z en un conjunto X es una coleccion de subconjuntos

15
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de X tal que:
» DT pero X ¢ I,
» SSIACByBeZ, entonces A€l y
» SiAe€eZ yBeTZ, entonces AUB € T.

Definicién 2. Podemos definir de manera dual la nocion de filtro. Asi, un

filtro F sobre X es una familia de subconjuntos de X tal que:
» ¢ FyXedF,
» SiAD B yBeF, entonces Ae Fy
» SiAeFyBeF, entonces ANB € F.

Para que las definiciones anteriores tengan sentido es necesario que X sea
un conjunto infinito. Los ideales (y filtros) en los que estamos interesados
son los que se llaman propios, un ideal Z es propio si Fin(X) C Z, donde
Fin(X) = X<“. La misma familia Fin(X) es un ideal sobre X. De manera
anéloga sélo consideramos filtros que contengan a Fr(X) ={AC X : X\A4 €
X<“}, el filtro de Fréchet sobre X.

Sea Z un ideal sobre X. El filtro dualde Zes Z* ={AC X : X \ A € T}
y andlogamente definimos el ideal dual. Si A € P(X) \ Z entonces diremos

que A es un conjunto positivo de Z y lo denotaremos por X € Z7.

1.1. El orden de Katétov

Los ideales en los que estamos interesados son los ideales sobre los natu-
rales. Dado Z un ideal sobre los naturales podemos identificar P(w) con el

conjunto de Cantor 2¢ y de este modo Z sera un subconjunto del conjunto de
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Cantor, por lo que podemos preguntarnos si Z tiene propiedades topologicas
o de medida (si es abierto, cerrado, analitico, Borel, F,, magro, de medida
positiva, etc).

Vamos a decir que Z es un ideal alto si para cada A € [w]* existe B € T
tal que AN B es infinito. Los ideales en los que estamos interesados son los
ideales altos, mas adelante se vera por qué.

En esta seccién vamos a definir ciertos érdenes en ideales, que es lo que
usaremos a lo largo de toda la tesis. El orden que més vamos a trabajar es

el llamado orden de Katétov.

Definicién 3. Sea Z y J dos ideales sobre w. Definimos los siguientes orde-

nes.

» (Orden de Katétov) Diremos que T <y J si existe una funcion f :

w — w tal que f7HA] € T siempre que A € T.

» (Orden de Katétov-Blass) Diremos que T <gp J si existe una funcion

finito a uno f:w — w tal que f~[A] € J siempre que A € T.

» (Orden de Rudin-Keisler) Diremos que T <gx J si existe una funcion

frw—wtal que f[7HA] € J siysdlosi Ael.

» (Orden de Rudin-Katétov) Diremos que I <g J si existe una funcion

f:w—w tal que f~A] € J implica que A € T.

Diremos que T y J son Katétov equivalentes st T <x J y J <g L y de

modo andlogo para los demds ordenes.

El inico orden que no se habia definio anteriormente es el orden de Rudin-
Katétov, que como veremos méas adelante realmente no es tan interesante en
ideales definibles, por lo que estudiaremos mucho més a fondo el orden de

Katétov.
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Acerca del orden de Katétov hay bastantes resultados, presentaré algunos
ejemplos (ya conocidos) a continuacién, para que se vea el alma de este
trabajo. Al inicio de la seccién dije que estamos interesados solo en ideales
sobre los naturales, pero en vez de tomar los naturales podriamos tomar
cualquier otro conjunto numerable y con una biyeccion entre ese conjunto y
los naturales tendriamos una traduccion del ideal a un ideal en w.

SiZ C J entonces T <y J, donde la funcién identidad es testigo de esa
desigualdad. Si Z es un ideal sobre w y A € ZT, entonces podemos definir

Z | A un ideal sobre A (un conjunto numerable) de modo que
I1A={INA:1eT}.

No es dificil notar que si A € ZT, entonces Z <x Z | A y la funcién testigo
es la inclusién de A en w (la identidad de A en A).

Lo primero que vamos a estudiar son propiedades tipo Ramsey. En los
siguientes tres capitulos veremos muchas mas propiedades tipo Ramsey de los
ideales, se pueden consultar para mas informacién al respecto. Comenzamos

con la siguiente definicién.

Definicién 4. Sea Z un ideal sobre w. Diremos que w — (Z1)3 si para cada
funcion f : [w]* — 2 emiste A € TT homogéneo, es decir | f[[A]*]| = 1. Si no

se satisface dicha propiedad escribiremos w + (ZT)3

El teorema cldsico de Ramsey establece que w — (Fin™)3 ([8], para mas
informacién al respecto). Una de las primeras preguntas que surgen al res-
pecto es jQué ideales satisfacen esta propiedad tipo Ramsey? Trataremos de
ver ejemplos tanto de ideales que satisfacen la propiedad asi como de ideales
donde falla la propiedad.

Una gréfica G sobre los naturales es un subconjunto de [w]? (a los ele-
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mentos de G se les llama usualmente aristas). En el articulo [5] se define
una grafica R llamada la grafica de Rado que satisface que es universal, es
decir, para cada gréfica G existe f : w — w tal que f[G] es un encaje como
subgrafica inducida de R. Dada G una grafica sobre los naturales podemos
definir G un ideal sobre w, generado por los clanes (o subgraficas completas) y
los anticlanes (o subgréficas vacias). Cuando la grafica es la grafica de Rado,
el ideal generado por los clanes y anticlanes es llamado el ideal de la grafica
de Rado y denotamos a dicho ideal por R. En el capitulo tres se estudia a
profundidad el ideal de la grafica de Rado, si se desea una definicion explicita

se puede consultar ese capitulo o el articulo [5].

Observacion 5 ([24]). Sea R el ideal de la grdafica de Rado, entonces w ++
(RF)3-

La prueba de la observacion anterior es muy facil, porque coloreamos
justo con la relacién R y de este modo los subconjuntos monocromaticos
(homogéneos) son las graficas completas y las gréficas vacias, por lo que
estan en el ideal.

El siguiente teorema nos muestra que el ideal de la gréfica de Rado esta

muy relacionado con la propiedad Ramsey.

Proposicién 6 ([24]). Sea Z un ideal sobre w. Entonces R <y T si y solo
siw A (Z7)3.

Demostracion. Supongamos que R <k Z, entonces existe f : w — w tal
que f7'[A] € Z siempre que A sea un homogéneo de la gréfica de Rado.
Definimos ¢ : [w]?> — 2 dada por ¢({n,m}) = 0siy sélosi f(n)y f(m) estdn
relacionadas segin R o f(n) = f(m) y c({n,m}) = 1si {f(n), f(m)} no es

una arista de R. Observemos que si X € Z1 fuera un homogéneo, entonces
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f[X] serfa un homogéneo positivo del ideal de la gréfica de Rado, cosa que
es imposible.

Ahora, si w #4 (Z7)3, entonces existe ¢ : [w]? — 2 una coloracién tal
que todos los monocromaticos estan contenidos en el ideal. Podemos pensar
a la coloracion como una gréfica, en vez de coloracién y dos vértices estan
relacionados en la grafica si tienen color 0 y no estan relacionados si tienen
color 1. Como R es universal, entonces existe f : w — w un encaje de
modo que la coloracién queda encajada como subgrafica inducida en R, dicha

funcién es testigo de R <y 7. [ |

El teorema anterior nos dice que el ideal minimo que no satisface el teo-
rema clasico de Ramsey es el ideal de la grafica de Rado. Los ideales en los
que estamos interesados son los ideales Borel altos, esto es porque si un ideal

no es alto se tiene el siguiente resultado.

Observacion 7. Si Z es un ideal sobre w que no es alto, entonces I es

Katétov equivalente a Fin.

Demostracion. Si T no es alto entonces existe B C w tal que si A € [B]“.

Cualquier funcion biyectiva entre B y w es testigo de que Fin <x T |

Cuando Z es un ideal no alto en particular w — (Z7)3.

Para comenzar con un ejemplo veamos el ideal £D definido en w X w como
A € ED si y sélo si existe k un nimero natural tal que A C k x wU B donde
|BN{i} x w| <k. Dicho de otro modo, £ED estd generado por las columnas
de w x w y funciones, y asi cada elemento del ideal esta cubierto por una
cantidad finita de barras verticales y a partir de cierto momento sélo tiene

cuando mucho £ elementos en cada columna vertical.

Observacién 8 ([10]). R <k ED
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La observacion se sigue porque dados x,y € w X w, sélo hay dos opciones
para x y ¥y, o estan en la misma columna, o estan en diferente columna. En
caso de que estén en la misma columna entonces podemos pintarlos de color
0 y si estan en distinta columna los pintamos de color 1. Esto nos da una
coloracion de las parejas de elementos de w X w tal que cada homogéneo esté
en D y asi tenemos el resultado deseado. A pesar de que el ideal £D no
satisface la propiedad tipo Ramsey clésica, si satisface una propiedad un poco
mas débil. En los capitulos 3 y 4 veremos ejemplos de ideales que satisfacen

esa propiedad tipo Ramsey, en particular el ideal £D es uno de ellos.

Definicién 9. Sea Z un ideal en w, diremos que w — (w,Z7)3 si para cada
coloracion ¢ : [w]*> — 2 existe un A infinito de color 0 o un B positivo de

color 1.

La definicion anterior a pesar de que no parece simétrica, si lo es, porque
para cada coloracién, podemos colorear con los colores invertidos y tenemos
otra coloraciéon en la que los papeles se invierten. Podriamos decir que la
traduccién de esa propiedad en palabras es: si falla la propiedad Ramsey,
entonces no puede fallar con una coloraciéon donde los monocromaticos para

alguno de los colores son conjuntos finitos.

Definicién 10. DadosZ y J dos ideales sobre los naturales, podemos definir

algunos otros ideales como sigue:

» ZUJ es elideal en w x {0} Uw x {1} y decimos que X estd en el ideal

st restringido a cada parte estd en el ideal correspondiente.

= ([13]) T es un ideal definido en w x w dado por A € T si y sélo si

(Fk € w)(Vi > k)(JAN{i} xw| < k)A(Vn e w)({i € w: (n,i) € A} € 7).
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s I x J eselideal en w X w dado por A€ x J siy solo si

{icw:{new:(i,n)eA} T} el

No es dificil ver que si Z y J son ideales altos, entonces también Z U 7,
IxJy Z loson. A la operacion producto usualmente se le llama el producto
de Fubini y la operacién “tilde”se debe a E. Thiimmel. Se puede consultar
el articulo [13] para més informacién al respecto.

Se seguiran dando mas ejemplos en este capitulo introductorio pero antes

se hablara un poco acerca de la definibilidad de los ideales.

1.2. Definibilidad

Dado un ideal sobre los naturales, como mencioné antes, podemos pensar
al ideal como un subconjunto del espacio de Cantor y de este modo podemos

preguntarnos qué propiedades topolégicas o de medida tiene el ideal.

Observacion 11 (Folklore). Sean Z un ideal sobre w, A €T y a,b € [w]|<¥,

entonces AUa\ b € Z, en particular T es un conjunto denso de 2%.

Demostracion. La primera parte de la conclusién es simplemente porque tan-
to A como a estan en el ideal y por lo tanto también todos sus subconjuntos.
Para ver que Z es denso sea (t) C 2¥. Sea A cualquier elemento de Z, entonces

AUt \t* €T es un elemento del ideal que intersecta a (). [ |

Usando la misma prueba que en la afirmacién anterior se obtiene el si-

guiente resultado.

Proposicién 12 (Folklore). Si Z es un ideal Borel, entonces I es magro y

de medida 0.
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Demostracién. Supongamos que Z no es magro, entonces existe t € 2<“ tal
que Z es comagro en (t). Sea Z* el filtro dual.

Afirmacién: Tanto Z como Z* son comagros en (t). Para ver esto notemos
que Z* es comagro en (t*), donde t* estd dada por t(i) = 0 si y sélo si
t*(i) = 1. Esto es porque si A € Z*, entonces también AUt \ t* € Z*. Esto es
una contradiccion.

Si Z no fuera de medida 0, entonces existe t € 2<“ tal que

WIAE) > ﬁ

Se tiene que p(Z* N (t)) > 51, porque para cada X € Z* N (t*) sucede que
XUt\t* e Z*N(t). [ ]

En el teorema anterior en realidad no usamos que el ideal (filtro) fuera
Borel, sino que sélo usamos que todo conjunto Borel tiene la propiedad de
Baire y es medible.

Dado A € [w]¥ definimos f4 : w — w, la funcién de enumeracién de A,
como fa(n) =m si m es el m-ésimo elemento mas pequeno de A. Dado F un
filtro sobre w, diremos que F es acotado si F'= {f4 : A € F} es <*-acotado

en w*. Por la proposicién anterior no es dificil ver el siguiente teorema.

Teorema 13 (Jalali-Naini [15], Talagrand [29]). Sea F un filtro sobre w. Las

siguientes condiciones son equivalentes

= F tiene la propiedad de Baire.
= F es magro.

s F es acotado.

El siguiente resultado es muy conocido y es consecuencia directa del teo-

rema de Jalali-Naini, Talagrand. Puede ser consultado [24].
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Proposicién 14 (Folklore). La minima complejidad de un ideal (o un filtro)

sobre w es F.

Demostracion. Recordemos que Z y Z* son ajenos, densos y de la misma
complejidad. Z no puede ser cerrado porque seria el total y por el teorema

de Baire, no puede ser abierto ni Gj. |

1.3. Submedidas en w

Comenzamos esta seccién con una definiciéon. Diremos que ¢ : P(w) —

w + 1 es una submedida inferiormente semicontinua (abreviamos smisc), si:

» p(A) < p(B) siempre que A C B.

(AU B) < ¢(A) + ¢(B).
» p(A) =lim, ., ANn.

En la definicion anterior usamos una funcién con rango w + 1, pero
podriamos haber tomado el rango contenido en RT U{oc}. En principio esas
dos definiciones son distintas, pero es un resultado conocido que la familia
de ideales que se obtienen para el conjunto de smisc’s por cualquiera de las
dos definiciones son los mismos (para més informacién al respecto [23]).

Diremos que un ideal Z es un P-ideal si para cada sucesiéon
{A,:new}CT

existe A € 7 tal que A,, C* A, para cada n € w.
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Definicién 15. Dada ¢ una smisc definimos:
Fin(p) ={A e Pw): p(A) <o}y

Ezh(p) ={A € P(w):p(A\n) — 0}.

Supongamos que @ es una smisc, no es dificil ver que Fin(y) es un ideal
F, y Exh(y) es un P-ideal F,;. El siguiente teorema nos dice que el regreso

también es cierto.
Teorema 16. Sea Z un ideal en w. Entonces

» (Mazur [23]) Si T es F, entonces existe ¢ una smisc tal que Fin(p) =
T

w (Solecki [28]) Si Z un P-ideal analitico, entonces existe ¢ una smisc

tal que Exh(yp) =T.

n (Solecki [28]) Si T un P-ideal F,, entonces eziste ¢ una smisc tal que
Fin(p) = Exh(p) =Z. R

Para ver las pruebas del teorema anterior se puede consultar [23] y [28].
Los ejemplos de ideales que les he presentado hasta aqui, son ideales F,,
esto lo probaremos en el capitulo 3. Sea 2 el conjunto de Cantor. La medida
en el conjunto de Cantor esta definida como la medida del espacio producto

de 2 consigo mismo una cantidad numerable de veces, de modo que todo el

1

o7+ La familia

espacio tiene medida 1y si s € 2<“, entonces (s) tiene medida
de conjuntos que son cerrados y abiertos en el Cantor es numerable, porque
un conjunto es cerrado y abierto si y sélo si es unién finita de conos, de este
modo 2 = {U C 2 : U es cerrado, abierto y u(U) = %} es un conjunto

numerable.
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Dado x € 2¢ definimos I, = {U € Q : x € U} y el ideal S sera el ideal

generado por {I, : © € 2¥}, a este ideal se le conoce como el ideal de Solecki.
Proposicion 17 ([24]). El ideal de Solecki es un ideal F, alto.
Demostracion. Para ver que S es un ideal F,, notemos que
©:P(Q) »w+1
dada por
e(X)=min{facw+1:(IHr; €2¥:ical)(VU € X)(Jj € a)(z; € U)}

es una submedida inferiormente semicontinua tal que Fin(p) = S.
Sea {X,, :n € w} C Q, queremos ver que X = {x € 2 : (Ion)(z € X,,)}

es no vacio, porque si € X entonces I, N {X, : n € w} es un conjunto

1

infinito, probando que S es alto. Veremos que p(X) > 3, con lo cual en

particular es no vacfo. Supongamos que u(X) =7 < 3. u(X,) > 3 — r para
cada n € w. Para cada a € [w|<“sea C, = {x € 2¥ : 2z € X,, & n € a},
entonces

»=Xxu |J c

acw]<w

y cada C, es medible. Sea A C [w]* finito tal que X UJ,c,Ca > § + 1,
esto es posible porque % +r < 1.Sin ¢ |JA, entonces X,, es ajeno con
X UU,ea Ca, pero esto es imposible porque su medida suma mas que 1.

En el capitulo 4 calcularemos los invariantes cardinales de estos ideales.

Antes de seguir con las definiciones definimos los siguientes dos ideales.
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Definicién 18. FEl ideal conv es el ideal generado por las sucesiones conver-
gentes en Q (convergentes en los nimeros reales). El ideal nwd es el ideal de

los conjuntos nunca densos en Q.

Cuando digo sucesiones convergentes me refiero también a sucesiones
convergentes a +00 0 —oo, podemos pensar que los ideales conv y estan
QnN(0,1) (el cual obviamente es homeomorfo a Q). Antes que nada notemos
que conv C nwd por lo que en particular conv <y nwd. Acerca de estos

ideales se tiene lo siguiente.
Proposicién 19 ([24]). Tanto conv como nwd son ideales altos.

Demostracion. Para ver que conv es alto notemos que cada A C QN (0,1)
infinito tiene un punto de acumulacién en [0, 1], porque [0, 1] es compacto
y por lo tanto A tiene una subsucesién convergente. Como nwd contiene a

conv entonces también nwd es un ideal alto. |

Muchos de los resultados de esta seccién esta publicados en [9] asi como

en la tesis doctoral de David Meza.
Proposicién 20 ([24]). R <k conwv.

Demostracion. Esta es una prueba muy clasica y se debe a un truco que
uso Sierpinski. Sea f : Q — w una funcién biyectiva, tomamos la siguiente
coloracién: ¢ : [Q]* — 2 dada por c({a,b}) = 0 si y solo si f(a) < f(b)
ya <bo f(b) < f(a) y b < a. Dicho en otras palabras, la dos nimeros
racionales tendran color 0 cuando el orden de @Q y buen orden dado por f
coinciden, y tendran color 1 cuando los 6rdenes no coinciden. Los conjuntos
0-homogéneos son sucesiones crecientes en Q y los conjuntos 1-homogéneos
son sucesiones decrecientes. Como toda sucesion creciente o decreciente es

convergente entonces ya tenemos la prueba. |
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Atn hay varios resultados que acerca del orden de Katétov que aborda-

remos durante los capitulos del 2 al 4.

1.4. Invariantes cardinales

Dado un ideal sobre w definimos los siguientes invariantes cardinales aso-

clados a 7.
add*(Z) =min{|A| : ACZANI €I)3J € A)(|J\I]|=w)}.

cov*(Z) =min{|]A| : ACZANI €eZN[w]*)(3J € A)(|JNI|=w)}.
non*(Z) =min{|A| : AC [w]* ANV € Z)(3J € A)(|JNI| <w)}.
cof(Z) =min{|A|: ACZA NI €ZI)(3J € A)(ICJ)}.

Acerca de los invariantes cardinales dados por un ideal tenemos las si-

guientes observaciones

Observacion 21. Sea Z un ideal sobre w, entonces
» add*(Z) < non*(Z) y add*(Z) < cov*(I).
w cov*(Z) < cof(Z) y non*(Z) < cof ().

Observacion 22. Supongamos que tanto Z como J son ideales altos. Si T
y J son ideales sobre w tales que T < J, entonces non*(Z) < non*(J) y
cov*(J) < cov*(Z).

Las observaciones anteriores nos ayudan para aproximar los invariantes
conociendo el orden (de Katétov) entre dos ideales o para saber si no son
comparables conociendo sus invariantes. Hasta aqui hemos dicho el orden

que guardan casi todos los ideales sin embargo no sabemos lo siguiente.
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Pregunta 23 (Michael Hrusék). ;Se satisface que R <x S?

29
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Capitulo 2
Un juego combinatorio

En este capitulo abordamos dos problemas que en un principio parecen
independientes, pero al final tienen mucha relacién entre si. El primer proble-
ma se reduce a la siguiente pregunta ;Un ideal es alto si y sélo si el jugador
IT tiene estrategia ganadora en el juego corta y elije?. También tenemos la
pregunta ;Existen Z,J ideales F, altos tales que Z+ — (J7)3? Esta una
pregunta relacionada con una vieja pregunta de Michael Hrusak: ; Existe un
ideal Borel alto que cumple el teorema de Ramsey?

La respuesta a esta pregunta es afirmativa, el iltimo teorema del capitulo
responde a dicha pregunta, solo a pesar de poder encontrar Z, J dos ideales
F, altos y tales que Z+ — (J )3, la respuesta no ayuda en nada a responder
si existe un ideal Borel alto que satisface el teorema de Ramsey. Se puede
consultar [13], para que quede més claro el contexto.

Lo que si logramos encontrar fue un ideal F, alto y tal que el jugador II
tiene estrategia ganadora en el juego corta y elige de dicho ideal, por lo que se
responde la pregunta de Zapletal en el sentido negativo. Ademés encontramos
una familia de ideales definibles tales que Z+ — (J )3 y para las pruebas nos

auxiliamos del juego corta y elige. Comenzamos el capitulo con la siguiente

31
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definicién.

Definicién 24 (Juego corta y elige). Dado un ideal Z en w el juego corta y
elige G1(Z) es un juego infinito definido como sigue: el jugador I empieza el
Juego con un particion de los naturales en dos piezas w = AJUAY, entonces el
qugador I juega iy € 2 yng € AY. En el (m~+1)-ésimo movimiento el jugador
I parte A" en APty ATy el jugador T1T toma iy,y1 € 2 y no € AgmH )
El jugador I gana el juego si {n; : i € w} € . En otro caso el jugador I1
gana.

I |w=AjUA} Ap = AgUA]
II ’io € 2,710 € A?O ’il S 2,711 S Azll

Observacion 25. Note que si el jugador II elige en algun momento un
elemento del ideal, entonces el jugador I gana el juego. Suponga que T <y J;
st el jugador I tiene estrategia ganadora en G1(Z) entonces el jugador I tiene
estrategia ganadora en G1(J) y si el jugador 11 tiene estrategia ganadora en

G1(Z) entonces el jugador 11 tiene estrategia ganadora en el juego G1(J).

Demostracion. Sea T una estrategia ganadora para el jugador I en el juego
Gi(Z)y f : w — w una funcién de Katétov del ideal J en el ideal Z. T
es un arbol tal que T'(0) = A U A? es la jugada inicial del jugador I en el
juego G1(Z), para la estrategia ganadora en el juego J, el jugador I juega
{f71AY], 1A}, una particién de w. Para cada posible respuesta de 1, es
decir iy € 2 y ng € A) aplicamos f(ng) y vemos la particién de T'(0), (o, no))-
Esto nos da una particién de A? en dos conjuntos {Aj, A1} y en el juego
G1(J) el jugador I deberd jugar {f~'[A}], f~'[A]]}. En general en el i-ésimo
turno del jugador I, él s6lo debe verificar, segin la estrategia del juego Z, qué
debe jugar en el juego J aplicando la imagen inversa de f a cada elemento de
la particién dada. La segunda parte de la observacién se prueba de manera

totalmente andloga. [ |
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Recordemos que el ideal £D fue definido en el primer capitulo, el cual
estd definido por las columnas en w X w y funciones en w* (las funciones
vistas como subconjuntos de w X w). También recordemos que un ideal Z es
Katétov equivalente a Fin si y solo si el ideal Z no es alto. Entonces una

primera proposicion acerca de este juego e ideales conocidos es la siguiente.

Proposicién 26. El jugador I tiene una estrategia ganadora en G1(ED)
ademas, st L no es un ideal alto entonces el jugador I tiene una estrategia

ganadora en G1(Z).

Demostracion. Para la primera parte de la proposicion, sea n_; = 0, el ju-
gador I juega la particiéon Ag = {n_1} xwy By ={n €w:n >0} xw.
Si el jugador I elige Ay entonces el jugador I ya perdié el juego, por-
que todos los naturales que elija estaran contenidos en la primera columna
de w X w y eso esta en el ideal, por lo tanto debe jugar By y una pare-
ja (ng,mp) € By. En cada jugada siguiente el jugador I parte a B; como
Ai={ncw:ns<n<ni1}xwyB;={n€w:n>n; 1} xw. Notemos
que ya estoy diciendo que parte a B;, eso es porque el jugador I siempre
debe elegir a B; porque si en algin momento elige a A;, en ese momento el
jugador IT ya perdié el juego, entonces elige a B; y una pareja (n;, m;). Al
final el conjunto X = {(n;,m;) : i € w} es un subconjunto de una funcién
f € w¥, porque para cada columna, a lo mucho /1 tomé una pareja (n;, m;),
por lo que de todos modos el jugador I1 pierde el juego.

Para la segunda parte de la proposicién notemos que si Z no es alto,

“ es positivo. La estrategia

entonces existe A € [w]¥ tal que cada B € [A4]
para el jugador I1 en el juego G1(Z) consiste en elegir (de los dos pedazos
que da de opcién I) el conjunto que intersecte infinitamente a A, e ir tomando
naturales distintos; asi, al final I1 se queda con un subconjunto infinito de

A y por lo tanto con un positivo del ideal. |
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Ahora en la siguiente proposicion veamos que el juego tiene implicaciones

en las propiedades Ramsey de los ideales.
Proposicién 27. El jugador I tiene estrategia ganadora en G1(R).

Demostracidn. Sea ¢ : [w]* — 2 la coloracién dada por la grafica de Rado.
En la primera jugada I juega w y ). El jugador I debe elegir w y cualquier
no € w. El jugador I parte w como Ay ={n € w:n =nyVc({n,ne}) =0}
y By ={n € w: c({no,n}) = 1}. Entonces el jugador II juega Ay 0 By y un
nimero natural n, en el pedazo elegido. En cada paso siguiente, el jugador
I parte A; o B; usando la coloracién c y el jugador 11 elige cualquiera de los
dos pedazos. Al final el jugador I gana porque {ny : k € w} es la unién de dos
conjuntos c-homogéneos, porque cada que tomamos k € w y para cualquier

eleccién de k <14, j se tiene que c(ny, n;) = c(ng, n;). [ |

Recordemos del capitulo anterior que w — (Z7)3 si y sélo si R «x Z
(se puede consultar [24] para més informacién al respecto). Por la proposién
anterior tenemos que si el jugador 17 tiene una estrategia ganadora en G(Z)
entonces w — (Z7)3, de hecho basta que el jugador I no tenga estrategia ga-
nadora, pero en ideales definibles ambas propiedades son equivalentes porque

en ideales definibles el juego estd determinado.

2.1. Pregunta de J. Zapletal

El juego con el que comenzamos el capitulo fue estudiado por J. Zapletal,
él pregunta si hay algtin ideal definible Z y no equivalente (Katétov equi-
valente) con Fin tal que el jugador I tenga estrategia ganadora en G(Z).
En el articulo Katétov Order of Borel Ideals ([?]), M. Hrusék tiene un dia-

grama con varios ideales definibles conocidos, de los ideales ahi presentados,
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R es de los mas pequenos, y el otro ideal pequeno es S el ideal de Solecki.
No sabemos si el jugador I tiene estrategia ganadora en el juego G1(S),
pero creemos que el jugador I deberia tener una estrategia ganadora. Todos
las demas ideales definibles ya conocidos quedan descartados como candida-
tos para que el jugador I tenga estrategia ganadora. En lo que queda del
capitulo construiremos un ideal Z que es F, alto tal que el jugador /1 tiene
estrategia ganadora en el juego G1(Z) y asi responderemos la pregunta de

Zapletal.
Definimos {As; C w : s € w<“} como sigue:
m Ay =w.
» {A,~, :n € w} es una particién en conjuntos infinitos de Aj.

= Para cada n # m nimeros naturales ds # ¢t € w<¥ tal que n € A, y

mEAt

Diremos que A C w es un conjunto grade’ si [A| =w y
[ANAg =w= T (|AN A~ | = w)

y diremos que B es un conjunto grande si contiene un conjunto grande’.
Notemos que w es un conjunto grande’. Definimos Grande = {A C w :
A es un conjunto grande} y H = P(w) \ Grande. Entonces tenemos la si-

guiente proposicion.
Proposicion 28. H es un ideal.

Demostracion. Probaremos que si tomamos un conjunto grande’ B y una
particion de B = Cy U C entonces Cy o C] contienen un conjunto grande’.

Sin perdida de generalidad B = w (méas adelante en la prueba se verd el
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porqué no perdemos generalidad). Para a € w; + 1 definimos recursivamente

O : WY — 3 como sigue:

» Caso base: para i € 2, ¢o(s) =i si |AsNCi_1] <w y ¢o(s) =2 en otro

caso.

» Caso a =+ 1: para i € 2 hacemos ¢, (s) =i si ¢g(s) =i 0 ¢pp(s) =2
y 3 (dp(s™n) =1). S1 I¥(gp(s7n) = 0) y I3 (¢s(s™n) = 1) ponemos
®a(s) = 0 (en realidad aqui podriamos usar 0 o 1 y nos da igual en

ambos casos).

» Caso limite: Para i € 2, ¢,(s) =i si 0 < a, ¢p(s) =1y ¢u(s) = 2

cuando para cada 3 < a ¢p(s) = 2.

Afirmacién 1. Si ¢, () = i entonces C; es un conjunto grande.

Demostracién de la afirmacién 1: Queremos probar que ¢, (s) = i =
IC;iNAs] =wy {s € w: ¢, (s) =i} es un arbol que se ramifica infinita-
mente, asi que C; contiene un conjunto grande’. Supongamos que ¢,,, (s) = 1,
entonces existe «a tal que @,(s) = i y a es un ordinal sucesor o a = 0. Si
¢o(s) = i entonces ¢y(t) = i para cada t O s. Si a es mayor que 0 entonces
X ={n € w: ¢o_1(s"n) = i} es infinito siempre que ¢,(s) = i por la
definicion recursiva. Para n € X existe ag > a; > ... ordinales y mg, mj...
nimeros naturales tales que ¢, (s~ n"mg ... m;) = i. Como cada sucesién
decreciente de ordinales tiene longitud finita entonces existe k € w tal que
ar =0y ¢o(s™n"my ... my) = i. En particular |C; N Ay = |As~n NCi| = w
porque As—n~m=. ~m, C As~n C A,y por la definicién de ¢g. Esto termina
la prueba de la afirmacién 1.

Afirmacién 2. Si ¢, () = 2 entonces Cyp y Cy son conjuntos grandes. Esto
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es porque
Gy (8) =2= AN Col = A NCY =wA (VN € w)py, (s n) =2

asi que Cy y ('] contienen un conjunto grande’. |

Diremos que A es grande’ abajo de s € w<¥ si |[AN As| = w y para cada
t2s|ANAl=w= 3I°(A~,NA| =w)y B es un conjunto grande abajo
de s si contiene un conjunto grande’ abajo de s. La familia de conjuntos que
no contienen un conjunto grande abajo de s (para s € w<“) es un ideal. El
que A sea grande abajo de s implica que 32° tal que A es grande abajo de

As—n.

Definicién 29. T' C w<¥ es un drbol poco-ramificado si para cada s € T

Hnew:s neT} <|s|+1.

Con la notacion previa definimos

So={ACw:Fscw“(AC AN Ew(|[AN A~ =1))} y

Si={ACw:{scw¥: A, NA#D} es un drbol poco-ramificado}.

PC es el ideal generado por Sy U Sy.

Para cada A C w notemos que Ty = {s € w<¥: AN A; # (0} es un rbol

bien podado.

Teorema 30. El jugador I1 tiene estrategia ganadora en el juego G1(PC).
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Demostracion. Antes de comenzar con la descripcion de la estrategia, note-

mos que si A C w es tal que
(Vnew)({sew": A;NA#D} > (n+ 1))

entonces A es un conjunto PC-positivo. El jugador I comienza el juego y
da una particién de w = By U Cy. Si By es un conjunto grande, entonces el
jugador 11 elige Ay = By, en otro caso elige Ag = Cy (en este caso Cy tiene
que ser un conjunto grande). Entonces existe n tal que Ay M A, es no vacio,
y el jugador I toma ng € Ay N Agy,). El jugador I parte Ay en dos piezas B,
y Cy. El jugador 11 elige el conjunto que sea grande y lo llama A; (al menos
uno de los dos es grande). De nuevo toma n; € A; N A, pero se asegura
que n # m, lo cual es posible porque A; intersecta a infinitos A(,,) variando
m en los naturales.

El jugador I juega B, UC, como particion de Ay y el jugador 1 el pedazo
grande y busca un iy € w tal que As es grande abajo de (iy). El jugador 1T
toma n € w tal que Ay N A, ) es no vacio, y luego toma ny € Ay N A, ). El
jugador I parte en los siguientes cinco turnos al A; correspondiente en cada
momento y el jugador I elige la parte que es grande abajo de (ig) y toma
n3, N4, N5, Ng y N7 tales que todos son diferentes estan en diferentes A . El
jugador I continua dando particiones y el jugador I permanece en el nivel
k durante (k + 1)! jugadas y después de esas jugadas elige un i, tal que A,,
es grande abajo de (ig,41,...,0). Al final {n; : j € w} es PC-positivo por

construccién y la primera observacién en la prueba. |
Proposicion 31. PC es un ideal F, alto.

Demostracion. Para probar que PC is un ideal alto fijemos A € [w]”. Hay

dos casos:
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= Existe s € Ty tal que sucy,(s) es un conjunto infinito.
m 74 es un arbol de ramificacion finita

En el primer caso A contiene un subconjunto de un selector, es decir, un
elemento infinito del ideal. En el segundo caso, existe T' C T'y arbol tal que

T es un arbol poco-ramificado y ademas

AN A =w.

seT
Ahora queremos ver que PC es F,, para lograr eso queremos probar que
PC estda generado por conjuntos compactos. Definimos un subconjunto de

PC:
S ={ACw:3Fscw¥(AC ANV ew(AN A, <1))}.

Claramente S; 2 Sy.

Afirmacién 1. S; es compacto.

Prueba de la afirmacién 1. Tomemos A ¢ S,. Entonces |A| > 3, existe
newys,tewtal que [ANAs| > 2y |AN A > 1. Sean mg,my € AN A
y mg € AN A; niimeros naturales, entonces {X C w : mg,my,my € X} es
un conjunto abierto que contiene a A y no intersecta a Sy asi que A es un
punto interior del complemento de S; para cada A, por lo que Ss es cerrado
en el Cantor, es decir, compacto.

Afirmacién 2. §; es compacto.

Prueba de la afirmacién 2. Tomemos A ¢ S; entonces existe n € w tal
que [{s € w" : AN Ay # 0} > n+ 2. Fijemos o, ..., Spr1 € W" y My €
ANA

es un conjunto abierto que no tiene elementos en Sj.

s0r s Mny1 € ANA; .. Tenemos que A € {X Cw:my,....my41 € X}
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Por las afirmaciones 1 y 2 PC esta generado por conjuntos compactos asi
que PC es F,.
[ |

Ya se habia comentado antes que no sabemos la respuesta para el ideal

de Solecki, esta pregunta se debe a J. Zapletal.

Pregunta 32. ;FEl jugador I tiene estrategia ganadora en G1(S)?

2.2. Ejemplos de ideales Ramsey

Estaremos considerando el juego GG1Z, para Z un ideal. Queremos cons-
truir dos ideales Z y J definibles de modo que satisfacen la propiedad tipo
Ramsey ZT — (J1)3. Nétese que sigue abierto si existen Z y J ideales F,
altos con esa misma propiedad tipo Ramsey. Esto fue preguntado por M.
Hrusak, D. Meza-Alcantara, E. Thiimmel, y C. Uzcategui en [13].

Sea f € w* una funcién no decreciente. Decimos que el arbol T C w<¥ es
f-pequeno si (Vn € w)(|[{s € T : |s| = n}| < f(n)) y T es f-grande si para
cada s € T, se tiene que |sucr(s)| > f(|s]).

Definicién 33. Dado f € w® una funcion creciente y con la notacion usada

en la seccion anterior definimos:

TC(f) = ({ACw:Ty es f-pequeno})
B(f) ={ACw: (3 € Q")(Ys € Tu)(|sucr, (s)] = - f(|s]))}

y TB(f) es la familia de subconjuntos de w que no contienen conjuntos

de B(f).

Bajo estas definiciones tenemos el siguiente resultado.
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Proposicién 34. TC(f) y TB(f) son ideales.

Demostracion. Para probar que TC(f) es un ideal sélo tenemos que notar
que si Ay, ..., A, son tales que Tl,,...,T4, son arboles f-pequenos entonces
AgU...UA, #w.

Para la segunda parte de la proposicién queremos probar que si A C w
es tal que T4 es un arbol f-grande y A = B U C' entonces Tg es un arbol
[%1—grande o T¢ es un arbol [%1—grande. Para lograr esto suponga que T4 es

tal que sucr, (s) = f(s) para cada s € Ty y defina ¢ : w — 2 como sigue:

= ¢(n) = 0 si al menos la mitad de los nodos en el n-ésimo nivel de T4

estan en Ty y

= ¢(n) = 1 si al menos la mitad de los nodos en el n-ésimo nivel de Ty

estan en T¢.

Note que si ¢(n) = 0 entonces T tiene al menos la mitad de los nodos en el
i-ésimo nivel de T4 para cada i < n y lo mismo cuando ¢(n) = 1. Si existen
infinitos n € w tales que ¢(n) = 0 entonces T es un arbol [%}grande y si

no entonces T¢ es un arbol [%1—grande. [

Ahora quisiéramos conocer la complejidad de TC(f) y TB(f), en este

caso tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 35. TC(f) es un ideal no alto y F, y TB(f) es un ideal no

alto y coanalitico.

Demostracion. La prueba de que TC(f) es F, es muy similar a la prueba de
que el ideal PC es F,. S6lo viendo la definicién de TB(f)* observamos que

es un conjunto analitico y por lo tanto el ideal es coanalitico. |
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Encontramos una familia de ideales definibles tales que Zt — (J )32 que
significa que para todo A un conjunto Z-positivo y para cada funcién de
[A]? en 2 existe B C A un conjunto c-homogéneo que es J-positivo. Para la

prueba veamos las siguientes proposiciones.

Lema 36. Dado f € w¥ una funcion creciente, existe g € w* tal que para
cada A que es un conjunto T B(g)-positivo y para cada coloracién ¢ : [A]* — 2

existe B C A que es TC(f)-positivo y c-homogéneo.

Demostracion. Defina g € w¥ como
g(n) =2-2FO o2 JW gt L g0) . f(1)... - f(n).

Probaremos que si A es TB(g)-positivo entonces el jugador /I tiene una
estrategia ganadora en el juego G1(TB(g) | A) y entonces tendremos que
A — (TB(f)")3. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A es tal
que T4 es g-grande.

En la primera jugada el jugador I parte A como By U Cj, entonces el
jugador II elige Ay = By o Ay = Cy de modo que Ty, es un un arbol
[4]-grande y toma ng € A; N A, para algin jo.

En las siguientes f(0) — 1 jugadas el jugador I parte A; y el jugador 11
toma la parte que es [z%|-grande y toma n; € A1 N Ag,y tal que j; es
diferente de jo, 71, ---y Ji—1-

Después de eso, el jugador I jugara algo en el segundo nivel. El jugador
I parte Aygy+1 y el jugador I7 elige la parte que es [ grf5s |-grande y algin
nro)+1 € Apo)+2 N Aok El jugador 11 se asegura de permanecer en el
segundo nivel eligiendo nidmeros naturales por 2 x f(1) veces; notemos que
esto es posible por la definicién de g.

El jugador /1 continua haciendo su estrategia eligiendo “la parte grande”
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y elementos de A,,, N A, ,,..1,) permaneciendo por n x f(n) veces en el nivel
n. Al final, el jugador /1 gana porque los nimeros naturales elegidos al verlos
en el drbol tienen al menos n x f(n) nodos en el nivel n y justo esto nos da

un conjunto TC(f)-positivo. [ |

Observacién 37. Notemos que para cada f,g € w* funciones crecientes
TB(f) y TC(g) no son ideales altos pero podemos tomar F € w* una fun-
cion mucho mdas grande (que crece mucho mds rapido) que ambas de modo
que A C w es un conjunto TB(F)-positivo tal que cada conjunto en los idea-
les TB(f) y TC(g) estd contenido en A y ademds TB(f) | Ay TC(g) | A
son ideales altos. Otra forma de lograr esto mismo es en vez de pensar en
es de los naturales en conjuntos infinitos y cada particion tiene sus propias
particiones (lo que nos da una estructura del tipo w<*) pensamos en particio-
nes en conjuntos infinitos pero partimos en una cantidad finita de pedazos,
esto nos daria una estructura de drbol pero de ramificacion finita, podriamos
pensar de ramificacion en F, o dicho de otro modo, cada nodo en el nivel n

tiene exactamente F(n) sucesores.

La pregunta que se hizo anteriormente ya ha sido resuelta, pero en reali-
dad la respuesta estd esencialmente en el articulo [13], s6lo que la repuesta
no es la esperada; aclaremos el porqué. Supongamos que existe (Z, : n € w)
una sucesién de ideales F, altos y tales que Z,,11 C Z,, y Z,F — (Z,7,,)3, para

cada n, entonces el ideal Z = (" _. Z, serfa tal que Z+ — (ZT)3 y obviamente

new
el ideal seria Borel, incluso lo F,, no es importante, sélo que los ideales sean
Borel, pero con la construccion del siguiente teorema, no es posible construir
dicha sucesion de ideales, sino que sélo son dos ideales aislados que satisfacen

dicha propiedad.

Proposicién 38. Ezisten T y J ideales F, altos tales que T+ — (J)3.
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Demostracion. Los ideales Fin X Fin 'y ED los podemos pensar en w junto
con la estructura de particiones que dimos en este mismo capitulo, y son tales
que Fin x Fin™ — (é?l/)+)§ El ideal Fin x Fin no es F,, pero no es dificil
construir una pequena variaciéon al resultado de modo que ambos ideales sean

F,. |

Bueno, en resumen la respuesta anterior no es lo que se buscaba, si es
importante saber que es posible construir ideales de tipo Ramsey, pero seria

mucho més interesante saber la respuesta a la siguiente pregunta.

Pregunta 39. ;FEziste (Z, : n € w) una sucesion de ideales F, altos y tales

que Io1 €L, yI,F — (I,7,1)37



Capitulo 3
Numeros de Ramsey

Asi como hemos definido la propiedad tipo Ramsey mas clasica, también
se pueden definir otras propiedades del mismo estilo, donde variamos las
entradas, en principio todas estas definiciones podrian ser equivalentes, pero
como estaremos viendo a lo largo del capitulo si que tiene sentido hacerse la
pregunta y ademas hemos visto que estas propiedades son todas diferentes
ya que existen ideales que satisfacen la propiedad tipo Ramsey para algin
nimero natural n, pero no para n+ 1. También estamos considerando en vez
de coloraciones de parejas (gréficas en el sentido tradicional) a coloraciones
de subconjuntos de cierto tamano (hipergraficas).

Iniciamos este capitulo con la siguiente definiciéon que generaliza las pro-

piedades tipo Ramsey estudiadas hasta ahora.

Definicién 40. Sea Z un ideal sobre w. Diremos que w — (%)}, si para
cada coloracion ¢ : [w|™ — k existe A € TT tal que |c[[A]"]| < . Cuando

[ =1 simplemente escribimos w — (Z7)}.

Recordemos que la propiedad Ramsey mas clasica tiene que ver con estar

o no mas grande en el 6rden de Katétov que el ideal de la grafica de Rado. A

45
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continuacion presentaremos una equivalencia muy similar pero antes debemos
dar algunas definiciones y proposiciones.

La siguiente definicién es propia del autor, pero estd basada en la defi-
nicién original escrita en el articulo [5] de James Cameron, cuando define la
propiedad que caracteriza a la grafica de Rado, de modo que generalizan-
do esa misma propiedad ahora podemos caracterizar a todas las gréaficas de

Rado.

Definicién 41 (Propiedad estrella [5]). Dado ¢ : [w]" — k diremos que A
tiene la propiedad (n,k)-estrella si dados Ay, Ag, ..., Ax C [w]|*! tales que
{A1, Ay, ..., A}, son ajenos dos a dos, existe j un nimero natural tal que

para cada {j2, js, ..., jn} € A; sucede que:

C({j7j27j37 s 7,]7;,}) = 1.

La propiedad (2,2)-estrella es simplemente la propiedad (*) definida en
el articulo [5], de este modo estamos generalizando esa propiedad que cum-
ple la grafica de Rado con subconjuntos de tamano mayor que dos y otras
coloraciones con mas de dos colores. Acerca de esta propiedad tenemos el

siguiente resultado.

Proposicién 42. Sean n y k nimeros naturales. Existe R} : [w]" — k
funcion con la propiedad (n, k)-estrella. A R} le llamaremos la n-grdfica de

Rado con k colores.

Demostracion. La construccién de la funcién R} serd por recursion. Defini-
mos {X; : | € w} una sucesién creciente de subconjuntos finitos de nimeros

naturales tomando X, = {0,1,...,n — 2} y:

» Caso base. En este caso vamos a definir la primera parte de R} y

empezamos con Xy. Los tnicos posibles k subconjuntos (Ay, As, ..., Ag)
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de [Xo)"! y de modo que algiin A; no sea vacio y
{Ala AQa o 7Ak}

sean ajenos por parejas son: A; = X y todos los demés subconjuntos
vacios 0 As = X y todos los demas subconjuntos vacios, etc. En este
caso definimos R}(0,1,2,...,n —1) = 0, R}(0,1,2,...,n) =1, ...,
Ry0,1,...,n+k—2)=k—1.Y hacemos X; = {0,1,...,n+k —2}.

= (Caso sucesor. Supongamos que tenemos definido X;, un subconjunto fi-
nito de los naturales y de hecho por construccién es un niimero natural
(dicho de otro modo | X;| = X;). Tomamos A;, A, ..., Ax C [X;]""! no
vacio al menos alguno de los A; y de modo que los conjuntos Ay, ..., A
sean ajenos por parejas. Hay un nimero finito de elecciones de este ti-

2k X1 Para cada

po y de hecho el niimero de elecciones es menor que
una de las familias de subconjuntos de este tipo, tomamos j el primer
numero natural que no ha sido utilizado en la construccion y definimos
R(j,72,J3s - - -, Jn) = @ siempre que {ja, js, ..., jn} € A;. Ahora quere-
mos definir a X;,, lo primero que hacemos es que contenga a X; y cada
que definimos R} (j, j2, j3, - - - » Jn) agregamos a j a X;y1. Simplemente

por la definicién de X;,; podemos observar que X;.; < X; + 2~

Las ecuaciones mostradas en el paso sucesor de la recursiéon no son necesarias
que se vean explicitas, pero simplemente es para hacer notar que es un ntimero
finito lo que agregamos en cada ocasiéon y ademés vamos definiendo a R} de
modo que en el paso [ + 1 ya hemos definido como funcién total a R} en
[X;]". Como [w]" = J[Xi|" entonces al final definimos a R} en todo [w]"
y simplemente por construccién hemos logrado que R} tenga la propiedad

(n, k)-estrella. [ |
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La grafica de Rado también es llamada gréfica universal, esto se debe a

que satisface la siguiente propiedad.

Proposicién 43. Dada ¢ : [w]|" — k existe f:w — w tal que

C({ah az,. .. ,an}) = RZ(f<a1)7 f(a2>? R f(an»v

para cualquier eleccion de aq,as, . .., a, numeros naturales distintos.

Demostracion. La funcién R} fue definida precisamente para que satisfaga
la propiedad (n, k)-estrella, que es lo tinico que usaremos en la demostracion.

La demostracion sera por recursion.

» Caso base. Primero definimos f(i) = i parai € n—1 y supongamos que
¢(n) =i (aqui estamos tomando a n exactamente como los primeros n
nimeros naturales), entonces por la propiedad (n, k)-estrella, existe x

un numero natural tal que RE({0,1,...,n —2,2}) =i y asi definimos
fln—=1) ==

» (Caso sucesor. Supongamos que ya tenemos definida la funcién f hasta
el natural [. Definimos X; = {z € [l + 1"\ [[|" : c(z) = i}, X! =
{e\{l+1}:2e€ X;} y A, ={f(j) : j € X[}, para cada ¢ € k. Como
R} satisface la propiedad (n, k)-estrella con los conjuntos A; entonces
existe x € w tal que R} ({z,j2,...,jn}) = i siempre que ja,...,j, € A;

son naturales distintos. En este caso hacemos f(l 4+ 1) = x.
Por construccién, f satisface lo que queriamos demostrar. |
Sea A un conjunto (en nuestro caso a lo més numerable). Diremos que

f: [A]" — k satisface la propiedad (n, k)-estrella en A si para cada

AOa A17 s 7Ak71 g [A]nil
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subconjuntos finitos y ajenos dos a dos, existe x € A\ (U, U A; tal que
f(z,72,...,jn) = i siempre que {Ja,...,Jn} € A;. Notemos que simplemente
por la definicién, si f satisface la propiedad (n, k)-estrella en A, entonces A
tiene que ser infinito. Ademas tenemos la siguiente propiedad que al menos

a primera vista parece mas fuerte.

Lema 44. Si f satisface la propiedad (n, k)-estrella en A y Ag, Ay, ..., Ap_1 C
[A]"~1 son conjuntos finitos y ajenos por pares, entonces f satisface la pro-

piedad (n, k)-estrella en

ick
En particular, el conjunto de testigos de la propiedad (n, k)-estrella tiene que

ser infinito.

Demostracion. Es suficiente ver que dados Af, A}, ..., A}, C [A]""! con-
juntos finitos y ajenos por pares, existe x € Z tal que f(z,j2,...,Jn) = i
siempre que {ja, ..., jn} € AL Tomando B; = A; U A%, vemos que debe exis-
tir x testigo de la propiedad (n, k)-estrella, pero dicho = debe ser un elemento

de Z (por la definicién de Z) y por lo tanto dicho z es el testigo buscado. W

Ahora uno de los resultados mas faciles e importantes para las definiciones

siguientes es el lema que enuncio.

Lema 45. Si f satisface la propiedad (n, k)-estrella en A y se particiona a A
en dos subconjuntos B y C, entonces [ satisface la propiedad (n, k)-estrella

en B o la satisface en C'.

Demostracion. Supongamos que es falso para la particion A = B U C, en-

tonces en B existen By, ..., By_; familias de subconjuntos de tamano n — 1,
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ajenos por pares y de modo ningin z € B cumple que f(z,ja,...,jn) =1
para {ja,...,jn} € B;. Tenemos algo completamente andlogo en C para
los conjuntos Cy, ..., Cyr_1. Entonces en A no hay testigo para los conjun-

tos A; = B; Uy, lo cual contradice que A satisface la propiedad (n, k)-
estrella. [

Por la proposicién anterior tenemos que la familia de los X € P(w) tales
que R} satisface la propiedad (n, k)-estrella es una familia de positivos para

un ideal y por lo tanto podemos hacer la siguiente definicion.

Definicién 46. Dados n, k,l niumeros naturales tales que | < k, definimos

el ideal R}, que estd generado por {A C w : |c[A]| <[},

Notemos que el ideal Ry, es un ideal propio, es decir no es todo P(w),
esto es simplemente porque si tomamos una cantidad finita de conjuntos
Xo, X1,...,Xi-1 € R, se tiene que R} no satisface la propiedad (n, k)-

estrella en el conjunto |J,., X;, por lo que en particular dicho conjunto no

i€l

puede ser igual a w.

Proposicion 47. Sean n,k,l numeros naturales tales que | < k, entonces

Ry, es un ideal F, alto.

Demostracion. Para ver que es Iy, solo tenemos que notar que Rj; esta
generado por un cerrado. Que es un ideal alto se sigue del teorema clasico de

Ramsey. -
Observacion 48. n Sil <l entonces Ry, <x Ry, y
s 51k <k entonces Ry <k Ry

La primera propiedad es debido a que Ry, C Ry, y recordemos que el
orden de Katétov respeta contenciones, mientras que para la segunda parte

de la observacion necesitamos la siguiente proposicion.
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Proposicion 49. Sea Z un ideal sobre w, entonces Ry, < I si y sdlo si
w £ (I)i

Demostracion. Supongamos que Ry, <k Z. Entonces existe [ : w — w
tal que f~'[A] € T siempre que A € Rj,;. Definimos ¢ : [w]® — k como
c({aog,...,an-1}) = RE({f(aop),..., f(a,—1)}) siempre que esté bien definido.
Cuando |{f(ao),..., f(an—1)}| < n —1 hacemos c({aop,...,a,_1}) = 0. No-
temos que ¢ es una coloracién tal que para cada A € P(w) si |c[[A]"]| < 1
entonces A € Z porque f es una funciéon que envia positivos de Z en positivos
de R, ;.-

Para la otra implicacién, supongamos que w # (Z7)};, entonces existe
c: Jw|™ = k tal que si [c[[A]"]| < [ entonces A € Z. Por la universalidad
de R} tenemos que existe una funcién f : w — w que es encaje de c en la

(n, k)-grafica de Rado. Dicha funcién es testigo de que Ry, <x Z. |

La observacion de arriba ahora queda clara, porque si para cada coloracién
con k colores se satisface la propiedad tipo Ramsey, en particular se satisface
la propiedad con menos de k colores, porque las coloraciones con menos de k
colores son coloraciones con k colores trivialmente (dicho de otro, modo toda
funcién f : [w]® — k' es una funcién f : [w]™ — k siempre que k > k'),

Una pregunta abierta que respondieron M. Hrusak, D. Meza-Alcantara,
E. Thiimmel, y C. Uzcétegui en [13] es si las propiedades w — (Z7)3 y w —
(Z7)2 son equivalentes. Ellos construyen un ideal llamado ED que satisface
w — (Z1)2% pero no satisface w — (Z1)2. Esta misma idea la vamos a extender
para probar que existe (gf)m :m € w) una familia de ideales en w tal que
w = (EDy)2,y PETO W /5 (ED)2 40

Para esto, recordemos la notacion usada en el capitulo anterior, donde
definimos {A; : s € w<“}, una familia de subconjuntos de w que tiene par-

ticiones cada vez mas refinadas. El ideal £D esta definido en w x w pero
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podemos definirlo igualmente en w usando las particiones y £D seria el ideal
generado por (Ag) : | € w) y porlos A C w tales que |[ANA(y| = 1 para cada
[ € w. Podemos decir que ED es 51/)0 y justamente este ideal no satisface
ninguna propiedad del tipo w — (Z7)? como ya vimos en el capitulo anterior

(y esto ya era una cosa conocida por David Meza y Michael Hrusak).

Definicién 50. Definimos el ideal gf)m para m € w como el ideal generado

por A, ={As:|s|]=m+1} y
B={AePw): (s €w*)AC AN (Vnew)(|AN A =1]))}.

Dicho de otro modo, el ideal SAY/Dm esta generado por los conjuntos en el

arbol que estan en el nivel m + 1 y por los selectores.
Observacion 51. El ideal g?m es un ideal F, para cada m € w.

Demostracion. Basta ver que existe ¢ una submedida inferiormente semi-

continua tal que Fin(p) = ED,y. Sea ¢ : P(w) = w+ 1 dada por

p(A) =minfacw+1: (3(Ag € A, UB: Bea))(AC | Ap)}

BEa

No es dificil darse cuenta que ¢ es una submedida inferiormente semicontinua

y tal que Fin(p) = ED,,. [ |

Otra observacién que sale directo de la definiciéon es que %m C 515,1
siempre que m > n y en particular se tiene la relacion gf)m <k gf?n Otra
cosa a remarcar es que ED, = 525, definido en el articulo [13] (no es igualdad
porque en el articulo el ideal esta definido en w x w X w y aqui lo defino en
w, pero hay una funcion biyectiva que respeta la pertenencia a cada ideal,

serfan KB equivalentes pero con una funcién biyectiva).
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Proposicién 52. R2,, <x ED,, o dicho de otro modo w + (67);)3%2

Demostracion. Dados n y k ntimeros naturales, definimos la coloracion c¢ :
[w]? = m + 2 dada por: c¢({n,k}) =i < m + 1 si existen s, € w" de modo

que s #ty
ne€ANk€ A NN <i)(3,t' ewneAsNkeE A =5 =1),

en caso de no existir dichos s y ¢ definimos ¢({n, k}) como m + 1.
La coloracion anterior mostrada satisface que cada monocromatico esta
contenido en los generadores del ideal y por lo tanto es testigo de que falla

la propiedad Ramsey. |

Ahora probemos la propiedad tipo Ramsey que buscamos. Para esto ne-

cesitamos la siguiente definicién.

Definicién 53. Sea Z un ideal sobre w. Diremos que
w—(<w,...,<w|IM?

si para cada coloracion c : [w]> — n con n colores, existei <n y A€ IT tal
que A es i-monocromdtico o bien para cada i < n y para cada N € w existe

A Cw tal que |[A| = N y A es i-monocromdtico.
—
Teorema 54. w — (£D,,)% .,

Demostracion. Esta proposicion la vamos a probar por induccion sobre n € w

usando las siguientes dos propiedades:
»w— (ED,): 4

.+
" w— (<w,...,<w|ED,)2.,
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La primera propiedad ya la hemos explicado demasiado y es justo lo que
queremos probar, pero para esto nos auxiliaremos de la segunda propiedad
un poco mas débil que se puede leer como: para cada coloracion de las parejas
de w con n + 2 colores, existe un subconjunto positivo de 525,1 el cual es
monocromatico o para cada N € w existe subconjuntos monocromaticos de

tamano N para cada uno de los colores.

Para n = 0 la primera propiedad es trivial porque estamos coloreando
las parejas de w con un solo color. La segunda propiedad con n = 0 nos
dice que si coloreamos las parejas de w con dos colores, entonces existe mo-
nocromatico positivo para alguno de los dos colores o bien para ambos hay
monocromaticos de tamano arbitrariamente grade, esto lo probaron Michael
Hrusdk y David Meza, se puede consultar una prueba en [24], aunque no es

dificil de demostrar.

Supongamos que se valen ambas propiedades para cierta n € w. Lo prime-
ro que debemos notar es que gf): 41 contiene w copias de 51/): y cada A Cw
es positivo si A intersectado con alguna de las copias de 51/?: es positivo, o
bien si para cada N € w existe M € w tal que A intersectado con la M-ésima
copia de 525: tiene al menos N elementos. Con la notacion que hemos estado

usando, se tiene que %nH restringido a A(y) es la N-ésima copia de %n

Sea ¢ : [w]* = n + 2 una coloracién con n + 2 colores. Queremos probar

que existe A C w tal que A es %n+1—positivo y c-monocromatico.

Hay dos casos, el primer caso es que existe k € w tal que ¢ [ A contiene
un positivo (para el ideal gf)n) para alguno de los colores, en dicho caso ya
terminamos, porque un positivo en Ay para é{)n es un positivo para 513”“.
Supongamos que no es el caso. Para continuar con la prueba necesitamos el
siguiente lema, el cual es muy parecido al que se encuentra en [13], teorema

4.16. Justo esta parte de la demostracién estd basada en ese teorema (y lo
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generaliza en cierto modo).

Lema 55. Sean ko, N dos niimeros naturales. Supongamos que C C A,y es
tal que C' contiene una copia de ED, (en particular C € %:), B € |w]¥,
Ay € [Awm)]¥, tal que A, contiene una copia de 67),1, para cada m € B.
Entonces existe a € [C]N, B' € [B]*, i < n+2 vy A C A, tales que
Al contiene una copia de ED, y c({x,y}) = i, para cada x € a yy €
aUUep A, (conx#y).

Demostracion del Lema. Sea {x; : j € w} una ennumeracién de C. Para
j =0y m € B, podemos particionar a A; en n + 2 subconjuntos, dados
por X,,;, = {y € Ay : c({zo,y}) = i}. Para cada m existe ¢ tal que X,,;
contiene una copia de £D,. Sea ig < n+2y By € [B]“ tal que cada X,
contiene una copia de 6/’7)”, para cadam € By y sean A} = X, ;. Este mismo
procedimiento lo repetimos para cada z;, de manera recursiva variando j € w,

de modo que tenemos definido lo siguiente:
- Bl+1 € [Bl]w7

= AU € [AL]¥ es tal que contiene una copia de ED,,, para todam € B4

y
= c(xj,y) = ij, para toda y € U, 5 Al

Sea Z; = {x; € C':i; =i}. Como {Z; : i < n+ 2} es una particién de
C, existe ¢ < n + 2 numero fijo tal que Z; contiene una copia de fjf)n Sea
C'=127

Por hipétesis de induccién sobre C”; existe a € [C']™ un i-monocromético.
Sea J = max{j : z; € a} y sea B' = By, A, = A/, para cada m €
B’. Por construccién, a, B'y{A, : m € B’} satisfacen lo que querfamos

demostrar. [
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Para completar la mitad de la induccién, sélo debemos aplicar el lema
repetidas veces, eso nos da una sucesién creciente {k; € w: j € w}, tal que
existe a; € [Ax,)} monocromético de color i; y tal que c(z,y) =i; si & € a;
y ¥y € ay, con N > j. Como sélo hay una cantidad finita de ¢;, existe ¢ un
color fijo tal que existen infinitos j € w de modo que i; = . Entonces el
conjunto Ui]:i a; es un {-monocromatico positivo del ideal g)nﬂ.

La otra mitad de la inducciéon es probar que para cada coloracion c :
[w]* = n + 3, existe un monocromédtico positivo de alguno de los colores, o

bien existen monocromaticos positivos arbitrariamente grandes de todos los

colores. Sea ¢/[w]? — n + 2, dada por:

0 st c(a,b) =0
¢({a,b}) =
c(a,b) =1 si c¢(a,b) >0

Por la prueba anterior, existe A C w monocromatico positivo para la colora-
cién . Si A es monocromético positivo de color ¢ > 0, entonces ya no hay
nada que probar porque un i-monocromético para ¢’ es un i-monocromati-
co para c. Si A es O-monocromético para ¢, entonces ¢ restringido a A es
una coloracién de un positivo de gﬁnﬂ, en particular contiene una copia de
EDyin y por lo tanto hay monocrométicos tanto de color 0 como de color
1 de tamanio N, para cada N € w, o bien hay un positivo monocromético
para el color 0 o el color 1. Si es la segunda opcién, ya no hay nada mas que
hacer, si fuera la la opcién, entonces por un argumento andlogo (definiendo
coloraciones auxiliares igualando los colores 2 y 3, etc) se pueden construir
monocromaticos de tamano /N para el resto de colores.

Con esto termina la induccion. [ |

Ademas de los ideales ya definidos, podemos considerar el siguiente ideal
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%w = Mhew (5/'\1/)“ Algo que podemos notar facilmente de las definiciones es
que PC C £D, y por lo tanto el ideal ED,, es alto (y por defincién es Fyy).
Terminamos el capitulo con el siguiente teorema (que es corolario del

teorema anterior).
—
Teorema 56. Sean € w, entonces w — (ED,))2. En particular w — (PC*)?2

Seria interesante analizar qué sucede con estos mismos ideales para colo-
raciones que consideren en vez de parejas, ternas de ntimeros por ejemplo, o
subconjuntos de tamano k. Como los ideales de las graficas de Rado corres-
pondientes a n-adas son mas chicos (en el orden de Katétov, tiene sentido la
pregunta). Una sola pregunta (pero se podrian hacer muchas al respecto) es

la siguiente.

Pregunta 57. ;Se satisface que w — (PCT)7, paran > 27
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Capitulo 4
Mas sobre ideales

En este capitulo hablaremos mas acerca del orden de Katétov en ideales
sobre los nuimeros naturales. Primero que nada vamos a hablar exhausti-
vamente de todo lo que sabemos acerca del ideal de Solecki, después en la
segunda seccion hablaremos a cerca de una pregunta de Michael Hrusék,
donde define un ideal K-uniforme, y pregunta si el tnico ideal que cumple
dicha propiedad es el ideal £Dyy,, esto lo respondimos en el sentido nega-
tivo y terminaremos el capitulo con el orden de Katétov-Rudin, el cual ya

definimos en el capitulo de preliminares.

4.1. El ideal de Solecki

El ideal de Solecki fue definido en el primer capitulo, en esta seccién
vamos a ver algunas propiedades tipo Ramsey sobre este ideal y otros ideales
relacionados. Dado U € (), supongamos que U = (z) U (x1) U --- U (x;)
definimos U, como (zq | |zo| —n) U--- U (z; | |2;| — n), donde cada (x;) es
un cerrado abierto basico de 2¢, todos son ajenos y (z; | |z;| — 1) € U, para

cada 7 €14 1.

29
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Con la notacion anterior construimos los siguientes ideales que estan re-

lacionados con el ideal de Solecki.

Definicién 58. Sean € w. Definimos el ideal §n como el ideal generado por

L, ={UeQ:zeU,}, para x € 2.

También definimos

Proposicion 59. Sea o € w + 1, entonces §a es un ideal F,, alto.

Demostracion. Para ver que ga es alto basta notar que & C ga y sabemos
por el primer capitulo que S es un ideal alto. Ahora, para ver que S, es un

ideal F,, notemos que ¢, : P(w) — w + 1 dada por
en(X)=min{y cw+1: (Hu; €29 :i ey )(VU € X)(3j € )(x; € Uy,)}

cuando n es un niimero natural, es una submedida inferiormente semicontinua

tal que Fin(p,) = S,.
pu(X) =min{y € w +1:9}) (VU € X)(3j € 7)(z; € Un)},

donde m es el minimo natural de modo que existe j € w tal que {z; € 2¥ :
i € j} intersecta a cada ﬁm siempre que U € X. En caso de no existir dicho

m simplemente la medida es infinito y asi S, = Fin(p,). [ |
Ahora calcularemos los invariantes cardinales de ga.

Proposicion 60. Sea o € w + 1, entonces los invariantes cardinales de ga

son los siguientes:

u add*(Sa) = NQ.
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= cof(S,) =rc.

Demostracion. Para el primer inciso de la primera proposicién, lo que quere-
mos probar es que existe A C ga numerable de modo que para cada X € g’a
existe A € A tal que A\ X es infinito. Hay dos casos: & = wy a < w.
Haremos el caso a = w, pero el otro caso es totalmente andlogo (ya se vera
por qué en la prueba). Sea Z = {(F,n) : F € [2<*]<“ An € w A u(F") < 1}
(para cuando o = n simplemente dejamos n fijo en la definicién de 7). Para
cada (F,n) € Z defina X(p,){A4; € Q:i € w} de modo que para cada i € w
se tiene que A;N <ﬁ”> =0ysea A= {Xy : (F,n) € Z}. Supongamos que
X e ga, entonces existe w1, o, ..., xp € 2¥ tales que cada U € X satisface
que U N {z1,29,...,2:} # 0, para algin n € w fijo. Sea m € w tal que
F={(x; [m)U(zs [ m)U---U (z | m) satisface que u(F") < %. Entonces
X(rn) \ X es un conjunto infinito, por la definicién de X(z,,, que es justo lo
que queriamos demostrar.

Para el segundo inciso, la misma familia A definida para demostrar el
primer inciso funciona y la prueba es basicamente la misma.

Para el tercer inciso, primero recordemos que S C :Sva , entonces non(N') >
cov*(S,) (se puede consultar la tesis doctoral de David Meza, ler capitu-
lo, para més informacién al respecto), por lo tanto basta probar que :S‘Vw >

non(N). Para cada A € A sca Fy =€ [2]<“ tal que A" C | I,. Sea

X = U ex Fa. Para terminar la prueba necesitamos la siguiente afirmacion.

zEF )

Afirmacién. Si p(X) = 0 entonces para cada n € w existe un conjunto
infinito A C Q tal que |I, N A"| < w para toda z € X.

Demostracion de la afirmacién. Sea U C 2“ un abierto tal que X C U
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y w(U) < 3. Sea {Uy, : m € w} una familia creciente de cerrado-abiertos

del cantor tal que U = | U,,. Para cada m € w sea A, ,, € 2 tal que

mew
gz,m NU,, = 0, entonces si v € X, existe M tal que z € Uy, y por lo tanto
x € A, implica k < M.

Para probar que la cofinalidad es igual a ¢. Sea A C S, y usando la
notacién del inciso anterior consideremos X = |J,. 4 Fa. Para cada z € 2°\ X
se tiene que el basico I, no estd casi contenido en ningin elemento de A y

por lo tanto A no puede ser base para el ideal. [ |

Hay un ideal muy relacionado con el ideal de Solecki y con el ideal nwd,
este nos ayudara a probar que el ideal de Solecki tiene una propiedad tipo
Ramsey. Sea m un numero natural, definimos €, = {U € Clopen(2¥) :

1(U) = 51}, de este modo € es simplemente 2. Ahora tomamos
SHr={ACQ:(VV eQ,)3EU € A)UNV =)}

y por ultimo definimos

si=Us

new
Notemos que para cada n se tiene que S es una familia de conjuntos
positivos en el ideal de Solecki (justo por esa razén en la notacién le puse un

signo +). Antes de continuar necesitamos el siguiente lema.

Lema 61. Sea A € S y BUC una particion de A. Entonces B € S; o
CeS;t.

Demostracion. Vayamos por contradiccién, supongamos que B ¢ S Yy
C ¢ S, entonces existen Vi,V conjuntos cerrados y abiertos del conjunto

de cantor de medida 2,1% cada uno tales que para cada Uy € By Uy € C se
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tiene que Vi NU; # 0y Vo MUy # (). Entonces V = Vi U V5 es un cerrado y

abierto de medida Zln tal que U NV # () para cada U € A. |

Por el lema anterior tenemos que si A € Sy A = BUC entonces B € S
oC e S}, ademds Q € ST.

Observacion 62. S es el conjunto de positivos para el ideal definido como

S, =P(Q)\ ST

La prueba de que S, es un ideal es simplemente aplicar el lema anterior.

Acerca de este ideal tenemos lo siguiente.

Proposicion 63. S, es un ideal F,5 que contiene al ideal de Solecki. Mas

ain §w cS,.

Demostracién. Para ver que S, es F,s basta probar que S es un conjunto
Gs para cada n. Eso es facil, sélo tenemos que ver que €2, es un conjunto
numerable y para cada V € Q, y Xy{ACQ: (U € A)(UNV =0)} es un
conjunto abierto (en 22 y por lo tanto S, = n\/eQn Xy es un conjunto Gjy.
Para la segunda parte de la prueba notemos que para cada n,m € w y

para cada A € SF sucede que A € S y por lo tanto A € S [ |

Una pregunta abierta de Michel Hrusék es si el ideal de Solecki satisface
una propiedad tipo Ramsey, lo que probaré es una propiedad més débil, pero
antes veremos que esta misma propiedad la satisface el ideal S,,.

Diremos que Z+ — (Z7)32 si para cada A € ZT se satisface que A —
(w,Z | AT), donde A tiene el papel de w. (Esta definicién la vimos en el

primer capitulo, se puede consultar ahi para para mas informacion).
Teorema 64. S — (w,S})3. En particular w — (w, 8T)3.

Demostracion. En esta prueba usaré varias veces la siguiente observacion.
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Observacién 65. Si A€ Sy B€S,, entonces A\ B€ S, ;.

La prueba de la observacion se sigue del lema que se demostré un poco
més arriba. Sea A € S y sea ¢ : [A]*> — 2 una coloracién. Definimos re-
cursivamente (mientras sea posible) {4, € 8§ :n € w} y z, € A, tales

que:

mr, €A,y
» c({x,,y}) =0 para caday € A, 1.

Si la recursién anterior es posible para cada n € w, entonces {x, : n € w} es
un conjunto infinito 0-homogéneo que es lo que queriamos probar. Si no es
posible la recursién, entonces para alguna n se tiene que {y : ¢({z,y}) =0} €
S.,, esto para cada z € A,,. Como A € S entonces existe m € w tal que A4,, €
St.Sea {V;:i€w} = Q1. Definimos xy € A, tal que o NV, = (), esto es
posible porque By = A, € S} C S\ 1. Sea By = {y € By : c({zi,y}) = 1},

notemos que By € S, por la observacién. Para cada ¢ € w definimos:
= Bie S,
» 7; € B;demodo que z; NV; =0y
» c({x;,y}) =1 siempre que y € B;;;.

La recursién es posible porque para cada i € w podemos tomar B;,; =
ANy € By j <inc({ai,y}) =0} An € Sy vy {y € By 1 j <inc({zi,y}) =
0} € S,. Ahora, el conjunto {z; : i € w} es un conjunto 1-homogéneo y es

S,,-positivo. |

Una conclusién facil de la proposicién anterior es la siguiente.
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Corolario 66. Q — (w,8T)3.

2 existe A infinito 0-homogéneo

Demostracion. Para cada coloracién de [(]
o A € 8§& que es 1-homogéneo, este mismo A es testigo para la coloracién

porque S+ C S. [ |

Ahora veremos que el ideal no satisface la propiedad Ramsey mas fuerte.
Primero necesitamos definir el siguiente juego, muy parecido al juego corta

y elige del capitulo 2.

Definicién 67 ([24] y [9]). Dado un ideal T en w el juego corta y elige finito
Gfin(Z) es un juego infinito definido como sigue: el jugador I empieza el
Juego con un particion de los naturales en dos piezas w = AY U A, entonces
el jugador 11 juega io € 2 y ag € [A)|<“. En el (n + 1)-ésimo movimiento
el jugador I parte AT en AJTH y AT y el jugador 11 elige intq € 2 y
an € [A?ntll]@ . El jugador I gana el juego si |Ja, € Z. En otro caso el

Jgugador Il gana.

[ |w=AJUA? A) = AjU A}
II 190 € 2,09 € A?O 11 €2,a1 € Azll

Tenemos las siguientes observaciones.

Observacién 68. Si el jugador I tiene estrategia ganadora en Gin(Z) y
T <k J, entonces el jugador I tiene estrategia ganadora en G (T ). Del
mismo modo, si el jugador I1 tiene estrategia ganadora en G (Z) y J <k Z,

entonces el jugador I tiene estrategia ganadora en Gy (T ).

Observaciéon 69. Notemos que si Z es un ideal extendible a F,, entonces el

jugador 11 tiene estrategia ganadora en G ¢in(I).
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Demostracion. Sea J un ideal F, tal que Z C J y ¢ una submedida inferior-
mente semicontinua tal que Fin(¢) = J . La estrategia ganadora del jugador
11 consiste en lo siguiente: en la jugada n el jugador I da una particién de un
conjunto positivo de J, entonces el jugador I elige uno de los dos pedazos
que sea positivo segin J y a, contenido en dicho conjunto de modo que

¢(a) = n. Al final el conjunto elegido por el jugador 1 es un positivo. W

Realmente no fue necesario que el ideal J sea un ideal F, sino que era
suficiente que sea un ideal PT, pero es un resultado conocido que un ideal es

extendible a un ideal PT si y sélo si es extendible a un ideal F),.
Lema 70. El jugador I tiene estrategia ganadora en G i, (conv).

Demostracion. Sean ag = 0y by = 1. Primero el jugador I juega con la

particién (0, ]U(3, 1) (estos intervalos son de los racionales, no de los reales).
ag+bo

o] o con (2t by) (y con un ag un

El jugador 11 va a responder con (ag,
conjunto finito). Construimos recursivamente dos sucesiones {a, : n € w}y

{bm : n € w} de nimeros racionales tales que:

u aonybozl,

» si en la jugada i el jugador dos elige (a;, %] entonces a;11 = a; y
b = 4ty

= sien la jugada i el jugador dos elige (%%, b;) entonces ;1 = %1% y
bit1 = b;.

En la jugada i el jugador I particiona a (a;,b;) como (a;, 432 U (4£% p,).
Al final, los conjuntos finitos que elige el jugador /I son una sucesion con-
vergente, por lo que el jugador I pierde el juego sin importar qué conjuntos

finitos elija. n
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Hay una variacion del juego, donde el jugador I toma un conjunto finito
no del pedazo que eligid, sino del pedazo antes de ser particionado. En esta
variante podemos concluir también que el jugador /1 tiene estrategia gana-
dora cuando el ideal es extendible a F, y que el jugador I tiene estrategia
ganadora con el ideal conv. Se sabe que ambos juegos son equivalentes en
ideales definibles (E. Thiimmel probé esa equivalencia). Este juego nos hace

pensar la siguiente pregunta.

Pregunta 71 (Michael Hrusék [24]). ;Para cada ideal Borel I se tiene que

T es extendible a un ideal F, 0 T > conv?

A pesar de que S y S, son ideales muy parecidos, se tiene el siguiente

resultado (que diferencia entre los dos ideales).

Proposicién 72. Eljugador I tiene estrategia ganadora en el juego G rin(Sy),

pero el jugador I1 tiene estrategia ganadora en el juego G i (S).

Demostracion. Que el jugador I tiene estrategia ganadora en G, (S) se
sigue de que S es un ideal F,.

Para cada U € () definimos recursivamente xy € 2* como sigue:

» 2(0) =0 siy sélosi w(UN(0) > p(UN(L)).

» En general zy(n) = 0siysélosi w(UN{z [n™0) > w(UN{(x [ n1)).
La estrategia del jugador I en el juego Gy, (S,) consiste en lo siguiente:

= En la primera jugada particiona € como Ay = {U € Q : 2y (0) =0} y
A(l) = {U e JIU(O) = 1}.

= En la jugada n > 2 el jugador /] ya ha elegido

Yy = (io,il, e ,Z'nfl) c 2<w’
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el jugador I va a particionar el conjunto A, como

Ay~ o={U€c A, 2y(n) =0}y Ay~1 ={U € A, : xzy(n) = 1}.

Al final el jugador II ha elegido x = (i, : n € w), ademds va eligiendo

a, € [Agzn]=*. Sin importar qué eleccién haya hecho el jugador 11, veremos

Uan eS,.

new

que:

Sea ¢ > 0y sea n € w tal que 2% < ¢. Entonces para cada U € |J,;~,, anm se
tiene que UN(x [ n + 2) # 0, ademas el conjunto J,.,, a; es finito, por lo que

Unew @n & S;F, pero esto fue para cualquier n, por lo tanto |, ., an € S,. B
Proposicion 73. conv <x S,.

Demostracion. En esta prueba usaremos la notacién definida en la prueba
de la proposicién anterior. Definimos la funcién (no inyectiva) f : Q — 2<¢
dada por f(U) = yy si oy es una sucesién infinita tal que existe n € w de
modo que xy [ n =yy y zy(N) = 0 para toda N > n. Luego recordemos que
2<¢ con el orden lexicografico es isomorfo a [0,1] N Q, por lo tanto nuestra
funcién podemos pensar que tiene imagen en [0, 1] N Q. No es dificil notar
que la preimagen de una sucesion convergente es un conjunto basico del ideal

S, v por lo tanto la funcion es una reduccion de Katétov. |

Dado un ideal Z sobre w definimos el juego G3(Z) de modo que: en la
jugada k-ésima el jugador I elige Iy € Z y el jugador I1 toma ny € w \ I.
El jugador I gana el juego si {n; : k € w} € Z.

Un resultado de Michael Hrusdk es que si para cada X € Z% el jugador 11

tiene estrategia ganadora en el juego G3(Z | X), entonces Z <y nwd. Este
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resultado se puede consultar en la tesis doctoral de David Meza, teorema

3.4.1. Ese resultado lo usaremos para la siguiente proposicion.
Proposicion 74. S, <x nwd

Demostracion. Sea X € SF. Entonces existe n € w tal que X € SF. Sea
{Uy : k € w} una numeracién de todos los cerrado-abiertos del conjunto de
Cantor de medida igual a QH% Supongamos que en la jugada k del juego
G3(S, | X) el jugador I juega Ij, entonces (por el lema de este capitulo)
X\ I € STJ{H y asi, existe Vi, € X \ I}, tal que V;, N U, = 0, el jugador 171
elige juega dicho Vj. Por construccién {Vj : k € w} € S| y por lo tanto el

jugador I gana el juego, que es lo que queriamos demostrar. |

Con la proposiciéon anterior termina esta seccion, donde ya hemos clasifi-

cado por completo (en el orden de Katétov) a los ideales S, y S..

4.2. Ideales K-uniformes

Sea Z un ideal sobre w, vamos a decir que Z es K-uniforme si para cada
X € Z7 se tiene que Z | X <. El ideal £D tiene una restriccién que es un
ideal K-uniforme, su restriccion es EDy;, que es el ideal £D restringidio a

A ={(n,m):m <n}.

Proposicién 75 ([24]). El ideal EDy;,, satisface las siguientes propiedades:
» EDyyy, es un ideal F, alto.
» EDyipn es un ideal K-uniforme.

» SiZ es un ideal Fy alto y K-uniforme, entonces EDyin, <g T
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Demostracion. Un ideal F, restringido a un positivo sigue siendo un ideal
F,, ademas ya habiamos visto que £D es un ideal F,. Sea A € SD}FM un
positivo, obviamente EDy;, | A > €Dy Como A es positivo, entonces
existen {n; € w:i € why {(ni,z;;) : j € i} tales que (n;, x;;) # (ng, T1 k)
siempre que i #k o j #ly {(ni,z;;)icwNjei} CA Sea f: A= A
dada por f(i,j) = (n;, x;;). Evidéntemente f es una funcién de Katétov.
Todo ideal F, alto tiene una restriccién encima (en el orden de Katétov)
de £Dy;y, como toda restriccion de cada ideal K-uniforme estd en el mismo

nivel también el ideal debe estar encima de ED ;. [ |

Una pregunta de Michael Hrusék era si el inico ideal K-uniforme alto y
F, era £Dy;p, a lo cual responderemos a continuacion.

Una grafica es un conjunto de vértices con una relacién irreflexiva y
simétrica. Cuando pensamos en graficas sobre el conjunto de los nimeros
naturales, omitimos el conjunto y solo nos concentramos en la relacion, que

la podemos ver como un subconjunto de [w]?.

Definicién 76. Sea (w, G) una grdfica y sea ¢ : w — Kk una funcidn, diremos
que ¢ es una coloracion (con k colores) si para cada a,b € w se tiene que
c(a) = ¢(b) implica que {a,b} ¢ G. Ademds diremos que Kk es el nimero
cromdatico de G si k es el minimo cardinal para el cual existe una coloracion

de G con Kk colores

Definicién 77 ([24]). Gy es el ideal sobre [w]* de las grdficas de mimero
cromdtico finito. Este mismo ideal se puede ver como el ideal generado por

las graficas bipartitas.
Proposicién 78 ([24]). Gs. es un ideal F, alto.

Demostracion. Veamos que es un ideal F;, para esto basta notar que el niime-

ro cromatico p es una smisc tal que Fin(u) = Gy.. Para ver que es alto basta
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notar que toda grafica infinita contiene infinitas aristas ajeas, como las aritas

ajenas tienen nimero cromatico 2, entonces el ideal es alto. |

K, es la tnica grafica con n vértices y todos los vértices adyacentes (salvo
isomorfismo), consideremos K,, como subconjunto de [w]? y supongamos que

las copias de los K,, son ajenas entre si (es decir: K,, N K,, = () siempre que

m #n). Sea K =/, . K,. Obviamente Gy, [ K > Gy..

new

Definicién 79. Definimos el ideal K sobre K como X C K es positivo si y

solo si existe n € w tal que X no contiene una copia de K,.

Proposicion 80. Fl ideal K es un ideal F, alto y K-uniforme y no equiva-

lente a EDyp,

Demostracion. La prueba de que K es K-uniforme es idéntica a la prueba de
que EDy;;, es K-uniforme, sélo basta notar que cada positivo tiene una copia
del ideal. Ademas K contiene a Gy, [ K por lo que es un ideal alto. Por otro

lado K no es equivalente a EDy;y, porque K >k Gre > Sy EDyip zK S. i

Con la proposicién anterior terminamos esta secciéon, que en resumen

responde a la pregunta de si existen otros ideales F, altos K-uniformes.

4.3. El orden de Katétov-Rudin

En esta seccién vamos a clasificar los ideales Borel segiin un orden ya defi-
nido en el primer capitulo y que no habia sido estudiado antes. Comenzamos

con la siguiente observacion.
Observacion 81. Sea Z un ideal sobre w, entonces T <p F'in.

Para la prueba de la observacién anterior basta ver que la funcién iden-

tidad de w en w es una funcién de Katétov-Rudin. Otra observacién facil
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de notar es que si Z C J, entonces J <r Z ademds si X € ZT, entonces
T | X <grZ, estas tres observaciones son justamente opuestas a lo que suce-
de con el orden de Katétov, lo que al menos en primera instancia nos hace
intuir (al menos un instante) que es el orden inverso, pero nada mas lejos de

la realidad.
Proposicién 82. Fin <i ED.

Demostracion. Antes de hacer la prueba sélo queda aclarar que este ejemplo
nos muestra que el orden es muy diferente al orden de Katétov.

Definimos la funcién f : w X w — w dada por f(a,b) = b. Esta funcién
es una reducciéon de Katétov-Rudin, trivialmente testigo de lo que queriamos

probar. |

La prueba de la proposiciéon anterior también es la misma prueba de que
Fin <g Fin x Fin y de hecho se puede extender para probar que para todo
« ordinal numerable se tiene que Fin < F'in®. Esto es totalmente contrario
a lo que sucede con el orden de Katétov, porque Fin® <y Fin®™! para cada
a € wy, lo cual fue probado por D. Meza y O. Guzman.

Este capitulo termina muy rapido debido al siguiente teorema, que implica
en particular que todos los ideales Borel son equivalentes a F'in en el orden

de Katétov-Rudin.
Teorema 83. Sea Z un ideal magro. Entonces Fin <gp L.

Demostracion. Por el teorema de Jalali-Naini-Talagrand existe una particién
de intervalos {I,, : n € w} tal que para cada F' € Z* (en el filtro dual) existe
N € wtal que FNI, # () paracadan > N. Sea [ : w — w dada por f(k) =n
siy solo si k € I,,. Probaremos que f es una funciéon de Katétov-Rudin, para

esto lo que queremos ver es que f~![A] € Fin = A € Fin, pero por
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contrapuesta probaremos que A ¢ Fin = f~![A] € Z. Supongamos que
A es infinito y sea X € Z* un elemento del filtro dual cualquiera, por la
definicién de f se tiene que f~'[A] N X # 0, pero como esto sucede para
todo X € Z* entonces f~![A] tiene que ser positivo del ideal, que es lo que

queriamos probar. [ |

El teorema anterior no sélo nos dice que todos los ideales Borel son equi-
valentes a F'in, sino que ademads son equivalente mediante una funcién finito

a uno.

Corolario 84. Sea Z un ideal magro sobre w. Entonces T ~ Fin. En parti-

cular, esta proposicion es cierta para todos los ideales Borel.

Observacion 85. FEl orden <pg es equivalente al orden de Rudin-Keisler para

ultrafiltros.

Para terminar el capitulo, sélo queda mencionar que debido a los resul-
tados anteriores, estudiar el orden de Katétov-Rudin no tiene sentido para
ideales con la propiedad de Baire (lo cual es equivalente en ideales a ser ma-
gros, en particular no tiene sentido estudiar este orden para ideales definibles)
y para ultrafiltros por el corolario anterior tampoco tiene mucho sentido, sélo
quedaria estudiar por ejemplo el orden para ideales generados por una familia

MAD o en general para ideales no magros y tampoco maximales.
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Capitulo 5
Entre Hausdorff y Ramsey

Los ultrafiltros Hausdorff son una clase de ultrafiltros que han sido es-
tudiados por diversos autores recientemente, por ejemplo M. di Nasso y M.
Forti [25]. La pregunta principal que atin no ha sido respondida, es si existen
en ZFC. También los ultrafiltros Ramsey ya han sido ampliamente estudia-
dos, de los ultrafiltros Ramsey se sabe que consistentemente no existen desde
hace mucho tiempo, ademas se sabe que un ultrafiltro Ramsey tiene que ser
Hausdorff.

Michael Hrusék y David Meza probaron que un ultrafiltro es Hausdorff si
y so6lo si no es mayor que Gy en el orden de Katétov [25], ademéds probaron
que un ultrafiltro Hausdorff satisface una dicotomia muy interesante: U es
Hausdorff si y sélo si para toda pareja de funciones f,g € w* existe U € U
tal que f[U]NglU]=0obien f [U=g|U.

En este capitulo veremos propiedades de ultrafiltros que son intermedias
entre selectivo y Hausdorff, para esto comenzamos con las definiciones perti-

nentes.

Definicién 86. Sea U un ultrafiltro sobre w, diremos que U es Ramsey si

5
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X — (U | X)3 para cada X € U yU es Hausdorff si para cada f,g € w*
existe A € U tal que fI[A]Ng[A] =0 o f(n) = g(n) para cada n € A.

Es un resultado conocido que si un ultrafiltro es Ramsey, entonces es
Hausdorff. Vamos a dar algunos resultados al respecto pero para eso necesi-

tamos el siguiente juego y algunas definiciones.

Definicién 87. Dado un ideal T en w definimos el juego G(Z) como sigue:
el jugador I empieza el juego con un particion de los naturales en w pedazos
w = Upeo An ¥ parte a Ay = AJ U Aj, entonces el jugador 11 juega iy € 2.
En el (m + 1)-ésimo movimiento el jugador I parte A,, en AT y ATty
el jugador 11 toma i,y € 2. El jugador I gana el juego si |J Aim € T.

mew

En otro caso el jugador 11 gana.

I [ w=UA, A= AU AL A = A0U Al
1I 19 € 2 11 € 2

Supongamos que X es un conjunto infinito. Dado un ultrafiltro U sobre
w la ultrapotencia de X con respecto a U es el conjunto de funciones de w en
X (X¥) con una relacién de equivalencia ~ donde f y g estdn relacionadas
siysélosi {n: f(n)=g(n)} €Uy esto lo denotamos por Ulty(X).

Si X es un espacio topoldgico con topologia 7, la topologia de la ultra-
potencia la definimos como 7% = ({U*: U € 7}), donde U* = {[f] : (A €
U)(f1A] € U)}

Definicién 88. Sean (X, T) un espacio topoldgico y U un ultrafiltro sobre w.
Diremos que I es (X, 7)-Hausdorff si la ultrapotencia de X (con respecto a

U) es un espacio topoldgico Hausdorff.

Con la definicién anterior, es un resultado conocido que un ultrafiltro &

es Hausdorff (con la definicién inicial de este capitulo) si y sélo si la ultra-
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potencia de w con la topologia discreta y con respecto al ultrafiltro I/ es un
espacio topologico Hausdorff.

Consideremos a [w]|<“ como un grupo, con operacién la diferencia simétri-
ca. La topologia Trom, sobre [w]<“ es la minima topologia que hace continuas
a todas las funciones de Hom(|w]<¥,2) (la familia de funciones de [w]<¥
en 2 que son homomorfismos de grupos). Con dicha topologia, claramente
([w]<%, THom) €s un grupo topoldgico booleano.

Si U es un ultrafiltro sobre w y con las definiciones anteriores, diremos

que U es [w]<“-Hausdorff si U es ([w]<¥, Tgom)-Hausdorff.

Proposiciéon 89. Sean 7 y o dos topologias sobre un conjunto X (infini-
to) tales que o C 7 y p € w* un ultrafiltro. Si (Ult,(X),o*) es un espacio
topoldgico Hausdorff, entonces (Ult,(X), ") también es Hausdorff.

Demostracion. Para la demostracién basta observar que la ultrapotencia de
X es la misma y la topologia de la ultrapotencia satisface que ¢* C 7*; por

lo tanto si o* es una topologia Hausdorff, entonces también lo es 7. |

Por la proposicién anterior, si un ultrafiltro es [w]<“-~Hausdorff, entonces
dicho ultrafiltro tiene que ser Hausdorff. Al igual que con la caracterizacion
combinatoria de los ultrafiltros Hausdorff (la definicién original), tenemos

una caracterizacién combinatoria de los ultrafiltros [w]<“-Hausdorff.

Proposicién 90. Sea U un ultrafiltro sobre w. EntoncesU es [w]<¥-Hausdorff

si y sélo si para cada sucesion de conjuntos finitos (x, : n € w) existe A C w

tal que {n: |x,NA| =1 mod 2} € U.

Demostracion. La demostracion es simplemente traducir lo que es separar a
(0,0,...)de (ag, a1, ...) (donde cada a; es un finito y muchos de ellos no con
el conjunto vacio) con dos abiertos bésicos de la topologia del ultraproducto.
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Teorema 91. Sea U un ultrafiltro sobre w. Dadas las siguientes propiedades

acerca de U, tenemos que (1) —= (2) = (3) = (4) = (H).

1. U es selectivo

2. El jugador 11 tiene estrategia ganadora en el juego G(U).
3. El jugador I no tiene estrategia ganadora en el juego G(U).
4. U es [w]=¥-Hausdorff.

5. U es Hausdorff.

Demostracion. » (1) = (2): Supongamos que {4, : n € w es la

particion dada por el jugador I en la primera jugada. Hay dos opciones,
existe n € w tal que A,, € U, en tal caso el jugador II ya tiene asegurado
que va a ganar el juego, porque una particion en dos pedazos de A,
al ser un elemento del ultrafiltro entonces alguno de los pedazos de la
particién estd en el ultrafiltro. El segundo caso es que A,, ¢ U para toda
n, en dicho caso, como U es selectivo existe B C w tal que [BNA| =1
y B € U. Cada que el jugador I da una particion de A, el jugador II
debe elegir el pedazo que intersecta a B y al final tendra que lo que

eligié contiene a B, por lo tanto el jugador II también gana el juego.
(2) = (3): No hay nada que hacer para esta implicacién.

(3) = (4): Sea (a, : n € w) una sucesién de conjuntos finitos y sea
I, = {k : méx ay = n}. Posiblemente algunos de los I,, son vacios, pero
como sea {I,, : n € w} es una particién de w. Supongamos que vamos
a jugar el juego G(U) y el jugador I comienza jugando {I, : n € w}
y la particién I U I, donde I = 0 y I} = I,. El jugador II elige o

bien 0, o bien 1. Hasta antes de la jugada n. el jugador lleva elegidos n
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bits, es decir, x € 2". Usando la funcion caracteristica, podemos pensar
a x como un subconjunto de n. En la jugada n > 0 el jugador I va a
particionar a I,, del siguiente modo: I? = {k € I, : |ax N x| es impar}
v I} ={k € I, : |ax N x| es par}. Por la definicién de I} se tiene que
I ={k €I, :|ax N (z U{n})| es impar}.

Como el jugador I no tiene estrategia ganadora, existe z € 2¢) las
respuestas del jugador II, tal que cuando el jugador I juega como des-
cribimos, el jugador II gana el juego. De nuevo, la sucesion x la podemos
pensar como un subconjunto de w, con la funcién caracteristica y como
el jugador I pierde, entonces {k : |z N ay| es impar} € U, que es justo

lo que queriamos demostar.

» (4) = (5): Ya se menciond en una proposicién anterior. Simplemente
es porque la topologia discreta contiene a todas las topologias.
|

Atn sigue siendo una pregunta abierta si existe un ultrafiltro Hausdorff
en ZFC y se sabe que los ultrafiltros selectivos no siempre existen en ZFC,
por lo que todas las propiedades intermedias quedarian abiertas, pero lo mas

seguro es que sea consistente que no existen los ultrafiltros [w]<“-Hausdorff
en ZFC

Pregunta 92. ;FEzisten los ultrafiltros [w]<“-Hausdorff en ZFC?

Como podemos probar la consistencia de la existencia de ultrafiltros selec-
tivos y selectivo implica todas las deméas propiedades, entonces obviamente
existen ultrafiltros que satisfacen cada una de las cinco propiedades. Se sabe
que consistentemente existen ultrafiltros Hausdorff y que no son selectivos,
por lo que una pregunta natural es j Alguna de las implicaciones es realmente

una equivalencia? o jTodas las implicaciones son consistentemente estrictas?
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Responderemos casi al completo cada una de las preguntas para cada una

de las implicaciones.

Proposicién 93. Es consistente con ZFC que existe un ultrafiltro U para el
cual el jugador 11 tiene estrategia ganadora en el juego G(U), pero U no es

selectivo.

Demostracion. Ya hemos hablado del ideal £Dy;, en los capitulos anteriores,
sobre todo cuando hablamos de ideales K-uniformes, vamos a usar propieda-
des de este ideal por lo que si fuera necesaria una referencia, se pueden con-
sultar los capitulos anteriores. Consideremos el forcing P(A)/EDy;y,, donde
el orden es la contenciéon médulo la relacién de equivalencia (A es el subcon-
junto de w x w debajo de la diagonal), este forcing es un forcing o-cerrado,
porque EDy;y, es un ideal F, y todo ideal F,, es en particular un ideal P* y por
lo tanto P(A)/EDyiy, no agrega reales. Sea Uy, un filtro genérico de dicho
forcing. Se tiene que Uye,, es un ultrafiltro sobre A y tal que Uye, NED gy, = 0.

Probaremos que el jugador II tiene estrategia ganadora en el juego G(Uyey, ).
Sea B € P(A)/ED iy una condicién, podemos suponer que B € D, to-
mando cualquier representante de de la clase de equivalencia; de hecho el
forcing P(A)/EDyin lo estamos identificando con el forcing £DF;,, (el cual no
es separativo). Sea {A, : n € w} una particién de A y supongamos que es la
primera jugada del jugador I. Si existe n € w tal que A, N B € SD}Lm, enton-
ces A, N B I “El jugador II tiene estrategia ganadora en G(Uye,)”, por lo
que sin pérdida de generalidad, podemos suponer que B, = BN A,, € EDyy,
para cada n € w.

Sea C), = {(n,k) € w x w : k € w}. Primero que nada, como el forcing
es o-cerrado, entonces {B, : n € w} estd en el modelo base. Construimos

recursivamente {n;,z; : i € w}, de modo que:
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» |2;] = 20+ 2 y ademds existe m € w tal que z; = {(m,a;) € B:j €
2i + 2}.

= (n;) es una sucesién creciente de naturales.

Para i = 0, existe m € w tal que |B N C,,| > 2, tomamos o C BN C,,
de tamano 2. Existe ngy tal que x C Ukem) By. Supongamos que tenemos
definidos n; y x;, como B\ (Uye,, Br) es positivo, entonces existe m € w tal
que [Crp V(B \ (Ugen, Br))| 2 2i+2, tomamos z;11 C Cp N (B\ (Ugen, Br))
del tamano deseado y sea n;y; € w tal que x; C Ukenm B;.

Por la definicién de xz;, es claro que X = |J.. ; es un positivo de

S
EDyin. En la extension, en la jugada k-ésima, el jugador I juega A =
A% U A}, una particién de Ag, entonces, o bien k < ng o existe i € w
tal que n; < k < n;yq, en dicho caso, el jugador IT debe elegir AY si
|AYNz;| > |AL Ny y sino, entonces elige a A}. Digamos que la eleccién del
jugador 1T en la jugada k es AJ* (con ji € 2). Sea Y = X N (Upew AR,
Como el forcing no agrega reales, entonces Y estd en el modelo base y

ademds Y IF “El jugador II tiene estrategia ganadora en G(Uye,)”, que es lo

que queriamos demostrar.

En la extensién, el ultrafiltro Uy, es tal que el jugador II tiene estrategia
ganadora en el juego, ademas el ultrafiltro no puede ser Ramsey, porque si
U es Ramsey entoces satisface que w — (L{)g, pero R <g EDyip <k Ugen ¥
por lo tanto w - (Uyen )3

Sea A C w, definimos ¢(A4) = > 4 n%l No es dificil darse cuenta que ¢

es una medida inferiormente semicontinua. Definimos el ideal Z: = Fin(¢).

El ideal se llama el ideal sumable y es un ideal F, alto.
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Proposiciéon 94. Es consistente con ZFC la existencia de un ultrafiltro U

tal que ni el jugador I, nu el jugador II tienen estrategia ganadora en el juego

Gu).

Demostracion. Si hacemos el forcing P(w)/Z: (otra vez el orden es la con-
tencién médulo el ideal), dicho forcing es un forcing que no agrega reales y
el filtro genérico Uy, es un ultrafiltro. Probaremos que ninguno de los dos

jugadores tiene estrategia ganadora en el juego G(Uyey,).

Sea X € I% una condicién y sea 7 una estrategia del jugador I (en
la extensién). Supongamos que en la estrategia del jugador I inicia con la
particion {A, : n € w}. En la jugada k-ésima, el jugador I particiona a
Ay, = AY U A}, entonces, si (X N AY) > ¢(X N A}), el jugador 11 elije a A,
si la desigualdad se da al revés, entonces elige a A}. Digamos que el jugador

IT eligié a A}, con iy € 2. Sea A =] __ Al». Entonces se tiene lo siguiente.

necw
1 1
> - > T
neXNA n neX\A n+
pero como
> —
g 007
%Xn+1
entonces
1
Y. =
neXnNA n+

y por lo tanto X N A IF “El jugador II gana el juego G(Uyen) cuando el juga-

dor I juega con la estrategia 77.

Por lo tanto el jugador I no tiene estrategia ganadora en el juego. Ahora
supongamos que o es una estrategia para el jugador II, en la extensiéon. Sea

X una condicién del forcing. Sea {4, : n € w} una particién de w tal que
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para cada n € w se tiene que:

1i€AnNX

La particion anterior existe y no es muy dificil de construir. Si la estrategia
fuera una estrategia ganadora, entonces en particular la estrategia seria ga-
nadora cuando la primera jugada del jugador II es justamente {4, : n € w}.
Digamos que el jugador I juega particionando el conjunto A, = BY U B} de
modo que tanto B N X como B! N X tienen medida infinita. La estrategia
del jugador II deberia responder con i,, = 0 o i,, = 1. Como el forcing es
o-cerrado, entonces no agrega reales y por lo tanto {i, : n € w} estd en el
modelo base, ademas las jugadas del jugador I también estan en el modelo
base, porque cada jugada es un numero real y la jugada completa igualmente
es un numero real. Sea j, =1 — i,

Simplemente por construccién, se tiene que Y = X N|J BJ" es una condi-
cion del forcing y ademas Y IF“El jugador 11 siguendo la estrategia o pierde
el juego cuando el jugador I juega {A, : n € w} en la primera jugada y
particiona a A, = B U B!”

Dicho de otro modo, el jugador II no tiene estrategia ganadora en la

extension. |
Definicién 95. Sea A, = {X, € {n} x [w]* : 0 € 2"} una familia in-
dependiente y cerrada bajo complementos (complemento en {n} x w) y tal

que X,;~g es el complemento de X.~1, para cualquier 7 € 2<%. Para cada

x € 2¥ sea Ay = U, e, Xyn- Definimos el ideal ZN sobre w x w generado por
{A, 1y e w}.
Observaciéon 96. El ideal ZN es un ideal F,, alto.

Demostracion. Cualquier conjunto infinito en w X w o intersecta infinito a
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una columna y las columnas estan en el ideal o intersecta a infinitas columnas
y cada selector de las columnas estd contenido en un A,, para algin y € 2¢
y por lo tanto el ideal es alto. Para ver que es F, basta notar que el ideal

esta generado por cerrados. |

Proposicién 97. Es consistente con ZFC que existe U un ultrafiltro [w]<*-

Hausdorff y tal que el jugador I tiene estrategia ganadora en el juego G(U).

Demostracién. Vamos a forzar con P(wxw)/ZN y con el orden la contencién
(modulo el ideal). Sea U, el ultrafiltro genérico agregado con el forcing.

Lo primero que tenemos que notar es que el jugador I tiene estrategia
ganadora en el juego G(Uy,), esto muy facil de probar, porque el jugador I
va a jugar con la particién {n} x w y parte a {0} x w como X U X(y) y el
jugador II debe elegir 0 o 1 (si elige X(g) 0 X(1)). En general en la jugada n
el jugador IT ya ha elegido a o € 2", entonces el jugador particiona a {n} x w
como X,~9 U X,~1. Al final el jugador I gana porque el jugador II termina
eligiendo un 4, € ZN.

Ahora queremos probar que el ultrafiltro genérico es [w]<“~-Hausdorff, para
esto, sea X C w x w una condicién y sea {Z(m) € [wxw|<¥ : (n,m) € wxw}
una familia de conjuntos finitos (una sucesioén, pero en vez de con indices en
w, con indices en w X w).

Ignoraremos a los indices que no estén en X, por lo que estamos conside-
rando sélo a la sucesion {Z g, : (n,m) € X}.

Lo que queremos probar es que existen Y € [X]*NIN T y A C w x w tales
que {(n,m) : |[AN 2m)| es impar} =Y. Si logramos probar eso, habremos
terminado.

Hay dos opciones, la primera es que existe a € [w x w]<“ tal que {(n,m) :
Tnm) Na} € INT, en dicho caso, sea Xomy = {(,4) : (n,m) € x; )}

Tenemos que X = U(n’m)ea Xnm) ¥ por lo tanto existe (n,m) € a tal que
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Xnm) €EINT. SeanY = X,y v A = {(n,m)}, estos conjuntos son testigos
de lo que queriamos probar.

La segunda opcién es que {(n,m) : Zpm Na} € N, para cada a €
[w x w]<*. Como X es un positivo del ideal, entonces existe iy € w tal que
Hy € 2 : A,Nn X N {ig} x w # 0} > 2. Vamos a construir recursivamente
(a; 21 €w)y (X;: 1€ w) una sucesién de finitos y una sucecién de positivos
del ideal respectivamente. Sea ag € [w X w]|<¥ tal que ¢ intersecta impar a
al menos un ;) de modo que (ig,m) € A, N X y sea Xo = X \ B, donde
B = {zm,m) : n < iy Axmn,m)Nay # 0}. Por la suposién inicial en este
segundo caso, se tiene que X, € ZNT.

En general, supongamos que ya tenemos definidos a X,, y a,. Sea i, € w

tal que [{y € 2" : A,N X N{i,} x w# 0O} > 2n.

Observacién 98. Eziste a, 1 € [w X w|<* tal que el conjunto {y € 2 :

|T (i, M) N any1| es impar A (i,,m) € X1 N Ay} tiene al menos tamarno n.

La observacion no es dificil de probar, pero como no tiene nada que ver
con la prueba, la dejo para después del teorema.

Usando el a,,41 de la observacién, sea X, 11 = X\ B, donde B = {xk,m) :
k <in Axck,m)Napq # 0}

Ya terminada la recursién, sean A = Ja, v Y = {(k,m) : |zem N

Al es impar}. Por construccién, cumplen lo que querfamos probar. [ |

Observacion 99. Sean X = {a; : i < 2n} una familia de conjuntos finitos

no vacios. Existe a tal que |{i : |a N a;| es impar}| > n.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad a; C w. Sean A = |Ja; y N =
méax A. Sea X; = {ap : méxa, = i}. Claramente {X; : i < N} es una
particién de X (posiblemente algunos de los X; son vacios). Sea B_; = 0.

Recursivamente construimos (B; : i < N) de la siguiente manera: B;_; C B;
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y 1 € B; siy sélo si:
{k : ar € XiN|(Bi—1U{i})Nag| es impar}| > |{k : ar € X;A|B;_1Nay| es impar}|.

Al final, por construccién el conjunto By intersecta a al menos la mitad de

los xp en una cantidad impar. |



Capitulo 6
Graficas genéricas

Para este capitulo es necesario tener conocimientos de forcing, es reco-
mendable que el lector consulte [20], como referencia bdsica, usaremos prin-
cipalmente la notacién de dicho libro. Ademés es recomendable el libro [2] y
consultar la lista de forcings encontrada en Wikipedia [30].

En este capitulo vamos a estudiar qué graficas genéricas son agregadas por
un forcing. Para esto nos vamos a concentrar en los forcings mas conocidos,
como el forcing de Cohen, el forcing de Random, el forcing de Mathias, etc.
La pregunta general de todo el capitulo es ;Qué grafica genérica es agregada
por un forcing? Aunque también podriamos hacer variaciones a la pregunta

tanto de forma general como con algin forcing en particular.
Pregunta 100. ;Qué grdficas pueden ser agregadas por algun forcing?
Pregunta 101. ;Qué forcings agregan una grdfica nueva?

Sea P un conjunto parcialmente ordenada con elemento minimo. Sélo
vamos a estar interesados en los forcings tal que el filtro genérico es un
subconjunto de los niimeros naturales, es decir, si G es un filtro genérico

para P, entonces GG es un subconjunto de w. Como el conjunto de parejas
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no ordenadas de w es un conjunto numerable (biyectable con w), entonces
podemos pensar que el real genérico (G) es un subconjunto de [w]?, como cada
subconjunto de [w]? es una grafica, diremos que el real genérico es la grafica
genérica agregada por un forcing. Comencemos con el siguiente resultado (ya

muy conocido), para dar un ejemplo més explicito.

Proposicion 102. La grdfica genérica agregada por el forcing de Cohen es

la grdfica de Rado.

Demostracion. Primero tenemos que entender que el forcing de Cohen lo
estamos pensando como el forcing de Cohen sobre [w]?, es decir, el forcing
de Cohen es el conjunto f;[w]?> — 2 donde f es una funcién parcial tal que
|dom(f)| < w y estd ordenado por la contencién inversa ( f < g siy sélo si
9<f).

Lo unico que tenemos que probar para ver que el real genérico es la grafica
de Rado es que satisface la propiedad (*). Sean A, B € [w]|<¥ conjuntos

2 — 2 una condicién, sea n un numero natural tal que

ajenos y sea p;|w]
n ¢ |JUJdom(p), como dom(p) es finito, dicha n existe, entonces definiendo
p como p'(x) = p(x) si x € dom(p), p'(a,n) =0y p'(b,n) = 1 siempre que
a € Aybe B. Por lo tanto p’ fuerza que la propiedad (*) se satisface para

Ay B,y por lo tanto el real genérico tiene que ser la grafica de Rado. W

Algo que debemos notar es que el real genérico siempre es un real nuevo
(que no estd en el modelo base), pero la grafica genérica puede ser isomorfa
a una grafica del modelo base, por ejemplo al agregar un real de Cohen la
grafica genérica es la grafica de Rado, que siempre estd en todos los modelos
(porque puede ser definida a partir de los ntiimeros naturales y por lo tanto
existe en todos los modelos).

El forcing de Hechler fue usado para probar que el axioma de Martin

implica que cada famlia de tamano menor que ¢ estd dominada por una
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funcién f. P es el conjunto de pares (s, £) donde s;w — w es una funcién
parcial finita y F es un conjunto finito de funciones de w en w. El orden esté
definido por (s, F) < (¢, F) siy sélosit C s, FFC Eysik € dom(s)\ dom(t)
entonces s(k) > h(k) siempre que h € F.

Con el forcing de Hechler tenemos un resultado muy parecido (y esperado)
sobre la grafica genérica que es agregada al forzar con este forcing. Antes de
ir a la prueba recordemos que estamos pensando al forcing sobre [w]? y no
sobre w, es decir las condiciones son funciones de w en [w]?, ademés estamos
pensando que [w]? tiene definido un orden < tal que ([w]?, <) tiene tipo de

orden (w, €).

Proposicion 103. La grdfica genérica agregada por el forcing de Hechler es

la grifica de Rado.

Demostracion. Lo que debemos probar es que para cada condicion p € Py
para cada A, B subconjuntos finitos de w existe ¢ < p tal que:

qIF“A y B satisfacen la propiedad (*)”.

Sea p = (s, E) una condicién y definimos A,, = {(a,n) : a € w}. Notemos
que A, N A, = {{n,m}}, siempre que n # m, ademds [w]* = |JA,. Sea
i = min{k : k > dom(s)}. Existe n € w tal que A, es ajeno con ran(s) y
también A, es ajeno con {f(k):i <k <i+ |A|A f € E}, lo cual es posible
porque ambos son conjuntos finitos. Definimos ¢(k) para i < k < i + |A|
de modo que t sea creciente y {(n,a) : a € A} esté en la imagen de t.
Sea x = max{(n,b) : b € B}, tal méximo lo estamos tomando en el orden
([w]?, <), dicho maximo existe porque B es finito. Sea fw — [w]? dada por
f(j) = x, la funcién constante x y defimos F'= F U {f}.

Por la definicién de F' se tiene que (n,b) no puede estar en la imagen
de la funcién genérica (para cada b € B) y (n,a) siempre esta en la imagen

de la funcién genérica, por lo tanto la condicién g = (¢, F) satisface lo que
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queriamos. [

Ya hemos visto algunos ejemplos donde la grafica genérica es la gréafica de
Rado, veremos a continuacién que con el forcing de Sacks esto no es verdad,
o al menos no del todo. El forcing de Sacks S esta formado por los arboles
perfectos de 2<¥, que tienen una raiz y diremos que (s,7) < (¢,5) sit C sy

TCS.

Proposicién 104. Existe una condicion p € S tal que p I+ “La grafica genéri-
ca no es la grifica de Rado”, pero también existe una condicion que fuerza

que la grafica genérica es la grafica de Rado.

Demostracion. Primero recordemos que estamos pensando al forcing de Sacks
en [w]? y no en w. Usando la notacién de la proposicién anterior, definimos
el drbol perfecto S = {s € 2<¥ : 5(0,n) = 0}. Claramente S es un arbol per-
fecto y ademads (), S) fuerza que 0 es un punto aislado de la gréfica genérica,
como la gréfica de Rado no tiene puntos aislados, la grafica genérica no puede
ser la grafica de Rado.

Para la segunda parte de la proposicion, sean {z, : n € w} y {(a,,b,) :
n € w} una ennumeracién de [w]? y una ennumeracién de todos los sub-
conjuntos finitos y ajenos de los naturales, respectivamente. Construimos

recursivamente X,,,Y,, C [w]? de modo que:
= X, es ajeno con Y,,, para toda n,m € w,
= X, C Xn+1 y Y, C Yn+1>

» X,y Y, son tales que (Fi € w)(Vj € a, AVE €b,)({i,5} € XoA{i,k} €
Vo),

» Para cadan € w, existe B € [[w]?]* tal que B es ajeno con Y,, y también

es ajeno con X, y
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La recursién es muy facil de hacer, simplemente ya definido X, y Y,
consideramos a N = min{i : z; ¢ X,, UY,,} y sea b, = zx. Sea j € w tal que
J ¢ UX,UY,), X = XoU{{d, 2} e € an} y Yo = YU, 2} -z € b, }.
Sean X =X, vy Y =UY..

Ahora definimos el drbol T' C 2<° | como sucp(z) = {0}, si lev(z) € X,
sucp(x) = {1} silev(z) € Y y sucr(x) ={0,1} siz € B, paratodo z € T. El
arbol definido es un arbol de Sacks y claramente la grafica genérica forzada

por la condicién T es la grafica de Rado. |

La prueba de la proposiciéon anterior se puede modificar ligeramente para

probar el siguiente resultado.

Proposicién 105. Sea G C [w]? cualquier grifica. Existe p € S una con-

dicion del forcing de Sacks tal que p I “La grdfica genérica contiene a G”.
[ |

Dado un filtro F sobre w definimos los forcings L(F) y M(F) de Laver y
Mathias respectivamente, parametrizados por un filtro. Diremos que (s, .S) €
L(F)si S C w<“ esun arbol tal que para cada t € S se tiene que sucg(t) € F
yt <sos <t Del mismo modo (s,7) € M(F) si y s6lo si T" es un arbol
de w<¥ tal que para cada t € T sucede que s < t ot < s y para cada
t > s el conjunto de sucesores de t en T es un elemento de F y ademas

sucr(s) = sucr(t).

Definicién 106. Sea (w,G) una grifica. Diremos que es una es estrella

infinita si existe n € w tal que G C {{a,n} :a € w\ {a}}.

Proposiciéon 107. Sea U un ultrafiltro Ramsey sobre w. Sea Gy, la grdfica

genérica agregada al forzar con M(U), entonces G yep, casi igual a una estrella
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infinita (sélo hay un nimero finito de aristas que no se quedan contenidas
en la estrella) o es casi igual infinitas aristas aisladas (salvo una cantidad

finita de errores).

Demostracion. De nuevo estamos pensando que los ntimeros naturales son
[w]? y estamos considerando los conjuntos A, = {{a,n} : a € w\ {n}}.
Sea (s,T) € M(U) una condiciéon y A = sucy(s) € U. Definimos B, =
A\ Ui, Ai vy Cp = B, N A

Por definicion los conjuntos C), son una particién de A y como U es un
ultrafiltro Ramsey tenemos dos opciones: existe n € w tal que C,, € U o bien
existe U € U tal que [UNC,| = 1. En el primer caso definimos el drbol 7"
con raiz s y para cada t > s los sucesores de 1" son C,,. Entonces la condicion
(s,T") fuerza que la gréfica genérica es una estrella infinita donde cada arista
tiene a n como nodo, salvo por las aristas de s. En el segundo caso U es una
grafica con infinitas componentes conexas y cada componente conexa es o
bien una arista aislada o bien dos aristas con un vértice en comun, pero no
puede haber una componente conexa con 3 aristas o mas por la definicién
de C,. En este caso definimos una particion en dos pedazos de U = Uy U U,
como sigue: si la i-ésima componente conexa de U tiene sélo una arista;
entonces Uy tiene a esa arista, pero si tiene dos aristas, Uy tiene a una de las
aristas y U; tiene a la otra arista. De este modo Uy tiene a una infinidad de
aristas aisladas y U; tiene algunas aristas aisladas (puede ser finito o infinito
el nimero de aristas que contenga). Como U es filtro, entonces Uy € U o
U, € U, sin pérdida de generalidad digamos que Uy € U, entonces definiendo
T" el drbol con raiz s y sucr(t) = Uy para cada t > s, se tiene que (s,7")
fuerza que la gréafica genérica consiste de infinitas aristas aisladas, salvo por

una cantidad finita de errores debidas a s. [ |

Se puede demostrar directamente que el resultado anterior es valido si
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forzamos en vez de con el forcing de Mathias, con el forcing de Laver, pero
no es necesario hacer una demostracién directa porque el forcing de Laver
de un ultrafiltro Ramsey y el forcing de Mathias del mismo ultrafiltro son
equivalentes. Sin embargo tenemos los siguientes dos resultados.

No lo he dicho (quedé implicito), pero cada que tomo un ultrafiltro sobre
w considero una biyeccién entre w y [w]? y de este modo puedo pensar al
ultrafiltro sobre [w]?. Sea U un ultrafiltro no Ramsey sobre w y consideremos
una particién de w en conjuntos infinitos {X,, : n € w} tales que X,, ¢ U
y cada selector S de {X,, : n € w} no estd en F. Usando la notacién de la
demostracién anterior (y en general la que hemos estado usando) fijemos una

biyeccién entre X, y B,.

Proposicién 108. La grifica genérica agregada por L(U) es casi igual a

infinitas aristas aisladas.

Demostracion. Sea (t,T) una condicién. Definimos 77 < T un subérbol de

T definido de tal manera que sit € T, |[t| =n y t € T" entonces:

sucy: (t) = sucp(t) \ U By.
ken
Por la definicién de T”, se tiene que (¢,7") I-“La grafica genérica es casi

igual a infinitas aristas aisladas”. |

Otra forma de ver el forcing de Mathias de un ultrafiltro es con (s, A)
es una condicién si s es un subconjunto finito de w y A € U es tal que
mazx(s) < min(A). Ademas (s,A) < (¢,B) si t es segmento inicial de s,

A C By s\tC B. Claramente ambas versiones del focing son equivalentes.

Proposicion 109. Sea n un nimero natural. La grdfica genérica agregada

por M(U) contiene una estrella de tamano exactamente n.
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Demostracion. Sea (s, A) una condicién del forcing M(/). Sea ¢ un ntimero
natural tal que sN A; =0, sea t = sU{ag,a1,...,a,-1}, donde a; € A; son

aristas todas diferentes. Definimos la condicién (¢, B), donde

B=A\JAx
ket

Con estas definiciones tenemos que (t, B) I-“La grafica genérica contiene

una estrella de tamano n”. |

Las proposiciones anteriores las podemos resumir en lo siguiente.

Teorema 110. Sea U un ultrafiltro sobre w. Entonces la grdfica genérica
agregada por M(U) es igual a la grifica genérica agregada por IL(U) si y sdlo

st U es un ultrafiltro Ramsey.

También podriamos considerar el forcing de Mathias sin pardmetros. El
forcing de Mathias consiste de parejas (a, X) de modo que a es un conjunto
finito (de niimeros naturales, pero en nuestro caso de [w]?) y X es un conjunto
infinito (de nuevo de parejas de naturales). (a, X) < (b,Y)) si b contiene a a,

X estd contenidoen Y y a\bCY.

Proposicion 111. La grdfica genérica agregada por el forcing de Mathias
es casi tgual a una estrella infinita o bien, es cast iqual a infinitas aristas

aisladas.

Demostracion. En esta demostracion seguiremos usando la notacion que lle-
vamos usando desde que introducimos los focings de Laver y Mathias. Sea
(a, A) € M una condicién. Hay dos opciones, existe n € w tal que |ANB,,| = w

o bien |[A N B,| # 0 para infinitas n € w. En el primer caso, la condicién
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(a, AN B,,) fuerza que la grifica genérica es una estrella infinita y en el segun-
do caso, consideremos C' C A tal que |CNB,| < 1. En dicho caso la condicién

(a,C) fuerza que la gréfica genérica es igual a infinitas aristas aisladas. W

Como vimos antes, la grafica genérica del forcing de Sacks es casi cual-
quier grafica. Obviamente la grafica genérica no puede ser una grafica con
solo finitas aristas, ni tampoco su complemente puede ser sélo una cantidad
finita de aristas, pero de las que tienen infinitas aritas ;Cuales pueden ser

agregadas? Tenemos las siguientes preguntas al respecto.

Pregunta 112. Sea G una grdfica infinita y coinfinita ;Eziste P un forcing
tal que P I-“La grdfica genérica es G”¢ ;FExiste una condicion de Sacks que

fuerza eso mismo?

Pregunta 113. Sea P un forcing y G la grdfica genérica agregada por dicho
forcing sFExiste p € S una condicion del forcing de Sacks tal que p I+ “La

grdfica genérica es G”?

Los reales genéricos siempre son reales nuevos, pero como ya vimos en
demasiados ejemplos, la grafica genérica no es nueva en muchas ocasiones,
sino que es isomorfa a una grafica del modelo base (por ejemplo la gréafica de
Rado siempre esta en el modelo base y muchas veces la grafica genérica es la
grafica de Rado). Una pregunta natural en este punto es {Es posible que la
grafica genérica sea una grafica nueva? Hasta ahora no hemos visto ningin
ejemplo, pero es muy facil construir muchos forcings ad hoc, de modo que la

grafica genérica sea una grafica nueva.

Proposicion 114. Eziste P un forcing tal que P |- “La grdfica genérica es

una grdfica nueva”.
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2 una estrella de tamafio n y supongamos que

Demostracion. Sea a, C [w]
a, N a, = () para n # m dos niimeros naturales. Definimos el forcing P =
{(a, A, f)}, donde a es un subconjunto finito de {a, : n € w}, A es un
subconjunto infinito de {a, : n € w} y f € w* es una funcién creciente.
(a, A, f) < (b,B,g) si a contiene a b, A estd contenido en B, g < f y si
a, € a\ b, entonces n > g(|b|).

Sea F'un filtro genérico de Py sea rgen, = U{an : (34, f)((an, 4, f) € F)}
la gréfica genérica. El real genérico es una grafica tal que el tamano de las

estrellas no es una funcién acotada por ninguna funcién del modelo base, por

lo tanto la grafica genérica es una grafica nueva. |

Hay muchas maneras de definir un forcing de modo que la grafica genérica
no es una grafica del modelo base, por ejemplo en la demostraciéon anterior
se definié una grafica donde cada componente conexa es una estrella, pero
no es dificil que la grafica genérica tenga componentes conexas de graficas
completas de tamano n, o bien que el tamano de las gréaficas sea un real
dominante, o real no acotado y muchas otras posibilidades, tal como los
forcings clasicos.

Para concluir sélo queda mencionar que atin hay algunas preguntas abier-
tas, las cuales fueron enunciadas en su momento, de modo que se puede con-
tinuar con el estudio que se ha emprendido en la presente tesis, ya sea por
medio de las graficas genéricas, de los ultrafiltros Hausdorff o de cualquier

otro tema tratado aqui.
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