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Resumen

La ecuaciéon de Schrodinger es, sin lugar a dudas, una de las ecuaciones de
la fisica-matematica mas importantes que existen. Si bien en muchos casos
la obtencién de una solucién en términos de funciones analiticas resulta
imposible, el analisis asintético permite estudiar propiedades importantes
de las soluciones a ciertos limites, sin la necesidad de conocerlas explici-
tamente. La ecuacion de Schrodinger no lineal es una extension de dicha
ecuacion que considera términos no lineales de la funcién de onda. En el
presente trabajo se obtiene el perfil asintético a tiempo largo de las solu-
ciones periddicas de una ecuacion de Schréodinger no lineal unidimensional
en el espacio, donde el término de no linealidad estda dado por el negativo
del cuadrado de la funciéon de onda y se considera a este como tnica fuente
de interaccion, todo lo anterior en presencia de condiciones iniciales y de
frontera peridédicas. Se toma como base una ecuacién diferencial ordinaria
de primer orden obtenida al buscar las estimaciones a priori del problema
y se muestra la manera en la que esta absorbe gran parte del analisis.

Palabras Clave: Perfil Asintotico, Ecuaciones Diferenciales Parciales, Ecua-
cion de Schrodinger, No Linealidad, Cuadrdtica.

Abstract

The Schrodinger equation is, without doubt, one of the most important
equations through mathematical-physics. Even though it’s not always pos-
sible to find a solution in terms of analytic functions, asymptotics can
provide valuable information about them to certain limits without really
knowing them explicitly. The nonlinear Schrodinger equation extends the
classic point of view and adds nonlinear terms of the wave function. The
present work provides the asymptotic profile of the periodic solutions for
a one-dimensional nonlinear Schrodinger equation, where the nonlinearity
is given by the negative of the square of the wave function, being this the
only source of interaction, and all of it constrained to periodic boundary
value-initial value conditions. A first order differential equation, found in
the a priori estimates, is proposed as the key part of the analysis.



Indice general

Dedicatoria
Agradecimientos
1 Introduccion

2 Estimaciones

2.1 Estimaciones para una ecuacion diferencial ordinaria . . . . . . . . ..

2.2 Estimaciones a priori del sistema
3 Prueba del Teorema 1

Bibliografia

IT

II1

(=]

17

18



Capitulo 1

Introduccion

En el mundo de la matematica, la fisica o incluso la ciencia en general, pocas ecua-
ciones tienen la fortuna de tomar un lugar como el que le pertenece a la ecuacion de
Schrodinger. Esta se encuentra en el génesis de la teoria cuantica y basicamente modela
todo lo que en un principio se requiere saber sobre un fenémeno cuantico y, a partir de
ella, se fundamentan también los fenémenos del mundo que conocemos y experimen-
tamos diariamente. Matematicamente hablando, es una fuente inagotable de estudio y
es foco de atencién de diversas areas de las matematicas desde su nacimiento hace ya
un siglo, siendo actualmente uno de los objetos de mayor actividad académica. Grosso
modo, imaginemos una particula de masa m > 0, sujeta a un potencial V' infinitamente
diferenciable, la ecuacién de Schrodinger es

hQ

th¥y, = —V,,. + VU,
2m

donde h es la conocida constante de Planck. En la teoria cuantica, la interpretacion
estadistica de la ecuacién nos dice que |¥(¢, z)|* es la densidad de probabilidad asociada
a la particula en un punto dado y

b
/ (¢, 2)|? do

es la probabilidad de encontrarla entre los puntos a y b del espacio, a cierto tiempo t.
Es posible simplificar las unidades del problema y considerar la ecuacion

Wy + W, = V.

A ella suelen anadirse términos adicionales, segiin el modelo fisico que representen,
siendo los mds comunes aquellos que son lineales (como en el oscilador arménico o
el atomo de hidrégeno). Sin embargo, es posible contemplar términos no lineales y
entonces considerar una ecuacion mas general del tipo

iU, + U, = F()

donde F' es una funcién no lineal (generalmente en forma de potencias) de la funcién
de onda y sus derivadas, cuando esto ocurre decimos que estamos ante una ecuacién de
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Schrodinger no lineal. Este tipo de ecuacion resulta interesante ya que aparece tanto
en situaciones del tipo cudntico (por ejemplo en el condensado de Bose-Einstein, por
medio de la ecuaciéon de Gross-Pitdyevski), como en modelos de 6ptica o mecanica
de fluidos no directamente relacionados a la teoria cudntica (por ejemplo en ondas
de agua sobre la superficie libre de un fluido ideal). Actualmente contamos con una
extensa literatura referente a esta forma de la ecuacion y se conoce una amplia gama
de aplicaciones, destacando los fenémenos mencionados anteriormente ademas de los
de propagacion de ondas en medios no lineales o la incidencia de rayos laser en donde
hay presencia de sensibilidad a la amplitud de onda (un capitulo entero dedicado a
estos y otros fenémenos se encuentra en [1]), cominmente en estos escenarios aparecen
términos no lineales ciibicos que se presentan como |¥|?¥. Cuando encontramos que la
no linealidad de F' esta dada por términos cuadraticos de ¥, su norma, sus derivadas o
alguna combinacién de ellas, decimos que estamos ante una ecuacion de Schrodinger
no lineal cuadratica. La investigacién puramente teédrica de este tipo de ecuaciones ha
ganado cada vez mas popularidad, realizandose cada vez mas estudios sobre problemas
bien planteados de las mismas y también del comportamiento a tiempo largo de sus
soluciones (por ejemplo [2] y [3]). Ahora bien, lo més natural es pensar primero en
términos cuadraticos en la forma de A¥? con A € C (como en [2]). Nosotros nos
interesaremos por un caso especial de la ecuacién i¥, + ¥,, = —i¥? que, mediante el
cambio u(t,x) = ¥(t,x), resultard conveniente expresar como

Up + (Upy = —u’.

Hay diversas maneras de estudiar una ecuacion como la recién obtenida, sabemos que
debemos asignar primero condiciones iniciales y de frontera, ademéas de establecer un
dominio adecuado, posteriormente se propone encontrar una forma explicita de u en
términos de funciones analiticas. La experiencia nos indica que lo altimo puede resultar
practicamente imposible y que hay que escoger bien el tipo de problema a resolver.
Condiciones del tipo peridédico vienen a la mente, pues estas igualan o "pegan” los
valores en los extremos, facilitando en ocasiones el trabajo, aparte de su frecuente
aparicién en la practica; un problema periddico se define entonces como aquel en
el que las condiciones iniciales y de frontera, tanto como las soluciones buscadas, son
periddicas. Como sabemos, cuando ocurre que es complicado dar un algoritmo para la
obtencion de una solucién explicita, establecer la existencia y unicidad de la solucién
en al menos un conjunto cerrado del dominio es el primero y més importante de los
pasos. Posteriormente lo ideal es, con ello, buscar sus propiedades mas importantes,
dentro de las cuales destaca su comportamiento en el tiempo al infinito. Situacién que
se obtiene formalmente mediante el analisis asintético a tiempo largo, el objetivo
principal de este trabajo. A lo largo de nuestra investigacién, utilizaremos la definicion
tipica de la notacién O grande del andlisis asintético: decimos que f(t) = O(g(t)),
cuando t — oo, siempre que exista un nimero real C' > 0 de modo que

[f()] < Clg(t)]

para todo ¢t > 0. La definicién general y més informacién sobre el tema se puede
encontrar en [4], a nosotros nos bastara lo recién enunciado. Hasta aqui, hemos expuesto
el tipo de problema en el que estamos interesados, es momento de plantearlo.
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Consideremos el problema periédico para la ecuacién de Schrodinger no lineal cua-
dratica

{ut + Uy = —u>, ref, t>0,

u(0,z) = ¢(x), x €, (1L.1)

donde Q = [—7, 7]. Asumimos que la condicién inicial ¢(z) es una funcién 27 periédica
y estudiamos las soluciones que satisfacen la condicién de frontera u(t, x) = u(t, z+2m)
para toda x € Ry ¢t > 0.

El comportamiento asintotico a tiempo largo de las soluciones periodicas de una
gran variedad de ecuaciones de evolucién no lineales se encuentra en [5] y [6]. La
presente investigacion tiene como objetivo hacer un desarrollo més adecuado y preciso
de [7], realizando las modificaciones pertinentes para obtener el perfil asintético de las
soluciones de (1.1). En el Lema 1 de [7] (que es la base de la construccién del anélisis
asintético del problema) se establece que, dado el problema de Cauchy

y(t) =—y*(t) + R(t), y(0)=-ee”,

cone>0ype -T2 siT,C>0y|R() < Ce'(l+et)™* para toda t € (0,77,

entonces la estimacion para las soluciones de dicho problema esta dada por

© ) < 2
1+ et y 1+ et

para toda t € (0,7T]. Sin embargo, es posible proponer como contra ejemplo el caso en
que R(t) = 0 para todo t € (0, T]. En tal situacion, la solucién del problema de Cauchy

(que cumple las hipdtesis del lema para cualquier ¢ > 0 y y(0) = e, con ¢ = 0)
es y(t) = (1 + et)™!, que contradice la cota inferior para la norma de las soluciones,
pues (1 +¢et)~! = |y(t)| para todo ¢t > 0, contrario a la desigualdad estricta enunciada
sobre el intervalo (0, T']. Asi pues, proponemos ahora en el Lema 1 considerar el intervalo
completo [0, T y ajustar las estimaciones para la norma de las soluciones de la siguiente
manera
£ g2 ; 2
1+et  (14et)? <yl < 1+et

para toda t € [0, T], que elimina el problema y nos permite acercarnos incluso un poco
mas por la derecha, dejando el resto del lema intacto. Como se vera en la Seccién 2.1
y a lo largo de todo el trabajo, la modificaciéon es minima pero significativa. Se sigue
el mismo procedimiento pero es necesario hacer ajustes en cada lema, resultando en
el nuevo perfil asintdtico de las soluciones de (1.1) para tiempo largo que se presenta
en el Teorema 1, que si bien permite méas libertad respecto de aquel propuesto en [7],
resulta mas adecuado. Nuestro propdsito es mostrar las condiciones suficientes en las
que dicho comportamiento esta determinado por la ecuacion diferencial ordinaria

dv(t)
dt

= —*(t), v(0)=c¢,




Introduccion 4

cuya solucién es v(t) = g(1+¢et) L. Como veremos, sera posible reducir las estimaciones
de la ecuacién diferencial parcial a estimaciones de tal ecuacion diferencial ordinaria
mas un término de correccion, todo ello gracias al uso de las series de Fourier y esti-
maciones a priori.

Prestemos atencién a la siguiente notaciéon. Denotamos al espacio de Sobolev para
el caso de funciones periddicas mediante

HY(0) = {¢ e Q) : ol = 30 ()

k=—o00

A 12
(bk) <OO}

para s > 0, donde (k) = VI + k2 y ¢ = 3= Jo e " P(x) dx es el k-ésimo coeficiente de
Fourier de la funcién periédica ¢(z) de periodo 27, de manera que

0 A .
Z ¢kezkx

k=—o00

En L?(Q) la identidad de Parseval establece que ||¢||2, = 3% . |éx|?. Similarmente,

como D, = X2 (0,6),e** e integrando por partes

(@:6) = 5-c *6(x)

o o [ olw)e ™ dr = ikd,
se tiene que |0, ¢[|32 = 302 oo k2\<;3k|2. De donde, en el caso s = 1,
> A2 a2 a2
6l[fn = > k)] = > |oe] +#2|oe| = llolEz + (102012
=—00 k=—00

Escribimos entonces
H'(Q) - {¢ € L2(Q) : 10l = 16112 + 10a6] 2 < oo}-

Introducimos también el espacio de Sobolev homogéneo
ﬁs Hs . /
@ = {o e m@do= o [ o) as =0}
y el espacio de Lebesgue homogéneo L2(Q) = {gb e L?(Q) : ngSO = 0}, de modo que

2

R

k>1

A 12
Ok -

Es importante notar que si ¢ € H'(2), entonces ¢ — bo € Hl(Q) y siempre es posible
considerar la norma ||¢||g:, mediante la relacion

16— dollan = 3= (026 — G0 = 3 k2|6 = ol

k|>1 k|>1
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Finalmente, de ahora en més, denotaremos mediante C(I;B) al espacio de funciones
continuas del intervalo I al espacio de Banach B. Una buena base para las propiedades
de los espacios L?(Q) y las series e integrales de Fourier se puede consultar en [8] y [9].
Elementos para entender a mayor profundidad los espacios de Sobolev se encuentran
n [10] y [11].
La conclusion principal del presente trabajo es el siguiente

Teorema 1. Consideremos la condicién inicial ¢ € H'(Q), que satisface qgo = ce',
con € > 0 suficientemente pequerio, ¢ € [=5, %] y ||¢||lg: < €°. Entonces existe una
tinica solucién u € C([0,00); HY(Q)) para el problema periodico (1 1). Ademds el com-
portamiento asintotico

u(t, l’) — ﬁ = O(E(]. + gt)_(l—'—/)/)),

donde v = % se verifica cuando t — oo uniformemente respecto a x € ).

Observacion 1. Del Teorema 1 se sigue que si escribimos a la solucion en la forma
u(t, z) = |u(t, z)|e?®*) | entonces

tlgglo W(t,z) = 0.
Observaciéon 2. Un ejemplo tipico de una tal condicion inicial es
o(z) = (56’“5”32, €N, a>0,
con 6 ~ ¢ y donde p = 0.
De hecho, definiendo F/(§) = &= [T, e~ g,

—/ ) dx = 6—/ e~ dx = 6F(6).
Claro que F(0) < 1. Del teorema del valor medio para integrales se sigue que existe
€ € Q, tal que e"¢" = iffﬁ e~ (g = F(9). Entonces, para ¢ suficientemente
pequeno,
1

5 < e—a(Sﬂ'Z < 6—&552 — F(é‘) < 1

Luego lims_,o §F'(6) = 0. Lo anterior nos permite hacer dF(§) = ¢ y asi by = . Para
verificar la condicién de la norma observemos que

101y = [ 10:0(0)F dw = 28" [ a0 < aas! [ a2 da

7T 3 3 8
- 405\ (5 + ) = a6
De la identidad §F(6) = &, obtenemos ¢* = ¢*/F(§)*. También, si hacemos a tal

que aQ(Ff;)4)%7r3 = 1e*, 0 bien que a? = J2;F*(8), entonces ||0,0[[7. < et Asi,

2
16/l < V2010201 < €%

3
4026
“973

1.3
2 873

El trabajo estda organizado de la siguiente manera. En la Capitulo 2, Seccién 2.1,
se encuentran estimaciones para el valor medio @(t) = 5= /7 u(t,z) dz. Estimaciones
a priori para las soluciones de (1.1) se encuentran en la Seccién 2.2. Finalmente el
Teorema 1 se demuestra en el Capitulo 3.



Capitulo 2

Estimaciones

2.1 Estimaciones para una ecuacién diferencial
ordinaria

En el siguiente lema estudiamos la estimacion para las soluciones de la ecuacién dife-

rencial ordinaria
Y1) = =) + R(t), t>0, (2.1)

Lema 1. Supongamos, para (2.1), la condicién inicial y(0) = ge?, con ¢ > 0 sufi-
cientemente pequerio y ¢ € [—%,%]. Si C,T > 0 y |R(t)] < Ce*(1 +et)™* para todo
t € [0,T], entonces la estimacion

L
I+et (1+4et)? Y 1+et

es cierta para toda solucion de (2.1) y todo t € [0,T].

Demostracion. Sea y(t) solucién de (2.1) que satisface la condicién inicial requerida.
Escribimos y(t) = 7(t)e™®, con r(t) = |y(t)|, luego y'(t) = r'(t)e™® 4 i)/ (t)r(t)e®).
Sustituyendo en (2.1) se tiene que

r(t) + i (r(t) = —r?(t)e ™ + R(t)e "
o bien, tomando partes real e imaginaria, que
r'(t) = —r*(t) cosy(t) + Re(R(t)e“p(t)),

P (t) = —r(t)sine(t) + T(lt)]m(R(t)e_W(t)).

Probemos las estimaciones

£ g2 2e T4e¢
— <r(t) < ——, ) < —4+——|
T+et (14et)? r(t) 1+et () (1+et)

(2.2)

con y = 2, para todo t € [0, 7.
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La afirmacion es trivialmente cierta cuando ¢t = 0. Para el caso t € (0,7, proce-
demos por contradiccién. Por continuidad de r(¢) y como r(0) = €, consideremos a
To € (0,T], el primer tiempo en que (2.2) no se cumple. En cuyo caso ocurre alguna
de las desigualdades

€ g2 2¢ T4e
- ) < —— ) < 42—
L+et  (1+et)? r(t) 1+4¢t () (1+et)

(2.3)

para todo t € [0,7p]. Antes que nada y considerando la hipétesis sobre la norma de
R(t), observe que

’Re(R(t)ei¢(t))‘<C&728_ ;z(lJret) 2(14¢et)™?

e —e2\2
< ( 2 (1+et)”

1+et
c 52 2
<D - (1 +et)2
<1+5t (1+5t)2>€( et)
< Dly(t)|*e*(1 + et) ™2 = Dr*(t)e*(1 4 et) 2,

donde D = C(1 — &)™% y la tltima desigualdad siendo consecuencia directa de la
suposicién hecha en (2.3). De forma anédloga se consigue que

[Im(R(t)e ™ ®)| < Dr?(t)e*(1 + et)
Luego
Re(R(t)e ™) = Im(R(t)e V) = r*(#)O(e*(1 + £t)2).

Obteniendo las nuevas expresiones
r'(t) = —r2(t) cosap(t) + r*()O(*(1 + et)~2),
() = —r(t)sin(t) + O(* (1 +et) %),

que son de utilidad para contradecir (2.3).

Primero ataquemos las desigualdades correspondientes a la norma de las soluciones.
Por un lado, puesto que [¢(t)| < § 4 ¢y, para € pequeno, 1/2 < cos(] +¢) < cosy(t),
entonces

1
r'(t) < —=r

ST () + (O (1+et) 7).

Integrando de cero a t < Ty,

[ < [ =g roearen ™) o

obtenemos

Es decir

< .
1+ et + O(e)
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Claramente, para un ¢ adecuado, 1 + et < 2 + et + O(e?), entonces

2e
14+ ¢t

r(t) <

para cada t € [0, Tp]. Por otro lado, debido a que cosy < 1
—r%(t) + (1) O(*(1 + et)~2) < 7'(1),

y simplificando para r(t) e integrando nuevamente de cero a t < Tp, resulta en

r(t).

5
<
1+et+0(2)

Tomando el € correcto O(e?) < &, después

(1— Y1 +et+0(?)=1+et —e+O0(%) < 1+et,

€
14+ ¢t

esto es )
€ €

1+t (1+et)?
siempre que ¢ € [0, Ty]. Entonces

< r(t)

5 g2 (1) < 2e
- r
I1+et  (1+4et)? 1+et

(2.4)

para todo t € [0, Tp].

Para ¢ (t), recordemos que ¢(0) € [—7, §]. Asumiendo que 0 < (0) < 7, existe
§ > 0 tal que 67 < ¢(0) < § y, como (1 +¢t)” < (1 + €t), por continuidad podemos
tomar 77 € [0,7] de modo que

T Tte
§—4 < t) < _4 0 -
1+et vit) (1+et)
para todo t € [0,77]. Ademsés,
_ 1o 1 1 11 I T
sing = v] < P+ oluf + o < (14 Sk b P < gW’ .
En el caso actual siempre ocurre que 0 < ¢(t), después —(sint) — 1)) < “-, entonces

W(t) = —r(t)p(t) — r(t)(sin(t) — (1) + O(e* (1 + 5t)*3)

<o (1-52) + oo+

I Lumoe e,

< —r(e()(1-

Obteniendo

s <=5 roea e,
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Ahora prestemos atencién a que, como ¢ es pequeilo a conveniencia, ¥*(t) < Tte<l
para toda ¢ € [0,7T}], después 2/3 < 1 —%(t)/3 < 1. Si a ello agregamos la suposicién
hecha en (2.3) sobre r(t), entonces
! 2
Y (1) < 2« —l—g €
Y(t) 31+et  3(l+et)?
Integrando de cero a t < T7 y acotando la integral del segundo sumando obtenemos
v(t) 2 2 2
In —= < ——In(l +¢t) + -+ O(e7).

El paso siguiente es simplificar para ¢(t). Antes debemos advertir lo siguiente: si ¢; > 0
es la constante que emerge de O(g?), necesariamente ocurre que

+ O3 (1 +et)7?).

2 2 ? 2
es=tOE) <1 ¢ 3+ ce’ + O<(35 + C1€2> ) Sl+get coe?

para alguna cy > 0. Gracias a esto y tomando ¢ tan pequeno como para que la des-
igualdad %%6 + 20062 < e se cumpla, podemos simplificar para ¢ (t) y verificar que
e3¢0 _ itifetfae . _ite

(1+et)r = (1+et) (1+et)r’

U(t) < ¥(0)

siendo v = % Esto es

Tte
4

vt < (1+et)

para todo t € [0,77]. Andlogamente, si asumimos que —7/4 < ¥(0) < 0, por continui-
dad existe Ty € [0,7] y u > 0 tal que

T e :
ey < Higen SYW
para todo ¢ € [0, T3]. En este caso 0 < siny — ¢ < —13/3 y asi
W) > —r(u® + (0" + 0 e
> ) (1~ Y0) —pmoEa +a )

De nuevo, la libertad sobre £ nos permite garantizar para todo t € [0, T3] la desigualdad
2/3 <1—14?(t)/3 < 1. Si junto a ello consideramos (2.3), entonces

W(8)/1(t) > —217 +0(e(1+et)7?).

Ahora bien, antes de simplificar para ) (t ) pongamos atenciéon al hecho de que, para
alguna constante ¢y > 0, se tiene que e O(e?) <1+ coe? <1+ e+ cye?. De esta manera,
integrando de cero a t < Ty, resolviendo para ¥ (t) y como —7/4 < ¢(0), obtenemos

L oy GrEtiae | fee
(14 et)? - (1+ et)? (14 et)?

»(t) = 4(0)
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habiendo tomado € tal que 7e + %COEQ < ¢. Finalmente, puesto que v < 1 y por
consiguiente (1 + &t)? < (1 + &t)?, entonces

™
7 TE¢€

Y(t) > “Utety

siempre que t € [0,T3]. Arribamos pues a que

v
Z+6

(1+et) (2:5)

()] <

para todo t € [0, T3].
En conclusién, si escogemos T* = min|[Ty, 71, T3], (2.4) y (2.5) son validas para todo

t € [0,7*], constituyendo una contradiccién de (2.3). Lo que demuestra el lema.
0

Enseguida obtenemos el comportamiento asintético a tiempo largo de las soluciones
de (2.1).

Lema 2. Supongamos, para (2.1), la condicién inicial y(0) = €', con & > 0 suficien-
temente pequerio y ¢ € [=5,%5]. Si C > 0 y |R(t)] < Ce*(1+¢et)™* para todo t > 0.
Entonces el comportamiento asintdtico para las soluciones de (2.1)

y(t)

€
1+ et

= 0(5(1 + st)_(1+7)>,

con vy = %, es cierto cuando t — oco.

Demostracion. Sea y(t) solucién de (2.1) que satisface la condicién inicial requerida.
Como en el Lema 1, escribimos y(t) = 7(t)e™® y obtenemos

() = —r?(t) cos(t) + r*()O(e*(1 + t) ™)

para cada t > 0. También en (2.2) podemos ver que ¥(t) = O((1 4+ t)77), cuando
t — 0o0. Ademas

1 1 1 1 1

consecuentemente —(1 + O((1+1)")) < —costp < —(1 —O((1 + )™

~—

). Luego
r'(t)=—r*O[L+O0((1+1))] +r*0((1 +1)7?),
o bien, gracias a que (1 + )7 < (1+t)? y a la notacién O grande,
r()/r*(t) = =1+ O0((1+))

para t — oo. Tomemos ¢ > 0. Integrando de cero a t obtenemos
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o lo que es igual

Entonces
(1) - e 5 e O(&?)
l+et 14+et+0() 1+et  (I+et)(1+et+0(e))
Tomando 5 > 0 tal que 1+ et < B(1 + et +0(1)), establecemos

0w =)

para t — oo.
El Lema 1 implica que
TTe
t < _4 -
W0 < oy
para todo ¢t > 0. Por desigualdad triangular
(O~ | < = | 0 - ()
— r(t) — —r
T e 1+etl |
€ .
_ wWp(t) _
<) = |+ e 1|
€
<|r(t) — H|w(t
() = | o)
y la notacion O grande provee A, 8 > 0 tales que
€ Ae? 5 T4e
‘y(t) - < + 4
L4+etl = (1+et)?2  1+et+e0(1) (1+et)”
< Ae? N pe T+e
(1+et)2  1+et(l+et)
Ae? Ble Be?

<
SOt T g™ T Ut
para t grande, pues 1+ v < 2. Por tanto

y(t)

cuando t — oo, que es lo que se pedia.

8 pE—
1+et

0(5(1 + 575)_(“7))

2.2 Estimaciones a priori del sistema

Primero declaramos la existencia local de las soluciones para el problema periddico
(1.1). La prueba sigue un procedimiento bien conocido para mostrar la existencia y
unicidad local de la soluciéon mediante una solucién débil del problema y el uso del
principio de contracciéon de Banach sobre esta, un ejemplo de este procedimiento se
puede consultar en [6].
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Teorema 2. Supongamos, para (1.1), la condicién inicial ¢ € H(Q), de norma ||@||m
suficientemente pequena. Entonces existe un tiempo T > 1 tal que el problema periddico
(1.1) posee una tnica solucion u € C([0,T]; H(Q)).

Probamos en seguida para las soluciones locales de (1.1) una estimacién uniforme
con respecto a 1" > 0.

Lema 3. Supongamos, para (1.1), la condicién inicial ¢ € H(Q) tal que su valor
medio es ¢y = €€?, con ¢ > 0 suficientemente pequerio, p € (5 %] v cuya norma
homogénea cumple que ||¢|lgn < 2. Siu es la solucion declarada en el Teorema 2,

entonces las estimaciones

2e 2¢2

< — 1 <
Do Ml <

- o
o(0) e

son ciertas para todo t > 0.

Demostracion. Sea u la solucién de (1.1) declarada en el Teorema 2. De forma andloga
al Lema 1, procedamos por contradiccion y tomemos 7" > 0 el primer tiempo en que

2¢ 2¢2

< ——— 2.6
o el 110 (2.6)

o (1)] <

se cumple para todo t € [0,T]. Antes que nada, representamos a u en su serie de
Fourier:

0 . 1 ™ )
ut,w) = 3 An(t)e™,  dn(t) / ult, 2)e=" d.

n——oo “on ).
Sustituyendo en (1.1) obtenemos
%) . - | )
La parte derecha es
o . 2 o0 [e%e] '
_< Z ﬁ,n(t)e’n:p) — Z Z ﬁl(t>ﬁk(t)ezz(l+k)
n=Tee l=—00 k=—00

= > > n-s(t)u(t)e™,
n=—00 k=—o00
habiendo hecho n = [ 4 k. Igualando con la parte izquierda y simplificando arribamos
al sistema -
a,(t) — i, (t) = — Y Gnp(t)k(t) (2.7)
k=—o00

paratodon e Zyt > 0.

Concentrémonos primero en el estudio de la norma |ig(t)|. Haciendo n = 0 en (2.7)
obtenemos

i (t) = —5(t) + Ro(t),
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con Ry(t) = — X jyz0U_r(t)lx(t), una ecuacién diferencial ordinaria de la forma de
(2.1). Queremos usar en ella el Lema 1. Esto es, veamos que |Ry(t)| < Ce*(1 + et)™
para alguna C' > 0, siempre que t € [0,7]. Dado que |ug(t)| = |G_x(t)|, entonces
|Ro(t)] < Ypo |k (t)|?. Luego, usando Parseval,

[Ro(t)] < ; [ (1)]* < ;(1 + k)| ()] = ;%V\ﬁk(tﬂz = [Jull1q)-

Pero hemos supuesto que ||u||g: < 2¢%(1 + et) ™2, por lo que |Ry(t)] < 4e*(1 +et)™

para todo t € [0,T]. Asi, por Lema 1, concluimos que
2e

1+ et

|0 (t)] < (2.8)

para todo t € [0,7.
Veamos ahora qué ocurre con la norma ||u||¢g:. Definimos v, = @,e™""", entonces
ol () = [a () — in?h,(t)]e ™, o bien v/,(t) = — X2 Gk (t)0x(t)e ™. Pero 0y =

n n
_1\2 N
n=k)*t sustituyendo

—in?t

) = \
ORe™ Y Uygy = v g

o) =— Y e, g (t)u(t),
k=—o00
donde F,; = —in® +i(n — k)*> + ik* = —2ik(n — k). Separando los términos que
contienen a vy logramos que

Up(t) = =20 (t)va(t) + Ra(t)
para cada n € Z, t > 0y dénde R, = — Y 4,, €+ v, ). De esta forma

jt!vn(t)\Q = U, ()va(t) + va ()0}, () = —4|vn(t)|* Re(tio) + 2Re( Ry (8)Ta(1)),

o bien
o) = A1) Re(io) + 2Re( R, (075(1)),

que multiplicando por 1 + n? = (n)? y sumando sobre n deviene en

©S ()P = —4Re(ao) 3 (ea P +2 > Re((n)?Ra(t)(r)).

n=—oo n=—oo n=—oo
Asi, gracias a que |v,| = |G,| y a Parseval, logramos la expresion

d . — _

GOl = —4Re(@)|u®lfs +2 3 Re((m)*Ru(tymn(t)  (29)

para toda ¢t > 0, una ecuacién diferencial ordinaria similar a (2.1) para la norma de w.
Buscamos apoyarnos de nuevo en el Lema 1, concentrémonos en el taltimo sumando

de la ecuacion recién obtenida (2.9). Para ello denotemos

wt,z) =u(t,z) —ap(t) = Y. An(t)e™.
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Como
iFy, gt —2ik(n—k)[n —i(n—k)?t [ —ik%t
R,=— Y ey, o=~ 3 e 2 Rg, e iR g e~ *
k#0,n k#0,n
~ ~  —in2t
= — Z Unp—ULE
k#0,n
. . in2 ~ ~ .,
es cierto para toda n € Z, se consigue que R,,e™ ! = — Uy —pUy. También notemos
) k#0,n

que w? = 3,20 Yk ln-rlre™ y con ello w?, = Y44, Un—klx. Por consiguiente

R, (1)t = 3" g () (t) = w2 (t, ).
k#0,n

Asi, tomando valor absoluto, multiplicando por (n)? y sumando sobre n a ambos ex-

tremos,
[e.e]

> () [Ra()]” = [[w®|[-

n=—oo

Estudiemos ahora a ||[w?[[%,. Claro que
lw? [ = [w?l[Lz + [10sw|[L2 = [Jw*||z2 + [|2wdsw][L2

1 = 1 =
= —/ |w?|* dx + —/ 4lwd,w|* da
2m J—x 2m J—x

< ol (1 + 411001 ) < Aol ol o

Ahora bien, en vista de que w = u — fg y u € H'(Q), w es una funcién continua.
Luego existe z* € Q tal que |w(t, z*)| < |w(t, z)|, para cada x € Q y podemos escribir
w(t,z) = w(t,xz*) + [, Osw(t, s) ds. Después

w(t, )] < yw(t,x*)u/m\asw(t, Ol ds < lw(t,a) + [ |9sw(t, )| da

1 ™ T
Lﬂ w(t, )| dx+[ﬂ Bpw(t, z)| da

< —
o

< 1/” w(t, )| dm+/” Opw(t, z)| do

X
27 —

< V2 (llwlles + (|9, )

(esto ultimo usando Cauchy-Schwartz). Tomando cuadrados y el supremo sobre 2 en
2

ambos extremos obtenemos ||w|[}. < 27r<HwHLz + H(?mep) . Pero para escalares

siempre ocurre que (a + b)? < 2(a® + b?), entonces ||w|[i. < 47r(]|wH%2 + H@xwl\%z),

o bien ||w|[fe < 47||w|[%,. Sustituyéndolo més arriba en la desigualdad para ||w?||%,
arribamos a

w2 < 167wz = 167]|ul[g < 16me®(1 + et) 5.

Lo que concluye que

Z <n>2|Rn(t)|2 < 1677'68(1 +€t)_8

n=—oo
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para toda t € [0,7.
Volvamos a (2.9). En el altimo sumando, aplicando Holder y la desigualdad recién
establecida, vemos que

2 3 Re((PRaltiin(0) <2 3 1) Ral0)l |7 0)

2<Z

n=—oo

N 1/2
2m (e (1 +2t) ™) " (Ilully)
2met (14 et) ™ *||ul| g -

[e.e]

i) (S eior)

n=—oo

1/2

N

<3
<3

Lo que en (2.9), después de todo este esfuerzo, se refleja como

d A _
Il < —4Re(o)|[u()l[g + [lullan O(* (1 +2t)™)

para cada t € [0,7]. Si prestamos atencién, esto ya es bastante cercano a lo visto en la
demostracion del primer lema. Bastaria resolver la desigualdad

CiHU(t)pr < —ARe(io)|[u(t)|lgp + O(e* (1 +et)™), (2.10)

que surge al desarrollar la derivada perteneciente al miembro izquierdo. Sin embargo, el
factor Re(tg) es problematico. Ello se soluciona recordando que, gracias a la hipdtesis
que induce la contradiccion, iy = —a2 + Ry, con Ry < 4e*(1 + et)™*. Por Lema 1 tal
cosa implica, expresando io(t) = |to(t)|e?®, que

€ g2 2e Tte

— < lao(t)] < ——, )] < 4 ——
Tret (ren ~OI<55 WOI< G55

con v = 2. Gracias a ello 3 < cos(T 4 ¢) < cost(t) (pues ¥ estd dominada por una

funcién decreciente y € es suficientemente pequeno). Entonces

win

1 ¢ 1 ¢
21+t 2(1+et)?

< ()| cos(t) = Re(dy),

de donde

€ g2

+ 2 :
T+et  (1+et)?

Esto en (2.10) se ve como

d € g2
D)l < 25— )0 +2

mHu(t)HHl + 01 +et)™)
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para toda t € [0, T]. Aprovechando la notaciéon O grande podemos encontrar algo atn
mejor. Para algin C' > 0, por supuesto que

)l € =2—— [l + 2 @)l g + O
—||u oS U ’ U
dt H 1+ et HE 21 4 et)2 HE 2 (1 4 et)s
© () + 4 O
—_ u o
S Tl4et HE DT ret)t (1 +et)t
3
e e
< - )|l
MOl +

(recordando que ||u(t)||gn < 2e*(1+4¢et)™2 y € es libremente pequefio). En consecuencia
llegamos a la expresion

d € g3

— ()| < =2 Nl + ——.
Gl < 20 Ol + 7

2e f (14es)™ L ds

que ahora si es soluble. Multiplicando ambos miembros por e , sucede que

d

dt(e2€f (14es) 1ds||u( )|| 1) <626f0(1+68) Lds 3(1—|—€t>

para toda t € [0, 7. Integrando de cero a t € [0, 7],
o2 Jy (1+es) ™ 9 (B[ — [[0(0)] g < /Ot o2 Jy (L+es) ™ B3] 4 er)t dr.
Por hipétesis |[u(0)||g: = [|6]|gm < €2, luego
lu(®)|lgn < g2 200 4 m2Ineen / LS (] 4 er) ar,
E2(1+et) 2 +e*(1+et)” / (1+er)2dr,

<21 +et) 2421 +et)” < (1+et)” )
<l +et) 22— (1 +et) < 2e*(1 +et)?
es decir,
w(t)]|gn < 2e*(1 +et)~? (2.11)

para toda ¢ € [0, 7], lo que en conjunto con (2.8) constituye una contradiccion. El Lema
3 esta probado. O



Capitulo 3

Prueba del Teorema 1

Culminemos el camino. Fijamos, para el problema periédico (1.1), la condicién inicial
¢ € HY(Q) y a su promedio como ¢y = ee?, donde € > 0 es pequefio a voluntad
y ¢ € [=%,%]. Ademés, también decretamos la desigualdad ||¢||g: < 2. La primera

parte del Teorema es consecuencia directa de observar que
18l13 = |dol* + ||¢l[% < 262 = &3,

con ¢y > 0 tan pequefio como queramos, ya que el Teorema 2 establece la existencia
de un tiempo 7" > 1 tal que el problema periédico (1.1) posee una unica solucién
u € C([0,T]; HY(Q)). La existencia de u € C([0,00); H(Q)) se tiene a razén de un
argumento estandar de continuacion, encontrando la soluciéon débil del sistema y usando
el principio de contraccion de Banach sobre esta en intervalos que cubren al espacio
requerido (para teoria y ejemplos de este procedimiento véanse [12], [6] y [13]). Una
vez establecida la soluciéon para todo tiempo no negativo, podemos escribir a u en su
serie compleja de Fourier: u(t, z) = Gig(t) + X0 Gk (t)e’*. Gracias al Lema 1, en Lema
3 se muestra el procedimiento para obtener la ecuacion

ap(t) = —ag(t) + Ro(t), 1o(0) = ee™,

con |Ry(t)| < 4e*(1 + et)™ para todo ¢ > 0. Lo que, por Lema 2, significa que

€
1 _ — —(1+v)
o(t) = 7 = O(e(1+et) ),
con vy = %, es valido cuando t — oco. Asi mismo, en Lema 3 se observa el desarrollo
mediante el cual
ullan < e
u o —
HY ™ (1 4 et)?

siempre que t > 0. Con todo lo anterior podemos afirmar que

£ g
— Go(t) —
o(t) = 1

+ Y an(t)e™ = O(e(1 +et) "),
k#0

con y = %, cuando t — co. Concluimos que el Teorema 1 es cierto.

17
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