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Resumen

Una gran variedad de problemas en la ingenieria pueden ser modelados mediante un sistema
dindmico con coeficientes variantes con el tiempo. La recurrente apariciéon de este tipo de
sistemas en problemas practicos ha impulsado el desarrollo de técnicas para su andlisis y
eventual control. En esta tesis se presentan herramientas que permiten estudiar sistemas
variantes con el tiempo que muestran un comportamiento periddico a través del uso de la
teoria de sistemas lineales, particularmente la teoria de Floquet. La obtencion del estado
estable en convertidores electrénicos de potencia y el diseno de controladores en sistemas

periédicos son temas de especial interés que son abordados mediante estas herramientas.

En primera instancia, se utiliza la herramienta conocida como la Descomposiciéon de Floquet
para encontrar una expresion analitica aproximada para el cdlculo de estado estable en
sistemas periédicos, haciendo énfasis en su aplicacién a los convertidores electronicos de
potencia, habiendo seleccionado al convertidor elevador (Boost) y al resonante (single ended)

como casos de estudio.

Por otro lado, se utiliza la transformacién de Floquet-Lyapunov para convertir un sistema
lineal variante con el tiempo en uno invariante, con la intencién de disenar controladores
sobre el sistema transformado que permitan la estabilizacién del sistema original. Metodo-
logias como la colocacién de polos y el control éptimo son utilizadas para determinar las

leyes de control implementadas.

Por ultimo, se hace uso de la metodologia de aproximacion de sistemas no lineales mediante
una sucesion de sistemas lineales variantes con el tiempo. Este método iterativo permite

calcular leyes de control que estabilizan al sistema no lineal en lazo cerrado.

Las diferentes metodologias revisadas en esta tesis son alternativas viables para el trata-
miento de los sistemas periédicos y variantes con el tiempo. Esto se hace evidente al utilizar
casos de estudio que arrojan resultados positivos y que permiten ilustrar paso a paso los

procedimientos, resaltando su efectividad.






Abstract

A wide variety of engineering problems can be modeled mathematically by means of a
dynamical system with time varying coefficients. The constant emergence of this type of
systems in practical problems has been the main reason for developing analysis and control
methodologies for them. In this thesis, a group of tools intended for time varying systems
with periodicity conditions is presented, having a strong foundation in the linear system

theory, particularly in Floquet theory.

First, the Floquet Decomposition is used to find an analytical approximated expression to
obtain the steady state in linear time varying periodic systems, making emphasis in power

converters, specifically the Boost and Single Ended Resonant Converters are analyzed.

Also the Floquet-Lyapunov transformation is employed to convert a linear time varying sys-
tem into an invariant one, with the purpose of designing controllers based on the transformed
system that allow the stabilization of the original system. Procedures like pole placement

and optimal control are used to obtain the control laws.

Finally, the approximation methodology for nonlinear systems through a series of linear
time varying systems is used. This iterative method allows the computation of control laws

that stabilize the nonlinear system.

The methodologies presented in this thesis are suitable for treating time varying and periodic
systems. This becomes evident by applying them to particular case studies that allow a clear
understanding of the overall procedure and where positive results are obtained, highlighting

the effectivity of such methodologies.






Contenido

Dedicatoria . . . . . . . oL 111
Agradecimientos . . . . . . .. \%
Resumen . . . . . . . e VII
Abstract . . . . . . X
Contenido . . . . . . . . . L X1
Lista de Figuras . . . . . . . . . . . . . . e XV
Lista de Tablas . . . . . . . . . . o e XIX
Lista de Simbolos . . . . . . . . . . . XXI
1. Introduccién 1
1.1. Introduccidn . . . . . . . .. oL L 2
1.2, Objetivos . . . . . o L o 3
1.2.1. Objetivo general . . . . . .. . .. . .. Lo 3
1.2.2. Objetivos particulares . . . . . . . . . ... oo 4

XI



XI1 Contenido
1.3. Justificacidon . . . . . .o 4
1.4. Estadodel Arte . . . . . . . . . .. 5
1.5. Aportaciones . . . . . . ... 9
1.6. Publicaciones . . . . . . . . .. 10
1.7. Descripcién de Capitulos . . . . . . . . .. .. o o 11

2. Sistemas Lineales Periddicos y Teoria de Floquet 13
2.1. Sistemas Lineales Variantes con el Tiempo . . . . . . . . . .. ... ... .. 14

2.1.1. Ejemplos de Sistemas Lineales Variantes con el Tiempo . . . . . .. 15

2.2. Matriz de Transicién . . . . . . . . . . ... 19
2.2.1. Respuesta Homogénea . . . . . . ... ... ... ... ... ..., 19
2.2.2. Propiedades de la Matriz de Transicion . . . . . . . ... ... ... 19
2.2.3. Calculo de la Matriz de Transiciéon . . . . . . . .. .. ... .. ... 20
2.2.3.1. Serie de Peano-Baker . . . ... ... ... ... ... .. 21

2.2.3.2. Seriede Magnus . . . . .. .. .. ... ... 22

2.2.4. Respuesta Completa . . . . . . ... .. .. ... ... .. 24

2.3. Teoria de Floquet . . . . . . . . . .. .. 26
2.3.1. Matriz de Monodromia . . . . . . . .. ... ... 27
2.3.2. Descomposicién de Floquet . . . . . ... ... 27
2.3.3. Transformaciéon de Floquet-Lyapunov . . . . . .. ... ... .... 30



Contenido X111
3. Calculo de Estado Estable 35
3.1. Introduccidn . . . . . . . .. L 36
3.2. Convertidores Electronicos como Sistemas Periddicos . . . . . . . . . . . .. 37
3.3. Respuesta Completa de un Sistema Periddico . . . .. ... ... ... ... 38
3.4. Casosde Estudio . . . . . .. .. .. 42
3.4.1. Convertidor Elevador (Boost) . . . . ... ... ... ... ...... 43

3.4.2. Convertidor Resonante (Single Ended) . . . . . ... ... ... ... 49

4. Control de Sistemas Peridédicos o7
4.1. Metodologia de Control para Sistemas Periédicos . . . . . . ... ... ... 58
4.2. Casosde Estudio . . . . . . . . . . . 62
4.2.1. Ecuacién de Mathieu . . . . . . . .. ..o 62

4.2.2. Control del Angulo en las Palas de un Rotor de Helicoptero . . . . . 67

4.3. Colocacién de Polos para Sistemas Lineales Variantes con el Tiempo . . .. 71
4.4. Comparacién entre la Colocacion de Polos y la Teoria de Floquet . . . . . . 73

5. Control ()ptimo de Sistemas Peridédicos 7
5.1. Control ()ptimo en Sistemas Periédicos . . . .. . ... ... ... .. 78
5.2. Caso de Estudio: Control del Angulo en las Palas de un Rotor de Helicoptero 80

6. Sistemas No Lineales y Aproximaciones Lineales Variantes con el Tiempo 85



XIV Contenido

6.1. Introduccion . . . . . . . . L L 86
6.2. Aproximaciones Lineales Variantes con el Tiempo . . . . . . . .. ... ... 86
6.3. Casosde Estudio . . . . . . . .. ... 88
6.3.1. Sistema No Lineal Teérico . . . . . . . . . . ... ... ... ... .. 88

6.3.1.1. Estabilizaciéon Mediante la Teoria de Floquet . . . . . . .. 93

6.3.2. Modelo No Lineal de un Brazo Robético de dos Articulaciones . . . 95

7. Conclusiones 101
7.1. Conclusiones Generales. . . . . . . . .. .. ... 102
7.2. Trabajos Futuros . . . . . . . . . . . ... 105
Referencias 107

Publicaciones 113



Lista de Figuras

2.1.

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

Los cuatro elementos de la matriz de transiciéon ¢(t), mediante la serie de
Magnus y su expresion exacta. . . . . . . . ...

Diagrama esquemaético de la configuracién de un convertidor elevador tipo
Boost. . . ..

Evolucién de los elementos de la matriz ¢(t) del convertidor Boost a través
de un periodo T'. . . . . . . . ..

Elementos de la matriz P(t) del convertidor Boost a través de un periodo 7.

Comportamiento de iy, (t) mediante el calculo simbdélico de estado estable y
por simulacién por fuerza bruta para el convertidor Boost. . . . . . . . . ..

Comparacién basada en el nimero de armoénicos considerados en el calculo
simbdlico del estado estable para ir(t). . . . . . . ... . L.

Comportamiento de i1 (t) y ve(t) mediante el célculo simbélico de estado
estable y por simulaciéon por fuerza bruta para el convertidor Boost.

Diagrama esquematico de la configuraciéon de un convertidor resonante tipo
Single Ended. . . . . . ..

Evolucién de los elementos de la matriz ¢(t) del convertidor Single Ended a
través de un periodo T'. . . . . . . ...

XV

25

43

45

47

48

48

49

50



XVI

Lista de Figuras

3.9. Elementos de P(t) pare el convertidor resonante a través de un periodo 7. .

3.10. Comportamiento de ir(t) y vo(t) mediante el calculo simbdlico de estado
estable y por simulacién por fuerza bruta para el convertidor resonante.

3.11. Comparacién basada en el nimero de armoénicos considerados en el calculo
simbdlico del estado estable para vo(t). . . . . ..o Lo

4.1. Respuesta del sistema de la ecuacién de Mathieu en lazo abierto ante una
entrada de tipoescalén. . . . . . ... L Lo

4.2. Elementos de la matriz L(t), para la ecuacién de Mathieu, a través de dos
perfodos T'. . . . . .

4.3. Evolucién en el tiempo de los elementos de la matriz K (t) para la ecuacion
de Mathieu. . . . . . . . ..

4.4. Evolucién en el tiempo de la ley de control u(t) calculada para la ecuacién
de Mathieu. . . . . . . . . o

4.5.
4.6. Diagrama de un rotor principal en un helicéptero. . . . . . ... ... ...

4.7. Elementos de la matriz L(t), para el rotor de un helicéptero, a través de dos
periodos T'. . . . . . e

4.8. Evolucién en el tiempo de los elementos de la matriz K(t) para el sistema
del rotor principal del helicéptero. . . . . . . . . .. ... ... ... ...,

4.9. Comportamiento de la ley de control u(t) para el sistema del rotor principal
del helicoptero. . . . . . . . . . e

4.10. Respuesta del sistema en lazo cerrado para el sistema del rotor principal del
helicéptero. . . . . . . . L

4.11. Comparacién del estado 8 calculado a través de la teoria de Floquet y me-
diante Colocacion de Polos. . . . . . . . . .. ... .. ... ... . ..., .

93

o4

95

63

64

65

Evolucion en el tiempo del sistema en lazo cerrado para la ecuacion de Mathieu. 66

69

70

71

72



Lista de Figuras XVII

4.12. Comparacion del estado B calculado a través de la teoria de Floquet y me-
diante Colocacién de Polos. . . . . . . . .. .. .o oo 75

4.13. Comparacién de las leyes de control calculadas a través de la teoria de Floquet
y mediante Colocacién de Polos. . . . . . . . . ... ... ... .. 76

5.1. Evolucién en el tiempo de los elementos de la matriz K (t) para el sistema
del rotor principal del helicéptero utilizando una ley de control éptima. 81

5.2. Comportamiento de la ley de control 6ptima u(t) para el sistema del rotor
principal del helicéptero. . . . . . . . . ... oo 82

5.3. Respuesta del sistema en lazo cerrado con control éptimo para el sistema del
rotor principal del helicéptero. . . . . . . . .. ... ... L. 83

6.1. Respuesta de los estados del sistema, z1 y z2, en lazo abierto ante una entrada
de tipoescalon. . . . . . . ... 89

6.2. Respuesta de los estados del sistema, x1 y x2, en lazo abierto ante una entrada
de tipo escalon, obtenidos mediante el proceso iterativo. . . . . . . . .. .. 90

6.3. Comparacién del estado x1 en lazo abierto, mediante el proceso iterativo y
la linealizaciéon del sistema original. . . . . . . . .. ..o oo 91

6.4. Comparacién del estado xo en lazo abierto, mediante el proceso iterativo y
la linealizaciéon del sistema original. . . . . . . . . . ... 0oL 91

6.5. Respuesta en lazo cerrado al aplicar la ley de control, u(t) = —K(t)z(t),
obtenida en la octava iteracién. . . . . . . .. ..o oL 92

6.6. Respuesta en lazo cerrado al aplicar la ley de control, u(t) = —K(t)z(t), ob-
tenida en la octava iteracién mediante la transformacion de Floquet-Lyapunov. 94

6.7. Respuesta en lazo cerrado al aplicar la ley de control, u(t) = —K (t)x(t), obte-

nida en la octava iteraciéon mediante la transformacién de Floquet-Lyapunov
y el control éptimo. . . . . . . ..o Lo

94



XVIII Lista de Figuras

6.8. Respuesta de los estados del sistema x1, x2, 3 v x4, en lazo abierto ante una
entrada de tipoescalén. . . . . .. ... L Lo 97

6.9. Comparacion del estado 1 en lazo abierto, mediante el proceso iterativo (tres
iteraciones) y la respuesta del sistema original. . . . . ... ... L. 97

6.10. Respuesta en lazo cerrado al aplicar la ley de control, u(t) = —K(t)z(t),
obtenida en la séptima iteracion. . . . . . . . . ... .. ... ..., 99

6.11. Evolucién en el tiempo de la ley de control, u(t) = — K (t)x(t), utilizada para
estabilizar al sistema no lineal. . . . . . .. .. ..o oo 99
6.12. Comportamiento de la matriz de ganancias K (t) en el tiempo. . . . . . .. 100



Lista de Tablas

3.1. Parametros de simulaciéon para el convertidor elevador tipo Boost. . . . . .

3.2. Parametros de simulacién para el convertidor resonante tipo Single Ended.

XIX

o1






Lista de Simbolos

Orden del sistema.

Tiempo inicial.

Tiempo final.

Vector de estados.

Vector de condiciones iniciales.

Vector de entradas.

Entrada de referencia.

Vector de salidas.

Matriz dindmica de coeficientes del sistema.
Matriz de coeficientes para las entradas del sistema.
Matriz de coeficientes para las salidas del sistema.
Matriz de transicion de estados.

Periodo fundamental.

Matriz identidad de orden n.

XXI



XXII Lista de Simbolos

P(t)  Matriz periédica de la descomposicién de Floquet.

R Matriz constante de la descomposicion de Floquet.
2(t) Vector de estados transformados.
Z(t) Vector de estados transformados del sistema auxilliar.

L(t)  Matriz periédica de la descomposicién real de Floquet.
Ry Matriz constante de la descomposicién real de Floquet.
zll(t)  Vector de estados en la i-ésima iteracion.

K(t) Matriz de ganancia variante con el tiempo.

A Valor propio o eigenvalor.

f(t)  Funcién de excitacién.

xc(t)  Solucién complementaria.

xp(t)  Solucién particular.

xss(t)  Vector de estados en estado estable.

wo Frecuencia angular fundamental.

h Nuimero de arménicos.

Z Matriz correspondiente a los covariantes de Frobenius de la matriz R.

veo Voltaje en el capacitor C.

ir, Corriente en el inductor L.

s(t) Funcién de conmutacién para el convertidor elevador tipo Boost.

c(t) Funcién de conmutacién para el convertidor resonante tipo Single Ended.

B Matriz de coeficientes para las entradas del sistema transformado.



Lista de Simbolos XXIII

K Matriz de ganancia invariante con el tiempo del sistema transformado.

e(t)  Funcién en el tiempo correspondiente al error.

B* Pseudoinversa de la matriz B(t).

vy Ntumero de Lock.

I Tasa de avance.

Y Producto de la velocidad angular w por el tiempo t.

154 Angulo de la pala con respecto al plano de giro del rotor.

u*(t) Vector de entradas éptimas.






Capitulo 1

Introduccion

En esta tesis se aborda el problema de anélisis y control de sistemas variantes con
el tiempo, haciendo énfasis en el caso periddico, utilizando herramientas matemaéticas que
mantienen, como eje central, las ideas fundamentales de la teoria de Floquet para sistemas
lineales. Ademas, se hace uso de la metodologia de aproximaciones sucesivas para sistemas

no lineales usando sistemas lineales variantes en el tiempo.

Diferentes enfoques y procedimientos son utilizados en diversos casos de estudio correspon-
dientes a la electrénica de potencia y a la mecénica, con la intencién de validar su efectividad
y para constatar la importancia de investigar y desarrollar atin mas estas herramientas. En
este capitulo se presenta una breve introduccion al tema de los sistemas perddicos variantes
con el tiempo, también se dan a conocer los objetivos de este trabajo de tesis y se hace
un recuento cronolégico de todos aquellos trabajos relacionados de manera directa con el

contenido de este documento.
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1.1. Introduccion

El interés formal sobre los sistemas periddicos en los campos de la ciencia e in-
genieria data desde el siglo diecinueve, siendo Faraday, Mathieu, Floquet, Rayleigh y Hill,
los primeros en analizar de manera rigurosa este tipo de sistemas [Faraday31], [Mathieu68],
[Floquet83], [Strutt83], [Hill68]. Aun cuando el andlisis de estos sistemas ha sido estudiado
desde hace bastante tiempo y que se han hecho contribuciones importantes a este campo
durante los ultimos anos, es importante notar que la cantidad de herramientas disponibles
hoy en dia para el analisis y control de los sistemas periddicos, es menor en comparacién con
las ya bien conocidas y posicionadas herramientas en los sistemas invariantes con el tiempo.
Muchos de estos resultados y herramientas no pueden ser utilizados comunmente en los
sistemas variantes con el tiempo; es decir, no siempre se pueden generalizar los resultados

para que sean aplicables a ambos casos.

Es precisamente, la dependencia del tiempo, en los sistemas variantes con el tiempo, la
caracteristica que los ha distinguido de manera importante en cuanto a su complejidad. Los
sistemas periddicos son parte del conjunto de sistemas variantes con el tiempo y a su vez,
presentan condiciones de periodicidad que los hacen un caso de estudio particular. Todos
ellos exhiben un comportamiento similar y es por esto que pueden ser considerados como

un conjunto de sistemas bien delimitado dentro de los sistemas variantes.

Recientemente, en el estudio de los sistemas peridédicos, se han detectado las ventajas al
utilizar los resultados de una teoria consolidada por Gaston Floquet, llamada teoria de
Floquet, en honor a este matematico francés. Sus resultados se ven reflejados en un grupo
de herramientas para el correcto andlisis y el subsecuente control de estos sistemas. Si
bien, estos resultados fueron publicados en 1883 [Floquet83] y han estado presentes desde
entonces, es hasta la segunda mitad del siglo veinte que estos han encontrado un verdadero

auge en su aplicacién.

Ya hemos mencionado el vasto estudio que se ha hecho de los sistemas invariantes con el
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tiempo y de la amplia gama de técnicas de andlisis y de control que actualmente existen,
pero a lo anterior se debe de anadir que al modelar sistemas y procesos en el mundo
real, comunmente se llegan a obtener representaciones de sistemas variantes con el tiempo
y ademas periédicos. Por ejemplo, muchos sistemas mecanicos trabajan en un régimen
periédico en su estado estable, que puede ser reducido a un modelo lineal periédico, este es
el caso de los mecanismos de levas en los motores y los rotores principales y de cola en los
helicépeteros. Por otro lado, los sistemas eléctricos de potencia, bajo ciertas condiciones,
exhiben un comportamiento periddico, tal es el caso de los convertidores electrénicos de

potencia, que en estado estable presentan oscilaciones con este tipo de caracteristicas.

Debido a que los sistemas periddicos estdn presentes en nuestro entorno y a su creciente
interés en diversos campos de la ingenierfa, es que se vuelve importante contar con he-
rramientas adecuadas para su estudio. Es por esto que en esta tesis se plantean enfoques
que utilizan como eje central la teoria de Floquet para el andlisis y control de este tipo de
sistemas, conjuntando todo en varios casos de estudio que pertenecen a los campos de la

electrénica de potencia y de la mecanica.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Investigar diferentes herramientas de andlisis y control para sistemas dinamicos
periédicos, tanto lineales como no lineales y validar su utilizacion, con casos de estudio

especificos, en las probleméticas de calculo de estado estable y control retroalimentado.



4 Capitulo 1: Introduccion

1.2.2. Objetivos particulares

Como objetivo particular se busca utilizar el enfoque de aproximaciones sucesivas
para sistemas no lineales a partir de sistemas variantes con el tiempo y probar su efectividad
mediante simulacién. También, se desea validar cémo la descomposicion de Floquet permite
calcular el estado estable de los sistemas periédicos de manera efectiva, con especial interés

en los convertidores de electréonica de potencia.

Por otro lado, se busca obtener controladores lineales para sistemas periddicos basados en
la transformacion de Floquet-Lyapunov que permitan estabilizar el sistema en cuestion. Se
utilizan dos metodologias de diseno para obtener estos controladores: la colocacion de polos

y el control 6ptimo mediante un regulador cuadratico lineal.

Es importante mencionar que todos estos objetivos son validados a nivel de simulacion

mediante diversos casos de estudio.

1.3. Justificacion

Las herramientas de andlisis y control de sistemas periédicos, a través de la teoria
de Floquet se han ido desarrollando desde hace ya bastante tiempo y cada dia aparecen
aplicaciones novedosas [Mollerstedt00] [Wooden07] en donde su utilizacién pone en evidencia
su efectividad. En particular, los campos de la mecdnica y la electrénica son los que ha
sido beneficiados con la mayoria de estas aplicaciones, aunque existen trabajos en donde
se reportan resultados en las ciencias quimicas y econémicas [Cariasll] [Mouche93], entre
otras. En ingenieria eléctrica existe un especial interés en este tipo de sistemas debido al
creciente uso de convertidores electrénicos de potencia, los cuales resultan ser elementos

casi omnipresentes en los sistemas eléctricos actuales.
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1.4. Estado del Arte

En lo referente al desarrollo de las bases tedricas de los sistemas peridédicos, po-
demos encontrar trabajos que han sido claves a lo largo de su historia. Estas publicaciones
fueron claves para las subsecuentes aplicaciones de esta teoria y los conceptos ahi plasmados

siguen siendo vigentes hasta nuestros dias.

El primer trabajo relacionado con los sistemas periddicos fue publicado por el fisico inglés
Michael Faraday en 1831 [Faraday31], al experimentar con membranas vibratorias en con-
tacto con fluidos, en donde se observa el fenémeno de resonancia paramétrica, que no es
mas que la variacién de alguno de los parametros del sistema que almacenan energia a una
frecuencia especifica. Este fenémeno producia pequenas ondas sobre el liquido en cuestion.
Estos trabajos de Faraday, llevaron a otro importante fisico britanico, Lord Rayleigh (John
Strutt), a revisar los resultados durante 1883 y a repetir los experimentos con la intencién
de medir de manera precisa la frecuencia a la que se presentaba el fenémeno de resonancia,
probando que los resultados de Faraday en realidad eran correctos [Strutt83]. Lord Ray-
leigh hizo énfasis en que las ondas se pueden excitar paramétricamente en una copa de vino,
al pasar un dedo humedecido por la circunferencia de la copa se escucha un sonido carac-
teristico y se observan ciertos wavelets, término que tanto Faraday como Rayleigh utilizaron
para describir ondas pequenas en la superficie del liquido. Fue también en esta época en
la que Joseph Fourier publica su trabajo acerca de la propagacién del calor en los sélidos
[Fourier22], y es ahi donde se establecen los primeros resultados de descomponer funciones
periddicas en una suma infinita de funciones senoidales y cosenoidales més simples, lo cual
sentaria las bases para el andlisis arménico. Esta herramienta es conocida hoy en dia como

la serie de Fourier.

Por otro lado, en 1860, el fisico aleman Franz Melde indujo vibraciones en un cable estirado
al variar su tensién de manera periédica [Melde60]. El fenémeno de resonancia paramétrica

también fue observado en sus experimentos, siendo que fueron planeados para probar la
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interferencia entre ondas mecanicas.

Fue hasta 1868 que un matemético francés, de nombre Emile Mathieu, realizé el primer
trabajo detallado del estudio de las sistemas periédicos variantes con el tiempo [Mathieu68].
En este trabajo, se ataca el problema de los modos de vibracién en los lagos que tienen
fronteras de forma eliptica y se propone una ecuacién en la que sus coeficientes son funciones
dependientes del tiempo. Esta ecuacion se haria bastante famosa ya que se ha utilizado para
modelar diversos tipos de sistemas con comportamientos similares, un ejemplo reciente de
esto es el modelado de un péndulo invertido de pivote vertical, reportado por Armando

Neves [Neves06].

Poco tiempo después de las contribuciones de Mathieu, otro matemaético francés, de nombre
Gastén Floquet, introdujo en 1883 lo que actualmente se conoce como la teoria de Floquet.
Esta teoria forma la base de muchas de las descripciones actuales de los sistemas lineales
periédicos y es utilizada en diversos campos de la ingenieria [Floquet83]. Los resultados
obtenidos por Floquet son parte fundamental de este trabajo de tesis y seran detallados en

los capitulos subsecuentes.

Otro de los trabajos mas importantes en el estudio del comportamiento de los sistemas
periddicos, es el que hizo el matemético estadounidense George Hill en 1886. Es aqui donde
por primera vez se establecen los fundamentos matematicos acerca de la teoria de estabilidad
en este tipo de sistemas. En este trabajo se plantea el concepto que hoy se conoce como el
determinante infinito de Hill. La importancia de este trabajo radica en que fue la primera
solucién publicada de un problema real que involucraba un sistema periédico. En este caso,
el problema que trataba de resolver era el de dar una descripcion adecuada del movimiento
de la luna en su érbita alrededor de la tierra, para lograrlo utilizé una ecuacion diferencial
con coeficientes periddicos que establecia el efecto de la influencia gravitacional del sol y de

la misma luna en su movimiento [Hill68].

A partir de aqui, se mencionardn los resultados obtenidos ya a inicios del siglo veinte. El
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trabajo del fisico aleman Walter Meissner en 1918, sobre la estabilidad de las barras laterales
en las locomotoras de esa época [Meissnerl8], es uno de los més importantes ya que parte
del resultado fue la publicacién de una ecuacién con parametros variantes con el tiempo
(funciones rectangulares), que contaba la particularidad de tener una solucién exacta. Esto
como consecuencia de que se puede ver a esta ecuacién como un conjunto de dos ecuaciones
con coeficientes constantes alternando en ciertos intervalos de tiempo. Este resultado llevé a
otros dos cientificos del drea de la mecanica cuantica, Ralph Kronig y George Penney, a
publicar en 1931 el hecho de que habian resuelto la ecuacion de Schrodinger a través de una
funcién rectangular de energia potencial, reduciéndose asi la ecuacién a una de Meissner,
creando la posibilidad de obtener una solucién exacta. Esto perimitio el calculo exacto de

las energias permitidas en los electrones de los cristales [Kronig31].

En 1959, Charles Desoer [Desoer59] y Alfred Fettweis [Fettweis59], publicaron algunos de los
primeros trabajos importantes en el area de circuitos eléctricos, calculando el estado estable
de circuitos con elementos variantes con el tiempo y con interruptores accionados periodi-
camente. En 1961, Stephen Timoshenko presenta el estudio de estabilidad en estructuras
que estdn sometidas a cargas periddicas y que presentan el fenémeno de buckling (pandeo),
[Timoshenko61]. Uno de los primeros libros dedicados exclusivamente al andlisis de los sis-
temas variantes con el tiempo, es el que escribié Henry D’Angelo en 1970, el cual presenta
un compendio detallado de las bases para el andlisis de este tipo de sistemas [D’Angelo70].
Del mismo modo John Alan Richards publica en el anio de 1983 un libro dedicado al analisis
de los sistemas periddicos variantes con el tiempo, en donde utiliza diversas herramientas

en diferentes casos de estudio de la ingenieria [Richards83].

Para la década de los noventa, H. R. Visser presenta un trabajo de modelado y andlisis en el
area de los circuitos con interruptores periddicos en 1991 [Visser91], en el cual se presentan
dos métodos, el primero de ellos analiza el comportamiento de estado estable en este tipo
de circuitos y el segundo describe su respuesta transitoria. En este trabajo se utilizan los
modelos promediados y herramientas de la teoria de Floquet para su analisis. Para el ano

de 1996, Gerald Heydt propone un método para el célculo del estado estable periddico en



8 Capitulo 1: Introduccion

circuitos variantes con el tiempo en presencia de interruptores eléctricos, basandose en las
propiedades de modulacién de frecuencia de la transformada de Fourier [Heydt96]. Aunado
a esto, se presenta una comparaciéon entre los diferentes métodos discutidos en el documento,

para distintas condiciones de periodicidad en los pardametros del sistema.

Es también durante los anos noventa que se presentan algunos trabajos importantes en el
area de control. Tal es el caso de Subhash Sinha, que en 1994 presenta sus resultados en el uso
de la transformacion de Floquet-Lyapunov para desarrollar controladores. Su metodologia es
aplicada a un péndulo invertido triple sujeto a cargas periédicas axiales [Sinha94]. Dos anos
después, presenta un trabajo subsecuente en el que establece los detalles del céalculo de la
transformada de Floquet-Lyapunov, obteniendo la matriz de transicion de manera simbdlica
[Sinha96]. En 1997, Mark Balas utiliza un enfoque muy similar al de Sinha para obtener
observadores en sistemas de control periddicos, utilizando incluso las mismas herramientas
[Balas97] y obteniendo una expresién de la matriz de transicién con una aproximacién
numérica. A finales de la década, en 1999, Sinha vuelve a presentar un documento en donde
muestra la obtencién de controladores para la estabilizacion del dngulo de las palas en
rotores principales de helicoptero, trabajando una vez més con las herramientas de la teoria

de Floquet para la obtencién de controladores periédicos [Sinha99].

En el transcurso de este siglo, diversas publicaciones se han hecho en relacion al control y
analisis de sistemas peridédicos variantes con el tiempo, siendo el caso de Patrizio Colaneri,
que en 2005 publicé un compendio de aspectos tedricos sobre estos sistemas aplicados a la
aeronautica. Los helicopteros son uno de los sistemas perddicos de mas importancia actual-
mente ya que el modelo matematico de estas aeronaves en vuelo frontal contiene pardmetros
que varian de forma ciclica. El control de las vibraciones inducidas por el rotor principal
en el fuselaje es importante ya que puede llegar a aumentar la vida 1til del helicéptero al
reducir la fatiga de los componentes [Colaneri05]. Incursionando en otras areas, el trabajo
publicado por Christopher Klausmeier en 2008 resulta muy interesante, ya que utiliza la
teoria de Floquet para el estudio de sistemas poblacionales y de modelos depredador-presa

[Klausmeier08], con lo que se muestra la gran variedad de campos de aplicacién que pueden
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llegar a tener los resultados propuestos por Floquet en 1883.

Por ultimo, en 2010, Stephen Banks y Maria Tomés-Rodriguez publicaron sus resultados en
un libro en donde se aborda la problemética de aproximar sistemas no lineales a través de
aproximaciones sucesivas mediante sistemas variantes con el tiempo [Banks10]. Es en este
trabajo en el que los autores plantean una forma de obtener una ley de control calculada
a partir de los sistemas variantes utilizados en la aproximacién para después aplicarla al

sistema no lineal original, logrando el objetivo de control.

En esta tesis se sigue la linea de investigaciéon mencionada en los parrafos anteriores, abor-
dando los sistemas periddicos como caso de estudio principal y aplicando la teoria de Floquet
al diseno de controladores y al cadlculo de estado estable en convertidores electrénicos de
potencia. También se lleva a cabo la aproximacién de sistemas no lineales mediante una

sucesion de sistemas variantes con el tiempo, para su eventual control.

1.5. Aportaciones

A continuacién se enlistan las aportaciones mas importantes del presente trabajo:

1. Se propone una metodologia para el célculo de estado estable en sistemas lineales
periddicos, de manera exacta y basadas en el uso de la descomposicién de Floquet
para obtener una expresién cerrada de su solucién, comparando los resultados contra

un método de simulacion por fuerza bruta.

(a) Se validé la metodologia propuesta con varios casos de estudio; entre ellos, los
convertidores electronicos de potencia: Convertidor elevador tipo Boost y el con-

vertidor resonante tipo Single Ended.

2. Se aplicé a varios casos de estudio, una metodologia de control que usa la retroali-

mentacion de estados en sistemas lineales periddicos, basada en la teoria de Floquet-
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Lyapunov.

(a) Aunado a esto, se plantea la utilizacién del control éptimo, en conjuncién con la

teoria de Floquet, para este mismo tipo de sistemas.

(b) En ambos casos, se evalia la efectividad de los procedimientos al compararlos

con una técnica de control existente para sistemas variantes con el tiempo.

3. Se revisan los conceptos de la aproximacion de sistemas no lineales a partir de una
serie de aproximaciones sucesivas variantes con el tiempo. Ademads, se plantea la uti-
lizacién de una ley de control calculada a partir de la informacién de cada sistema
lineal variante con el tiempo que forma parte de la aproximacion, para su subsecuente

aplicacion al sistema no lineal original y su eventual control.

(a) Se valid6 la metodologia a través de dos casos de estudio: el primero corresponde
a un caso tedrico que sirve para ilustrar el procedimiento y el segundo consiste

en el modelo matematico de un brazo robdtico de dos articulaciones.

1.6. Publicaciones

Como parte de este trabajo de tesis se realizaron dos publicaciones en congresos

interancionales:

1. Exact Steady State Analysis in Power Converters Using Floquet Decom-
position. José Alberto Alvarez Martin, J. Jesis Rico Melgoza, José Juan Rincén
Pasaye. Publicado en el North American Power Symposium (NAPS) en Boston, Mas-
sachusetts, Estados Unidos. Del 4 al 6 de Agosto de 2011. ISBN 978-1-4577-0419-2.

2. Control de Sistemas Periddicos en el Marco de Referencia de Floquet.
José Alberto Alvarez Martin, J. Jestis Rico Melgoza, José Juan Rincén Pasaye. Pu-

blicado en la Reunién de Otono de Potencia, Electrénica y Computaciéon (ROPEC)
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en Morelia, Michoacdn, México. Del 9 al 11 de Noviembre de 2011. ISBN: 978-607-
95476-3-9.

1.7. Descripcién de Capitulos

El contenido de esta tesis se estructura en siete capitulos, los cuales se describen
brevemente a continuacion. En el capitulo uno, se presenta una introduccion al tema de los
sistemas periédicos, haciendo énfasis en la importancia que tienen estos sistemas para las
areas de la electronica de potencia y la mecdnica. También se hace un recuento en orden
cronolégico de los avances que se han ido dando en el campo de los sistemas periédicos y de
la gran cantidad de aplicaciones que han surgido de la mano de estos avances. Por tltimo,

se da un panorama general de la estructura de este documento.

El capitulo dos plantea de manera general las bases de los sistemas lineales peridédicos y se
detallan los principales resultados de la teoria de Floquet. Se inicia con una descripcién de los
sistemas lineales variantes con el tiempo y se dan algunos ejemplos de éstos. Posteriormente
se revisan los detalles de la matriz de transicién, se establecen sus propiedades y se muestran
tres métodos para obtenerla. Por tltimo, se abordan los conceptos de matriz de Monodromia,
la descomposicién de Floquet y la transformacion de Floquet-Lyapunov, todos de gran

importancia para el desarrollo de esta tesis.

En el capitulo tres, se plantea una metodologia basada en la descomposicion de Floquet
para el analisis exacto de estado estable de sistemas lineales periddicos, haciendo énfasis en
su aplicacion a convertidores electronicos de potencia. Los casos del convertidor elevador
(tipo Boost) y del convertidor resonante (tipo Single Ended), son utilizados como casos de
estudio para la aplicacién del procedimiento de calculo, comparando los resultados con un

método de simulacién por fuerza bruta.

El capitulo cuatro muestra el desarrollo de una ley de control por retroalimentacién de esta-
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dos, usando la transformacion de Floquet-Lyapunov. Se presentan los detalles de como esta
transformacion puede llevar un sistema lineal variante con el tiempo a una representacion
equivalente, pero invariante con el tiempo. Es precisamente esta caracteristica la que per-
mite disenar un controlador con ganancias variantes con el tiempo que estabiliza al sistema
original. De igual forma, dos casos de estudio son utilizados para ilustrar la aplicacion de la

metodologia y para propositos de comparacién con otra técnica de control ya establecida.

En el capitulo cinco, se incursiona en el campo del control éptimo, planteando el problema
del regulador lineal cuadratico a un sistema transformado a través de la transformacion
de Floquet-Lyapunov. Los mismos casos de estudio del capitulo cuatro son utilizados para

mostrar la utilizacién de la metodologia.

El capitulo seis presenta los detalles de la técnica de aproximacién de sistemas no lineales
mediante una aproximacién a través de una serie de sistemas variantes con el tiempo.
Aunado a esto, se plantea una metodologia para la obtencién de leyes de control calculadas
a partir de un sistema lineal variante con el tiempo, que serviran para controlar el sistema no
lineal original. Se presentan dos casos de estudio que permiten mostrar la aplicacién de las
técnicas y mostrar su efectividad. El primero de ellos es un ejemplo completamente teérico
(sin representacién real fisica) y el segundo corresponde al sistema de un brazo robético de

dos articulaciones.

Por 1ltimo, en el capitulo siete se establecen las conclusiones generales y algunas observa-

ciones para la posible mejora de los procedimientos estudiados.



Capitulo 2

Sistemas Lineales Periddicos y

Teoria de Floquet

En este capitulo se presentan los fundamentos tedricos que sirven de base para la
realizacién de esta tesis y para la aplicacién de los enfoques de analisis y control planteados.
Se introducen de manera formal los conceptos que forman parte de la teoria de Floquet y

se establece la terminologia a usar en los capitulos subsecuentes.

De manera general, se inicia una breve introducciéon sobre los sistemas variantes con el
tiempo y se presentan ejemplos que ilustran la forman en que aparecen estos sistemas en
el mundo real. También se hace especial énfasis en el concepto de matriz de transicién y
se presentan algunos procedimientos para obtenerla. Por tltimo, se explican los detalles de
dos herramientas que pertenecen a la teoria de sistemas periddicos: la descomposicién de

Floquet y la transformacién de Floquet-Lyapunov.

13
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2.1. Sistemas Lineales Variantes con el Tiempo

Normalmente, en los distintos métodos de andlisis que existen en la ingenieria,
se utilizan sistemas que pueden ser descritos por modelos causales, lineales e invariantes
con el tiempo. Este tipo de sistemas han sido estudiados exhaustivamente y estan bien
documentados en la literatura. En este trabajo de tesis se abordardn sistemas que no nece-
sariamente cumplen con la caracteristica de ser invariantes con el tiempo, por lo tanto,
la atencién se ha centrado en el estudio de un grupo de sistemas mucho mas amplio, el
de los sistemas variantes con el tiempo. En su gran mayoria, los conceptos planteados
en este capitulo se han tomado de los resultados expuestos en [D’Angelo70], [Mohler91] y

[Rugh96].

Las ecuaciones que describen a los sistemas lineales variantes con el tiempo son similares en
muchos aspectos a las de los sistemas invariantes con el tiempo, con la diferencia de que los
coeficientes que acompanan a las variables de dichas ecuaciones son funciones del tiempo.
Por lo tanto, estos sistemas se pueden representar en forma matematica y generalizada de
la siguiente manera, en el caso escalar, mediante una ecuacién diferencial de una sola senal

de entrada u(t) y una sola salida x(t)

d"z(t) d™u(t)

ao®TAD 1y a)e(t) = o) D g (Bu) (2.)
donde los coeficientes ag, -+ ,an ¥ Bo, - - - , Bm son funciones del tiempo. El caso multivaria-
ble (varias entradas u(t),- - ,u,(t) y varias salidas y1(t),- - ,y,(t)) se puede representar a

través de una descripcién en espacio de estado de la siguiente manera

d:l)l(t)
dt

= an(O)z1(t) + - - + atn (@) @n(t) + bir ()ur(t) + - - + bim (t)um(t) (2.2)
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W =an1(t)z1(t) + - + amn(t)zn(t) + bp1(B)ur (t) + - - - + b (H)um (t) (2.3)
donde z;(t) es el estado del sistema para i =1, ... , n.

h1(6) = et (D21 (8) + - cin(O)n + A (Our(t) + -+ din(Bum(t)  (24)

yr(t) = cri()x1(t) + - 4+ crn(t)zn + dr (D)ur (t) + - -+ + dpm (E)um (1) (2.5)

El sistema multivariable descrito por (2.2), (2.3), (2.4) y (2.5), puede ser expresado en forma

compacta como se muestra a continuacion

#(t) = A()x(t) + B(t)u(t) (2.6)

y(t) = C@)x(t) + D(t)u(t) (2.7)

Donde A(t), B(t), C(t) y D(t) son matrices de orden n x n, n x m, r X n, y de v X m
respectivamente, cuyos elementos son funciones del tiempo y el vector x(t), de orden n x 1,
es el vector de estados del sistema. El vector u(t) representa a las entradas del sistema y el

vector y(t) a las salidas.

2.1.1. Ejemplos de Sistemas Lineales Variantes con el Tiempo

La presencia de este tipo de sistemas en la naturaleza es bien conocida y el niimero
de casos documentados en la literatura es considerable [Kronig31], [Klausmeier08]. Parti-
cularmente, la electrénica de potencia estd compuesta en su mayoria por sistemas lineales
variantes con el tiempo debido a que dependen de funciones de conmutacién que llevan

al sistema a diferentes configuraciones conforme avanza el tiempo. Estos sistemas son im-
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portantes para la ingenieria ya que son los encargados de transformar la energia eléctrica
disponible en una forma adecuada para su posterior alimentacién. El convertidor eleva-
dor (Boost) y el convertidor resonante (Single Ended) son ejemplos de dispositivos de la
electrénica de potencia y ambos, al ser modelados matematicamente, presentan funciones
dependientes del tiempo en sus coeficientes [De Keyser06]. Otro conjunto de ejemplos de
sistemas variantes con el tiempo son los encontrados recientemente debido al desarrollo tan
acelerado que ha sufrido la industria aeroespacial. El interés por aplicar mecanismos de
control adaptivo a plantas que cambian sus parametros de acuerdo a las condiciones del
ambiente, ha llevado a los investigadores a desentrafiar sistemas lineales variantes con el

tiempo en el estudio de la dindmica de las aeronaves [Schulz07], [D’Angelo70].

Las ecuaciones que describen la dindmica de vuelo en las aeronaves contienen coeficientes
que dependen explicitamente de la velocidad a la que se desplazan. Comunmente, duran-
te la época de aviacién subsénica; es decir, cuando las velocidades en cuestion todavia no
superaban la velocidad del sonido, se buscaba hacer constante la velocidad para entonces
llegar a un sistema de ecuaciones con coeficientes constantes. Las aceleraciones relativa-
mente bajas a las que podian aspirar con este tipo de aeronaves hacian que la suposiciéon
tuviera sentido y que se llegaran a obtener buenos resultados. Recientemente, las veloci-
dades y aceleraciones que alcanzan las aeronaves modernas han hecho evidente que los
parametros que dependen de la velocidad cambian a un ritmo considerablemente mas rapi-
do [D’Angelo70]. El alto consumo de combustible desencandenado por las altas velocidades
produce un cambio vertiginoso en la masa, el centro de gravedad y los momentos de inercia
en la aeronave. Ademas, los cambios en las condiciones climéticas debidas al rapido ascenso
inducen parametros variantes con el tiempo. De este modo el anélisis y control automético
en la aerondutica moderna requiere la utilizacién de modelos con parametros variantes con

el tiempo, planteados por ecuaciones diferenciales con coeficientes variables.

Dentro del mismo campo del desarrollo aeroespacial, se ha podido identificar otra pro-
blemética que introduce pardmetros variantes con el tiempo. Esta condicién aparece al

describir las ecuaciones de la dindmica en movimiento de los satélites al intentar llevarlos a
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que orbiten alrededor de algin cuerpo celeste; es decir, al desplazarlos de una 6rbita a otra
[D’Angelo70]. Estas ecuaciones contienen variaciones ciclicas en los términos relacionados
con el torque mientras el satélite se desplaza sobre la orbita. Los cambios de torque indu-
cidos por las maniobras de control para mantener a la aeronave en el curso correcto y las
perquenas variaciones entre 6rbitas nos llevan a la introduccion de parametros que cambian
con el tiempo, para este caso en particular, coeficientes periédicos y aperidédicos deben ser

considerados en el grupo de ecuaciones diferenciales que describen al sistema.

Ahora, hasta el momento se han comentado ejemplos de sistemas lineales variantes con
el tiempo, pero no hemos abordado la discusiéon de cémo es que estos surgen desde el
punto de vista matemdtico. Normalmente, estos sistemas son el resultado de un proceso
de linealizacion alrededor de un punto de operacién de un sistema no lineal mas general

[Mohler91].

Supongamos que un objeto se mueve sobre una trayectoria x*(t), que es una solucién par-

ticular de la siguiente ecuacién dindmica, para la condicién inicial x(0) = z*g

dz(t)
dt

= fa(t), u(t)) (2.8)

donde el vector de estados z(t) € R", la entrada de control u(t) € R™ y f(-) es diferenciable

con respecto a los dos argumentos. Entonces

dx*(t)
dt

= f(@"(t), u'(t)) (2.9)

describe a la trayectoria solucién z*(t). Debido a que f(-) es diferenciable, cumple con la

condicién de Lipschitz y por lo tanto x*(¢) es una solucién tnica de (2.9).

Consideremos ahora un pequefio cambio conforme a la trayectoria solucién dz(t) provocado
por un pequeno cambio en la entrada du(t), los cuales se pueden plantear de la siguiente

manera

x(t) = x*(t) + ox(t) (2.10)
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u(t) = u*(t) + du(t) (2.11)

Lo cual nos permite hacer la resta de (2.9) y (2.8), obteniendo una ecuacién general de
perturbaciéon

6x(t) = f(z(t), u(t)) — f(z"(t), v (1)) (2.12)
Siempre y cuando f(-, -) sea una funcién analitica, es posible formular su expansién en

serie de Taylor, como sigue

F(t), (1)) = F(0), w1+ 0 (@ (1), w ()5t + 90 (1), ()ou(t)+r(a(), u(h)

(2.13)

El término r(x(t), u(t)) = r(z*(t) + dz(t), u*(t) + ou(t)) = r(dz(t) + du(t)) representa el

conjunto de términos de un orden mayor a uno. Si asumimos que dz(t) y du(t) tienden al

origen, el término r(dx(t)+du(t)) se acercard a cero mas rapidamente que los términos lineles

en 6z(t) y du(t). Por lo tanto en un vecindario suficientemente pequeno de x*(t) y u*(t),

la ecuacién de perturbacion (2.13) aproxima al sistema no lineal original. Despreciando los
términos r(z(t), u(t)) se tiene

di(t) = gi( (1), u*(t))éx(t)—i—gﬁ(x*(t), u*(t))ou(t) (2.14)

Si x*(t) y u*(t) son vectores apropiados para la trayectoria solucién, entonces (2.14) es un

sistema lineal variante con el tiempo con la siguiente estructura

5i(t) = A(t)S(t) + B(t)su(t) (2.15)
donde
A = 2 wtey, ury) (2.16)
B) = 9 (@), u(t)) (2.17)

En general, podemos decir que al llevar acabo una linealizacién alrededor de una trayectoria
solucién de un sistema no lineal, se puede llegar a obtener un sistema lineal variante con el

tiempo.
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2.2. Matriz de Transicion

La relacion que existe entre las variables de estado de un sistema lineal, sus condi-
ciones iniciales y la entrada, queda definida completamente por la matriz de transicion
[D’Angelo70], [Rugh96]. Si esta matriz es conocida, es posible deducir la solucién de las
ecuaciones diferenciales del sistema. A continuacién abordaremos de manera mas concreta

los detalles de su obtencién y sus principales propiedades.

2.2.1. Respuesta Homogénea

Consideremos ahora la ecuacién dinamica de estado del sistema homogéneo; es

decir, el caso en el que u(t) =0
x(t) = A(t)x(t) (2.18)

La solucién de (2.18) es conocida como la respuesta homogénea y se puede escribir de

la siguiente manera

z(t) = (L, to)zo (2.19)

En donde ¢(t, tp) es conocida como la matriz de transicién de estados. La prime-

ra columna de ¢(t, to) es la solucién de (2.18), considerando la condicién inicial z(tg) =

(1, 0, ..., 0)T, la segunda columna de ¢(t, tg) es la solucién de (2.18), con condicién ini-
cial z(tg) = (0, 1, ..., 0)T y asi sucesivamente hasta llegar a que la condicién inicial para
obtener la tltima columna es z(t) = (0, 0, ..., 1)T.

2.2.2. Propiedades de la Matriz de Transicién

El hecho de que a través de esta matriz se puedan conocer detalles importantes

de un sistema, hace que sea importante conocer las propiedades inherentes de este tipo de



20 Capitulo 2: Sistemas Lineales Periddicos y Teoria de Floquet

matrices, es por esto que algunas de las propiedades més importantes las podemos resumir

como sigue:

1. ¢(t, 7) es no singular para todo t y 7.

2. ¢(t, t) = I,. En este caso I,, es una matriz de orden n. Esta propiedad se deduce al

hacer ¢ =t en la ecuacién (2.19).

3. o(ta, t1)o(t1, to) = ¢(t2, to). Esta propiedad nos indica que el producto de dos ma-
trices de transiciéon en diferentes intervalos de tiempo consecutivos, en este caso los
intervalos [tg, t1] v [t1, t2], es igual a la matriz de transicién tomando en cuenta el

intervalo [tg, ta].

4. ¢7t, 7) = ¢(7, t) V ¢, 7. La inversa de la matriz de transicién es igual a la matriz

de transiciéon del mismo sistema en sentido opuesto.

5. %qb(t, 7) = A(t)p(t, 7). Esto se puede establecer al observar que para un sistema
como el descrito por (2.18) con condicién inicial z(ty) = g, su respuesta es z(t) =

o(t, to)xo. Al derivar la respuesta homogénea dada por (2.19)

&(t) = Wﬂfo (2.20)

y comparandola con la ecuacién (2.18) podemos obtener

d¢(t7 tO)

prat A(t)p(t, to)zo (2.21)

Estas propiedades seran utilizadas en los subsecuentes analisis y en el planteamiento de las

metodologias propuestas en el presente documento.

2.2.3. Calculo de la Matriz de Transicion

Una vez que se ha dado la definicién formal de la matriz de transicion y que se

han listado sus propiedades fundamentales, es posible hablar de las diferentes formas para
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obtenerla. Actualmente existen diversos métodos con los que se puede calcular la matriz de
transicién [Moler03], sin embargo en este trabajo de tesis se ha hecho uso, en la mayoria
de los casos, de la propiedad ntimero 5 mencionada en la seccién anterior para obtener una
representacién de la matriz de transicion, a saber, ¢(t, to) satisface la siguiente ecuacién
con las condiciones iniciales especificadas

d

9t to) = A1)e(t, to) (2.22)

d(to, to) = I
Al resolver el sistema de ecuaciones dado por (2.22), sujeto a las condiciones iniciales pro-
puestas, se obtiene la matriz de transicién del sistema dado. Ahora, es apropiado mencionar
los detalles de otros dos métodos que se pueden utilizar para el mismo propdsito y que
dependiendo del sistema en cuestion, pueden arrojar resultados aceptables para la aproxi-
macion de la matriz de transicion. Estos dos métodos son conocidos como las expansiones

en series de Peano-Baker y de Magnus [Rugh96], [Blanes08].

2.2.3.1. Serie de Peano-Baker

Considere el sistema dado por (2.18). La matriz de transicién para este sistema

puede ser aproximada por la serie generalizada de Peano-Baker de la siguiente forma

t

o(t, T) = I+jA(51)d51 JF/A(Sl)]lA(SQ)dSQdSl +..

: o N (2.23)
+/A(31)/A(32)... / A(si)dsi..dsy + ...

donde I es una matriz identidad de orden n. El uso de este tipo de serie se ilustra a

continuacion.
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Ejemplo. Considere la siguiente matriz variante con el tiempo [Rugh96]
A(t) = (2.24)

Su matriz de transiciéon expresada en la serie de Peano-Baker es

t t

10 0 s 0 s | 110 s
o(t, 7) = +/ dsl+/ / dsadsy + -+ (2.25)
0 1 0 0 0 0 0 0

Podemos observar que en este caso sélo los dos primeros términos de la serie son distintos

a cero
o(t, 7) = 2 (2.26)

obteniéndose una representacion compacta de la matriz de transiciéon. Es importante men-
cionar que para sistemas de alto orden y complejidad, el calculo a través de esta serie puede

volverse complicado debido al niimero de integrales involucradas.

2.2.3.2. Serie de Magnus

Durante el final de la década de 1940, Wilhelm Magnus consideré la ecuacién de
Hausdorff y aproximé su solucién utilizando el método de iteraciones de Picard, mientras
trataba de resolver problemas relacionados con los operadores lineales en el campo de la

mecanica cuantica. Su planteamiento fue el siguiente.

umi u i inici = i i6 impli i6
Asumiendo que el tiempo inicial es tg 0 y con la intencion de simplificar la notacién,
podemos considerar a ¢(t) como una funcién de un sélo argumento y que es una solucién

fundamental de (2.22), descrita por la siguiente relacién

B(t) = 0 (2.27)
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La intencién de Magnus fue expresar la solucién de la ecuacién (2.22) a través de una
exponencial y una funcién Q(t), que se puede construir a través de una expansion en series,

mediante la siguiente sumatoria
o0
Q) =D Qu(t) (2.28)
k=1

Entonces, la expansién de Magnus queda definida con la siguiente ecuacién, en la cual

sélo estan representados los primeros cuatro términos de la serie

S1

t t
1
Q) :/A(sl)dsl—z/ /A(SQ)dSQ, Als1)| dsi+
0 0 0
s1 [ so

/ / /A(Sg)ng, A(Sg) dso, A(Sl) ds1+ (2.29)
0 0 0

W=

S1 S1

t
1
12/ /A(SQ)CZSQ, /A(SQ)dSQ, A(Sl) d81+...
0 0 0

donde los corchetes que aparecen en la expresion (2.29) se denominan corchetes de Lie y se

definen para dos matrices cuadradas arbitrarias X, Y como sigue
(X, Y]=XY -YX (2.30)

obsérvese que el corchete de Lie produce la matriz cero para matrices que conmutan; es
decir, si XY = Y X. La expresién (2.29) involucra en cada corchete de Lie solamente a
la matriz A(t) con integrales de la misma respecto al tiempo. Podemos observar que el
patron de la serie y la obtencion de sus coeficientes no es evidente. Para una explicacién
mas detallada acerca del calculo de los demds términos en la serie, sus coeficientes y lo
relacionado a la convergencia de la misma, se puede consultar [Blanes08], [Butcher09]. La

utilizacién de esta serie se presenta en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo. Considere el siguiente sistema [Mohler91]

a(1) = -1 —l—.OJCOSQ (wt) 1-— asin(w.t) cos(wt) (1) (2.31)
—1 — asin(wt) cos(wt) —1 4 asin®(wt)

donde a y w son parametros. Para este sistema en particular, es posible encontrar su matriz
de transicién en forma exacta, la cual se utiliza para compararla con la expansién en series

de Magnus

el Dl cog(wt) e “sin(wt)

o(t) = (2.32)

—ele=Detgin(wt) et cos(wt)

Utilizando o« = 1.2, w = 1, podemos graficar la matriz de transicién durante un periodo
de tiempo, utilizando la forma exacta y la aproximacién de Magnus. La comparacion de
los dos procedimientos se muestra en la Figura 2.1. Es posible observar que a lo largo del
rango de tiempo seleccionado, la aproximacién es cercana al resultado obtenido mediante la
expresion exacta de la matriz de transicién. La serie de Magnus fue truncada en el primer
término de la expansién; es decir, la aproximacion fue de primer orden y esto ocasiona que
existan ligeras discrepancias entre los resultados. Al aumentar los términos en la serie de
Magnus, la aproximacién mejora sustancialmente y para este caso en particular se logra una

reproduccion exacta de la matriz de transicién al utilizar los primeros cuatro términos.

2.2.4. Respuesta Completa

Hasta ahora, sélo se ha considerado la respuesta de un sistema variante con el
tiempo que no estd sujeto a excitaciones externas; es decir, inicamente la respuesta ho-
mogénea. En esta seccién abordaremos la problematica de los sistemas en los que actian

fuerzas externas, mostrando la forma que tiene su solucién.

Considere el sistema #(t) = A(t)z(t)+B(t)u(t), descrito en (2.6), en donde podemos apreciar

la aparicién la matriz B y el vector de entradas u(t). La respuesta de este sistema ante la
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Q)
10[: .
o(1,1) = _
0s5L #(2,2) =P 1
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g 00
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Tiempo

Figura 2.1: Los cuatro elementos de la matriz de transicién ¢(t), mediante la serie de Magnus
y su expresion exacta.

condicién inicial xg y la entrada u(t) estd dada por
t
x(t) = o(t, to)zo + /qb(t, T)B(T)u(r)dr (2.33)
to

La solucién al sistema (2.6), estd compuesta por dos partes, la respuesta complementaria
u homogénea (primer término) y la respuesta particular o forzada (segundo término).
Podemos verificar que en realidad la ecuacién (2.33) es solucién de (2.6) al llevar a cabo el
siguiente procedimiento. Derivando (2.33) se tiene

t

z(t) = %qb(t, to)xo + ¢(t, t)B(t)u(t) + / %qﬁ(t, T)B(T)u(T)dr (2.34)
sustituyendo (2.22) en (2.34) se obtiene
x(t) = A(t)o(t, to)zo + B(t)u(t) + /A(t)gb(t, T)B(T)u(T)dr (2.35)

to
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factorizando A(t)
x(t) = A(t) | o(t, to):z:g+/(;5(t, T)B(T)u(T)dr | + B(t)u(t) (2.36)

de donde podemos observar que la expresiéon que esta dentro de los corchetes es el lado

derecho de la ecuacién (2.33), por lo tanto, es solucién del sistema dado por (2.6).

La ecuacién (2.33) también revela que la problemética de encontrar la respuesta completa
se resuelve practicamente al calcular la matriz de transicién ¢(t, tp), es por esta razén que
el aspecto central del calculo de la respuesta de un sistema se basa en la obtencién de esta

matriz.

2.3. Teoria de Floquet

El modelo en espacio de estados de un sistema lineal periédico es una represen-
tacién matricial de un conjunto de ecuaciones diferenciales lineales, con la unica distincién
de tener matrices de coeficientes que evolucionan en el tiempo de manera peridédica. Este
tipo de sistemas, tienen la misma forma descrita por las ecuaciones (2.6) y (2.7), con la
particularidad de que sus matrices de coeficientes son funciones del tiempo y estan sujetas

a las siguientes condiciones de periodicidad
A(t)=At+T), Blt)=B(t+T), C(t)=C(t+T), D(t)=D(t+1T) (2.37)

donde T es el periodo fundamental del sistema.

Un resultado importante en el andlisis de los sistemas lineales periédicos fue el que desa-
rrollé Gaston Floquet en 1883 [Floquet83], el cual continua siendo hasta el dia de hoy, una
de las metodologias de andlisis mas utilizadas en la literatura para este tipo de sistemas.
Los resultados de Floquet han sido utilizados en diversas areas de la ingenieria, dos ejem-

plos de esto son los andlisis de estabilidad hechos a la dindmica del rotor principal de los
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helicépteros en vuelo frontal [Wereley91] y los resultados obtenidos al tratar el fenémeno de
pandeo (buckling) en las vigas que estan sujetas a cargas periédicas axiales [Timoshenko61].
En las siguientes secciones se presentan los detalles acerca de los principales resultados de
la teoria de Floquet y se definen las herramientas que serviran de base para los capitulos

subsecuentes.

2.3.1. Matriz de Monodromia

Los resultados principales de la Teoria de Floquet estan basados en la matriz de
transicién de estados, por lo tanto, esta matriz juega un papel fundamental en el analisis de
los sistemas periédicos. Al evaluarla en cada periodo fundamental del sistema, se tiene un

caso particular de la matriz de transicién, el cual es explicado en las siguientes definiciones:

Definicién 2.1. La matriz de transicion dada por ¢(t + T, t), se conoce como la matriz

de monodromia en el tiempo t.

Definicién 2.2. La matriz constante, ¢(to + T, to), lleva el nombre de matriz funda-

mental de monodromia.

Es comiin asumir que ¢y = 0, es por esto que la matriz de monodromia puede ser escrita como
(T, 0). Habiendo definido lo anterior, podemos revisar los detalles de la descomposicién
de Floquet y la transformacién Floquet-Lyapunov, que son considerados como resultados

primordiales de la teoria de los sistemas lineales periédicos.

2.3.2. Descomposiciéon de Floquet

Uno de los principales resultados del trabajo de Floquet fue el que normalmente
se conoce como la descomposiciéon de Floquet, la cual permite separar la matriz de

transicion de un sistema lineal periddico en el producto de dos matrices, siendo una de ellas
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periédica (P(t)) y la otra constante (R). A continuacién, se presenta dicho resultado de

manera formal, no sin antes definir el concepto de matriz fundamental.

Definicién 2.3. Cualquier solucion no singular del sistema homogéneo i(t) = A(t)x(t) de

orden n, es llamada matriz fundamental.

Teorema 2.1. [D’Angelo70]. Si ¢(t) es una matriz fundamental del sistema &(t) = A(t)z(t),
con A(t) periddica y de periodo T, entonces ¢p(t +T) también es una matriz fundamental.
Para cada ¢(t), existe una matriz periédica no singular P(t) de periodo T y una matriz

constante R tal que

p(t) = P(t)elt (2.38)

Demostracién. Debido a que una matriz fundamental satisface la ecuacion ¢(t) = A(t)p(t),

es posible llegar a lo siguiente

d(t+T)=A(t+T)p(t +T) (2.39)

de donde se desprende que

ot +T) = A(H)o(t + T) (2.40)

Por lo tanto, ¢(t+7T') es también una matriz fundamental ya que es solucién de la ecuacién
diferencial del sistema. Debido a que el producto de una matriz constante K por una
matriz fundamental del sistema, es también una matriz fundamental (ver el teorema 2.6 en

[D’Angelo70]), es posible relacionar ¢(t) y ¢(t +T) a través de una matriz constante C
o(t+T)=o¢(t)C (2.41)
para la cual se introduce la siguiente relacién
C =T (2.42)
sustituyendo (2.42) en (2.41) se llega a

p(t+T) = (t)el'h (2.43)
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Al definir a la matriz P(t) como sigue
P(t) = ¢(t)e R (2.44)
y al sustituir (2.43) en (2.44), se obtiene

P(t+T) = ¢(t)eTe e

= p(t)e (2.45)

Comparando (2.44) y (2.45) se puede ver que
P(t+T)=P(t) (2.46)

Con lo anterior se concluye que P(t) es una matriz periédica. Al postmultiplicar la ecuacién

(2.44) por el término e llegamos a la ecuacién (2.38). O

Para obtener la matriz constante R, se debe de conocer previamente la matriz ¢(t), para

entonces poder utilizar la siguiente relacién multivaluada
1
R = T Ino(T) (2.47)

La ecuacién (2.47) involucra algunas operaciones intermedias que son necesarias para poder
evaluarla. Se debe obtener el logaritmo de una matriz y para que esto pueda llevarse a cabo,
la matriz debe ser invertible. El procedimiento para calcular el logaritmo de la matriz ¢(7T")
consiste en encontrar una matriz V' que contenga en sus columnas a los vectores propios de

¢(T). Esto permite obtener lo siguiente

O(T) =V e(T)V (2.48)

En donde ¢(T') es una matriz diagonal que contiene los valores propios de la matriz ¢(7).
Ahora, es posible calcular el logaritmo natural de cada uno de los elementos de la diagonal

de ¢(T), obteniendo la matriz D, con lo cual se puede establecer la siguiente expresién

In¢(T)=VDV! (2.49)
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La expresién (2.49) nos permite encontrar el logaritmo natural de la matriz de transiciéon
evaluada en el periodo fundamental para poder sustituirla en (2.47). Cabe mencionar que
tanto P(t) como R son matrices que pueden ser complejas. Una vez calculada la matriz R,

es posible obtener la matriz P(t) mediante la ecuacion (2.44).

2.3.3. Transformacién de Floquet-Lyapunov

El otro resultado principal dentro de la teoria de Floquet, es el que se conoce como
la transformacién de Floquet-Lyapunov. Aleksandr Lyapunov fue un matemaético ruso
que trabajé con sistemas de ecuaciones diferenciales de coeficientes variantes con el tiempo y
que lleg6 a obtener muchos de los resultados que por otro lado obtenia Floquet [Floquet83].

Por este motivo, esta transformacién lleva el nombre de estos dos profesores.

Esta conclusién, a la que llegaron ambos, surgié de la necesidad de obtener una repre-
sentacion equivalente de un sistema periddico. El equivalente encontrado a través de la
transformacion tiene la forma de un sistema invariante con el tiempo y ésta es precisamen-
te su principal virtud, ya que a este sistema transformado se le pueden aplicar todas las
técnicas de analisis y control para esta clase de modelos. El planteamiento es el siguiente:

Considere la ecuacion homogénea del sistema periédico
z(t) = A(t)x(t) (2.50)

Utilizando la transformacién de Floquet-Lyapunov, que estd definida por el cambio a las

nuevas coordenadas z(t) dado por
x(t) = P(t)z(t) (2.51)

Donde la matriz P(t) es de periodo Ty se obtiene a través de la expresién (2.44). Con lo

anterior se puede llegar a una nueva representacién del sistema original dado por (2.50),
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que tiene la siguiente forma

2(t) = Rz(t) (2.52)
como sigue: Partiendo de (2.51) y derivando esta expresién con respecto al tiempo se tiene
i(t) = P(t)z(t) + P(t)4(t) (2.53)

despejando Z(t)
At = PY(t) [a(t) — P(t)z(t)] (2.54)
Es posible derivar la expresién de la descomposicién de Floquet ¢(t) = P(t)ef, para obtener
b(t) = P(t)e® + P(t)Re™ (2.55)

despejando P(t)
P(t) = [qs(t) - P(t)ReRt] e~ Rt (2.56)

Sustituyendo la propiedad de la matriz de transicién dada por ¢(t) = A(t)¢(t) y cancelando

los términos semejantes se llega a lo siguiente

P(t) = A(t)g(t)e T — P(t)R (2.57)

i(t) =P~ (t) [A(t)z(t) — (At)p(t)e ™ — P(H)R) 2(1)] (2.58)
Al reordenar los términos
2(t) = P7H(t)A()z(t) — P7H(t)A(t)p(t)e F2(t) + Rz(t) (2.59)

Despejando z(t) de la transformacién de Floquet-Lyapunov se obtiene la siguiente expresién

z(t) = P(t)2(t)
(2.60)
2(t) = P71 (t)z(t)
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Sustituyendo z(t) en (2.59)
2(t) = P~ A()z(t) — P L) At)o(t)e TEP~L(H)x(t) + Rz(t) (2.61)

Si se toma en cuenta que ¢~ 1(t) = e F P~L(t) y se sustituye en (2.61), es facile ver que los
dos primeros términos se cancelan entre si y con esto se llega a la siguiente representacion

equivalente del sistema original
2(t) = Rz(t) (2.62)

Ahora, es posible utilizar en lugar de P(t), la matriz L(t), de periodo 27" y que se obtiene

usando la siguiente expresion denominada descomposicion real de Floquet.
L(t) = ¢(t)e ™ (2.63)

donde la matriz R; tiene la propiedad de ser siempre una matriz real y estd dada por

[Coddington55]
Ry = — Ino(27) (2.64)
Y Toar ‘
Al utilizar la matriz L(t) en la transformacién de Floquet-Lyapunov
x(t) = L(t)z(t) (2.65)

es posible obtener una representacion del sistema original que es invariante con el tiempo y

que es completamente real
2(t) = Ryz(t) (2.66)

La ecuacién dada por (2.63), se obtiene de la descomposicién real de Floquet que se repre-

senta mediante la siguiente expresion

B(t) = L(t)ef! (2.67)

Estas dos transformaciones permiten simplificar el sistema periédico original a uno inva-

riante con el tiempo que ademds permite la aplicacién de la amplia gama de herramientas
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de andlisis para este tipo de sistemas.






Capitulo 3

Calculo de Estado Estable

En este capitulo se presenta una metodologia para obtener el estado estable de
sistemas lineales periddicos, haciendo énfasis en los convertidores de potencia. Esta es una
alternativa diferente a los métodos tradicionales ya que el procedimiento completo esta ba-
sado en la descomposicién de Floquet y es precisamente esta caracteristica la que permite
obtener expresiones directas para la solucién de estado estable en sistemas excitados por

funciones periédicas.

La metodologia es ilustrada a través de la obtencién de la respuesta de estado estable en
dos casos de estudio, el primero de ellos es el convertidor elevador (Boost) y el segundo es

el convertidor resonante (Single Ended).

35
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3.1. Introduccién

Los convertidores de potencia son dispositivos cuya utilizacion ha ido en crecimien-
to en los 1ltimos anos, abarcando desde aplicaciones en electrodomésticos hasta aplicaciones
industriales en diversos campos, pero especialmente en los sistemas de generacion, transmi-

sién y distribucién de energia eléctrica.

El anélisis de estos convertidores es importante desde el punto de vista tedrico y practico, por
lo tanto, la creciente utilizacién de estos circuitos en la red eléctrica y su rango tan amplio
de aplicaciones han creado la necesidad de contar no solamente con mejores convertidores,
sino también con mejores herramientas para entender y describir su comportamiento de
una manera mas precisa. Una de estas herramientas es la que comtinmente se conoce como
el célculo de estado estable. Normalmente, las formas de onda de corriente y voltaje en
estado estable estdn compuestas por armonicos, que son senales periddicas que tienen una
frecuencia que es un multiplo entero de la frecuencia fundamental. Por esta razén, el andlisis
de estas componentes es importante para entender la contribucién que tiene cada una en el

estado estable.

Durante las ultimas dos décadas se han hecho contribuciones importantes al drea del anali-
sis armonico de convertidores de potencia, [Bohmann89], [Jalali94]. Existen modelos que
describen adecuadamente su comportamiento y se cuenta actualmente con procedimien-
tos establecidos para su andlisis. Sin embargo, este sigue siendo un tema interesante para
muchos investigadores [Bramillal0], en donde la posibilidad de hacer contribuciones sigue
latente debido a la complejidad de los algoritmos de analisis y su lenta adopcion por parte
de la industria [Arrillaga08]. Actualmente, los paquetes computacionales mas utilizados,
como ATP, P-Spice o PSCAD, no incluyen algoritmos para el analisis armoénico como parte

de su conjunto principal de rutinas.

La mayorfa de los métodos de andlisis armonico, [Semlyen88], [Perkins95], [Semlyen95],

[Lima03], [Noda04], presentan enfoques de solucién de estado estable mediante una aproxi-
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maciéon numérica. En este capitulo se hace un tratamiento especial de la solucién general
para un sistema lineal variante con el tiempo, con la intenciéon de proveer de expresiones
analiticas para su uso en el calculo de estado estable y en el andlisis arménico. La descompo-
sicién de Floquet juega un papel fundamental en este procedimiento y su uso permite obtener
una solucién cerrada para un sistema sujeto a una entrada periédica. A modo de compara-
cién y con la intencion de validar la efectividad de la metodologia, se utiliza la simulacién
por fuerza bruta que consiste en resolver numéricamente las ecuaciones diferenciales que
describen al sistema hasta que el transitorio desaparezca, encontrando asi las condiciones

iniciales a partir de las cuales el sistema se encuentra en estado estable [Watson03].

3.2. Convertidores Electronicos como Sistemas Periodicos

Los convertidores electrénicos de potencia estan compuestos normalmente por cir-
cuitos lineales que son controlados a través de interruptores que cambian su estado pe-
riédicamente entre varias configuraciones. Es precisamente esta caracteristica la que arroja
coeficientes dependientes del tiempo en las ecuaciones diferenciales que describen su dindami-
ca. De manera compacta, la ecuacion que describe el comportamiento de estos circuitos se

puede representar mediante, [Rashid10]
(t) = A(t)x(t) + U(t) (3.1)

en donde z(t) € R™ es el vector de estados y A es una matriz de orden n X n que contiene

coeficientes periédicos variantes con el tiempo que cumplen con la siguiente propiedad
A(t) = At +T) para kT <t < (E+1)T (3.2)

donde T es el periodo fundamental y k € Z. Por otro lado, U(t) es un vector de entradas

de orden n x 1 y también exhibe un comportamiento periédico. La matriz A(t) y el vector
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de entradas U(t) se pueden representar de manera generalizada mediante

an(t) alg(t) e aln(t)
A(t) = : ST (3.3)

ap1(t) api(t) -+ apn(t)

U(t)z[ul(t) un(t)]T (3.4)

El analisis que se plantea en este capitulo sélo considera el estado estable periédico del
modelo descrito por (3.1); es decir, cuando el convertidor ha alcanzado su estado estable y

su solucién satisface la siguiente condicion
x(t) =x(t+T) para kT <t < (k+1)T (3.5)

A continuaciéon se plantea la metodologia para obtener una expresion que describa la res-
puesta completa periédica de un convertidor de potencia para entonces poder calcular su

estado estable.

3.3. Respuesta Completa de un Sistema Periédico

Considere el siguiente sistema peridédico de orden n
z(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (3.6)

y por simplicidad considere que el producto de B(t)u(t) = f(t) y que el tiempo inicial es

cero (to = 0). La solucién general del sistema dado en (3.6) se puede escribir como

x(t) = ¢(t,0)xq —I—/gb(t,T)f(T) dr (3.7)
0

De la solucién (3.7), usando las propiedades de la matriz de transicién presentadas en la

seccién 2.2.2 y denotando ¢(t, 0) = ¢(t), podemos descomponer la matriz de transicién que
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aparece dentro de la integral para llegar a lo siguiente

t
z(t) = ¢(t)zo + (1 /¢ Y dr (3.8)
0
Ahora, introduciendo las siguientes expresiones de la descomposicién de Floquet

() = P(t)e"™ (3.9)

oL(t) = e B PL(1) (3.10)

y sustituyéndolas en (3.8), se puede reescribir la solucién como

t

z(t) = P(t)efazy 4+ P(t)elt / e TP~ f(7) dr (3.11)

0
En este punto es importante notar que primer término de (3.11) es la solucién del sistema
homogéneo, también conocida como solucién complementaria z.(t) o no forzada, sujeto a

la condicién inicial z(0) = xg, esto es
zo(t) = P(t)ef g (3.12)

Se puede concluir que esta solucion no forzada del sistema sera periddica si y solo si R = 0.
También podemos ver que si R tiene valores propios con parte real negativa, entonces el

sistema es asintéticamente estable y la solucién no forzada desaparecerd con el tiempo.

El segiindo término de (3.11) representa a la respuesta forzada de la solucién, conocida
también como solucién particular y serd la tinica que prevalezca al transcurrir el tiempo si
el sistema es asintéticamente estable, por esta razén también se conoce como la respuesta

de estado estable del sistema.
t
2,(t) = P(t)cH! / =B p=1(7) [(7) dr (3.13)
0

En este punto, se puede hacer uso de la expansion en series de Fourier para obtener una



40 Capitulo 3: Calculo de Estado Estable

representacion de las matrices periédicas P(t) y P~1(t) a través de las siguientes relaciones

h
P(t)= Y Ppe™ (3.14)
m=—h
h .
Pl(t) = ) Ppettent (3.15)
k=—h
en donde wy es la frecuencia angular fundamental wy = 2%, h es el nimero de armonicos

considerados en la serie, P, y Py, son los coeficientes de la expansion en series de Fourier
de P(t) y P~1(t) respectivamente. Al mismo tiempo, se puede hacer uso del teorema de

Sylvester descrito en [D’Angelo70] y expresar los términos e/ y e~ % de la siguiente forma

et =3 "Mz (3.16)
=1

e =3 "Mz (3.17)
=1

Donde la variable A; representa a los valores propios de la matriz R que proviene de la
descomposicion de Floquet. La matriz Z; corresponde a los covariantes de Frobenius de R

y n es el orden del sistema.

Considerando un caso mds general, en el que el vector de entrada f(t) es periédico pero con
una frecuencia fundamental diferente w; a la del sistema en cuestién, se puede llevar a cabo
la expansion en series de Fourier de esta entrada
h
f&)=> Relt (3.18)
I=—h

y si se sustituye (3.15), (3.17) y (3.18) en la solucién particular (3.13), se llega a lo siguiente

t/n h h
xp(t) = P(t)eRt/ (Z e_AiTZi> (Z Pkejk“°T> (Z Flejl‘“”> dr (3.19)

o \i=1 k=—h I=—h

Agrupando las sumatorias como una sumatoria triple anidada y moviendo la integral dentro
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de las sumatorias, se obtiene

n h h L
zp(t) = P> 3" > | ZieFy / e(TAitThwo il g (3.20)
0

i1=1 k=—hl=—-h

llevando a cabo la integral, se llega a la siguiente expresién

—Xi+jkwo+jlw;)t 1) (3.21)
21

) ]
it = PSS 3 3zt

i=1 k=—hl=—h
es decir

(=Aitgkwo+jlw;)t

Rt Rt
Z; P.F, — P(t K 22
zplt ;kghl_z_:h b l /\ + jkwo + jlw;) (t)e (3.22)

de donde se puede observar que K queda definida como
Z; BTy
KoYy Z (v oo (3.23)
=1 kf—hlf—h

a partir de aqui se pueden reemplazar los términos P(t) y ef* utilizando la serie de Fourier

(3.14) y el teorema de Sylvester (3.16) respectivamente

N t At —Aitgkwotjlw)t Rt
= | D P Z@ 2 Z ZZ PkFl Sy~ PO K

m=—nh i=1 k=—hl=—h
(3.24)

Al hacer uso de las siguientes propiedades de las matrices Z; del teorema de Sylvester

[D’Angelo70]

7 =7,

(3.25)
Z;Z;j =0, para i # j

podemos simplificar la expresién de la solucién particular y obtener
(mwo-l—kwo—l—lwl)

- Y BN S (R AR ) o

mf—h =1 k——h lf—h

Las siguientes observaciones se pueden hacer acerca de la solucién particular obtenida en

(3.26):
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e Si la parte real de todos los valores propios de la matriz R es negativa, entonces el
segundo término en (3.26) tiende a cero conforme ¢ — co. Por otro lado, si la parte

real es negativa, entonces la solucion crece sin limite a medida que t — oc.
e El estado estable general es aperidédico a menos que wy y w; sean multiplos entre si.

e Aun cuando la respuesta completa de estado estable se puede evaluar completamente
de manera analitica utilizando (3.26), esto depende de la disponibilidad de una expre-
sién exacta de la matriz de transicién ¢(¢). En los casos de estudio subsecuentes, esta
matriz se calcula a través de una aproximacién numérica, haciendo que este enfoque

pueda ser considerado como semianalitico.

Tomando en cuenta las observaciones anteriores, la solucién particular dada por (3.26) se
puede expresar de la siguiente manera con la intencién de obtener una expresién simbdlica

para el estado estable de la solucién

h n h h B . ej(mwo—&-kwo—&—lwi)t
= P, Z\ P.F A A 2
xss(t) Z Z Z mAX TR (= Ait+jkwo+7lw;) (3 7)
m=—h i=1 k=—hl=—h

La expresion (3.27) es una ecuaciéon completamente simboélica y algebraica que puede ser
evaluada con un paquete computacional como Mathematica. También es importante notar
que puede ser evaluada en un orden arbitrario, o bien especifico con la intencién de calcular
los coeficientes armoénicos de manera independiente; es decir, llevar a cabo las multiplica-

ciones matriciales involucradas de tal forma que la suma m + k + [ sea igual al arménico de

interés.

3.4. Casos de Estudio

A continuacién se muestra el uso de la relaciéon (3.27) para encontrar el estado
estable en dos convertidores de potencia. El primer caso de estudio corresponde al converti-

dor elevador, conocido también como convertidor tipo Boost. El segundo es un convertidor
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resonante (Single Ended). Estos convertidores se encuentran presentes en muchos disposi-
tivos electrénicos de la actualidad y su andlisis es importante para la industria y para los
disenadores de este tipo de circuitos. Por esta razon se han escogido estas dos configuracio-
nes como ejemplos para ilustrar la metodologia descrita anteriormente, ademas de que al
modelarlos, las ecuaciones que describen al sistema presentan la estructura requerida por el
procedimiento. Los resultados, en ambos casos de estudio, son comparados con simulaciones

por fuerza bruta con la intencién de validar la efectividad de la metodologia.

3.4.1. Convertidor Elevador (Boost)

La Figura 3.1 muestra la configuracién del circuito lineal de un convertidor elevador

[Ang95]. Una de las principales caracteristicas de este tipo de convertidores es la presencia

L i@® D
— Y Y Y\ N

E i) —oM Cc= R []vc(t)

Figura 3.1: Diagrama esquematico de la configuracién de un convertidor elevador tipo Boost.

de dispositivos que funcionan como interruptores, en este caso, el transistor M. La funcién

de conmutacion para este transistor puede ser definida de la siguiente forma
0 para 0 <t <Tp
s(t) = 1 para Tp <t <T (3.28)
s(t—T) paratodot > T

en donde T es el periodo de conmutacién y Tp es el tiempo en el que el transistor esta ce-

rrado. Las ecuaciones que describen la dindmica de este convertidor se pueden escribir en
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forma compacta como sigue

Rs(1—s(t))+Rps(t) s(t

—

A(t) = 5(5 f (3.29)
C " RC
E—s(t)Vf
Ut) = L (3.30)
0

Podemos observar como la funcién de conmutacion s(t) aparece explicitamente como un
coeficiente en las matrices A(t) y U(t), lo cual concuerda con la forma de un sistema descrito
por (3.1). Dentro de la matriz A(t), el coeficiente R representa la resistencia en conduccion
del transistor, Rp se utiliza para definir la resistencia en conduccién del diodo y V} es su
calda de voltaje en conduccién. El vector de estados para el convertidor tipo boost es el

siguiente

x(t) = [ ir(t) wvol(t) ]T (3.31)

en el cual se tienen como elementos a la corriente en el inductor iz (t) y el voltaje en el

capacitor vo(t). En la Tabla 3.1 se dan los parametros del convertidor.

La obtencién de la matriz de transicion para este caso de estudio fue hecha mediante la

Tabla 3.1: Pardmetros de simulacién para el convertidor elevador tipo Boost.

Parametro Valor
Inductancia (L) 0.2 mH
Capacitancia (C) 0.2 mF
Resistencia (R) 12.5 Q

Fuente de Voltaje (E) 16 V

Caida de Voltaje en Diodo (V) | 0.8V
Periodo de Conmutacién (7" 100 ps
Tiempo en alto (Tp) 50 ps
Resistencia del Transistor (Rg) | 0.001Q
Resistencia del Diodo (Rp) 0.001Q
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solucién de forma numérica de la ecuacién diferencial descrita por (2.22). La Figura 3.2
muestra el comportamiento de cada uno de los elementos de la matriz de transicién para el

convertidor Boost a lo largo de un periodo.

é®

10 T T T T T T T T T T T T T T T T T ]
ﬁ :
o8] DT 500 ]
061 ]
=] [ 4
£ 04l i
%D L 4
E L 4
0.2 -
I #(1,2) =3 1
0.0/
f $(2.1) = ]
-0.2 - |
0.0600 — ‘0.0(;002‘ ‘ ‘0.00‘004‘ ‘ ‘0.0(‘)006‘ ‘ ‘0.00‘008‘ — 0.0601
Tiempo [Seg]

Figura 3.2: Evolucién de los elementos de la matriz ¢(t) del convertidor Boost a través de
un periodo T'.

Utilizando la descomposicién de Floquet definida en (3.9), es posible calcular las matrices
Ry P(t). Es necesario obtener la matriz de monodromia ¢(7") para iniciar el procedimiento
y encontrar R. En este caso, al evaluar ¢(T) se tiene
0.968 0.240
T)= (3.32)
0.244 0.930
La matriz dada por (3.32) tiene los siguientes valores propios A\; = 0.949 + 0.24i , Ao =

0.949 — 0.247 y con estos es posible obtener una matriz V' que lleve en sus columnas los
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vectores propios asociados. La matriz V' queda definida entonces de la siguiente manera

0.055 + 0.701z 0.055 — 0.701%
v (3.33)
0.710 0.710
Habiendo obtenido la matriz V', podemos sustituir (3.33) y su inversa en la ecuacién (2.49),
siendo D una matriz cuadrada que lleva el logaritmo natural de los valores propios A1 y Ao
en su diagonal, para obtener In ¢(T")
—0.000706 —0.247531
Ing(T) = (3.34)
0.252469 —0.039793
Entonces, sustituyendo (3.34) en la expresién (2.47), es posible obtener la matriz R para

este convertidor

—7.06 —2475.31
R (3.35)
2524.69 —397.93

Teniendo el valor de la matriz R, se puede encontrar la matriz peridédica P(t) a través
de (2.44). La expresién en el tiempo para la matriz P(t) es larga, asi que para efectos de
mostrar su forma, sélo se incluyen los primeros términos de cada uno de sus elementos,

obteniéndose lo siguiente

Py 1(t) = 0.997424 + 0.0031374 cos(62831.9 ) - 0.000789818 cos(125664 ) - - -

Py o(t) = 0.0624174 - 0.0505419 cos(62831.9 t) - 0.000049954 cos(125664 t) - -

Py 1(t) = - 0.0624159 + 0.0505413 cos(62831.9 £) + 0.0000489003 cos(125664 ) - - -
Py 5(t) = 0.997372 + 0.00318833 cos(62831.9 £) - 0.000789843 cos(125664 )

(3.36)

La evolucion en el tiempo de los elementos de P(t) se muestran en la Figura 3.3, en don-
de podemos observar el comportamiento periédico de todos sus elementos. La Figura 3.4

muestra el comportamiento de la corriente en el inductor L durante un periodo de tiempo
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Figura 3.3: Elementos de la matriz P(¢) del convertidor Boost a través de un periodo 7.

T, calculada a través de la expresién simbdlica para el estado estable definda en (3.27) y

mediante la solucion por fuerza bruta. Cabe mencionar que en la Figura 3.4 sélo se muestra

una ventana de tiempo correspondiente a un periodo fundamental en estado estable, en

donde el transitorio ya desaparecié. El tiempo mostrado en el eje horizontal sélo ilustra

la evolucién de ese periodo en particular; es decir, no corresponde con el tiempo total de

evolucién del sistema. Podemos observar como usando un niimero de arménicos h = 15 para

llevar a cabo el calculo simbdlico, se obtienen resultados acertados en comparacién con la

soluciéon numérica. También es posible observar el efecto del nimero de arménicos conside-

rados en la aproximacion. La Figura 3.5 muestra la comparacién de los resultados obtenidos

al usar h =1y h = 8. Se incluye también la solucién numérica a modo de referencia.

Por ultimo, en la Figura 3.6 se muestra el comportamiento de los dos estados iy, (t) y ve(t)
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7ET T m|
——-— Calculo Simbdlico
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Figura 3.4: Comportamiento de iy (¢) mediante el cdlculo simbdlico de estado estable y por
simulacién por fuerza bruta para el convertidor Boost.
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Figura 3.5: Comparacién basada en el ntimero de armoénicos considerados en el cédlculo
simbdlico del estado estable para i (t).
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a lo largo de un periodo 7', utilizando el cédlculo de estado estable de manera simbdlica y

mediante su solucién numérica. Se puede constatar que las soluciones estan sobrepuestas,

300

20]-

Variables de Estado — Magnitud
O
T

ir(t) =

07\ L L 1 1

Calculo Simbdlico

Fuerza Bruta

T

. . . . . . . | .
0.0000 0.00002 0.00004 0.00006

Tiempo [Seg]

0.00008

0.0001

Figura 3.6: Comportamiento de i1, (t) y vo(t) mediante el cédlculo simbdlico de estado estable
y por simulacién por fuerza bruta para el convertidor Boost.

mostrando una reproduccién exacta de los valores del estado estable mediante el calculo

simbdlico a través de la expresion (3.27).

3.4.2. Convertidor Resonante (Single Ended)

La Figura 3.7 muestra la configuracion del circuito para un convertidor resonante

resonante tipo Single Ended. Del mismo modo que en el caso del convertidor elevador, la

configuracién cuenta con elementos que conmutan con el tiempo, tal es el caso del transistor

M sujeto a la funcién de conmutacién c(t). La funcién de conmutacién estd definida de
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Figura 3.7: Diagrama esquemético de la configuracion de un convertidor resonante tipo
Single Ended.

manera similar que para el caso del convertidor boost y se muestra a continuacion,

0 para 0 <t <Tp
c(t) = 1 para Tp <t <T (3.37)

c(t—T) paratodot > T
en donde de nueva cuenta el periodo de conmutacion estd representado por la letra Ty
el periodo de conduccién por Tp. Las ecuaciones diferenciales que describen la dindamica

de este circuito pueden ser representadas de manera compacta a través de las siguientes

matrices

A(t) = L (3.38)

(3.39)

d
=
I
S

El hecho de que la funcién de conmutacion c(t) esté presente en los elementos de la matriz
A(t), convierte a este sistema en un sistema lineal variante con el tiempo de la forma descrita

por (3.1).

El vector de estados para este convertidor es el mismo que para el convertidor elevador,
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el cual esta definido por la expresion (3.31). Los parametros utilizados en la simulacién se

muestran en la Tabla 3.2.

Tal y como se realizé en el caso de estudio anterior, la obtencién de la matriz de transicién
permite realizar la descomposicién de Floquet, representando el punto de partida en el
procedimiento. El sistema de ecuaciones planteado en (2.22), permite encontrar la matriz
de transicion para este convertidor. En este caso, se utilizé una solucién numérica para
resolver el sistema. La Figura 3.8 muestra el comportamiento de los elementos de la matriz

o(t) a través de un periodo.

De esta forma, con las expresiones dadas por la descomposicién de Floquet (3.9) y (2.47),
podemos calcular R y P(t) para este convertidor resonante. Del mismo modo que en el
caso de estudio anterior, es necesario obtener la matriz de monodromia ¢(7") para iniciar el
procedimiento y encontrar R. En este caso, al evaluar ¢(7') se tiene
0.143 0.024
o(T) = (3.40)
—7.771 0.110
La matriz dada por (3.40) tiene los siguientes valores propios A1 = 0.126 + 0.434i , Ao =

0.126 — 0.4347 y con estos es posible obtener una matriz V' que lleve en sus columnas los

Tabla 3.2: Parametros de simulacién para el convertidor resonante tipo Single Ended.

Parametro Valor
Inductancia (L) 50 uH
Capacitancia (C') 16 nF
Resistencia (R) 5Q

Fuente de Voltaje (E) 100 V
Frecuencia de Conmutacion (fs) | 63 kHz
Ciclo de Trabajo (d) 0.3
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Figura 3.8: Evolucién de los elementos de la matriz ¢(t) del convertidor Single Ended a
través de un periodo T.

vectores propios asociados. La matriz V queda definida de la siguiente manera

v —0.002 — 0.055¢  —0.002 + 0.055¢

(3.41)
0.998 0.998

Teniendo los valores de V', podemos sustituir (3.41) y su inversa en la ecuacién (2.49), siendo

D una matriz cuadrada que lleva el logaritmo natural de los valores propios A\; y A2 en su

diagonal, para obtener In ¢(7")

In 6(T) —0.743734 0.0719411 (3.42)
n = .
—23.033  —0.843567

Al sustituir (3.42) en la expresion (2.47), es posible obtener la matriz R para este convertidor
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resonante. Los elementos de la matriz R son

—46855.3  4532.3
R= (3.43)
—1451130 —53144.7

Los elementos de la matriz P(t) sobre un periodo de conmutacién se ilustran en la Figura

3.9. Se puede apreciar como los cuatro elementos son efectivamente periédicos, como era de

P(1,1) P(1,2)
1o 0.04 ‘ ‘ ‘ ‘ "]
0.5 = 0.02 1
il E
gﬂ 0.0 §0 0.00
= = -0.02F B
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0 0.000015 0 0.000015
Periodo (T) Periodo (T)
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20F ‘ ‘ ‘ ‘ 3 ‘
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10F b
E T ™
E 0 g
£y &% 0.0
s s
—-10F p 0516
=20 g ‘ ‘ ‘ ‘ B ~10L 1
0 0.000015 0 0.000015
Periodo (T) Periodo (T)

Figura 3.9: Elementos de P(t) pare el convertidor resonante a través de un periodo 7'

esperarse. La expresién en el tiempo para la matriz P(t) contiene muchos términos, es por

esto que para ilustrar su forma, sélo se incluyen los primeros en cada uno de sus elementos,
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como se muestra a continuacién

Py 1(t) = 0.216119 + 0.767918 cos(395841 t) - 0.00385673 cos(791681 t)

Py o(t) = - 0.00409993 + 0.0263914 cos(395841 ) - 0.0169893 cos(791681 ¢) »
Py 1(t) = 0.329585 - 10.4324 cos(395841 t) + 7.06197 cos(791681 t) 4
Py o(t) = 0.29312 + 0.640601 cos(395841 t) + 0.0418218 cos(791681 )

La Figura 3.10 muestra el comportamiento de los estados iy (t) y vo(t) en su estado estable,
habiéndose calculado al evaluar la expresién simbélica (3.27) y mediante una aproximacién

numérica por fuerza bruta.

250 : : : : : : : : : : : =

[ —-—--- Calculo Simbdlico
200 |-
H —— Fuerza Bruta

150 -

100 -

Variables de Estado — Magnitud

50l

ud L L L L L L L L L L L L L L L |
0 5. % 10-6 0.00001 0.000015

Tiempo [Seg]

Figura 3.10: Comportamiento de iz (t) y vo(t) mediante el cdlculo simbdlico de estado
estable y por simulacién por fuerza bruta para el convertidor resonante.

La Figura 3.10 sélo se muestra una ventana de tiempo correspondiente a un periodo funda-
mental en estado estable, en donde el transitorio ya desaparecié. El tiempo mostrado en el
eje horizontal sélo ilustra la evolucion de ese periodo en particular; es decir, no corresponde

con el tiempo total de evolucién del sistema. Para llevar a cabo la simulacién del convertidor
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resonante, también se utilizé6 un nimero de armoénicos h = 15. Del mismo modo que para
el caso de estudio del convertidor elevador, las dos soluciones obtenidas estan sobrepuestas,
indicando una reproduccién exacta por parte del calculo simbdlico del estado estable en

comparacién con la obtencion por simulacién numérica.

El efecto que tiene el niimero de arménicos considerados en la aproximacién puede apreciarse
en la Figura 3.11, en donde se muestra la comparacién de los resultados obtenidos al usar

h =4y h =8, también se incluye la solucién numérica a modo de referencia.
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Figura 3.11: Comparaciéon basada en el nimero de armonicos considerados en el cédlculo
simbdlico del estado estable para v (t).

Se puede observar como la descomposicion de Floquet es el ingrediente principal en este
procedimiento, permitiendo obtener expresiones simbdlicas para el calculo de estado estable
en este tipo de convertidores. En este contexto, la teoria de Floquet brinda una amplia gama
de herramientas para mejorar los andlisis de estado estable que, hoy por hoy, son basados
en su gran mayoria en procedimientos numéricos. Un ejemplo de esto es la posibilidad

que brinda la ecuacién (3.27) de calcular de manera separada cada coeficiente arménico,
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evitando asi la obtencién de armonicos no caracteristicos en el sistema deseado.

Es importante mencionar que en este capitulo no se incorpord alguna técnica de control
para los convertidores basada en la teoria de Floquet. Lo anterior se debe en gran medida
a que las ecuaciones diferenciales que describen la dindmica de los convertidores contienen
funciones de conmutacién que se caracterizan por ser poco suaves en su forma; es decir,
tienen cambios abruptos inherentes al accionar del transistor. Aunado a esto, al incluir
la parte correspondiente al control en las ecuaciones del sistema, se ha llegado a obtener
un nuevo sistema con una estructura diferente a la que se necesita para llevar a cabo las
estrategias de control propuestas en los capitulos siguientes, en algunos casos se han obtenido

sistemas diferenciales-algebraicos y bilineales.



Capitulo 4

Control de Sistemas Periodicos

En este capitulo se presenta la problematica de diseno de una estrategia de control
para los sistemas periédicos. En general, se establecen los detalles de un enfoque de control
que utiliza el cdlculo de la matriz de transicién del sistema para después poder aplicar los
conceptos de la descomposicion de Floquet y la transformacion de Floquet-Lyapunov. Al
utilizar la transformacién se obtiene un sistema invariante con el tiempo al cual se le aplica

la metodologia de colocacion de polos para lograr la estabilizacién.

De manera introductoria se plantea formalmente la metodologia que introdujo Subhash
Sinha en [Sinha94], para después ejemplificarla con dos casos de estudio. El primero de
estos casos corresponde al modelo de la ecuaciéon de Mathieu, que sirve como un ejemplo
tedrico y el segundo al modelo que describe la dinamica del rotor principal de un helicoptero
en vuelo frontal. En este segundo caso, la intencién del control es estabilizar el dngulo que

forman la palas del rotor con el plano de giro de las mismas.

57
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4.1. Metodologia de Control para Sistemas Periédicos

Considere el siguiente sistema
(4.1)
En donde el par (A(t), B(t)) es controlable y el par (A(t), C(t)) es observable. Si al sistema
dado por (4.1) se le aplica la transformacién lineal de Floquet-Lyapunov dada por
x(t) = L(t)z(t) (4.2)

donde la matriz L(t) es de periodo 2T y se calcula a través de la descomposicion real
de Floquet (¢(t) = L(t)ef), se obtiene un sistema invariante con el tiempo en su parte

homogénea de la siguiente forma
3(t) = Rz(t) + L1 (t) B(t)u(t) (4.3)

El vector que contiene a los nuevos estados transformados se representa mediante z(t). A
continuacién se muestran los pasos para llegar a este resultado. Derivando la transformacién

dada por (4.2) se tiene

@(t) = L(t)z(t) + L(t)(t) (4.4)
despejando (1)
2(t) = L) |&(t) — L(t)2(¢) (4.5)
Ahora, es posible derivar la expresién de la descomposicién real de Floquet ¢(t) = L(t)eft,
para obtener
d(t) = L(t)e™ + L(t)Relt (4.6)

despejando L(t)
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Utilizando la propiedad de la matriz de transicién dada por ¢(t) = A(t)¢(t) y cancelando

los términos semejantes se llega a la siguiente expresion
Lt) = A@t)¢(t)e ' — L(H)R (4.8)
Por lo tanto, al sustituir (4.8) y @(¢) de la expresion (4.1), en (4.5), se obtiene
2(t) = L7t) [A()z(t) + Bt)u(t) — (A(t)¢(t)e ' — L(t)R) 2(¢)] (4.9)
Reordenando la expresion anterior se llega a lo siguiente
() = LY AM)z(t) + LY ) B)u(t) — L7Ht) At)p(t)e T 2(t) + Rz(t) (4.10)

Por otro lado, es posible despejar z(t) de la transformacién de Floquet-Lyapunov para

encontrar la siguiente expresion
(4.11)

Sustituyendo z(t) en (4.10)
2(t) = LY A@)z(t) + LY () Bt)u(t) — L7t A@t)p(t)e L7 (t)x(t) + Rz(t)  (4.12)

Tomando en cuenta que ¢~ (t) = e L71(t), se puede sustituir en el tercer término de

(4.12) y llegar a
2(t) = LY A@)x(t) + L1 B(t)u(t) — LY ) A o(t)d H(t)x(t) + Rz(t)  (4.13)
Cancelando términos se llega a la siguiente representacién equivalente del sistema original
3(t) = Rz(t) + L1 (t) B(t)u(t) (4.14)

Es posible observar en la expresion anterior que la parte homogénea pasé a estar formada
por la matriz invariante con el tiempo R, lo cual representa una ventaja ya que ahora se
pueden considerar técnicas de control para sistemas de esta naturaleza. A partir de este

punto, se puede plantear el procedimiento para obtener un controlador que estabilice el



60 Capitulo 4: Control de Sistemas Periodicos

sistema definido por (4.1). Estableciendo el siguiente sistema auxiliar

z(t) = Rz(t) + Bo(t) (4.15)

en donde la matriz B es constante y se propone de forma que el par (R, B) sea controlable.
Es posible establecer una ley de control para este sistema auxiliar que tenga la siguiente

forma
v(t) = —KZz(t) (4.16)

El error entre el sistema transformado (4.14) y el sistema auxiliar (4.15) queda definido

como e(t) = z(t) — z(t) y su dindmica se puede describir mediante
é(t) = Rz(t) + L™ (t)B(t)u(t) — (RZ(t) + Bo(t)) (4.17)
Si se sustituye la ley de control auxiliar (4.16) en (4.17), se obtiene
é(t) = Rz(t) + L™ (t)B(t)u(t) — Rz(t) — B(—KZ(t)) (4.18)

o bien

é(t) = Re(t) + LY (t)B(t)u(t) + BKZ(t) (4.19)

Sustituyendo Z(t) en 4.19

é(t) = Re(t) + L™ () B(t)u(t) + BR (2(t) — e(t)) (4.20)

Simplificando se llega a lo siguiente

é(t) = (R— BK)e(t) + L' (t)B(t)u(t) + BK=(t) (4.21)

La matriz K serd calculada para que la matriz (R — BK) sea Hurwitz y por esta razén
los sistemas dados por (4.14) y (4.15) se pueden considerar equivalentes en el sentido de

minimos cuadrados si se cumple la siguiente condicién

L7 (t)B(t)u(t) = —BK2(t) (4.22)
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Lo anterior permite encontrar una relacién para la acciéon de control wu(t)
u(t) = —B*(t)L(t) BK =(t) (4.23)

En donde la matriz B* es la pseudoinversa de la matriz B(t). Al sustituir z(¢) en (4.23), se

llega a la expresién de la ley de control en las coordenadas originales

u(t) = —B*(t)L() BRL ™ (t)z(t) (4.24)

u(t) = —K()a(t) (4.25)

K(t) = B*(t)L(t)BKL™'(t) (4.26)

La expresién (4.24) es la ley de control que estabiliza al sistema original (4.1) mediante una
retroalimentacién de estados. Obsérvese que la matriz de ganancia K(t) dada por (4.26)
es una matriz de perfodo 27'. La matriz de ganancias constante K puede ser calculada a
través del procedimiento de colocacién de polos para sistemas invariantes con el tiempo tal

que (R — BK) sea Hurwitz.

Para obtener la ley de control que estabiliza al sistema dado por (4.1), es necesario calcular la
matriz de transicion, lo cual no es trivial. En este caso, se obtuvo una aproximacién numérica

de ¢(t) mediante la utilizacién de la siguiente propiedad de la matriz de transicién

o(t) = At)p(1), $(0) = I (4.27)

Es decir, se obtiene ¢(t) resolviendo en forma numérica el sistema de ecuaciones dado por
(4.27) con las condiciones iniciales indicadas. Una vez calculada ¢(t), se obtiene la matriz

R mediante (2.64) y L(t) utilizando (2.63).
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4.2. Casos de Estudio

En esta seccién se hace uso de la metodologia planteada mediante su aplicacién a
dos sistemas periddicos. El primero de ellos es conocido como el modelo de la ecuacién de
Mathieu y se utiliza como un ejemplo tedrico del procedimiento de control. El segundo es el
modelo que describe la dindmica en vuelo frontal del rotor principal de un helicéptero. Este
caso de estudio es un ejemplo de mayor relevacia por su posible aplicacién en el campo de

la aerondutica.

4.2.1. Ecuacion de Mathieu

Esta ecuacion aparece recurrentemente en diversos modelos matematicos en la
ingenieria y fue tratada originalmente por Mathieu al estudiar los modos de vibraciéon
en membranas con fronteras de forma eliptica [Mathieu68]. También, esta ecuacién se ha
utilizado para describir el movimiento de un péndulo con pivote oscilatorio simple [Neves06],

entre otras aplicaciones.

Por su importancia histérica se ha utilizado esta ecuaciéon como un caso de estudio. La
ecuaciéon de Mathieu con control puede escribirse en espacio de estados de la siguiente
manera

Z'Ul(t) 0 1 X 0

Zo(t) —a — 2bcos(2nt) —d x9 1

Escogiendo @ = 1, b = 1 y d = 1, podemos observar que el sistema es inestable en lazo
abierto ante una entrada de tipo escaldn, utilizando z;(0) = z2(0) = 1 como condiciones

iniciales, tal y como lo muestra la Figura 4.1.

Utilizando (2.63) y (2.64), se obtienen las matrices Ry L(t). En este caso, el valor calculado
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Figura 4.1: Respuesta del sistema de la ecuacion de Mathieu en lazo abierto ante una entrada
de tipo escalon.

de R es

~1.18 —1.37
R= (4.29)
—0.58 0.18

y los cuatro elementos de la matriz periédica L(t), graficados a lo largo de dos periodos, se

muestran en la Figura 4.2.

Eligiendo la matriz B = [ 0 1 }T, utilizando el método de colocacién de polos para la
matriz (R — BK) mediante la férmula de Ackermann [Ogata98] y ubicéndolos en las po-
siciones (—5,—5), es posible calcular la matriz de ganancias constante K, para después
obtener la ley de control con ganancia variante en el tiempo planteada en (4.26) y utilizarla

para encontrar la respuesta del sistema en lazo cerrado.
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Figura 4.2: Elementos de la matriz L(t), para la ecuacién de Mathieu, a través de dos
periodos T

La matriz de ganancias K calculada es

K = [ ~11.12 9 } (4.30)

Habiendo calculado K es posible obtener la matriz de ganancias K (t) que es variante con
el tiempo y ademads periédica. Los elementos de la matriz K (¢) son funciones en el tiempo
y estos se muestran en las siguientes expresiones, en donde sélo se consideran los primeros

términos con el motivo de ilustrar su forma ya que la expresion completa es demasiado

larga.

Ky, 1(t) = —0.0781833 cos (7t)* — 2.96037 cos(7t) cos(37t) — 6.56213 cos (37t)*

(4.31)
+9.45192 cos(7t) sin(mt) + . ..
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K1, o(t) = 2.28544 cos (mt)? + 5.6255 cos(nt) cos(37t) 4 0.525043 cos (3rt)?

+0.136331 cos(7t) sin(mt) + . ..

(4.32)

El comportamiento de los elementos de la matriz K (¢) dados por (4.31) y (4.32) se puede

observar en la Figura 4.3. En este punto es posible construir la ley de control lineal por retro-
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Figura 4.3: Evolucién en el tiempo de los elementos de la matriz K (t) para la ecuacién de

Mathieu.

alimentacién de estados, u(t) = —K(t)x(t), que estabiliza al sistema original. Graficandola

se obtiene la Figura 4.4.

Con el motivo de corroborar que esta ley de control cumple su objetivo, se calcula la

respuesta en lazo cerrado utilizando x1(0) = z2(0) = 10 como condiciones iniciales. La

evolucién del sistema retroalimentado se presenta en la Figura 4.5, de donde es posible

observar que el sistema se estabiliza a partir de los 6 segundos y que se presentan oscilaciones

en ambos estados antes de que estos lleguen a cero.

El sistema de la ecuacion de Mathieu ha permitido ilustrar el disefio de un controlador que

tiene como particularidad el hecho de que cuenta con una ganancia K (t) que es periédica.
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Figura 4.4: Evolucién en el tiempo de la ley de control u(t) calculada para la ecuacién de
Mathieu.

-20

Respuesta en Lazo Cerrado — Magnitud

=30

(=)
)
IS
=
=3
)

Tiempo [Seg]

Figura 4.5: Evolucion en el tiempo del sistema en lazo cerrado para la ecuacién de Mathieu.
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4.2.2. Control del Angulo en las Palas de un Rotor de Helicéptero

En la aerondutica, el control de vibraciones en los componentes de una aeronave
juega un papel fundamental, particularmente en las aeronaves de ala rotatoria (Helicopteros)

es un problema cotidiano que ocasiona fatiga en los componentes y reparaciones costosas.

Diversos métodos han sido planteados para atenuar estas vibraciones, la mayoria de estos
estan basados en el balanceo adecuado de las palas a través del uso de contrapesos y en el
control de la trayectoria de la punta de la pala sobre un plano de referencia. Ultimamente
se han hecho modificaciones en algunos helicopteros para poder modificar el angulo de las
palas en pleno vuelo, asunto que hasta hace unos anos sélo era posible hacerlo cuando el
helicéptero estaba en tierra. Esto se logra colocando un actuador que va montado en el rotor
principal y que tiene como objetivo modificar el angulo. Al modificar el angulo se puede
disminuir el nivel de vibraciones en el rotor y en el fuselaje de la aeronave [Schulz07]. En

este caso de estudio sélo se aborda el problema del control del angulo de las palas.

Es posible obtener un modelo matematico de la dindmica en vuelo frontal del rotor principal
de un helicéptero en particular, tal como se presenta en [Schulz07] y [Wereley91]. Este mo-
delo puede ser llevado a la forma de un sistema lineal periddico, obteniéndose asi expresiones
para cada una de las palas en el helicoptero. Esto permite la aplicacién de la metodologia
de diseno de controladores periédicos para el control del dngulo en cada una de las palas.

El modelo que describe la dinamica de este sistema es el siguiente

0 1
A(Y) = , . L (4.33)
—{1+%(§MCOS¢+MQSln2w)} —1 (1+ Zpsing)

0
B(¢) = 4.34
W T (1+ p?+ Spsing — p? cos 21) .

En donde 1 = 0.3 y representa a la tasa de avance en el helicoptero, la cual es una constante
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adimensional. Del mismo modo, v = 8 es el nimero de Lock [Johnson80] y representa la
tasa de fuerzas aerodindmicas e inerciales en la pala. En este caso, ¢ = wt, donde w es la
velocidad angular. Estos serdan los valores a utilizar en la simulacién y fueron tomados de los
resultados obtenidos por Schulz en [Schulz07], es en ese mismo trabajo es donde se explica
a detalle la obtenciéon del modelado mateméatico del rotor principal. El vector de estados

para este sistema estd dado por
e)=1pg " (4.35)

El primer estado 3, es la variable a controlar y representa el angulo de la pala con respecto

a la posicion horizontal, tal como se muestra en la Figura 4.6.

Eje de rotacion

Pala

Angulo con respecto
al plano de giro

Figura 4.6: Diagrama de un rotor principal en un helicéptero.

La matriz R calculada para este sistema utilizando la expresién (2.64) es

0.0038  0.954
R= (4.36)

—1.041 —-1.003

y a partir de la matriz R es posible obtener la matriz periédica L(t) usando (2.63). La
Figura 4.7 muestra la evolucién de la matriz L(t) a lo largo de dos periodos T'. Es en esta

figura en la que podemos observar el comportamiento periddico de sus cuatro elementos.
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_ T
De igual forma que en el caso de estudio anterior, se propone la matriz B = [ 0 1 } y

L(1,1) L(1,2)
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Figura 4.7: Elementos de la matriz L(t), para el rotor de un helicéptero, a través de dos
periodos T

con esta es posible calcular la matriz de ganancias K que permitird obtener la matriz de
ganancias variantes con el tiempo K(¢). A continuacién se muestra el resultado obtenido

para la matriz K mediante el procedimiento de colocacién de polos, ubicdndolos en las

posiciones (—5, —5)

K = [ 25.18 9 } (4.37)

Usando la expresion (4.26) se obtiene K (). La Figura 4.8 muestra la evolucién en el tiempo
de los elementos de la ganancia variante con el tiempo. En este caso, las funciones en el

tiempo de los elementos de K (t) tienen la siguiente forma

23.97 + 1.25 cos(2nt) — 0.005 cos (2t)* 4 0.56 sin(27t)
1.09 — 0.09 cos(4nt) + 0.8 sin(27t)
0.02 cos(27t) sin(2nt) + 0.0008 sin (27t)?
1.09 — 0.09 cos(47t) + 0.8 sin(27t)

K1 1(t) =
(4.38)
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Ky o(t) = 8.97 + 0.041cos(2mt) — 0.02cos(27t)? — 0.18sin(2nt)
’ 1.09 — 0.09 cos(47t) + 0.8 sin(27t) (4.39)
—0.01cos(2nt) sin(2nt) — 0.0003sin(27t)? '
1.09 — 0.09 cos(47t) + 0.8 sin(27t)
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Figura 4.8: Evolucién en el tiempo de los elementos de la matriz K (t) para el sistema del

rotor principal del helicéptero.
En la Figura 4.8 se hace evidente el comportamiento periédico de la matriz de ganan-
cias. Esta periodicidad aparece debido a que estd formada de la siguiente manera, K (t) =

B*(t)L(t)BKL~'(t), en donde L(t) y su inversa son a su vez matrices periédicas. Una vez

que se calcula matriz K(t), se obtiene la ley de control variante con el tiempo, u(t)
— K (t)x(t), que estabiliza al sistema original dado por (4.33) y (4.34). El comportamiento
de esta ley de control en el tiempo se muestra en la Figura 4.9. Ahora, esta ley de control

lineal se utiliza para retroalimentar al sistema original y conseguir la estabilizacion.

La respuesta del sistema en lazo cerrado, utilizando como condiciones iniciales 3(0)

B (0) = 10, se observa en la Figura 4.10, en ella se hace claro que el sistema se estabiliza en

alrededor de dos unidades de tiempo.
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Figura 4.9: Comportamiento de la ley de control u(t) para el sistema del rotor principal del
helicoptero.

El estado 8 que representa el angulo de la pala con respecto al plano de giro, presenta un
pequeno sobreimpulso que desaparece rapidamente. En el segundo estado del sistema, B, se

hace evidente un sobreimpulso mucho mayor en comparacién con el primer estado.

4.3. Colocacion de Polos para Sistemas Lineales Variantes

con el Tiempo

El concepto de la colocacién de polos es bien conocido para los sistemas linea-
les invariantes en el tiempo, [Ogata98]. Por otro lado, es posible extender esta técnica a
los sistemas variantes con el tiempo y realizar control sobre sistemas que presentan estas

caracteristicas.
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Respuesta en Lazo Cerrado — Magnitud

Figura 4.10: Respuesta del sistema en lazo cerrado para el sistema del rotor principal del
helicoptero.

Esta metodologia permite encontrar una ganancia variante con el tiempo K (t) que estabiliza
al sistema en cuestién. En seguida se muestra el procedimiento para realizar la colocacién

de polos en sistemas variantes con el tiempo.

Considere el siguiente sistema

(4.40)

asumiendo que el par (A(t), B(t)) es controlable para todo ¢ € [0, T, la colocacién de polos

se logra al introducir la retroalimentacion lineal de estados siguiente
u(t) = =K (t)z(t) + v(t) (4.41)

en donde v(t) es una nueva entrada de referencia y donde K (t) es la matriz de ganancias

variantes en el tiempo a disenar para lograr la colocacién de polos. Al sustituir (4.41) en
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(4.40) obtenemos las ecuaciones del sistema en lazo cerrado
#(t) = [A(t) — B(t)K(t)] =(t) + B(t)v(t) (4.42)

Los valores propios del sistema en lazo cerrado estaran dados por el siguiente polinomio de

coeficientes variantes en el tiempo
det [N\ — (A(t) — B(t)K(t))] = A" + al(t)A"_l + ot a1 (AN +ay, (4.43)

Si es posible elegir los elementos de la matriz K (¢) de manera que los coeficientes dados por

a(t) ,..., an(t) sean constantes y ademads
N ay(ON 4 a1 (DA +a, =0 (4.44)
tenga las raices deseadas (A\1(t) ,..., \y(t)) elegidas en el semiplano complejo izquierdo

para todo t > tg, se habré resuelto el problema de estabilizacién por colocacién de polos.

4.4. Comparacion entre la Colocaciéon de Polos y la Teoria

de Floquet

En este apartado se presenta una comparacién entre la metodologia de control
basada en la teoria de Floquet presentada en este capitulo y la técnica de colocacién de
polos aplicada directamente sobre el sistema original de la seccién anterior; es decir, sin
llevar a cabo ninguna transformacion previa. Esto supone algunas ventajas y desventajas,

las cuales se mencionaran maéas adelante.

Al aplicar esta técnica de colocacion de polos al sistema que describe la dindmica del he-
licéptero descrito por (4.33) y (4.34), usando los mismos polos que en el caso de estudio
anterior (—5, —5), se puede calcular su respuesta en lazo cerrado. En este caso, el polinomio

caracteristico deseado en lazo cerrado es

(A+5)* =X+ 101+ 25 (4.45)
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Utilizando la ecuacion (4.43) se puede establecer la siguiente igualdad
det [\ — (A(t) — B(t)K(t))] = A2 + 10\ + 25 (4.46)

Desarrollando el determinante
A 4 (14 1.09K5 — 0.09K; cos(4rt) 4 0.4 sin(27t) 4 0.8 Ko sin(27t)) A
+(1 + 1.09K; + 0.4 cos(27t) — 0.09K cos(4nt) + 0.8K sin(27t) 4 0.09sin(4rt)) (4.47)
= A2+ 10N +25

Igualando coeficientes se obtiene

1+ 1.09K5 — 0.09K3 cos(4nt) + 0.4sin(27t) + 0.8 K9 sin(27t) = 10 (4.48)
4.48

1+ 1.09K; + 0.4 cos(2nt) — 0.09K7 cos(4nt) + 0.8 K7 sin(27t) + 0.09 sin(4nt) = 25

y resolviendo para K; y K> se llega a las siguientes expresiones

K, — 24 — 0.4 cos(2mt) — 0.09 sir.1(47rt) (4.49)
1.09 — 0.09 cos(4t) + 0.8 sin(27t)

B 9 — 0.4 sin(27t)
~ 1.09 — 0.09 cos(4rt) + 0.8 sin(27t)

(4.50)

A modo de comparacién, la Figura 4.11 muestra la evolucion del estado 8 con respecto
del tiempo calculada a través de ambos procedimientos; es decir, mediante la metodologia
propuesta usando la teoria de Floquet y con la colocacién de polos en el sistema original
no transformado. La Figura 4.12 muestra el mismo concepto pero para el estado B Por
ultimo, la evoluciéon en el tiempo de las leyes de control calculadas en cada procedimiento

se observa en la Figura 4.13.

De las Figuras 4.11 y 4.12 se puede concluir que la diferencia es minima entre los dos
procedimientos, respondiendo los dos estados practicamente de la misma manera. Es sélo
en el estado [3 en el que se alcanza a percibir una ligera diferencia en sobreimpulso. De esta
primera conclusion se desprenden algunas observaciones acerca de la comparacién de los

dos métodos y sus resultados.
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Figura 4.11: Comparacion del estado [ calculado a través de la teoria de Floquet y mediante
Colocacion de Polos.
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Figura 4.12: Comparacién del estado § calculado a través de la teorfa de Floquet y mediante
Colocacion de Polos.
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Figura 4.13: Comparacion de las leyes de control calculadas a través de la teoria de Floquet
y mediante Colocacién de Polos.

Es importante observar que de ser necesario volver a calcular la matriz de ganancias K (t)
en un proceso iterativo, en el caso de la metodologia de colocacién de polos se tendria
que resolver de nuevo el sistema de ecuaciones de manera simultdnea dado por (4.43),

repitiéndose este proceso en cada iteracién de célculo.

Por otro lado, si se tuviera que hacer esto en el caso de la metodologia basada en la teoria de
Floquet, bastarfa con obtener de nuevo la matriz K invariante con el tiempo para después
calcular K (t) a través de la expresion (4.26), la cual representa la realizacién de un producto
matricial. Otra ventaja del enfoque de Floquet-Lyapunov es que al proveer un sistema
transformado invariante en el tiempo, se permite el uso de metodologias basadas en sistemas
lineales invariantes para disenar controladores basados en optimizacién, por ejemplo, el
diseno LQR (Linear Quadratic Regulator) para sistemas periédicos puede ser abordado con

este enfoque como se presenta en el capitulo siguiente.



Capitulo 5

Control ()ptimo de Sistemas

Periodicos

Una vez que se ha revisado la problematica de control en sistemas lineales pe-
riédicos mediante el uso de la teoria de Floquet, se puede dar paso a la bisqueda de un

controlador éptimo mediante el uso de las mismas herramientas.

Haciendo uso del sistema que describe la dinamica del rotor principal de un helicéptero,
presentado en el capitulo anterior, se planteara la metodologia para encontrar un regulador
lineal cuadratico. Usando la descomposicién de Floquet y la transformacién de Floquet-
Lyapunov se puede transformar al sistema periddico en uno invariante con el tiempo y
asi buscar un controlador 6ptimo que cumpla con el requisito de estabilizar el sistema

cumpliendo con algin criterio de desempeno establecido.

7



78 Capitulo 5: Control (jptimo de Sistemas Periodicos

5.1. Control ()ptimo en Sistemas Peridodicos

Como se comentd anteriormente, la transformacién lineal de Floquet-Lyapunov,
definida en (4.2), nos sirve para encontrar un sistema invariante con el tiempo que es
equivalente al sistema periddico al cual se le aplica la transformacion. Esto representa una
ventaja importante en cuanto a que se pueden utilizar técnicas de control para sistemas

invariantes en este sistema transformado y lograr el objetivo de control.

En el capitulo anterior se aplicé la teoria de Floquet para obtener este sistema invariante
y asi poder plantear un sistema auxiliar, al cual se le colocaron los polos en posiciones
determinadas. Ahora, como se busca la obtencién de un controlador éptimo, en lugar de
utilizar la férmula de Ackermann para la colocacién de polos, se plantea en este sistema
auxiliar el problema del regulador cuadratico lineal. Al resolverlo se puede encontrar la
matriz de ganancias K y usar ésta para encontrar K (t) que es parte de la ley de control,

definida por (4.25), que se utiliza para obtener el sistema en lazo cerrado.

Por lo tanto, se partird del hecho de que ya se tiene el sistema resultante de aplicar la
transformacion (4.2). A continuacion se establece la problemadtica del regulador cuadratico

lineal.

Considere la planta

(5.1)
y(t) = C(t)x(t)
sujeta al siguiente indice de desempeno
ty
J=al(t;)F(ty)z(ty) + / [T (H)Q()z(t) + u” () R(t)u(t)] dt (5.2)

donde F, Q y R son matrices de dimensiones adecuadas que cumplen con: F = FT > 0,

Q=Q" >0y R=RT >0, con las condiciones iniciales z(ty) = xg, z(t;) = xy, teniéndose
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como restriccién un tiempo final z(ty) finito. Para encontrar una ley de control éptima
que estabilice al sistema dado por (5.1) minimizando el indice de desempeno establecido en

(5.2), se debe resolver una ecuacién diferencial de Riccati, [Kirk04] [Naidu03], de la forma
P(t) = —AT(t)P(t) — P(t)A(t) — Q(t) + P(t)B(t)R (1) BT (¢)P(t) (5.3)

sujeto a la restriccién de que P(t), que es la solucién de (5.3), es una matriz simétrica y
positiva definida. Esta solucién se debe encontrar considerando la condicién final P(ty) =
F(tg). Conociendo la matriz P(t), es posible encontrar la matriz de ganancias K (t) que

estd constituida por el siguiente producto de matrices
K(t) =R (t)BT(t)P(t) (5.4)
y utilizarla en una retroalimentacién de estados 6ptima
u(t) = K(t)xz*(t) (5.5)

donde (*) se utiliza para definir a la ley de control y a los estados en el valor éptimo. La
ecuacién diferencial de Riccati (5.3) es un problema muy dificil de resolver en general; sin
embargo, en el caso invariante con el tiempo la ecuacién de Riccati se convierte en una

ecuacion algebraica

ATP+PA—-PBR'BTP=Q (5.6)
la cual es mucho mas simple de resolver.
En la siguiente seccién se presentan los resultados de la aplicacién de esta metodologia al

caso de estudio presentado en el capitulo anterior, que consiste en el control del angulo de

las palas en un rotor principal de helicéptero.
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5.2. Caso de Estudio: Control del Angulo en las Palas de un

Rotor de Helicéptero

Al aplicar la transformacién de Floquet-Lyapunov, dada por (4.2), al sistema des-
crito por las expresiones (4.33) y (4.34), se llega a un sistema invariante con el tiempo de

la forma
i(t) = Rz(t) + L™ (#) B(t)u(t) (5.7)

y se establece un sistema auxiliar

z(t) = Rz(t) + Bo(t) (5.8)
para el cual existe una ley de control por retroalimentacién de estados
v(t) = —KZz(t) (5.9)

hasta este momento, se ha repetido el procedimiento descrito en el capitulo 4. A partir de
este punto, se calculard esta ganancia K mediante el planteamiento del regulador cuadratico
lineal, usando las matrices del sistema auxiliar (5.8). La matriz R estd dada por (4.36) y
B es seleccionada de tal modo que el par R, B sea controlable, en este caso se utilizé el

siguiente valor

o
B = (5.10)
1

por lo tanto el sistema auxiliar queda definido como

. 0.0038  0.954 0
(t) = (1) + u(t) (5.11)
—1.041 —1.003 1

Ahora, utilizando los siguientes valores para el indice de desempeno

0.5 0.25
Q= ,R=001,F=0 (5.12)
0.25 0.5
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es posible calcular la solucién de la ecuacién diferencial de Riccati (5.3), obteniendo la

siguiente matriz

0.321 0.061
P = (5.13)
0.061 0.069

con este resultado se calcula la matriz de ganancias K a través de (5.4). El valor de esta

matriz es

K=16.123 6.914] (5.14)

Las matrices L(t) y R, obtenidas en el capitulo 4, se muestran en (4.7) y (4.36) respectiva-

mente y son utilizadas para formar la ganancia K (t) mediante K (t) = B*(t)L(t)BK L™ *(t).

La Figura 5.1 muestra la evolucién en el tiempo de K(t). Del mismo modo, la ganancia

Ganancia K(t) — Magnitud

Figura 5.1: Evolucién en el tiempo de los elementos de la matriz K (t) para el sistema del
rotor principal del helicéptero utilizando una ley de control éptima.

K(t) recién calculada nos sirve para obtener la ley de control por retroalimentacién lineal

de estados mediante u(t) = —K(t)z(t), su comportamiento se ilustra en la Figura 5.2.
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Figura 5.2: Comportamiento de la ley de control 6ptima u(t) para el sistema del rotor
principal del helicéptero.

Por dltimo, la respuesta del sistema en lazo cerrado se puede calcular al resolver el sistema
utilizando la ley de control obtenida. La Figura 5.3 muestra comportamiento en el tiempo

del sistema retroalimentado.

Es posible observar como al aplicar la metodologia de control 6ptimo sobre el sistema
transformado se cumple el objetivo de control. Este objetivo también es alcanzado por las
técnicas propuestas en el capitulo 4, en donde la colocaciéon de polos permite calcular la

ganancia K (t) que utilizada en una retroalimentacién de estados, logra estabilizar al sistema.

Por otro lado, al aplicar un criterio de desempeno como el propuesto en (5.2), se pueden
buscar soluciones 6ptimas que permitan obtener un mejor comportamiento en ciertas va-
riables del sistema; es decir, ademas de cumplir con el objetivo de estabilizar el sistema, se
puede acotar alguna otra caracteristica como la energia o penalizar cierta variable para que

se mantenga por debajo de cierto valor.
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10+

Respuesta en Lazo Cerrado — Magnitud

Figura 5.3: Respuesta del sistema en lazo cerrado con control 6ptimo para el sistema del
rotor principal del helicoptero.

Aunado a esto y como parte medular del procedimiento, esté el proceso de transformacién
del sistema original periédico y variante con el tiempo en uno invariante. Es a este sistema
equivalente al que se le obtiene una ley de control 6ptima que sirve para estabilizar al sistema
original y esto resulta en una tarea hasta cierto punto sencilla ya que la ecuacién diferencial
de Riccati que se plantea en el procedimiento contiene coeficientes que son constantes.
Es cierto que se puede resolver una ecuacién de Riccati con coeficientes variantes en el
tiempo [Varga08|, que equivaldria a aplicar la metodologia de control éptimo directamente
al sistema original (sin pasar por la transformacién de Floquet-Lyapunov), pero es bien
sabido que este puede ser un proceso que involucre una mayor cantidad de operaciones y

por consecuencia méas complejo.

Estas observaciones permiten concluir que la combinacién de la transformacion de Floquet-
Lyapunov con la aplicacién del control 6ptimo son alternativas viables y efectivas entre las

ya conocidas técnicas de control para este tipo de sistemas.






Capitulo 6

Sistemas No Lineales y
Aproximaciones Lineales Variantes

con el Tiempo

En este capitulo se estudia la técnica para reemplazar un sistema no lineal por
una secuencia de sistemas lineales variantes con el tiempo, cuyas soluciones convergen a la

solucién del sistema no lineal original.

Actualmente se cuentan con muchas metodologias para estudiar los sistemas no lineales,
siendo la linealizacion alrededor de un punto de operacién una de las mas utilizadas. La
aplicacién del concepto de solucién mediante iteraciones sucesivas para reproducir el sistema
no lineal, permite obtener una mayor exactitud en comparacién con el método tradicional
de linealizacién por serie de Taylor. A modo de introduccién, se revisan los detalles tedri-
cos de la metodologia, para posteriormente mostrar los resultados obtenidos al aplicar el

procedimiento a dos casos de estudio particulares.

85
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6.1. Introduccién

La técnica de aproximacion por iteraciones sucesivas para sistemas no lineales fue
introducida originalmente por Banks y Tomds-Rodriguez en [Banks10] y ha mostrado ser

una herramienta 1til para el estudio de los sistemas dindmicos no lineales.

Este enfoque permite utilizar muchos de los resultados clasicos en el campo de los sistemas
lineales para analizar sistemas no lineales. Como ya se ha mencionado, existen muchas
vertientes en el estudio de este tipo de sistemas, en donde la linealizacion alrededor de un
punto de operacién sigue siendo una de las méas utilizadas [Mohler91]. Dos de estos enfoques
son: la representacién del sistema mediante la solucién de las series de Lie [Banks92] y sus

métodos algebraicos [Banks01].

Los resultados recopilados en la teoria de sistemas lineales son ya bien conocidos y existe un
gran numero de publicaciones al respecto [Rugh96]. Es cierto también que las matematicas
relacionadas con los sistemas lineales son més simples en comparacién con la teoria de
sistemas no lineales. Por lo tanto resulta bastante atractivo manipular los problemas no

lineales mediante herramientas de sistemas lineales.

6.2. Aproximaciones Lineales Variantes con el Tiempo

La metodologia que se presenta a continuacion es en cierto sentido una adaptacion
de la iteracién de Picard que se utiliza en la teoria general de ecuaciones diferenciales no

lineales. Considere el siguiente sistema no lineal invariante con el tiempo
&= A(z)z, x(0) =g (6.1)

Si el sistema (6.1) tiene un punto de equilibrio en el origen z = 0, su matriz A(z) es

localmente Lipschitz (que es la minima consideracién posible para asumir existencia y uni-
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cidad de las soluciones), entonces el sistema dado por (6.1) puede ser aproximado por una

secuencia de sistemas lineales variantes en el tiempo de la siguiente forma

() = A(20)2M (1), 2M(0) = 20 (6.2)
#P(t) = A1)l (1), 2P(0) = 2o (6.3)
1) = A2 @)z, 21(0) = 2 (6.4)
() = AU @) @), 270) = 20 (6.5)

parai > 1. La funcién inicial z[°) (t) cominmente se utiliza para representar a las condiciones
iniciales x(p, aunque se puede generalizar el procedimiento para utilizar otras funciones

iniciales.

La soluciones de la secuencia {x[Z] (t)} para ¢ > 1, pertenecen a un sistema lineal variante
con el tiempo en particular y pueden ser encontradas numéricamente. Estas, convergen a la

solucién del sistema no lineal original dado por (6.1) considerando que

lim {wm (t)} — z(t) (6.6)

1—00

Es importante mencionar que la primera aproximacion
g0 (t) = A(zo)aM (1), 2M(0) =z (6.7)

es en realidad un sistema lineal invariante con el tiempo ya que se reemplaza el estado
x(t) por la condicién inicial xy y esto produce una matriz constante A(xg). El resto de las
equaciones en el proceso iterativo si cumplen con la forma de un sistema lineal variante

con el tiempo. La prueba de convergencia de las aproximaciones puede ser encontrada en

[Banks10)].
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Aunado a esto, es posible obtener una ley de control lineal por retroalimentaciéon de esta-
dos en cada una de las iteraciones que aproximan al sistema original. Esta ley de control
estabiliza al sistema lineal variante con el tiempo correspondiente a dicha iteracién y tiene

la siguiente forma
ull(t) = — K (#)2l(2) (6.8)

La ley de control calculada en la ultima iteracién logra estabilizar al sistema no lineal origi-
nal. El célculo de la matriz de ganancias K (t) puede llevarse a cabo mediante la colocacién

de polos para sistemas variantes con el tiempo presentada en el capitulo 4.

6.3. Casos de Estudio

A continuacién se muestran los resultados obtenidos al aplicar los conceptos ex-
plicados en las secciones anteriores a dos casos de estudio. El primero de ellos es un sistema
no lineal tedrico que ejemplifica el uso de la metodologia y el segundo es un caso préctico

en el que se utiliza el modelo de un brazo robdtico de dos articulaciones.

6.3.1. Sistema No Lineal Tedrico

El siguiente sistema no lineal tedrico es un buen ejemplo para ilustrar el pro-
cedimiento de aproximaciones sucesivas. El modelo en espacio de estados se muestra a

continuacion

i cos(z1) -1 1 0

i‘Q 1 — COS(CL‘l) o 1

el cual tiene condiciones iniciales en x1(0) = z2(0) = 0.1.

Llevando a cabo la simulacion hasta £y = 3 segundos, se obtiene el comportamiento mos-



6.3. Casos de Estudio 89

trado en la Figura 6.1 para los estados del sistema cuando este es estudiado al aplicarle una

entrada escalén
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Figura 6.1: Respuesta de los estados del sistema, x1 y @2, en lazo abierto ante una entrada
de tipo escaldn.

Es posible obtener una aproximacién al sistema no lineal original mediante una linealiza-
cion alrededor de un punto de operacion del sistema. De esta manera se pueden estudiar
los resultados que se obtienen mediante el proceso iterativo y la linealizacién. El sistema

linealizado por serie de Taylor alrededor del origen se muestra a continuacién

j?l 1 -1 Il 0
= + u(t) (6.10)
To 1 -1 T 1

Al aplicar el proceso iterativo al sistema original (6.9) y obtener la aproximacién al utilizar

3 iteraciones, se obtiene la Figura 6.2 en la que se muestra el comportamiento de los estados

1y 2.
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Figura 6.2: Respuesta de los estados del sistema, x1 y x2, en lazo abierto ante una entrada
de tipo escalon, obtenidos mediante el proceso iterativo.

Sobreponiendo las Figuras 6.1, 6.2 y la respuesta obtenida al resolver el sistema linealizado,
se obtiene la Figura 6.3 en la que se muestra iinicamente el comportamiento del estado x;.

En la Figura 6.4 se observa la evolucién del estado za.

A partir de las Figuras 6.3 y 6.4, es posible ver como la aproximacién iterativa del sistema
no lineal original es mas precisa para el intervalo de tiempo simulado y para ambos estados
del sistema. Se observa como al final de la simulacién, la solucién iterativa muestra un ligero
error debido a que se utilizaron inicamente tres iteraciones. Al incrementar las iteraciones,
la solucién converge completamente a la solucién del sistema no lineal. Para este caso, una

reproduccion exacta se produce al usar ocho iteraciones.

El error que muestra el procedimiento por linealizacién resulta evidente y esto permite
concluir es posible obtener resultados acertados utilizando la aproximacién de sistemas no

lineales mediante una serie de sistemas lineales variantes con el tiempo.
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Figura 6.3: Comparacion del estado x; en lazo abierto, mediante el proceso iterativo y la
linealizacién del sistema original.
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Figura 6.4: Comparacion del estado xo en lazo abierto, mediante el proceso iterativo y la
linealizacién del sistema original.
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Por otro lado, en cada iteracién es posible calcular las ganancias K (t) variantes con el tiempo
que estabilicen a los sistemas calculados en cada iteracién, a través de la metodologia de

colocacion de polos directamente sobre el sistema original.

La Figura 6.5 muestra el resultado de aplicar la ley de control calculada en la tltima iteracién
(octava) al ubicar los polos en las posiciones (—10, —8), en esta figura se aprecia como el
sistema en lazo cerrado se estabiliza. Para este caso, la matriz de ganancias variantes con

el tiempo K (t) queda definida por la siguiente expresién

K(t) = [ —79 — 18 cos(2(t)) — cos?(zl(2)) 18 (6.11)

de la cual se puede apreciar la dependencia de los estados calculados por las aproximaciones

sucesivas hasta la octava iteracion.
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Figura 6.5: Respuesta en lazo cerrado al aplicar la ley de control, u(t) = —K (t)z(t), obtenida
en la octava iteracion.
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6.3.1.1. Estabilizacion Mediante la Teoria de Floquet

Hasta el momento se ha probado la colocacion de polos sobre el sistema lineal
variante en el tiempo directamente. En cada iteracién se encuentra una matriz de ganan-
cias K(t) que estabiliza al sistema de dicha iteracién. En este apartado se muestran los
resultados de calcular la matriz K (t), para cada iteracién, mediante las herramientas de la
teoria de Floquet expuestas anteriormente. La transformacion de Floquet-Lyapunov permi-
te transformar cada uno de los sistemas variantes con el tiempo de la aproximacién, en su
equivalente invariante con el tiempo, para asi intentar la colocacién de polos o el control

optimo sobre el sistema transformado.

Utilizando el mismo procedimiento descrito en el capitulo 4 para el control de sistemas
periodicos, es posible estabilizar al sistema no lineal original. La Figura 6.6 muestra el
resultado de aplicar la ley de control calculada en la dltima iteracion mediante la trans-
formacién de Floquet-Lyapunov, con las mismas posiciones para los polos que en el caso
anterior (—10,—8) y con las mismas condiciones iniciales. En este caso es posible observar
como existe un ligero sobreimpulso en ambos estados y que la estabilizacién ocurre alrededor

de 1.3 segundos.

Por otro lado, también es posible la utilizar el procedimiento planteado en el capitulo 5 para
calcular la ley de control que estabiliza al sistema mediante un regulador cuadratico lineal
y optimizar la respuesta de acuerdo a algun criterio de desempeiio. En este caso, el criterio

utilizado esta dado por (5.2) y las matrices que lo conforman son las siguientes

0.25 0.125
Q= ., R=0.0001, F=0 (6.12)
0.125 0.25

La Figura 6.7 muestra la respuesta en lazo cerrado al obtener la ley de control mediante el
procedimiento de control éptimo. En ella podemos observar como el sobreimpulso es mucho

menor aunque el tiempo de estabilizacién aumenta considerablemente.
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Figura 6.6: Respuesta en lazo cerrado al aplicar la ley de control, u(t) = —K (t)z(t), obtenida
en la octava iteracién mediante la transformacién de Floquet-Lyapunov.
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Figura 6.7: Respuesta en lazo cerrado al aplicar la ley de control, u(t) = —K (t)z(t), obtenida
en la octava iteracion mediante la transformacién de Floquet-Lyapunov y el control 6ptimo.
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6.3.2. Modelo No Lineal de un Brazo Robdético de dos Articulaciones

Las siguientes ecuaciones representan la dinamica de un brazo robdtico de dos

articulaciones [Banks10]

I+ MgLsing: + k(g1 —q2) =0

(6.13)
JGo — k(g1 — q2) = u
en donde los parametros del sistema son
M=5kg, g=981m-s L=05m
(6.14)
I=25kg-m 2 J=15kg-m 2, k=100 N -m™*
Si se utilizan las siguientes variables de estado
Q1 =721, G2 =2, (1 =13, 2 =1Ta (6.15)

es posible escribir el sistema de segundo orden dado por (6.13) en forma de un sistema de

primer orden de la siguiente manera

l"l = I3
.fg = T4
(6.16)
I3 = _T(xl — x9) — sin(z1)
) u
T4 = —j + j(le - x?)

Lo anterior permite escribir en forma matricial el modelo representado por (6.16) como

sigue

ExonEl 0 0 1t o|[xw] [o]
o (¢ 0 0 0 1 || oot 0
2(8) | _ Mot o 20 | | u(t) (6.17)
is(t) o B o S S z3(t) 0

| da(t) | I & —E5 0 0] | @@ | |+ ]
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La ecuacién (6.17) permite plantear el esquema de aproximaciones sucesivas obteniéndose

una serie de sistemas lineales variantes con el tiempo

EXoRE 0 0 1 o] [aley] [o]

i) | _ 0 LI B I I O

o || he e koo | |l || o

il || : ~Soo] [l [ 7]

(6.18)

EonE| 0 o 10| [af@] [o]

i) | 0 0 0 1| a2l o0

Al || —k - MeLsin@ ) kg [i] (¢ 0

x3() I 1 2, 1] T z31(1)
K SONE 5 oo =l |5

La respuesta del sistema original en lazo abierto se muestra en la Figura 6.8, utilizando
como condiciones iniciales x(0) = [ 215 215 0 0 ! y llevando acabo la simulacién en
una ventana de tiempo de 4 segundos. Al utilizar el proceso iterativo, podemos obtener un
serie de sistemas lineales variantes con el tiempo que aproximan al sistema no lineal original
y en cada iteracién calcular una ley de control que estabilice al sistema lineal variante con
el tiempo de dicha iteracion. En este caso 7 iteraciones son suficientes para aproximar al
sistema original de manera exacta en el intervalo de tiempo seleccionado. La Figura 6.9
muestra la respuesta del estado x; del sistema no lineal y de la aproximaciéon obtenida al
utilizar sélo 3 iteraciones, en donde se puede apreciar como la reproduccién es buena en
los primeros segundos y al final de la ventana de tiempo se separa del sistema no lineal.
Al aumentar el nimero de iteraciones, el sistema aproximado converge al sistema no lineal

completamente.

En cada iteracién del proceso se calcula la ley de control dada por la ecuacién (6.8), en
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Figura 6.8: Respuesta de los estados del sistema 1, x2, 3 v =4, en lazo abierto ante una
entrada de tipo escaldn.
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Figura 6.9: Comparacién del estado 1 en lazo abierto, mediante el proceso iterativo (tres
iteraciones) y la respuesta del sistema original.
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donde la matriz K (t) se obtiene mediante la colocacién de polos. Para este caso de estudio
se utilizaron las posiciones (—5,—5,—5, —5), lo cual implica tener el siguiente polinomio

caracteristico
(A +5)* = A1+ 2003 + 15007 + 500\ + 625 (6.19)

Los elementos de la matriz de ganancias variantes con el tiempo K (t) para este caso de

estudio son los siguientes

2
in (" in(z!7
Ky, 1(t) = 123.43 + 5.62 <—40 - 9‘818“1(“:@))> +0.0375 <_40 _ 9818111(5’3@))>

2!7] (t) G 0
sin(z!"]
K1 o(t) =125+ 1.5 (—40 _ W)
sin(z!™]
K1, 5(t) = 18.75 + 0.75 <_40 _ W)

Ky, 4(t) =30
(6.20)

en donde se puede observar la dependencia de cada uno de sus elementos en la informacién
de los estados obtenidos en la séptima iteracién. Es precisamente esta caracteristica la que

hace que la matriz de ganancias K (t) sea variante con el tiempo.

Utilizando la ley de control calculada en la iteraciéon 7 y al aplicarla al sistema no lineal

original de la siguiente manera
#(t) = [A(t) - BOK(0)]a(?) (6.21)

se puede obtener la respuesta del sistema en lazo cerrado.

En la Figura 6.10 se observa como los estados del sistema no lineal convergen a cero como
resultado de la utilizacién de una ley de control obtenida a partir del proceso iterativo y la
Figura 6.11 permite apreciar la evolucion en el tiempo de la ley de control que estabiliza
al sistema no lineal original. Por ultimo, la Figura 6.12 muestra el comportamiento en el

tiempo de los elementos de la matriz de ganancias K (t).
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Figura 6.10: Respuesta en lazo cerrado al aplicar la ley de control, u(t) = —K(t)x(t),
obtenida en la séptima iteracion.
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Figura 6.11: Evolucién en el tiempo de la ley de control, u(t) = —K(t)x(t), utilizada para
estabilizar al sistema no lineal.
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Figura 6.12: Comportamiento de la matriz de ganancias K(t) en el tiempo.

La posiblidad de generar leyes de control lineales con la intencion de lograr el objetivo
de control en un sistema real no lineal resulta bastante atractivo. Este procedimiento es
atacado mediante la colocacién de polos para obtener la ganancia K (t) pero la posibilidad
de obtener la ley de control mediante otra técnica conocida estd presente. También es
importante mencionar que este enfoque presenta resultados alternativos al caso ya bien
conocido de linealizar el sistema no lineal alrededor de un punto de operacion y entonces

intentar la colocacién de polos.



Capitulo 7

Conclusiones

La constante aparicién de los sistemas periddicos y lineales variantes con el tiempo
en los diversos campos de la ingenieria ha impulsado el desarrollo de herramientas que
permitan analizar a este tipo de sistemas de una manera confiable. Lo anterior ha sido
motivado en gran medida debido a que las técnicas cldsicas para sistemas invariantes con

el tiempo no son directamente aplicables a los sistemas periddicos.

El conjunto de herramientas que se revisaron en este documento son precisamente una buena
alternativa a las metodologias ya existentes de andlisis y control de sistemas peridédicos. La
teoria de Floquet juega un papel importante dentro de este conjunto ya que es, sin lugar a
dudas, la base para el planteamiento de las herramientas utilizadas en este trabajo de tesis,

brindando un marco de referencia intuitivo y claro para el estudio de este tipo de sistemas.

101
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7.1. Conclusiones Generales

Como ya se ha mencionado, el modelado matematico de problemas recientes en la
ingenieria a hecho evidente la recurrente aparicion de los sistemas periédicos y variantes con
el tiempo en diversas disciplinas. El desarrollo en los campos de la electrénica de potencia y
la aerondutica ha contribuido a desentranar sistemas variantes con el tiempo. La importancia
que tienen estas dos areas de la ingenieria en la industria y en la economia en general han
motivado a los investigadores a plantear herramientas que permitan abordar de manera

confiable e intuitiva este tipo de sistemas.

Por otro lado, son bien conocidos los resultados existentes dentro de la teoria de sistemas
lineales que aplican directamente a los sistemas invariantes con el tiempo, la literatura que
abarca estos temas es extensa. Contrastando a esta abundante cantidad de literatura para
sistemas invariantes, encontramos que en lo referente a los sistemas variantes con el tiempo
no existe una cantidad equiparable de resultados considerando que es un tema que se ha

estudiado desde hace ya muchos anos.

Lo anterior no implica que no se cuenten con las herramientas matematicas adecuadas para
el modelado y andlisis de estos sistemas. Los resultados obtenidos por Gastén Floquet pro-
porcionan a la teorfa de sistemas lineales un sélido marco de referencia para el tratamiento
de los sistemas periddicos. Dentro de este marco de referencia, los resultados conocidos como
la Descomposicion de Floquet y la Transformacién de Floquet-Lyapunov son los dos pilares
centrales alrededor de los cuales se plantean diversas metodologias de andlisis y control de
sistemas periédicos. En esta tesis se hace un uso importante de las dos herramientas men-
cionadas anteriormente, para encontrar controladores efectivos para los sistemas periddicos

y para calcular su estado estable.

Entrando en el detalle de los resultados obtenidos, en la primera parte de esta tesis fue
posible encontrar, mediante el uso de la Descomposicién de Floquet, una expresiéon que

permite calcular de manera precisa el estado estable de los sistemas periddicos. Los casos de
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estudio seleccionados para ilustrar el procedimiento de cédlculo fueron tomados del drea de la
electrénica de potencia. Los convertidores elevadores (tipo Boost) y resonantes (tipo Single
Ended), son precisamente un caso especial de sistemas que muestran un comportamiento
periédico en su estado estable. En ambos casos fue posible reproducir efectivamente las for-
mas de onda que tienen estos convertidores en estado estable, utilizando como comparacién
la respuesta obtenida mediante un método de simulacién por fuerza bruta. Dicho procedi-
miento resulta ser casi exacto; es decir, se encuentra una expresién analitica para el calculo
de estado estable con la tinica consideracién de que la matriz de transicién (necesaria en el

procedimiento) se calcula mediante una aproximacién numérica.

También se aborda el problema de diseno de controladores para los sistemas peridédicos. En
este caso se hace especial uso de la Transformacién de Floquet-Lyapunov para convertir
al sistema lineal variante con el tiempo en uno invariante y a partir de ese punto comezar
el proceso de diseno de controladores con técnicas ya conocidas como la colocacion de
polos y el control éptimo. La ecuacion de Mathieu y el modelo en vuelo frontal de la
dindmica de un rotor principal de helicéptero, sirvieron como casos de estudio y en ambos
se pudo estabilizar el sistema adecuadamente llevando a cabo la transformacion a un sistema,
invariante y utilizando la colocacién de polos para encontrar las ganancias variantes con el
tiempo que permiten la estabilizacién. Esta metodologia se compard con la colocacién de
polos aplicada directamente al sistema original, encontrandose resultados muy similares
entre los dos procedimientos, pero con la ventaja de que la aplicacién de la colocacion de

polos sobre un sistema invariante resulta ser un poco maés sencilla que en uno variante.

Esta transformacién también permitié explorar el calculo de las ganancias variantes con el
tiempo que estabilizan al sistema mediante el problema de un regulador cuadratico lineal,
utilizar un indice de desempeno que permite optimizar el comportamiento de los estados de
acuerdo a cierto criterio establecido, que en este caso fue la energia del sistema. A través
de este procedimiento se encontraron resultados positivos al lograr la estabilizaciéon de los

estados en el caso de estudio seleccionado.
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Por ultimo, se hace uso de la metodologia de aproximaciones sucesivas para sistemas no
lineales utilizando una serie de sistemas lineales variantes con el tiempo. Este procedimien-
to se utiliz6 para aproximar dos sistemas, el primero de ellos completamente teérico (sin
representacion fisica real) y el segundo describe la dindmica de un brazo robético con dos
articulaciones. En ambos casos fue posible encontrar, mediante un proceso iterativo, una

serie de sistemas lineales que aproximan adecuadamente al sistema no lineal original.

Ademas, como parte de la metodologia, en ambos casos se planteé una ley de control
por retroalimentacion de estados que estabiliza al sistema lineal de cada iteracién, con la
itencién de que al terminar el proceso iterativo, se cuente con una ley de control variante
con el tiempo que estabilice al sistema no lineal original. En ambos casos de estudio se
comprueba que esta ley de control calculada en la tltima iteracion del proceso estabiliza
correctamente a los sistemas correspondientes. Es importante mencionar que esta ley de
control es vigente tinicamente para la ventana de tiempo escogida para la aproximacion del

sistema no lineal.

Los resultados obtenidos en este trabajo de tesis permiten argumentar que el conjunto de
herramientas utilizadas es adecuado para el andlisis y control de los sistemas periddicos y
variantes con el tiempo, estando sustentado fuertemente por la teoria de sistemas lineales,

en particular por la teoria de Floquet.

Si bien es cierto que los resultados de esta tesis son interesantes y que contribuyen a solidi-
ficar aun mas los conceptos de la teoria de sistemas periddicos, es importante decir que se
encontraron algunas dificultades durante la elaboracién del trabajo. Uno de estos contra-
tiempos fue la naturaleza poco suave de las funciones de conmutacién en los convertidores
de potencia, razoén por la cual no se logré aplicar completamente las herramientas para
el disenio de controladores mediante la transformacién de Floquet-Lyapunov. También, al
plantear las ecuaciones correspondientes al control y al incluirlas en el sistema, se obtuvie-
ron sistemas diferencial-algebraicos e incluso bilineales, imposibilitando asi la aplicacién de

las estrategias de control propuestas debido a que el sistema resultante ya no cumple con
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la forma requerida para aplicar el procedimiento.

7.2. Trabajos Futuros

El desarrollo de este trabajo de tesis ha permitido vislumbrar una serie de proyectos
que son candidatos a completarse en un futuro cercano. Hasta el momento se proponen los

siguientes:

1. Llevar a cabo la extensién de la metodologé de célculo de estado estable en converti-
dores de potencia al caso de conduccién discontinua. Esto implica el tratamiento de

modelos DAE (Ecuacién Diferencial-Algebraica).

2. Aplicacion de la metodologia de calculo de estado estable a los demas dispositivos de

electrénica de potencia, en especial a convertidores mas complejos.

3. Extension de la técnica de disefio de controladores de sistemas lineales variantes con el
tiempo al caso de los sistemas bilineales con la intencion de aplicarla a los convertidores

electrénicos de potencia.

4. Aplicién de la técnica de diseno de controladores de sistemas lineales variantes con el
tiempo a sistemas mecénicos mas complejos presentes en los campos de la aeronautica

y robdtica.

5. Incorporar el calculo de la matriz de transicién de forma simbdlica a la metodologia

de control para sistemas variantes con el tiempo.

6. Implementar las técnicas de control expuestas en esta tesis sobre prototipos fisicos de

laboratorio.

7. Aplicacion de la técnica de aproximaciones sucesivas al caso de convertidores electréni-

cos de potencia de interés.
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8. Aplicacién de la técnica de aproximaciones sucesivas a sistemas no lineales presentes
en la aerondutica, en especial a los modelos que describen la dindmica de vuelo de las
aeronaves pensando es su eventual control, ya sea mediante las técnicas expuestas en
este trabajo de tesis o a través de estrategias no convencionales como el control por

modos deslizantes.
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Abstract—In this paper, a methodology based on Floquet
decomposition is presented as an alternative solution to obtain
the steady state values of power converters. The entire
procedureis based on the previous computation of thetransition
matrix or an approximate of it. Floquet theory isused to provide
direct expressions for the steady state solution of systems forced
by periodic functions. The application of this analytical
expression to power converter circuitsis presented through two
simple but practical power electronic components.

l. INTRODUCTION

Dc to dc converters are widely used in regulated switch-
mode dc power supplies and in dc-motor drive applications.
Frequently, the input for these convertersis an unregulated dc-
voltage, which might have small fluctuations. Therefore, the
main purpose of these devices is to convert the input into a
controlled and regulated dc-output at adesired level.

The analysis of power converters is of great interest for
both theory and applications. The inclusion of these circuits to
the electrical network and the extended range of applications
where they can be found nowadays, has created the need of
designing not only better converters, but also to develop
reliable tools and methodologies to understand its behavior in
a better way. One of these tools is the computation of the
steady state.

Over the past two decades, significant efforts and progress
have been made in the area of power converter harmonic
analysis [14] [15]. Well-accepted component models,
simulation methods and analysis procedures have been
established. Nevertheless, it is dtill an interesting area for
many researchers [2], where additional contributions are
possible since the complexity of the agorithms have delayed
its complete adoption by the industry [1]. Neither specialized
software such as ATP nor the well-known P-Spice, include
built-in algorithms for this purpose.

Thisfield of research was pioneered by Xiaand Heydt [3],
[4], using a decoupled positive-sequence circuit. Later,
Densem et a. pointed out that the network must be modeled in
phase coordinates since non-characteristic harmonics cannot

be properly evauated by a positive-sequence circuit [5].
Subsequently proposed multiphase methods can be classified,
in terms of their formulation methodologies, into three
categories:  harmonic domain methods [6], time domain
methods [7], [8], and hybrid methods [9]. Regardless, the
solution domains for al these approaches are numerica
solutions.

In this paper a special treatment of the general solution
equation to linear time variant systems is made to provide
analytical solutions to the harmonic analysis problem. Based
on Flogquet Theory [10], [11], a natural decomposition of the
transition matrix over a period is made as a part of the
procedure, leading to an analytical close-form solution to the
forced system. The prowess of the proposed methodology is
illustrated by the study of two simple power converters and
validated trough time domain simulations.

Il.  POWER CONVERTERS AS PERIODIC SYSTEMS

Normally, power electronic devices are composed of linear
circuits that switch periodically between different circuit
configurations. This switching characteristic yields time
dependent coefficients within the set of equations that describe
system dynamics. In compact form, these equations have the
following form

X(t) = A(t)x(t) +U (t) 1)

where x is the n x 1 state vector and A isan n X n time
varying periodic coefficient matrix that complies with

At)= A(t+T) for0<t<T )

U isan n x 1 input function vector that can exhibit a
periodic behavior.

Matrix A and the input vector U can be written as

(1) a,t) - a,
Ab=| : :

8 3, a0



uo=[ u® - uo |

(4)

In this paper, only the periodic steady state case of model
(1) is considered, that is, when this system has reached its
steady state, the solution satisfies the following condition

X(t) = x(t+T) for 0<t<T ®)

where T is the period.

Power converters are circuits that exhibit periodic behavior
in their steady state and are considered as linear time variant
systems. Two of these converters are used in this document as
case studies.

A.  The Smple Boost Converter

As an example of these periodic linear circuits, we
consider the simple boost converter shown in Fig. 1. [13]

EG>J—|_|—|_—|[__>M c = R[] Ve

Figure 1. Simple boost converter equivalent circuit.

One special characteristic or these types of converters is
the presence of switching devices. In this case, the transistor
M can be described by the following switching function

0 for0<t<T,
s(t) = 1 forT, <t<T (6)
s(t—T) fordlt>T
where T is the switching period and Ty is the on-state of

switch M. The set of system equations can be expressed in
compact form as

_RA-sE)+Rost) _ s(t)

At) = L L (7)
st 1
C RC
E-s(t)V,
U= L (8)
0

The switching function s(t) appears explicitly as a
coefficient in matrices A and U, yielding a system of the form
described by (1). Within matrix A, the term R represents the
switch-on resistance, Ry is the diode-on resistance and V;
stands for the diode forward voltage drop. The state vector for
the smple boost converter is given by

XO= i, v T .

where i is the inductor current and v is the capacitor
voltage.

B. Single Ended Resonant Converter

As another example of this type of circuits, the single
ended resonant converter is presented. It is composed of a
power MOSFET transistor with an external control input c(t),
that is a periodic function of period T. A diode and passive
elements such as an inductor L, a capacitor C and a load
resistor R, are part of the circuit. It is powered by an
independent source E.

The equivalent circuit for a single ended resonant inverter
with the characteristics mentioned above is shown in Fig. 2

R L

c(t)
<i> E C = D :“—
JUL

Figure 2. Single ended resonant converter equivalent circuit.
The control function c(t) can be defined as in (6) as
follows
0 forO<t<T,
c(t) = 1 forT.<t<T
’ (10
c(t—-T) fordlt>T

where T is the switching period and Tj, is the transistor on-
state. The set of system equations can be described by the
following matrices

_R1-c(t
Al = L L (11
1—-c(t) 0
C
E
u=| © 12
0

Again, there is a switching function that depends on time
inside the coefficient matrix A(t). The state vector is the same
asinthe previous example and it is stated in (9)

These two power electronic component are good examples
of converters as periodic systems. The fact of containing
switching functions explicitly in the differential equations that



describe their dynamics, enables them to be considered as
linear time variant and also periodic systems.

I1l.  PERIODIC SYSTEMS RESPONSE TO FORCING FUNCTIONS

One of the principal tools within the procedure is described
in this section. Floquet decomposition is an important subject
in linear time variant systems (LTVS) due to the fact that it
provides complete and exact description of those systems that
exhibit a periodic behavior. Linear time periodic systems are
a particular class of LTVS. One of the main results of the
Floquet theory, named after its founder, is that every linear
time periodic system can be described by a linear, time
invariant equation, making possible that al theoretical
instruments developed for linear time invariant systems can
be readily used in periodic ones. Floquet theory also
established that the transition matrix of alinear time periodic
system can be expressed as the product of two matrices, one
of them being periodic and the other one, an exponential
meatrix. This decomposition makes evident that the transient
and the steady state responses of a periodic system can be
separated. This fact is used in this paper to provide direct
formulas for the steady state.

A. Floquet Decompositon

From Floquet theory, the transition matrix decomposition
can be stated as follows:

If ¢(t) is afundamental matrix of the system described by
(1), then @(t) can be written as the product of two n x n
matrices as described by the following equation

#() = POE" -

where P(t) is a non-singular and periodic matrix with
period T, and R isaconstant matrix.

As a part of the procedure, the inverse transition matrix
needs to be obtained. One of the main advantages of Floquet
decomposition is that the inverse transition matrix can be
computed using the adjoint system, avoiding the use of
traditional methods to achieve matrix inversion.

In this case, the transition matrix can be obtained as
follows

¢l(t) =€ "P(t) (14)

Notice that in order to use (13) and (14), the transition
matrix must be known. This can be done numerically by using
the next property with an identity matrix asinitial condition.

9= 15
20 =AM 19

The calculation stated by (15) is the only numerical part of
the procedure. This condition is the reason why the complete
methodology is in fact considered as a semi-analytical one.
However, there are means for computing this transition matrix
symbolically as explained in[12].

B. Complete Periodic System Response
Consider the n-order periodic system described by

X(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (16)

For simplicity consider B(t)u(t) = f(t) and to = 0. The
general solution for the system represented by (16) can be
written as

X(t) = 9(t, 0%, + [ 9(t,7) f (¢) de (17)
and then it follows that
X(t) = 9(t)%, + (1) [ 97 (2) F (2) d7 (18)

From the Floquet decomposition stated in (13), equation
(18) can be re-written as

X(t) = P(t)e¥ x, + P(t)emje’R‘ Pt f(r)dr  (19)

It is important to notice that the first term P(t)e™x, of
(19), is the solution to the homogenous system when the
initial condition isx(0) = X, .

X, (1) = P()e™x,

From (20) we can say that the unforced solution is
periodic if an only if R = 0. If the eigenvalues of R have
negative real parts, then the system is asymptotically stable.
On the right hand side of (19), the second term represents the
forced part of the solution, also known as particular solution

(20)

X, (t) = P(t)e" j e"P(t)f(r) dr (21)

The matrices P(t) and P™(t) from (21) are periodic,
therefore, can be replaced by expanding them into Fourier
series

h .
P(t)= ), Pe™ (22)
m=—h
h ~ .
P(t)= > Pe* (23)
k==h

where @, is the fundamental frequency and h stands for
the number of harmonics in the series. At the same time, by
using Sylvester’s theorem, €™ and e ™ can be expressed by

et =>e"z, (24)
i=1 '
el = Ze’”?‘zll (25)
i=1

where A are the eigenvalues of matrix R, the matrices
Z, are the corresponding Frobenius covariants of R and n is

the order of the system. Now, let us consider a more general
scenario where the forcing function vector f(t) is periodic but



with a different fundamental frequency @ compared to the

system parameters. This forcing function vector can also be
expanded into Fourier series

h .
fh=> Re
I=—h

Substituting (23), (25) and (26) into the particular solution
described by (21), the followi ng expreﬁsi onis obtained

(27)

(26)

By moving the integral into the summation, the integration
process can be done symbolically

X, (t) = P(t)eRtZ Z Zz F e eriaigr (o)
i=1 k=—hl= 0
Symbolic integration yields
n ( At ket jlo)t 1
X (t) P(te ZZ ZZA KL (A jkagtile) (29)
i=1 k=—hl=
Equation (29) can also be written as
- n h e(—/1+jkwo+jlw)t
x,(t) = P(t)e z;kzhz PR e (30
—P(t)e®K
where K is defined as
hoh Z, PF (31)

z z (- /7.+jkw0+JIa))

By expanding P(t) in Fourier series based on (22) and
using Sylvester’s theorem in €™ according to (24), the solution
isthen

X, (t) =

( h _ mw\( n \ n h h " e( A+ kot jlo)t
LEhPmeJ Ot)LéelltZ/llJ> kZhIZhZ/lPkFI (=4 +jkoy+jlw,)
—P(t)e™K

(32)

Notice that using the following Sylvester's theorem
property, as presented in [10]

Zi = 2,1 (33)
The particular solution ¢ I an be simplified as
hoao ho o gilmegrkegiot
xO=>>> > PZ PR
m=-h i=1 k=—hl=—h ' i o 11 (34)

-P(t)e™K

The following set of observations can be made for the
particular solution stated in (34)

e |f al the real parts of the eigenvalues of R are
negative, then the second term in the right hand side
of (34) goestozeroast — .

e |f the read part of any of the eigenvalues of R is
positive, then the solution increases without bound as
t—oo.

e The genera deady dstate
@, and @ are commensurable.

is aperiodic unless

e Whether the steady state response, or indeed the
complete forced response, can be entirely evaluated in
an analytical way, depends upon the availability of an
analytical form of the transition matrix ¢(t) . In this

paper, transition matrix approximations are achieved
by numerical means. Therefore, the present approach
isindeed semi-analytical.

By taking into account these observations, the particular
solution (34) can be expressed in the following way in order to
yield asymbolic expr on for the steady state solution

j (Mo, tkay+Ho,)t

s e
SOEDIPII: P2 PR ey

m=-h i=1 k=—hl=

(35)

Expression (35) is a completely symbolic and algebraic
equation that can be directly evauated in a mathematica
computational package such as Mathematica. Note also that
(35) can be evaluated in specific order to compute harmonic
coefficients independently. This is, evaluating the matrix
multiplications so that m + k + | equals the harmonic of
interest.

IV. APPLICATIONS

A simple theoretical second order circuit will be used as
an introductory example in order to illustrate the
methodology described in section I11. Then, the application of
the procedure will be shown using the aforementioned power
converters.

A. Second-Order Periodic System
Consider the following state model

X(t){ _01 _1f }x(t)+{ 2 }u(t) (36)

where f; isatime varying parameter given by
f, =1+ Sn(2xt) (37)

and excited by a periodic input, u(t) = Sign(Sin(2zt))

Fig. 3. Shows the evolution in time of the periodic input

u(t)
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Figure 3. Periodic input u(t)

In order to compare the result of the proposed
methodology, a step by step simulation (SBSS) was performed
to obtain the steady state values of system (36). By SBSS we
mean that the solution of the system are integrated
numerically by methods such as Runge-Kutta or Euler.

Fig. 4 shows the evolution of the state variables over one
period using the approach mentioned above compared to the
solution obtained by evaluating (35)
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Figure 4. System variables solution in steady state over one period compared
againgt the results obtained from the methodology proposed in section 111.

Asiit can be observed from Fig. 4, almost no difference is
present between the two procedures.

In this case, the number of harmonics used throughout the
simulation was 15, and as it can be observed from the obtained
results, it is enough to produce highly accurate results.

B. Smple Boost Converter

Consider now the system presented in section |1, described
by (7) and (8). The switching function s(t) described in (6) is
used for the simulation.

The simulation parameters used in this example are shown
inTable 1.

TABLEI

Parameter Values
Inductance (L) 0.2mH
Capacitance (C) 0.2mF
Load Resistance (R) 125Q
Input Voltage (E) 16V
Diode forward drop (Vs) 08V
Switching Period (T) 100 ps
On-State (Tp) 50 us
Switch on-resistance (Rs) 0.001 Q
Diode on-resistance (Rp) 0.001 Q

Fig. 5 shows the comparison between step by step
simulation and symbolic computation of the evolution over
one period of the inductor current i,
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Figure 5. Inductor current comparison between SBSS and symbolic
evaluation.

As a part of the symbolic procedure, the Floquet P Matrix
is computed, here in Fig. 6, the evolution of its four
components over one period is shown.
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Figure 6. Elements(1,1), (1,2), (2,1) and (2,2) of the obtained P Matrix
over one period.



According to the definition of the Floquet decomposition,
matrix P is periodic. It can be seen from Fig. 5, that every
element of the matrix P complies with this statement, as
expected.

The number of harmonics used to simulate the simple
boost converter was 15, same as in the previous example.

Now, a comparison is made between the SBSS and the
symbolic computation of the state variables. Fig. 7 shows the
results obtained by using these two methodologies for the
inductor current i, and de capacitor voltage V..
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Figure 7. State variables comparison between SBSS and symbolic evaluation.

In Fig (7), solutions are overlapped, meaning an exact
reproduction of the steady state values from the symbolic
methodol ogy.

C. Sngle Ended Resonant Converter

Consider the system described by (11) and (12).

The state vector used for this example is stated in (9) and
the switching function c(t) described in (10) is used in order
to perform the simulation.

Table Il shows the parameters used in the simulation.

TABLEII.
Parameter Values
Voltage Source (E) 100 V
Capacitance (C) 16 nF
Load Resistance (R) 5Q
Switching Frequency (fs) 63 kHz
Inductance (L) 50 uH
Duty Cycle (d) 0.3

The evolution of the four elements of the Floquet P matrix
over one fundamental period are shownin Fig. 8.
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Figure 8. Elements (1,1) , (1,2) , (2,1) and (2,2) of the obtained P Matrix
over one period.

Both inductor current i, and capacitor voltage vc are
presented in Fig. 9.
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Figure 9. State variables comparison between SBSS and symbolic evaluation.

Highly accurate results are obtained by using 15
harmonics to eval uate the symbolic steady state expression.

It isimportant to notice that the solutions presented in Fig.
9 are overlapped as in the smple boost converter case. As
expected, very good agreement exists between the results
obtained with formula (35) and numerical integrations.

V. CONCLUSIONS

In this paper, the symbolic and exact computation of the
steady state response in power converters has been
considered. The Floguet Decomposition has been the main
instrument to allow for the derivation of direct formulas to
the steady state. The deep insight that the Floquet Theory
provides, offers many avenues of improving the numerical
computations that are common in steady state analysis. For
instance, one may compute, separately, every harmonic
coefficient and avoid computations for non-characteristics



harmonics. Also, parallel processing of harmonics becomes a
very natural improvement in systems of large scale.

In harmonic analysis, the approximation of nonlinear systems
by periodic onesis a very common approach. In that case the
formulas described in this paper may be used to provide
means for locally exact iterative harmonic analysis. This
work is currently in progress.
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Control de Sistemas Periddicos en el Marco de
Referencia de Floquet

A. Alvarez, Student Member, IEEE, J. Jests Rico, Member, IEEE, y José J. Rincon, Member, IEEE

Resumen—En este documento se presenta el uso de una
técnica de disefio para el control de sistemas lineales con
coeficientes periodicos. La técnica estd basada en la
transformacion del modelo periédico a un modelo invariante en
el tiempo mediante la transformacion de Lyapunov-Floquet, lo
cual permite la aplicaciéon de técnicas control de sistemas
invariantes en el tiempo. La metodologia requiere el calculo de la
matriz de transicion de estados del sistema, lo cual se realiza en el
presente trabajo mediante una aproximacion numeérica. El
procedimiento es ejemplificado a través de tres casos de estudio.

Temas claves— Control de  Sistemas

Transformacion Lyapunov — Floquet.

Periddicos,

. INTRODUCCION

Los sistemas periddicos son recurrentes en diversos
campos de la ingenieria. Los sistemas mecéanicos aportan
varios ejemplos, sobretodo en dispositivos con componentes
rotatorios como los rotores principales y de cola en
helicopteros [4], [10]. Las méaquinas eléctricas rotatorias son
otro gran campo de donde surgen este tipo de modelos [12].
En forma similar, los convertidores electrénicos y su
interaccion con la red eléctrica también pueden ser
representados mediante modelos periddicos [13], [14]. El
control de estos sistemas se vuelve una cuestion de
importancia por su presencia en tan diversas areas de la
ingenieria y es por esto que varias técnicas para el disefio de
controladores adecuados para este tipo de sistemas se han
propuesto en los dltimos afios [1], [2], [13].

En el presente trabajo, la técnica de disefio de
controladores periddicos propuesta en [1] es descrita, adaptada
y aplicada a tres casos de estudio. El procedimiento esta
basado en la teoria de Floquet [3], en donde un cambio de
coordenadas variante en el tiempo denominado transformacion
de Lyapunov - Floquet, es el ingrediente principal para
transformar al sistema en un sistema lineal invariante en el
tiempo.

Como parte del procedimiento, es necesario conocer la
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matriz de transicién del sistema. A diferencia de [1], en donde
se hace uso de una expansion en polinomios de Chebyshev
para obtenerla en forma aproximada, en el presente trabajo se
utiliza una aproximacién numérica que arroja una expresion
adecuada para su manipulacién mediante la teoria de Floquet.

En los dos primeros casos de estudio se aplica la
metodologia a sistemas teoricos con la intencion de ilustrar la
aplicacion del procedimiento, siendo estos el ejemplo de
Vinograd [5] y la ecuacién de Mathieu [6]. El tercero es
dedicado al control del angulo de las en las palas (hélices) del
rotor principal en un helicoptero. En los tres casos es posible
obtener una ley de control por retroalimentacion de estados.

En la siguiente seccidn se plantean las bases de la teoria de
Floquet necesarias para el entendimiento de la metodologia, en
la seccion 1ll se desarrolla el procedimiento de disefio de
controladores periddicos y en la seccion 1V se presentan los
resultados obtenidos para los tres casos de estudio
mencionados. Para finalizar, en la seccion V se exponen las
conclusiones de este trabajo.

Il. TEORIA DE FLOQUET

Antes de aplicar el procedimiento de disefio, es necesario
conocer los resultados principales de la teoria de Floquet.

Considere el siguiente sistema lineal periédico homogéneo:
X(t) = A(t)x(t) )

En donde la matriz A(t) es nxn y cumple con la siguiente
caracteristica de periodicidad

At)= At +T) 2)

Es posible obtener una expresion para la matriz de
transicion de estados @(t) del sistema dado por (1), como el

producto de dos matrices nxn, de la siguiente manera
O(t) = P(t)e” 3)
En donde la matriz P(t) tiene un periodo T vy la matriz

C es una matriz constante, cominmente ambas matrices son
complejas. Si se conoce @(t), la matriz C se puede calcular

mediante la siguiente relacion multivaluada

ISBN: 978-607-95476-3-9



c :%Ind)(l') (4)

También es posible factorizar la matriz de transicion ®(t)
como sigue
@(t) = L(t)e" (5)
De donde

-1
R= o In®(2T) (6)

En donde L(t)es una matriz real de periodo 2T y R es

una matriz real y constante [15]. Las expresiones (3) y (4) son
conocidas como la descomposicion de Floquet y la
expresiones (5) y (6) son conocidas como la descomposicion
real de Floguet.

Ahora, la herramienta que permite obtener un sistema
invariante en el tiempo a partir del sistema dado por (1) es la
transformacion Lyapunov-Floquet, que esta definida por el
cambio a las nuevas coordenadas z(t) dadas por

X(t) = P)z(t) ()

Al usar esta transformacion se puede obtener una nueva
representacion del sistema original (1) como sigue

2(t) = Cz(t) (8)

En forma similar, si se utiliza la matriz L(t) con periodo
2T para lograr la transformacion se tiene

X(t) = L)) (9)

De donde se obtiene el siguiente sistema real e invariante
con el tiempo

Z(t) = Rz(t) (10)

La obtencidn de las matrices P(t) y L(t) no es un asunto

trivial. Para calcular estas matrices es necesario conocer la
matriz de transicion ®(t) para el sistema dado por (1). En este
caso, se obtuvo una aproximacion numérica de ®(t) mediante
la utilizacion de la siguiente propiedad de las matrices de
transicion

D(t) = At)D(t), ©0)=1I (11)
Es decir, se obtiene ®(t) resolviendo en forma numérica el

sistema de ecuaciones dado por (11) con las condiciones
iniciales indicadas. Una vez obtenida ®(t) se obtiene la

matriz R mediante (6) y luego se obtiene la matriz de
transformacion L(t) despejando de (5)

I1l. OBTENCION DE UN CONTROLADOR VARIANTE EN EL
TIEMPO POR COLOCACION DE POLOS

Se considera ahora el sistema lineal periédico con entrada
de control u(t) y salida y(t)
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X(t) = A)X(t) + B)u(t)
y(t) = C(t)x(t)

(12)

En donde el par A(t), B(t) es controlable y el par
A(t), C(t) es observable. Aplicandole a (12) la

transformacion de Lyapunov-Floquet dada por (9), se obtiene

la siguiente expresion
2(t) = Rz(t) + L (t) B(t)u(t) (13)

Donde R es la matriz obtenida por la descomposicion de
Floquet en (5). A continuacion se plantea un sistema auxiliar
de la forma

7(t) = Rz (t) + Bv(t) (14)

En el cual la matriz B es constante de tal forma que el par
de matrices R, B sea controlable. Para el sistema auxiliar
(14), se puede plantear una ley de control como sigue

v(t) =—KzZ(t) (15)

El error entre los sistemas (13) y (14) queda definido como
e(t) = z(t)—Z(t) y la dindmica del error queda descrita por

&(t) = Re(t) + L™ (1) B(t)u(t) - Bv(t) (16)

&(t) = (R- BK)e(t) + L™(t)B(t)u(t) — Bv(t) + BKe(t) (17)

Al sustituir v(t) y e(t) =z(t)—Z(t) en (17) se obtiene

&(t) = (R— BK)e(t) + L™(t)B(t)u(t) + BKz(t) (18)

La matriz R—BK se considera como la matriz de

estabilidad y por esta razon los sistemas (13) y (14) se pueden

considerar equivalentes en el sentido de minimos cuadrados si
se cumple lo siguiente

L™(t)B(t)u(t) = —BKz(t) (19)

Ahora es posible encontrar una relacion para la accién de

control u(t)
u(t) =-B"(t)L(t)BKz(t) (20)

En donde la matriz B'(t) es la pseudoinversa de la matriz
B(t) . Sustituyendo z(t) en (20) obtenemos

u(t) ==B"(t)L(t)BKL ™ (t)x(t) (21)
u(t) = —K (t)x(t) (22)

En donde
K(t) =B (t)L(t)BKL™(t) (23)

La expresion (21) es la ley de control con ganancia variante
en el tiempo para el sistema periddico original. Obsérvese que
la matriz de ganancia K(t) dada por (23) es una matriz de

periodo 2T . La matriz K puede ser calculada por colocacion
de polos para sistemas invariantes en el tiempo.
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IVV. CASOS DE ESTUDIO

La utilizacién de la técnica descrita en la seccion anterior,
se ilustra mediante la aplicacién a tres casos de estudio, uno es
un ejemplo completamente tedrico conocido como el sistema
de Vinograd [5], el segundo caso es el sistema dado por la
ecuacion de Mathieu y el tercero es el control del angulo de
las palas en el rotor principal de un helicoptero.

A. Sistema de Vinograd

Este sistema tiene la forma descrita por (12), en donde
A(t) y B(t) estan definidas como sigue:

—1—9c0s’(6t) +12sin(6t) cos(6t)
—12sin?(6t) + 9sin(6t) cos(6t)

12c0s’(6t) + 9sin(6t) cos(6t)
—1—9sin?(6t) —12sin(6t) cos(6t)

0 } (24)

Este sistema presenta un comportamiento inestable en lazo
abierto como puede observarse de su respuesta al escalon
unitario en la figura 1

Alt) =

B(t) =[

1000]-

—1000]-

Variables de Estado — Magnitud

—2000]-

Tiempo [Seg]

Fig. 1. Evolucion de los estados en lazo abierto

Los cuatro elementos de la matriz periodica L(t) para este

sistema, graficados a lo largo de dos periodos, se muestran en
la siguiente figura

L(1,1) L2

10

AW AW
=RVARVA b BAVARY,

Magnitud
Magnitud

0 2
Periodo (2T) 3 Periodo (2T)
L(2,1) L(2,2)
1.0F 1.0F
05t 05F
3 3
s € 00
%, 0.0 §,
= -05[ —05[
-10FL -104 . . . d
0 2 0 2

Perfodo (2T) 3 Periodo (2T) 3

Fig. 2. Elementos de la matriz L(t) a través de dos periodos T
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La matriz R calculada a través del uso de (6) es la siguiente

R{—lo 6}
6 -1

Podemos observar como esta matriz es constante y real,
como se establecié en (5) al usar la descomposicion de
Floquet sobre 2T . Utilizando el método de colocacion de
polos mediante de la férmula de Ackermann [8] y ubicandolos
en las posiciones (-10, -10), se puede obtener la ley de control
con ganancia variante en el tiempo planteada en (22) y a través
de esta encontrar la respuesta del sistema en lazo cerrado.

(25)

Las siguientes dos figuras muestran la ley de control u(t)
y la respuesta del sistema en lazo cerrado
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Fig. 3. Ley de control u(t) variante en el tiempo
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Fig. 4. Respuesta del sistema en lazo cerrado

En la figura 4 se puede apreciar que el sistema se estabiliza
al aplicar la ley de control disefiada, los dos estados son
llevados a cero partiendo de condiciones iniciales iguales a 1.

La figura 5 muestra la evolucion en el tiempo de los
elementos de la matriz de ganancias K (t) obtenida mediante

(23) para este ejemplo.
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Se puede apreciar en la figura 5 que los elemntos de K (t)

son funciones periddicas de periodo 2T = %t .

B. Ecuacién de Mathieu

Esta ecuacion aparece recurrentemente en diversos modelos
matematicos en la ingenieria y fue tratada originalmente por
E. Mathieu [9] al estudiar los modos de vibracién en
membranas elipticas. También, esta ecuacién se ha utilizado
para describir el movimiento de un péndulo con pivote
oscilatorio simple [6], entre otras aplicaciones. Por su
importancia histérica se ha utilizado esta ecuacién como un

Periodo (2T) Periodo (2T)

Fig. 7. Elementos de la matriz L(t) a través de dos periodos T

Del mismo modo que en el ejemplo anterior, mediante la
formula de Ackermann [8] se reubican los polos en las
posiciones (-5, -5). Se obtiene la ley de control dada por (22).

En la figura 8 se muestra el comportamiento de esta ley de
control y en la figura 9 la respuesta del sistema en lazo cerrado
al aplicar la ley de control calculada, observandose que se
logra la estabilizacion.

caso de estudio. La ecuacién de Mathieu con control puede : ]
escribirse en espacio de estados de la siguiente manera 20¢ 1
o 150; -
X (t) 0 1 5|
).(1 = % + 0 (26) § 100F ]
X,(t) —a—2bcog(2nt) -d X, u I !
‘g 501 ]
o ? A
- k=l
Escogiendo a=1, b=1y d=1, podemos observar que el & of y 7
sistema es inestable en lazo abierto, como se muestra en la } \/
figura 6 s 1
' ] —100;\ . . . | . . . | . . . | . . . | . . . \;
// ‘\ | 0 2 4 6 8 10
- 5 ,—\‘// \\ v' Tiempo [Seg]
2 K \ i Fig. 8. Ley de control u(t) calculada a través de (22)
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Fig. 6. Respuesta del sistema a una entrada escalén en lazo abierto T E
Los cuatro elementos de la matriz periodica L(t) de esta 5 > yE— s m
ecuacion, graficados a lo largo de dos periodos, se muestran Tiempo [Seg]
en la figura 7 Fig. 9. Respuesta del sistema en lazo cerrado
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C. Angulo en las palas de un rotor de helicoptero

En aerondutica, el control de vibraciones en los
componentes de una aeronave juega un papel fundamental,
particularmente en las aeronaves de ala rotatoria
(Helicopteros) es un problema cotidiano que ocasiona fatiga
en los componentes y reparaciones costosas.

Diversos métodos han sido planteados para atenuar estas
vibraciones, la mayoria de estos estan basados en el balanceo
adecuado de las palas a través del uso de contrapesos y en el
control de la trayectoria de la punta de la pala sobre un plano
de referencia. Ultimamente se han hecho modificaciones en
algunos helicopteros para poder modificar el angulo de las
palas en pleno vuelo, asunto que hasta hace unos afios sélo era
posible hacerlo cuando el helicoptero estaba en tierra. Esto se
logra colocando un actuador que va montado en el rotor
principal y que tiene como objetivo modificar el angulo. Al
modificar el &ngulo se puede disminuir el nivel de vibraciones
en el rotor y en el fuselaje de la aeronave [11]. En este
documento, s6lo se atacara el problema del control del &ngulo
de las palas.

Es posible obtener un modelo matematico de la dindmica
en vuelo frontal del rotor principal de un helicoptero en
particular, tal como se presenta en [11] y [16]. Este modelo
puede ser llevado a la forma de un sistema lineal periddico,
obteniéndose asi expresiones para cada una de las palas en el
helicoptero. Esto permite la aplicacion de la metodologia de
disefio de controladores periédicos para el control del angulo
en cada una de las palas. EI modelo que describe la dindmica
de este sistema es el siguiente

0 1

—1+5| = + 2 - 1+=
{ ucosy + u”sn2y usiny

0

By)=| v (27)

5(1+ u? +%usim// —u? 00521//)

En donde 4 =0.3 y representa a la “tasa de avance” en el

helicdptero la cual es una constante adimensional. Del mismo
modo, y =8es el nimero de Lock [10] y representa la tasa de

fuerzas aerodinamicas e inerciales en la pala. En este caso,
v = ot en donde w es la velocidad angular. Estos fueron los

valores utilizados para la simulacién y fueron tomados de los
resultados obtenidos por Schulz en [11], es en ese mismo
trabajo es donde se explica a detalle la obtencion del
modelado matematico del rotor principal.

El vector de estados para el sistema dado por (27) es

x)=[ B BT (28)
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El primer estado S es la variable a controlar y representa

el angulo de la pala con respecto a la posicion horizontal, tal
como se muestra en la siguiente figura

Eje de rotacion

- Pala — .-{_-" e

# e

_.-~""'--""FF;F£ L
B

Angulo con respecto
al plano de giro

Fig. 10. Diagrama simplificado del rotor y el acoplamiento con la pala

El modelo dado por (27) se utiliz6 para la construccion de
un controlador periédico. Los siguientes son los resultados
obtenidos al aplicar el procedimiento de disefio y su eventual
control.

La matriz R calculada para este sistema a través del uso
de (4) y (5) es la siguiente

(29)

R= 0.0038 0.954
-1.041 -1.003

En las figuras 11 y 12 se muestra respectivamente la
respuesta del sistema en lazo cerrado y la ley de control
u(t) que se obtuvieron al aplicar la metodologia de disefio del
controlador periddico para llevar el angulo a la posicion de
cero grados.

Respuesta en lazo Cerrado — Magnitud

Fig.11. Respuesta del sistema en lazo cerrado
Es posible observar como la evolucion de los estado del

sistema tiende a cero al aplicar la ley de control obtenida
mediante (22) para este caso de estudio.
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Fig.12. Ley de control u(t) calculada a través de (22)

Partiendo de condiciones iniciales iguales a 10 en ambos
estados, podemos ver como la ley de control logra una
estabilizacion asintética en lazo cerrado.

V. CONCLUSIONES

En este documento se ha adaptado la metodologia de
disefio de controladores para sistemas lineales periddicos
basada en la transformacion de Lyapunov- Floquet presentada
en [1]. La adaptacion realizada consiste en reemplazar el paso
del célculo de la matriz de transicion del sistema usando un
método numérico de solucién de ecuaciones diferenciales en
lugar de la expansién en polinomios de Chebyshev. Se han
presentado tres casos de estudio en donde se ha corroborado
en simulacion la efectividad del procedimiento. Para todos los
casos de estudio presentados es posible obtener ganancias
variantes con el tiempo con el tiempo que hacen al sistema
asintéticamente estable.
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