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Introduccion.

En la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales, el estudio de ciclos limite
es muy importante ya que estos proporcionan informacién relevante para
la descripcion del retrato fase de una ecuacién diferencial. Sin embargo
hallar los ciclos limite de una ecuacién diferencial puede ser muy complicado.
Prueba de esto es que por més de cien anos la segunda parte del problema
16 de Hilbert [Hi](que enunciaremos en seguida) permanece sin solucién.

Problema 1. Segunda parte del problema 16 de Hilbert.
Hallar la cota superior H(n) para el nimero de ciclos limite de la
ecuacion diferencial:

P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0, (1)

donde P,Q : R> — R son polinomios y n es el mdximo de los grados

de P y Q.

En relacién a este problema los resultados mds importantes conocidos
hasta hoy son:

1. Cada ecuacién diferencial (1) tiene un ndmero finito de ciclos limite
(ver [Ily91] y [Ec]).

2. La cota H(1) es cero (resultado elemental).

3. La cota 3{(2) es finita (ver [DRR]).

Sin embargo adn en el caso mas sencillo no trivial (n = 2) la cota superior
H(n) no se conoce.

Debido al poco éxito en esta direccién, gran parte del trabajo matematico
relacionado con el Problema 1 esta dedicado a encontrar cotas inferiores para
H(n). Para valores pequenios de n se conoce que:

i) H(2) >4 (ver [Shi]),

i) H(3) >12 (ver [YH)), @)
iii) H(5) >24 (ver [LCC])y
iv) H(7) > 57 (ver [KZ])
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Para el caso n = 2 la conjetura es que H(2) = 4 (ver [Gal, pag. 141).

Ahora bien, aunque en un principio el Problema 1 fue planteado sobre el
plano real R?; también es posible considerarlo sobre el plano complejo C2, ya
que un ciclo limite (en R?) de la ecuacién diferencial real (1) induce un ciclo
limite en C2 de la complejificacién de la ecuacién (1), es decir, considerando
P,Q:C? — C (ver [lly02], pag. 340).

En este trabajo no estudiamos en general las ecuaciones del tipo (1), sino
aquellas que estan cerca de sistemas Hamiltonianos, esto es, dados:

e Un polinomio H : C? — C de grado m + 1,
e un parametro complejo pequeno € € (C,0) y
e una 1l-forma diferencial polinomial
w = B(x,y)dx — A(z,y)dy
de grado n = max{grado(A), grado(B)} sobre C?;

se considera la familia de ecuaciones diferenciales holomorfas (parametrizada

por €):
dH — ew = 0. (3)

Esta es una idea clasica (ver [Pon], [Mel]).

A la ecuacién diferencial dH = 0 (la ecuacién diferencial inicial) le lla-
mamos sistema Hamiltoniano y decimos que —ew es una perturbacion del
sistema Hamiltoniano dH = 0. La pregunta general respecto a la familia (3)
es:

;,Cémo cambian las propiedades geométricas y dindmicas de
las soluciones de dH = 0 bajo la perturbacién —ew?

Una primer respuesta es la siguiente: Para e = 0 el retrato fase del sis-
tema Hamiltoniano dH = 0 es bien entendido ya que sus soluciones estan
contenidas en las fibras (curvas algebraicas planas afines) del polinomio H.
Esto implica que dH = 0 no posee ningin ciclo limite. Pero debido a la
perturbacién —ew, algunos ciclos de dH = 0 (clases de homotopia libre [v.]
de lazos 7. contenidos en la fibras H~!(c) de H) pueden generar ciclos limite
de la familia dH — ew = 0.

Este hecho establece una conexion entre la perturbacién de sistemas
Hamiltonianos y la segunda parte del problema 16 de Hilbert. Esta conexién
es muy importante ya que las desigualdades iii) y iv) de (2) se obtuvieron
siguiendo esta idea (en el plano real). De esto se obtiene la siguiente variacién
del Problema 1:
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Problema 2. Versidn infinitesimal fuerte [Ily02]. Hallar la
cota superior H(m,n) € N, dependiendo sélo de m+1 = grado(H)
y n = grado(w), del nimero de ciclos de dH = 0 que bajo la
perturbacion —ew, generan ciclos limite de la familia dH —ew = 0.

La herramienta més utilizada para determinar si un ciclo [v.,] de dH =0
genera un ciclo limite de la familia dH — ew = 0 es la funcién desplazamiento
asociada al ciclo [v.,] v a la familia dH — ew = 0. Su construccién requiere
de los siguientes ingredientes:

e Una parametrizacién v del lazo 7., C H 1(cy) C C2.

e Un disco D C C? transversal a las fibras H1(c) de H en un punto pq
de 7, ¥ que intersecta a cada fibra H~1(c) en a lo mas un punto. Asi
D se parametriza por H~!: H(D) — D, c+— H~'(c) N D.

Para ¢y € C suficientemente pequenio el disco D es transversal a las imagenes
de las soluciones de la ecuacién diferencial dH — egw = 0. Por lo tanto
podemos elegir un disco pequenio D; C C centrado en 0 € C = {¢}, de
tal forma que el polidisco Dy x D C Dy x C? sea trasversal en el punto
(0,p0) € Dy x C? a las soluciones de la familia dH — ew = 0.

Como D esta parametrizado por ¢ — H~'(c) N D, entonces podemos
darle al polidisco Dy x D el sistema de coordenadas {(¢,c)}.

Sabemos que existe un subconjunto abierto U C D tal que la aplicacion
de holonomia asociada a =y (i.e. la aplicacién de primer retorno de Poincaré
en el caso complejo), fy : D1 x U — Dy x D estd bien definida y por la
construccién es holomorfa (ver [CN], pag. 63). Ademds para cada punto
(e,¢) en Dy x U existe una tnica curva (e, c) (que depende sélo de ) que
une el punto (¢, ¢) con el punto f,(e,c) (ver [CN], pag. 66). Notemos que las
curvas (0, ¢) son cerradas, por lo que existe un tunico lazo v, := 7(0,¢) C
H~1(c) que pasa por el punto de interseccién del disco D con la fibra H1(c).

Nosotros definimos la funcién desplazamiento asociada al ciclo [v.,] v a
la familia dH — ew = 0 como la funcién:

LV:D1XU_)(C7 (E,C)H((Hof,y)—H)(E,C),
la cual se puede expresar como:
L (e,¢) = " Li(c) + O(*T1),  con k > 1. (4)

(Ver Seccién 1.2 para una descripciéon més amplia).

El criterio de Poincaré-Pontryagin dice que el ciclo [y,,] genera un ciclo
limite de la familia dH — ew = 0 si y sélo si ¢y es un cero aislado de la
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funcién L (c) (ver Teorema 1.1). Ademds, si k = 1 entonces la férmula de
Poincaré-Pontryagin nos dice que la funcién L;(c) esta dada por la integral
Abeliana:
Li(c):HU) — C
¢ = Jpg@
donde [7.] es la clase de homologia del lazo . € H~!(c) (ver Lema 1.1).

Por lo tanto, si logramos mostrar que la funcién L;(¢) no es idénticamente
nula y podemos acotar su nimero de ceros aislados entonces habremos aco-
tado el ntmero de ciclos de dH = 0 en U que generan ciclos limite de la
familia.

En resumen, el criterio y formula de Poincaré-Pontryagin dan la cone-
xién entre el problema de encontrar ciclos de dH = 0 que generan ciclos
limite de la familia dH — ew = 0 y el problema de encontrar ceros aislados
de la integral Abeliana de w sobre los ciclos de dH = 0. Asi se obtiene otra
variacion del Problema 1:

Problema 3. Versién infinitesimal débil [Ar]. Hallar la cota
superior Z(m,n) € N, dependiendo solo de m + 1 = grado(H)
y n = grado(w), del nimero de ceros aislados no triviales de la
integral Abeliana:

I(c):A — C

e = foge

donde A C C = imagen(H) es un subconjunto simplemente conexo
y {7c} es una familia continua de lazos respecto al pardmetro ¢ €
A, tal que la clase de homologia [y.] de cada lazo 7y, es no trivial en
Hi(H=Y(c),7Z) el primer grupo de homologia de la fibra H='(c).

Decimos que ¢ € A es un cero trivial de I(c) si la fibra H~!(c) es simplemente
conexa.

Para el Problema 3 el resultado méas importante conocido es:

e Z(m,n) < an, donde a es una constante que depende sélo del grado
de H (ver Teorema 6.26, pag. 177 en [Zo]).

La solucién del Problema 3 proporciona informacion local para hallar la
solucién al Problema 2, sin embargo para su solucién completa es 1til consi-
derar la integral Abeliana I(c) de forma global, esto es, I(c) : C — C, pero
existe un ingrediente que impone dificultades importantes para el estudio
global de I(c): la monodromia de H, pues esto implica que en general la
integral Abeliana I(c) sea multivaluada (ver Seccién 2.1).
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Asi que el caso no trivial mas tratable, para el Problema 3, es cuando el
primer grupo de homologia de la fibra genérica de H tiene sélo un generador,
es decir, cuando la fibra genérica de H es una curva algebraica irreducible y
biholomorfa a C* := C—{0}. A los polinomios con esta propiedad se les llama
primitivos de tipo C* y su clasificacién algebraica (i.e. salvo automorfismos
algebraicos de C? y C) segtin [MS] y [Sa] esta dada por la familia:

B | kol €N, (rk) =1, deg(P(x)) <
5= {xk (xly a P(a:)) P(0) # 0y sil =0 entonces P(x) =0 } ’

Nosotros usamos la familia 8§ y probamos el siguiente:

Teorema 2.2. Sea H un polinomio de grado m + 1 > 3 en la familia 8. Si
w es una 1-forma polinomial de grado n entonces la integral Abeliana:

I(c):C — C

¢ = f["fc] w

es una funcion polinomial. Ademds la cota superior para el nimero de ceros
aislados no triviales de 1(c) es

Z(m.n) = [n—i—l]’

m+1
donde |-] denota la parte entera.

Para el caso m+1 = 2 no sélo consideramos H de tipo C* sino cualquier
polinomio H de grado m 4+ 1 = 2 y probamos el siguiente resultado:

Teorema 3.1. Sea H : C2 — C un polinomio de grado 2 y w una 1-forma
diferencial polinomial de grado n, entonces la integral Abeliana:

I(c):C — C

¢~ Jpgv

es una funcion polinomial. Ademds la cota superior para el nimero de ceros
aislados no triviales de I(c) es:

Z(1,n) = [”;1} .

El siguiente grado de dificultad en el Problema 3 es cuando el polinomio
H tiene monodromia global trivial y el primer grupo de la homologia de la
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fibra genérica tiene al menos dos generadores. La clasificacién algebraica de
estos polinomios, segin [NN1] y [NN2], esta dada en tres familias:

r—1
81 1= {y 13 —2)" = hi) | r = 3},
=1

r—1
8y = {xplsp [1B -89 |r> 2} :

=1

r—1
83 := {Qj‘hsq + gP1gP H(ﬂl _ J:QISQ)GI ‘?" > 2} ,

=1

donde a; € N— {0}, 5, € C— {0} con (3 # [y sil # I', h(x) un polinomio
de grado < Y72 a;, 0 < p1 < p, 0 < g1 < ¢ tal que (pg1 — qp1) = +£1 y
§:=a%y — P(z) con k > 1y P(x) es un polinomio de grado < k.

Nosotros usamos estas tres familias para obtener el siguiente:

Teorema 4.3. Sea H : C?> — C un polinomio con monodromia global trivial
y sea w una I-forma diferencial polinomial de grado n. Entonces:

a) La integral Abeliana:
I.(c):C — C
© fhg [

donde I es un elemento no nulo de Hy(L.,7Z), es una funcién polino-
maal

b) St H € 8; U 82 U 83 entonces el grado d(n) del polinomio I(c) se
comporta de la siguiente forma:

1. Si H € 81, entonces d(n) < n.
2. Si H € 8, entonces d(n) = q(kn — 1) + qin.
3. Si H € 83, entonces

r—1 r—1
d(n) < (kn—1) (q (Z a; — 1) —|—p> +n <q1 (Z a; — 1> —|—p1>
=1 =1

sir>3or=2ya; >1;y
d(n) < max{p(kn — 1) +np1,q(kn — 1) + nq1 },

sir=2vya; = 1.
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El grado d(n) es una cota superior para el nimero de ceros aislados de la
integral Abeliana I(c).

Ahora, si la funcién Lq(c) es idénticamente cero, entonces de acuerdo a
la ecuacién (4), es necesario conocer la funcién Lo (c) para calcular el nimero
de ciclos de dH = 0 que generan ciclos limite de la familia dH — ew = 0; si
Ls(c) también es idénticamente cero entonces necesitamos conocer Lg(c) y
asi sucesivamente hasta encontrar la primer funcién Li(c) no idénticamente
nula o bien mostrar que todas las funciones L (c) son nulas, lo que implica
que L, (¢, c¢) es idénticamente cero y por lo tanto ningtin ciclo de dH = 0 en
U genera ciclo limite.

Sabemos que en general Li(c), con k > 1 no esta dada por una integral
Abeliana, esto es, por la integral de una 1-forma racional sobre ciclos de
dH = 0, ver [Ga05] pag. 664. Esto impone dificultades importantes para
hallar la solucién al Problema 2. Sin embargo existen ejemplos para los
cuales las funciones L(c) siempre estan dadas por integrales Abelianas (
por ejemplo cualquier polinomio primitivo H de grado 2 de tipo C*, ver
Seccién 3.1, Corolario 3.4 y también [Ga05] pag. 681).

En particular el polinomio H = %(mQ + 9?) tiene la propiedad de que
Li(c) siempre es una integral Abeliana. Iliev usa ésto para dar una cota
superior del nimero de ceros aislados de la funcién Li(c) en términos de

k y n = grado(w), tal cota es [@] (ver [Ili]). Del articulo de Gavrilov
[Ga01] se sigue que H(1,2) = 2, sin embargo para n > 2 la cota H(1,n) es
ain deconocida.

Nosotros estudiamos el Problema 2 cuando H = %(mQ +1?) y wesdela
forma w = g(x)dx — f(x)dy, obteniendo el siguiente resultado:

Teorema 3.2. Sea H = (22+3?)/2: C?> — C yw es una 1-forma diferencial
polinomial de grado n de la forma: w = g(x)dx — f(x)dy entonces

H(1,n) = 2 [g} _1

La demostracion se basa en lo siguiente:

e Si Li(c) no es idénticamente cero entonces [251] es la cota para el

nimero de ciclos de dH = 0 que generan ciclos limite de la familia
dH — ew = 0. Ademaés [”T_l] <2 [%] - 1.

e Si Li(c) es idénticamente cero entonces se calcula explicitamente la
funcién Ls(c) obteniendo que 2 [%] — 1 es la cota superior para el
numero de sus ceros aislados y por lo tanto es la cota superior para el
numero de ciclos de dH = 0 que generan ciclos limite.
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e Si Li(c) y Lo(c) son idénticamente cero entonces se demuestra que
todas las funciones Lg(c) son idénticamente cero, por lo que ningin
ciclo de dH = 0 genera ciclo limite de la familia.

Notemos que dH — ew = 0 se puede escribir como el sistema:

{fb =y +ef(x)
Yy =-—z+eg(z),

el cual es un sistema de tipo Liénard polinomial (en forma infinitesimal). El
estudio de los ciclos limite de sistemas de tipo Liénard polinomiales fue pro-
puesto por M. W. Hirsch y S. Smale (ver [HS] pag. 226 y [Sm] pag. 284). A.
Lins, W. de Melo y C. C. Pugh en [LMP] construyeron ejemplos de sistemas
Liénard polinomiales de grado 2k +1 y 2k + 2 que tiene exactamente k ciclos
limite. Nuestro resultado permite construir sistemas Liénard polinomiales
de grado n con exactamente 2 [%] — 1 ciclos limite.

Para finalizar, se bosqueja de forma breve el desarrollo del trabajo.
En el Capitulo 1 describimos:

e Los ciclos de un sistema Hamiltoniano (real o complejo) dH = 0y los
fenémenos que pueden aparecer bajo la perturbacion —ew.

e La funcién desplazamiento asociada a la familia dH — ew = 0 y las
herramientas necesarias para determinar cuando un ciclo de dH = 0
genera un ciclo limite de la familia.

e Las 1-formas diferenciales polinomiales w que son significativas para el
Problema 2.

En el Capitulo 2 realizamos:
e Una descripcion del estudio de integrales Abelianas.

e El estudio de integrales Abelianas para polinomios H de tipo C* de
grado > 3. La demostraciéon del Teorema 2.1 y algunas observaciones
sobre el ntimero de ciclos de dH = 0 que generan ciclos limite.

e Una descripcién de la curva de Ilyashenko asociada a la familia dH —
ew = 0 y sus propiedades para polinomios H de tipo C*.

El Capitulo 3 contiene:

e El estudio de integrales Abelianas para polinomios H de grado 2 y la
prueba del Teorema 3.1.
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e Un estudio detallado de los sistemas de tipo Liénard (en su forma
infinitesimal). Logrando con esto la prueba del Teorema 3.2.

e La forma de la curva de Ilyashenko asociada a la familia dH — ew =0
para polinomios H de grado 2 y de tipo C*.

En el Capitulo 4 resolvemos el Problema 2 para polinomios con mono-
dromia global trivial. La solucién sigue el siguiente camino:

e Se da la clasificacién algebraica de polinomios con monodromia global
trivial en tres familias.

e Para cada una de las tres familias se resuelve el Problema 2, culmi-
nando con la demostracién del Teorema 4.3.






Capitulo 1

Ciclos limite en el plano.

1.1 Descripcion geométrica real y compleja.

Usaremos K indistintamente para referirnos al campo de los ntimeros reales
R y al campo de los nimeros complejos C. Sean (z,y) las coordenadas de
K2

Consideremos H : K? — K un polinomio, se define el sistema Hamilto-
niano asociado a H como la ecuacién diferencial:

dH = Hydx + Hydy = 0,
donde H, := %—g y Hy = %—5.

Las soluciones del sistema Hamiltoniano dH = 0 estan contenidas en las
fibras (curvas algebraicas planas afines) de H las cuales denotamos por:

Leo:={(z,y) e K*|H(z,y) — c=0} C K%

Observacién 1.1. Si H : C? — C es un polinomio primitivo (i.e. con fibra
genérica irreducible, ver Seccién 2.1 para mds detalles), de grado m + 1 > 2
entonces su fibra genérica L. es biholomorfa a una superficie de Riemann
compacta de género g > 0, menos k > 1 puntos (los puntos al infinito de H)
y se dice que H es de tipo (g,k). Adn cuando se puede calcular k y g en
términos de m + 1, usando el teorema de Bezout y la férmula de Riemann-
Hurwitz respectivamente (ver [Gr] pags. 87 y 92) por simplicidad no lo
discribimos.

Denotamos por Sing(H) el conjunto de puntos singulares de H, es decir,

Sing(H) := {(z,y) € K*| Hy(2,y) = Hy(w,y) = 0}.

El conjunto de fibras de H define una foliacién unidimensional Fp (real
o compleja segtin sea K) sobre K2 — Sing(H).

1
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Por otra parte, si I’ es una hoja de una foliacién unidimensional real 6
compleja F, decimos que:

e Un ciclo en el caso real, es una curva real v C F homeomorfa al circulo
St (de hecho v = F), y

e Un ciclo en el caso complejo, es la clase de homotopia libre de una
curva real ¥ C F homeomorfa al circulo S! y no homotépica a un
punto sobre la hoja F'.

Para la foliacién ¥ denotaremos a los ciclos por:
e 7. C L. — Sing(H) en el caso real (K =R), ver Figura 1.1.
e [v] (7e C Le— Sing(H)) en el caso complejo (K = C), ver Figura 1.2.

Diremos que estos ciclos son ciclos del sitema Hamiltoniano dH = 0.

Figura 1.1: Caso K=R. En a) 7. es un ciclo. En b) 7, no
es un ciclo ya que Zy es punto singular de H.

Lo puntos al infinito de /¢

Figura 1.2: Caso K = C. En a) [y}] y [?] son ciclos. En
b) [v3] ¥ [¥4] no son ciclos, ya que 42 contiene a Zy que es
punto singular de H y 72 es homotépica a un punto.

Observacion 1.2. Es facil mostrar que un ciclo real da lugar a un ciclo
complejo (ver [Ily02], pdg. 340).
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Ahora consideramos el conjunto
Q, = {w = Bdx — Ady}

de las 1-formas diferenciales polinomiales sobre K? de grado a lo més n, es
decir, el grado de los polinomios A y B es a lo mas n. Este conjunto es un
espacio vectorial sobre K de dimensién (n + 1)(n + 2).

Sea € un parametro en K.

El conjunto V,, de todas las ecuaciones diferenciales polinomiales sobre
K2 de grado a lo mds n es un espacio vectorial sobre K de dimensién finita.
De hecho

Vo ={w=0|weQ,}.

En este sentido la familia dH — ew = 0 es una recta (parametrizada por ¢)
de ecuaciones diferenciales polinomiales:

L(e) = {dH — ew = 0},
en el espacio vectorial Vi, axcn,m}, donde m+1 = grado(H) (ver figura 1.3).

Ecuaciones diferenciales polinomiales

Sstemas Hamiltonianos

[(€) -linea de perturbacic

Figura 1.3: El espacio de ecuaciones diferenciales polinomiales.

Asi, al mover el parametro e, el sistema inicial dH = 0, sufre el efecto de
la perturbacién —ew, por ello para cada € # 0 nos referimos a:

o dH — ew = 0 como el sistema perturbado, y a
e w como la direccién de la perturbacion.

Consideramos dos direcciones cualitativamente distintas para w:

a) Direcciéon Hamiltoniana: cuando w = d@, con @ un polinomio. Bajo
esta condicion el retrato fase del sistema perturbado dH — ew = 0, es bien
entendido, ya que sus soluciones son las fibras del polinomio H — €@.
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b) Direccién no Hamiltoniana: cuando w # d@. Si esto se tiene, la per-
turbacion —ew puede actuar sobre los ciclos de dH = 0 de dos maneras
posibles:

1. No rompe ningun ciclo, ver Ejemplo 1.1.

2. Rompe algunos ciclos (quizd todos), ver Ejemplos 1.2 y 1.3.

Ejemplo 1.1. Siw = gdH, donde g es un polinomio no constante, entonces
para todo valor de e, el sistema perturbado dH — ew = (1 — eq)dH = 0 tiene
sus soluciones contenidas en las fibras del polinomio H.

Ejemplo 1.2. Sea K =Ry H(z,y) = (2> +v?)/2 y w = ydz — xdy. Todos
los ciclos de dH = 0 (circulos concentricos en el origen) se rompen bajo la
perturbacién —ew, ver Figura 1.4 a).

Ejemplo 1.3. Ahora consideramos H(x,y) y w; como en el Ejemplo 1.2.
Si wy = (1 — (2% + y?))wi, entonces todos los ciclos de dH = 0 se rompen
bajo la perturbacién —ews excepto el ciclo 1, ver Figura 1.4 b). También
describimos en la Figura 1.5 la situacion en el caso K = C.

€=0 €>0

a)

Figura 1.4: a) Todos los ciclos se rompen bajo la pertur-
bacién. b) A excepcién de 1 todos los ciclos se rompen.

Obviamente, el caso interesante es cuando w # dQ y w # qdH, ya que
cada ciclo de dH = 0 que no se rompe, como en ii), genera un ciclo limite
de la familia dH — ew = 0 (en la seccién 1.2 daremos la definicién precisa).

La pregunta basica es:

(Cémo hallar los ciclos de dH = 0 que bajo la perturbacién
—eéw generan un ciclo limite de la familia dH — ew = 07

La respuesta es: estudiando la funcién desplazamiento asociada a la fa-
milia dH — ew = 0, la cual estudiaremos en la siguiente seccién.
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Figura 1.5: Caso complejo: los ciclos [y}] [y3] se rompen
bajo la perturbacién y el ciclo [y2] no se rompe.

1.2 Ciclos limite en el plano complejo.

En adelante consideraremos K = C a menos que se indique lo contrario.

La familia dH — ew = 0 es equivalente al sistema de tres ecuaciones
diferenciales holomorfas acopladas en C? = {(e,z,y)}:

de

— =0
dt ’

W H teA teC. (1.1)
di
dy

\ = —H,+¢eB

Definimos el conjunto de singularidades del sistema (1.1) como:

Sing(H,w) := {P € C*| (H, + €A)(P) = (—H, + ¢B)(P) = 0}.

Las imégenes de las soluciones de sistema (1.1) definen una foliacién
unidimensional compleja Fpr ., sobre C? — Sing(H,w). Denotamos por Flep
la hoja de Fp,, que pasa por el punto (¢,p) € ({e} x C?) — Sing(H,w),
ademés de la forma del sistema (1.1) se sigue que F{, ) C {e} x C%.

Sea Fl¢, py) una hoja de la foliacién Fpr . Sea [y p)] un ciclo en F 0
y consideramos 7 : [0, 1] — F{¢, ,,) la parametrizacion de (¢, p,)- Sea D1 x D
un polidisco 2-dimensional (D7 y D son discos complejos) transversal a la
foliacion Fp, en pg = v(0) = (1) (ver Figura 1.6).

Es bien conocido (ver [CN] pag. 63) que existe un subconjunto abierto
U C D tal que la aplicacién de holonomia f, asociada a <y esta bien definida
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c: - <
= e )

(el’p) [~ (Eo,ﬂ) ~(€\0,|y(60,p))) (52,p0 ’ \‘\

N . ‘

| I \. U \I '

¥, Iy, ) : p

! 1
Veeo )
Y, .m) 0 YerrD
€ o o) =

Figura 1.6: Aplicacién de holonomfa.

y de la forma del sistema (1.1) f, es holomorfa y se escribe como:

f7 : D1 xU — D1 x D
(€;p) +— (&4,(p)).

Observacién 1.3. Es posible demostrar que existe una tnica curva 7(c )
(dependiendo de ) contenida en la hoja F. ) tal que une el punto (¢, p) con
el punto (e,4+(e,p)) (ver [CN] pag. 66). Ademas, de la continuidad de las
soluciones de sistema (1.1) respecto a las condiciones iniciales, se sigue que
lime—ey Y(e,p) = V(eo,p)» Ver Figura 1.6.

La conexion entre los ciclos limite del sistema perturbado dH — ew = 0
y la aplicacién de holonomia f, es la siguiente: si (ep,pp) es un punto fijo
aislado de f,(€,p), entonces el ciclo [y, o)) serd un ciclo limite (complejo)
del sistema perturbado dH — egw = 0. De donde obtenemos que los ciclos
limite del sistema perturbado dH — eqw = 0, que intersectan a la transversal
Dy xU, estan en correspondencia con los puntos fijos aislados de la aplicacion
de holonomia f. Por lo tanto, estamos interesados en el siguiente problema:

Problema A: Hallar los puntos fijos aislados de f,(e,p), para € fijo.

Observacién 1.4. Supongamos que 7' es una parametrizaciéon de otro
representante del ciclo [y(¢, po)] ¥ que D7 x D’ es un polidisco transversal a
la foliacion Fpr, en pg = v'(0) = ~'(1). Si f,/ es la aplicacién de holonomia
asociada a ',y VEe,p) son las curvas como en la Observacién 1.3 respecto a v/,
entonces f, y f, son holomorfamente conjugadas en vecindades de Dy x D
y Dy x D', ademds las curvas (., ¥y yée’p) son homotdépicas, por lo cual,
las conclusiones para nuestro Problema A no dependen del representante de

[V(eo,po)] i del polidisco transversal usado.
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Podemos suponer que el disco D esta parametrizado por una funcién holo-
morfa G~! : (C,0) — D. Entonces definimos la funcién desplazamiento
asociada al ciclo [y(¢, po)] ¥ @ la familia dH — ew = 0 como la funcién holo-

morfa:
L,:DixU — C

(e,p) +— G(Ly(e,p)) — G(p).

De esta manera, nuestro problema A es equivalente a
Problema A’: Hallar los ceros aislados de L. (€, p), para e fijo.

En base a todo lo anterior podemos dar la siguiente:

Definicién 1.1. Elciclo [y(c, p,)] es un ciclo limite de la ecuacién diferencial
dH — eow = 0 si pg es un cero aislado de L. (€g,p).

En el caso en que [’y(eo,po)] es un ciclo de dH = 0, esto es ¢g = 0, entonces
podemos suponer que D N L. es a lo mds un punto, con lo cual, H|p :
D — H(D) es biholomorfismo, asi el disco D esta parametrizado por H ! :
H(D) — D. Por lo tanto podemos identificar el punto (¢,p) € Dy X D con
el punto (e, ¢) = (e, H(p)), y el punto (¢, £, (¢, p)) con (e,£,(€,c)) (ver Figura
1.7), donde ahora ¢, : D; x U — C y 7 es una parametrizacion del ciclo
Yeo = V(0,c0) = Veo,po) CON o = H(pg). Por lo tanto podemos escribir a la
funcién desplazamiento asociada al ciclo [y,] como la funcién:

L,:D;xU — C

(670) L H(G,KW(E,C)) - H(G,C).
CZ CZ CZ
D (e2,1y(€2,C )
(€1,C QB (o,C ..(\Ovlv( 0,C)) (€2, C ’ \\‘
. . .
[ \ ul !
Py, C)) . !
Ye¥Y(o.c)
Y, . ¢ Ve o)

€1

€o=0

D,

€2

Figura 1.7: Aplicacién de holonomia para ¢y = 0.
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Definicién 1.2. El ciclo [v,,]| genera un ciclo limite, bajo la perturbacién
—ew, para la familia dH — ew = 0, si existen un cilindro (—4,6) x S', con
§ > 0, y una funcién continua I'(T';,T'y) : (—6,6) x S — C x C? tal que:

i) La funcién I'y tiene la forma:

Fl(ﬁugl) =€y F(O,SI) = (07700)'

ii) Cada curva I'y (e, S') define un ciclo de la foliacién Fp .

iii) Para cada € € (—6,8) — {0} fijo, el punto (e, c(e)) :=I'(s,S')N Dy x D
es un cero aislado de L (e, c) (ver Figura 1.8).

ﬂmc(ﬁ) )

(€2, CE2) )
\

@)

-0 €1 0

Figura 1.8: El ciclo [7,,] genera un ciclo limite.

Observacién 1.5. Cada ciclo I'(S!, s), con s # 0, como en la Definicién 1.2
es un ciclo limite de dH — €(s)w = 0, por esta razén decimos que ., genera
un ciclo limite.

Por otra parte, sabemos que las funciones £, (¢, ¢) y L~ (€, c) son analiticas,
ademds son tales que ¢+(0,¢) = cy L,(0,c¢) = 0. Por lo tanto las podemos
escribir como las series de potencias:

0 (e,¢) = c+eli(c) + Ela(c) + - + Fli(c) + O(eFH) (1.2)
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L (e,¢) = eLy(c) + € La(c) + - -- + " Li(c) + O ). (1.3)

El término Ly(c) es llamado la k-ésima funcion de Poincaré-Pontryagin (ver
[Ga05]).

Observacién 1.6. Es claro que

L (¢,¢) = €"Ly(c) + O("™) = t(e,¢) = c+ ey (c) + O(M™).

Las condiciones necesarias y suficientes para que un ciclo de dH = 0
genere un ciclo limite de la familia dH — ew = 0 son dadas por el siguiente:

Teorema 1.1. Criterio de Poincaré-Pontryagin, [Ily69]. Supongamos
que
L (e,¢) = " Ly(c) + O(FTY),  con Ly(c) 20 y k> 1.

Un ciclo [Ye,] de dH =0 genera un ciclo limite bajo la perturbacion —ew si
y solo st Li(co) = 0.
Demostracion: =) Supongamos que Ly (co) # 0 entonces la funcién

L’Y(€7 C) = Lk(c) + GLk—i—l(C) 4+ ...

es no cero en una vecindad V' := D' x U" C Dy x U del punto (0, cp). Asi,
L,(e,¢) = €L (e, c) es no cero en V' — {(0,¢) € V'}. De ahi que [ye,] no
genere ningun ciclo limite, lo cual es una contradiccion.

(«<=) Supongamos que Li(cyp) = 0. Como Lg(c) # 0 entonces aplicando el
teorema de preparacion Weierstrass (ver [Sha] p. 123) tenemos que

L(e,c) = P(e,c)p(e, ¢),

donde P(e,c) = ((c — co)” +up(€)(c — o)’ ' + - +uy(€)), v > 1 es el or-
den del cero de Lg(c) en cp, las funciones u;(e) son holomorfas, u;(0) =0y
¢ es una funcién holomorfa en V' := D’ x U’ € D; x U una vecindad de
(0, ¢p) que no se anula alli. Entonces L. (e, c) = €*P(e, c)é(e, c) en V'. Por lo
tanto para cada ey € D' — {0}, la funcién L. (g, ¢) = €*P(eg, c)¢(eo, ¢) tiene
v > 1 ceros aislados, cuya variacién en € es continua, de ahi que [7.,] genere
v > 1 ciclos limite. 0

De acuerdo al Teorema 1.1, para determinar el niimero de ciclos de dH =
0 que generan ciclos limite de la familia dH — ew = 0, basta determinar
el nimero de ceros aislados de la primer funcién de Poincaré—Pontryagin
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que no se anula identicamente. Sin embargo, a priori estas funciones son
desconocidas.

Un resultado clésico que permite el estudio de la primera funcién de
Poincaré-Pontryagin, Li(c), es el siguiente:

Lema 1.1. Férmula de Poincaré-Pontryagin.

Li(c) :/[ o (1.4)

Demostracion: Siguiendo la idea de Francoise [Fr|, integramos dH — ew sobre
la curva (e, ¢) que une el punto (e,¢) con el punto (e, £, (€, c)) (ver figura
1.7). Entonces

0 / dH — ew =H(e,€7(e,c))—H(e,c)—e/ w
v(esc)

'Y(Erc)
L(e,c)—e/ w :6<L1(c)—/ w) + €2 La(e, ¢),
v(esc) v(esc)

ahora, multiplicando por (1/¢) y tomando lim._,o se tiene que

Ll(c):/ w:/w:/ w.
"{(O,C) c [C}

Notemos que la férmula 1.4, i.e. la integral Abeliana:

Li(e): HU) — C
¢ = Jpg@

estd bien definida, ya que de la Observacion 1.3 se tiene que para cada punto
(0,¢) € D1 xU existe un unico lazo 7. := (0, ¢) que esta contenido en la fibra
L. de H y que pasa por (0,¢) y ademds H|y : U — Hy es biholomorfismo.

Observacién 1.7. Aun cuando la funcién Li(c) esta bien definida en el
subconjunto abierto H(U) de C, su continuacién analitica puede no definir
una funcién univaluada (ver Seccién 2.1).

Observacién 1.8. Si Lij(c) = 0 sobre la transvesal D x U entonces el
Teorema 1.1 no se puede aplicar con k£ = 1. Sin embargo esta dificultad se
puede resolver, ya que bajo algunas condiciones sobre el polinomio H y la
funcién Lj(c) se puede obtener una férmula para la segunda, y mas general,
para la k-ésima funcién de Poincaré-Pontryagin.



1.3. La k-ésima funcién de Poincaré-Pontryagin. 11

1.3 La k-ésima funcién de Poincaré-Pontryagin.

El siguiente teorema afirma que si Li(c) = 0 globalmente, es decir, si para
cualquier punto (0,p) € C? — Sing(H) y cualquier transversal a la foliacién
F en (0,p) se tiene que Ly (¢) = 0, entonces la direccién w es muy particular.

Teorema 1.2. Gavrilov-Ilyashenko, [Ga98|, [Ily69]. Sean un poli-
nomio H : C?> — C y w = Bdx — Ady una 1-forma polinomial compleja. Si
Sing(H) el conjunto de puntos singulares de H es finito y L. es conexa para
toda c € C entonces

para cada ¢ € C y cada
{ w=d@Q1 + q1dH, } v C L. curva real cerrada

con Q1 y q1 polinomios se cumple que /w -0
¥

Demostracion: (=) Sea v = (y1(t),72(t)) : [0,1] — L. curva cerrada.
Entonces

1
/ w= / 40y + / qrdH — / (7 (6)) (Ha (v (B () + Hy (v(£))h(8)) dit.
Y Y Y 0

Pero como

y los vectores (Hy(y(t)), —Hz(v(t))) v (71(t),75(t)) son linealmente depen-
dientes sobre C, ya que son tangentes a las fibras de H, se concluye que

Ho(v(0)74 () + Hy (v(1))74(t) = 0. Por lo que

/sz.
.

(«<=) Sin pérdida de generalidad supongamos que
H(‘/Eu y) = aO(‘T) + (Il(l‘)y +ee al/(x)yya

con v > max{grado(a;) |i =0,2,...,v} > 1.

Existe una recta compleja o := {z — A = 0} C C2? que es transversal a
todas las fibras de H excepto un numero finito, digamos L, ..., L., , a las
cuales es tangente.
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Defininimos los conjuntos:
G1:=C*-Sing(H) y Gy:=Gi—{L;U---UL}

Para cada punto Z = (v,y) € G1 se tiene que la interseccién o N Ly ()
es exactamente el conjunto de ceros del polinomio H(\,y) — H(Z). Sean
{q1,92, ...,q} tales ceros (I depende de Z) y para cada j € {i,...,l} sea m;
la multiplicidad del cero g; con respecto al polinomio H(\,y) — H(Z), asi
my+---+my, =v.

Definimos la funcion

donde la integracion la haremos sobre cualquier curva real 3; C Ly(z) C C?
que una el punto g; € Lp(z) con el punto Z € Ly (ver figura 1.9).

puntos al infinitode /[ Q)
Ly AN

Figura 1.9: Topologia real de L7y 0 N Lp(z).

Para realizar la demostracién seguiremos los siguientes tres pasos.
Paso 1.- Mostraremos que @ es holomorfa en todo C2.
Paso 2.- Mostraremos que () es un polinomio.
Paso 3.- Se probard que w = d@ + qdH para algtin polinomio q.

Comencemos la prueba.

Paso 1. De la hipdtesis ( f,yw = 0, para toda 7 cerrada) se sigue que la
funcion @ esta bien definida. Para probar que @ es holomorfa consideramos
dos casos.

Caso 1. Sea Zy € Go, asi 0 N Ly(z,) = {91,492, -+, ¢y} Tomemos un disco
complejo A de radio suficientemente pequenio transversal a la foliacion Fpy
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en Zy. Es claro que A puede ser parametrizado por una funcién lineal
(&) : B— A, donde B C C es un disco abierto. Definimos la funcién

Y :(C,0)x B — C?
(t,8) — B (L(S)),

donde {¢; = (P11, P2t)} es el flujo holomorfo asociado al sistema Hamilto-
niano de H. Como Zj es punto regular, por el teorema de la caja de flujo
(ver [CN], pag. 31) existen abiertos V' y U de (0,0) y Zy respectivamente,
tal que ¢ : V' — U es biholomorfismo. Sea £; : [0,1] — Lp(z) tal que
Bi(0) = q; y Bj(1) = Zy. Siguiendo el procedimiento anterior y debido a
que f;([0,1]) es compacto podemos tener un biholomorfismo ¢; : V; — U;
tal que 9;(t,0) € Lp(z,) vy donde V; y U; son vecindades abiertas de (0, 0)
y 3;([0,1]) respectivamente (ver Figura 1.10).

@2 g CZ
LH(ZO)
Yenu) Wianu)
< & W
< J [_\ [ 2ty S \,) - - ‘ VJ
— — .
— )y ta) Wz,
‘(/ SV A [ AW
/ .
Figura 1.10: Caja de flujo.
Sea 5]- = Vo 3;, entonces
I [% 1< 1 <
—Z/ w:—Z/w:—Z/(\IJ(w)
v« . v 4 . v 4 .
j=1"49j =1 Jj=1"
pero como [ ( 5, V% (w) es una integral sobre C, pues es una integral sobre {§ =

0}, entonces es holomorfa al variar ¥ Y(Zy) = (1), es decir, es holomorfa
respecto a t. Ademds (V7 (w) es holomorfa y como los limites de integracién
en | 3 (V7 (w) no varfan respecto a § entonces se tiene la holomorfia respecto
a &, luego recordando que una funcién que es holomorfa respecto de cada
variable es holomorfa (ver [Shal, pag. 28) se tiene que Q(Z) es holomorfa en
Zy € Go.

Caso 2. Sea Zy € {L U---UKL.,} — Sing(H) y consideremos un disco
complejo A de radio suficientemente pequeno transversal Lp(z,). Por la
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definicién de @, ésta es continua en Zy, ademéas @) es holomorfa en una
vecindad de Zy sobre la fibra L (z,) y es también holomorfa en A — {Zp},
entonces por el teorema de singularidad removible de Riemann se sigue que
@ es holomorfa en Zj.

De los dos casos anteriores concluimos que @ es holomorfa en Gy, pero
como Sing(H) es un conjunto de puntos aislados, aplicando el teorema de
singularidad removible de Hartogs (ver [Shal, pag. 173), se tiene que Q(Z)
es holomorfa en todo C2.

Paso 2. La idea de la prueba es: demostrar que ||Q(Z)|| < M||Z||* cuando
|IZ|| — oo, para algin k € N, ya que es ficil mostrar que si una funcién
holomorfa f en C? satisface que ||f(Z)|| < M| Z||¥ cuando || Z|| — oo (Z =
(x,y)) entonces es un polinomio (ver [FG|, pag. 22).

Para esto, trabajamos en CP?. Recordemos que CP? tiene, como variedad
compleja, tres cartas candnicas (V;, ¢;), i =1,2,3
Consideremos H y w en el plano {(z,y)} y bajo el cambio de coordenadas:

(30 01 D(z,y) = (1/y,2/y) = (y1,y2) los llevamos al plano {(y1,y2)}. De

esta manera obtenemos que x = % vy = yil y por lo tanto la 1-forma w se

escribe en {(y1,y2)} como:

/s .
n+2 (Al(yb yo)dy1 + Bi(y1, y2)dy2) .
h

o=

Estudiar el comportamiento de la integral qu w cuando ||Z|| — oo es equiva-
J ~

lente a entender el comportamiento de la integral ff_ @ cuando Z — (0,y2),
J

donde ¢; = (p3 0 T )(4) ¥ Z = (g3 0 9p7")(Z). Notemos que (0,%2) es un
punto en la linea {y; = 0} que es la linea al infinito en la carta (V3, p3).
Podemos suponer que la curva que une ¢; con Z es compacta, entonces

H/L(yl, y2) + Bl(yl, yg)H < M, ademés sobre la curva de integracién a @ le

aparece un polo de orden finito, por ello existe k € N tal que

A
@
q;

J
Algo andlogo pasa en la carta (Va, ¢2). Por lo tanto

Z
[
45

(ver [Ya94] para otra prueba).

M -
< S cuando Z — (0, y2).
1

< M||Z||¥, cuando [|Z]] — oo.

1 &
Q) < 3" m;
j=1
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Paso 3. Derivando @ a lo largo del campo (H,, —H) tenemos que
Q.Hy — QyH, =BH,+ AH, <= (B — Q.)Hy = —(A+ Qy)H,.

Pero como H, y H, no tiene factores en comiin por hipétesis, entonces existe
q € Clz,y] tal que (B — Qy) =qH, y —(A+ Qy) = qH,, luego entonces

dQ + qdH = (Q;B + qu)daj + (Qy + qHy)dy

= Bdx — Ady
=w.
Asi, tomando Q1 = Q y ¢1 = ¢ se concluye la demostracién. 0

Observacién 1.9. Si se calcula el polinomio @ sobre R?, entonces se pro-
duce autométicamente un polinomio @ sobre C2, ya que lo que determina al
polinomio son los coeficientes.

Ejemplo 1.4. Sea H(z,y) = 1(z*+y?) : C* — C. El origen (0,0) de C? es
el tinico punto critico de H, la fibra Ly es la unién (no ajena) de las rectas
complejas {r —+/—1y = 0} y {z++/—1y = 0}, ademds para cada valor ¢ € C
distinto de cero, la aplicacion:

v.: C—-{0} — L.
- <22+c \/—_1(c—z2)> (1.5)
V2r ' V22 '

es una parametrizacién de L. (es decir, es un biholomorfismo). Por lo cual,
el polinomio H satisface las hipdtesis del Teorema 1.2. Si consideramos la
1-forma diferencial polinomial compleja w = zydx, entonces

el = (55) () (B e

—/2(6—czt—c?2224c3)
424 :

De esto y usando el teorema del residuo es claro que:

Jo=[ aw=0
v e 1(v)

para cualquier curva v C L. y para cualquier valor ¢ € C. Entonces, por el
Teorema 1.2 existen polinomios ) y ¢ tales que w = dQ + qdH.

Para determinar () y ¢ nos restringimos al caso real, es decir, considera-
mos H : R? - R y w real.
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Segin nuestra demostracién del Teorema 1.2, el polinomio @ estd dado

por la féormula:
1 (z.y) (z.y)
Q(xvy) =35 / w +/ wl,
2 \Ja 92

donde ¢; := (v/2¢,0) ¥ g2 := (—+/2¢,0) son los puntos de interseccién de la
linea o = {y = 0} con el circulo de radio v/2¢ que pasa a través del punto
(z,y) # (0,0). Para j € {1,2} consideramos la funcién:

B;:0,1] — R?
t — V2c[cos (1 —t)(j — V)7 +t0), sen ((1 —t)(j — V)7 +t0)],

que es una parametrizacién de la curva 3; que une el punto g; con el punto
(z,y); 0 es el dngulo entre el vector definido por (z,y) y el semieje positivo
de z: {y =0,z > 0}, ver Figura 1.11.

y

Y
B/ B
\\ ) o
qz\J% X

Figura 1.11: La fibra L. con las curvas (3; sobre la fibra.

3

Y

dr = —=
/lxy T 3

3
Y
rydr = —=.
//82 3
Por lo tanto

-3+ 3B

y si usamos ¢ = y entonces

Es facil ver que

dQ + qdH = (—y*)dy + (zy)dz + (y*)dy = zydr = w.
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Observacién 1.10. La representacion de w como w = d@Q + gdH no necesa-
riamente es tnica.

Ejemplo 1.5. Sean H = (2? +¢?)/2y

w= (2> + 2%y +z+y)de — (1+z + zy? — 2%y)dy.

Usando:
2t 22 9
lez+§+7+$y+ya Q=2y—x
y
3 4 2,2 2
/ x Y -y Y 2
= —— — — — — — f— 1
@1 CR > 5 tayty, aa=y tay+

se tiene que

w=dQ + qldH = dQ/l + q’ldH.

En base al Teorema 1.2 se puede dar un algoritmo que nos permite calcu-
lar la primer funcién de Poincaré—Pontryagin que no es idénticamente nula.

Teorema 1.3. Francoise-Yakovenko [Ya95], [Fr]. Consideremos la
familia dH — ew = 0. Si H tiene solo singularidades aisladas, L. es conexa
para toda ¢ € C y Li(c) = La(c) = --- = Li_1(c) = 0 para toda ¢ € C,
entonces existen polinomios qi,q2,...,qk—1 Yy @1, Q2, ..., Qr_1 tales que

w = dQ1+ qdH
qw = dQ2+ qdH

Qr—ow = dQg_1+ qx_1dH

Lk(c):/ qr—1w-
[ve]

Demostracion: Por la féormula (1.4) se cumple el teorema para el caso k = 1
con gy = 1. Siguiendo [Fr|, supongamos que el teorema es valido para k = n
y probemos que es valido para k =n + 1.

Partimos de que Li(c) = La(c) = --- = Ly(c) = 0, entonces por el
Teorema 1.2 existen polinomios q1, g, ...,qn v Q1,Q2, ..., Qn tales que w =
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d1+qidH, ..., g, 1w = dQ, + g,dH. Multiplicando la familia dH —ew = 0
por 1 4+€eq + - + €"¢qp tenemos que

0 =(1+eq+ -+ €qn)(dH — ew)

=dH — e(w - qldH) - En(Qn—lw - qndH) — en+1qnw

=dH — edQy — -+ — "dQ,, — "M guw.

Entonces integrando a lo largo de la curva 7(e,¢) (como en el Lema 1.1)
llegamos a:

0 :/ dH—e"“/ qnw—/ (€dQ1+ -+ €"dQy)
(ee) veese) (ee)

:L@@_wﬂ/

qnw — / (ed@Q1 + -+ €"dQy) .
y(e,e) y(e,e)

Ahora, por la Observacién 1.6 y la ecuacién 1.2, cada una de las integrales
fw(e o) €dQ; se puede escribir como " H1Q;(e, ). Asi la ecuacién anterior
se escribe como

0 =L(ec)—e ! /~,(5.5) qnw — [6"+2 (Q1(6, c)) R (Qn(ﬁ, c))]

Epras <Ln+l(c) _ / qnw> — 2 |:I~1n+2(€, )+ Qe 0) + -+ € Qule, c)] .
v(e:0)

n+1 v tomando lim._g, se obtiene:

LnJrl(C):/ QHWZ/[ ]an-

Aunque la representacién de w no es tnica se tiene la siguiente:

Luego, multiplicando por 1/e

Proposicion 1.1. La k-ésima funcion de Poincaré—Pontryagin es indepen-
diente del polinomio qip_1 que se use para calcularla.

Demostracion: Sean dQ1 + q1dH y dQ} + ¢jdH dos representaciones de una
1-forma diferencial polinomial w, es decir, w = dQ1 + (1dH = dQ} + ¢}dH.
Entonces agrupando se tiene que d(Q] — Q1) = (¢1 — ¢})dH. Por lo tanto,
usando la Proposiciéon 1.2 que aparece en la siguiente seccion, se sigue que

@1 —qp = q(H), asi

/qulw:/[ ](ql_Cj(H))w:/[ 1qw_/[ 1Q(H)w:/[ 1
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Ejemplo 1.6. Consideremos H = (22 + ¢4?)/2 : C? - Cy w = wydx
en C2. Es claro que cualquier valor ¢ € C — {0} la fibra L. de H es una
cuadrética irreducible que intersecta a la linea [ := {(0,y) € C?} en dos
puntos diferentes p. y ¢., ademds de la simetria de L. (simetria de H) p. y
e son antipodas. Ademads usando la parametrizacién (1.5), es facil construir
una curva real 7. C L, que pase a través de p. y ¢. y que defina un ciclo de
dH = 0.

Consideremos ¢y € C — {0} y A C [ un disco pequeno transversal a Fp
en pq,. Asi existe un disco pequenio D tal que D x A es transversal a la
foliacion Fg, en pe,. Por lo cual la funcién desplazamiento

L (e,¢) = eLi(c) + € La(c) + - - - + " Li(c) + O(FH)

asociada a 7 (la parametrizacién de 7,,) y a la familia dH — ew = 0 esta bien
definida en una vecindad D x U C D x A de pe,.

Del Ejemplo 1.4 sabemos que w = dQ1 + ¢1dH, con Q1 = —y—; Vg =1y
por lo cual Li(c) = 0. Entonces de acuerdo al algoritmo de Frangoise-

Yakovenko, se sigue que:
Ls(c) :/[ ]qlw.

Ahora, usando la parametrizacién ¢, dada en el Ejemplo 1.4 se obtiene:

—28 4228 + 242 (c— 1) — 26322 + ¢
425 '

Entonces, por el teorema del residuo sabemos que:

. 1
O = [ aw= [ etlae) = (7).
[l [ee ' (ve)]

De esto concluimos que [y1] es el dnico ciclo que genera un ciclo limite de la
familia dH — ew = 0.

Oalqw) =

1.4 Representacion de las perturbaciones.

De los resultados de la seccién anterior se sigue que basta estudiar las 1-
formas polinomiales w cuya integral f[%] w no es identicamente cero. Por
ello, siguiendo las ideas de Gavrilov [Ga98| e Ilyashenko [Ily69], [Ily02] de-
finimos el espacio de perturbaciones de grado a lo mas n, para el sistema
Hamiltoniano dH = 0, como el cociente

PER(n) := {7& ﬁ”q g } ;
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donde €2, es el espacio de las 1-formas polinomiales complejas de grado a
lo méas n, E,, denota el subespacio de las 1-formas polinomiales exactas de
grado a lo més n, y {qdH} = {qdH € Q,, | q € C[z,y]} denota el subespacio
generado por el Hamiltoniano dH en €.

Cabe mencionar que este espacio depende de H y n, pero por simplici-
dad en la notacién sélo depende de n (ya que H estd fijo). Una primera
pregunta es: jcudl es la dimensién del espacio PER(n)? Para determinar
tal dimensién, primero calcularemos la dimensién de los espacios €, E, v
{qdH}. Para ello tenemos las siguientes observaciones:

e El conjunto . o
{x’y]da:,xly]dy li+7=0,1, ,n}

es una base del espacio £2,,.
e El espacio F,, es isomorfo al espacio
{F € Clz,y]|1 < grado(F) <n+ 1},
y finalmente

e ¢l subespacio {gdH} es isomorfo al espacio

{q € C[z,y]| 0 < grado(q) < n — m}.

Por lo tanto se tiene que

o dim(2,) = (n+1)(n+2),

o dim(E,) = 3(n+2)(n+3) — 1,

e dim({gdH}) = 3(n —m+1)(n —m+2).

Caso 1. Sin < m+ 1 entonces ¢ = cte y asi PER(n) = {%—:}, por lo tanto
dim(PER(n)) = dim(Q,) — dim(E,) = $n(n+1).

Caso 2. Sin > m + 1, entonces la dimensién del espacio E,, + {qdH}, es
la dimensién de F, més la dimensién de {¢dH }, menos la dimensién de la
interseccién de E,, y {qdH} y para calcular la dimensién de esta interseccién
recurriremos a la siguiente:

Proposicién 1.2. Sean H,q € Clz,y| entonces qdH = dF para algin
polinomio F'siy sélosiq=¢oH.

Demostracion: (<) Si ¢ = ¢o H se tiene que

((go H)Hyz), = ((go H)Hy), .
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y usando el hecho de que qdH = dF <= (qH;), = (¢Hy), (condicién de
exactitud de 1-formas diferenciales en C2) se tiene la implicacién.
(=) Si qdH = dF, entonces tenemos que dg A dH = 0, es decir,

(gzdx + qydy) N (Hpdx + Hydy) = (¢ Hy — qyHy)dx ANdy =0

pero esta ultima igualdad se cumple si y sélo si ¢, Hy — q,H, = 0 para todo
punto (z,y) € C? y como

qy H,
q:Hy — qyH, = Det
—q: —H,

entonces (qy, —qz) y (Hy, —H,) son colineales lo que implica que ¢ y H tienen
las mismas fibras en C? y por lo tanto ¢ = Go H. 0

Entonces por la Proposicién 1.2 la interseccién de E,, y {qdH} tiene

dimension [Z;r”f} — 1. Por lo tanto

sin<m+1
dim(PER(n)) = (1.6)

(mfl)@;*mﬂ) + [Z;_”f] +1 sin>m+1.

n(n+1)
2

Observacién 1.11. Observemos que si w = d@Q + gqdH + R entonces la
clase de equivalencia W € Per(n) de w en Per(n) es la clase de equivalencia
R € Per(n). Ademss, la 1-forma polinomial R siempre puede ser escrita
como A(z,y)dx, con A(z,y) un polinomio, ya que si s > 1y s+r = v

entonces
mserrl s (xsflerrl)
Sy YVdy =d — dz.
(@%y") dy < r+1 r+1 v
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Capitulo 2

Integrales Abelianas.

2.1 Descripcion de integrales Abelianas.

Sea H : C?> — C un polinomio. Es bien conocido [Bro] que existe un conjunto
finito B C C tal que

H:(C?-H '(B)) - (C-B)

es una fibracién C'* localmente trivial.

Al conjunto B le llamamos el conjunto de valores singulares de H (también
se le conoce como el conjunto de valores criticos o atipicos).

A los valores ¢ en C — B se les llama valores regulares de H.
Una fibra L. de H se llama genérica si ¢ es un valor regular.

El polinomio H se llama primitivo si su fibra genérica es conexa (irre-

ducible).

Un polinomio primitivo H es llamado de tipo (g, k) si su fibra genérica
L. es biholomorfa a una superficie de Riemann compacta de género g > 0
menos k > 1 puntos y en tal caso decimos que L. es de género g. Si H es
de tipo (0, 1) entonces diremos que H es de tipo C y si H es de tipo (0,2)
diremos que es de tipo C*.

La descripcién del conjunto B de valores singulares de un polinomio
primitivo H es la siguiente: un punto ¢; € C es valor singular de H si se
cumple al menos una de las siguientes condiciones:

e La fibra L., contiene puntos singulares de H.

e La fibra L, es disconexa.

23
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e La fibra L., tiene género menor que L., para todo valor c suficiente-
mente cercano a ¢;.

Sea ¢; un valor singular de H, si L., contiene puntos singulares de H entonces
se dice que ¢; es un wvalor singular finito, en caso contrario se dice que ¢; es
un valor singular al infinito. El conjunto de valores singulares finitos de H
corresponde a la imagen de Sing(H) el conjunto de puntos singulates de
H en C2, el cual puede ser vacio, por ejemplo el polinomio H = z(zy — 1)
no tiene puntos singulares en C2. Sin embargo el valor 0 € C es un valor
singular al infinito de H ya que Lg es disconexa. En general no es facil
hallar el conjunto de valores singulares al infinito de H (ver [Du] para una
discucién sobre puntos singulares al infinito).

El estudio de integrales Abelianas lo planteamos de la forma siguiente:

Sean:
e H : C? — C un polinomio primitivo de tipo (g, k).

e B el conjunto de valores singulares de H.

cg € C— By (A,c) CC— B un disco centrado en cy.

{%TO lT=1,...,2¢+k— 1)} una base de Hy(L,,Z).

7. el transporte de 7/, a la fibra L. inducido por la fibracién de H,
con ¢ € (A, cp).

e w una l-forma diferencial racional en CZ2.

Una integral Abeliana es la funcién:

donde [y]] es la clase de homologia en £L..

Algunas preguntas generales son:
a) {Cuando I, (c) tiene polos o singularidad esencial.?
b) (Cuando I(c) es entera?

¢) ;Cuando I,(c) es polinomial?

d) ;Cuéando I.(c) es algebraica?
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En este trabajo nuestro objetivo es entender la integral Abeliana I (c) cuando
la 1-forma w es polinomial. Nosotros sélo damos respuesta a la pregunta del
inciso ¢), ver Teorema 2.2 y Teorema 4.3. El Ejemplo 2.1, que se describe
mas adelante, le da sentido a la pregunta del inciso d).

Siw es una 1-forma polinomial y como H induce una fibracién localmente
trivial, entonces es claro que I (c) esta bien definida (es decir es univaluada)
y es holomorfa.

Tener respuesta a las preguntas anteriores es tutil para hallar la solucién
a la version infinitesimal débil del problema 16 de Hilbert:

Problema 3. Versién infinitesimal débil [Ar]|. Hallar la cota
superior Z(m,n) € N, dependiendo sélo de m + 1 = grado(H) y
n = grado(w), del nimero de ceros aislados de la integral Abeliana
I-(c) en (A, cp).

Como mencionamos en la introduccién del trabajo, para hallar la solucion
a la versién infinitesimal fuerte del problema 16 de Hilbert (ver Problema
2 en la introduccién) es ttil extender la integral Abeliana I-(c) a todo el
dominio C, sin embargo esto no es sencillo, pues ain cuando I,(c) esta bien
definida en el subconjunto abierto (A, ¢g) de C— B, su continuacién analitica
en C — B puede no definir una funcién univaluada.

En general la idea del porque de esta situacién es la siguiente: conside-
remos un polinomio H : C> — C y B su conjunto de valores singulares. Sea
cg € C — B un valor regular de H y elijamos un lazo no trivial %10 en L,
(ver Figura 2.1). Sea a: [0,1] — C — B un lazo basado en ¢y y tal que b € B
estd en el interior de a (ver Figura 2.1).

Sabemos que existe una particién tg = 0 < t; < -+ < t, < tp41 =
1 del intervalo [0,1], vecindades V., ...,V de co = a(to),....,cr = a(ty)
respectivamente, tal que a([0,1]) C U]_,V,, y difeomorfismos I'; : L., —
Leirr- Sea yéH . el transporte de 7, a la fibra L, (es decir, la imagen de
’yclo bajo I'; o --- 0 I'y), entonces en cada vecindad V,, la integral Abeliana
I1(c) esta bien definida y es holomorfa.

Ahora, como a(ty) = a(ty4+1) = co entonces la funcién hy, := (I o---0ol'y)
es un difeomorfismo de la fibra L., en si misma. Al difeomorfismo

ha : Loy — Loy

se le llama monodromia del lazo « (ver [AGV] pag 10).

La imagen de ’yclo bajo h, en un lazo 7620 = ha(’yclo) el cual en general
puede ser distinto del lazo 7010. Asi en el caso genérico las integrales fhl W
<o

y fhg jw son distintas.
<0
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N L
7 puntos al infinito de L ¢ Y q1

Figura 2.1: Monodromia del polinomio H.

De lo anterior es claro que cualquier lazo « : [0,1] — C — B basado en
¢p induce el difeomorfismo hy : L, — L, definido como antes. Ademas la
accion hqs del difeomorfismo h, sobre la homologia de L., es un automor-
fismo de grupos:

ha* : Hl(LcmZ) - Hl(LCO,Z),

llamado el operador de monodromia del lazo «. Es posible mostrar que si «
y o son lazos basados en ¢y homotépicos entonces hos = hyry. Por lo cual
existe un homomorfismo de grupos:

M:m (C—B,cg) — Aut(Hi(Ley,Z))
[a] +—  has.

A la imagen de M se le llama el grupo de monodromia del polinomio H (ver
[AGV] pag 13).

Decimos que el polinomio H tiene monodromia global trivial si M es
el homomorfismo trivial, es decir, si la imagen bajo M de cualquier clase
[a] en 71 (C — B, ¢o) es el automorfismo identidad de Hy(L.,,Z) y H tiene
monodromia global no trivial en otro caso.

En resimen, si el polinomio H tiene monodromia global no trivial en-
tonces en general la continuacién analitica de la integral Abeliana no define
una funcién univaluada.

Aunque es posible conocer el lazo %20 en términos de a, by 7010 usando
la féormula de Picard-Lefschetz (ver [AGV] p. 26) no lo discutimos aqui.
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Ejemplo 2.1. Consideremos el polinomio H = z(xy? + 1) : C2 — C. Si
c€C—{0} y {—/c,v/c} son las dos soluciones de ¢ — z? = 0 entonces:

QOC:(C_{_\/Ev\/E} - LC
2
z — |c—2z27% ﬁ) ,
es un biholomorfismo, cuya inversa es p_ ! : L. — C — {—\/c,\/c}, (7,y) —
xy. Asi el polinomio H es de tipo (0,3), ademds no tiene puntos singulares

en C2? y la fibra L es la tinica reducible, por lo tanto B = {0} es el conjunto
de valores singulares de H.

Sean

e = (Ve + W env=Te s e o,1))

O O e L L )

dos lazos en C — {0} con orientacién positiva alrededor de y/c y —+/c respec-
tivamente. Asf los lazos 7! = p.(a1) y 72 = @e(az) son los generadores de

Hi(L.,Z).
C 0 ce
@G /\
@xzc

Figura 2.2: Generadores de la homologia de L..

Consideremos el valor regular 1 € C de H, y la parametrizacion ¢; :
C—{-1,1} — L; dela fibra L. Consideremos el lazo o basado en el punto
1 definido como

a:[0,1] —>(C—B:(C—{O},t»—>e27“/jlt.
Sea ¢; = «(t) entonces la fibra L., esta parametrizada por

De, - C— {_eﬂﬁt’eﬂﬁt} =L

Ct»
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ademas la funcion

fi(2) :C—{=1,1} — C—{—e™V=It em/-1t}
yA — eﬂ'\/—_ltz

es un biholomorfismo. Por lo tanto la funcién
I'y = Pey Oft Osofl : Ll - Lct

es un biholomorfismo.

Notemos que para t = 1 se tiene

fiz):C—-{-1,1} — C—-{-1,1}

z = =z
Asi que la monodromia del lazo « es el biholomorfismo:

he : L1 — L4
(137?/) = ($7_y)

También es claro que (o] 'ohaop1)(2) = —2, por lo cual se cumple (p] ' ohg o
¢1)(a11) = ag1, de donde obtenemos que hy (1) = v2. Entonces hqy no es el
automorfismo identidad de Hq(L1,7Z). Por lo tanto H tiene mononodromia
global no trivial.

A continuacién mostraremos que esta propiedad implica que la integral
Abeliana de una 1-forma polinomial w no define una funcién global univa-
luada en todo C — B.

Consideremos la 1-forma polinomial w = ydx, 7} y 72 los transportes de
los lazos 71 y 73 respectivamente a la fibra L. cercana al valor regular 1.

Entonces
22%d 222
/ ydxr = / e 2miRes <L2,\/E> = —2mi/c.
72 o1l —c

c— 22 c

222d 222
/ zodz1 = / - Z = 2miRes <L2,—\/E> = 2miv/c.
2 as € c—z

Por lo tanto, si consideramos un disco pequeno (A, 1) centrado en el punto
1 € Cy contenido en C — B = C — {0}, entonces la continuacién analitica
de la integral Abeliana

C

—
— fhé] w,

Li(e): (A1)
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sobre el lazo a no define una funcién univaluada sino define la funcién alge-
braica bivaluada:

Ii(c) = —2mv/—1V/c.

La pregunta que nos interesa reponder es:
. Cuando I,(c) se extiende de forma univaluada a C — B?

En la siguiente seccién mostraremos que si H es de tipo C* entonces I(c)
se extiende de forma univaluada a C — B.

2.2 Integrales Abelianas para polinomios de tipo

C~.

En ésta y las siguientes secciones estudiamos los ceros de integrales Abelianas
asociadas a polinomios complejos H de tipo C* y los ciclos limite que se
obtienen de perturbaciones polinomiales del sistema Hamiltoniano asociado
atal H.

Como en este caso sélo hay un generador para el primer grupo de ho-
mologia de las fibras de H omitiremos el subindice 7 en la notacién de la
integral Abeliana I, (c).

Recordemos que los automorfismos polinomiales de C* son llamados au-
tomorfismos algebraicos. Dos polinomios P(z,y) v Q(x,y) son algebraica-
mente dependientes si existen dos automorfismos algebraicos ¥ y o de C y
C? respectivamente tales que el diagrama:

C2<LC2

pl l@

CL

conmuta (i.e. Yo Poo =Q),y Py Q son algebraicamente independientes
en otro caso.

Teorema 2.1. ([Sal, [MS].) Cualquier polinomio primitivo f de tipo C*
puede ser transformado, usando automorfismos algebraicos apropiados de
C? y C, en un polinomio H de la familia:

B | k,rleN, (rk)=1,deg(P(x)) <l
&= {xk (xly B P(m)) P(0) #0 y sil=0entonces P(x) =0 } ’

En este capitulo sélo estudiamos los polinomios H en la familia 8§ de
grado m + 1 > 2. El caso m + 1 = 2 sera considerado en el Capitulo 3.
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Usando la familia 8 se obtine el siguiente:

Teorema 2.2. Si H es un polinomio de grado m+1 >3 en 8 y w es una
1-forma polinomial de grado n, entonces la integral Abeliana:

I(¢):C — C
¢ = Jpge

estd bien definida y es una funcion polinomial. Ademds la cota superior para
el numero de ceros aislados de I(c) es

Z(mn) = [n—i—l].

m+1
Demostracién: Sea H = z¥ (z'y — P(ac))r un polinomio en la familia 8§ de

gradom+1 = r(l+1)+k, con m+1 > 3. Para realizar la prueba seguiremos
los siguientes pasos:

1. Obtendremos una parametrizacién ¢. de la fibra genérica L. de H.

2. Usando la parametrizacion ¢, estudiaremos las integrales Abelianas:

/ Mij5
[ve]

donde 7;; = x'y/ ~'dx es una l-forma polinomial de grado j, con 1 <
j<nyie{0,1,..,5 —1}. Este estudio es suficiente para la prueba
del teorema de acuerdo con la Observacion 1.11. Ademads, probaremos
que esta integral es una funcién polinomial P;;(c).

3. Mostraremos que si
0<i< [g}

\)

[ P
r(l+1)+k

entonces la integral Abeliana f[%} 7;; se anula idénticamente, esto es,

Pj(c) = 0.

4. Estudiaremos el resto de las 1-formas 7;; consideradas en el Paso 2,

esto es g )
J— . . )
LTl << g — e
[ 2 }J—j [r(l+1)+k;]

y se calculard la cota superior explicita para el grado del polinomio
P;j(c). De donde obtendremos una cota superior explicita para el
nimero de ceros aislados de la integral Abeliana fhc} w.
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5. Finalmente mostraremos que la cota hallada en el Paso 4 es la cota
exacta.

Comencemos la prueba.

Paso 1. Sea ¢ # 0 un elemento de C. Supongamos que
T
zk (a:ly - P(:L‘)) =c.

Como {z = 0} es parte de la fibra no genérica, podemos suponer que estamos
en C? — {z # 0}, asf

(g;ly . P(x))r S (2.1)
Ahora, como (r, k) = 1 existen dos enteros s, s € Z tales que
rs; + ksg = 1. (2.2)

Sea x = z"¢%2. Entonces usando (2.2) tenemos que:

c 1 B 1 [t "
E - Skt cksa—1 - Sk o—7s1 - ? )

y por lo tanto de (2.1) obtenemos:

¢t + ZkP(zrcSQ)
y =

, con ¢ una r-ésima raiz de la unidad.
clSQ zrlJrk

Asi la fibra genérica L. de H es biholomorfa a C* = C — {0} bajo la
parametrizacion:

pe: C — L
L e ( r sy CC°1 —l—sz(zTcSQ)> (2.3)

z C
’ CZSQ ZrlJrk

cuya funcién inversa es la restriccién ¥|g_ de la funcién holomorfa:
U: C?2-{Ly} — C-—{0}

CSQ.TSI

(a:ly - P(a:)) .

(z,y)  —

ala fibra L.y s1 y 2 como en (2.2).

Sea a = {eZﬂﬁt |t €]0,1]¢ C C el circulo unitario alrededor del

origen de C*. El ciclo [y.] := [¢c(cr)] es un generador del primer grupo de
homologia Hy(L.,7Z).
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Paso 2. Sea w una 1-forma polinomial sobre C2. Usando la parametrizacién
¢. definida en (2.3) obtenemos que

/M w = / pr(w).

Para cada pareja (4,7), con 1 < j <nyi¢€{0,1,...,j5—1}, consideramos
la 1-forma polinomial 7;; = 'y’ ~'dx y usando la parametrizacién ¢. definida
en (2.3) obtenemos

) S1 kP T .52 Jj—i
/ Nij = /(zrcSQ)Z (CC +2 (Z c )) (Tzrflc”)dz
[ve] a

cls2(i—1) z(G—i)(ri+k)

— J—1 (P(ZTC”)J i—u e
B rz ( H )CM </a LG —0)rl—r(i+ 1) —kp+1 dz | ¢=52(G=9) st

n=0

Ahora, supongamos que P(x) = po+pi1x+---+psx® con s < [—1. Entonces

Py = Y U T e e
no+-ns=j—i—p no!- - ns!

donde N4 :=nq + --- + sng. Por lo tanto

j—i

N
[m=2 ¥ @azma)em ] e
[ve] u=0 \no+-+ns=j—i—p
donde G
7 =) n
U — 0, .. s K
Ano...ns =r <n0'ns'/,t'>p0 ps C )
Iy = / zrﬁs_k“_ldz
) [e%
y

Nyi=N,— ((j—i)l —i—1).

Observemos que I#O,,,ns #0siy s~o'lo si rﬁs = ku. De esta forma, si
suponemos que I, .. # 0 entonces Ny = %; como (r,k) = 1 obtenemos

que £ € Ny el exponente de ¢ en (2.4) es

k
$9 <—M> + usy = E(7"51 + kso) = H € N.
r T r
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Por lo que la integral f[%} 7;; es una funcién polinomial Pj;(c).

Paso 3.
1) Si
j—2
<7< | ¥—
Oz[ 5 },
entonces
rNe—kp—1 <r((=DG—i—m—((G-)l—i-1)-1
<r(—j+2i+1) -1
<r(—j+2[R2]+1-1
<r(=j+(-2+1) -1

—r—1<-2.

Asi tenemos que Iﬁo,,,ns = 0 para toda u y para todas las (s + 1)-adas
(ng, ...,ns). Por lo tanto

/[ i = Pij(c) = 0.

2) Supongamos que

- || <i<j-1.
r(l+1)+k

Entonces

rNy—kp—1 >rNy—k(j—1i)—1

(=il —i—1)—kj+ki—1
—jrl+k)+i(r(l+1)+ k)

i+ R+ @+ 1)+ 8) (- ] )
Z’I”j-?“j:o,

(AVARAVANV]

lo cual implica que I}, ., = 0 para toda u y para todas las (s+1)-adas
(ng, ...,ns). Por lo tanto

| n= it =0
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Paso 4. De acuerdo al Paso 3 sélo resta analizar las integrales de 7;;, con

i = [%} + v,
donde v =1,2,...,5 — [r(lfﬁ} a [%} -1

Recordemos del Paso 2 que si Iﬁo,,,ns = (0 entonces I#O,,,ns multiplica a la
variable ¢ cuyo exponente es % Nosotros encontraremos una cota superior
K
para .

Supongamos que I, n, # 0 entonces

P (VIS S B (S [ Y

—j+2—(—Dp+1
k ’

esto implica que

u r(l—1) —j+2i+1
— 11 < . 2.5
r( * k - k (25)

De (2.5) se sigue que
. i_9

r = k+r(l-1) kE+rl—1) ' (2:6)

Ademds, como de (2.4) tenemos que p < j—1 = j — [%} — v, entonces

necesitamos considerar los valores de v tal que

—j+2 |2 +w+1 - [ v
/cJ[rj(l]— n = [j«} ‘ (27)

De (2.7) obtenemos:
. k+rl j—2 r
< —_ ) = — . 2.
V_‘]<k+r(l+1)) [ 2 } k+r(l+1) (2:8)

Finalmente combinando las ecuaciones (2.6) y (2.8) se obtiene que £ es
menor o igual a:

[l o) [5] exis)
= k+r(l—1)
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Simplificando la expresién anterior obtenemos que

[ ek S B I e
r lk+r(l+1)] [m+1]
De esta manera la integral f[%] ni; es una funcién polinomial de ¢, que

extiende a todo C, de grado < [%] < [’%1] Por lo tanto, si w es una 1-

forma polinomial de grado n, entonces la integral Abeliana I(c) : ¢ — f[%] w
es una funcién polinomial definida en todo C y una cota superior para el
numero de ceros de I(c) es:
n+1
[m + 1} ’

Paso 5. Ahora mostraremos que la cota:

Z(m.n) = [n—l—l}

m+1
es exacta.
Consideremos el polinomio H(x,y) = z(2'~2y — 1) de grado | > 3. La

fibra genérica L. de H es biholomorfa a C* bajo la parametrizacién:

we: C—{0} — L.

2 - (295
z

Sea a = {eZﬂﬁt |t € [0, 1]} C C el circulo unitario alrededor del

origen de C*. El ciclo [v.] := [¢c(a)] es un generador de H;(L.,Z) el primer
grupo de homologia de la fibra genérica L. de H.

Para cada v € Ny j =1,2,...,1 consideremos la 1-forma polinomial:

QY = (yyH—j +a(v, ) (xa(u,j)(l—l)—lya(yJ) B $l_3y)) g
de grado vl + j, donde a(v,j) = [—”Hlj“]

Sea n € N un entero positivo, entonces existe v € Ny j € {1,2,...,1} tal
que n = vl + j. Consideremos entonces la 1-forma polinomial 27 de grado
n=vl+j.

i) Sin =1 entonces v =0y j = 1, asi obtenemos la 1-forma polinomial

Q) = yd.
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Por lo tanto

etz 2my/—1 sil =3,
ydx = —dz =
bre] a ® 0 sil>3

i) Sil—2>n > 2 entonces

Q= Y/ i da

y usando el Paso 3 obtenemos

/[ ]y”l“da: =0.

i4i) Sin > [ — 2 entonces
QY = <yyl+j +a(v, ) (xa(u,j)(l—l)—lya(u,j) _ xl—3y>> de.

Se sigue de 2) en la prueba del Teorema 1 que

/[ ]y”l+jd3: =0.

Ademads como L. esta parametrizada por . tenemos que

o) a(v,j) - c+z
/[ G =aw)| S (") ([ stz e [ R

=0

Mas atn, si p < a(v, j) — 1 entonces a(v, j) — p — 1 > 0, de donde

/ Lawi)-n-1g, _
o

Por lo tanto hemos obtenido que
/[ ] Q = (2nv-1) a(v, j) (ca(”’j) - 1)

es un polinomio con a(v, j) = [”TH] raices diferentes.

Asi, tomando m + 1 = [ se concluye la demostracién. ]
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Observacién 2.1. Sea f un polinomio arbitrario sobre C? de grado m’ de
tipo C*. Sea w una 1-forma polinomial arbitraria sobre C? de grado n/. Del
Teorema 2.1 sabemos que hay automorfismos algebraicos ¢ y o de C y C?
respectivamente, tal que

T

bofoo=a(aly-R) =H,

donde k,l,r y P/(x) son como en el Teorema 2.1. Sea m +1:=k+r(l+ 1)
el grado de H y sea n el grado de 0*(w). Entonces la cota superior que
estamos buscando para los ceros de la integral Abeliana ¢ — f[%} w, con

m+1
bajo automorfismos de C2. La relacién entre m y m’, y n y n’ depende de
o.

Vel € Hi(f(e), Z), es [”—“} , ya que el grado de esta funcién es invariante

2.3 Ciclos limite en polinomios de tipo C*.

La prueba del Teorema 2.2 da una cota superior para el nimero de ciclos de
dH = 0 que generan ciclos limite de la familia dH — ew = 0.

Corolario 2.1. Sea H € § de grado m + 1 > 3, sea w una 1-forma poli-
nomial de grado n > m+ 1. Si la primera funcion de Poincaré-Pontryagin,
Ly(c) de la funcion desplazamiento asociada a la familia dH — ew = 0 no es
idénticamente cero, entonces

1. Para € # 0 pequeno y fijo, la ecuacion diferencial dH — ew = 0 tiene a

n+1

lo mds P

ciclos limite que nacen de ciclos de dH = 0,

2. Si Li(c) tiene [%} raices diferentes, digamos ci, ..., cy, entonces para

€ # 0 pequeno y fijo, la ecuacion diferencial dH — ew = 0 tiene exacta-
mente k ciclos limite que nacen de los ciclos [y.,] de dH = 0.

La demostracién de este resultado es muy sencilla. Por hipétesis L1 (c) no
es idénticamente cero y por la férmula de Poincaré-Pontryagin y el Teorema

n+1
m—+1 |’

de Poincaré-Pontryagin se concluye la demostracién.

2.1 es un polinomio de grado a lo mas entonces aplicando el criterio

Ejemplo 2.2. Consideremos el polinomio H(z,y) = z(zy — 1). Su fibra
genérica L. de H es biholomorfa a C* bajo la parametrizacion:

w.: C—{0} — L.
c+z>'

z = (Z
9 ZQ
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Sea q(c) = Hle(c — i) = aoc® + a1c¥~! + ... + a3 un polinomio con
ap =1y k > 1. Definamos ap1 = a y parar =1,2,...,k, a@,_1)) = QGk—r-
También definamos la 1-forma polinomial:

k
w=(any + Y _ a1 'y )dx.

r=1

Entonces

k
/[ ] w = api /[ ] ydl‘ + Z a(27‘—1)(7‘) /[ ](x%_lyr)da:.
¢ ¢ r=1

c

Usando la parametrizacion ¢, es facil ver que

/ ydx = 2mv/—1, y / (> Ly Vdx = 27/ —1¢".
[ve]

[ve

Li(e) = / w =2V —1(ag + ag_ic+ -+ ar !+ &) = 2mv/~1q(c).
[ve]

Por lo tanto L;(c) tiene k raices diferentes y cada ciclo [y;], con i = 1,2, ..., k,
genera un ciclo limite de la familia dH — ew = 0. Ademads notemos que H
es de grado 3, w es de grado 3k — 1 y la integral Abeliana fhc} w tiene

exactamente k = [%} ceros, comprobando asi el Teorema 2.1 para

m=2yn=3k— 1.

2.4 La curva de Ilyashenko.

Recordemos que el espacio de las perturbaciones Per(n) es un espacio vecto-
rial complejo de dimensién finita, digamos N + 1. Asi, sea {w;...,wn+1} una
base para Per(n). Entonces siguiendo las ideas de Ilyashenko (ver [Ily02]
pag. 363), realizamos la construccién siguiente

I:C — CN+!
© = (f[%]wl’f[%]w2"“’f[%]wN+1)’

lo cual tiene sentido siempre que cada integral fh | Wi sea univaluada, como
funcién de ¢, en todo el conjunto C.

La imagen de I es una curva I ¢ CN*! parametrizada por ¢ € C. La
curva I es llamada la curva del Ilyashenko (ver [GM] p. 156) asociada al
sistema Hamiltoniano dH = 0.

Para H € § se tiene el siguiente.



2.4. La curva de Ilyashenko. 39

Lema 2.1. La curva de Ilyashenko asociada a un polinomio H € 8§ de grado

m + 1 es una curva algebraica no singular afin de grado a lo mds [%_1_11]

Demostracion: Sea H(z,y) = z¥(z'y — P/(z))" un polinomio en § y sea
m+1=4k+r(l+1) el grado de H. Sea B,, una base para Per(n). De la
prueba del Teorema 2.2 tenemos que el resultado de la integral

/ iyl de
[7e]
n+1

es un polinomio en la variable ¢ de grado < [[7] y que dicha integral estd
definida sobre todo C. Ademas, siguiendo la prueba de Teorema 2.2, es facil
ver que

/ xTHk*lyrdaz = qc,
[Vl

donde a € C — {0}. Se ordenan los elementos de B,, como w, con v =
1,...,N + 1 de acuerdo a algin orden (por ejemplo, el orden lexicogréfico).
Entonces usando una transformacién lineal afin de CN*! la funcién I(c)
puede ser escrita como

I(c) = (¢, p1(c), ..., pN (€)).

Ademés, usando el automorfismo algebraico de CN*1:

I (3317332>-~737N+1) = (331,562 —p1(931)>-~737N+1 —pN(l“l),)

transformamos I(c) en la funcién

F(I(e)) = (¢,0, ..., 0).

Asi, la imagen de f(I(c)) es un conjunto algebraico afin y no singular, ya
que %f(ﬂ(c)) = (1,0, ...,0) # 0. Por lo tanto el conjunto I ¢ CN*1, que es
la imagen de la funcién I(c), es una curva algebraica no singular afin.

Ahora, recordemos que el grado de la curva I € CN*! es la cardinalidad
de la interseccién I N H, donde H es un hiperplano genérico en CN*1 (ver
[Gr] p. 145). Consideremos H = {a121+---+anyt12nv+1 = 0} un hiperplano
genérico en CN*T1. Entonces el conjunto I NH es el conjunto de raices del
polinomio

aic+azpi(c) + -+ anp1pn(c)
n—H

m—+1

de grado lo més [%] O

de grado a lo més [ |. De donde obtenemos la curva de Ilyashenko I es
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Capitulo 3

Ciclos limite de sistemas de
tipo Liénard.

3.1 Integrales Abelianas para polinomios de grado
2.

Sea H : C? — C un polinomio de grado 2. El conjunto de puntos singulares
de H:
Sing(H) = {(z,y) € C*| Hy(z,y) = Hy(z,y) = 0}

esta dado por la interseccién de las dos curvas algebraicas de grado uno
{H, = 0} y {H, = 0}, es decir, son dos lineas complejas en C2. Por lo que
es claro que existen tres posibilidades para Sing(H):

i) Es el conjunto vacio (las dos lineas no se intersectan).
i7) Es una linea (las dos lineas son iguales).
i71) Es un s6lo punto (las dos lineas se intersectan y son distintas).

Siempre podemos usar un automomorfismo lineal 1) de C tal que (poH)(0,0) =
0. Por lo tanto podemos suponer que H(0,0) = 0, asi

H = aga’ + anzy + agey® + a0r + an1y,
H, = 2ax + a1y + aio

y
H, = anx + 2a02y + aoz.

El caso i) se tiene si H, = kH,+a con k,a € Cy a distinta de cero. Entonces
si restamos H, y kH, obtenemos que se cumple la igualdad:

(a11 — k‘2a20)1‘ + (2&02 — kan)y + (a(n — k‘alo) = a.

41
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Si k = 0 entonces a1; =0, agea = 0y ap1 = a, de donde
H = asz? + ajoz + ay.

Si usamos el automorfismo algebraico:
2 2 1 2
o1:C* = C?, (s,t) — | s,— (t—a205 —alos)
a
entonces podemos transformar el polinomio H en el polinomio:

(Hoop)(s,t) =t.

cuya fibra genérica es la linea {t = ¢} C C? que es simplemente conexa. Asi
que la fibra genérica L. de H también es simplemente conexa.

Si k # 0 entonces azy = G, 2a02 = 5+ y a1 = kaip + a. Por lo tanto
H es de la forma:

ail

H="2
2k

(z + ky)? + ao(x + ky) + ay.

Ahora, consideremos los automorfismos algebraicos de C2:

1 a
o1:C? = C?, (s,t) — (s, o (t - isQ — a108)>
o9 : C? = C?, (u,v) — (u — kv,v).

Entonces el polinomio H es transformado en el polinomio
(Hoogooq)(s,t) =t.

Por lo tanto la fibra genérica L. de H es simplemente conexa.

Si se tiene el caso i) entonces

ail

H =
2k

(z + ky)? + ao(z + ky),

por lo que H es no primitivo ya que H = po G, con p(z) = %122 + a9z
y G(z,y) = = + ky. Entonces la fibra genérica L. de H consiste de dos
curvas irreducibles simplemente conexas. Por lo tanto para los casos @) y ii)
se obtiene que:

/ w =0, para toda curva 7. C L.y para toda c € C.
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Para el caso iii) es facil mostrar que existe un automorfismo lineal o de C?
y un automorfismo lineal ¢ de C tal que (¢p o H o 0)(z,y) = zy. Por la
propiedad de o se tiene que o*(w) es también una 1-forma polinomial de
grado n. Por lo tanto, para concluir el andlisis de la versién infinitesimal
débil del problema 16 de Hilbert en el caso cuadratico, basta resolverlo para
H = zy y w una 1-forma polinomial de grado n.

El polinomio H = zy tiene en el origen (0,0) € C? su tnico punto
critico, la fibra Lo es la unién de las dos lineas complejas: {z = 0} C C%y

{y = 0} C C?, y para cada ¢ € C — {0} la fibra £, C C? es irreducible y
biholomorfa a C* ya que la aplicacion:

ve: C—{0} — L.
z = (2,%)

(3.1)

es un biholomorfismo. Adem4s, si « es el circulo unitario alrededor del origen
0 € C entonces el ciclo [v.] := [pc(a)] es un generador del primer grupo de
homologia Hi(L.,7Z) de la fibra L..

Proposicion 3.1. Si H = xy entonces el conjunto:
B, = {(H)Syd:z‘ s=0,1,..., ["771] }
es una base para el espacio de perturbaciones Per(n) de dH = 0.

Demostracion: Ya que H es constante en [7.] entonces:

/[ C}(H)S(yda:) =c ( /[ ] yda;) .

Ahora, la integral f[%] ydz no depende del representante del ciclo [v.], asi
que, f[%] ydr = f% ydz. Ademds la integral f% ydx, sobre la superficie L.,

puede ser transformada, usando la parametrizacién ¢.(z) dada por (3.1), en
una integral sobre C. Tal transformacién es:

/C ydx:/aw(ydx) :/agdz: (27v/=1) ¢,

entonces

/ (H)* (ydz) = (20 T) .

[e]

Por lo tanto las 1-formas (H)*ydz con s = 0,1, ..., [”771] son elementos
no nulos y linealmente independientes en Per(n). Por otro lado, usando la
férmula (1.6) tenemos que [251] 4+ 1 = dim(Per(n)) y como la cardinalidad
de B,, es [”T_l] + 1 entonces B,, es una base de Per(n). 0
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Corolario 3.1. Sea w una I-forma polinomial arbitraria de grado n en-

tonces ["771] es la cota superior para el numero de ceros no triviales de la

integral
[ e
[7e]

Demostracion: De la Proposicion 3.1 se tiene que
/ w = (2mv-1) cP(c),
[7e]

donde P(c) es un polinomio de grado < [”771] Como la fibra Ly de H = zy
es la unién de dos lineas entonces

/sz,
Y0

donde g es cualquier lazo en Lg. De esta forma el valor ¢ = 0 es un cero
trivial de la integral fhc} w. Por lo tanto

/w
[7e]

tiene a lo mas [”Tfl] ceros no triviales. 0

De lo anterior se deduce el siguiente teorema anunciado en la Intro-
duccién:

Teorema 3.1. Sea H : C> — C de grado 2 y w una 1-forma polinomial de
grado n, entonces la integral Abeliana:

I(¢c):C — C
c f[vc]w

es una funcion polinomial. Ademds la cota superior para el nimero de ceros
aislados no triviales de I(c) es:

Z(1,n) = [”;1]

De la Proposicion 3.1 se sigue el siguiente:

Corolario 3.2. Sea H = zy entonces cualquier 1-forma polinomial w de
grado n admite una representacion de la forma

w=dQ + qdH + q(H)ydx,

donde Q) y q son polinomios de grado a lo mds n+1 yn — 1 respectivamente

y q es un polinomio de grado a lo mds [”T_l]
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Corolario 3.3. Sea H = xy. Si w es una 1-forma polinomial de grado
n y Li(c) es la primera funcion de Poincaré-Pontryagin que no se anula
idénticamente, entonces Ly(c) tiene a lo mds [sk(n — 1)] ceros no triviales.

Demostracion: Del Teorema 1.2 sabemos que existen polinomios @1, Q2, ..., Qr_1
Y Qo,q1,---,qr—1, con go = 1 tal que 1w = dQ; + qqdH para cada [ =

1,..,k—1y
Lk(C)Z/[ }Qk—lw'

Aplicando el Corolario 3.2 es facil mostrar que deg(q;) < I(n — 1), de donde
deg(gr—1w) < (k —1)(n — 1) + n. Asi aplicando el Corolario 3.5 obtenemos
que la funcién:

Lk(C):/[ }Qkflw-

(k—1)(n—21)+n—1)] _ [k:(nQ—l

tiene a lo mas )} ceros no triviales.

O

Aqui cabe mencionar que I. D. Iliev probé el Teorema 3.1. y los Corolarios
3.2 y 3.3 para el polinomio H = (22+y?)/2 (ver [Ili]) el cual ficilmente puede
ser trasformado en el polinomio H = xy bajo un automorfismo algebraico
lineal. Sin embargo, nuestra prueba es diferente, ya que para demostrar el
Corolario 3.2 Iliev calcula los polinomios @), ¢ y ¢ que satisfacen la igualdad

w=dQ + qdH + ¢(H)ydz,

para una l-forma polinomial w dada, y hallar estos polinomios @, q y ¢
no es sencillo. Sin embargo para cédlcular la integral Abeliana I(c) no es
importante conocer los polinomios @), ¢ y ¢ sino sélo sus grados. Asi al
considerar el espacio de perturbaciones Per(n) para H = xy resulta sencillo
la deduccién del Teorema y los Corolarios mencionados.

3.2 Sistemas de tipo Liénard.

El estudio detallado de los ciclos limite de sistemas de tipo Liénard poli-
nomiales fue propuesto por M. W. Hirsch y S. Smale (ver [HS] pag. 226 y
[Sm] pag. 284). Varios resultados sobre existencia, inexistencia y unicidad
de ciclos limite de sistemas de tipo Liénard han sido obtenidos, por ejemplo
ver [Sug|, [SH], [ZW], [ZWB] y las referencias alli mencionadas. A. Lins,
W. de Melo y C. C. Pugh en [LMP] construyeron ejemplos de sistemas tipo
Liénard polinomiales de grado 2k+ 1y 2k + 2 que tiene exactamente k ciclos
limite. Sin embargo la cota superior para el niimero de los ciclos limite de
un sistema de tipo Liénard polinomial de grado fijo es desconocida.



46 Capitulo 3. Ciclos limite de sistemas de tipo Liénard.

En esta seccién estudiamos la ecuacién diferencial:
dH — ew =0, (3.2)
donde € es un pardmetro complejo, H = (22 +42)/2 y w = g(z)dz — f(z)dy,
con fy g polinomios.
La ecuacion diferencial (3.2) puede ser escrita como el sistema:
T =y+ef(x)
y =—T+ 69(%)7

el cual es un sistema de tipo Liénard polinomial. Por esta razon nos referire-
mos a la ecuacién (3.2) como el sistema de Liénard.

Lema 3.1. Existe un conjunto genérico (abierto y denso) O en el espacio
de 1-formas polinomiales:

Qg ny = {w = g(@)dz — f(z)dy| deg(f) < n1 y deg(g) < na2},

tal que la primera funcion de Poincaré-Pontryagin:

Li(c) :/[C]W,

del sistema de Liénard (3.2) es una funcion polinomial no constante en la
variable ¢ de grado [mT—l} + 1.

Demostracion: Supongamos que

flx)=ap+ar1x+ -+ ap,z™

g(x) =bo+brx+ - + by,

Primero descomponemos la 1-forma polinomial w = g(x)dx — f(x)dy
como la suma de d@), una 1-forma exacta, una 1-forma polinomial de tipo
qdH y una 1-forma polinomial R (R no es exacta y no es del tipo qdH). Por
ejemplo

w=4dQ + (ayy + - - - + nyan,z™ ly)dz,
donde Q = boz + - -+ + %mm“ — (apy + -+ - + ap, z"y).
Por lo tanto obtenemos que

ni—1

Li(c) :/[ }w = Z (i + 1)ai+1/ zlydz.
c i=0 c

[vel
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Ahora, usando que la integral f[%} x'ydx no depende del representante del ci-

clo [v.] y que la superficie L. tiene la parametrizacién ¢.(z) = (L(2), p?(2))
dada por (1.5), obtenemos:

/ c a'yde = /a pr(a'ydz) == /a (pe(2)(92(2)d(ge (2)),

donde o = ¢ (v,) C C es el circulo unitario alrededor del origen 0 € C, y
z es la variable de C.

De (1.5) obtenemos

/a ot (@ydz) = —Qz/\gl)i Z <i>c“ /a AW 902 4 )

=0 H

De esta manera, para calcular le integral f% x'ydx necesitamos calcular sobre
C las siguientes tres integrales:

/ziQquz, /zimldz y /zi2“3dz.
« (0% «

Por otro lado, del teorema del residuo sabemos que:

2my/—1 sik=-1,y
/zkdz =
a 0 sik#—1.

Asi, es claro que si ¢ es un nimero impar entonces i —2u+ 1,71 —2u— 1y
1—2p— 3 son nimeros pares, de donde nuestras tres integrales: fa 22 gy
[,z dzy [ 2"7?'73dz se anulan idénticamente. Por lo tanto estas tres
integrales son no nulas y por lo tanto igual a 2m/—1 si y sélo si i es un
nimero par, estoes ¢t =2, y u=101+1, u =1y pu=1—1 respectivamente.

Por lo anterior tenemos que:

2 _. 200\ 1 o (2N i o 20\ 1
/[C]:L‘ ydx —7(\/5)% [<l+1>c 2C<l c +c 11 c
-5 () () (5)e

A AV
141\ )21
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De donde obtenemos que la primer funcién de Poincaré-Pontryagin esta dada

]

2

20+ 1 /21 agi+1

Ll(c):/ w=—mc —( ) —c |. (3.3)

=0

por:

Ahora, el espacio de uno formas €2, ,, es isomorfo al espacio complejo
CmFm2t2 hajo la aplicacion ¢ : Qp, p, — C1T272] definida como: si w =
(bo + b1z + -+ - 4+ bpyx™)dx — (ap + a1 + - - - + ap, 2™ )dy es un elemento de
Qy, n, entonces Y(w) = (b, b1, ..., by, ag, ai, ..., an, ). Sea Op el complemento,
en C™*+72+2_ del conjunto algebraico:

{a2[n1_—1]+1 = 0}7

2

asi, O1 es un conjunto abierto y denso en C™+"2%2, De (3.3) se sigue que
O =9"1(01) C Quy ny es el conjunto genérico buscado. 0

Corolario 3.4.

a) Siny = deg(f) es impar entonces Li(c) £ 0 y tiene [251] ceros no
triviales (contados con multiplicidad).

b) Siny = deg(f) es pary Li(c) # 0 entonces Li(c) tiene a lo mds [”12_1}
ceros no triviales.

Lema 3.2. Supongamos que ny > 2 es un niumero par, entonces eriste un
. ;. ! . . .
conjunto genérico O en el espacio de 1-formas polinomiales:

/

in,ng = {w € in,nz |f($) = f(—l‘)},

tal que la primera y sequnda funciones de Poincaré-Pontryagin (Li(c) y
Ls(c) respectivamente), asociadas al sistema de Liénard (3.2) tienen el si-
guiente comportamiento:

e Li(c) es idénticamente nula.

e Ly(c) es una funcion polinomial no constante en la variable ¢ de grado
3]+ (%)

Demostracion: Si w = g(x)dx — f(x)dy € Q;n,nz y f(z) = XM, a;x%, en-
tonces ag 1 = 0 para l = 0, ..., ["1;1]. Por lo tanto, de la ecuacién (3.3)
es claro que Li(c) = 0. Entonces, el Teorema 1.2 implica que la 1-forma

w = g(z)dx — f(x)dy puede ser escrita como la suma de d@; una 1-forma
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exacta y una 1-forma del tipo q1dH. Para determinar ()1 y ¢; observemos
que de la hipétesis se sigue que

w = g(z)dr + (agwo + - - - + agsws),

con wy = 2?kdy y 0 < k < s = [%] Adema&s usando la parametrizacién

e dada en (1.5) y el teorema del residuo, es facil mostrar que f Wk = 0
para cualquier k. Entonces el Teorema 1.2 implica que para cada valor de k
existen dos polinomios Qy, v G tal que wg = dQy + GrdH.

Para calcular @, usamos el algoritmo dado en el Teorema 1.2 y seguimos
el Ejemplo 1.4. Asi se obtiene que:

- . . ki
Qi) = LA = (7) () @9

y

(jk(l‘, y) = —Qkafl. (35)
Esta representacién de Qj permitird simplificar los cdlculos que realizaremos
a lo largo de la prueba.

Con todo lo anterior se ha obtenido que
w=dQ1 + q1dH,

donde Q1 = Y72 e — Y0 _akQr Y @1 = — Y p_y a2k

Entonces, usando el Teorema 1.3, la segunda funcién de Poincaré-Pontryagin
esta dada por

Lo(c) = /[ ]qlw = —/[ ] x)q1dz + Z Z agr(lgu/ }qrdQu. (3.6)

r=1u=0

Ahora, de las férmulas (3.4) y (3.5) se sigue que

~ ~ r—1 wu
T S BB 2H) O ey
v=0 pu=0
+ [(2H)(2(uw — p) +1) + 2uy°] dy) ,
de donde
q~rdQu — 14 v+u—1 2((1“71/)+(u7 ))
o =D BBl L )y
Ve v=0 }L:O c

—|—2C(2(u — 'u) + 1)/ yQ((T—u)+(u—u))—1dy+
[ve]

+2M/[ ]y2((r7u)+(u7u))+1dy
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Notemos que y2(r=)+Hw=m)=1 gy y 2((r=)+ =)+ gy son 1-formas polino-
miales exactas y que zy2("=")+u=m)dz puede ser escrita como dQ + qdH,
de hecho

((r=v)+(u=p))+2

_y2
2= +@=0) g g

3 — o)+ (=) T 2) Hyreh ),

Asi aplicando el Teorema 1.2 y haciendo p = (r — v) 4+ (u — u) obtenemos
que

/[ }xy2(p)dx 0, /[ }y2(p>—1dy _0.y /[ ]y2(p>+1dy _ o

Por lo tanto, hemos probado que para cualquier 1 < r < s y cualquier

0<u<s
/ (deQu =0.
[ve]

lo cual implica que la ecuacién (3.6) toma la forma

Lo(c) = — /[%} g(x) <; agrq}> de = — ZZ bjagr/ 2l q.dr.  (3.7)

j=0 r=1 [ve]

Siguiendo con el andlisis; de la férmula (3.5) obtenemos que

r—1
/ $qud$ = —9r <Z 571{1(20)1// l‘ij(rV)ldx) ]
[ve] V=0 [ve]

Ahora, transformamos la integral f[%} xl y2(p)*1da:, con p =1r — v, en inte-
grales sobre C, usando la parametrizacion ¢, esto es

7 2p .
i op— J 2p T T j+2p—2p—27—1
x9y2p 1dx:DpE E < >< > —1)Tett /zﬂ'p P27 dz,
/[C} J M T ( ) o

pn=07=0

donde DY := —%. Ademés la integral [ 2072P=2#~27"1dz es no nula

eigual a 2my/—1siysélosij=2hyT=p+h—pu.
Esto implica que para cualquier h € {0, 1, ...} la integral f[%} a2ht1y2r=1dy
se anula idénticamente y que

2h
/ .’E2hy2p71df1? — Dgh(Qﬂ_ /_1) Z (?) (p N (2hp H)) (_1)p+(h*//4) Ch+p-
[ve] n=0 N
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Por lo tanto

/ 2?1, dz =0
[e]

y

/[ e = ;%h; (Z_é % <"" - 1) A;—V> . (38)
donde
v N~ (2D 2 —v) () g TT 20=1) (2
= ()l e = G ()

MZO lu,zl

Finalmente, sustituyendo A;™" en la ecuacién (3.8) obtenemos

htr [(T=1 orqw r—v—1
oh ~ Tre 2V (—1) r—1 (2n—1) 2h
rd = S5 —_—
/[C} o 2htr—2 ;} 2(r —v) — 1;1 h+ )

T ﬁ (2h+2p1—1) (2h
- 2h=2(2h + 1) s (h+ ) h)
Por lo tanto la segunda funcién de Poincaré-Pontryagin tiene la forma

3 .
Trag, (2h +2u—1) (2h .
Z ban Z 2h— 2(2h2+ Db H (h+ ) ( h >6h+ - (39)

De donde concluimos que Lo(c) es un polinomio de grado s+ [22] = [%L] +
n2
[#]-

Por otra parte, el espacio de 1-formas €

es isomorfo al espacio
Cstm2t2 con s = [B] bajo la aplicacién vy : €, . — C5T"2%2 definida
como sigue: si w = (bo +bix+ -+ by, x™?)dr — (ag + asx® + - - - + agsx®)dy

es un elemento de in n, entonces 1 (w) = (bo, by, ..., by, , ag, az, ..., azs).

ni,n2
/

Sea O3 el complemento, en C5+"2+2_ del conjunto algebraico
{ags = 0} U {b2|:77«72:| = 0},

de esta manera, Oy es un conjunto abierto y denso en C**t"22, De (3.9) se
sigue que O = (o 1(93) es el conjunto genérico buscado. 0

Corolario 3.5. Sin; = deg(f) > 2 es par y Li(c) = 0, entonces La(c)

1
tiene a lo mds [%] + ["2—2] — 1 ceros diferentes no triviales.
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Lema 3.3. Sila primera y seqgunda funciones de Poincaré-Pontryagin Li(c)
y La(c), para el sistema de Liénard (3.2) se anulan idénticamente, entonces
ningun ciclo de dH = 0 genera ciclo limite del sistema bajo la perturbacion
—€w.

Demostracion: Si Li(c) = 0 entonces ny = deg(f) es par y f(z) = ag +
S aga®, con s = [2]. Si Ly(c) = 0 entonces de la ecuacién (3.9) es facil
ver que tenemos los siguientes casos:

Caso 1. a9, = 0 para 1 <r < s, entonces w = d@, con

bn,
Q = (box + - - + —2=a"*1) — (apx)).
no + 1

Por lo tanto, para cualquier € el sistema perturbado dH — ew = 0 no posee
ningun ciclo limite.

Caso 2. by, = 0 para 0 < h < [Z2], entonces el sistema de Liénard (3.2)

=172
es tal que g(x) = >i_gbap1a®! (ie. g(—z) = —g(2)) vy f(z) = ao +
S agx® (e f(— ) f(x)). Bajo estas dos condiciones se tiene la
siguiente observacién:

Observacién 3.1. La foliacién Fp ., definida por la familia dH — ew = 0 es
invariante bajo la transformacion:

R:CxC? — CxC?
(e,z,y) — (€,—z,y).
Miés atin, las hojas Fi., .,y de Fu ., pasando a través del plano {z = 0} son

invariantes bajo R.

Demostracion: Debido a que las hojas F{. . ,) de Fpy, estan contenidas en
el plano {e} x C? basta demostrar que la foliacién en {e} x C2 es invariante
bajo
R.:C? — C?
(xvy) = (—x,y).

Para esto mostraremos que para todo punto Zg := (29, y) en C? se cumple:

dR(Zp)(Ntcleo((dH — ew)(Zy))) = Nicleo((dH — ew)(Re(Zp)))-

Si V= (v1,v2) € Ty, C? es tal que

(dH — ew)(Zo)(V) = (z0 — €g(x0))v1 + (yo + €f (w0))v2 = 0,
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entonces
(dH —€w)(Re(Z0))(dRe(Zo) (V) = —(w0—eg(wo))(—v1)+ (yo+ef (20))v2 = 0.

Ast dR(Zy)(Ncleo((dH — ew)(Zp))) C Nicleo((dH — ew)(Re(Zp)))-
En el otro sentido, si W := (wy,wz) € Tix (7,)C? es tal que

W € Nicleo((dH — ew)(R(Zyp))),
entonces (dR.(Zp)) (W) € Nticleo((dH — ew)(Zp)). Por lo tanto
dR(Zy)(Ncleo((dH — ew)(Zy))) = Nicleo((dH — ew)(Re(Zp))).

También es claro que el plano {x = 0} C C3 es invariante bajo R. Por
lo tanto si una hoja F{,,) de Fpy pasa a través del plano {x = 0} es
invariante bajo R. 0

Por otro lado, para cualquier valor ¢ € C—{0} la fibra £, es una cuadrica
irreducible, por lo que L. intersecta a la linea | := {(0,y) € C?} en dos
puntos diferentes p. y g, y de la simetria de L. (simetria de H) p. y ¢ son
antipodas, esto es, q. = —p.. Ademds, usando la parametrizacion . de L.,
definida por (1.5), es fdcil construir una curva real 7. C L. que pase a través
de p. y —pc y que defina un ciclo de dH =0

Sea 7 : [0,1] — L. una parametrizacién de 7., tal que v(0) = v(1) = p¢
y sea

. 9 - 24 9 - 21+1 0
XH,w = OE-F(:U—FE <a0+2a2ix )) a—$+<—$+€ (ZbZiJrlQ: + )) 8—y,

=1 i=0

el campo vectorial asociado con el sistema de Liénard (3.2). Si consideramos
el plano C x [ := {(¢,0,y) € C3} entonces
0

0 0
XHv"‘"(CXl = Oa + (y + an)% + Oa—y

Por lo cual es claro que el conjunto
(Cx1)°:=(Cx1l)—{y+eap=0}cC?

es una seccién transversal a la foliacion Fp, definida por (3.2). Asi, existe
una vecindad D x U C (C x A)? de p. tal que la aplicacién de holonomia
asociada a 7:
fy:DxU — (CxA))
(e,c) +— (&45(c,0))
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esta bien definida (ver [CN] pag. 63).

Recordando que 7. N (C x A)° son dos puntos distintos, entonces de la
continuidad de las soluciones de (3.2) con respecto a condiciones iniciales
obtenemos que cada curva () que una el punto (€, ¢) con (¢, £,(€,¢)) in-
tersecta a la transversal (C x A)? en al menos dos puntos diferentes. La
Observacién 14 implica que 7(. ) es una curva cerrada, esto es, es imposi-
ble tener la situacién mostrada en la Figura 3.1. De ahi que £, (€, c) sea la
funcién identidad. Por lo tanto la funcién de desplazamiento L. asociada
con < se anula idénticamente, asi que . no genera ningun ciclo limite. 0

¢ €16 0))

€.C)

y(e,C)

€30 270

Figura 3.1: Situacién imposible.

Proposicién 3.2. Consideremos el sistema de Liénard (3.2). Supongamos
que f y g son polinomios de grados ni y me respectivamente y tales que
max{ni,na} > 2 entonces el nimero N(ni,n2) de ciclos de dH = 0 que
generan ciclos limite del sistema de Liénard (3.2) bajo la perturbacion —ew
tiene el siguiente comportamiento:

["ITA] si ny es impar, y

N(nl, 712) S
[%] + [”2—2] —1 sing es par.

Demostracion:

e Si n; es impar entonces aplicando el Corolario 3.4 a) y el criterio de
Poincaré-Pontryagin (Teorema 1.1) se obtiene el resultado.

e Si nj es par entonces puede pasar que:

1. Si Ly(c) # 0, entonces el resultado se sigue aplicando el Corolario
3.4 b) y el criterio de Poincaré-Pontryagin.
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2. Si L1(c) =0y La(c) # 0, entonces aplicando el Corolario 3.5 y el
criterio de Poincaré-Pontryagin se obtiene el resultado.

3. 81 Li(c) = 0y La(c) = 0, entonces el Lema 3.3 completa la
prueba.

O

Como consecuencia de lo anterior se tiene el siguiente teorema anunciado
en la Introduccion:

Teorema 3.2. Si H = (22 +4?)/2 y w es una 1-forma polinomial de grado
n de la forma: w = g(x)dx — f(x)dy entonces

H(1,n) = 2 B} ~1

Ejemplo 3.1. Consideremos la ecuacién de van der Pol en C?:

d (%(xZ + y2)> — e(0dz — (23 — x)dy) = 0.

De la férmula (3.3) tenemos que

Li(c) = /[C]w — o @c— 1) .

Entonces la ecuacién tiene un ciclo limite que proviene del ciclo [v.], con

_2
0—3.

Ejemplo 3.2. Consideremos el oscilador arménico en el caso real, esto es,
H : R? — R definido por (z,y) — (2% + y?)/2. Consideremos la 1-forma:
w=((9/2) — (13/2)2? + 2*)dx — (2°)dy. Para el sistema dH — ew = 0, se
tiene que

1. De la férmula (3.3)

2. De la férmula (3.9)

Lo (c) = 2mc(9 — (13/2)c + ¢*) = 2me(c — 2)(c — 9/2).

Asi que, para € pequeno, el sistema perturbado dH — ew = 0 tiene dos ciclos
limite que provienen de los ciclos 2 y 79/2 que son los circulos alrededor del
origen de radio 2 y 3 respectivamente (ver Figura 3.2).

Un ejemplo atin més interesante es el siguiente:
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Figura 3.2: Retrato fase de dH — ew = 0, con € = 0.5.

Ejemplo 3.3. Sea H = (22 +4?)/2 : R?> — R. Consideremos la 1-forma
polinomial de grado 4:

w = ((26) — (79/10)2? + (1/3)z)dx — (—(22/10)2* + (1/7)z*)dy.
Para el sistema de Lienard dH — ew = 0, se tiene que

1. De la férmula (3.3)

2. De la férmula (3.9)

or (3432 41649 944
Lo(e) = - 22 8.
2(0) = =3 ( T 35C+C>

De la gréfica de Ly(c) mostrada en la Figura 3.3 a) es claro que Lo(c) tiene
3 ceros no triviales. Por lo tanto, para ¢ pequeno, el sistema perturbado
dH — ew = 0 tiene tres ciclos limite que provienen de tres ciclos distintos de
dH = 0 (ver Figura 3.3 b)).

3.3 La curva de Ilyashenko.

Para el caso en que H = zy la curva de Ilyashenko asociada a dH =0 es la
curva algebraica:

I:C-{(0,0} — CN*!
c — —27T(C,C2,...,CN+1).

La prueba se sigue de la Proposicién 3.1.
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La(c)

600

400

200

Figura 3.3: a) Gréfica de La(c). En b) Retrato fase de
dH — ew = 0, con € = 0.66.
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Capitulo 4

Integrales Abelianas
univaluadas.

Recordemos que, después de considerar polinomios de tipo C*, el siguiente
grado de dificultad para el problema de integrales Abelianas, es considerar
polinomios H con monodromia global trivial (ver Seccién 2.1) y de tipo (g, k)
con k > 2, es decir, dim(Hy (L., Z) =29+ k—1 > 1.

Una consecuencia inmediata, al considerar este tipo de polinomios, es
la siguiente: si w es una l-forma y by, ..., b, son los valores singulares de H
entonces la aplicacién:

C—{by,...b,} — C

c — </ w,...,/ w)
(8] [vz]

es univaluada, donde 72, ...,97, con r = 2g + k — 1, son los generadores de
Hy(L.,Z).

4.1 Polinomios con monodromia global trivial.

La clasificacién algebraica de polinomios con monodromia global trivial se
basa en los siguientes resultados:

Teorema 4.1. [NN1] Un polinomio primitivo P : C?> — C tiene monodro-
mia global trivial si y sdlo si P es racional (i.e. de tipo (0,k)) y de tipo
simple.

Teorema 4.2. [NN2] Usando automorfismos algebraicos adecuados de C? y
de C, cualquier polinomio de tipo simple puede ser transformado en alguna
de las siguientes formas:

99
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r—1
fi=y (H(ﬂz - x)‘”) — h(x), (r>1),

=1

r—1
fo=ams? (H(ﬁl — sqw) , (r>1),

=1

r—1
f3 =z 87 4 gP1 8P (H(ﬂl _ $q1SQ)az> . (r>2),

=1

donde

® ai,..,a,_1 Son enteros positivos,

B1, .-, Br—1 son mumeros complejos distintos y no nulos,

e h(z) es un polinomio de grado < erz_ll ai,

0<q1<q, 0<p1<py (pq1 —qp1)==+1y

o S:=2aFy— P(x), k>1y P(x) es un polinomio de grado < k — 1.

Ahora, notemos que:

i) Si consideramos r = 1 para fj, entonces f; es de tipo C, de donde
dim(H;(L¢,Z)) = 0 por lo que carece de sentido para las versiones
infinitesimal débil y fuerte de la segunda parte del problema 16 de
Hilbert. Ademas, si consideramos r = 2 para f; entonces f; es de tipo
C*, caso ya estudiado en el Capitulo 2.

i1) Si consideramos r = 1 para fy, entonces fo también es de tipo C*.

De lo anterior se sigue el siguiente:

Lema 4.1. Cualquier polinomio f con monodromia global trivial y tal que
dim(H1(L¢,Z)) > 1 puede ser transformado, usando automorfismos alge-
braicos adecuados de C*> y C, en un polinomio H, el cual pertenece a sélo
una de las siguientes familias:
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r—1
81 = {y [16 — ) — hia) | r > 3},
=1

r—1
8y = {xplspH(ﬂz — N8N | r > 2} :

=1

r—1
S3 1= {qusq + gPr1gP H(ﬁl — g0 5w ‘r > 2}’

=1

CON A1y ey Ap—1, Py -eey Br—1, B(T), P1,q1,0,q y S como en el Teorema 4.2.

En la siguiente seccién estudiaremos la forma topolégica de la fibra
genérica L. de los polinomios H € 81 U 82 U 83, con el fin de entender
el primer grupo de homologia H1(L.,Z) de L. y con esto realizar el estudio
de las integrales Abelianas respectivas.

4.2 'Topologia de las fibras e integrales Abelianas.

La forma topoldgica de la fibra genérica de los polinomios H € 81 U 89 U 83,
la describimos en los siguientes tres casos.

Caso 1. H € 8;.

Por hipétesis
r—1

H=y[]B-2)"-hx), (4.1)

=1
con r > 3y el grado de h(x) menor que E;:f ag.

Sean ¢y, ...c; los diferentes valores de —h((3;) con I =1,...,7 (1 <t <r).
Para cada i € {1,...,t} definimos B; como el conjunto:

Bii= {61 € {1} y h(B) = ).

Proposicién 4.1. Para cualquier ¢ € C — {c1,...,c;} la fibra L. de H es
una curva irreducible.

Demostracion: Para cada ¢ € C el polinomio H — c es lineal en y, entonces
puede ser factorizado solamente en la forma:

r—1
H—c=y ][5 —2)% = (h(x) + ¢) = p(z) (yg(x) — he(2)),  (4.2)
=1
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donde p(z),g(x) y he(x) son polinomios.

La ecuacién (4.2) es posible si y sélo si h(z) +cy [[}_; (6 — z)® tienen
al menos una raiz en comun.

Las raices de [];_,(8 — )™ son i, ..., B, y si B; fuera raiz de h(z) + cq
y h(z) + ¢, entonces
0= h(Bi) + ca = h(Bi) + co + (ca — cb) = (ca — Cp)-
De donde se obtiene que para cada (3; con [ € {1,...,r} existe una y sélo una

¢ € C tal que (3 es raiz de h(x) + ¢.

Como [; es raiz del polinomio h(x) — h(3;) entonces para cada valor ¢ €
C—{-h(p1),...,—h(Br)} = C—{c1,...,ct} el polinomio H — c es irreducible,
por lo tanto L. is irreducible. 0

Proposicién 4.2. Para cualquier ¢ € C — {c1,...,c;} la fibra L. de H es
biholomorfa a C — {f, ..., B }.

Demostracion: De la Proposicién 4.1 sabemos que para cualquier ¢ € C —
{c1,...,c¢} la fibra L. es irreducible. Ademds es muy facil ver que la apli-

cacion ( )
SOC:C_ ﬂla'"yﬂr — Lc
. _ (Z cth(z) ) (4.3)
’ H;ﬂzl(ﬁl*'z)al
es un biholomorfismo. 0
Sea

d:=

min{||3; — G| 4,5 € {1,...,r =1} ,i # j}
2 b
y para cada l € {1,...,7 — 1} definimos

= {de*™ = 1 16 € [0,1]} C C.

De esta forma, «; es un circulo de radio d y centro en §; y tal que §; es el tinico
punto de {1, ..., Br—1} que esta contenido en el interior de ;. Consideramos
para cada [ € {1,....r — 1} el lazo 7. = p.(a;) C L, donde ¢, esta dada
por (4.3). Asi el conjunto de ciclos {[y}]|l = 1,...,7 — 1} generan el primer
grupo de homologia Hy(L.,7Z) de la fibra L. de H.

Lema 4.2. Sea w una I-forma polinomial de grado n y H € 81. Entonces
para cada T € {1,...,m7 — 1} la integral Abeliana:

I(c): C—Ac1yyr} — C
c f[vg}w

es un polinomio de grado < n.
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Demostracion: De la Observacién 1.11 es suficiente calcular las integrales:

[ o
[v¢]

donde 1 = x'y?~'dx, con i € {0,1,....j —1} y 1 < j < n.

Usando la parametrizacion (4.3) se obtiene

=] e (14
R =

(i SO A
-2 (. >< H;;fwl—z)o‘ﬂwd) i

n=0

Por lo tanto

/

De donde obtenemos que la integral Abeliana fh*] 71 es un polinomio de grado
<j—1<j<n,la cual extiende a todo C. 0

Ejemplo 4.1. Sea H = y(1 + z)(1 — )™ ! € 8§; un polinomio de grado
m + 1. Para cada ¢ € C — {0} la fibra L. de H esta parametrizada por:

we: C—{-1,1} — L,
z — (z, 7(1+z)(1iz)m_l) .
Ademés si consideramos los lazos o = {1 4+ e>™V=119 € [0,1]} vy a; =

{—1+e2™V=1919 € [0,1]}, entonces 7} = @.(o1) y 72 := @c(az) son los
generadores de la homologia de la fibra L..

(4.5)

Sea w la 1-forma polinomial w = (y+y?+- - -+y")dx de grado n. Entonces
usando la parametrizacién (4.5) obtenemos que:

! dz
/ (1+ 2){(1 — 2)lm Z“”

n

[o5
[v¢] 1=

1

n

/[vzlw:ZCl/ (1+2) <1d Z’”c

=1
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donde

a 1 1) —2my/—1 <l+l(m—1)—2>#0‘

oy =T e ((1 21— 2)lm=D’ ") T DT\ (m—1)—1
y

273—_1 - e ((1 T z)l(ll— ST ‘1> e (l Hm= b= 2) #0.

~ lH(m—1)—1
Por lo tanto para 7 = 1,2 la integral Abeliana

I.(c):C—-{0} — C

C w
[vZ]

es una funcién polinomial de grado exactamente n.

Caso 2. H € 8.
7“>2}.

Para encontrar una parametrizacion de la fibra generica de H, recor-
damos la forma de encontrar una parametrizacion de la curva:

Recordemos que

r—1
8o i= {xmsp H(ﬁl — g1 g%
=1

Sti={z?+ 22 -1=0} CcR%

La idea es muy sencilla, Sea P := (0,1) € S' y para cada r € R conside-
remos la linea recta [, que pasa por los puntos P y (r,0) y le llamamos la
curva auxiliar I,.

La curva auxiliar [, intersecta a la curva S' en un sélo punto distinto de
P, esto induce la funcién:

p:R — St
r — [.NS.L

Mas atn, es ficil ver que;

2 2
= 1—
SD(T) (T—’-%’ T2+1)7

la cual extiende a R U {co}. Con esta construccién se ha obtenido una
parametrizacién racional de S'.

En nuestro caso las curvas auxiliares a considerar seran:

I, = {2789 =2} c C%
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Proposicion 4.3. Sea H un polinomio en la familia 8o. La fibra genérica
de H es biholomorfa a C — {0, B1, ..., Br—1}.

Demostracion: Observemos que la fibra Ly es disconexa, ya que es la unién
disjunta de las curvas:

r—1
{H(ﬁl — g1y = o}
I=1
{zP1SP = 0}.
Consideramos el polinomio:
G: C2 - {Lo} — C- {O,Bl, ...,ﬂrfl}
(z,y) = a®si

Asi, cada fibra de G es una curva auxiliar. Ahora, sea ¢ € C distinto de cero,
entonces un punto (z,y) € C? satisface que H(z,y) =cy

G(z,y) =218 = z, (4.6)

con z € C—{0,01,...,0p—1} si y sblo si
c
Pt = — | (4.7)
1 (B — =)
Elevando a las potencias p y p; la ecuacién (4.6) obtenemos:
aPUGPL = Py P10 gL = P (4.8)

También elevamos a las potencias ¢ y ¢1 la ecuacién (4.7) para obtener:

g1 8P = —— ot , oy AP st = —— o . (4.9)
11 (B — z)a 11 (B — z)n

De (4.7) es claro que x y S deben ser no nulos, asi que tomando el cociente
de (4.8) y (4.9) se obtiene

r—1
PN~ — P 1=y (B = 2)™ y PN — < .
4 2P1 H;:ll(gl — z)n@
(4.10)
Recordemos que pg; — gp1 = £1. Por lo cual analizaremos dos casos:

Primer caso. Supongamos que pg; — gp1 = 1 entonces de (4.10) se obtiene

P11 (B — 2)1

cq

x=1(z) =

(4.11)
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cql

pra) H?;l(ﬁz _ z)qlaz’

Usando que S := xFy — P(x) entonces podemos despejar v, asi:

cak (cql + 2P I (6 - Z)W”P(l/’l(z)))

2Pk+p1 H;:_ll (ﬁl — z)(qk+q1)az

Yy =1o(z) := (4.12)
De (4.11) y (4.12) se tiene que la aplicacién ¢, : C — {0, 01, ..., Br—1} — L¢
definida como:

pe(2) = (P1(2),92(2)) , (4.13)

es una funcién holomorfa con inversa holomorfa G. := G|g,. Por lo tanto
para cada ¢ # 0 la fibra L. de H € Sy es biholomorfa a C — {0, 51, ..., B,—1}.

Segundo Caso. Supongamos que pg; — gp1 = —1 entonces de (4.10) se sigue

que .
C
z =11(2) = T T (4.14)

Pl H};l(ﬂl — z)nw

ci1

S =

Como S := x¥y — P(x) obtenemos

P L (B = ) + Py (2))

cak+a1 —pk H}";ll (B — z)—aka

y =1a(z) :=

(4.15)

De (4.14) y (4.15) la aplicacién ¢. : C—{0, f1, ..., Br—1} — L. definida como

Pe(2) = (¥1(2), ¥2(2)) , (4.16)
es una funcién holomorfa con inversa G. := G|g,. Por lo tanto para cada
¢ # 0 la fibra L. de H € 83 es biholomorfa a C — {0, 51, ..., Br-1}. 0

Definamos 5y = 0 y sea

mln{”ﬂl _BJH "L,j € {07177T - 1}7Z #j}
5 .

d .=

Para cada [ € {0,1, ..., — 1} definimos
= {de*™ = 1 16 € [0,1]} C C.

Por lo tanto:
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e Sea H € 89y pg1 —gp1 = 1. Consideramos para cadal € {0,1,...,7r—1}
ellazo 7! = ¢.(a;) C L., donde . esta dada por (4.13). Asi el conjunto
de ciclos {[y}]|! = 1,...,m7 — 1} generan el primer grupo de homologfa
Hy(L¢,Z) de la fibra L. de H.

e Sea H € 83y pg1 — qp1 = —1. Para cada [ € {0,1,...,7 — 1} conside-
ramos el lazo 7. = ©.(q;) C L., donde ¢, esta dada por (4.16). Asf
el conjunto de ciclos {[y}]|l = 1,...,7 — 1} generan el primer grupo de
homologia Hi(L.,Z) de la fibra L. de H.

Lema 4.3. Sea w una I-forma polinomial de grado n y H € S3. Entonces
para cada T € {1,...,7 — 1} la integral Abeliana:

I(c):C—-{0} — C
¢ = g

es un polinomio de grado < q(kn — 1) 4+ ¢1n.

Demostracion: De la Observacién 1.11 es suficiente calcular las integrales:

[ o
el

donde 1 = 2y ~idx, con i € {0,1,....j —1} y 1 < j < n.
La demostracién la realizaremos en dos pasos.
Paso 1. (H €82y pg1 —qp1 =1)

Usando la parametrizacion ¢, de la fibra genérica L., dada por (4.13)
es facil ver que

PR o) |
z .

@ (n) = Zp(ki=(k+1)i=1) T2 (8) — 2)(aGk—(k+D)i=1)+a1(—i))a

donde

r—1 Jj—t
R(z,c) := <cq1 + P (¢1(2)) 2P H(ﬁl _ Z)am)

=1

Jj—i . . r—1
— I | ppr—i-n) _ aa(i—i—h) L))
H§:0< y )( o | (C) “)(Pwl( ) e,

=1

y ¥1(2) esta dada por (4.11).
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Supongamos que P(z) := pg+---+psx®, con s < k—1y ps # 0, entonces

r-1 j=i=n
(P (n (=)™ " (Zp,,zwﬂ m—zwm"cq”)
=1
r—1

_ Z G —i- pro - pits PN H(ﬂl — z)aaNs =N,

=1

donde la suma es tomada sobre todas las (s+1)-adas de enteros no negativos
(ng,...,ns) talque ng+---+ns=j—i—pny

Ng:=mny+ -+ sns. (4.18)

Por lo tanto

ZPNH'Pl(J i—p) ¢=qNs+qip

4.1
Z Z n0--Ns (ﬂl _ Z)(qN9+q1(J i—p))ag’ (4.19)
donde (j— )
j—1
AZO e = mpo p?g (420)

Sustituyendo (4.19) en (4.17) obtenemos

_ ]ZE Z " 2PNs—p1p—aNs+aip B Y = 0
=0 o 2L (B — 2) —aNs+aqip)a (B — 2) '

Finalmente, usando que f['ﬂ n= [, ©i(n) se tiene

w, 7,1 7,2 —gNs+
/ n_ZZAnO o (100 12 ) oo

donde
Ng:= Ns— (kj — (k+1)i — 1), (4.21)

) ’1
I =p [ a2
Qr

r—1
72
]ZOT ny = —ani/ 4o (2)dz
o=0 Qr

r—1

Q(Z) — Zp]\NfS—p1u—1 H(ﬂl _ Z)(QNS—QIM)GI
=1
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QU(Z) = ;Uq(_Z)Z :

Para conocer la forma de la integral Abeliana fhf} 7 consideramos dos
situaciones:

i) Supongamos —qN; + g1 < 0.
Entonces _
gNs — qipt > 0, (4.22)

ademds como p > 0 también
paN, — pqupt > 0. (4.23)
Ahora, supongamos que pNs —pip < 0, entonces usando que g > 0 se obtiene
—pqNs + qpipe > 0. (4.24)

Sumando (4.23) y (4.24) obtenemos que —(pg1 — gp1)p > 0 lo cual es una
contradiccién ya que p > 0 y por hipétesis (pg1 — gp1) = 1. Por lo tanto

pNy —pip— 1> 0. (4.25)

Asi, de (4.22) y (4.25) es claro que ¢(z) y ¢,(2) son funciones polinomiales,
de esta forma, para cada 7 € {0,1,...,7 — 1} se obtiene que

771 772
e =10 =o.

ng...Ns ng...Ns

i1) Supongamos —q]\Nfs +qpu>0.
Entonces para cada 7 € {0,1,...,r — 1}

Iuml ¥ Ium?

ng...Ns ng...Ns
son numeros complejos quizas no nulos.

De i) y #i) obtenemos que la integral f[“ﬂ 7 es un polinomio ]DZZ(C) en la
variable c.

Para conocer el grado de F/;(c) observamos que:

—gNs+qip = —q(Ne—(kj—(k+1)i—1))+qip = q(kj—(k+1)i—1)—gNs+q1 .

Comoi >0, Ng >0y 0<pu<j—1i, entonces el valor méximo de q(kj —
(k+1)i —1) —qNs + qip es cuando i = 0, Ny = 0y pu = j, asi que F;(c)
tiene grado < q(kj — 1) + q1j < q(kn — 1) + ¢1n.
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Paso 2. (H € 82 y pq1 — qp1 = —1).

Usando la parametrizacion ¢, de la fibra genérica L., dada en (4.16) se
obtiene

. R(z, )0 G=D)=a(kj—(k+1)i=1) p(kj—(k+1)i~1) 1l
@c("?) - ( ) r—1 —g(ik—(k+1)i—1 £- qz e
=1 (ﬂl — Z) q(jk—(k+1)i—-1)ay z = (ﬂa — Z)
donde o
r—1 J—
R(z.c) = (Zpl [T — 2% + P (=) ) |
=1

y ¥1(z) esta dada por (4.14).
Supongamos que P(z) := po+---+psx®, con s < k—1y ps # 0, entonces
i (j—i—mp)! _
T S R el | (BRI
=1

donde la suma es tomada sobre todas las (s+1)-adas de enteros no negativos
(ng,...,ns) tal que ng +---+mngs =7 —1—py Ny es como en (4.18). Asi

2P1—PNs (qNs+q1(j—i—p)

Z Z 110- T l_l (B — Z)(QNS*QIN)al’

donde A}, ., es como en (4.20). Por lo cual se obtiene

ZZ 2P11=pNs aNs—qip P i 1 @
o e \z 1) ®

e

donde N, es como en (4.21). Finalmente obtenemos

[ on=- zzAno o (07, + T8 ) o
[vZ]

donde
77—’]‘
. :Zp/ q(z)dz,
ar

r—1
T2
Ino g 1= —ana/ 4y (2)dz
o=0 T
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_ r—1 ~
q(z) == ZP1p—pNs—1 H(ﬁl _ z)(Ql#*qNs)al
=1

_2q(2)
B ﬂa - Z.

Al igual que en el paso anterior, consideramos dos casos.

qs(2) :

i) Supongamos gN, — qp < 0.
Entonces
g1 —qNs >0 (4.26)

parp — pgNy > 0, (4.27)
ya que p > 0.

Ahora, supongamos que p1jt— pﬁ s < 0, entonces usando ¢ > 0 obtenemos
—qp1pt + pgNs > 0. (4.28)

Sumando (4.27) y (4.28) obtenemos que (pg1 — qp1)p > 0, lo cual es una
contradiccién ya que p > 0 por hipédtesis (pg1 — gp1) = —1. Por lo tanto

pipt—pNy —1>0. (4.29)

De (4.26) y (4.29) se sigue que ¢(z) vy g,(2) son funciones polinomiales, esto
implica que para cada 7 € {0,1,...,r — 1}

7’1 7’2
=1 =0.

nQ...Ns nQ...Ns

i1) Supongamos qﬁs —qp > 0.
Entonces para cada 7 € {0,1,...,r — 1}

]H7T’1 IH7T72
ng...Ns no...Ns

son numeros complejos quizas no nulos.

Asi de ©) y ii) se obtiene que f['ﬂ 7 es un polinomio en la variable ¢ de
grado < q(j — 1) < ¢g(n — 1) que extiende a todo C.

Ademis es claro que < g(n —1) < q(kn — 1) + q1n. 0
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Ejemplo 4.2. Sea H = zFy(1 — xz9%+1y9) € 8y (usamos p; = 0, p = 1,
qu=1,8=2a"y, r=2y B =1). Para cada ¢ € C — {0} la fibra L. de H
esta parametrizada por:

ve: C—-{0,1} — L.

z(1—z k 4.30
- L ( (1cq s Zk(fi;;ml) (4.30)
Ademds si consideramos los lazos a; = {%627“/__19‘9 € 0,1} y ag =

{1+ %62ﬂﬁ9‘9 € [0,1]}, entonces 7! = p.(a1) y 72 = p.(az) son los
generadores de la homologia de la fibra L.

Sea w la 1-forma polinomial w = (y+y?+- - -+y")dx de grado n. Entonces
usando la parametrizacion (4.30) obtenemos que:

cHak=1) (1—2)7—qz(1—2)771! p
Z 2)n(1 — z)lah+D) cd “

_ Zcq (lk—1)+1 dz B dz
£ ny (1 — 2)a=1)+ q oy ZFL(1 — 2)ah=DF1+1

1

- 1

_ — (lk—1)+1 _

=27V 12 c? (Res <zkl(1 EESTIIE O> qRes (zkll(l =)
1=1

= 277\/—_12 aycdtk=1+
1=1

/ W= / o
(v2] [+
donde

_(a(kl=1)+1+kl—2 gkl = 1) +1+k -1\ ,
‘”‘( qlkl—1) +1—1 >_q< q(kl —1) +1 >7é'

Por lo tanto para 7 = 1,2 la integral Abeliana

I.(¢c):C-{0} — C

¢ = J

es una funcién polinomial de grado exactamente q(kn — 1) +n

r>2}.

Caso 3. H < 83.

La familia 83 esta dada por:

r—1
83 = {x‘h s4 + rP1gP H(ﬂl — 1 Sq)az
=1

q(k—1)+1+1 ’0))
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Proposicion 4.4. Sea H un elemento de 83. La fibra genérica L. de H es
biholomorfa a C — {0, 51, ..., Br—1,c}.

Demostracion: La fibra Ly es disconexa, ya que las curvas

r—1
{H(ﬁz —z87)" = 0}

=1

{z = 0}.

son componentes disjuntas de £o. Ademads es claro que las fibras Lg,, ..., L3, _,
son reducibles.

Siguiendo la misma idea que en la Proposiciéon 4.3, consideramos la
funcién:

G:C2—{Lo,Lp, - Lp_,} — C—{0,61,.,0 1}
(z,y) = xS,

Entonces, un punto (z,y) € C? satisface que H(z,y) =cy
G(z,y) =298 = z, con z € C—1{0,051,..., Br—1,c} (4.31)

si y solo si
c—z

Prgph— — — — 4.32
' ECEST .
De (4.31) obtenemos que
gPUSPL — Py PO GAPT — P (4.33)
De (4.32) se obtiene
— )4 _ )@
2P gPI — r7(1c ?) —, P10 gPa1 r7(1c z) — (4.34)
=1 (B — )14 =1 (B — z) B
De (4.33) y (4.34) obtenemos
-1
pPa—apt — ) | I and SPOI—P1 — (01_ z)"
(c—2)1 P = (B — z)ne
(4.35)

ya que x y S son no cero.

Tenemos dos casos:
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i) Supongamos que pgq; — gp; = 1 entonces de (4.35) se sigue que

PTG — 2)

x=1Y1(z) = c—2) , (4.36)
_ (c—2)n
P T~ 2y
y usando S := zFy — P(z) se obtiene
(= 2)% ((c— 27 + 2 [T (B — )" “P(4a(2)) )
y=1a(z) = (4.37)

2Pk+p1 H;‘:_ll (ﬁl — Z)(qk'HIl)al

De (4.36) y (4.37) se tiene que la aplicacién . : C—{0, 51, ..., Br—1,¢} — L.
definida como

pe(2) = (P1(2),92(2)) , (4.38)

es una funcién holomorfa con inversa holomorfa G, := G|,.

Por lo tanto para ¢ € C — {0,01,...,0,—1} la fibra L. de H € 83 es
biholomorfa a C — {0, 51, ..., 8,1, c}.

i1) Supongamos pq; — qgp1 = —1, entonces de (4.35) se sigue que

B o (c—2)4
z=11(z) = TN (4.39)
Yy
. Pl H;’:—ll(ﬁl — z)na
o cdt ’
Como S := z*y — P(z), despejamos y:
N _ 104 _ 1
y = ¢2(Z) — 2P Hl:l (ﬁl Z)q + (C Z)q P(Q/)l('z)) (440)

(¢ — z)ak+az—p H};l(ﬁz — z)—dka

De (4.39) y (4.40) obtenemos que la aplicacién ¢, : C—{0, f1, ..., Br—1} — L¢
definida como

QOC(Z) = (¢1(2)7¢2(2’)) ) (4.41)
es una funcién holomorfa con inversa G. := G|,.

Por lo tanto para ¢ € C — {0,51,...,0,—1} la fibra L. de H € 89 es
biholomorfa a C — {0, 51, ..., Br—1, ¢}. 0
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Para describir el primer grupo de homologia de la fibra generica L. de
H € 83 definimos Gy = 0 y consideramos

HllIl{HﬂZ _ﬂ]H |Za.] € {07177T - 1}7Z #j}
5 .

d:=

Para cadal € {0,1,...,7—1} definimos el circulo «; de radio d y centro en
B, asi G es el inico punto de {f, ..., Br—1} que esta contenido en el interior
de o;.

Sea A el disco cerrado acotado por «;. Consideramos ¢ € C — U}:&Al y
definimos 3, := ¢, entonces el circulo

a = {de*™V 71 4+ .16 € [0,1]} C C,
no contiene en su interior ningin punto de {0, ..., Gr—1}.

e Sea H € 83y pq1 —qp1 = 1. Para cada [ € {0,1,...,r} consideramos
el lazo 7. = ¢.(ay) C L., donde ¢, esta dada por (4.38). Asi el con-
junto de ciclos {[7}] |l = 0, ...,7} generan el primer grupo de homologia
Hy(L¢,Z) de la fibra L. de H.

e Sea H € 83y pq1 —qp1 = —1. Para cada l € {0,1,...,7} consideramos
el lazo 7. = ¢.(aq) C L., donde ¢, esta dada por (4.41). Asi el con-
junto de ciclos {[7}] |l = 0, ...,7} generan el primer grupo de homologfa
Hi(L¢,Z) de la fibra L. de H.

Lema 4.4. Sea w una I-forma polinomial de grado n y H € S3. Entonces
para cada T € {0, ...,7} la integral Abeliana:

Ic):C—-UyA — C

¢ = Joge

es una funcion polinomial en la variable ¢ cuyo grado es menor o igual a

(k1) <q (z_l) +p> +n (m (2_1) +p1)

max{p(kn — 1) + np1,q(kn — 1) + nq }.

Demostracion: De la Observaciéon 1.11 basta considerar las integrales:

[
[vZ]
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donde 1 = 2y ~'dx, con i € {0,1,....j —1} y1 < j < n.
La demostracién la partimos en dos pasos.
Paso 1. (H € 83y pg1 — qp1 = 1).

De la parametrizacién ¢. dada por (4.38), es facil ver que

R(z,¢)(c — z)1ki—(k+1)i=1)—1 (q +(c—2) (g R —(g:iz)» i
op(kj—(k+1)i—1)—p1(j—1) ;’:—11(51 — z)(aki=(k+1)i=1)+aq1(j—i)a

wo(n) = —

donde

r—1 J=i
R(z,¢) = ((c —2) + P (i(2)) 2 [ (5 - Z)‘”‘“>

=1
y ¥1(z) esta dada por (4.36).

Siguiendo las ideas de la demostracién de Lema 3, Paso 1, es facil mostrar
que

y (N1 —2) (2o gyl L
w(n):JZZA" : - (q+(c Z)<Z qZ},:o (ﬁ"z)»dz
= 2 2o T R S [y — ) ’

donde A%, . es como en (4.20) y N, como en (4.21). Por lo tanto

Jj—1
_ § : m 7,1 ,T,2 7,3
/ Tl - Z A”O---ns (Ino---ns + ]nO---ns + I”O---ns ’

donde
[ZZ)T’lng = Q/ Q(Z)(C — z)_(qNs—qlu)—le’
o

o

dz,

1= | (=) (e = )~ N

ng...ns ° 2

r—1
K 73 _ ~ _
IS, = =43, [ ) 2) R anas,
o=1 Qr

zp]vsfplp'

) = = o) e
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zp]vsfplp'

=B — z)~@Ns—ama (g, — z)

4s(2) ==

Vamos a considerar tres posibilidades:
a) Supongamos —(qN, — q1pt) < 0 entonces del inciso i) del Paso 1 del

Lema 4.3 se obtiene que pNs — pijpu — 1 > 0, de donde q(2), q(2)/z v
d»(2) son polinomios de grado

r—1 r—1
No(g) ar+p) —ular Y ar+py),
=1 =1
_ r—1 r—1
No(g> ar+p)—plg Y ar+p1)—1
=1 =1

r—1 r—1
No(gY ar+p)—plar Y a+p)—1
=1 =1
respectivamente. Asi que para cada 7 € {0,1,...r — 1} se cumple:

,T51 \TH2 ,T53
- =1 =1 =,

ng...Ns ng...Ng ng...Ns

y para T = r se tiene:

/= (¢Ns—q1p2)
et _ p2my/0) (d “)(q(z))>

7p---Tte (qﬁs — Q1N)! dz(qﬁsfthll ’

zZ=C

ng...ns

o2 __ p2ny=T) (d@ﬁsw (q(z)))

(gNs — qipp — D! \ dz@Ns—an=1) \ z .
y ~
) G p(2my/—1) d(aNs—q1p—1) o)
T (gNs — qup = 1)1\ dzlaNs a1 4 .

w1 M2 T3 . .
de donde es claro que ]no...ns’ Ino...ns y Ino...ns son polinomios en ¢
del mismo grado:

Bl ) oo ) )
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b) Supongamos —(gNs — ¢1pt) = 0 entonces también pNy, — pipu—1>0y
H,T51 I”’T’Q Iuml
nop...Ms?> NQ...Ns y np...Ns

w1 zpﬁsfplﬂ

10 ——

] =q 7(12,
ar

las integrales [ se reducen a:

10T c—z

10,T,2 N._— _
1" ::p/ ZPNs—Pu=1g
ar

nQ...Ns

zp]vsfplp'

r—1
I3 = —q a / —dz.
110+ T Uzzjl 7 or ﬂa -z
Por lo tanto para 7 € {0,1,...,r — 1}:

Iuml :Ium2 0 ¥ Ium3 — cte.

nQ...Ns nQ...Ns nQ...Ns

w1

no..n, € un polinomio de grado pN, — D1,

Para 7 = r se tiene que
¥ Iwﬁ _ Iu,r,3 —0.

ng...Ns ng...Ns

¢) Supongamos —(qﬁs — q1pt) > 0 entonces

I#,'r,l :Ium? :[”’T’?’ —0,

ng...Ns ng...Ns ng...Ns

y para cada 7 € {0,1,...,7 — 1} las integrales:

Iuml [“’7’2 ¥ Iumi%

ng...Ng? ng...Nng? nop...Ns
son polinomios en la variable ¢ de grado —(qﬁs —qip)—1, —(qﬁs —q1/t)
y —(qNs — q1j1) respectivamente.

Por lo tanto, de a), b) y c) se sigue que:

e Para cualquier 7 € {0,1,...r — 1}

bl
T* 7,1 Ium2 y IN,T73

ng...ng? ng...Nng? ng...ng

son polinomios en la variable ¢ de grado menor o igual a g(kj — 1) +
@17 =1, q(kj = 1) + q1j, y q(kj — 1) + q1j respectivamente.
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e Para 7 = r las integrales

[“7r 1 I”’TQ [#77’73

nQe...Ns? T NQ...Ng"? nQ...Ns

son polinomios en la variable ¢ de grado < (5 —1)(¢(32)=} a; — 1) +p).

Paso 2. (H € 83y pq1 — qp1 = —1).

Usando la parametrizacién ¢, de la fibra genérica de H definida en (4.41)
y siguiendo las mismas ideas del Paso 1, es facil mostrar que

p (c— Z)qﬁs—qm—l <q + (¢ —2) ( an 0 (ﬁa 2) ))
= Z Z nQ...Ms PNs—p1p H;;l (B — Z)(qstqw) !

dz,

donde A%, . es como en (4.20) y N, es como en (4.21). Por lo tanto

L= zzAm (Do + T8 2 T0T5 Y,

donde
o, = Q/ q(2)(c — z)Nemnr7 gz,
Yr
HoT,2 q(z) Ns—
Ino Mg ::p/ P (C - Z)q qludv
Yr
[Z;)T:gns = —anU/ (c— z)qNS Dhdz,
*pNS‘i’plN
Z) =

) (ﬁl —z)” (aNs—qip)ay

y

Z*pNS‘i’plN
;:11(@ — Z)(qﬁs—qm)az (By — z)'

En este paso también consideraremos dos posibilidades:

4o (2) ==
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a) Supongamos que qﬁs — g1 < 0 entonces —pﬁs + p1p > 0. Por lo cual

q(2), @ Y 4 (2) son polinomios de grado

r—1 r—1
—No(qd ar+p)+ (g Y a+p),
=1 =1

r—1 r—1
—Ny(gY ar+p)+pl@ Y a+p)—1

I=1 =1
y
N r—1 r—1
—Ny(gY ar+p)+pl@ Y a+p)—1
=1 =1
respectivamente.

De esto, obtenemos que para cualquier 7 € {0,1,...r — 1} se cumple
que

’71 7’2 ’73
o =1 =1 =0.

ng...Ns nQ...Ns ng...Ns

Para 7 = r se tiene que

T/ — (1 *qﬁs)
et _ p2my/0) (d L )(q(z))>

" (qup— gN)! \ delaaNs

zZ=cC

ng...Ns

2 _ _ p@ry=T) (d@wm (q(z)))

(it — gNs — 1)1 \ dal@n—aNa—1) \| 2 2=c
s __plenyD)(doeesen
ng...Ns (q1u _ qﬁs — 1)' dZ(QLU*qNs)*l 7 z=c

de donde es claro que [
mismo grado, a saber

) )l (B 0)

w1 Iu,r,2 ¥ Iu,r,3

nomss L g ng..ms SOIL polinomios del
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b) Supongamos que qﬁs — qip¢ = 0 entonces también se cumple que
—pNs + p1p > 0. Por lo cual es facil ver que para 7 € {0,1,....,7 — 1}
se cumple:

Iuml :Ilm’,? —0 y [W“,l — cte.

ng...Ns ng...Ns ng...Ns
: ]Wul : :
Para 7 = r se verifica claramente que /,,) ", es un polinomio de grado
i~ . 14,752 ,7,3
—pNg + p1, v las integrales ]no.’"ng y ]no.’"ns son nulas.

¢) Supongamos que qﬁs — q14 > 0 entonces

I”’T’l — IM’T’Q —_ ]#77’73 — 0

ng...Ng ng...Ns ng...Ns

y para cada 7 € {0,1,...,7 — 1} las integrales:

Iuml Ium2 ¥ [“’7’3

ng...Ng? np...Nng? ng...Ns
son polinomios en la variable ¢ de grado qﬁs —qp—1, qﬁs —qpy
qNg — q1 4 respectivamente.
De a), b) y ¢) se sigue que:
e Para cualquier 7 € {0,1,...r — 1},

]uml Ium2 ¥ ]um3

ng...ng? ng...ng? ng...Ns

son polinomios en la variable ¢ de grado menor o igual a ¢(j — 1) — 1,
q(j — 1), y q(j — 1) respectivamente.

e Para 7 = r las integrales

Iuml Iu,rﬂ ¥ Iumi%

ng...Ng? ngp...Nng? ng...Ns

son polinomios en la variable ¢ de grado menor o igual a
r—1 r—1
w50 (om0 0) o (1))
=1 =1

Por lo tanto, de los Pasos 1 y 2, hemos probado que:
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1. Para cada 7 € {0,1,...r — 1} la integral

[
vz

es un polinomio en la variable ¢ de grado < q(kj — 1) + 1 y que por
tanto extiende a todo C.

2. Para 7 = r, la integral

[
[vz]

es un polinomio en la variable ¢ y por lo tanto extiende a todo C. Su
grado es menor o igual a

(g o))

Ademés sir >3 0r=2ya; > 1, entonces q(kj — 1) + ¢1j es menor que

R

Sir =2y a = 1 entonces la integral fw} 7 es un polinomio de grado
p(kj —1) + jp1.
Finalmente usando que j < n se concluye la prueba. n

Ejemplo 4.3. Sea H = z(z*y)3 — x(aFy)?(1 — z(2¥y)3) (1 + z(2Fy)3) € 83
(usamos p=2,q=3,p1=1,q1=1,s=2ry, r=3,a1=ay =1, =1y
o = —1).

Para cada c € C — {—1,0, 1} la fibra L. de H esta parametrizada por:

ve: C—-{0,1} — L.

(c—z)3 Z2k+1(1_z2)3k+1

4.42
z = (Z2(1,Z2)3a (c—2)3F+T ) . ( )

Ademads sean oy = {%62”‘/__16 |6 € [0,1]}, aa = {1 + %62”\/__19 |6 € [0,1]}
y as={-1+ %627“/__19 |6 € [0,1]}, los circulos de radio 5 y centro en 0, 1
y —1 respectivamente. Sean D; el disco cerrado acotado por «;. Para cada
c € C—{Dy,Ds, D3} definimos oy = ¢ + %62”‘/__10, con 6 € [0,1], el circulo
de radio 1 con centro en el punto c. entonces 7! 1= @c(a1), 72 = @c(a2),
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73 = pe(a3), 74 := @.(ay) son los generadores de la homologia de la fibra

Le.

Consideremos la 1-forma polinomial w = (y™)dx de grado n. Entonces
usando la parametrizacién (4.42) obtenemos que:

Zn(2k+1)73(1 _ ZQ)n(3k+1)74

/[ 1) YT / (c — z)nBRFD -2 (_32(1 — 2% +2(c—2)(1- 422)) dz
Ye 4
f f2(2)
- [ et 2 [ G

=2my/—1 (—3Res <(C_Zf)2%,c> + 2Res (d}%,%) ;

donde
fl(Z) — Zn(2k+1)72(1 _ ZZ)n(3k+1)f3
n(3k+1)—3
_ Z <n(3k +1) - 3> (1)) =8—p Snk--3n—8—2p
o
n=0
y
fQ(Z) = (1 _ 422)Zn(2k+1)73(1 o ZQ)n(3k+1)74
n(3k+1)—4
_ Z (n(?)k; +1) - 4) (_1)n(3k+1)—4—/LZ8nk+3n—11—2u(1 _ 422)
1
=0
n(3Z+1)—4
_ Z <n(3k +1)-— 4> (_1)n(3k+1)747p, (z8nk+3n71172u B 4ZSnk+3n7972u) .
I
pn=0

Ahora, como

fi1(z) 1 d(n(3k+1)-3)
e ((C—Z)lwc> ~ Bk +1) = 3)! (dz("(3k+1)—3) (f1(2>>>

z=c
n(3k+1)—3 n(3k41)—4
_ Z (n(3k + 1) 3) (_1)77,(3]{;4»1)737/1, H (8nk+3n_8_2‘u_s)c5nk+2n7572u
pn=0 K s=0
y
R f2 (Z) B 1 d(n(3k+1)—4) B
=2y 2¢) = Gk 1) =) \ deern (2() -

n(3k+1)—4

_ Z (n(3k +1)— 4) (_1)n,(3k+1)—4—,u, (Alc5nk+2n—7—2p, _ 4Aic5nk+2n—5—2u) ,
M w
pn=0

donde
A= J[ Bnk+3n—11-24—35)
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y donde
n(3k+1)—5

Ai:: H (8nk +3n—9 —2u — s).
s=0
Entonces es claro que la integral Abeliana

I4(C) . C — {Dl,DQ,D3} — (C
¢ = Jpgw
es una funcién polinomial de grado exactamente
Snk+2n —5= (kn — 1)(5) + n(2),

que corresponde a la cota dada en el Lema 4.4 para el caso ¢ = 3, p = 2,
g=1lpp=1r=3ya =a=1

4.3 Propiedades de las integrales Abelianas.

Como ya hemos dicho, salvo automorfismos algebraicos de C? y C, las tres fa-
milias de polinomios con monodromia global trivial y tal que dim(H; (L., Z)) >

1 son: .
8y = {y [T =2 = ha)|r = 3},
=1

r—1
8y 1= {xplsp [1B -89 |r> 2} :

=1

r—1
Sy 1= {JJ‘“S‘] + gPr 8P H(ﬂl — g gT)u ‘r > 2} ,
=1
CON A1,y .coy Gp—1, P1,-eey Br—1, R(X), P1,q1,P,q ¥ S como en el Teorema 4.2.

El Teorema principal de este Capitulo es:

Teorema 4.3. Sea H : C?> — C un polinomio con monodromia global trivial
y sea w una I-forma diferencial polinomial de grado n. Entonces:

a) La integral Abeliana:
I.(c):C — C
¢ = Jnn e

donde ] es un elemento no nulo de Hy(L¢,Z), es una funcion polino-
mial en la variable c.
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b) Si H € 81 U 83 U 83 entonces el grado d(n) del polinomio I(c) se
comporta de la siguiente manera:

1. Si H € 81, entonces d(n) < n.
2. Si H € 8, entonces d(n) = q(kn — 1) + qin.
3. Si H € 83, entonces

r—1 r—1
d(n) < (kn—1) (q (Z ar — 1> +p> +n <QI (Z ar — 1) +p1>
=1 =1

sir>3o0or=2ya;>1y
d(n) < max{p(kn — 1) + np1, q(kn — 1) + nq1},
sir=2ya; =1.

El grado d(n) es una cota superior para el nimero de ceros aislados de la
integral Abeliana I-(c).

La prueba del Teorema 4.3 se sigue de forma inmediata de los Lemas 4.2,
4.3 y 4.4.
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Problemas abiertos.

Las preguntas inmediatas después del trabajo realizado y para considerar en
un trabajo futuro son:

1. ;La integral Abeliana

C

I.(c):C
¢ f[vﬂ “

-
—
donde 7] es un elemento no nulo de Hy (L., Z), es polinomial si y sélo

si H tiene monodromia global trivial?

2. ;Bajo que condiciones en H la integral Abeliana

I.(c):C — C

¢ = f[vﬂ “

es una funcién algebraica?

87
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Problemas abiertos.
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