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Introducción.

En la teoŕıa cualitativa de ecuaciones diferenciales, el estudio de ciclos ĺımite
es muy importante ya que estos proporcionan información relevante para
la descripción del retrato fase de una ecuación diferencial. Sin embargo
hallar los ciclos ĺımite de una ecuación diferencial puede ser muy complicado.
Prueba de esto es que por más de cien años la segunda parte del problema
16 de Hilbert [Hi](que enunciaremos en seguida) permanece sin solución.

Problema 1. Segunda parte del problema 16 de Hilbert.
Hallar la cota superior H(n) para el número de ciclos ĺımite de la
ecuación diferencial:

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0, (1)

donde P,Q : R
2 → R son polinomios y n es el máximo de los grados

de P y Q.

En relación a este problema los resultados más importantes conocidos
hasta hoy son:

1. Cada ecuación diferencial (1) tiene un número finito de ciclos ĺımite
(ver [Ily91] y [Ec]).

2. La cota H(1) es cero (resultado elemental).

3. La cota H(2) es finita (ver [DRR]).

Sin embargo aún en el caso más sencillo no trivial (n = 2) la cota superior
H(n) no se conoce.

Debido al poco éxito en esta dirección, gran parte del trabajo matemático
relacionado con el Problema 1 esta dedicado a encontrar cotas inferiores para
H(n). Para valores pequeños de n se conoce que:

i) H(2) ≥ 4 (ver [Shi]),
ii) H(3) ≥ 12 (ver [YH]),
iii) H(5) ≥ 24 (ver [LCC]) y
iv) H(7) ≥ 57 (ver [KZ]).

(2)

v



vi Introducción.

Para el caso n = 2 la conjetura es que H(2) = 4 (ver [Ga], pág. 141).

Ahora bien, aunque en un principio el Problema 1 fue planteado sobre el
plano real R

2; también es posible considerarlo sobre el plano complejo C
2, ya

que un ciclo ĺımite (en R
2) de la ecuación diferencial real (1) induce un ciclo

ĺımite en C
2 de la complejificación de la ecuación (1), es decir, considerando

P,Q : C
2 → C (ver [Ily02], pág. 340).

En este trabajo no estudiamos en general las ecuaciones del tipo (1), sino
aquellas que estan cerca de sistemas Hamiltonianos, esto es, dados:

• Un polinomio H : C
2 → C de grado m+ 1,

• un parámetro complejo pequeño ǫ ∈ (C, 0) y

• una 1-forma diferencial polinomial

ω = B(x, y)dx−A(x, y)dy

de grado n = max{grado(A), grado(B)} sobre C
2;

se considera la familia de ecuaciones diferenciales holomorfas (parametrizada
por ǫ):

dH − ǫω = 0. (3)

Esta es una idea clásica (ver [Pon], [Mel]).

A la ecuación diferencial dH = 0 (la ecuación diferencial inicial) le lla-
mamos sistema Hamiltoniano y decimos que −ǫω es una perturbación del
sistema Hamiltoniano dH = 0. La pregunta general respecto a la familia (3)
es:

¿Cómo cambian las propiedades geométricas y dinámicas de
las soluciones de dH = 0 bajo la perturbación −ǫω?

Una primer respuesta es la siguiente: Para ǫ = 0 el retrato fase del sis-
tema Hamiltoniano dH = 0 es bien entendido ya que sus soluciones estan
contenidas en las fibras (curvas algebraicas planas afines) del polinomio H.
Esto implica que dH = 0 no posee ningún ciclo ĺımite. Pero debido a la
perturbación −ǫω, algunos ciclos de dH = 0 (clases de homotoṕıa libre [γc]
de lazos γc contenidos en la fibras H−1(c) de H) pueden generar ciclos ĺımite
de la familia dH − ǫω = 0.

Este hecho establece una conexión entre la perturbación de sistemas
Hamiltonianos y la segunda parte del problema 16 de Hilbert. Esta conexión
es muy importante ya que las desigualdades iii) y iv) de (2) se obtuvieron
siguiendo esta idea (en el plano real). De esto se obtiene la siguiente variación
del Problema 1:
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Problema 2. Versión infinitesimal fuerte [Ily02]. Hallar la
cota superior H(m,n) ∈ N, dependiendo sólo de m+1 = grado(H)
y n = grado(ω), del número de ciclos de dH = 0 que bajo la
perturbación −ǫω, generan ciclos ĺımite de la familia dH−ǫω = 0.

La herramienta más utilizada para determinar si un ciclo [γc0 ] de dH = 0
genera un ciclo ĺımite de la familia dH−ǫω = 0 es la función desplazamiento
asociada al ciclo [γc0 ] y a la familia dH − ǫω = 0. Su construcción requiere
de los siguientes ingredientes:

• Una parametrización γ del lazo γc0 ⊂ H−1(c0) ⊂ C
2.

• Un disco D ⊂ C
2 transversal a las fibras H−1(c) de H en un punto p0

de γc0 y que intersecta a cada fibra H−1(c) en a lo más un punto. Aśı
D se parametriza por H−1 : H(D)→ D, c 7→ H−1(c) ∩D.

Para ǫ0 ∈ C suficientemente pequeño el disco D es transversal a las imagenes
de las soluciones de la ecuación diferencial dH − ǫ0ω = 0. Por lo tanto
podemos elegir un disco pequeño D1 ⊂ C centrado en 0 ∈ C = {ǫ}, de
tal forma que el polidisco D1 × D ⊂ D1 × C

2 sea trasversal en el punto
(0, p0) ∈ D1 ×C

2 a las soluciones de la familia dH − ǫω = 0.

Como D esta parametrizado por c 7→ H−1(c) ∩ D, entonces podemos
darle al polidisco D1 ×D el sistema de coordenadas {(ǫ, c)}.

Sabemos que existe un subconjunto abierto U ⊂ D tal que la aplicación
de holonomı́a asociada a γ (i.e. la aplicación de primer retorno de Poincaré
en el caso complejo), fγ : D1 × U → D1 × D está bien definida y por la
construcción es holomorfa (ver [CN], pág. 63). Además para cada punto
(ǫ, c) en D1 × U existe una única curva γ(ǫ, c) (que depende sólo de γ) que
une el punto (ǫ, c) con el punto fγ(ǫ, c) (ver [CN], pág. 66). Notemos que las
curvas γ(0, c) son cerradas, por lo que existe un único lazo γc := γ(0, c) ⊂
H−1(c) que pasa por el punto de intersección del disco D con la fibra H−1(c).

Nosotros definimos la función desplazamiento asociada al ciclo [γc0] y a
la familia dH − ǫω = 0 como la función:

Lγ : D1 × U → C, (ǫ, c) 7→ ((H ◦ fγ)−H) (ǫ, c),

la cual se puede expresar como:

Lγ(ǫ, c) = ǫkLk(c) +O(ǫk+1), con k ≥ 1. (4)

(Ver Sección 1.2 para una descripción más amplia).

El criterio de Poincaré-Pontryagin dice que el ciclo [γc0 ] genera un ciclo
ĺımite de la familia dH − ǫω = 0 si y sólo si c0 es un cero aislado de la
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función Lk(c) (ver Teorema 1.1). Además, si k = 1 entonces la fórmula de
Poincaré-Pontryagin nos dice que la función L1(c) esta dada por la integral
Abeliana:

L1(c) : H(U) → C

c 7→
∫
[γc]

ω

donde [γc] es la clase de homoloǵıa del lazo γc ⊂ H−1(c) (ver Lema 1.1).

Por lo tanto, si logramos mostrar que la función L1(c) no es idénticamente
nula y podemos acotar su número de ceros aislados entonces habremos aco-
tado el número de ciclos de dH = 0 en U que generan ciclos ĺımite de la
familia.

En resumen, el criterio y fórmula de Poincaré-Pontryagin dan la cone-
xión entre el problema de encontrar ciclos de dH = 0 que generan ciclos
ĺımite de la familia dH − ǫω = 0 y el problema de encontrar ceros aislados
de la integral Abeliana de ω sobre los ciclos de dH = 0. Aśı se obtiene otra
variación del Problema 1:

Problema 3. Versión infinitesimal débil [Ar]. Hallar la cota
superior Z(m,n) ∈ N, dependiendo sólo de m + 1 = grado(H)
y n = grado(ω), del número de ceros aislados no triviales de la
integral Abeliana:

I(c) : ∆ → C

c 7→
∫
[γc]

ω,

donde ∆ ⊂ C = imagen(H) es un subconjunto simplemente conexo
y {γc} es una familia continua de lazos respecto al parámetro c ∈
∆, tal que la clase de homoloǵıa [γc] de cada lazo γc es no trivial en
H1(H−1(c),Z) el primer grupo de homoloǵıa de la fibra H−1(c).

Decimos que c ∈ ∆ es un cero trivial de I(c) si la fibraH−1(c) es simplemente
conexa.

Para el Problema 3 el resultado más importante conocido es:

• Z(m,n) ≤ an, donde a es una constante que depende sólo del grado
de H (ver Teorema 6.26, pág. 177 en [Zo]).

La solución del Problema 3 proporciona información local para hallar la
solución al Problema 2, sin embargo para su solución completa es útil consi-
derar la integral Abeliana I(c) de forma global, esto es, I(c) : C → C, pero
existe un ingrediente que impone dificultades importantes para el estudio
global de I(c): la monodromı́a de H, pues esto implica que en general la
integral Abeliana I(c) sea multivaluada (ver Sección 2.1).
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Aśı que el caso no trivial más tratable, para el Problema 3, es cuando el
primer grupo de homoloǵıa de la fibra genérica de H tiene sólo un generador,
es decir, cuando la fibra genérica de H es una curva algebraica irreducible y
biholomorfa a C

∗ := C−{0}. A los polinomios con esta propiedad se les llama
primitivos de tipo C

∗ y su clasificación algebraica (i.e. salvo automorfismos
algebraicos de C

2 y C) según [MS] y [Sa] esta dada por la familia:

S =

{
xk
(
xly − P (x)

)r ∣∣∣ k, r, l ∈ N, (r, k) = 1, deg(P (x)) < l
P (0) 6= 0 y si l = 0 entonces P (x) ≡ 0

}
.

Nosotros usamos la familia S y probamos el siguiente:

Teorema 2.2. Sea H un polinomio de grado m+ 1 ≥ 3 en la familia S. Si
ω es una 1-forma polinomial de grado n entonces la integral Abeliana:

I(c) : C → C

c 7→
∫
[γc]

ω,

es una función polinomial. Además la cota superior para el número de ceros
aislados no triviales de I(c) es

Z(m,n) =

[
n+ 1

m+ 1

]
,

donde [·] denota la parte entera.

Para el caso m+ 1 = 2 no sólo consideramos H de tipo C
∗ sino cualquier

polinomio H de grado m+ 1 = 2 y probamos el siguiente resultado:

Teorema 3.1. Sea H : C
2 → C un polinomio de grado 2 y ω una 1-forma

diferencial polinomial de grado n, entonces la integral Abeliana:

I(c) : C → C

c 7→
∫
[γc]

ω

es una función polinomial. Además la cota superior para el número de ceros
aislados no triviales de I(c) es:

Z(1, n) =

[
n− 1

2

]
.

El siguiente grado de dificultad en el Problema 3 es cuando el polinomio
H tiene monodromı́a global trivial y el primer grupo de la homoloǵıa de la
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fibra genérica tiene al menos dos generadores. La clasificación algebraica de
estos polinomios, según [NN1] y [NN2], esta dada en tres familias:

S1 :=

{
y

r−1∏

l=1

(βl − x)al − h(x)
∣∣ r ≥ 3

}
,

S2 :=

{
xp1sp

r−1∏

l=1

(βl − xq1sq)al
∣∣ r ≥ 2

}
,

S3 :=

{
xq1sq + xp1sp

r−1∏

l=1

(βl − xq1sq)al
∣∣ r ≥ 2

}
,

donde al ∈ N − {0}, βl ∈ C − {0} con βl 6= βl′ si l 6= l′, h(x) un polinomio
de grado <

∑r−1
l=1 al, 0 ≤ p1 < p, 0 ≤ q1 < q tal que (pq1 − qp1) = ±1 y

s := xky − P (x) con k ≥ 1 y P (x) es un polinomio de grado < k.

Nosotros usamos estas tres familias para obtener el siguiente:

Teorema 4.3. Sea H : C
2 → C un polinomio con monodromı́a global trivial

y sea ω una 1-forma diferencial polinomial de grado n. Entonces:

a) La integral Abeliana:

Iτ (c) : C → C

c 7→
∫
[γτ

c ] ω,

donde γτc es un elemento no nulo de H1(Lc,Z), es una función polino-
mial

b) Si H ∈ S1 ∪ S2 ∪ S3 entonces el grado d(n) del polinomio I(c) se
comporta de la siguiente forma:

1. Si H ∈ S1, entonces d(n) ≤ n.
2. Si H ∈ S2, entonces d(n) = q(kn− 1) + q1n.

3. Si H ∈ S3, entonces

d(n) ≤ (kn−1)

(
q

(
r−1∑

l=1

al − 1

)
+ p

)
+n

(
q1

(
r−1∑

l=1

al − 1

)
+ p1

)

si r ≥ 3 o r = 2 y a1 > 1; y

d(n) ≤ max{p(kn− 1) + np1, q(kn − 1) + nq1},

si r = 2 y a1 = 1.
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El grado d(n) es una cota superior para el número de ceros aislados de la
integral Abeliana I(c).

Ahora, si la función L1(c) es idénticamente cero, entonces de acuerdo a
la ecuación (4), es necesario conocer la función L2(c) para calcular el número
de ciclos de dH = 0 que generan ciclos ĺımite de la familia dH − ǫω = 0; si
L2(c) también es idénticamente cero entonces necesitamos conocer L3(c) y
asi sucesivamente hasta encontrar la primer función Lk(c) no idénticamente
nula o bien mostrar que todas las funciones Lk(c) son nulas, lo que implica
que Lγ(ǫ, c) es idénticamente cero y por lo tanto ningún ciclo de dH = 0 en
U genera ciclo ĺımite.

Sabemos que en general Lk(c), con k ≥ 1 no esta dada por una integral
Abeliana, esto es, por la integral de una 1-forma racional sobre ciclos de
dH = 0, ver [Ga05] pág. 664. Esto impone dificultades importantes para
hallar la solución al Problema 2. Sin embargo existen ejemplos para los
cuales las funciones Lk(c) siempre estan dadas por integrales Abelianas (
por ejemplo cualquier polinomio primitivo H de grado 2 de tipo C

∗, ver
Sección 3.1, Corolario 3.4 y también [Ga05] pág. 681).

En particular el polinomio H = 1
2(x2 + y2) tiene la propiedad de que

Lk(c) siempre es una integral Abeliana. Iliev usa ésto para dar una cota
superior del número de ceros aislados de la función Lk(c) en términos de

k y n = grado(ω), tal cota es
[
k(n−1)

2

]
(ver [Ili]). Del art́ıculo de Gavrilov

[Ga01] se sigue que H(1, 2) = 2, sin embargo para n > 2 la cota H(1, n) es
aún deconocida.

Nosotros estudiamos el Problema 2 cuando H = 1
2(x2 + y2) y ω es de la

forma ω = g(x)dx − f(x)dy, obteniendo el siguiente resultado:

Teorema 3.2. Sea H = (x2+y2)/2 : C
2 → C y ω es una 1-forma diferencial

polinomial de grado n de la forma: ω = g(x)dx − f(x)dy entonces

H(1, n) = 2
[n

2

]
− 1.

La demostración se basa en lo siguiente:

• Si L1(c) no es idénticamente cero entonces
[
n−1

2

]
es la cota para el

número de ciclos de dH = 0 que generan ciclos ĺımite de la familia
dH − ǫω = 0. Además

[
n−1

2

]
≤ 2

[
n
2

]
− 1.

• Si L1(c) es idénticamente cero entonces se calcula expĺıcitamente la
función L2(c) obteniendo que 2

[
n
2

]
− 1 es la cota superior para el

número de sus ceros aislados y por lo tanto es la cota superior para el
número de ciclos de dH = 0 que generan ciclos ĺımite.
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• Si L1(c) y L2(c) son idénticamente cero entonces se demuestra que
todas las funciones Lk(c) son idénticamente cero, por lo que ningún
ciclo de dH = 0 genera ciclo ĺımite de la familia.

Notemos que dH − ǫω = 0 se puede escribir como el sistema:

{
ẋ = y + ǫf(x)
ẏ = −x+ ǫg(x),

el cual es un sistema de tipo Liénard polinomial (en forma infinitesimal). El
estudio de los ciclos ĺımite de sistemas de tipo Liénard polinomiales fue pro-
puesto por M. W. Hirsch y S. Smale (ver [HS] pag. 226 y [Sm] pag. 284). A.
Lins, W. de Melo y C. C. Pugh en [LMP] construyeron ejemplos de sistemas
Liénard polinomiales de grado 2k+1 y 2k+2 que tiene exactamente k ciclos
ĺımite. Nuestro resultado permite construir sistemas Liénard polinomiales
de grado n con exactamente 2

[
n
2

]
− 1 ciclos ĺımite.

Para finalizar, se bosqueja de forma breve el desarrollo del trabajo.

En el Caṕıtulo 1 describimos:

• Los ciclos de un sistema Hamiltoniano (real o complejo) dH = 0 y los
fenómenos que pueden aparecer bajo la perturbación −ǫω.

• La función desplazamiento asociada a la familia dH − ǫω = 0 y las
herramientas necesarias para determinar cuando un ciclo de dH = 0
genera un ciclo ĺımite de la familia.

• Las 1-formas diferenciales polinomiales ω que son significativas para el
Problema 2.

En el Caṕıtulo 2 realizamos:

• Una descripción del estudio de integrales Abelianas.

• El estudio de integrales Abelianas para polinomios H de tipo C
∗ de

grado ≥ 3. La demostración del Teorema 2.1 y algunas observaciones
sobre el número de ciclos de dH = 0 que generan ciclos ĺımite.

• Una descripción de la curva de Ilyashenko asociada a la familia dH −
ǫω = 0 y sus propiedades para polinomios H de tipo C

∗.

El Caṕıtulo 3 contiene:

• El estudio de integrales Abelianas para polinomios H de grado 2 y la
prueba del Teorema 3.1.
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• Un estudio detallado de los sistemas de tipo Liénard (en su forma
infinitesimal). Logrando con esto la prueba del Teorema 3.2.

• La forma de la curva de Ilyashenko asociada a la familia dH − ǫω = 0
para polinomios H de grado 2 y de tipo C

∗.

En el Caṕıtulo 4 resolvemos el Problema 2 para polinomios con mono-
dromı́a global trivial. La solución sigue el siguiente camino:

• Se da la clasificación algebraica de polinomios con monodromı́a global
trivial en tres familias.

• Para cada una de las tres familias se resuelve el Problema 2, culmi-
nando con la demostración del Teorema 4.3.





Caṕıtulo 1

Ciclos ĺımite en el plano.

1.1 Descripción geométrica real y compleja.

Usaremos K indistintamente para referirnos al campo de los números reales
R y al campo de los números complejos C. Sean (x, y) las coordenadas de
K

2.

Consideremos H : K
2 → K un polinomio, se define el sistema Hamilto-

niano asociado a H como la ecuación diferencial:

dH = Hxdx+Hydy = 0,

donde Hx := ∂H
∂x y Hy := ∂H

∂y .

Las soluciones del sistema Hamiltoniano dH = 0 estan contenidas en las
fibras (curvas algebraicas planas afines) de H las cuales denotamos por:

Lc := {(x, y) ∈ K
2 |H(x, y)− c = 0} ⊂ K

2.

Observación 1.1. Si H : C
2 → C es un polinomio primitivo (i.e. con fibra

genérica irreducible, ver Sección 2.1 para más detalles), de grado m+ 1 ≥ 2
entonces su fibra genérica Lc es biholomorfa a una superficie de Riemann
compacta de género g ≥ 0, menos k ≥ 1 puntos (los puntos al infinito de H)
y se dice que H es de tipo (g, k). Aún cuando se puede calcular k y g en
términos de m + 1, usando el teorema de Bezout y la fórmula de Riemann-
Hurwitz respectivamente (ver [Gr] págs. 87 y 92) por simplicidad no lo
discribimos.

Denotamos por Sing(H) el conjunto de puntos singulares de H, es decir,

Sing(H) := {(x, y) ∈ K
2 |Hx(x, y) = Hy(x, y) = 0}.

El conjunto de fibras de H define una foliación unidimensional FH (real
o compleja según sea K) sobre K

2 − Sing(H).

1



2 Caṕıtulo 1. Ciclos ĺımite en el plano.

Por otra parte, si F es una hoja de una foliación unidimensional real ó
compleja F, decimos que:

• Un ciclo en el caso real, es una curva real γ ⊂ F homeomorfa al ćırculo
S

1 (de hecho γ = F ), y

• Un ciclo en el caso complejo, es la clase de homotoṕıa libre de una
curva real γ ⊂ F homeomorfa al ćırculo S

1 y no homotópica a un
punto sobre la hoja F .

Para la foliación FH denotaremos a los ciclos por:

• γc ⊂ Lc − Sing(H) en el caso real (K = R), ver Figura 1.1.

• [γc] (γc ⊂ Lc − Sing(H)) en el caso complejo (K = C), ver Figura 1.2.

Diremos que estos ciclos son ciclos del sitema Hamiltoniano dH = 0.

Z 0 γc Z 0

γc

a) b)

Figura 1.1: Caso K = R. En a) γc es un ciclo. En b) γc no
es un ciclo ya que Z0 es punto singular de H.

γ

γ

puntos al infinito de
c

c
2

c
1

c

Z0

γ
γ

puntos al infinito de
c

c
3

c
4

c

Z0

a) b)

Figura 1.2: Caso K = C. En a) [γ1
c ] y [γ2

c ] son ciclos. En
b) [γ3

c ] y [γ4
c ] no son ciclos, ya que γ3

c contiene a Z0 que es
punto singular de H y γ4

c es homotópica a un punto.

Observación 1.2. Es fácil mostrar que un ciclo real da lugar a un ciclo
complejo (ver [Ily02], pág. 340).
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Ahora consideramos el conjunto

Ωn := {ω = Bdx−Ady}

de las 1-formas diferenciales polinomiales sobre K
2 de grado a lo más n, es

decir, el grado de los polinomios A y B es a lo más n. Este conjunto es un
espacio vectorial sobre K de dimensión (n + 1)(n+ 2).

Sea ǫ un parámetro en K.

El conjunto Vn de todas las ecuaciones diferenciales polinomiales sobre
K

2 de grado a lo más n es un espacio vectorial sobre K de dimensión finita.
De hecho

Vn = {ω = 0 |ω ∈ Ωn}.

En este sentido la familia dH − ǫω = 0 es una recta (parametrizada por ǫ)
de ecuaciones diferenciales polinomiales:

L(ǫ) = {dH − ǫω = 0},

en el espacio vectorial Vmax{n,m}, donde m+ 1 = grado(H) (ver figura 1.3).

ω=0

dH=0

dH

−   ω=0

−   ω=0

Ecuaciones diferenciales polinomiales  

Sistemas Hamiltonianos

(  )

0

 −línea de perturbación

Figura 1.3: El espacio de ecuaciones diferenciales polinomiales.

Aśı, al mover el parámetro ǫ, el sistema inicial dH = 0, sufre el efecto de
la perturbación −ǫω, por ello para cada ǫ 6= 0 nos referimos a:

• dH − ǫω = 0 como el sistema perturbado, y a

• ω como la dirección de la perturbación.

Consideramos dos direcciones cualitativamente distintas para ω:

a) Dirección Hamiltoniana: cuando ω = dQ, con Q un polinomio. Bajo
esta condición el retrato fase del sistema perturbado dH − ǫω = 0, es bien
entendido, ya que sus soluciones son las fibras del polinomio H − ǫQ.
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b) Dirección no Hamiltoniana: cuando ω 6= dQ. Si esto se tiene, la per-
turbación −ǫω puede actuar sobre los ciclos de dH = 0 de dos maneras
posibles:

1. No rompe ningún ciclo, ver Ejemplo 1.1.

2. Rompe algunos ciclos (quizá todos), ver Ejemplos 1.2 y 1.3.

Ejemplo 1.1. Si ω = qdH, donde q es un polinomio no constante, entonces
para todo valor de ǫ, el sistema perturbado dH − ǫω = (1− ǫq)dH = 0 tiene
sus soluciones contenidas en las fibras del polinomio H.

Ejemplo 1.2. Sea K = R y H(x, y) = (x2 + y2)/2 y ω = ydx− xdy. Todos
los ciclos de dH = 0 (ćırculos concentricos en el origen) se rompen bajo la
perturbación −ǫω, ver Figura 1.4 a).

Ejemplo 1.3. Ahora consideramos H(x, y) y ω1 como en el Ejemplo 1.2.
Si ω2 = (1 − (x2 + y2))ω1, entonces todos los ciclos de dH = 0 se rompen
bajo la perturbación −ǫω2 excepto el ciclo γ1, ver Figura 1.4 b). También
describimos en la Figura 1.5 la situación en el caso K = C.

γc

=0 >0

γ1

>0=0

a) b)

Figura 1.4: a) Todos los ciclos se rompen bajo la pertur-
bación. b) A excepción de γ1 todos los ciclos se rompen.

Obviamente, el caso interesante es cuando ω 6= dQ y ω 6= qdH, ya que
cada ciclo de dH = 0 que no se rompe, como en ii), genera un ciclo ĺımite
de la familia dH − ǫω = 0 (en la sección 1.2 daremos la definición precisa).

La pregunta básica es:

¿Cómo hallar los ciclos de dH = 0 que bajo la perturbación
−ǫω generan un ciclo ĺımite de la familia dH − ǫω = 0?

La respuesta es: estudiando la función desplazamiento asociada a la fa-
milia dH − ǫω = 0, la cual estudiaremos en la siguiente sección.
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γ

γ

γ
c
1

1

c
2

=0 =0

Figura 1.5: Caso complejo: los ciclos [γ1
c ] [γ3

c ] se rompen
bajo la perturbación y el ciclo [γ2

c ] no se rompe.

1.2 Ciclos ĺımite en el plano complejo.

En adelante consideraremos K = C a menos que se indique lo contrario.

La familia dH − ǫω = 0 es equivalente al sistema de tres ecuaciones
diferenciales holomorfas acopladas en C

3 = {(ǫ, x, y)}:




dǫ

dt
= 0,

dx

dt
= Hy + ǫA

dy

dt
= −Hx + ǫB

t ∈ C. (1.1)

Definimos el conjunto de singularidades del sistema (1.1) como:

Sing(H,ω) := {P ∈ C
3 | (Hy + ǫA)(P ) = (−Hx + ǫB)(P ) = 0}.

Las imágenes de las soluciones de sistema (1.1) definen una foliación
unidimensional compleja FH,ω sobre C

3−Sing(H,ω). Denotamos por F(ǫ,p)

la hoja de FH,ω que pasa por el punto (ǫ, p) ∈ ({ǫ} × C
2) − Sing(H,ω),

además de la forma del sistema (1.1) se sigue que F(ǫ,p) ⊂ {ǫ} × C
2.

Sea F(ǫ0,p0) una hoja de la foliación FH,ω. Sea [γ(ǫ0,p0)] un ciclo en F(ǫ0,p0)

y consideramos γ : [0, 1]→ F(ǫ0,p0) la parametrización de γ(ǫ0,p0). Sea D1×D
un polidisco 2-dimensional (D1 y D son discos complejos) transversal a la
foliación FH,ω en p0 = γ(0) = γ(1) (ver Figura 1.6).

Es bien conocido (ver [CN] pág. 63) que existe un subconjunto abierto
U ⊂ D tal que la aplicación de holonomı́a fγ asociada a γ esta bien definida
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C C

(   ,              )γl (   ,    )1 p1 0

γl (   ,    )(   ,              )(   ,    )p0 0

(   ,              )γl (   ,    )2 p2 0

1 p0(    ,     )γ
p0 p0

0
2

(   ,    )p2 0

U

C

p000p1 0(   ,    )

γ γ(    ,     )
(    ,     )

D

2 22

21 0

D

1

Figura 1.6: Aplicación de holonomı́a.

y de la forma del sistema (1.1) fγ es holomorfa y se escribe como:

fγ : D1 × U −→ D1 ×D
(ǫ, p) 7−→ (ǫ, ℓγ(ǫ, p)).

Observación 1.3. Es posible demostrar que existe una única curva γ(ǫ,p)

(dependiendo de γ) contenida en la hoja F(ǫ,p) tal que une el punto (ǫ, p) con
el punto (ǫ, ℓγ(ǫ, p)) (ver [CN] pág. 66). Además, de la continuidad de las
soluciones de sistema (1.1) respecto a las condiciones iniciales, se sigue que
limǫ→ǫ0 γ(ǫ,p) = γ(ǫ0,p), ver Figura 1.6.

La conexión entre los ciclos ĺımite del sistema perturbado dH − ǫω = 0
y la aplicación de holonomı́a fγ es la siguiente: si (ǫ0, p0) es un punto fijo
aislado de fγ(ǫ, p), entonces el ciclo [γ(ǫ0,p0)] será un ciclo ĺımite (complejo)
del sistema perturbado dH − ǫ0ω = 0. De donde obtenemos que los ciclos
ĺımite del sistema perturbado dH − ǫ0ω = 0, que intersectan a la transversal
D1×U , están en correspondencia con los puntos fijos aislados de la aplicación
de holonomı́a fγ . Por lo tanto, estamos interesados en el siguiente problema:

Problema A: Hallar los puntos fijos aislados de fγ(ǫ, p), para ǫ fijo.

Observación 1.4. Supongamos que γ′ es una parametrización de otro
representante del ciclo [γ(ǫ0,p0)] y que D′

1 ×D′ es un polidisco transversal a
la foliación FH,ω en p0 = γ′(0) = γ′(1). Si fγ′ es la aplicación de holonomı́a
asociada a γ′, y γ′(ǫ,p) son las curvas como en la Observación 1.3 respecto a γ′,
entonces fγ y fγ′ son holomorfamente conjugadas en vecindades de D1 ×D
y D′

1 × D′, además las curvas γ(ǫ,p) y γ′(ǫ,p) son homotópicas, por lo cual,
las conclusiones para nuestro Problema A no dependen del representante de
[γ(ǫ0,p0)] ni del polidisco transversal usado.
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Podemos suponer que el disco D esta parametrizado por una función holo-
morfa G−1 : (C, 0) → D. Entonces definimos la función desplazamiento
asociada al ciclo [γ(ǫ0,p0)] y a la familia dH − ǫω = 0 como la función holo-
morfa:

Lγ : D1 × U −→ C

(ǫ, p) 7−→ G(ℓγ(ǫ, p))−G(p).

De esta manera, nuestro problema A es equivalente a

Problema A’: Hallar los ceros aislados de Lγ(ǫ, p), para ǫ fijo.

En base a todo lo anterior podemos dar la siguiente:

Definición 1.1. El ciclo [γ(ǫ0,p0)] es un ciclo ĺımite de la ecuación diferencial
dH − ǫ0ω = 0 si p0 es un cero aislado de Lγ(ǫ0, p).

En el caso en que [γ(ǫ0,p0)] es un ciclo de dH = 0, esto es ǫ0 = 0, entonces
podemos suponer que D ∩ Lc es a lo más un punto, con lo cual, H|D :
D → H(D) es biholomorfismo, aśı el disco D esta parametrizado por H−1 :
H(D) → D. Por lo tanto podemos identificar el punto (ǫ, p) ∈ D1 ×D con
el punto (ǫ, c) = (ǫ,H(p)), y el punto (ǫ, ℓγ(ǫ, p)) con (ǫ, ℓγ(ǫ, c)) (ver Figura
1.7), donde ahora ℓγ : D1 × U → C y γ es una parametrización del ciclo
γc0 := γ(0,c0) = γ(ǫ0,p0) con c0 = H(p0). Por lo tanto podemos escribir a la
función desplazamiento asociada al ciclo [γc0] como la función:

Lγ : D1 × U −→ C

(ǫ, c) 7−→ H(ǫ, ℓγ(ǫ, c)) −H(ǫ, c).

C C

2
(    ,     )γ c1

(   ,              )γl (   ,    )1 c1

c cγ(    ,     )

(   ,              )γl (   ,    )2 c2

c

(   ,    )c2

U

C

1

γ

c(   ,    )

γ

c γl(   ,    ) c(   ,    )(   ,              )

(    ,     )

D

2 2

0

0

2

21

:=

0 0 0

=0

D

1

Figura 1.7: Aplicación de holonomı́a para ǫ0 = 0.
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Definición 1.2. El ciclo [γc0 ] genera un ciclo ĺımite, bajo la perturbación
−ǫω, para la familia dH − ǫω = 0, si existen un cilindro (−δ, δ) × S

1, con
δ > 0, y una función continua Γ(Γ1,Γ2) : (−δ, δ) × S

1 → C× C
2 tal que:

i) La función Γ1 tiene la forma:

Γ1(ǫ,S1) = ǫ y Γ(0,S1) = (0, γc0).

ii) Cada curva Γ1(ǫ,S1) define un ciclo de la foliación FH,ω.

iii) Para cada ǫ ∈ (−δ, δ)−{0} fijo, el punto (ǫ, c(ǫ)) := Γ(s,S1)∩D1 ×D
es un cero aislado de Lγ(ǫ, c) (ver Figura 1.8).

γ    γ c0    

1

=1 2

Γ(  ,   )1
1 Γ(  ,   )1

2

2 2(                   ), c (     )1 1(                   ), c (     )

(  ,   )= 0= 1Γ

1 2−δ δ

Γ

= =0

0

Figura 1.8: El ciclo [γc0 ] genera un ciclo ĺımite.

Observación 1.5. Cada ciclo Γ(S1, s), con s 6= 0, como en la Definición 1.2
es un ciclo ĺımite de dH − ǫ(s)ω = 0, por esta razón decimos que γc0 genera
un ciclo ĺımite.

Por otra parte, sabemos que las funciones ℓγ(ǫ, c) y Lγ(ǫ, c) son anaĺıticas,
además son tales que ℓγ(0, c) = c y Lγ(0, c) ≡ 0. Por lo tanto las podemos
escribir como las series de potencias:

ℓγ(ǫ, c) = c+ ǫl1(c) + ǫ2l2(c) + · · ·+ ǫklk(c) +O(ǫk+1) (1.2)
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y

Lγ(ǫ, c) = ǫL1(c) + ǫ2L2(c) + · · · + ǫkLk(c) +O(ǫk+1). (1.3)

El término Lk(c) es llamado la k-ésima función de Poincaré-Pontryagin (ver
[Ga05]).

Observación 1.6. Es claro que

Lγ(ǫ, c) = ǫkLk(c) +O(ǫk+1) ⇐⇒ ℓγ(ǫ, c) = c+ ǫkℓk(c) +O(ǫk+1).

Las condiciones necesarias y suficientes para que un ciclo de dH = 0
genere un ciclo ĺımite de la familia dH − ǫω = 0 son dadas por el siguiente:

Teorema 1.1. Criterio de Poincaré-Pontryagin, [Ily69]. Supongamos
que

Lγ(ǫ, c) = ǫkLk(c) +O(ǫk+1), con Lk(c) 6≡ 0 y k ≥ 1.

Un ciclo [γc0 ] de dH = 0 genera un ciclo ĺımite bajo la perturbación −ǫω si
y sólo si Lk(c0) = 0.

Demostración: =⇒) Supongamos que Lk(c0) 6= 0 entonces la función

L̃γ(ǫ, c) := Lk(c) + ǫLk+1(c) + · · ·

es no cero en una vecindad V ′ := D′ × U ′ ⊂ D1 × U del punto (0, c0). Aśı,
Lγ(ǫ, c) = ǫkL̃γ(ǫ, c) es no cero en V ′ − {(0, c) ∈ V ′}. De ah́ı que [γc0 ] no
genere ningún ciclo ĺımite, lo cual es una contradicción.

(⇐=) Supongamos que Lk(c0) = 0. Como Lk(c) 6≡ 0 entonces aplicando el
teorema de preparación Weierstrass (ver [Sha] p. 123) tenemos que

L̃γ(ǫ, c) = P (ǫ, c)φ(ǫ, c),

donde P (ǫ, c) =
(
(c− c0)ν + uν(ǫ)(c − c0)ν−1 + · · · + uν(ǫ)

)
, ν ≥ 1 es el or-

den del cero de Lk(c) en c0, las funciones ui(ǫ) son holomorfas, ui(0) = 0 y
φ es una función holomorfa en V ′ := D′ × U ′ ⊂ D1 × U una vecindad de
(0, c0) que no se anula alĺı. Entonces Lγ(ǫ, c) = ǫkP (ǫ, c)φ(ǫ, c) en V ′. Por lo
tanto para cada ǫ0 ∈ D′ − {0}, la función Lγ(ǫ0, c) = ǫkP (ǫ0, c)φ(ǫ0, c) tiene
ν ≥ 1 ceros aislados, cuya variación en ǫ es continua, de ah́ı que [γc0 ] genere
ν ≥ 1 ciclos ĺımite.

�

De acuerdo al Teorema 1.1, para determinar el número de ciclos de dH =
0 que generan ciclos ĺımite de la familia dH − ǫω = 0, basta determinar
el número de ceros aislados de la primer función de Poincaré–Pontryagin
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que no se anula identicamente. Sin embargo, a priori estas funciones son
desconocidas.

Un resultado clásico que permite el estudio de la primera función de
Poincaré-Pontryagin, L1(c), es el siguiente:

Lema 1.1. Fórmula de Poincaré-Pontryagin.

L1(c) =

∫

[γc]
ω. (1.4)

Demostración: Siguiendo la idea de Françoise [Fr], integramos dH−ǫω sobre
la curva γ(ǫ, c) que une el punto (ǫ, c) con el punto (ǫ, ℓγ(ǫ, c)) (ver figura
1.7). Entonces

0 =

∫

γ(ǫ,c)

dH − ǫω = H(ǫ, ℓγ(ǫ, c))−H(ǫ, c)− ǫ
∫

γ(ǫ,c)

ω

= L(ǫ, c)− ǫ
∫

γ(ǫ,c)

ω = ǫ

(
L1(c)−

∫

γ(ǫ,c)

ω

)
+ ǫ2L̃2(ǫ, c),

ahora, multiplicando por (1/ǫ) y tomando limǫ→0 se tiene que

L1(c) =

∫

γ(0,c)
ω =

∫

γc

ω =

∫

[γc]
ω.

�

Notemos que la fórmula 1.4, i.e. la integral Abeliana:

L1(c) : H(U) → C

c 7→
∫
[γc]

ω,

está bien definida, ya que de la Observación 1.3 se tiene que para cada punto
(0, c) ∈ D1×U existe un único lazo γc := γ(0, c) que esta contenido en la fibra
Lc de H y que pasa por (0, c) y además H|U : U → HU es biholomorfismo.

Observación 1.7. Aún cuando la función L1(c) esta bien definida en el
subconjunto abierto H(U) de C, su continuación anaĺıtica puede no definir
una función univaluada (ver Sección 2.1).

Observación 1.8. Si L1(c) ≡ 0 sobre la transvesal D1 × U entonces el
Teorema 1.1 no se puede aplicar con k = 1. Sin embargo esta dificultad se
puede resolver, ya que bajo algunas condiciones sobre el polinomio H y la
función L1(c) se puede obtener una fórmula para la segunda, y más general,
para la k-ésima función de Poincaré-Pontryagin.
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1.3 La k-ésima función de Poincaré-Pontryagin.

El siguiente teorema afirma que si L1(c) ≡ 0 globalmente, es decir, si para
cualquier punto (0, p) ∈ C

3 − Sing(H) y cualquier transversal a la foliación
FH en (0, p) se tiene que L1(c) ≡ 0, entonces la dirección ω es muy particular.

Teorema 1.2. Gavrilov-Ilyashenko, [Ga98], [Ily69]. Sean un poli-
nomio H : C

2 → C y ω = Bdx− Ady una 1-forma polinomial compleja. Si
Sing(H) el conjunto de puntos singulares de H es finito y Lc es conexa para
toda c ∈ C entonces

{
ω = dQ1 + q1dH,

con Q1 y q1 polinomios

}
⇐⇒





para cada c ∈ C y cada
γ ⊂ Lc curva real cerrada

se cumple que

∫

γ
ω = 0




.

Demostración: (=⇒) Sea γ = (γ1(t), γ2(t)) : [0, 1] → Lc curva cerrada.
Entonces

∫

γ
ω =

∫

γ
dQ1 +

∫

γ
q1dH =

∫ 1

0
q1(γ(t))

(
Hx(γ(t))γ′1(t) +Hy(γ(t))γ′2(t)

)
dt.

Pero como

Hx(γ(t))γ′1(t) +Hy(γ(t))γ′2(t) = Det




Hy(γ(t)) γ′1(t)

−Hx(γ(t)) γ′2(t)


 ,

y los vectores (Hy(γ(t)),−Hx(γ(t))) y (γ′1(t), γ′2(t)) son linealmente depen-
dientes sobre C, ya que son tangentes a las fibras de H, se concluye que
Hx(γ(t))γ′1(t) +Hy(γ(t))γ′2(t) ≡ 0. Por lo que

∫

γ
ω = 0.

(⇐=) Sin pérdida de generalidad supongamos que

H(x, y) = a0(x) + a1(x)y + · · ·+ aν(x)yν ,

con ν ≥ max{grado(ai) | i = 0, 2, ..., ν} ≥ 1.

Existe una recta compleja σ := {x − λ = 0} ⊂ C
2 que es transversal a

todas las fibras de H excepto un número finito, digamos Lc1 , ...,Lcµ , a las
cuales es tangente.
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Defininimos los conjuntos:

G1 := C
2 − Sing(H) y G2 := G1 − {Lc1 ∪ · · · ∪ Lcµ}.

Para cada punto Z = (x, y) ∈ G1 se tiene que la intersección σ ∩ LH(Z)

es exactamente el conjunto de ceros del polinomio H(λ, y) − H(Z). Sean
{q1, q2, ..., ql} tales ceros (l depende de Z) y para cada j ∈ {i, ..., l} sea mj

la multiplicidad del cero qj con respecto al polinomio H(λ, y) − H(Z), aśı
m1 + · · ·+mlr = ν.

Definimos la función

Q : G1 −→ C, Z 7−→ 1

ν

lr∑

j=1

mj

∫ Z

qj

ω,

donde la integración la haremos sobre cualquier curva real βj ⊂ LH(Z) ⊂ C
2

que una el punto qj ∈ LH(Z) con el punto Z ∈ LH(Z) (ver figura 1.9).

l r

l r

β2
β3

β1

puntos al infinito de

q
q q

q

Z r
β

2
1

3

H(Z)

H(Z)

Figura 1.9: Topoloǵıa real de LH(Z) y σ ∩ LH(Z).

Para realizar la demostración seguiremos los siguientes tres pasos.

Paso 1.- Mostraremos que Q es holomorfa en todo C
2.

Paso 2.- Mostraremos que Q es un polinomio.

Paso 3.- Se probará que ω = dQ+ qdH para algún polinomio q.

Comencemos la prueba.

Paso 1. De la hipótesis (
∫
γ ω = 0, para toda γ cerrada) se sigue que la

función Q está bien definida. Para probar que Q es holomorfa consideramos
dos casos.

Caso 1. Sea Z0 ∈ G2, aśı σ ∩ LH(Z0) = {q1, q2, ..., qν}. Tomemos un disco
complejo ∆ de radio suficientemente pequeño transversal a la foliación FH
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en Z0. Es claro que ∆ puede ser parametrizado por una función lineal
ℓ(ξ) : B → ∆, donde B ⊂ C es un disco abierto. Definimos la función

ψ : (C, 0)×B −→ C
2

(t, ξ) 7−→ φt(ℓ(ξ)),

donde {φt = (φ1t, φ2t)} es el flujo holomorfo asociado al sistema Hamilto-
niano de H. Como Z0 es punto regular, por el teorema de la caja de flujo
(ver [CN], pág. 31) existen abiertos V y U de (0, 0) y Z0 respectivamente,
tal que ψ : V → U es biholomorfismo. Sea βj : [0, 1] → LH(Z) tal que
βj(0) = qj y βj(1) = Z0. Siguiendo el procedimiento anterior y debido a
que βj([0, 1]) es compacto podemos tener un biholomorfismo ψj : Vj → Uj
tal que ψj(t, 0) ∈ LH(Z0) y donde Vj y Uj son vecindades abiertas de (0, 0)
y βj([0, 1]) respectivamente (ver Figura 1.10).

C

Z

Z

(q )jjψ Zjψ (   )

ψj

jψ (         )U j
jψ (         )U j

q
j

ξσ

∆

U

C

j Vj

t

2

0

0H(     )

−1
0

−1

U−1σ U−1∆

2

Figura 1.10: Caja de flujo.

Sea β̃j = Ψ ◦ βj , entonces

1

ν

ν∑

j=1

∫ Z0

qj

ω =
1

ν

ν∑

j=1

∫

βj

ω =
1

ν

ν∑

j=1

∫

β̃j

(Ψ∗
j(ω)

pero como
∫
β̃j

(Ψ∗
j(ω) es una integral sobre C, pues es una integral sobre {ξ ≡

0}, entonces es holomorfa al variar Ψ−1
j (Z0) = β̃j(1), es decir, es holomorfa

respecto a t. Además (Ψ∗
j(ω) es holomorfa y como los ĺımites de integración

en
∫
β̃j

(Ψ∗
j(ω) no vaŕıan respecto a ξ entonces se tiene la holomorf́ıa respecto

a ξ, luego recordando que una función que es holomorfa respecto de cada
variable es holomorfa (ver [Sha], pág. 28) se tiene que Q(Z) es holomorfa en
Z0 ∈ G2.

Caso 2. Sea Z0 ∈ {Lc1 ∪ · · · ∪ Lcµ} − Sing(H) y consideremos un disco
complejo ∆ de radio suficientemente pequeño transversal LH(Z0). Por la
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definición de Q, ésta es continua en Z0, además Q es holomorfa en una
vecindad de Z0 sobre la fibra LH(Z0) y es también holomorfa en ∆− {Z0},
entonces por el teorema de singularidad removible de Riemann se sigue que
Q es holomorfa en Z0.

De los dos casos anteriores concluimos que Q es holomorfa en G1, pero
como Sing(H) es un conjunto de puntos aislados, aplicando el teorema de
singularidad removible de Hartogs (ver [Sha], pág. 173), se tiene que Q(Z)
es holomorfa en todo C

2.

Paso 2. La idea de la prueba es: demostrar que ‖Q(Z)‖ ≤M‖Z‖k cuando
‖Z‖ → ∞, para algún k ∈ N, ya que es fácil mostrar que si una función
holomorfa f en C

2 satisface que ‖f(Z)‖ ≤ M‖Z‖k cuando ‖Z‖ → ∞ (Z =
(x, y)) entonces es un polinomio (ver [FG], pág. 22).

Para esto, trabajamos en CP
2. Recordemos que CP

2 tiene, como variedad
compleja, tres cartas canónicas (Vi, ϕi), i = 1, 2, 3

Consideremos H y ω en el plano {(x, y)} y bajo el cambio de coordenadas:
(ϕ3 ◦ ϕ−1

1 )(x, y) = (1/y, x/y) = (y1, y2) los llevamos al plano {(y1, y2)}. De
esta manera obtenemos que x = y2

y1
y y = 1

y1
y por lo tanto la 1-forma ω se

escribe en {(y1, y2)} como:

ω̃ =
1

yn+2
1

(
Ã1(y1, y2)dy1 + B̃1(y1, y2)dy2

)
.

Estudiar el comportamiento de la integral
∫ Z
qj
ω cuando ‖Z‖ → ∞ es equiva-

lente a entender el comportamiento de la integral
∫ Z̃
q′j
ω̃ cuando Z̃ → (0, y2),

donde q′j = (ϕ3 ◦ ϕ−1
1 )(qj) y Z̃ = (ϕ3 ◦ ϕ−1

1 )(Z). Notemos que (0, y2) es un
punto en la ĺınea {y1 = 0} que es la ĺınea al infinito en la carta (V3, ϕ3).
Podemos suponer que la curva que une q′j con Z̃ es compacta, entonces∥∥∥Ã1(y1, y2) + B̃1(y1, y2)

∥∥∥ ≤ M , además sobre la curva de integración a ω̃ le

aparece un polo de orden finito, por ello existe k ∈ N tal que

∥∥∥∥∥

∫ Z̃

q′j

ω̃

∥∥∥∥∥ ≤
M

yk1
, cuando Z̃ → (0, y2).

Algo análogo pasa en la carta (V2, ϕ2). Por lo tanto

‖Q(Z)‖ ≤ 1

m

lr∑

j=1

mj

∥∥∥∥∥

∫ Z

qj

ω

∥∥∥∥∥ ≤M‖Z‖
k, cuando ‖Z‖ → ∞.

(ver [Ya94] para otra prueba).
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Paso 3. Derivando Q a lo largo del campo (Hy,−Hx) tenemos que

QxHy −QyHx = BHy +AHx ⇐⇒ (B −Qx)Hy = −(A+Qy)Hx.

Pero como Hx y Hy no tiene factores en común por hipótesis, entonces existe
q ∈ C[x, y] tal que (B −Qx) = qHx y −(A+Qy) = qHy, luego entonces

dQ+ qdH = (Qx + qHx)dx+ (Qy + qHy)dy
= Bdx−Ady
= ω.

Aśı, tomando Q1 = Q y q1 = q se concluye la demostración.
�

Observación 1.9. Si se calcula el polinomio Q sobre R
2, entonces se pro-

duce automáticamente un polinomio Q sobre C
2, ya que lo que determina al

polinomio son los coeficientes.

Ejemplo 1.4. Sea H(x, y) = 1
2(x2 + y2) : C

2 → C. El origen (0, 0) de C
2 es

el único punto cŕıtico de H, la fibra L0 es la unión (no ajena) de las rectas
complejas {x−

√
−1y = 0} y {x+

√
−1y = 0}, además para cada valor c ∈ C

distinto de cero, la aplicación:

ϕc : C− {0} → Lc

z 7→
(
z2 + c√

2z
,

√
−1(c− z2)√

2z

)
.

(1.5)

es una parametrización de Lc (es decir, es un biholomorfismo). Por lo cual,
el polinomio H satisface las hipótesis del Teorema 1.2. Si consideramos la
1-forma diferencial polinomial compleja ω = xydx, entonces

ϕ∗
c(ω) =

(
z2+c√

2z

)(√
−1(c−z2)√

2z

)(√
2(z2−c)
2z2

)
dz

= −
√

2(6−cz4−c2z2+c3)
4z4

.

De esto y usando el teorema del residuo es claro que:

∫

γ
ω =

∫

ϕ−1(γ)
ϕ∗
c(ω) = 0

para cualquier curva γ ⊂ Lc y para cualquier valor c ∈ C. Entonces, por el
Teorema 1.2 existen polinomios Q y q tales que ω = dQ+ qdH.

Para determinar Q y q nos restringimos al caso real, es decir, considera-
mos H : R

2 → R y ω real.
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Según nuestra demostración del Teorema 1.2, el polinomio Q está dado
por la fórmula:

Q(x, y) =
1

2

(∫ (x,y)

q1

ω +

∫ (x,y)

q2

ω

)
,

donde q1 := (
√

2c, 0) y q2 := (−
√

2c, 0) son los puntos de intersección de la
ĺınea σ = {y = 0} con el ćırculo de radio

√
2c que pasa a través del punto

(x, y) 6= (0, 0). Para j ∈ {1, 2} consideramos la función:

βj : [0, 1] → R
2

t →
√

2c [cos ((1− t)(j − 1)π + tθ) , sen ((1− t)(j − 1)π + tθ)] ,

que es una parametrización de la curva βj que une el punto qj con el punto
(x, y); θ es el ángulo entre el vector definido por (x, y) y el semieje positivo
de x: {y = 0, x > 0}, ver Figura 1.11.

x, y( )

q
2

q
1

β1β2

y

θ
x

σ

Figura 1.11: La fibra Lc con las curvas βj sobre la fibra.

Es fácil ver que ∫

β1

xydx = −y
3

3

y ∫

β2

xydx = −y
3

3
.

Por lo tanto

Q(x, y) =
1

2

[∫

β1

ω +

∫

β2

ω

]
=

1

2

[
2

(
−y

3

3

)]
= −y

3

3

y si usamos q = y entonces

dQ+ qdH = (−y2)dy + (xy)dx+ (y2)dy = xydx = ω.
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Observación 1.10. La representación de ω como ω = dQ+qdH no necesa-
riamente es única.

Ejemplo 1.5. Sean H = (x2 + y2)/2 y

ω = (x2 + x2y + x+ y)dx− (1 + x+ xy2 − x2y)dy.

Usando:

Q1 =
x4

4
+
x3

3
+
x2

2
+ xy + y, q1 = xy − x2

y

Q′
1 =

x3

3
− y4

4
− x2y2

2
− y2

2
+ xy + y, q1 = y2 + xy + 1

se tiene que

ω = dQ1 + q1dH = dQ′
1 + q′1dH.

En base al Teorema 1.2 se puede dar un algoritmo que nos permite calcu-
lar la primer función de Poincaré–Pontryagin que no es idénticamente nula.

Teorema 1.3. Françoise-Yakovenko [Ya95], [Fr]. Consideremos la
familia dH − ǫω = 0. Si H tiene sólo singularidades aisladas, Lc es conexa
para toda c ∈ C y L1(c) = L2(c) = · · · = Lk−1(c) ≡ 0 para toda c ∈ C,
entonces existen polinomios q1, q2, ..., qk−1 y Q1, Q2, ..., Qk−1 tales que

ω = dQ1 + q1dH
q1ω = dQ2 + q2dH

...
qk−2ω = dQk−1 + qk−1dH

y

Lk(c) =

∫

[γc]
qk−1ω.

Demostración: Por la fórmula (1.4) se cumple el teorema para el caso k = 1
con q0 ≡ 1. Siguiendo [Fr], supongamos que el teorema es válido para k = n
y probemos que es valido para k = n+ 1.

Partimos de que L1(c) = L2(c) = · · · = Ln(c) ≡ 0, entonces por el
Teorema 1.2 existen polinomios q1, q2, ..., qn y Q1, Q2, ..., Qn tales que ω =
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dQ1 +q1dH, . . . , qn−1ω = dQn+qndH. Multiplicando la familia dH− ǫω = 0
por 1 + ǫq1 + · · ·+ ǫnqn tenemos que

0 = (1 + ǫq1 + · · · + ǫnqn)(dH − ǫω)

= dH − ǫ(ω − q1dH)− · · · − ǫn(qn−1ω − qndH)− ǫn+1qnω

= dH − ǫdQ1 − · · · − ǫndQn − ǫn+1qnω.

Entonces integrando a lo largo de la curva γ(ǫ, c) (como en el Lema 1.1)
llegamos a:

0 =

∫

γ(ǫ,c)

dH − ǫn+1

∫

γ(ǫ,c)

qnω −
∫

γ(ǫ,c)

(ǫdQ1 + · · ·+ ǫndQn)

= L(ǫ, c)− ǫn+1

∫

γ(ǫ,c)

qnω −
∫

γ(ǫ,c)

(ǫdQ1 + · · ·+ ǫndQn) .

Ahora, por la Observación 1.6 y la ecuación 1.2, cada una de las integrales∫
γ(ǫ,c) ǫ

idQi se puede escribir como ǫn+i+1Q̃i(ǫ, c). Aśı la ecuación anterior
se escribe como

0 = L(ǫ, c) − ǫ
n+1

Z

γ(ǫ,c)

qnω −

h

ǫ
n+2

“

Q̃1(ǫ, c)
”

+ · · · + ǫ
2n+1

“

Q̃n(ǫ, c)
”i

= ǫ
n+1

 

Ln+1(c) −

Z

γ(ǫ,c)

qnω

!

− ǫ
n+2

h

L̃n+2(ǫ, c) + Q̃1(ǫ, c) + · · · + ǫ
n−1

Q̃n(ǫ, c)
i

.

Luego, multiplicando por 1/ǫn+1 y tomando limǫ→0, se obtiene:

Ln+1(c) =

∫

γc

qnω =

∫

[γc]
qnω.

�

Aunque la representación de ω no es única se tiene la siguiente:

Proposición 1.1. La k-ésima función de Poincaré–Pontryagin es indepen-
diente del polinomio qk−1 que se use para calcularla.

Demostración: Sean dQ1 + q1dH y dQ′
1 + q′1dH dos representaciones de una

1-forma diferencial polinomial ω, es decir, ω = dQ1 + q1dH = dQ′
1 + q′1dH.

Entonces agrupando se tiene que d(Q′
1 − Q1) = (q1 − q′1)dH. Por lo tanto,

usando la Proposición 1.2 que aparece en la siguiente sección, se sigue que
q1 − q′1 = q̃(H), aśı

∫

[γc]
q′1ω =

∫

[γc]
(q1 − q̃(H))ω =

∫

[γc]
q1ω −

∫

[γc]
q̃(H)ω =

∫

[γc]
q1ω.

�
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Ejemplo 1.6. Consideremos H = (x2 + y2)/2 : C
2 → C y ω = xydx

en C
2. Es claro que cualquier valor c ∈ C − {0} la fibra Lc de H es una

cuadrática irreducible que intersecta a la ĺınea l := {(0, y) ∈ C
2} en dos

puntos diferentes pc y qc, además de la simetŕıa de Lc (simetŕıa de H) pc y
qc son antipodas. Además usando la parametrización (1.5), es fácil construir
una curva real γc ⊂ Lc que pase a través de pc y qc y que defina un ciclo de
dH = 0.

Consideremos c0 ∈ C − {0} y ∆ ⊂ l un disco pequeño transversal a FH

en pc0. Aśı existe un disco pequeño D tal que D × ∆ es transversal a la
foliación FH,ω en pc0. Por lo cual la función desplazamiento

Lγ(ǫ, c) = ǫL1(c) + ǫ2L2(c) + · · ·+ ǫkLk(c) +O(ǫk+1)

asociada a γ (la parametrización de γc0) y a la familia dH− ǫω = 0 está bien
definida en una vecindad D × U ⊂ D ×∆ de pc0.

Del Ejemplo 1.4 sabemos que ω = dQ1 + q1dH, con Q1 = −y3

3 y q1 = y
por lo cual L1(c) ≡ 0. Entonces de acuerdo al algoritmo de Françoise-
Yakovenko, se sigue que:

L2(c) =

∫

[γc]
q1ω.

Ahora, usando la parametrización ϕc dada en el Ejemplo 1.4 se obtiene:

ϕ∗
c(q1ω) =

−z8 + 2cz6 + z4c2(c− 1)− 2c3z2 + c4

4z5
.

Entonces, por el teorema del residuo sabemos que:

L2(c) =

∫

[γc]
q1ω =

∫

[ϕ−1
c (γc)]

ϕ∗
c(q1ω) =

(
1

4

)
c2(c− 1).

De esto concluimos que [γ1] es el único ciclo que genera un ciclo ĺımite de la
familia dH − ǫω = 0.

1.4 Representación de las perturbaciones.

De los resultados de la sección anterior se sigue que basta estudiar las 1-
formas polinomiales ω cuya integral

∫
[γc]

ω no es identicamente cero. Por

ello, siguiendo las ideas de Gavrilov [Ga98] e Ilyashenko [Ily69], [Ily02] de-
finimos el espacio de perturbaciones de grado a lo más n, para el sistema
Hamiltoniano dH = 0, como el cociente

PER(n) :=

{
Ωn

En + {qdH}

}
,
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donde Ωn es el espacio de las 1-formas polinomiales complejas de grado a
lo más n, En denota el subespacio de las 1-formas polinomiales exactas de
grado a lo más n, y {qdH} = {qdH ∈ Ωn | q ∈ C[x, y]} denota el subespacio
generado por el Hamiltoniano dH en Ωn.

Cabe mencionar que este espacio depende de H y n, pero por simplici-
dad en la notación sólo depende de n (ya que H está fijo). Una primera
pregunta es: ¿cuál es la dimensión del espacio PER(n)? Para determinar
tal dimensión, primero calcularemos la dimensión de los espacios Ωn, En y
{qdH}. Para ello tenemos las siguientes observaciones:

• El conjunto {
xiyjdx, xiyjdy | i+ j = 0, 1, ..., n

}

es una base del espacio Ωn.

• El espacio En es isomorfo al espacio

{F ∈ C[x, y] | 1 ≤ grado(F ) ≤ n+ 1},

y finalmente

• el subespacio {qdH} es isomorfo al espacio

{q ∈ C[x, y] | 0 ≤ grado(q) ≤ n−m}.

Por lo tanto se tiene que

• dim(Ωn) = (n+ 1)(n+ 2),

• dim(En) = 1
2(n+ 2)(n + 3)− 1,

• dim({qdH}) = 1
2(n−m+ 1)(n −m+ 2).

Caso 1. Si n < m+ 1 entonces q = cte y aśı PER(n) =
{

Ωn

En

}
, por lo tanto

dim(PER(n)) = dim(Ωn)− dim(En) = 1
2n(n+ 1).

Caso 2. Si n ≥ m + 1, entonces la dimensión del espacio En + {qdH}, es
la dimensión de En más la dimensión de {qdH}, menos la dimensión de la
intersección de En y {qdH} y para calcular la dimensión de esta intersección
recurriremos a la siguiente:

Proposición 1.2. Sean H, q ∈ C[x, y] entonces qdH = dF para algún
polinomio F si y sólo si q = q̃ ◦H.

Demostración: (⇐=) Si q = q̃ ◦H se tiene que

((q̃ ◦H)Hx)y = ((q̃ ◦H)Hy)x .
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y usando el hecho de que qdH = dF ⇐⇒ (qHx)y = (qHy)x (condición de

exactitud de 1-formas diferenciales en C
2) se tiene la implicación.

(=⇒) Si qdH = dF , entonces tenemos que dq ∧ dH = 0, es decir,

(qxdx+ qydy) ∧ (Hxdx+Hydy) = (qxHy − qyHx)dx ∧ dy = 0

pero esta última igualdad se cumple si y sólo si qxHy − qyHx = 0 para todo
punto (x, y) ∈ C

2 y como

qxHy − qyHx = Det




qy Hy

−qx −Hx




entonces (qy,−qx) y (Hy,−Hx) son colineales lo que implica que q y H tienen
las mismas fibras en C

2 y por lo tanto q = q̃ ◦H.
�

Entonces por la Proposición 1.2 la intersección de En y {qdH} tiene

dimensión
[
n−m
m+1

]
− 1. Por lo tanto

dim(PER(n)) =





n(n+1)
2 si n < m+ 1

(m−1)(2n−m+2)
2 +

[
n−m
m+1

]
+ 1 si n ≥ m+ 1.

(1.6)

Observación 1.11. Observemos que si ω = dQ + qdH + R entonces la
clase de equivalencia ω ∈ Per(n) de ω en Per(n) es la clase de equivalencia
R ∈ Per(n). Además, la 1-forma polinomial R siempre puede ser escrita
como A(x, y)dx, con A(x, y) un polinomio, ya que si s ≥ 1 y s + r = ν
entonces

(xsyr) dy = d

(
xsyr+1

r + 1

)
−
(
s
(
xs−1yr+1

)

r + 1

)
dx.
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Caṕıtulo 2

Integrales Abelianas.

2.1 Descripción de integrales Abelianas.

Sea H : C
2 → C un polinomio. Es bien conocido [Bro] que existe un conjunto

finito B ⊂ C tal que

H :
(
C

2 −H−1(B)
)
→ (C−B)

es una fibración C∞ localmente trivial.

Al conjuntoB le llamamos el conjunto de valores singulares deH (también
se le conoce como el conjunto de valores cŕıticos o at́ıpicos).

A los valores c en C−B se les llama valores regulares de H.

Una fibra Lc de H se llama genérica si c es un valor regular.

El polinomio H se llama primitivo si su fibra genérica es conexa (irre-
ducible).

Un polinomio primitivo H es llamado de tipo (g, k) si su fibra genérica
Lc es biholomorfa a una superficie de Riemann compacta de género g ≥ 0
menos k ≥ 1 puntos y en tal caso decimos que Lc es de género g. Si H es
de tipo (0, 1) entonces diremos que H es de tipo C y si H es de tipo (0, 2)
diremos que es de tipo C

∗.

La descripción del conjunto B de valores singulares de un polinomio
primitivo H es la siguiente: un punto ci ∈ C es valor singular de H si se
cumple al menos una de las siguientes condiciones:

• La fibra Lci contiene puntos singulares de H.

• La fibra Lci es disconexa.

23
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• La fibra Lci tiene género menor que Lc, para todo valor c suficiente-
mente cercano a ci.

Sea ci un valor singular de H, si Lci contiene puntos singulares de H entonces
se dice que ci es un valor singular finito, en caso contrario se dice que ci es
un valor singular al infinito. El conjunto de valores singulares finitos de H
corresponde a la imagen de Sing(H) el conjunto de puntos singulates de
H en C

2, el cual puede ser vaćıo, por ejemplo el polinomio H = x(xy − 1)
no tiene puntos singulares en C

2. Sin embargo el valor 0 ∈ C es un valor
singular al infinito de H ya que L0 es disconexa. En general no es fácil
hallar el conjunto de valores singulares al infinito de H (ver [Du] para una
discución sobre puntos singulares al infinito).

El estudio de integrales Abelianas lo planteamos de la forma siguiente:

Sean:

• H : C
2 → C un polinomio primitivo de tipo (g, k).

• B el conjunto de valores singulares de H.

• c0 ∈ C−B y (∆, c0) ⊂ C−B un disco centrado en c0.

•
{
γτc0 | τ = 1, ..., (2g + k − 1)

}
una base de H1(Lc0 ,Z).

• γτc el transporte de γτc0 a la fibra Lc inducido por la fibración de H,
con c ∈ (∆, c0).

• ω una 1-forma diferencial racional en C
2.

Una integral Abeliana es la función:

Iτ (c) : (∆, c0) → C

c 7→
∫
[γτ

c ] ω,

donde [γτc ] es la clase de homoloǵıa en Lc.

Algunas preguntas generales son:

a) ¿Cuándo Iτ (c) tiene polos o singularidad esencial.?

b) ¿Cuándo Iτ (c) es entera?

c) ¿Cuándo Iτ (c) es polinomial?

d) ¿Cuándo Iτ (c) es algebraica?
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En este trabajo nuestro objetivo es entender la integral Abeliana Iτ (c) cuando
la 1-forma ω es polinomial. Nosotros sólo damos respuesta a la pregunta del
inciso c), ver Teorema 2.2 y Teorema 4.3. El Ejemplo 2.1, que se describe
más adelante, le da sentido a la pregunta del inciso d).

Si ω es una 1-forma polinomial y como H induce una fibración localmente
trivial, entonces es claro que Iτ (c) está bien definida (es decir es univaluada)
y es holomorfa.

Tener respuesta a las preguntas anteriores es útil para hallar la solución
a la versión infinitesimal débil del problema 16 de Hilbert:

Problema 3. Versión infinitesimal débil [Ar]. Hallar la cota
superior Z(m,n) ∈ N, dependiendo sólo de m + 1 = grado(H) y
n = grado(ω), del número de ceros aislados de la integral Abeliana
Iτ (c) en (∆, c0).

Como mencionamos en la introducción del trabajo, para hallar la solución
a la versión infinitesimal fuerte del problema 16 de Hilbert (ver Problema
2 en la introducción) es útil extender la integral Abeliana Iτ (c) a todo el
dominio C, sin embargo esto no es sencillo, pues aún cuando Iτ (c) esta bien
definida en el subconjunto abierto (∆, c0) de C−B, su continuación anaĺıtica
en C−B puede no definir una función univaluada.

En general la idea del porque de esta situación es la siguiente: conside-
remos un polinomio H : C

2 → C y B su conjunto de valores singulares. Sea
c0 ∈ C − B un valor regular de H y elijamos un lazo no trivial γ1

c0 en Lc0

(ver Figura 2.1). Sea α : [0, 1]→ C−B un lazo basado en c0 y tal que b ∈ B
está en el interior de α (ver Figura 2.1).

Sabemos que existe una partición t0 = 0 < t1 < · · · < tr < tr+1 =
1 del intervalo [0, 1], vecindades Vc0, ..., Vcr de c0 = α(t0), ..., cr = α(tr)
respectivamente, tal que α([0, 1]) ⊂ ∪ri=0Vci y difeomorfismos Γi : Lci →
Lci+1. Sea γ1

ci+1
el transporte de γ1

c0 a la fibra Lci+1 (es decir, la imagen de

γ1
c0 bajo Γi ◦ · · · ◦ Γ0), entonces en cada vecindad Vci la integral Abeliana
I1(c) esta bien definida y es holomorfa.

Ahora, como α(t0) = α(tr+1) = c0 entonces la función hα := (Γr◦· · ·◦Γ0)
es un difeomorfismo de la fibra Lc0 en śı misma. Al difeomorfismo

hα : Lc0 → Lc0

se le llama monodromı́a del lazo α (ver [AGV] pág 10).

La imagen de γ1
c0 bajo hα en un lazo γ2

c0 = hα(γ1
c0) el cual en general

puede ser distinto del lazo γ1
c0 . Aśı en el caso genérico las integrales

∫
[γ1

c0
] ω

y
∫
[γ2

c0
] ω son distintas.
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c0

C

b

cr
γ
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ci

cipuntos al infinito de
ci

γ

c
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ci
γ
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c
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c0

1

i

1

r−1

i +1

1
+1

1
−1

1
+1

1

1

2

r

1

=

Figura 2.1: Monodromı́a del polinomio H.

De lo anterior es claro que cualquier lazo α : [0, 1] → C − B basado en
c0 induce el difeomorfismo hα : Lc0 → Lc0 definido como antes. Además la
acción hα∗ del difeomorfismo hα sobre la homoloǵıa de Lc0 es un automor-
fismo de grupos:

hα∗ : H1(Lc0 ,Z)→ H1(Lc0,Z),

llamado el operador de monodromı́a del lazo α. Es posible mostrar que si α
y α′ son lazos basados en c0 homotópicos entonces hα∗ = hα′∗. Por lo cual
existe un homomorfismo de grupos:

M : π1 (C−B, c0) → Aut(H1(Lc0 ,Z))
[α] 7→ hα∗.

A la imagen de M se le llama el grupo de monodromı́a del polinomio H (ver
[AGV] pág 13).

Decimos que el polinomio H tiene monodromı́a global trivial si M es
el homomorfismo trivial, es decir, si la imagen bajo M de cualquier clase
[α] en π1 (C−B, c0) es el automorfismo identidad de H1(Lc0 ,Z) y H tiene
monodromı́a global no trivial en otro caso.

En resúmen, si el polinomio H tiene monodromı́a global no trivial en-
tonces en general la continuación anaĺıtica de la integral Abeliana no define
una función univaluada.

Aunque es posible conocer el lazo γ2
c0 en términos de α, b y γ1

c0 usando
la fórmula de Picard-Lefschetz (ver [AGV] p. 26) no lo discutimos aqúı.
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Ejemplo 2.1. Consideremos el polinomio H = x(xy2 + 1) : C
2 → C. Si

c ∈ C− {0} y {−√c,√c} son las dos soluciones de c− z2 = 0 entonces:

ϕc : C− {−√c,√c} → Lc

z 7→
(
c− z2, z

c−z2
)
,

es un biholomorfismo, cuya inversa es ϕ−1
c : Lc → C− {−√c,√c}, (x, y) 7→

xy. Aśı el polinomio H es de tipo (0, 3), además no tiene puntos singulares
en C

2 y la fibra L0 es la única reducible, por lo tanto B = {0} es el conjunto
de valores singulares de H.

Sean

α1c = {
√
c+
|√c|

2
e2π

√
−1s | s ∈ [0, 1]}

y

α2c = {−
√
c− | −

√
c|

2
e2π

√
−1s | s ∈ [0, 1]}

dos lazos en C−{0} con orientación positiva alrededor de
√
c y −√c respec-

tivamente. Aśı los lazos γ1
c = ϕc(α1) y γ2

c = ϕc(α2) son los generadores de
H1(Lc,Z).

CC

α2

α1

2

ϕ
c

γ1
γ2

c
c

c

c

c

Figura 2.2: Generadores de la homoloǵıa de Lc.

Consideremos el valor regular 1 ∈ C de H, y la parametrización ϕ1 :
C−{−1, 1} → L1 de la fibra L1. Consideremos el lazo α basado en el punto
1 definido como

α : [0, 1] → C−B = C− {0}, t 7→ e2π
√
−1t.

Sea ct = α(t) entonces la fibra Lct esta parametrizada por

ϕct : C− {−eπ
√
−1t, eπ

√
−1t} → Lct ,
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además la función

ft(z) : C− {−1, 1} → C− {−eπ
√
−1t, eπ

√
−1t}

z 7→ eπ
√
−1tz

es un biholomorfismo. Por lo tanto la función

Γt := ϕct ◦ ft ◦ ϕ−1
1 : L1 → Lct

es un biholomorfismo.

Notemos que para t = 1 se tiene

f1(z) : C− {−1, 1} → C− {−1, 1}
z 7→ −z

Aśı que la monodromı́a del lazo α es el biholomorfismo:

hα : L1 → L1

(x, y) 7→ (x,−y).

También es claro que (ϕ−1
1 ◦hα◦ϕ1)(z) = −z, por lo cual se cumple (ϕ−1

1 ◦hα◦
ϕ1)(α11) = α21, de donde obtenemos que hα(γ1

1) = γ2
1 . Entonces hα∗ no es el

automorfismo identidad de H1(L1,Z). Por lo tanto H tiene mononodromı́a
global no trivial.

A continuación mostraremos que esta propiedad implica que la integral
Abeliana de una 1-forma polinomial ω no define una función global univa-
luada en todo C−B.

Consideremos la 1-forma polinomial ω = ydx, γ1
c y γ2

c los transportes de
los lazos γ1

1 y γ2
1 respectivamente a la fibra Lc cercana al valor regular 1.

Entonces
∫

γ1
c

ydx =

∫

α11

2z2dz

c− z2
= 2πiRes

(
2z2

c− z2
,
√
c

)
= −2πi

√
c.

y ∫

γ2
c

z2dz1 =

∫

α2

2z2dz

c− z2
= 2πiRes

(
2z2

c− z2
,−
√
c

)
= 2πi

√
c.

Por lo tanto, si consideramos un disco pequeño (∆, 1) centrado en el punto
1 ∈ C y contenido en C − B = C − {0}, entonces la continuación anaĺıtica
de la integral Abeliana

I1(c) : (∆, 1) → C

c 7→
∫
[γ1

c ] ω,
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sobre el lazo α no define una función univaluada sino define la función alge-
braica bivaluada:

I1(c) = −2π
√
−1
√
c.

La pregunta que nos interesa reponder es:

¿Cuándo Iτ (c) se extiende de forma univaluada a C−B?

En la siguiente sección mostraremos que si H es de tipo C
∗ entonces Iτ (c)

se extiende de forma univaluada a C−B.

2.2 Integrales Abelianas para polinomios de tipo

C∗.

En ésta y las siguientes secciones estudiamos los ceros de integrales Abelianas
asociadas a polinomios complejos H de tipo C

∗ y los ciclos ĺımite que se
obtienen de perturbaciones polinomiales del sistema Hamiltoniano asociado
a tal H.

Como en este caso sólo hay un generador para el primer grupo de ho-
moloǵıa de las fibras de H omitiremos el subindice τ en la notación de la
integral Abeliana Iτ (c).

Recordemos que los automorfismos polinomiales de C
k son llamados au-

tomorfismos algebraicos. Dos polinomios P (x, y) y Q(x, y) son algebraica-
mente dependientes si existen dos automorfismos algebraicos ψ y σ de C y
C

2 respectivamente tales que el diagrama:

C
2 σ←−−−− C

2

P

y
yQ

C
ψ−−−−→ C

conmuta (i.e. ψ ◦ P ◦ σ = Q), y P y Q son algebraicamente independientes
en otro caso.

Teorema 2.1. ([Sa], [MS].) Cualquier polinomio primitivo f de tipo C
∗

puede ser transformado, usando automorfismos algebraicos apropiados de
C

2 y C, en un polinomio H de la familia:

S =

{
xk
(
xly − P (x)

)r ∣∣∣ k, r, l ∈ N, (r, k) = 1, deg(P (x)) < l
P (0) 6= 0 y si l = 0 entonces P (x) ≡ 0

}
.

En este caṕıtulo sólo estudiamos los polinomios H en la familia S de
grado m+ 1 > 2. El caso m+ 1 = 2 será considerado en el Caṕıtulo 3.
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Usando la familia S se obtine el siguiente:

Teorema 2.2. Si H es un polinomio de grado m + 1 ≥ 3 en S y ω es una
1-forma polinomial de grado n, entonces la integral Abeliana:

I(c) : C → C

c 7→
∫
[γc]

ω,

está bien definida y es una función polinomial. Además la cota superior para
el número de ceros aislados de I(c) es

Z(m,n) =

[
n+ 1

m+ 1

]
.

Demostración: Sea H = xk
(
xly − P (x)

)r
un polinomio en la familia S de

grado m+1 = r(l+1)+k, con m+1 ≥ 3. Para realizar la prueba seguiremos
los siguientes pasos:

1. Obtendremos una parametrización ϕc de la fibra genérica Lc de H.

2. Usando la parametrización ϕc estudiaremos las integrales Abelianas:
∫

[γc]
ηij ,

donde ηij = xiyj−idx es una 1-forma polinomial de grado j, con 1 ≤
j ≤ n y i ∈ {0, 1, ..., j − 1}. Este estudio es suficiente para la prueba
del teorema de acuerdo con la Observación 1.11. Además, probaremos
que esta integral es una función polinomial Pij(c).

3. Mostraremos que si

0 ≤ i ≤
[
j − 2

2

]

o

j −
[

rj

r(l + 1) + k

]
≤ i ≤ j − 1,

entonces la integral Abeliana
∫
[γc]

ηij se anula idénticamente, esto es,

Pij(c) ≡ 0.

4. Estudiaremos el resto de las 1-formas ηij consideradas en el Paso 2,
esto es [

j − 2

2

]
≤ i ≤ j −

[
rj

r(l + 1) + k

]

y se calculará la cota superior expĺıcita para el grado del polinomio
Pij(c). De donde obtendremos una cota superior expĺıcita para el
número de ceros aislados de la integral Abeliana

∫
[γc]

ω.
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5. Finalmente mostraremos que la cota hallada en el Paso 4 es la cota
exacta.

Comencemos la prueba.

Paso 1. Sea c 6= 0 un elemento de C. Supongamos que

xk
(
xly − P (x)

)r
= c.

Como {x = 0} es parte de la fibra no genérica, podemos suponer que estamos
en C

2 − {x 6= 0}, aśı (
xly − P (x)

)r
=

c

xk
. (2.1)

Ahora, como (r, k) = 1 existen dos enteros s1, s2 ∈ Z tales que

rs1 + ks2 = 1. (2.2)

Sea x = zrcs2 . Entonces usando (2.2) tenemos que:

c

xk
=

1

zkrcks2−1
=

1

zkrc−rs1
=

(
cs1

zk

)r
,

y por lo tanto de (2.1) obtenemos:

y =
ζcs1 + zkP (zrcs2)

cls2zrl+k
, con ζ una r-ésima ráız de la unidad.

Aśı la fibra genérica Lc de H es biholomorfa a C
∗ = C − {0} bajo la

parametrización:

ϕc : C
∗ → Lc

z 7→
(
zrcs2 ,

ζcs1 + zkP (zrcs2)

cls2zrl+k

)
,

(2.3)

cuya función inversa es la restricción Ψ|Lc
de la función holomorfa:

Ψ : C
2 − {L0} → C− {0}

(x, y) 7→ ζs2xs1(
xly − P (x)

)s2

a la fibra Lc y s1 y s2 como en (2.2).

Sea α :=
{
e2π

√
−1t | t ∈ [0, 1]

}
⊂ C el ćırculo unitario alrededor del

origen de C
∗. El ciclo [γc] := [ϕc(α)] es un generador del primer grupo de

homoloǵıa H1(Lc,Z).
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Paso 2. Sea ω una 1-forma polinomial sobre C
2. Usando la parametrización

ϕc definida en (2.3) obtenemos que

∫

[γc]
ω =

∫

α
ϕ∗
c(ω).

Para cada pareja (i, j), con 1 ≤ j ≤ n y i ∈ {0, 1, ..., j−1}, consideramos
la 1-forma polinomial ηij = xiyj−idx y usando la parametrización ϕc definida
en (2.3) obtenemos

∫

[γc]
ηij =

∫

α
(zrcs2)i

(
ζcs1 + zkP (zrcs2)

)j−i

cls2(j−i)z(j−i)(rl+k) (rzr−1cs2)dz

= r

j−i∑

µ=0

(
j − i
µ

)
ζµ
(∫

α

(P (zrcs2)j−i−µ

z(j−i)rl−r(i+1)−kµ+1
dz

)
c−s2((j−i)l−i−1)+µs1 .

Ahora, supongamos que P (x) = p0 +p1x+ · · ·+psx
s con s ≤ l−1. Entonces

(P (zrcs2))j−i−µ =
∑

n0+···+ns=j−i−µ

(j − i− µ)!

n0! · · · ns!
pn0
0 · · · pns

s z
rNscs2Ns ,

donde Ns := n1 + · · · + sns. Por lo tanto

∫

[γc]
ηij =

j−i∑

µ=0




∑

n0+···+ns=j−i−µ

(
Aµn0...ns

Iµn0...ns

)
cs2

eNs+µs1


 (2.4)

donde

Aµn0...ns
:= r

(
(j − i)!

n0! · · · ns!µ!

)
pn0
0 · · · pns

s ζ
µ,

Iµn0...ns
:=

∫

α
zr

eNs−kµ−1dz

y
Ñs := Ns − ((j − i)l − i− 1).

Observemos que Iµn0...ns 6= 0 si y sólo si rÑs = kµ. De esta forma, si
suponemos que Iµn0...ns 6= 0 entonces Ñs = kµ

r ; como (r, k) = 1 obtenemos
que µ

r ∈ N y el exponente de c en (2.4) es

s2

(
kµ

r

)
+ µs1 =

µ

r
(rs1 + ks2) =

µ

r
∈ N.
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Por lo que la integral
∫
[γc]

ηij es una función polinomial Pij(c).

Paso 3.

1) Si

0 ≤ i ≤
[
j − 2

2

]
,

entonces

rÑs − kµ− 1 ≤ r((l − 1)(j − i− µ)− ((j − i)l − i− 1)) − 1
≤ r(−j + 2i+ 1)− 1

≤ r(−j + 2
[
j−2
2

]
+ 1)− 1

≤ r(−j + (j − 2) + 1)− 1
= −r − 1 ≤ −2.

Aśı tenemos que Iµn0...ns = 0 para toda µ y para todas las (s+ 1)-adas
(n0, ..., ns). Por lo tanto

∫

[γc]
ηij = Pij(c) ≡ 0.

2) Supongamos que

j −
[

rj

r(l + 1) + k

]
≤ i ≤ j − 1.

Entonces

rÑs − kµ− 1 ≥ rÑs − k(j − i)− 1
≥ −r((j − i)l − i− 1)− kj + ki− 1
≥ −j(rl + k) + i(r(l + 1) + k)

≥ −j(rl + k) + (r(l + 1) + k)
(
j −

[
rj

r(l+1)+k

])

= rj − (r(l + 1) + k)
[

rj
r(l+1)+k

]

≥ rj − rj = 0,

lo cual implica que Iµn0...ns = 0 para toda µ y para todas las (s+1)-adas
(n0, ..., ns). Por lo tanto

∫

[γc]
η = Pij(c) ≡ 0.
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Paso 4. De acuerdo al Paso 3 sólo resta analizar las integrales de ηij , con

i =

[
j − 2

2

]
+ ν,

donde ν = 1, 2, ..., j −
[

rj
r(l+1)+k

]
−
[
j−2
2

]
− 1.

Recordemos del Paso 2 que si Iµn0...ns 6= 0 entonces Iµn0...ns multiplica a la
variable c cuyo exponente es µ

r . Nosotros encontraremos una cota superior
para µ

r .

Supongamos que Iµn0...ns 6= 0 entonces

µ
r =

eNs

k ≤ (l − 1)(j − i− µ)− ((j − i)l − i− 1)
k

=
−j + 2i− (l − 1)µ + 1

k ,

esto implica que
µ

r

(
1 +

r(l − 1)

k

)
≤ −j + 2i+ 1

k
. (2.5)

De (2.5) se sigue que

µ

r
≤ −j + 2i+ 1

k + r(l − 1)
=
−j + 2

[
j−2
2

]
+ 2ν + 1

k + r(l − 1)
. (2.6)

Además, como de (2.4) tenemos que µ ≤ j − i = j −
[
j−2
2

]
− ν, entonces

necesitamos considerar los valores de ν tal que

−j + 2
[
j−2
2

]
+ 2ν + 1

k + r(l − 1)
≤
j −

[
j−2
2

]
− ν

r
. (2.7)

De (2.7) obtenemos:

ν ≤ j
(

k + rl

k + r(l + 1)

)
−
[
j − 2

2

]
− r

k + r(l + 1)
. (2.8)

Finalmente combinando las ecuaciones (2.6) y (2.8) se obtiene que µ
r es

menor o igual a:

≤



−j + 2

[
j − 2

2

]
+ 2

(
j

(
k + rl

k + r(l − 1)

)
−
[
j − 2

2

]
− r

k + r(l − 1)

)
+ 1

k + r(l − 1)


 .
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Simplificando la expresión anterior obtenemos que

µ

r
≤
[

j + 1

k + r(l + 1)

]
=

[
j + 1

m+ 1

]
.

De esta manera la integral
∫
[γc]

ηij es una función polinomial de c, que

extiende a todo C, de grado ≤
[
j+1
m

]
≤
[
n+1
m

]
. Por lo tanto, si ω es una 1-

forma polinomial de grado n, entonces la integral Abeliana I(c) : c 7→
∫
[γc]

ω
es una función polinomial definida en todo C y una cota superior para el
número de ceros de I(c) es: [

n+ 1

m+ 1

]
.

Paso 5. Ahora mostraremos que la cota:

Z(m,n) =

[
n+ 1

m+ 1

]

es exacta.

Consideremos el polinomio H(x, y) = x(xl−2y − 1) de grado l ≥ 3. La
fibra genérica Lc de H es biholomorfa a C

∗ bajo la parametrización:

ϕc : C− {0} → Lc

z 7→
(
z, c+ z
zl−1

)
.

Sea α :=
{
e2π

√
−1t | t ∈ [0, 1]

}
⊂ C el ćırculo unitario alrededor del

origen de C
∗. El ciclo [γc] := [ϕc(α)] es un generador de H1(Lc,Z) el primer

grupo de homoloǵıa de la fibra genérica Lc de H.

Para cada ν ∈ N y j = 1, 2, ..., l consideremos la 1-forma polinomial:

Ων
j =

(
yνl+j + a(ν, j)

(
xa(ν,j)(l−1)−1ya(ν,j) − xl−3y

))
dx

de grado νl + j, donde a(ν, j) =
[
νl+j+1

l

]
.

Sea n ∈ N un entero positivo, entonces existe ν ∈ N y j ∈ {1, 2, ..., l} tal
que n = νl + j. Consideremos entonces la 1-forma polinomial Ων

j de grado
n = νl+ j.

i) Si n = 1 entonces ν = 0 y j = 1, aśı obtenemos la 1-forma polinomial

Ω0
1 = ydx.
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Por lo tanto

∫

[γc]
ydx =

∫

α

c+ z

zl−1
dz =





2π
√
−1 si l = 3,

0 si l > 3.

ii) Si l − 2 ≥ n ≥ 2 entonces

Ων
j = yνl+jdx

y usando el Paso 3 obtenemos
∫

[γc]
yνl+jdx = 0.

iii) Si n > l − 2 entonces

Ων
j =

(
yνl+j + a(ν, j)

(
xa(ν,j)(l−1)−1ya(ν,j) − xl−3y

))
dx.

Se sigue de 2) en la prueba del Teorema 1 que
∫

[γc]
yνl+jdx = 0.

Además como Lc esta parametrizada por ϕc tenemos que

∫

[γc]
Ων
j = a(ν, j)



a(ν,j)∑

µ=0

(
a(ν, j)

µ

)(∫

α
za(ν,j)−µ−1dz

)
cµ −

∫

α

c+ z

z2
dz


 .

Mas aún, si µ ≤ a(ν, j)− 1 entonces a(ν, j)− µ− 1 ≥ 0, de donde
∫

α
za(ν,j)−µ−1dz = 0.

Por lo tanto hemos obtenido que
∫

[γc]
Ων
j =

(
2π
√
−1
)
a(ν, j)

(
ca(ν,j) − 1

)

es un polinomio con a(ν, j) =
[
n+1
l

]
raices diferentes.

Aśı, tomando m+ 1 = l se concluye la demostración.
�
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Observación 2.1. Sea f un polinomio arbitrario sobre C
2 de grado m′ de

tipo C
∗. Sea ω una 1-forma polinomial arbitraria sobre C

2 de grado n′. Del
Teorema 2.1 sabemos que hay automorfismos algebraicos ψ y σ de C y C

2

respectivamente, tal que

ψ ◦ f ◦ σ = xk
(
xly − Pl(x)

)r
= H,

donde k, l, r y Pl(x) son como en el Teorema 2.1. Sea m+ 1 := k + r(l + 1)
el grado de H y sea n el grado de σ∗(ω). Entonces la cota superior que
estamos buscando para los ceros de la integral Abeliana c 7→

∫
[γc]

ω, con

[γc] ∈ H1(f−1(c),Z), es
[
n+1
m+1

]
, ya que el grado de esta función es invariante

bajo automorfismos de C
2. La relación entre m y m′, y n y n′ depende de

σ.

2.3 Ciclos ĺımite en polinomios de tipo C∗.

La prueba del Teorema 2.2 da una cota superior para el número de ciclos de
dH = 0 que generan ciclos ĺımite de la familia dH − ǫω = 0.

Corolario 2.1. Sea H ∈ S de grado m + 1 ≥ 3, sea ω una 1-forma poli-
nomial de grado n ≥ m+ 1. Si la primera función de Poincaré-Pontryagin,
L1(c) de la función desplazamiento asociada a la familia dH − ǫω = 0 no es
idénticamente cero, entonces

1. Para ǫ 6= 0 pequeño y fijo, la ecuación diferencial dH − ǫω = 0 tiene a

lo más
[
n+1
m+1

]
ciclos ĺımite que nacen de ciclos de dH = 0,

2. Si L1(c) tiene
[
n+1
m+1

]
raices diferentes, digamos c1, ..., ck, entonces para

ǫ 6= 0 pequeño y fijo, la ecuación diferencial dH − ǫω = 0 tiene exacta-
mente k ciclos ĺımite que nacen de los ciclos [γci ] de dH = 0.

La demostración de este resultado es muy sencilla. Por hipótesis L1(c) no
es idénticamente cero y por la fórmula de Poincaré-Pontryagin y el Teorema

2.1 es un polinomio de grado a lo más
[
n+1
m+1

]
, entonces aplicando el criterio

de Poincaré-Pontryagin se concluye la demostración.

Ejemplo 2.2. Consideremos el polinomio H(x, y) = x(xy − 1). Su fibra
genérica Lc de H es biholomorfa a C

∗ bajo la parametrización:

ϕc : C− {0} → Lc

z 7→
(
z, c+ z

z2

)
.
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Sea q(c) =
∏k
i=1(c − i) = a0c

k + a1c
k−1 + · · · + ak un polinomio con

a0 = 1 y k ≥ 1. Definamos a01 = ak y para r = 1, 2, ..., k, a(2r−1)(r) = ak−r.
También definamos la 1-forma polinomial:

ω = (a01y +

k∑

r=1

a(2r−1)(r)x
2r−1yr)dx.

Entonces
∫

[γc]
ω = a01

∫

[γc]
ydx+

k∑

r=1

a(2r−1)(r)

∫

[γc]
(x2r−1yr)dx.

Usando la parametrización ϕc es fácil ver que
∫

[γc]
ydx = 2π

√
−1, y

∫

[γc]
(x2r−1yr)dx = 2π

√
−1cr.

De donde

L1(c) =

∫

[γc]
ω = 2π

√
−1(ak + ak−1c+ · · ·+ a1c

k−1 + ck) = 2π
√
−1q(c).

Por lo tanto L1(c) tiene k ráıces diferentes y cada ciclo [γi], con i = 1, 2, ..., k,
genera un ciclo ĺımite de la familia dH − ǫω = 0. Además notemos que H
es de grado 3, ω es de grado 3k − 1 y la integral Abeliana

∫
[γc]

ω tiene

exactamente k =
[

(3k−1)+1
3

]
ceros, comprobando aśı el Teorema 2.1 para

m = 2 y n = 3k − 1.

2.4 La curva de Ilyashenko.

Recordemos que el espacio de las perturbaciones Per(n) es un espacio vecto-
rial complejo de dimensión finita, digamos N + 1. Aśı, sea {ω1..., ωN+1} una
base para Per(n). Entonces siguiendo las ideas de Ilyashenko (ver [Ily02]
pág. 363), realizamos la construcción siguiente

I : C → C
N+1

c 7→
(∫

[γc]
ω1,
∫
[γc]

ω2, ...,
∫
[γc]

ωN+1

)
,

lo cual tiene sentido siempre que cada integral
∫
[γc]

ωi sea univaluada, como
función de c, en todo el conjunto C.

La imagen de I es una curva I ⊂ C
N+1 parametrizada por c ∈ C. La

curva I es llamada la curva del Ilyashenko (ver [GM] p. 156) asociada al
sistema Hamiltoniano dH = 0.

Para H ∈ S se tiene el siguiente.
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Lema 2.1. La curva de Ilyashenko asociada a un polinomio H ∈ S de grado
m+ 1 es una curva algebraica no singular afin de grado a lo más [ n+1

m+1 ].

Demostración: Sea H(x, y) = xk(xly − Pl(x))r un polinomio en S y sea
m + 1 = k + r(l + 1) el grado de H. Sea Bn una base para Per(n). De la
prueba del Teorema 2.2 tenemos que el resultado de la integral

∫

[γc]
xiyjdx

es un polinomio en la variable c de grado ≤ [ n+1
m+1 ] y que dicha integral está

definida sobre todo C. Además, siguiendo la prueba de Teorema 2.2, es fácil
ver que ∫

[γc]
xrl+k−1yrdx = ac,

donde a ∈ C − {0}. Se ordenan los elementos de Bn como ων con ν =
1, ..., N + 1 de acuerdo a algún orden (por ejemplo, el orden lexicográfico).
Entonces usando una transformación lineal af́ın de C

N+1 la función I(c)
puede ser escrita como

I(c) = (c, p1(c), ..., pN (c)).

Además, usando el automorfismo algebraico de C
N+1:

f : (x1, x2, ..., xN+1) 7→ (x1, x2 − p1(x1), ..., xN+1 − pN (x1), )

transformamos I(c) en la función

f(I(c)) = (c, 0, ..., 0).

Aśı, la imagen de f(I(c)) es un conjunto algebraico af́ın y no singular, ya
que d

dcf(I(c)) = (1, 0, ..., 0) 6= 0. Por lo tanto el conjunto I ⊂ C
N+1, que es

la imagen de la función I(c), es una curva algebraica no singular af́ın.

Ahora, recordemos que el grado de la curva I ⊂ C
N+1 es la cardinalidad

de la intersección I ∩ H, donde H es un hiperplano genérico en C
N+1 (ver

[Gr] p. 145). Consideremos H = {α1z1 + · · ·+αN+1zN+1 = 0} un hiperplano
genérico en C

N+1. Entonces el conjunto I ∩ H es el conjunto de ráıces del
polinomio

α1c+ α2p1(c) + · · ·+ αN+1pN (c)

de grado a lo más [ n+1
m+1 ]. De donde obtenemos la curva de Ilyashenko I es

de grado lo más [ n+1
m+1 ].

�
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Caṕıtulo 3

Ciclos ĺımite de sistemas de

tipo Liénard.

3.1 Integrales Abelianas para polinomios de grado

2.

Sea H : C
2 → C un polinomio de grado 2. El conjunto de puntos singulares

de H:
Sing(H) = {(x, y) ∈ C

2 |Hx(x, y) = Hy(x, y) = 0}
esta dado por la intersección de las dos curvas algebraicas de grado uno
{Hx = 0} y {Hy = 0}, es decir, son dos ĺıneas complejas en C

2. Por lo que
es claro que existen tres posibilidades para Sing(H):

i) Es el conjunto vaćıo (las dos ĺıneas no se intersectan).

ii) Es una ĺınea (las dos ĺıneas son iguales).

iii) Es un sólo punto (las dos ĺıneas se intersectan y son distintas).

Siempre podemos usar un automomorfismo lineal ψ de C tal que (ψ◦H)(0, 0) =
0. Por lo tanto podemos suponer que H(0, 0) = 0, aśı

H = a20x
2 + a11xy + a02y

2 + a10x+ a01y,

Hx = 2a20x+ a11y + a10

y
Hy = a11x+ 2a02y + a01.

El caso i) se tiene si Hy = kHx+a con k, a ∈ C y a distinta de cero. Entonces
si restamos Hy y kHx obtenemos que se cumple la igualdad:

(a11 − k2a20)x+ (2a02 − ka11)y + (a01 − ka10) = a.

41
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Si k = 0 entonces a11 = 0, a02 = 0 y a01 = a, de donde

H = a20x
2 + a10x+ ay.

Si usamos el automorfismo algebraico:

σ1 : C
2 → C

2, (s, t) 7→
(
s,

1

a

(
t− a20s

2 − a10s
))

entonces podemos transformar el polinomio H en el polinomio:

(H ◦ σ1)(s, t) = t.

cuya fibra genérica es la ĺınea {t = c} ⊂ C
2 que es simplemente conexa. Aśı

que la fibra genérica Lc de H también es simplemente conexa.

Si k 6= 0 entonces a20 = a11
2k , 2a02 = ka11

2 y a01 = ka10 + a. Por lo tanto
H es de la forma:

H =
a11

2k
(x+ ky)2 + a10(x+ ky) + ay.

Ahora, consideremos los automorfismos algebraicos de C
2:

σ1 : C
2 → C

2, (s, t) 7→
(
s,

1

a

(
t− a11

2k
s2 − a10s

))

y

σ2 : C
2 → C

2, (u, v) 7→ (u− kv, v).

Entonces el polinomio H es transformado en el polinomio

(H ◦ σ2 ◦ σ1)(s, t) = t.

Por lo tanto la fibra genérica Lc de H es simplemente conexa.

Si se tiene el caso ii) entonces

H =
a11

2k
(x+ ky)2 + a10(x+ ky),

por lo que H es no primitivo ya que H = p ◦ G, con p(z) = a11
2k z

2 + a10z
y G(x, y) = x + ky. Entonces la fibra genérica Lc de H consiste de dos
curvas irreducibles simplemente conexas. Por lo tanto para los casos i) y ii)
se obtiene que:

∫

γc

ω = 0, para toda curva γc ⊂ Lc y para toda c ∈ C.
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Para el caso iii) es fácil mostrar que existe un automorfismo lineal σ de C
2

y un automorfismo lineal ψ de C tal que (ψ ◦ H ◦ σ)(x, y) = xy. Por la
propiedad de σ se tiene que σ∗(ω) es también una 1-forma polinomial de
grado n. Por lo tanto, para concluir el análisis de la versión infinitesimal
débil del problema 16 de Hilbert en el caso cuadrático, basta resolverlo para
H = xy y ω una 1-forma polinomial de grado n.

El polinomio H = xy tiene en el origen (0, 0) ∈ C
2 su único punto

cŕıtico, la fibra L0 es la unión de las dos ĺıneas complejas: {x = 0} ⊂ C
2 y

{y = 0} ⊂ C
2, y para cada c ∈ C − {0} la fibra Lc ⊂ C

2 es irreducible y
biholomorfa a C

∗ ya que la aplicación:

ϕc : C− {0} → Lc

z 7→ (z, cz )
(3.1)

es un biholomorfismo. Además, si α es el ćırculo unitario alrededor del origen
0 ∈ C entonces el ciclo [γc] := [ϕc(α)] es un generador del primer grupo de
homoloǵıa H1(Lc,Z) de la fibra Lc.

Proposición 3.1. Si H = xy entonces el conjunto:

Bn :=
{

(H)sydx
∣∣∣ s = 0, 1, ...,

[
n−1

2

] }

es una base para el espacio de perturbaciones Per(n) de dH = 0.

Demostración: Ya que H es constante en [γc] entonces:

∫

[γc]
(H)s(ydx) = cs

(∫

[γc]
ydx

)
.

Ahora, la integral
∫
[γc]

ydx no depende del representante del ciclo [γc], aśı

que,
∫
[γc]

ydx =
∫
γc
ydx. Además la integral

∫
γc
ydx, sobre la superficie Lc,

puede ser transformada, usando la parametrización ϕc(z) dada por (3.1), en
una integral sobre C. Tal transformación es:

∫

γc

ydx =

∫

α
ϕ∗(ydx) =

∫

α

c

z
dz =

(
2π
√
−1
)
c,

entonces ∫

[γc]
(H)s(ydx) =

(
2π
√
−1
)
cs+1.

Por lo tanto las 1-formas (H)sydx con s = 0, 1, ...,
[
n−1

2

]
son elementos

no nulos y linealmente independientes en Per(n). Por otro lado, usando la
fórmula (1.6) tenemos que

[
n−1

2

]
+ 1 = dim(Per(n)) y como la cardinalidad

de Bn es
[
n−1

2

]
+ 1 entonces Bn es una base de Per(n).

�
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Corolario 3.1. Sea ω una 1-forma polinomial arbitraria de grado n en-
tonces

[
n−1

2

]
es la cota superior para el número de ceros no triviales de la

integral ∫

[γc]
ω.

Demostración: De la Proposición 3.1 se tiene que
∫

[γc]
ω =

(
2π
√
−1
)
cP (c),

donde P (c) es un polinomio de grado ≤
[
n−1

2

]
. Como la fibra L0 de H = xy

es la unión de dos ĺıneas entonces∫

γ0

ω = 0,

donde γ0 es cualquier lazo en L0. De esta forma el valor c = 0 es un cero
trivial de la integral

∫
[γc]

ω. Por lo tanto
∫

[γc]
ω

tiene a lo más
[
n−1

2

]
ceros no triviales.

�

De lo anterior se deduce el siguiente teorema anunciado en la Intro-
ducción:

Teorema 3.1. Sea H : C
2 → C de grado 2 y ω una 1-forma polinomial de

grado n, entonces la integral Abeliana:

I(c) : C → C

c 7→
∫
[γc]

ω

es una función polinomial. Además la cota superior para el número de ceros
aislados no triviales de I(c) es:

Z(1, n) =

[
n− 1

2

]
.

De la Proposición 3.1 se sigue el siguiente:

Corolario 3.2. Sea H = xy entonces cualquier 1-forma polinomial ω de
grado n admite una representación de la forma

ω = dQ+ qdH + q̃(H)ydx,

donde Q y q son polinomios de grado a lo más n+ 1 y n− 1 respectivamente
y q̃ es un polinomio de grado a lo más

[
n−1

2

]
.
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Corolario 3.3. Sea H = xy. Si ω es una 1-forma polinomial de grado
n y Lk(c) es la primera función de Poincaré-Pontryagin que no se anula
idénticamente, entonces Lk(c) tiene a lo más

[
1
2k(n− 1)

]
ceros no triviales.

Demostración: Del Teorema 1.2 sabemos que existen polinomiosQ1, Q2, ..., Qk−1

y q0, q1, ..., qk−1, con q0 = 1 tal que ql−1ω = dQl + qldH para cada l =
1, ..., k − 1 y

Lk(c) =

∫

[γc]
qk−1ω.

Aplicando el Corolario 3.2 es fácil mostrar que deg(ql) ≤ l(n− 1), de donde
deg(qk−1ω) ≤ (k − 1)(n − 1) + n. Aśı aplicando el Corolario 3.5 obtenemos
que la función:

Lk(c) =

∫

[γc]
qk−1ω.

tiene a lo más
[

(k−1)(n−1)+n−1)
2

]
=
[
k(n−1)

2

]
ceros no triviales.

�

Aqúı cabe mencionar que I. D. Iliev probó el Teorema 3.1. y los Corolarios
3.2 y 3.3 para el polinomio H = (x2+y2)/2 (ver [Ili]) el cual fácilmente puede
ser trasformado en el polinomio H = xy bajo un automorfismo algebraico
lineal. Sin embargo, nuestra prueba es diferente, ya que para demostrar el
Corolario 3.2 Iliev calcula los polinomios Q, q y q̃ que satisfacen la igualdad

ω = dQ+ qdH + q̃(H)ydx,

para una 1-forma polinomial ω dada, y hallar estos polinomios Q, q y q̃
no es sencillo. Sin embargo para cálcular la integral Abeliana I(c) no es
importante conocer los polinomios Q, q y q̃ sino sólo sus grados. Aśı al
considerar el espacio de perturbaciones Per(n) para H = xy resulta sencillo
la deducción del Teorema y los Corolarios mencionados.

3.2 Sistemas de tipo Liénard.

El estudio detallado de los ciclos ĺımite de sistemas de tipo Liénard poli-
nomiales fue propuesto por M. W. Hirsch y S. Smale (ver [HS] pag. 226 y
[Sm] pag. 284). Varios resultados sobre existencia, inexistencia y unicidad
de ciclos ĺımite de sistemas de tipo Liénard han sido obtenidos, por ejemplo
ver [Sug], [SH], [ZW], [ZWB] y las referencias alĺı mencionadas. A. Lins,
W. de Melo y C. C. Pugh en [LMP] construyeron ejemplos de sistemas tipo
Liénard polinomiales de grado 2k+1 y 2k+2 que tiene exactamente k ciclos
ĺımite. Sin embargo la cota superior para el número de los ciclos ĺımite de
un sistema de tipo Liénard polinomial de grado fijo es desconocida.
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En esta sección estudiamos la ecuación diferencial:

dH − ǫω = 0, (3.2)

donde ǫ es un parámetro complejo, H = (x2 + y2)/2 y ω = g(x)dx− f(x)dy,
con f y g polinomios.

La ecuación diferencial (3.2) puede ser escrita como el sistema:

{
ẋ = y + ǫf(x)
ẏ = −x+ ǫg(x),

el cual es un sistema de tipo Liénard polinomial. Por esta razón nos referire-
mos a la ecuación (3.2) como el sistema de Liénard.

Lema 3.1. Existe un conjunto genérico (abierto y denso) O en el espacio
de 1-formas polinomiales:

Ωn1,n2 := {ω = g(x)dx − f(x)dy | deg(f) ≤ n1 y deg(g) ≤ n2} ,

tal que la primera función de Poincaré-Pontryagin:

L1(c) =

∫

[γc]
ω,

del sistema de Liénard (3.2) es una función polinomial no constante en la
variable c de grado

[
n1−1

2

]
+ 1.

Demostración: Supongamos que

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ an1x
n1

y
g(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bn2x

n2 .

Primero descomponemos la 1-forma polinomial ω = g(x)dx − f(x)dy
como la suma de dQ, una 1-forma exacta, una 1-forma polinomial de tipo
qdH y una 1-forma polinomial R (R no es exacta y no es del tipo qdH). Por
ejemplo

ω = dQ+ (a1y + · · ·+ n1an1x
n1−1y)dx,

donde Q = b0x+ · · · + bn2
n2+1x

n2+1 − (a0y + · · ·+ an1x
n1y).

Por lo tanto obtenemos que

L1(c) =

∫

[γc]
ω =

n1−1∑

i=0

(i+ 1)ai+1

∫

[γc]
xiydx.
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Ahora, usando que la integral
∫
[γc]

xiydx no depende del representante del ci-

clo [γc] y que la superficie Lc tiene la parametrización ϕc(z) = (ϕ1
c(z), ϕ

2
c(z))

dada por (1.5), obtenemos:

∫

γc

xiydx =

∫

α
ϕ∗
c(x

iydx) :=

∫

α
(ϕ1

c(z))
i(ϕ2

c(z))d(ϕ1
c (z)),

donde α = ϕ−1
c (γc) ⊂ C es el ćırculo unitario alrededor del origen 0 ∈ C, y

z es la variable de C.

De (1.5) obtenemos

∫

α
ϕ∗
c(x

iydx) = −
√
−1

2(
√

2)i




i∑

µ=0

(
i

µ

)
cµ
∫

α
zi−2µ−3(z4 − 2cz2 + c2)dz


 .

De esta manera, para calcular le integral
∫
γc
xiydx necesitamos calcular sobre

C las siguientes tres integrales:

∫

α
zi−2µ+1dz,

∫

α
zi−2µ−1dz y

∫

α
zi−2µ−3dz.

Por otro lado, del teorema del residuo sabemos que:

∫

α
zkdz =





2π
√
−1 si k = −1, y

0 si k 6= −1.

Aśı, es claro que si i es un número impar entonces i − 2µ + 1, i − 2µ − 1 y
i−2µ−3 son números pares, de donde nuestras tres integrales:

∫
α z

i−2µ+1dz,∫
α z

i−2µ−1dz y
∫
α z

i−2µ−3dz se anulan idénticamente. Por lo tanto estas tres
integrales son no nulas y por lo tanto igual a 2π

√
−1 si y sólo si i es un

número par, esto es i = 2l, y µ = l + 1, µ = l y µ = l − 1 respectivamente.

Por lo anterior tenemos que:

∫

[γc]
x2lydx =

π

(
√

2)2l

[(
2l

l + 1

)
cl+1 − 2c

(
2l

l

)
cl + c2

(
2l

l − 1

)
cl−1

]

=
π

2l

((
2l

l + 1

)
− 2

(
2l

l

)
+

(
2l

l − 1

))
cl+1

= − π

l + 1

(
2l

l

)
cl+1

2l−1
.
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De donde obtenemos que la primer función de Poincaré-Pontryagin está dada
por:

L1(c) =

∫

[γc]
ω = −πc




h
n1−1

2

i

∑

l=0

2l + 1

l + 1

(
2l

l

)
a2l+1

2l−1
cl


 . (3.3)

Ahora, el espacio de uno formas Ωn1,n2 es isomorfo al espacio complejo
C
n1+n2+2 bajo la aplicación ψ : Ωn1,n2 → C

n1+n2+2, definida como: si ω =
(b0 + b1x+ · · ·+ bn2x

n2)dx− (a0 + a1x+ · · ·+ an1x
n1)dy es un elemento de

Ωn1,n2 entonces ψ(ω) = (b0, b1, ..., bn2 , a0, a1, ..., an1). Sea O1 el complemento,
en C

n1+n2+2, del conjunto algebraico:

{a
2

h
n1−1

2

i
+1

= 0},

aśı, O1 es un conjunto abierto y denso en C
n1+n2+2. De (3.3) se sigue que

O = ψ−1(O1) ⊂ Ωn1,n2 es el conjunto genérico buscado.
�

Corolario 3.4.

a) Si n1 = deg(f) es impar entonces L1(c) 6≡ 0 y tiene
[
n1−1

2

]
ceros no

triviales (contados con multiplicidad).

b) Si n1 = deg(f) es par y L1(c) 6≡ 0 entonces L1(c) tiene a lo más
[
n1−1

2

]

ceros no triviales.

Lema 3.2. Supongamos que n1 ≥ 2 es un número par, entonces existe un
conjunto genérico O

′

en el espacio de 1-formas polinomiales:

Ω
′

n1,n2
:= {ω ∈ Ωn1,n2 | f(x) = f(−x)},

tal que la primera y segunda funciones de Poincaré-Pontryagin (L1(c) y
L2(c) respectivamente), asociadas al sistema de Liénard (3.2) tienen el si-
guiente comportamiento:

• L1(c) es idénticamente nula.

• L2(c) es una función polinomial no constante en la variable c de grado[
n1
2

]
+
[
n2
2

]
.

Demostración: Si ω = g(x)dx − f(x)dy ∈ Ω
′

n1,n2
y f(x) =

∑n1
i=0 aix

i, en-

tonces a2l+1 = 0 para l = 0, ...,
[
n1−1

2

]
. Por lo tanto, de la ecuación (3.3)

es claro que L1(c) ≡ 0. Entonces, el Teorema 1.2 implica que la 1-forma
ω = g(x)dx − f(x)dy puede ser escrita como la suma de dQ1 una 1-forma
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exacta y una 1-forma del tipo q1dH. Para determinar Q1 y q1 observemos
que de la hipótesis se sigue que

ω = g(x)dx + (a0ω0 + · · · + a2sωs),

con ωk = x2kdy y 0 ≤ k ≤ s =
[
n1
2

]
. Además usando la parametrización

ϕc dada en (1.5) y el teorema del residuo, es fácil mostrar que
∫
[γc]

ωk ≡ 0
para cualquier k. Entonces el Teorema 1.2 implica que para cada valor de k
existen dos polinomios Q̃k y q̃k tal que ωk = dQ̃k + q̃kdH.

Para calcular Q̃k usamos el algoritmo dado en el Teorema 1.2 y seguimos
el Ejemplo 1.4. Aśı se obtiene que:

Q̃k(x, y) :=
k∑

i=0

βik(2H)iy2(k−i)+1, βik :=

(
k

i

)(
(−1)k−i

2(k − i) + 1

)
, (3.4)

y
q̃k(x, y) := −2kQ̃k−1. (3.5)

Esta representación de Q̃k permitirá simplificar los cálculos que realizaremos
a lo largo de la prueba.

Con todo lo anterior se ha obtenido que

ω = dQ1 + q1dH,

donde Q1 =
∑n2

i=0
bi
i+1x

i+1 −∑s
k=0 a2kQ̃k y q1 = −∑s

k=1 a2k q̃k.

Entonces, usando el Teorema 1.3, la segunda función de Poincaré-Pontryagin
esta dada por

L2(c) =

∫

[γc]
q1ω = −

∫

[γc]
g(x)q1dx+

s∑

r=1

s∑

u=0

a2ra2u

∫

[γc]
q̃rdQ̃u. (3.6)

Ahora, de las fórmulas (3.4) y (3.5) se sigue que

q̃rdQ̃u
−2r

=

r−1∑

ν=0

u∑

µ=0

βνr−1β
µ
u (2H)ν+µ−1y2((r−ν)+(u−µ))−1 (µxydx+

+
[
(2H)(2(u − µ) + 1) + 2µy2

]
dy
)
,

de donde
∫

[γc]

q̃rdQ̃u
−2r

=
r−1∑

ν=0

u∑

µ=0

βνr−1β
µ
u (2c)ν+µ−1

(
µ

∫

[γc]
xy2((r−ν)+(u−µ))dx

+2c(2(u − µ) + 1)

∫

[γc]
y2((r−ν)+(u−µ))−1dy+

+2µ

∫

[γc]
y2((r−ν)+(u−µ))+1dy

)
.
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Notemos que y2((r−ν)+(u−µ))−1dy y y2((r−ν)+(u−µ))+1dy son 1-formas polino-
miales exactas y que xy2((r−ν)+(u−µ))dx puede ser escrita como dQ + qdH,
de hecho

xy2((r−ν)+(u−µ))dx = d

(
−y2((r−ν)+(u−µ))+2

2((r − ν) + (u− µ)) + 2

)
+ y2((r−ν)+(u−µ))(dH).

Aśı aplicando el Teorema 1.2 y haciendo p = (r − ν) + (u − µ) obtenemos
que

∫

[γc]
xy2(p)dx = 0,

∫

[γc]
y2(p)−1dy = 0, y

∫

[γc]
y2(p)+1dy = 0.

Por lo tanto, hemos probado que para cualquier 1 ≤ r ≤ s y cualquier
0 ≤ u ≤ s ∫

[γc]
q̃rdQ̃u ≡ 0.

lo cual implica que la ecuación (3.6) toma la forma

L2(c) = −
∫

[γc]
g(x)

(
s∑

r=1

a2r q̃r

)
dx = −

n2∑

j=0

s∑

r=1

bja2r

∫

[γc]
xjqrdx. (3.7)

Siguiendo con el análisis; de la fórmula (3.5) obtenemos que

∫

[γc]
xjqrdx = −2r

(
r−1∑

ν=0

βνr−1(2c)ν
∫

[γc]
xjy2(r−ν)−1dx

)
.

Ahora, transformamos la integral
∫
[γc]

xjy2(p)−1dx, con p = r − ν, en inte-
grales sobre C, usando la parametrización ϕc, esto es

∫

[γc]
xjy2p−1dx = Dp

j

j∑

µ=0

2p∑

τ=0

(
j

µ

)(
2p

τ

)
(−1)τ cµ+τ

∫

α
zj+2p−2µ−2τ−1dz,

donde Dp
j := − (

√
−1)2p−1

(
√

2)j+2p
. Además la integral

∫
α z

j+2p−2µ−2τ−1dz es no nula

e igual a 2π
√
−1 si y sólo si j = 2h y τ = p+ h− µ.

Esto implica que para cualquier h ∈ {0, 1, ...} la integral
∫
[γc]

x2h+1y2p−1dx
se anula idénticamente y que

∫

[γc]
x2hy2p−1dx = Dp

2h(2π
√
−1)




2h∑

µ=0

(
2h

µ

)(
2p

p+ (h− µ)

)
(−1)p+(h−µ)


 ch+p.
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Por lo tanto ∫

[γc]
x2h+1q̃rdx ≡ 0

y
∫

[γc]
x2hq̃rdx =

πrch+r

2h+r−2

(
r−1∑

ν=0

22ν(−1)r−ν−1

2(r − ν)− 1

(
r − 1

ν

)
Ar−νh

)
, (3.8)

donde

Ar−νh :=
2h∑

µ=0

(
2h

µ

)(
2(r − ν)

(r − ν) + (h− µ)

)
(−1)(h−µ) = 2r−ν

r−ν∏

µ=1

(2µ− 1)

(h+ µ)

(
2h

h

)
.

Finalmente, sustituyendo Ar−νh en la ecuación (3.8) obtenemos

∫

[γc]
x2hq̃rdx =

πrch+r

2h+r−2



r−1∑

ν=0

2r+ν(−1)r−ν−1

2(r − ν)− 1

(
r − 1

ν

) r−ν∏

µ=1

(2µ− 1)

(h+ µ)

(
2h

h

)


=
πrch+r

2h−2(2h+ 1)

r∏

µ=1

(2h+ 2µ− 1)

(h+ µ)

(
2h

h

)
.

Por lo tanto la segunda función de Poincaré-Pontryagin tiene la forma

L2(c) = −
[n2

2 ]∑

h=0

b2h




s∑

r=1

πra2r

2h−2(2h+ 1)

r∏

µ=1

(2h+ 2µ− 1)

(h+ µ)

(
2h

h

)
ch+r


 . (3.9)

De donde concluimos que L2(c) es un polinomio de grado s+
[
n2
2

]
=
[
n1
2

]
+[

n2
2

]
.

Por otra parte, el espacio de 1-formas Ω
′

n1,n2
es isomorfo al espacio

C
s+n2+2, con s =

[
n1
2

]
bajo la aplicación ψ1 : Ω

′

n1,n2
→ C

s+n2+2, definida
como sigue: si ω = (b0 + b1x+ · · ·+ bn2x

n2)dx− (a0 + a2x
2 + · · ·+ a2sx

2s)dy
es un elemento de Ω

′

n1,n2
entonces ψ1(ω) = (b0, b1, ..., bn2 , a0, a2, ..., a2s).

Sea O2 el complemento, en C
s+n2+2, del conjunto algebraico

{a2s = 0} ∪ {b2[ n2
2 ] = 0},

de esta manera, O2 es un conjunto abierto y denso en C
s+n2+2. De (3.9) se

sigue que O
′

= ψ−1
1 (O2) es el conjunto genérico buscado.

�

Corolario 3.5. Si n1 = deg(f) ≥ 2 es par y L1(c) ≡ 0, entonces L2(c)
tiene a lo más

[
n1
2

]
+
[
n2
2

]
− 1 ceros diferentes no triviales.
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Lema 3.3. Si la primera y segunda funciones de Poincaré-Pontryagin L1(c)
y L2(c), para el sistema de Liénard (3.2) se anulan idénticamente, entonces
ningún ciclo de dH = 0 genera ciclo ĺımite del sistema bajo la perturbación
−ǫω.

Demostración: Si L1(c) ≡ 0 entonces n1 = deg(f) es par y f(x) = a0 +∑s
i=1 a2ix

2i, con s =
[
n1
2

]
. Si L2(c) ≡ 0 entonces de la ecuación (3.9) es fácil

ver que tenemos los siguientes casos:

Caso 1. a2r = 0 para 1 ≤ r ≤ s, entonces ω = dQ, con

Q = (b0x+ · · ·+ bn2

n2 + 1
xn2+1)− (a0x)).

Por lo tanto, para cualquier ǫ el sistema perturbado dH − ǫω = 0 no posee
ningún ciclo ĺımite.

Caso 2. b2h = 0 para 0 ≤ h ≤
[
n2
2

]
, entonces el sistema de Liénard (3.2)

es tal que g(x) =
∑r

i=0 b2i+1x
2i+1 (i.e. g(−x) = −g(x)) y f(x) = a0 +∑s

i=1 a2ix
2i (i.e. f(−x) = f(x)). Bajo estas dos condiciones se tiene la

siguiente observación:

Observación 3.1. La foliación FH,ω definida por la familia dH − ǫω = 0 es
invariante bajo la transformación:

R : C× C
2 → C× C

2

(ǫ, x, y) 7→ (ǫ,−x, y).

Más aún, las hojas F(ǫ,x,y) de FH,ω pasando a través del plano {x = 0} son
invariantes bajo R.

Demostración: Debido a que las hojas F(ǫ,x,y) de FH,ω estan contenidas en
el plano {ǫ} ×C

2 basta demostrar que la foliación en {ǫ} ×C
2 es invariante

bajo
Rǫ : C

2 → C
2

(x, y) 7→ (−x, y).

Para esto mostraremos que para todo punto Z0 := (x0, y0) en C
2 se cumple:

dRǫ(Z0)(Núcleo((dH − ǫω)(Z0))) = Núcleo((dH − ǫω)(Rǫ(Z0))).

Si V := (v1, v2) ∈ TZ0C
2 es tal que

(dH − ǫω)(Z0)(V ) = (x0 − ǫg(x0))v1 + (y0 + ǫf(x0))v2 = 0,
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entonces

(dH−ǫω)(Rǫ(Z0))(dRǫ(Z0)(V )) = −(x0−ǫg(x0))(−v1)+(y0+ǫf(x0))v2 = 0.

Aśı dRǫ(Z0)(Núcleo((dH − ǫω)(Z0))) ⊂ Núcleo((dH − ǫω)(Rǫ(Z0))).

En el otro sentido, si W := (w1, w2) ∈ TRǫ(Z0)C
2 es tal que

W ∈ Núcleo((dH − ǫω)(R(Z0))),

entonces (dRǫ(Z0))−1(W ) ∈ Núcleo((dH − ǫω)(Z0)). Por lo tanto

dRǫ(Z0)(Núcleo((dH − ǫω)(Z0))) = Núcleo((dH − ǫω)(Rǫ(Z0))).

También es claro que el plano {x = 0} ⊂ C
3 es invariante bajo R. Por

lo tanto si una hoja F(ǫ,x,y) de FH,ω pasa a través del plano {x = 0} es
invariante bajo R.

�

Por otro lado, para cualquier valor c ∈ C−{0} la fibra Lc es una cuádrica
irreducible, por lo que Lc intersecta a la ĺınea l := {(0, y) ∈ C

2} en dos
puntos diferentes pc y qc, y de la simetŕıa de Lc (simetŕıa de H) pc y qc son
antipodas, esto es, qc = −pc. Además, usando la parametrización ϕc de Lc,
definida por (1.5), es fácil construir una curva real γc ⊂ Lc que pase a través
de pc y −pc y que defina un ciclo de dH = 0

Sea γ : [0, 1] → Lc una parametrización de γc, tal que γ(0) = γ(1) = pc
y sea

XH,ω := 0
∂

∂ǫ
+

(
y + ǫ

(
a0 +

s∑

i=1

a2ix
2i

))
∂

∂x
+

(
−x+ ǫ

(
r∑

i=0

b2i+1x
2i+1

))
∂

∂y
,

el campo vectorial asociado con el sistema de Liénard (3.2). Si consideramos
el plano C× l := {(ǫ, 0, y) ∈ C

3} entonces

XH,ω

∣∣
C×l = 0

∂

∂ǫ
+ (y + ǫa0)

∂

∂x
+ 0

∂

∂y
.

Por lo cual es claro que el conjunto

(C× l)o := (C× l)− {y + ǫa0 = 0} ⊂ C
3

es una sección transversal a la foliación FH,ω definida por (3.2). Aśı, existe
una vecindad D × U ⊂ (C × ∆)o de pc tal que la aplicación de holonomı́a
asociada a γ:

fγ : D × U −→ (C×∆)o

(ǫ, c) 7−→ (ǫ, ℓγ(ǫ, c))
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esta bien definida (ver [CN] pág. 63).

Recordando que γc ∩ (C × ∆)o son dos puntos distintos, entonces de la
continuidad de las soluciones de (3.2) con respecto a condiciones iniciales
obtenemos que cada curva γ(ǫ,c) que una el punto (ǫ, c) con (ǫ, ℓγ(ǫ, c)) in-
tersecta a la transversal (C × ∆)o en al menos dos puntos diferentes. La
Observación 14 implica que γ(ǫ,c) es una curva cerrada, esto es, es imposi-
ble tener la situación mostrada en la Figura 3.1. De ah́ı que ℓγ(ǫ, c) sea la
función identidad. Por lo tanto la función de desplazamiento Lγ asociada
con γ se anula idénticamente, aśı que γc no genera ningún ciclo ĺımite.

�

C

cγ(   ,    )

l (  ,   )γ c

c(  ,  )

(  ,            )
2

z1=0=0

Figura 3.1: Situación imposible.

Proposición 3.2. Consideremos el sistema de Liénard (3.2). Supongamos
que f y g son polinomios de grados n1 y n2 respectivamente y tales que
max{n1, n2} ≥ 2 entonces el número N(n1, n2) de ciclos de dH = 0 que
generan ciclos ĺımite del sistema de Liénard (3.2) bajo la perturbación −ǫω
tiene el siguiente comportamiento:

N(n1, n2) ≤





[
n1−1

2

]
si n1 es impar, y

[
n1
2

]
+
[
n2
2

]
− 1 si n1 es par.

Demostración:

• Si n1 es impar entonces aplicando el Corolario 3.4 a) y el criterio de
Poincaré-Pontryagin (Teorema 1.1) se obtiene el resultado.

• Si n1 es par entonces puede pasar que:

1. Si L1(c) 6≡ 0, entonces el resultado se sigue aplicando el Corolario
3.4 b) y el criterio de Poincaré-Pontryagin.
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2. Si L1(c) ≡ 0 y L2(c) 6≡ 0, entonces aplicando el Corolario 3.5 y el
criterio de Poincaré-Pontryagin se obtiene el resultado.

3. Si L1(c) ≡ 0 y L2(c) ≡ 0, entonces el Lema 3.3 completa la
prueba.

�

Como consecuencia de lo anterior se tiene el siguiente teorema anunciado
en la Introducción:

Teorema 3.2. Si H = (x2 + y2)/2 y ω es una 1-forma polinomial de grado
n de la forma: ω = g(x)dx − f(x)dy entonces

H(1, n) = 2
[n

2

]
− 1.

Ejemplo 3.1. Consideremos la ecuación de van der Pol en C
2:

d

(
1

2
(x2 + y2)

)
− ǫ(0dx− (x3 − x)dy) = 0.

De la fórmula (3.3) tenemos que

L1(c) =

∫

[γc]
ω = −2πc

(
3

2
c− 1

)
.

Entonces la ecuación tiene un ciclo ĺımite que proviene del ciclo [γc], con
c = 2

3 .

Ejemplo 3.2. Consideremos el oscilador armónico en el caso real, esto es,
H : R

2 → R definido por (x, y) 7→ (x2 + y2)/2. Consideremos la 1-forma:
ω = ((9/2) − (13/2)x2 + x4)dx − (x2)dy. Para el sistema dH − ǫω = 0, se
tiene que

1. De la fórmula (3.3)
L1(c) ≡ 0.

2. De la fórmula (3.9)

L2(c) = 2πc(9 − (13/2)c + c2) = 2πc(c − 2)(c− 9/2).

Asi que, para ǫ pequeño, el sistema perturbado dH − ǫω = 0 tiene dos ciclos
ĺımite que provienen de los ciclos γ2 y γ9/2 que son los ćırculos alrededor del
origen de radio 2 y 3 respectivamente (ver Figura 3.2).

Un ejemplo aún más interesante es el siguiente:
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-3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

Figura 3.2: Retrato fase de dH − ǫω = 0, con ǫ = 0.5.

Ejemplo 3.3. Sea H = (x2 + y2)/2 : R
2 → R. Consideremos la 1-forma

polinomial de grado 4:

ω = ((26) − (79/10)x2 + (1/3)x4)dx− (−(22/10)x2 + (1/7)x4)dy.

Para el sistema de Lienárd dH − ǫω = 0, se tiene que

1. De la fórmula (3.3)
L1(c) ≡ 0.

2. De la fórmula (3.9)

L2(c) = −cπ
3

(−3432

5
+

41649

175
c− 944

35
c2 + c3

)
.

De la gráfica de L2(c) mostrada en la Figura 3.3 a) es claro que L2(c) tiene
3 ceros no triviales. Por lo tanto, para ǫ pequeño, el sistema perturbado
dH − ǫω = 0 tiene tres ciclos ĺımite que provienen de tres ciclos distintos de
dH = 0 (ver Figura 3.3 b)).

3.3 La curva de Ilyashenko.

Para el caso en que H = xy la curva de Ilyashenko asociada a dH = 0 es la
curva algebraica:

I : C− {(0, 0)} → C
N+1

c 7→ −2π
(
c, c2, ..., cN+1

)
.

La prueba se sigue de la Proposición 3.1.
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Figura 3.3: a) Gráfica de L2(c). En b) Retrato fase de
dH − ǫω = 0, con ǫ = 0.66.
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Caṕıtulo 4

Integrales Abelianas

univaluadas.

Recordemos que, después de considerar polinomios de tipo C
∗, el siguiente

grado de dificultad para el problema de integrales Abelianas, es considerar
polinomios H con monodromı́a global trivial (ver Sección 2.1) y de tipo (g, k)
con k > 2, es decir, dim(H1(Lc, Z) = 2g + k − 1 > 1.

Una consecuencia inmediata, al considerar este tipo de polinomios, es
la siguiente: si ω es una 1-forma y b1, ..., bq son los valores singulares de H
entonces la aplicación:

C− {b1, ..., bq} → C
r

c 7→
(∫

[γ0
c ]
ω, ...,

∫

[γr
c ]
ω

)

es univaluada, donde γ0
c , ..., γ

r
c , con r = 2g + k − 1, son los generadores de

H1(Lc,Z).

4.1 Polinomios con monodromı́a global trivial.

La clasificación algebraica de polinomios con monodromı́a global trivial se
basa en los siguientes resultados:

Teorema 4.1. [NN1] Un polinomio primitivo P : C
2 → C tiene monodro-

mı́a global trivial si y sólo si P es racional (i.e. de tipo (0, k)) y de tipo
simple.

Teorema 4.2. [NN2] Usando automorfismos algebraicos adecuados de C
2 y

de C, cualquier polinomio de tipo simple puede ser transformado en alguna
de las siguientes formas:

59
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f1 = y

(
r−1∏

l=1

(βl − x)al

)
− h(x), (r ≥ 1),

f2 = xp1sp

(
r−1∏

l=1

(βl − xq1sq)al

)
, (r ≥ 1),

f3 = xq1sq + xp1sp

(
r−1∏

l=1

(βl − xq1sq)al

)
, (r ≥ 2),

donde

• a1, ..., ar−1 son enteros positivos,

• β1, ..., βr−1 son números complejos distintos y no nulos,

• h(x) es un polinomio de grado <
∑r−1

l=1 al,

• 0 ≤ q1 < q, 0 ≤ p1 < p y (pq1 − qp1) = ±1 y

• s := xky − P (x), k ≥ 1 y P (x) es un polinomio de grado ≤ k − 1.

Ahora, notemos que:

i) Si consideramos r = 1 para f1, entonces f1 es de tipo C, de donde
dim(H1(Lc,Z)) = 0 por lo que carece de sentido para las versiones
infinitesimal débil y fuerte de la segunda parte del problema 16 de
Hilbert. Además, si consideramos r = 2 para f1 entonces f1 es de tipo
C
∗, caso ya estudiado en el Caṕıtulo 2.

ii) Si consideramos r = 1 para f2, entonces f2 también es de tipo C
∗.

De lo anterior se sigue el siguiente:

Lema 4.1. Cualquier polinomio f con monodromı́a global trivial y tal que
dim(H1(Lc,Z)) > 1 puede ser transformado, usando automorfismos alge-
braicos adecuados de C

2 y C, en un polinomio H, el cual pertenece a sólo
una de las siguientes familias:
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S1 :=

{
y

r−1∏

l=1

(βl − x)al − h(x)
∣∣ r ≥ 3

}
,

S2 :=

{
xp1sp

r−1∏

l=1

(βl − xq1sq)al
∣∣ r ≥ 2

}
,

S3 :=

{
xq1sq + xp1sp

r−1∏

l=1

(βl − xq1sq)al
∣∣ r ≥ 2

}
,

con a1, ..., ar−1, β1, ..., βr−1, h(x), p1, q1, p, q y s como en el Teorema 4.2.

En la siguiente sección estudiaremos la forma topológica de la fibra
genérica Lc de los polinomios H ∈ S1 ∪ S2 ∪ S3, con el fin de entender
el primer grupo de homoloǵıa H1(Lc,Z) de Lc y con esto realizar el estudio
de las integrales Abelianas respectivas.

4.2 Topoloǵıa de las fibras e integrales Abelianas.

La forma topológica de la fibra genérica de los polinomios H ∈ S1 ∪ S2 ∪ S3,
la describimos en los siguientes tres casos.

Caso 1. H ∈ S1.

Por hipótesis

H = y
r−1∏

l=1

(βl − x)al − h(x), (4.1)

con r ≥ 3 y el grado de h(x) menor que
∑r−1

l=1 al.

Sean c1, ...ct los diferentes valores de −h(βl) con l = 1, ..., r (1 ≤ t ≤ r).
Para cada i ∈ {1, ..., t} definimos Bi como el conjunto:

Bi := {βl | l ∈ {1, ..., r} y h(βl) = ci}.

Proposición 4.1. Para cualquier c ∈ C − {c1, ..., ct} la fibra Lc de H es
una curva irreducible.

Demostración: Para cada c ∈ C el polinomio H − c es lineal en y, entonces
puede ser factorizado solamente en la forma:

H − c = y
r−1∏

l=1

(βl − x)al − (h(x) + c) = p(x) (yg(x) − hc(x)) , (4.2)
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donde p(x), g(x) y hc(x) son polinomios.

La ecuación (4.2) es posible si y sólo si h(x) + c y
∏r
l=1(βl − x)al tienen

al menos una ráız en común.

Las raices de
∏r
l=1(βl − x)al son β1, ..., βr y si βi fuera ráız de h(x) + ca

y h(x) + cb entonces

0 = h(βi) + ca = h(βi) + cb + (ca − cb) = (ca − cb).
De donde se obtiene que para cada βl con l ∈ {1, ..., r} existe una y sólo una
cl ∈ C tal que βl es raiz de h(x) + cl.

Como βl es ráız del polinomio h(x)− h(βl) entonces para cada valor c ∈
C−{−h(β1), ...,−h(βr)} = C−{c1, ..., ct} el polinomio H − c es irreducible,
por lo tanto Lc is irreducible.

�

Proposición 4.2. Para cualquier c ∈ C − {c1, ..., ct} la fibra Lc de H es
biholomorfa a C− {β1, ..., βr}.

Demostración: De la Proposición 4.1 sabemos que para cualquier c ∈ C −
{c1, ..., ct} la fibra Lc es irreducible. Además es muy fácil ver que la apli-
cación

ϕc : C− {β1, ..., βr} → Lc

z 7→
(
z, c+h(z)Qr

l=1(βl−z)al

) (4.3)

es un biholomorfismo.
�

Sea

d :=
min{‖βi − βj‖ | i, j ∈ {1, ..., r − 1} , i 6= j}

2
,

y para cada l ∈ {1, ..., r − 1} definimos

αl := {de2π
√
−1θ + βl | θ ∈ [0, 1]} ⊂ C.

De esta forma, αl es un ćırculo de radio d y centro en βl y tal que βl es el único
punto de {β1, ..., βr−1} que esta contenido en el interior de αl. Consideramos
para cada l ∈ {1, ..., r − 1} el lazo γlc = ϕc(αl) ⊂ Lc, donde ϕc esta dada
por (4.3). Aśı el conjunto de ciclos {[γlc] | l = 1, ..., r − 1} generan el primer
grupo de homoloǵıa H1(Lc,Z) de la fibra Lc de H.

Lema 4.2. Sea ω una 1-forma polinomial de grado n y H ∈ S1. Entonces
para cada τ ∈ {1, ..., r − 1} la integral Abeliana:

I(c) : C− {c1, ..., ct} → C

c 7→
∫
[γτ

c ] ω

es un polinomio de grado ≤ n.
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Demostración: De la Observación 1.11 es suficiente calcular las integrales:

∫

[γτ
c ]
η,

donde η = xiyj−idx, con i ∈ {0, 1, ..., j − 1} y 1 ≤ j ≤ n.

Usando la parametrización (4.3) se obtiene

∫

[γτ
c ]
η =

∫

ατ

ϕ∗
c(η). (4.4)

Por lo tanto

∫

[γτ
c ]
η =

∫

ατ

zi

(
(c+ h(z))

∏r−1
l=1 (βl − z)al

)j−i
dz

=

j−i∑

µ=0

(
j − i
µ

)(∫

ατ

zi(h(z))j−i−µ
∏r−1
l=1 (βl − z)(j−i)al

dz

)
cµ.

De donde obtenemos que la integral Abeliana
∫
[γτ

c ] η es un polinomio de grado
≤ j − i ≤ j ≤ n, la cual extiende a todo C.

�

Ejemplo 4.1. Sea H = y(1 + x)(1 − x)m−1 ∈ S1 un polinomio de grado
m+ 1. Para cada c ∈ C− {0} la fibra Lc de H esta parametrizada por:

ϕc : C− {−1, 1} → Lc

z 7→
(
z, c

(1+z)(1−z)m−1

)
.

(4.5)

Además si consideramos los lazos α1 = {1 + e2π
√
−1θ | θ ∈ [0, 1]} y α1 =

{−1 + e2π
√
−1θ | θ ∈ [0, 1]}, entonces γ1

c := ϕc(α1) y γ2
c := ϕc(α2) son los

generadores de la homoloǵıa de la fibra Lc.

Sea ω la 1-forma polinomial ω = (y+y2+· · ·+yn)dx de grado n. Entonces
usando la parametrización (4.5) obtenemos que:

∫

[γ1
c ]
ω =

n∑

l=1

cl
∫

α1

dz

(1 + z)l(1− z)l(m−1)
=

n∑

l=1

alc
l

y ∫

[γ2
c ]
ω =

n∑

l=1

cl
∫

α2

dz

(1 + z)l(1− z)l(m−1)
=

n∑

l=1

blc
l,
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donde

al

2π
√
−1

= Res

(
1

(1 + z)l(1− z)l(m−1)
, 1

)
=
−2π
√
−1

2l+l(m−1)−1

(
l + l(m− 1)− 2

l(m− 1)− 1

)
6= 0.

y

bl

2π
√
−1

= Res

(
1

(1 + z)l(1− z)l(m−1)
,−1

)
=

2π
√
−1

2l+l(m−1)−1

(
l + l(m− 1)− 2

l − 1

)
6= 0.

Por lo tanto para τ = 1, 2 la integral Abeliana

Iτ (c) : C− {0} → C

c 7→
∫
[γτ

c ] ω

es una función polinomial de grado exactamente n.

Caso 2. H ∈ S2.

Recordemos que

S2 :=

{
xp1sp

r−1∏

l=1

(βl − xq1sq)al

∣∣∣∣∣ r ≥ 2

}
.

Para encontrar una parametrización de la fibra generica de H, recor-
damos la forma de encontrar una parametrización de la curva:

S
1 := {x2

1 + x2
2 − 1 = 0} ⊂ R

2.

La idea es muy sencilla, Sea P := (0, 1) ∈ S
1 y para cada r ∈ R conside-

remos la ĺınea recta lr que pasa por los puntos P y (r, 0) y le llamamos la
curva auxiliar lr.

La curva auxiliar lr intersecta a la curva S
1 en un sólo punto distinto de

P , esto induce la función:

ϕ : R → S
1

r 7→ lr ∩ S
1.

Mas aún, es fácil ver que;

ϕ(r) =

(
2

r + 1
r

, 1− 2

r2 + 1

)
,

la cual extiende a R ∪ {∞}. Con esta construcción se ha obtenido una
parametrización racional de S

1.

En nuestro caso las curvas auxiliares a considerar serán:

lz := {xq1sq = z} ⊂ C
2.
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Proposición 4.3. Sea H un polinomio en la familia S2. La fibra genérica
de H es biholomorfa a C− {0, β1, ..., βr−1}.

Demostración: Observemos que la fibra L0 es disconexa, ya que es la unión
disjunta de las curvas:

{
r−1∏

l=1

(βl − xq1sq)al = 0

}

y
{xp1sp = 0}.

Consideramos el polinomio:

G : C
2 − {L0} → C− {0, β1, ..., βr−1}
(x, y) 7→ xq1sq.

Aśı, cada fibra de G es una curva auxiliar. Ahora, sea c ∈ C distinto de cero,
entonces un punto (x, y) ∈ C

2 satisface que H(x, y) = c y

G(x, y) = xq1sq = z, (4.6)

con z ∈ C− {0, β1, ..., βr−1} si y sólo si

xp1sp =
c

∏r−1
l=1 (βl − z)al

. (4.7)

Elevando a las potencias p y p1 la ecuación (4.6) obtenemos:

xpq1spq = zp, y xp1q1sqp1 = zp1 . (4.8)

También elevamos a las potencias q y q1 la ecuación (4.7) para obtener:

xqp1spq =
cq

∏r−1
l=1 (βl − z)qal

, y xp1q1spq1 =
cq1

∏r−1
l=1 (βl − z)q1al

. (4.9)

De (4.7) es claro que x y s deben ser no nulos, asi que tomando el cociente
de (4.8) y (4.9) se obtiene

xpq1−qp1 =
zp
∏r−1
l=1 (βl − z)qal

cq
y spq1−qp1 =

cq1

zp1
∏r−1
l=1 (βl − z)q1al

.

(4.10)
Recordemos que pq1 − qp1 = ±1. Por lo cual analizaremos dos casos:

Primer caso. Supongamos que pq1 − qp1 = 1 entonces de (4.10) se obtiene

x = ψ1(z) :=
zp
∏r−1
l=1 (βl − z)qal

cq
(4.11)
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y

s =
cq1

zp1
∏r−1
l=1 (βl − z)q1al

.

Usando que s := xky − P (x) entonces podemos despejar y, aśı:

y = ψ2(z) :=
cqk
(
cq1 + zp1

∏r−1
l=1 (βl − z)q1alP (ψ1(z))

)

zpk+p1
∏r−1
l=1 (βl − z)(qk+q1)al

. (4.12)

De (4.11) y (4.12) se tiene que la aplicación ϕc : C − {0, β1, ..., βr−1} → Lc

definida como:
ϕc(z) := (ψ1(z), ψ2(z)) , (4.13)

es una función holomorfa con inversa holomorfa Gc := G|Lc
. Por lo tanto

para cada c 6= 0 la fibra Lc de H ∈ S2 es biholomorfa a C−{0, β1, ..., βr−1}.

Segundo Caso. Supongamos que pq1 − qp1 = −1 entonces de (4.10) se sigue
que

x = ψ1(z) :=
cq

zp
∏r−1
l=1 (βl − z)qal

(4.14)

y

s =
zp1
∏r−1
l=1 (βl − z)q1al

cq1
.

Como s := xky − P (x) obtenemos

y = ψ2(z) :=
zp1
∏r−1
l=1 (βl − z)q1al + cq1P (ψ1(z))

cqk+q1z−pk
∏r−1
l=1 (βl − z)−qkal

. (4.15)

De (4.14) y (4.15) la aplicación ϕc : C−{0, β1, ..., βr−1} → Lc definida como

ϕc(z) := (ψ1(z), ψ2(z)) , (4.16)

es una función holomorfa con inversa Gc := G|Lc
. Por lo tanto para cada

c 6= 0 la fibra Lc de H ∈ S2 es biholomorfa a C− {0, β1, ..., βr−1}. �

Definamos β0 = 0 y sea

d :=
min{‖βi − βj‖ | i, j ∈ {0, 1, ..., r − 1} , i 6= j}

2
.

Para cada l ∈ {0, 1, ..., r − 1} definimos

αl := {de2π
√
−1θ + βl | θ ∈ [0, 1]} ⊂ C.

Por lo tanto:
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• Sea H ∈ S2 y pq1−qp1 = 1. Consideramos para cada l ∈ {0, 1, ..., r−1}
el lazo γlc = ϕc(αl) ⊂ Lc, donde ϕc esta dada por (4.13). Aśı el conjunto
de ciclos {[γlc] | l = 1, ..., r − 1} generan el primer grupo de homoloǵıa
H1(Lc,Z) de la fibra Lc de H.

• Sea H ∈ S2 y pq1 − qp1 = −1. Para cada l ∈ {0, 1, ..., r − 1} conside-
ramos el lazo γlc = ϕc(αl) ⊂ Lc, donde ϕc esta dada por (4.16). Aśı
el conjunto de ciclos {[γlc] | l = 1, ..., r − 1} generan el primer grupo de
homoloǵıa H1(Lc,Z) de la fibra Lc de H.

Lema 4.3. Sea ω una 1-forma polinomial de grado n y H ∈ S2. Entonces
para cada τ ∈ {1, ..., r − 1} la integral Abeliana:

I(c) : C− {0} → C

c 7→
∫
[γτ

c ] ω

es un polinomio de grado ≤ q(kn− 1) + q1n.

Demostración: De la Observación 1.11 es suficiente calcular las integrales:
∫

[γτ
c ]
η,

donde η = xiyj−idx, con i ∈ {0, 1, ..., j − 1} y 1 ≤ j ≤ n.

La demostración la realizaremos en dos pasos.

Paso 1. (H ∈ S2 y pq1 − qp1 = 1)

Usando la parametrización ϕc, de la fibra genérica Lc, dada por (4.13)
es fácil ver que

ϕ∗
c(η) =

zp1(j−i)R(z, c)cq(kj−(k+1)i−1)
(
p
z − q

∑r−1
σ=0

1
(βσ−z)

)

z−p(kj−(k+1)i−1)
∏r−1
l=1 (βl − z)(q(jk−(k+1)i−1)+q1(j−i))al

dz (4.17)

donde

R(z, c) :=

(
cq1 + P (ψ1(z)) zp1

r−1∏

l=1

(βl − z)alq1

)j−i

=

j−i∑

µ=0

(
j − i
µ

)(
zp1(j−i−µ)

r−1∏

l=1

(βl − z)alq1(j−i−µ)

)
(P (ψ1(z)))j−i−µ cq1µ,

y ψ1(z) esta dada por (4.11).
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Supongamos que P (x) := p0+ · · ·+psxs, con s ≤ k−1 y ps 6= 0, entonces

(P (ψ1(z)))j−i−µ =

(
s∑

ν=0

pνz
pν

r−1∏

l=1

(βl − z)alqνc−qν
)j−i−µ

=
∑ (j − i− µ)!

n0! · · · ns!
pn0
0 · · · pns

s z
pNs

r−1∏

l=1

(βl − z)alqNsc−qNs ,

donde la suma es tomada sobre todas las (s+1)-adas de enteros no negativos
(n0, ..., ns) tal que n0 + · · ·+ ns = j − i− µ y

Ns := n1 + · · ·+ sns. (4.18)

Por lo tanto

R(z, c) =

j−i∑

µ=0

∑
Aµn0...ns

zpNs+p1(j−i−µ)c−qNs+q1µ

∏r−1
l=1 (βl − z)(qNs+q1(j−i−µ))al

, (4.19)

donde

Aµn0...ns
:=

(j − i)!
n0! · · · ns!µ!

pn0
0 · · · pns

s . (4.20)

Sustituyendo (4.19) en (4.17) obtenemos

ϕ∗
c(η) =

j−i∑

µ=0

∑
Aµn0...ns

zp
eNs−p1µc−q

eNs+q1µ

∏r−1
l=1 (βl − z)(−q eNs+q1µ)al

(
p

z
− q

r−1∑

σ=0

1

(βσ − z)

)
dz.

Finalmente, usando que
∫
[γτ

c ] η =
∫
ατ
ϕ∗
c(η) se tiene

∫

[γτ
c ]
η =

j−i∑

µ=0

∑
Aµn0...ns

(
I
µ,τ,1
n0...ns

+ I
µ,τ,2
n0...ns

)
c−q

eNs+q1µ

donde
Ñs := Ns − (kj − (k + 1)i− 1), (4.21)

I
µ,τ,1
n0...ns

:= p

∫

ατ

q(z)dz,

I
µ,τ,2
n0...ns

:= −q
r−1∑

σ=0

ai

∫

ατ

qσ(z)dz,

q(z) := zp
eNs−p1µ−1

r−1∏

l=1

(βl − z)(q
eNs−q1µ)al
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y

qσ(z) :=
zq(z)

βσ − z
.

Para conocer la forma de la integral Abeliana
∫
[γτ

c ] η consideramos dos
situaciones:

i) Supongamos −qÑs + q1µ < 0.

Entonces
qÑs − q1µ > 0, (4.22)

además como p > 0 también

pqÑs − pq1µ > 0. (4.23)

Ahora, supongamos que pÑs−p1µ ≤ 0, entonces usando que q > 0 se obtiene

−pqÑs + qp1µ ≥ 0. (4.24)

Sumando (4.23) y (4.24) obtenemos que −(pq1 − qp1)µ ≥ 0 lo cual es una
contradicción ya que µ ≥ 0 y por hipótesis (pq1 − qp1) = 1. Por lo tanto

pÑs − p1µ− 1 ≥ 0. (4.25)

Aśı, de (4.22) y (4.25) es claro que q(z) y qσ(z) son funciones polinomiales,
de esta forma, para cada τ ∈ {0, 1, ..., r − 1} se obtiene que

I
µ,τ,1
n0...ns

= I
µ,τ,2
n0...ns

= 0.

ii) Supongamos −qÑs + q1µ ≥ 0.

Entonces para cada τ ∈ {0, 1, ..., r − 1}

I
µ,τ,1
n0...ns

y I
µ,τ,2
n0...ns

son números complejos quizás no nulos.

De i) y ii) obtenemos que la integral
∫
[γτ

c ] η es un polinomio P τij(c) en la
variable c.

Para conocer el grado de P τij(c) observamos que:

−qÑs+q1µ = −q(Ns−(kj−(k+1)i−1))+q1µ = q(kj−(k+1)i−1)−qNs+q1µ.

Como i ≥ 0, Ns ≥ 0 y 0 ≤ µ ≤ j − i, entonces el valor máximo de q(kj −
(k + 1)i − 1) − qNs + q1µ es cuando i = 0, Ns = 0 y µ = j, asi que P τij(c)
tiene grado ≤ q(kj − 1) + q1j ≤ q(kn− 1) + q1n.
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Paso 2. (H ∈ S2 y pq1 − qp1 = −1).

Usando la parametrización ϕc, de la fibra genérica Lc, dada en (4.16) se
obtiene

ϕ∗
c(η) = −R(z, c)c−q1(j−i)−q(kj−(k+1)i−1)zp(kj−(k+1)i−1)

∏r−1
l=1 (βl − z)−q(jk−(k+1)i−1)al

(
p

z
− q

r−1∑

σ=0

1

(βσ − z)

)
dz

donde

R(z, c) :=

(
zp1

r−1∏

l=1

(βl − z)alq1 + P (ψ1(z)) cq1

)j−i
,

y ψ1(z) esta dada por (4.14).

Supongamos que P (x) := p0+ · · ·+psxs, con s ≤ k−1 y ps 6= 0, entonces

(P (ψ1(z)))j−i−µ =
∑ (j − i− µ)!

n0! · · · ns!
pn0
0 · · · pns

s z
−pNs

r−1∏

l=1

(βl − z)−(qNs)alcqNs ,

donde la suma es tomada sobre todas las (s+1)-adas de enteros no negativos
(n0, ..., ns) tal que n0 + · · ·+ ns = j − i− µ y Ns es como en (4.18). Aśı

R(z, c) =

j−i∑

µ=0

∑
Aµn0...ns

zp1µ−pNscqNs+q1(j−i−µ)

∏r−1
l=1 (βl − z)(qNs−q1µ)al

,

donde Aµn0...ns es como en (4.20). Por lo cual se obtiene

ϕ∗
c(η) = −

j−i∑

µ=0

∑
Aµn0...ns

zp1µ−p eNscq
eNs−q1µ

∏r−1
l=1 (βl − z)(q eNs−q1µ)al

(
p

z
− q

r−1∑

σ=0

1

(βσ − z)

)
dz,

donde Ñs es como en (4.21). Finalmente obtenemos

∫

[γτ
c ]
η = −

j−i∑

µ=0

∑
Aµn0...ns

(
I
µ,τ,1
n0...ns

+ I
µ,τ,2
n0...ns

)
cq

eNs−q1µ

donde

I
µ,τ,1
n0...ns

:= p

∫

ατ

q(z)dz,

I
µ,τ,2
n0...ns

:= −q
r−1∑

σ=0

aσ

∫

ατ

qσ(z)dz,
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q(z) := zp1µ−p
eNs−1

r−1∏

l=1

(βl − z)(q1µ−q
eNs)al

y

qσ(z) :=
zq(z)

βσ − z
.

Al igual que en el paso anterior, consideramos dos casos.

i) Supongamos qÑs − q1µ < 0.

Entonces

q1µ− qÑs > 0 (4.26)

y

pq1µ− pqÑs > 0, (4.27)

ya que p > 0.

Ahora, supongamos que p1µ−pÑs ≤ 0, entonces usando q > 0 obtenemos

−qp1µ+ pqÑs ≥ 0. (4.28)

Sumando (4.27) y (4.28) obtenemos que (pq1 − qp1)µ ≥ 0, lo cual es una
contradicción ya que µ ≥ 0 por hipótesis (pq1 − qp1) = −1. Por lo tanto

p1µ− pÑs − 1 ≥ 0. (4.29)

De (4.26) y (4.29) se sigue que q(z) y qσ(z) son funciones polinomiales, esto
implica que para cada τ ∈ {0, 1, ..., r − 1}

I
µ,τ,1
n0...ns

= I
µ,τ,2
n0...ns

= 0.

ii) Supongamos qÑs − q1µ ≥ 0.

Entonces para cada τ ∈ {0, 1, ..., r − 1}

I
µ,τ,1
n0...ns

y Iµ,τ,2n0...ns

son números complejos quizás no nulos.

Aśı de i) y ii) se obtiene que
∫
[γτ

c ] η es un polinomio en la variable c de

grado ≤ q(j − 1) ≤ q(n− 1) que extiende a todo C.

Además es claro que ≤ q(n− 1) ≤ q(kn − 1) + q1n.
�
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Ejemplo 4.2. Sea H = xky(1 − xqk+1yq) ∈ S2 (usamos p1 = 0, p = 1,
q1 = 1, s = xky, r = 2 y β1 = 1). Para cada c ∈ C − {0} la fibra Lc de H
esta parametrizada por:

ϕc : C− {0, 1} → Lc

z 7→
(
z(1−z)q

cq , cqk+1

zk(1−z)qk+1

)
.

(4.30)

Además si consideramos los lazos α1 = {1
2e

2π
√
−1θ | θ ∈ [0, 1]} y α2 =

{1 + 1
2e

2π
√
−1θ | θ ∈ [0, 1]}, entonces γ1

c := ϕc(α1) y γ2
c := ϕc(α2) son los

generadores de la homoloǵıa de la fibra Lc.

Sea ω la 1-forma polinomial ω = (y+y2+· · ·+yn)dx de grado n. Entonces
usando la parametrización (4.30) obtenemos que:

∫

[γ1
c
]

ω =

n∑

l=1

∫

α1

cl(qk−1)

(z)ln(1 − z)l(qk+1)

(1− z)q − qz(1− z)q−1

cq
dz

=
n∑

l=1

cq(lk−1)+l

(∫

α1

dz

zkl(1− z)q(lk−1)+l
− q

∫

α1

dz

zkl−1(1− z)q(lk−1)+l+1

)

= 2π
√
−1

n∑

l=1

cq(lk−1)+l

(
Res

(
1

zkl(1− z)q(lk−1)+l
, 0

)
− qRes

(
1

zkl−1(1− z)q(lk−1)+l+1
, 0

))

= 2π
√
−1

n∑

l=1

alc
q(lk−1)+l

y ∫

[γ2
c ]
ω = −

∫

[γ1
c ]
ω.

donde

al =

(
q(kl − 1) + l + kl − 2

q(kl − 1) + l − 1

)
− q
(
q(kl − 1) + l + kl − 1

q(kl − 1) + l

)
6= 0.

Por lo tanto para τ = 1, 2 la integral Abeliana

Iτ (c) : C− {0} → C

c 7→
∫
[γτ

c ] ω

es una función polinomial de grado exactamente q(kn − 1) + n.

Caso 3. H ∈ S3.

La familia S3 esta dada por:

S3 :=

{
xq1sq + xp1sp

r−1∏

l=1

(βl − xq1sq)al

∣∣∣∣∣ r ≥ 2

}
.
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Proposición 4.4. Sea H un elemento de S3. La fibra genérica Lc de H es
biholomorfa a C− {0, β1, ..., βr−1, c}.

Demostración: La fibra L0 es disconexa, ya que las curvas

{
r−1∏

l=1

(βl − xsq)al = 0

}

y

{x = 0}.

son componentes disjuntas de L0. Además es claro que las fibras Lβ1 , ...,Lβr−1

son reducibles.

Siguiendo la misma idea que en la Proposición 4.3, consideramos la
función:

G : C
2 − {L0,Lβ1 , ...,Lβr−1} → C− {0, β1, ..., βr−1}

(x, y) 7→ xq1sq.

Entonces, un punto (x, y) ∈ C
2 satisface que H(x, y) = c y

G(x, y) = xq1sq = z, con z ∈ C− {0, β1, ..., βr−1, c} (4.31)

si y sólo si

xp1sp =
c− z

∏r−1
l=1 (βl − z)al

. (4.32)

De (4.31) obtenemos que

xpq1spq = zp, y xp1q1sqp1 = zp1 . (4.33)

De (4.32) se obtiene

xqp1spq =
(c− z)q

∏r−1
l=1 (βl − z)qal

, y xp1q1spq1 =
(c− z)q1

∏r−1
l=1 (βl − z)q1al

. (4.34)

De (4.33) y (4.34) obtenemos

xpq1−qp1 =
zp
∏r−1
l=1 (βl − z)qal

(c− z)q and spq1−qp1 =
(c− z)q1

zp1
∏r−1
l=1 (βl − z)q1al

(4.35)
ya que x y s son no cero.

Tenemos dos casos:
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i) Supongamos que pq1 − qp1 = 1 entonces de (4.35) se sigue que

x = ψ1(z) :=
zp
∏r−1
l=1 (βl − z)qal

(c− z)q , (4.36)

s =
(c− z)q1

zp1
∏r−1
l=1 (βl − z)q1al

y usando s := xky − P (x) se obtiene

y = ψ2(z) :=
(c− z)qk

(
(c− z)q1 + zp1

∏r−1
l=1 (βl − z)q1alP (ψ1(z))

)

zpk+p1
∏r−1
l=1 (βl − z)(qk+q1)al

(4.37)

De (4.36) y (4.37) se tiene que la aplicación ϕc : C−{0, β1, ..., βr−1, c} → Lc

definida como

ϕc(z) := (ψ1(z), ψ2(z)) , (4.38)

es una función holomorfa con inversa holomorfa Gc := G|Lc
.

Por lo tanto para c ∈ C − {0, β1, ..., βr−1} la fibra Lc de H ∈ S3 es
biholomorfa a C− {0, β1, ..., βr−1, c}.
ii) Supongamos pq1 − qp1 = −1, entonces de (4.35) se sigue que

x = ψ1(z) :=
(c− z)q

zp
∏r−1
l=1 (βl − z)qal

(4.39)

y

s =
zp1
∏r−1
l=1 (βl − z)q1al

cq1
.

Como s := xky − P (x), despejamos y:

y = ψ2(z) :=
zp1
∏r−1
l=1 (βl − z)q1al + (c− z)q1P (ψ1(z))

(c− z)qk+q1z−p∏r−1
l=1 (βl − z)−qkal

(4.40)

De (4.39) y (4.40) obtenemos que la aplicación ϕc : C−{0, β1, ..., βr−1} → Lc

definida como

ϕc(z) := (ψ1(z), ψ2(z)) , (4.41)

es una función holomorfa con inversa Gc := G|Lc
.

Por lo tanto para c ∈ C − {0, β1, ..., βr−1} la fibra Lc de H ∈ S2 es
biholomorfa a C− {0, β1, ..., βr−1, c}.

�
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Para describir el primer grupo de homoloǵıa de la fibra generica Lc de
H ∈ S3 definimos β0 = 0 y consideramos

d :=
min{‖βi − βj‖ | i, j ∈ {0, 1, ..., r − 1} , i 6= j}

2
.

Para cada l ∈ {0, 1, ..., r−1} definimos el ćırculo αl de radio d y centro en
βl, aśı βl es el único punto de {β0, ..., βr−1} que esta contenido en el interior
de αl.

Sea ∆l el disco cerrado acotado por αl. Consideramos c ∈ C−∪r−1
l=0 ∆l y

definimos βr := c, entonces el ćırculo

αr := {de2π
√
−1θ + βr | θ ∈ [0, 1]} ⊂ C,

no contiene en su interior ningún punto de {β0, ..., βr−1}.

• Sea H ∈ S3 y pq1 − qp1 = 1. Para cada l ∈ {0, 1, ..., r} consideramos
el lazo γlc = ϕc(αl) ⊂ Lc, donde ϕc esta dada por (4.38). Aśı el con-
junto de ciclos {[γlc] | l = 0, ..., r} generan el primer grupo de homoloǵıa
H1(Lc,Z) de la fibra Lc de H.

• Sea H ∈ S3 y pq1 − qp1 = −1. Para cada l ∈ {0, 1, ..., r} consideramos
el lazo γlc = ϕc(αl) ⊂ Lc, donde ϕc esta dada por (4.41). Aśı el con-
junto de ciclos {[γlc] | l = 0, ..., r} generan el primer grupo de homoloǵıa
H1(Lc,Z) de la fibra Lc de H.

Lema 4.4. Sea ω una 1-forma polinomial de grado n y H ∈ S3. Entonces
para cada τ ∈ {0, ..., r} la integral Abeliana:

I(c) : C− ∪r−1
l=0 ∆l → C

c 7→
∫
[γτ

c ] ω

es una función polinomial en la variable c cuyo grado es menor o igual a

(kn− 1)

(
q

(
r−1∑

l=1

al − 1

)
+ p

)
+ n

(
q1

(
r−1∑

l=1

al − 1

)
+ p1

)

o
max{p(kn− 1) + np1, q(kn − 1) + nq1}.

Demostración: De la Observación 1.11 basta considerar las integrales:
∫

[γτ
c ]
η,
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donde η = xiyj−idx, con i ∈ {0, 1, ..., j − 1} y 1 ≤ j ≤ n.

La demostración la partimos en dos pasos.

Paso 1. (H ∈ S3 y pq1 − qp1 = 1).

De la parametrización ϕc dada por (4.38), es fácil ver que

ϕ∗
c(η) = −

R(z, c)(c − z)q(kj−(k+1)i−1)−1
(
q + (c− z)

(
p
z −

∑r−1
σ=0

aσ

(βσ−z)

))

zp(kj−(k+1)i−1)−p1(j−i)
∏r−1
l=1 (βl − z)(q(kj−(k+1)i−1)+q1(j−i))al

dz

donde

R(z, c) :=

(
(c− z)q1 + P (ψ1(z)) zp1

r−1∏

l=1

(βl − z)alq1

)j−i

y ψ1(z) esta dada por (4.36).

Siguiendo las ideas de la demostración de Lema 3, Paso 1, es fácil mostrar
que

ϕ∗
c(η) =

j−i∑

µ=0

∑
Aµn0...ns

c−(q eNs−q1µ)−1
(
q + (c− z)

(
p
z − q

∑r−1
σ=0

1
(βσ−z)

))

z−(p eNs−p1µ)
∏r−1
l=1 (βl − z)−(q eNs−q1µ)al

dz,

donde Aµn0...ns es como en (4.20) y Ñs como en (4.21). Por lo tanto

∫

[γτ
c ]
η =

j−i∑

µ=0

∑
Aµn0...ns

(
I
µ,τ,1
n0...ns

+ I
µ,τ,2
n0...ns

+ I
µ,τ,3
n0...ns

)
,

donde

I
µ,τ,1
n0...ns

:= q

∫

ατ

q(z)(c− z)−(q eNs−q1µ)−1dz,

I
µ,τ,2
n0...ns

:= p

∫

ατ

q(z)(c − z)−(q eNs−q1µ)

z
dz,

I
µ,τ,3
n0...ns

:= −q
r−1∑

σ=1

aσ

∫

ατ

qσ(z)(c − z)−(q eNs−q1µ)dz,

q(z) :=
zp

eNs−p1µ
∏r−1
l=1 (βl − z)−(q eNs−q1µ)al

,
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y

qσ(z) :=
zp

eNs−p1µ
∏r−1
l=1 (βl − z)−(q eNs−q1µ)al(βσ − z)

.

Vamos a considerar tres posibilidades:

a) Supongamos −(qÑs − q1µ) < 0 entonces del inciso i) del Paso 1 del
Lema 4.3 se obtiene que pÑs − p1µ − 1 ≥ 0, de donde q(z), q(z)/z y
qσ(z) son polinomios de grado

Ñs(q

r−1∑

l=1

al + p)− µ(q1

r−1∑

l=1

al + p1),

Ñs(q
r−1∑

l=1

al + p)− µ(q1

r−1∑

l=1

al + p1)− 1

y

Ñs(q
r−1∑

l=1

al + p)− µ(q1

r−1∑

l=1

al + p1)− 1

respectivamente. Aśı que para cada τ ∈ {0, 1, ...r − 1} se cumple:

I
µ,τ,1
n0...ns

= I
µ,τ,2
n0...ns

= I
µ,τ,3
n0...ns

= 0,

y para τ = r se tiene:

I
µ,r,1
n0...ns

=
p(2π
√
−1)

(qÑs − q1µ)!

(
d(q eNs−q1µ)

dz(q eNs−q1µ)
(q(z))

)∣∣∣∣∣
z=c

,

I
µ,r,2
n0...ns

=
p(2π
√
−1)

(qÑs − q1µ− 1)!

(
d(q eNs−q1µ−1)

dz(q eNs−q1µ−1)

(
q(z)

z

)) ∣∣∣∣∣
z=c

,

y

I
µ,r,3
n0...ns

=
p(2π
√
−1)

(qÑs − q1µ− 1)!

(
d(q eNs−q1µ−1)

dz(q eNs−q1µ−1)
(qσ(z))

)∣∣∣∣∣
z=c

,

de donde es claro que I
µ,r,1
n0...ns

, I
µ,r,2
n0...ns

y I
µ,r,3
n0...ns

son polinomios en c
del mismo grado:

Ñs

(
q

(
r−1∑

l=1

al − 1

)
+ p

)
− µ

(
q1

(
r−1∑

l=1

al − 1

)
+ p1

)
.
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b) Supongamos −(qÑs − q1µ) = 0 entonces también pÑs − p1µ− 1 ≥ 0 y

las integrales I
µ,τ,1
n0...ns

,I
µ,τ,2
n0...ns

y I
µ,τ,1
n0...ns

se reducen a:

I
µ,τ,1
n0...ns

:= q

∫

ατ

zp
eNs−p1µ

c− z dz,

I
µ,τ,2
n0...ns

:= p

∫

ατ

zp
eNs−p1µ−1dz,

y

I
µ,τ,3
n0...ns

:= −q
r−1∑

σ=1

aσ

∫

ατ

zp
eNs−p1µ

βσ − z
dz.

Por lo tanto para τ ∈ {0, 1, ..., r − 1}:

I
µ,τ,1
n0...ns

= I
µ,τ,2
n0...ns

= 0 y I
µ,τ,3
n0...ns

= cte.

Para τ = r se tiene que I
µ,r,1
n0...ns

es un polinomio de grado pÑs − p1µ,

y I
µ,r,2
n0...ns

= I
µ,r,3
n0...ns

= 0.

c) Supongamos −(qÑs − q1µ) > 0 entonces

I
µ,r,1
n0...ns

= I
µ,r,2
n0...ns

= I
µ,r,3
n0...ns

= 0,

y para cada τ ∈ {0, 1, ..., r − 1} las integrales:

I
µ,τ,1
n0...ns

, I
µ,τ,2
n0...ns

, y I
µ,τ,3
n0...ns

son polinomios en la variable c de grado −(qÑs−q1µ)−1, −(qÑs−q1µ)
y −(qÑs − q1µ) respectivamente.

Por lo tanto, de a), b) y c) se sigue que:

• Para cualquier τ ∈ {0, 1, ...r − 1}

I
µ,τ,1
n0...ns

, I
µ,τ,2
n0...ns

, y I
µ,τ,3
n0...ns

son polinomios en la variable c de grado menor o igual a q(kj − 1) +
q1j − 1, q(kj − 1) + q1j, y q(kj − 1) + q1j respectivamente.
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• Para τ = r las integrales

I
µ,r,1
n0...ns

, I
µ,r,2
n0...ns

, y I
µ,r,3
n0...ns

son polinomios en la variable c de grado ≤ (j− 1)(q(
∑r−1

l=1 al− 1) + p).

Paso 2. (H ∈ S3 y pq1 − qp1 = −1).

Usando la parametrización ϕc de la fibra genérica de H definida en (4.41)
y siguiendo las mismas ideas del Paso 1, es fácil mostrar que

ϕ∗
c(η) = −

j−i∑

µ=0

∑
Aµn0...ns

(c− z)q eNs−q1µ−1
(
q + (c− z)

(
p
z − q

∑r−1
σ=0

1
(βσ−z)

))

zp eNs−p1µ
∏r−1
l=1 (βl − z)(q eNs−q1µ)al

dz,

donde Aµn0...ns es como en (4.20) y Ñs es como en (4.21). Por lo tanto

∫

[γτ (c)]
η =

j−i∑

µ=0

∑
Aµn0...ns

(
I
µ,τ,1
n0...ns

+ I
µ,τ,2
n0...ns

+ I
µ,τ,3
n0...ns

)
,

donde

I
µ,τ,1
n0...ns

:= q

∫

γτ

q(z)(c− z)q eNs−q1µ−1dz,

I
µ,τ,2
n0...ns

:= p

∫

γτ

q(z)

z
(c− z)q eNs−q1µd,

I
µ,τ,3
n0...ns

:= −q
r−1∑

σ=1

aσ

∫

γτ

qσ(z)(c − z)q eNs−q1µdz,

q(z) :=
z−p

eNs+p1µ

∏r−1
l=1 (βl − z)−(q eNs−q1µ)al

,

y

qσ(z) :=
z−p

eNs+p1µ

∏r−1
l=1 (βl − z)(q eNs−q1µ)al(βσ − z)

.

En este paso también consideraremos dos posibilidades:
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a) Supongamos que qÑs − q1µ < 0 entonces −pÑs + p1µ > 0. Por lo cual

q(z), q(z)
z y qσ(z) son polinomios de grado

−Ñs(q

r−1∑

l=1

al + p) + µ(q1

r−1∑

l=1

al + p1),

−Ñs(q
r−1∑

l=1

al + p) + µ(q1

r−1∑

l=1

al + p1)− 1

y

−Ñs(q

r−1∑

l=1

al + p) + µ(q1

r−1∑

l=1

al + p1)− 1

respectivamente.

De esto, obtenemos que para cualquier τ ∈ {0, 1, ...r − 1} se cumple
que

I
µ,τ,1
n0...ns

= I
µ,τ,2
n0...ns

= I
µ,τ,3
n0...ns

= 0.

Para τ = r se tiene que

I
µ,r,1
n0...ns

=
p(2π
√
−1)

(q1µ− qÑs)!

(
d(q1µ−q eNs)

dz(q1µ−q eNs)
(q(z))

)∣∣∣∣∣
z=c

I
µ,r,2
n0...ns

=
p(2π
√
−1)

(q1µ− qÑs − 1)!

(
d(q1µ−q eNs−1)

dz(q1µ−q eNs−1)

(
q(z)

z

)) ∣∣∣∣∣
z=c

I
µ,r,3
n0...ns

=
p(2π
√
−1)

(q1µ− qÑs − 1)!

(
d(q1µ−q eNs−1)

dz(q1µ−q eNs)−1
(qσ(z))

)∣∣∣∣∣
z=c

de donde es claro que I
µ,r,1
n0...ns

, I
µ,r,2
n0...ns

y I
µ,r,3
n0...ns

son polinomios del
mismo grado, a saber

−Ñs

(
q

(
r−1∑

l=1

al − 1

)
+ p

)
+ µ

(
q1

(
r−1∑

l=1

al − 1

)
+ p1

)
.
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b) Supongamos que qÑs − q1µ = 0 entonces también se cumple que
−pÑs + p1µ > 0. Por lo cual es fácil ver que para τ ∈ {0, 1, ..., r − 1}
se cumple:

I
µ,τ,1
n0...ns

= I
µ,τ,2
n0...ns

= 0 y I
µ,r,1
n0...ns

= cte.

Para τ = r se verifica claramente que I
µ,r,1
n0...ns

es un polinomio de grado

−pÑs + p1µ, y las integrales I
µ,r,2
n0...ns

y I
µ,r,3
n0...ns

son nulas.

c) Supongamos que qÑs − q1µ > 0 entonces

I
µ,r,1
n0...ns

= I
µ,r,2
n0...ns

= I
µ,r,3
n0...ns

= 0

y para cada τ ∈ {0, 1, ..., r − 1} las integrales:

I
µ,τ,1
n0...ns

, I
µ,τ,2
n0...ns

, y I
µ,τ,3
n0...ns

son polinomios en la variable c de grado qÑs − q1µ − 1, qÑs − q1µ y
qÑs − q1µ respectivamente.

De a), b) y c) se sigue que:

• Para cualquier τ ∈ {0, 1, ...r − 1},

I
µ,τ,1
n0...ns

, I
µ,τ,2
n0...ns

, y I
µ,τ,3
n0...ns

son polinomios en la variable c de grado menor o igual a q(j − 1)− 1,
q(j − 1), y q(j − 1) respectivamente.

• Para τ = r las integrales

I
µ,r,1
n0...ns

, I
µ,r,2
n0...ns

, y I
µ,r,3
n0...ns

son polinomios en la variable c de grado menor o igual a

(kj − 1)

(
q(

r−1∑

l=1

al − 1) + p

)
+ j

(
q1(

r−1∑

l=1

al − 1) + p1

)
.

Por lo tanto, de los Pasos 1 y 2, hemos probado que:
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1. Para cada τ ∈ {0, 1, ...r − 1} la integral

∫

[γτ
c ]
η

es un polinomio en la variable c de grado ≤ q(kj − 1) + q1j y que por
tanto extiende a todo C.

2. Para τ = r, la integral ∫

[γr
c ]
η

es un polinomio en la variable c y por lo tanto extiende a todo C. Su
grado es menor o igual a

(kj − 1)

(
q

(
r−1∑

l=1

al − 1

)
+ p

)
+ j

(
q1

(
r−1∑

l=1

al − 1

)
+ p1

)
.

Además si r ≥ 3 o r = 2 y a1 > 1, entonces q(kj − 1) + q1j es menor que

(kj − 1)

(
q

(
r−1∑

l=1

al − 1

)
+ p

)
+ j

(
q1

(
r−1∑

l=1

al − 1

)
+ p1

)
.

Si r = 2 y a1 = 1 entonces la integral
∫
[γr

c ] η es un polinomio de grado

p(kj − 1) + jp1.

Finalmente usando que j ≤ n se concluye la prueba.
�

Ejemplo 4.3. Sea H = x(xky)3 − x(xky)2(1 − x(xky)3)(1 + x(xky)3) ∈ S3

(usamos p = 2, q = 3, p1 = 1, q1 = 1, s = xky, r = 3, a1 = a2 = 1, β1 = 1 y
β2 = −1).

Para cada c ∈ C− {−1, 0, 1} la fibra Lc de H esta parametrizada por:

ϕc : C− {0, 1} → Lc

z 7→
(

(c−z)3
z2(1−z2)3

, z
2k+1(1−z2)3k+1

(c−z)3k+1

)
.

(4.42)

Además sean α1 = {1
2e

2π
√
−1θ | θ ∈ [0, 1]}, α2 = {1 + 1

2e
2π

√
−1θ | θ ∈ [0, 1]}

y α3 = {−1 + 1
2e

2π
√
−1θ | θ ∈ [0, 1]}, los ćırculos de radio 1

2 y centro en 0, 1
y −1 respectivamente. Sean Di el disco cerrado acotado por αi. Para cada
c ∈ C− {D1,D2,D3} definimos α4 = c+ 1

2e
2π

√
−1θ, con θ ∈ [0, 1], el ćırculo

de radio 1
2 con centro en el punto c. entonces γ1

c := ϕc(α1), γ2
c := ϕc(α2),
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γ3
c := ϕc(α3), γ4

c := ϕc(α4) son los generadores de la homoloǵıa de la fibra
Lc.

Consideremos la 1-forma polinomial ω = (yn)dx de grado n. Entonces
usando la parametrización (4.42) obtenemos que:
∫

[γ4
c
]

ω =

∫

α4

zn(2k+1)−3(1− z2)n(3k+1)−4

(c− z)n(3k+1)−2

(
−3z(1− z2) + 2(c− z)(1− 4z2)

)
dz

= −3

∫

α4

f1(z)

(c− z)n(3k+1)−2
dz + 2

∫

α4

f2(z)

(c− z)n(3k+1)−3
dz

= 2π
√
−1

(
−3Res

(
f1(z)

(c− z)n(3k+1)−2
, c

)
+ 2Res

(
f2(z)

(c− z)n(3k+1)−3
, c

))
,

donde

f1(z) := zn(2k+1)−2(1− z2)n(3k+1)−3

=

n(3k+1)−3∑

µ=0

(
n(3k + 1)− 3

µ

)
(−1)n(3k+1)−3−µz8nk+3n−8−2µ

y

f2(z) := (1− 4z2)zn(2k+1)−3(1 − z2)n(3k+1)−4

=

n(3k+1)−4∑

µ=0

(
n(3k + 1)− 4

µ

)
(−1)n(3k+1)−4−µz8nk+3n−11−2µ(1− 4z2)

=

n(3k+1)−4∑

µ=0

(
n(3k + 1)− 4

µ

)
(−1)n(3k+1)−4−µ

(
z8nk+3n−11−2µ − 4z8nk+3n−9−2µ

)
.

Ahora, como

Res

(
f1(z)

(c− z)n(3k+1)−2
, c

)
=

1

(n(3k + 1)− 3)!

(
d(n(3k+1)−3)

dz(n(3k+1)−3)
(f1(z))

) ∣∣∣∣∣
z=c

=

=

n(3k+1)−3∑

µ=0

(
n(3k + 1)− 3

µ

)
(−1)n(3k+1)−3−µ

n(3k+1)−4∏

s=0

(8nk+3n−8−2µ−s)c5nk+2n−5−2µ

y

Res

(
f2(z)

(c− z)n(3k+1)−2
, c

)
=

1

(n(3k + 1)− 4)!

(
d(n(3k+1)−4)

dz(n(3k+1)−4)
(f2(z))

) ∣∣∣∣∣
z=c

=

=

n(3k+1)−4∑

µ=0

(
n(3k + 1)− 4

µ

)
(−1)n(3k+1)−4−µ

(
A1

µc
5nk+2n−7−2µ − 4A2

µc
5nk+2n−5−2µ

)
,

donde

A1
µ :=

n(3k+1)−5∏

s=0

(8nk + 3n − 11− 2µ− s)
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y donde

A2
µ :=

n(3k+1)−5∏

s=0

(8nk + 3n− 9− 2µ− s).

Entonces es claro que la integral Abeliana

I4(c) : C− {D1,D2,D3} → C

c 7→
∫
[γ4

c ] ω

es una función polinomial de grado exactamente

5nk + 2n − 5 = (kn− 1)(5) + n(2),

que corresponde a la cota dada en el Lema 4.4 para el caso q = 3, p = 2,
q1 = 1 p1 = 1, r = 3 y a1 = a2 = 1.

4.3 Propiedades de las integrales Abelianas.

Como ya hemos dicho, salvo automorfismos algebraicos de C
2 y C, las tres fa-

milias de polinomios con monodromı́a global trivial y tal que dim(H1(Lc,Z)) >
1 son:

S1 :=

{
y

r−1∏

l=1

(βl − x)al − h(x)
∣∣ r ≥ 3

}
,

S2 :=

{
xp1sp

r−1∏

l=1

(βl − xq1sq)al
∣∣ r ≥ 2

}
,

S3 :=

{
xq1sq + xp1sp

r−1∏

l=1

(βl − xq1sq)al
∣∣ r ≥ 2

}
,

con a1, ..., ar−1, β1, ..., βr−1, h(x), p1, q1, p, q y s como en el Teorema 4.2.

El Teorema principal de este Caṕıtulo es:

Teorema 4.3. Sea H : C
2 → C un polinomio con monodromı́a global trivial

y sea ω una 1-forma diferencial polinomial de grado n. Entonces:

a) La integral Abeliana:

Iτ (c) : C → C

c 7→
∫
[γτ

c ] ω,

donde γτc es un elemento no nulo de H1(Lc,Z), es una función polino-
mial en la variable c.
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b) Si H ∈ S1 ∪ S2 ∪ S3 entonces el grado d(n) del polinomio I(c) se
comporta de la siguiente manera:

1. Si H ∈ S1, entonces d(n) ≤ n.
2. Si H ∈ S2, entonces d(n) = q(kn− 1) + q1n.

3. Si H ∈ S3, entonces

d(n) ≤ (kn−1)

(
q

(
r−1∑

l=1

al − 1

)
+ p

)
+n

(
q1

(
r−1∑

l=1

al − 1

)
+ p1

)

si r ≥ 3 o r = 2 y a1 > 1 y

d(n) ≤ max{p(kn− 1) + np1, q(kn− 1) + nq1},

si r = 2 y a1 = 1.

El grado d(n) es una cota superior para el número de ceros aislados de la
integral Abeliana Iτ (c).

La prueba del Teorema 4.3 se sigue de forma inmediata de los Lemas 4.2,
4.3 y 4.4.
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Problemas abiertos.

Las preguntas inmediatas después del trabajo realizado y para considerar en
un trabajo futuro son:

1. ¿La integral Abeliana

Iτ (c) : C → C

c 7→
∫
[γτ

c ] ω,

donde γτc es un elemento no nulo de H1(Lc,Z), es polinomial si y sólo
si H tiene monodromı́a global trivial?

2. ¿Bajo que condiciones en H la integral Abeliana

Iτ (c) : C → C

c 7→
∫
[γτ

c ] ω,

es una función algebraica?

87
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