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Resumen

En este trabajo se presenta el desarrollo numérico de un nuevo cédigo
construido con el objetivo de estudiar escenarios en donde este invo-
lucrada la magnetohidrodindmica ideal relativista (RMHD ideal), el
c6digo esté construido en tres dimensiones cartesianas. ' CAFE es un
codigo independiente a los existentes actualmente, enfocado al estu-
dio de fenémenos de altas energias relacionados con la propagacién
e interaccién de jets relativistas en presencia de campos magnéticos.
Las ecuaciones de la RMHD ideal se resuelven numéricamente, dichas
ecuaciones describen la evolucién de un fluido mediante las ecuaciones
de Euler relativistas y la evolucion de los campos magnéticos mediante
las ecuaciones de Maxwell, ambas en un espacio-tiempo de Minkows-
ki. De tal manera que el sistema fisico estd compuesto por un fluido,
campos magnéticos y un espacio-tiempo fijo, acoplados. Es por ello
que la aplicabilidad del cédigo se enfoca en el estudio de jets extra-
galacticos en regiones lejanas de donde fueron emitidos y los efectos
del campo gravitacionales son despreciables. De igual forma se consi-
dera que el espacio-tiempo no es modificado por presencia del fluido
y los campos magnéticos.

En el desarrollo del trabajo se han estudiado las ecuaciones de la
MHD ideal y se han escrito en forma conservativa, también se hace
una descripcion de la estructura caracteristica del sistema de ecua-
ciones. Los métodos numéricos usados estan basados en el esquema
HRSC (High Resolution Shock Capturing) los cuales incluyen recons-
tructores de variables en las interceldas numéricas y aproximadores de

Riemann para calcular los flujos. Se implementan y se comparan va-

LCode for study Astrophysical Fluids and Energetic events.



rios reconstructores como Godunov, minmod, ' MC, 2PPM y 3 WENO
los cuales se describen en el texto de la tesis, los aproximadores de
Riemann que se se implementaron son * HLLE vy 5 HLLC. Por otro lado
las ecuaciones de evolucion de la RMHD ideal se resuelven mediante
el método MoL en conjunto con el método Runge-Kutta. En el ma-
nuscrito también se describen y discuten dos métodos utilizados en
el codigo para controlar la constriccion de no monopolos magnéticos
V -B = 0, uno de ellos es el método Fluz-constrained Transport, y
el segundo es el método Cleaning. Se llega a la conclusién de que la
mejor combinacién es WENO y HLLC.

La fase de pruebas numéricas del cédigo CAFE es importante debi-
do a que se muestra la capacidad del cédigo de resolver y lidiar con
diferentes configuraciones y escenarios fisicos en donde existes cho-
ques fuertes y discontinuidades en las variables, es por eso que en
este trabajo se presentan diversas pruebas numéricas. En orden, se
enlistan las pruebas numéricas 1D en cada una de las tres dimensién
espaciales resolviendo diferentes casos que incluyen choques fuertes,
velocidades altas y tranversales, las cuales fueron comparadas con las
soluciones exactas de cada uno de los casos. En 2D se reproducen las
pruebas en donde aparecen inestabilidades y varias combinaciones de
los casos 1D. Y finalmente se presenta un problema mas general, que
contienen todas las configuraciones anteriores, el jet relativista. En
este trabajo se estudian jets hidrodindmicos y magnetohidrodinami-
cos propagandose con diferentes velocidades y con configuraciones del
campo magnético diferentes. En todas las pruebas numéricas, los erro-
res numéricos tanto en 1D como en 2D, son similares a los obtenidos
en otros codigos del mismo tipo.

Palabras clave: Magnetohidrodindmica relativista, astrofisica numéri-

ca, métodos numéricos.

'Monotonized Central.

2Piecewise Parabolic Method.

3Weighted Essentially Non-Oscillatory.
4Harten, Lax and van Leer and Einfeldt
5Harten, Lax and van Leer Contact wave



Abstract

In this thesis the development of a new numerical code constructed
with the aim of studying involved scenarios where this ideal relati-
vistic magnetohydrodynamics (RMHD ideal), built in three cartesian
dimensions is presented. CAFF is an independent code focused on
the study of high energy phenomena associated with the propagation
and interaction of relativistic jets in the presence of magnetic fields.
The ideal RMHD equations are solved numerically, these equations
describe the evolution of a fluid by relativistic Euler equations and
the evolution of magnetic fields using Maxwell’s equations, both in
Minkowski spacetime. Such that the physical system is composed of
a fluid, magnetic fields and a fixed space-time coupled. Therefore the
applicability of the code is focused on the study of extragalactic jets
in far regions where they were issued and the effects of gravitational
field are negligible. Similarly it is considered that space-time is not
modified by the presence of the fluid and the magnetic fields.

In developing the work we have studied the equations of ideal MHD
and are written in conservative form, a description of the characte-
ristic structure of the system of equations is also done. The nume-
rical methods used are based on the HRSC scheme which include
reconstructors of the variables in the numerical intercells and Rie-
mann approximators to estimate the flows. We describe and compare
some reconstructors like Godunov, MINMOD,MC, PPM, WENQO in
the text of the thesis, Riemann approximators that are implemented
HLLE and HLLC are also described. On the other hand the evolution
equations of ideal RMHD are solved by the MoL method together
with the Runge-Kutta method. The manuscript also describes and
discusses two methods used in the code to control the constriction of
not magnetic monopoles V - B = 0, one of them is the Constrained
Flux-Transport method and the second is the Cleaning method. We
conclude that the best combination is weno and HLLC.

The numerical testing of the CA FE code is important, in order to show



the ability of the code to solve and deal with different configurations
and physical scenarios where exist strong shocks and discontinuities
in the variables, thih is why in this thesis several numerical tests are
presented. In order we present, the 1D numerical tests in each of the
three spatial dimension solving different cases involving strong shocks,
and tranversales high speeds, which were compared with the exact so-
lutions of each of the cases. In the 2D case, the instabilities tests
and various combinations of the 1D cases appear is reproduce. And
finally, a more general problem, which contain all the above configu-
rations, the relativistic jet is presented. In this work, hydrodynamic
and magnetohydrodynamic jets propagate with different speeds and
with different magnetic field configurations are studied. In all numeri-
cal tests, the numerical errors in both 1D and 2D, are similar to those

obtained in other codes of the same type.

Keywords: Relativistic magnetohydrodynamics, numerical astrophy-

sics, numerical methods.
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Capitulo 1

Introduccion

Los campos magnéticos asi como los campos gravitacionales desempenan un
papel importante en muchos escenarios astrofisicos, y nos permiten determinar la
dinamica de la materia. En algunos escenarios estan involucrados objetos compac-
tos, asi como la dinamica de la materia asociada a ellos en presencia de campos
magnéticos, como discos de acrecion, emisién de radiacién, etc. El estudio analiti-
co de dichos escenarios es complicado. Por ello, la solucién de las ecuaciones de
la magnetohidrodindmica relativista (RMHD por sus siglas en inglés Relativistic
Magnetohydrodynamics) se hace usando métodos numéricos.

La presencia de campos magnéticos acoplados con objetos compactos es comun,
como ejemplo estdn las estrellas de neutrones con campos del orden de 102 —10'3
Gauss C. Kouveliotou [1998], los magnetares M. Bocquet [1995], los jets relativis-
tas Curtis [1918] en donde los campos son del orden ~ 107% — 1073 Gauss Ferrari

[1998], por mencionar algunos.

Existe un gran nimero de estudios numéricos dedicados a estudiar escenarios
astrofisicos. Dichos estudios requieren de la implementacion numérica de la hi-
drodinamica y magnetohidrodinamica relativistas acopladas a un espacio-tiempo.
Algunos cédigos importantes en hidrodinamica relativista han sido desarrolla-
dos por varios autores: GENESIS M A Aloy [1999], RAM W. Zhang [2006] y
TESS P. C. Duffell [2011] que son c6digos en relatividad especial que estdn es-
pecializados en el estudo de jets en simetria axial. Otros codigos se especializan

en espacio-tiempos fijos como los desarrollados por Wilson [1972], J. Ma. Mart{



[1991], Donmez [2004]; O. Donmez [2011] y F. D. Lora-Clavijo [2013]. Cédigos
mas generales estudian espacio-tiempos dindmicos, como la evolucion de estrellas
rotantes J. A. Font [2000a], estrella de neutrones J. A. Font [2000b], sistemas
binarios con mallas refinadas B. C. [2012], espacio-tiempo dindmico en 3D como
el cédigo Whisky L. Baiotti [2003], en una dimensién GR1D estudia el colapso de
estrella de neutrones y hoyos negros E. O’Connor [2010], SACRA estudia estrellas
de neutrones y hoyo negros en 3D T. Yamamoto [2008], BAM relativista estudia
sistemas binarios en 3D M. Thierfelder [2011].

Por otro lado, muchos autores también han desarrollado cédigos para estudiar
fenémenos donde se involucra a la magnetohidrodinamica relativista: en relativi-
dad especial y general L. Antén [2006], en un espacio-tiempo de un hoyo negro
de Schwarzschild el c6digo RAISHIN C. F. Gammie [2003], asi como también
un hoyo negro rotante Penner [2011b], algunos otros cddigos como HARM que
tienen una version MHD C. F. Gammie [2003] y una versién més general con
términos radiativos HARMRAD J. C. McKinney [2013]. Existen otros construi-
dos en Cactus Finstein Toolkit Cactus code como WhiskyMHD B. Giacomazzo
[2007], GRHydro P. Mosta [2013]. También cédigos en 3D P. Cerda-Duran [2008]
y en simetria axial X-ECHO N. Bucciantini [2011]. Otros especializados en estu-
diar ondas gravitacionales y electromagnéticas producidas por sistemas binarios
C. Palenzuela [2013], as{ como también en espacio-tiempo usando la formulacién
BSSN Z. B. Etienne [2010].

En este trabajo se presenta un nuevo c6digo de magnetohidrodinamica ideal relati-
vista en tres dimensiones cartesianas. El cddigo CAFFE es un c6digo independiente
que resuelve las ecuaciones de FEuler-Maxwell bajo la hipétesis de magnetohidro-
dindmica ideal en un espacio-tiempo fijo, en particular se presenta el desarrollo e
implementacion en el espacio-tiempo de Minkowski. El cédigo resuelve las ecua-
ciones de la RMHD ideal usando el esquema HRSC. Para validar el cédigo, se
presentan las pruebas a las que fue sometido el cédigo, que son las mismas que
se usan para validar la mayoria de los codigos existentes, como los mencionados

anteriormente.



La implementacion del cédigo CAFE estd enfocada al estudio de fenémenos de
altas energias relacionados con la propagacion de jets relativistas en un medio mo-
delado por un fluido magnetizado, en regiones lejanas al objeto compacto donde
el jet fue emitido. El sistema a resolver esta compuesto por un espacio-tiempo de
fondo en este caso Minkowski, pues en las regiones lejanas al objeto compacto
donde se generan los jets los efectos del campo gravitacional son despreciables,
asi como la evolucién del espacio-tiempo. Los campos magnéticos son descritos
por las ecuaciones de Maxwell y el fluido se describe por las ecuaciones de Euler.
La RMHD ideal se implementa en tres dimensiones espaciales en coordenadas

cartesianas usando el lenguaje Fortran 90.

En este trabajo se describe la implementacion de nuestro cédigo capaz de resol-
ver las ecuaciones de RMHD. La descripcién del cédigo se hace de la siguiente
manera: En el capitulo 2, se hace una breve descripcion de la formulaciéon 3+1,
se presentan las ecuaciones de RMHD ideal escritas de forma conservativa para
un espacio-tiempo en general, asi como la estructura caracteristica del sistema de
ecuaciones de la RMHD ideal. En el capitulo 3, se presentan los métodos numéri-
cos usados en el desarrollo del cédigo, asi como el esquema de voliimenes finitos, la
reconstruccién de variables y flujos en las interceldas numéricas y la técnica para
controlar la restricciéon V- B = 0. En el capitulo 4, se hace una compilacién de las
pruebas al que fue sometido el codigo CAFFE en dos partes. La primera consiste
en pruebas hidrodinamicas y la segunda en pruebas magnetohidrodindmicas. En
el capitulo 5, se presenta un estudio de la morfologia de jets relativistas hidro-
dindmicos y magnetohidrodinamicos. Finalmente, en el capitulo 6 se presentan

algunos comentarios finales.



Capitulo 2

Magnetohidrodinamica ideal

relativista

La magnetohidrodindmica (MHD) se encarga del estudio de un fluido conducto-
re eléctrico en interaccién con campos magnéticos. Algunos fluidos que cumplen
con la condicién de conductor perfecto son los metales liquidos, gases ionizados
o plasmas y electrolitos. Astrofisicamente, se espera en algunos escenarios la pre-
sencia de materia altamente ionizada, es decir, un plasma. Algunos ejemplos son
la ionosfera de la tierra, medio interestelar, discos de acrecién en estrellas, jets
en galaxias activas, etc. En la MHD los campos magnéticos inducen corrientes en
un fluido conductor mévil, y que a su vez también cambia el campo magnético.
Sin embargo, generalmente en el &mbito de la astrofisica se trabaja bajo la apro-
ximacion de MHD ideal.

La magnetohidrodindmica ideal relativista (RMHD) se considera vélida bajo la
imposicién de algunos limites, es decir, la RMHD ideal describe la evolucion de
los campos magnéticos y el fluido en una version reducida en la cual se desprecian
efectos microscépicos como la interaccién entre iones y electrones. Esto consiste
en considerar que la frecuencia de variacion de los campos es menor que la fre-
cuencia efectiva de colisién de los electrones, de tal modo que no hay separacion
de cargas y el fluido puede considerarse como tnico. Este es el caso del llamado

plasma no colisionante Spruit [2013]. La siguiente suposicion es que el fluido es



un conductor perfecto, la cudl impone la condicién de que el campo eléctrico en
el marco de referencia del fluido sea despreciable. También se considera que la
contribucion de la corriente de desplazamiento en la ley de Ampére-Maxwell es
despreciable, lo cual implica que las contribuciones electromagnéticas al fluido
estan determinadas en su totalidad por el campo magnético. La condicion de
conductividad perfecta simplifica al fluido al estado de "flujo congelado”, donde
el nimero de lineas de flujo magnético en cada elemento de fluido en movimiento
es constante en el tiempo. Ademas de que el fluido tiene propiedades de un fluido
ideal con viscosidad y conductividad térmica nulas. El conjunto de todas estas

hipétesis definen la magnetohidrodindmica ideal relativista.

En este capitulo se introducen las ecuaciones que describen a la RMHD ideal, que
se obtienen de la conservacion local del tensor de energia-momento del sistema
formado por el fluido y el campo magnético y la conservacion de la masa del
fluido. En el contexto de la relatividad general dichas ecuaciones estan acopladas
a la geometria del espacio-tiempo, en particular en este trabajo el espacio-tiempo
se describe mediante la descomposicion 3 + 1. Por lo que se hace una breve des-
cripcion de la descomposicién 3 + 1 de la geometria espacio-tiempo.

Se presenta la derivacién de las ecuaciones de la MHD ideal relativista escrita
en forma conservativa, con el fin de adaptar dichas ecuaciones a los métodos
numéricos que se usaran en este trabajo. Asi también se describe la manera de
obtener la estructura caracteristica de las ecuaciones de RMHD ideal. Cabe men-
cionar que las ecuaciones descritas en este capitulo son vélidas para cualquier

espacio-tiempo.

2.1. Descomposicién 3+ 1 de relatividad general

Es importante mencionar en este punto, que en este trabajo no se evoluciona la
geometria del espacio-tiempo. Sin embargo, es importante dar una breve descrip-
cion de la descomposicién 3+1 del espacio-tiempo, debido a que las ecuaciones
de la RMHD estan escritas en dicha formulacion.

Para casos mas generales, al evolucionar el espacio-tiempo de cualquier sistema

fisico se debe formular dicha evolucién como un problema de valores iniciales o un



Figura 2.1: Descomposicion 3+1 del espacio-tiempo. El espacio-tiempo cuatro di-
mensional se describe mediante hipersuperficies espaciales 3, de tres dimensiones
a lo largo de la coordenada temporal.

problema de Cauchy. Para esto es necesario reescribir las ecuaciones del campo
de Einstein como un problema de Cauchy.

Debido a que en las ecuaciones de Einstein no hay una distincién clara entre el
espacio y el tiempo, es necesario separar los papeles de espacio y el tiempo con
el fin de tener un mejor entendimiento y tratamiento de la ecuaciones de evolu-
cién del espacio-tiempo. La formulacién de la relatividad general que resulta de
esta foliacién se conoce como ”formalismo 34 1”. En la Figura 2.1 se muestra un
esquema de la descomposicion 341, se describe al espacio-tiempo en hipersuperfi-

cies espaciales de tres dimensiones, una por cada instante de tiempo constante ;.

La geometria del espacio-tiempo, bajo la descomposicion 3+1 queda descrita en
términos de tres componentes, que describen a las hipersuperficies espaciales y a

la separacion entre ellas:

» La métrica espacial v;;, con 4,7 = 1,2, 3. Esta métrica mide las distancias

en las hipersupeficies,
di* = ~;dx'da’ . (2.1)



= La funcién lapso «, es el tiempo propio que mide un observador que se

mueve en direccién normal a las hipersuperficies (un observador euleriano)

dr = adt. (2.2)

» El vector de corrimiento %, es la velocidad relativa entre los observadores

de Euler y las lineas con coordenadas espaciales constantes
T g =) — Bldt. (2.3)

Las funciones o y 3 se pueden determinar con cierta libertad y se les conoce
como ”funciones de norma”. En términos de estos tres componentes y usando las
ecuaciones (2.2) y (2.3), el elemento de linea del espacio-tiempo tiene un término

temporal y otro espacial

ds* = —d’1 + d°l. (2.4)

Explicitamente se tiene una métrica de la forma

ds® = (—a’® + B;7) dt* + 2Bidtda’ + ~;;dx'da’. (2.5)

Asi, las componentes del tensor métrico en su forma matricial y su inversa son

b (—a2+ﬁjﬁj 51»)
" /Bi Vij ’

py o —1/012 ﬁi/az
9 - ( ﬂi/QQ ,yz‘j _ ﬁlﬂj/ag > ) (2.6)

donde ¥ es la inversa de la 3-métrica.

Si n es un vector unitario tipo tiempo, que cumple la relacién nfn, = —1y
es un vector normal a las hipersuperficies ¥; con t constante, entonces tiene

componentes



n, = (—CV, 0) Oa 0))
1

n# = - 17 B )
L)
entonces por definicién se cumple la siguiente relacién 9, = an + (£°9;, donde 0;

son los tres vectores coordenados tangentes a la hipersuperficie ;.

La descomposicién 3+1 define una base, asociada a un observador ‘euleriano.
Dicha base se puede escribir en términos de las funciones de norma y la 3-métrica

como

ap = {n,0;}, (2.7)

Aoy — _aéoua

Ay — (ak)l/: {Bkv’ykj}-

Esta base asociada a un observador euleriano es util para definir nuevas cantidades
en el formalismo 341 sobre las hipersuperficies espaciales. Para mayor detalle de
el lector puede consular las referencias Alcubierre [2008]; Baungarte and Shapiro
[2010]; Gourgoulhon [2012].

En la MHD ideal, esta base es particularmente 1til para definir las variables con-
servativas en las hipersuperficies espaciales, como se podra ver en la siguiente

seccion de este capitulo.

2.2. MHD ideal relativista

La descripcién de los campos electromagnéticos en un espacio-tiempo general
esta dada por el tensor de campo electromagnético de Faraday F*. Este tensor
se puede expresar en términos de los campos eléctrico e y magnético b, para un

observador con cuadrivelocidad u*

LObservadores en reposo situados en hipersuperficies 3-dimensionales a ¢ constante.



o = e’ — el — Py by, (2.8)

EP = yPh — uV bt + e””o"guaeﬂ, (2.9)

donde e*¥*# es 1a densidad tensorial de Levi-Civita definida como e#*? = |/—g[uvaf],
g es el determinante de la cuatro métrica del espacio-tiempo y [urvaf]! es el simbo-

lo antisimétrico de Levi-Civita, *F'*" es el dual del tensor F*”

1
b Qe iewﬁFaﬁ. (2.10)

En un sistema localmente inercial se cumple que
elu, = 0, (2.11)
bu, = 0, (2.12)
y las componentes de los campos se pueden escribir en términos del tensor de
Faraday
et = FMu,, (2.13)
b o= TFMu,. (2.14)
En forma completa, se puede ver que en un marco de referencia localmente inercial

los campos eléctrico y magnético son vectores puramente espaciales

ela, = F"u,a, (2.15)

1 El simbolo de Levi-Civita esta definida como:

—1 permutaciones impares de 1234,

+1 permutaciones pares de 1234,
[nvas) =
0 indices repetidos.



= FOOUOCLQ + FOiuiao + FiOUQ(li + Fijuiaj (216)
= Fuga,, (2.17)

donde @, son las componentes de la base construida en la seccion anterior dada
por la ecuacién (2.7), de manera similar se tiene una expresién para el campo

magnético. Explicitamente las componentes de los campos e* y b* son

e = (0,E' E* E®), (2.18)
v = (0,B', B? B®), (2.19)

donde los campos E' y B* son vectores de tres dimensiones. Usualmente en mag-
netohidrodinamica ideal relativista se tienen campos medidos en el marco del
fluido que definiremos como e#, b* y campos medidos por un observador con cua-
drivelocidad u# que definiremos como E*, B¢, la relacién entre los campos se define
méas adelante.

Las ecuaciones de Maxwell en forma covariante se pueden escribir en términos

del tensor electromagnético de Faraday

V., F¥ = JH, (2.20)
ViF" = 0, (2.21)

donde
Jt = pgu* + o F*u,, (2.22)

es la cuadricorriente eléctrica, p, es la densidad de carga propia (neta) , y o es la
conductividad eléctrica, u* es la cuadrivelocidad del fluido. El primer término es
la corriente debida al movimiento del fluido conductor cargado y el segundo es la
ley de Ohm.

10



Con todos los elementos anteriores se tiene que el tensor de energia-momento

asociado al campo electromagnético estda dado como

1
TH = FHORY ZngaﬁFaﬁ (2.23)

1
= (ggm/ _ uuuu)(eaea + baba) — ele? — pHBY

— u“e”a’%eabguv - u”e“”meabguv.

Aproximacion de Magnetohidrodinamica ideal

En esta seccion se decriben las aproximaciones que se impondran en las ecuaciones
de Euler-Maxwell hasta llegar a la RMHD ideal. En esta aproximacién se pier-
den varias caracteristicas del plasma. Sin embargo la RMHD ideal es una buena
aprocimacion para procesos lentos en los cuales las frecuencias sean menores a la
frecuencia de plasma. En esta aproximacién el tamano, la duracién, la densidad
y la intensidad del campo magnético deben ser tales que el comportamiento del
fluido se describa de manera macroscopica. Es decir, la escala de tiempo debe ser
mayor que el inverso de la frecuenciadel plasma y las escalas deben ser mayor
que el radio de Debye. La frecuencia del plasma w, = \/m , es la oscila-
cién producida cuando un electrén es desplazada por pequeas corrientes debido
pequeas diferencias de carga. En esta expresién n es la densidad de numérica de
particulas del plasma. La longitud de Debye A\p = \/ eo(3m(v)?)/(ne?) se define

como la distancia recorrida por una particula que se mueve a una velocidad v en

un tiempo caracteristico del plama 7, = 1/w,,.

= Usualmente en MHD ideal se usa la suposiciéon de que la magnitud de la
corriente de desplazamiento %—];3 comparada con la magnitud de la densidad

de corriente J es despreciable, dicha razon es del orden de

I 107"
J T

€o (2.24)

donde 7 es el tiempo caracteristico, que para algunos escenarios toma los

siguientes valores: el nucleo terrestre 7,,; = 10!s, el sol 7,,; = 10'7s, y jets
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relativistas 7jes = 10"s. En todos estos casos la expresion (2.24) resulta ser
al menos del orden de 10722, suficiente para ser despreciada en las ecuaciones
de Maxwell. Esta condicién esta ligada a la condicién descrita al inicio de
esta seccion, las escalas de tiempo son mas grandes que las escalas de tiempo

del plasma.

= Kl fluido es aproximadamente neutro, es decir, p, — 0, esto implica V-E = 0.
Esta condicion también implica la primera, ya que al no tener cargas libres

no se tienen corrientes de desplazamiento.

= La MHD ideal asume que el fluido es un conductor perfecto, es decir, ¢ —
00o. Por lo que, en el marco de referencia del fluido se debe pedir que E = 0.
Sin embargo para un observador que se mueve a velocisdad v la condicién
J=0(E+ v xB)=0 implica que E = —v x B.

Las aproximaciones ideales de la magnetohidrodinamica relativista imponen cier-
tas condiciones a las ecuaciones de Maxwell en forma covariante; la condicién de
que el fluido sea un conductor perfecto conduce a la necesidad de anular el campo
eléctrico en el marco de referencia del fluido a fin de mantener una densidad de

corriente finita

et = F"Mu, =0, (2.25)
el tensor electromagnético de Faraday y su dual se reducen y solo tienen la con-
tribucién del campo magnético

Fro = By bg, (2.26)

FRY = ulh” — utbr. (2.27)

Bajo esta suposicién, la evolucion del campo magnético estd descrita por las

ecuaciones
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V,F" =V, (—e"*Pubg) = J*, (2.28)
V,(*F") =V, (u"b” — u’b") = 0. (2.29)

La ecuacién (2.28) contiene la ley de Ampere, la ley de Gauss para el eléctrico
Iy la ecuacién (2.29) la ecuacién de evolucién del campo magnético, la ley de
Faraday y la constriccién del campo magnético 2. Sin embargo, se puede notar
que para la evolucién del campo solo son necesarias las ultimas dos ecuaciones,

debido a las aproximaciones definidas arriba.

El tensor electromagnético (2.23) bajo la condicién de que el campo eléctrico en
el marco de referencia del fluido es cero, se reduce y solo contiene la contribucién

del campo magnético

1
Thi = (u"u” + Sg")bab® — ¥V, (2.30)

donde la relacién entre los campos medidos en el marco de referencia del fluido
e, b* y campos medidos por un observador con cuadrivelocidad u* que definire-

mos como F', B’ es

By,
po— WBu (2.31)
a .
. B+ ab® (vl — 2
Vo= a 2.32
W ? ( )

VxB=1J],

Ecuacién (2.28) { V.E-0

_ _9B
x E = 3% >

Ecuacién (2.29) { ng -0
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donde « es la funcién lapso, 3° las componentes del vector de corrimiento y
_ 1

W = Y e es el factor de Lorentz.

Es importante hacer notar que de este punto en adelante en la aproximacién de

RMHD ideal, la contribucion electromagnética esta determinada tinicamente por

el campo magnético.

Ecuaciones de evolucion de la magnetohidrodinamica ideal

relativista en forma conservativa

Las ecuaciones que describen la magnetohidrodindmica ideal en relatividad se
derivan de la conservacion de la masa, la conservacién local del tensor de energia-
momento total y las ecuaciones de Maxwell, que bajo la aproximacién de MHD

ideal se reducen a las ecuaciones para el campo magnético (2.29)

V.(pu") = 0, (2.33)
V.(T"™) = 0, (2.34)
V(W —wbt) = 0, (2.35)

donde V, es la derivada covariante asociada a la métrica g"” y T"" es el tensor
de energia-momento total, el cual contiene la contribucién del tensor de energia
momento del fluido T]’fll;z do = phutu” + pg" y la del tensor de energia-momento

del campo electromagnético T}y, definida por la ecuacién (2.30)

" = (ph + b*)uru” + (p + b*/2)g"" — b, (2.36)
donde p es la densidad de masa en reposo!, h es la entalpfa especifica
_ p
h=1+e+~, (2.37)
p

€ es la energia interna especifica y p es la presién del gas.

LCabe mencionar que esta cantidad es diferente a la densidad de carga neta p,.
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Para tener la evolucion de las ecuaciones de la MHD ideal relativista es necesario
descomponer las ecuaciones covariantes (2.33-2.35) bajo la descomposicién 3+1
del espacio-tiempo. Para ello se definen cantidades proyectadas en la base de un
observador euleriano definida por las ecuaciones (2.7). Las cantidades que resultan
de dicha proyeccion son: D que es la densidad de masa relativista, la densidad de

momento S; en la direccién ¢ (i = 1,2,3) y la densidad de energia total F

= —J"n, = pW, (2.38)
S; = T'nuag, = ph* W — ab’b;, (2.39)
E = T"n,m, = ph*W? — p* — (ab’)?, (2.40)

donde las variables (*), h* = h+b*/p y p* = p+b?/2 son la entalpia total, que es
la suma de la entalpia especifica y la energfa especifica magnética €, = b*/(2p)
v la presién total que tiene una contribucién de la presién del fluido p, mas la
presién magnética py,., = b*/2, respectivamente.

Las ecuaciones de conservacién (2.33-2.35) definirdn las ecuaciones de evolucién
de las nuevas variables proyectadas en la base Euleriana. Desarrollando la suma

de indices en la ecuacién (2.33) se tiene

O AD] + 8 |avADW — §/a)] =0,

donde « es la funcién lapso, 3% las componentes del vector de corrimiento y 7 el
determinante de la 3-métrica respectivamente. Sin embargo, para escribir la ecua-
cién de conservacién del tensor de energia-momento en términos de las cantidades
proyectadas, se define la divergencia del tensor de energia-momento proyectada
en la base euleriana, de manera que la conservacion local del tensor de energia-
momento se reescribe como V(T a(,y,) = TV (agw)*

Consideremos primero las componentes ay,, V,(T* a@y,) = TV (ag),) susti-

tuyendo todos los términos se tiene

! Esta expresién se obtiene la ecuacién (2.35), al sustituir T*¥ por TH ayy-
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0, [ﬁ(ph*w%,» . abobi)] (2.41)
+0; [aﬁ(ph*WQ(vj — B /a)v; + p* — bjbi)]
= OJWT“VV#((L@,,),
donde la parte derecha de la ecuacién, que es la derivada covariante de la base
Euleriana es V,(au),) = 0u90 — Fil,g,-57 donde Ffw = 20" (Gusw + Gvp — Guvs)

son las componentes del simbolo de Christoffel.

Finalmente se tiene la ecuacién de evolucién de la densidad de momento

0, [\/551} +0, [aﬁ(&(vj — B a) +p*ol — bjbi)] (2.42)
= /AT (0ugiv — T 9i6)-

Ahora se hace el desarrollo para la componente (a,) de la ecuacién de conser-

vacion local del tensor de energfa-momento en su forma reescrita V, (T a(y,) =
T“”Vﬂ(a(o),,).

Desarrollando los términos del tensor de energia-momento se tiene

0, (VA (ph*W? — p* — a2b0b0)} (2.43)

+0; [/ (ph W07 — B Ja)vi + B — b))
= a1V ,u(ay),

y desarrollando la parte derecha de la ecuacién TV, (a(oy,) = T"°0,a—=T*T7 o,

se tiene

) [W(E . D)} + 0 [aﬁ((E — D)) — ¥ Ja) + prvd — bjb[))] (2.44)
= a\/y(T"0,a — TH T, ).

Si se define una nueva variable T = F — D, que es la diferencia entre la densidad
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de energia total y la densidad de energia relativista
o [\Fw} + 0, [a\ffy(r(vj — B a) + pro’ — bjbo)] (2.45)
= a\/y(T" 0,0 — TH' T, ).

El conjunto de ecuaciones de la MHD ideal relativista se puede escribir en forma

de ley de balance, mas una constriccion

8\ﬁ(_j 8«/—9]57 B =
ot 5o V=95, (2.46)
V-B = 0, (2.47)

donde U es el vector de variables conservativas, F es el vector de flujos y S es el

vector de fuentes, cuyas componentes son

D pW
. S; W2y, — ab®b,
g = |77 [ = |/ T evh , (2.48)
T ph*WQ _p* _ a2(b0)2 _ pW
BF Bk
D %) -
N S;(v = 2) + prd} — b,
Fi = : (2.49)

P W2 (v = 2 4+ p B fa — bl
(,Ui _ %)Bk_ <,Uk_ %)Bi

[0
T 9051y,
(70,0 =TT,
Ok

: (2.50)

donde los indices p, v = 0,1,2, 3, los indices j, k = 1,2, 3 indican las componentes

de la densidad de momento y las componentes del campo magnético respecti-
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vamente, 0¥ = (0,0,0)7 y el fndice i = 1,2,3 que indica la direccién del flujo
calculado.
Para tener un sistema de ecuaciones cerrado, se determina la relacion entre p, €

y p mediante la ecuacién de estado

p=pe(l' = 1), (2.51)

donde I' es el indice adiabatico del gas. En este caso se ha elegido la de un gas

ideal.

2.3. Estructura caracteristica de la MHD

La estructura carateristica de las matrices jacobianas del sistema de ecuaciones
de la MHD ideal relativista en variables conservativas, no es la mas adecuada
seglin la experiencia de autores que han trabajado en la MHD ideal. El calculo de
los eigenvalores y eigenvectores resulta mas facil usando el sistema de variables
covariantes definidos por Anile [1989], U = (u®,b%,p,s)”, donde s es la entropia
especifica.

Para ello, se parte de las ecuaciones de conservacion en forma covariante y las
ecuaciones de Maxwell para el campo magnético definidas en las ecuaciones (2.33,
2.35, 2.35)

V. T% = 0,
Valpu®) = 0,
Vo (u®d® —u’b™) = 0,

A diferencia de la seccién anterior, ahora se escriben las ecuaciones de la MHD en
forma no conservativa, solo para obtener la estructura caracteristica del sistema.
Sin embargo, cabe recalcar que las ecuaciones (2.46) y (2.47) son las que se usarian

para la evolucién del fluido y del campo magnético. Se procede proyectando la
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ecuacién (2.52) a lo largo de u,, !

u, V(Wb — v’V = w,utV, b0 4+ V0 = 0. (2.52)

Ahora se proyecta la ecuacién (2.52) a lo largo de b,

1
b, V. (uhb — u’b) = bV ut + §u,LV,L(b2) - b, 0"V, u” =0. (2.53)

De la misma forma, ahora se contrae la ecuacién (2.52) a lo largo de u,,

u’'V,(p+ep) + phV, u” = 0. (2.54)

Sustituyendo la ecuacién (2.52) en la ecuacién (2.54) se tiene que

v p
u {Vye - pQV,,p} = 0. (2.55)

Usando que T'ds = de — ;%dp, se tiene la condicién adiabatica

u’V,s = 0. (2.56)

Con el fin de obtener una ecuacién para la presion, se usa la condicién adiabati-
ca y la definicién de la velocidad del sonido con s = cte, C2 = +(9p/dp), =
+(Vup/Vup)s en la ecuacién (2.54) obteniendo

v

02

S

V,p + phV,u” = 0. (2.57)

Proyectando la ecuacién (2.52) a lo largo de b, se tiene la relacién

ITambién se han usado las relaciones u’u” = —1, b’u, =0y u, Vyu? = %V#u”uy =0.
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v b
utu”V b, — p—hvﬂp =0. (2.58)

Ahora calculamos h,, V,T* = 0, haciendo uso de la ecuacién (2.53) se obtiene

EuVu? — bV b 4+ (W + ' U)b, Vb7 + (2.59)
1 (0% b2 [0 (0%
p—h(phh“ — C—gu“u + V') Vap = 0,
donde
huu = G + Uyly, (260)
E = ph+b* (2.61)

h,," es el proyector de vectores y tensores sobre hipersuperficies de tres dimen-
siones ortogonales a u* y E es le energia total (fluido + magnética) medida en el
marco de referencia del fluido.

Para obtener la ecuacion para b, se introducen las ecuaciones (2.57) y (2.58) en

la ecuacién (2.52), obteniendo

1 b
WV =V Cl;

)V.up = 0. (2.62)

Finalmente, el conjunto de ecuaciones (2.56, 2.57, 2.59, 2.62) de la MHD ideal

relativista para las variables de Anile U = (u®,b%, p,s)” son

u'v,S = 0,
m

@ Vip+ ohV,at = 0,

EuV u? — 0"V b + (A" + u'u®)b, V0" +

INétese que hyy = Py, cuando ut = n*.
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1 b?
—(phht* — —ufu® + V"0*)Vap = 0,

ph C3
o o 1 o Dtu”
UV b — b vauup—h(u“b ~ WVap = 0,
donde @ = 0,1,2,3 y A\,o0 = 0,1,.....,10. Se puede ver que estas ecuaciones

se pueden reescribir en forma cuasilineal (A%)XV,U? = 0. Esto se hace con la
finalidad de facilitar el estudio de la estructura caracteristica de MHD ideal rela-
tivista. Identificando cuidadosamente los términos de cada ecuacién, se tiene que

las componentes de la matriz ! A% son

Bucsl  —bosk 4 prep, (ke Qn

s —ur pa g

A = v o / (2.63)
pho 0, u*/C% 0
0, 0, 0 ue

donde 0, = (0,0,0,0),0* = (0,0,0,0)T, 6 es la delta de Kronecker, y

pro= P+ utu® (2.64)
e = gh o [(ph — B /C2)uru® + bb*] /ph, (2.65)
e = bt /C2 — utb?] Jph. (2.66)

Cabe senalar que estas ecuaciones, se escribieron bajo las condiciones?
uu, = —1, bu, =0, V,(u"’—ub)=0, (2.67)

restricciones que se deben considerar al calcular los eigenvalores del sistema. Se
tienen 10 variables que sujetas a las restricciones anteriores resultan ser siete
variables independientes, por lo que se esperan obtener siete eigenvalores para

cada direcccién espacial.

1Se tendran cuatro matrices, una por cada valor de oo = 0,1, 2, 3.
2Recordemos que la condicién u®u, = —1, viene de la propiedad de que u” es un vector
tipo tiempo.
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Para calcular los eigenvalores se introduce una funcién ¢(2”) = 0, esta funcién
describe la hipersuperficie caracteristica asociada a cada uno de los eigenvalo-
res, en cada hipersuperficie caracteristica se cumple que det(A%¢,) = 0. Dicha
superficie que cumple esta condicién, representa la propagacién de la onda co-
rrespondiente a un eigenvalor en el espacio-tiempo. La matriz caracteristica de

MHD relativista para alguna direcccién espacial se puede escribir como

Eadt  mk m o
BSH  —adt o m

AC, = vy S (2.68)
ph¢, 0, a/CZ 0O

0, 0, 0 a

donde aparecen algunas cantidades contraidas con ¢,

a = udy, (2.69)
B = b, (2.70)
mb = (¢" + 2u'a)b, — B, (2.71)
I = ¢"+ [(ph—b*/C?)u*a+ b"B] /ph, (2.72)
o= [p'a/CZ —uB] /ph. (2.73)

Ahora para calcular los eigenvalores \° de cada una de las matrices carateristicas,
se procede de manera usual, calculando el determinante de A%¢,
det(A%¢q) = Ea*?A* Ny = 0, (2.74)

donde, los términos que aparacen son respectivamente a = u“¢,, A = Ea?> — B,
Ny = ph(gz = 1)a* = (ph + £&5)a’G + B2G, G = ¢*¢a.

Sin embargo, debido a que la matriz anterior esta escrita para una direccciéon en

general, en este punto se tiene que escoger una en particular. En coordenadas

cartesianas, en tres dimensiones, se define ¢, = (—A,1,0,0) como una hipersu-
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perficie caracteristica correspondiente a una onda propagandose en la direccién x
con una velocidad .
Habiendo escogido la direccién x en especifico, se desarrollan los términos (a, B, G)

y definiendo una variable auxiliar 1 se obtienen las siguientes expresiones

A+ B

n = , (2.75)
a

G = -+, (2.76)

B = —b(an—B*)+ b, (2.77)

a = —W(n+v). (2.78)

Regresando a la ecuacién (2.74), la cual debe cumplirse para encontrar los eigen-
valores del sistema de ecuaciones de la MHD ideal, nos concentramos en el primer
factor que es E la energia total medida en el marco de referencia del fluido por
lo tanto es positivo, el segundo factor es a? entonces para que la expresion se
cumpla se exige que a® = 0, de dicha condicién se obtiene el primer eigenvalor.

El eigenvalor entrépico

A=a(® - %/ a). (2.79)

La siguiente posibilidad es que el tercer factor cumpla que A = Ea? — B = 0 de

esta manera se obtienen dos eigenvalores. Los eigenvelores de Alfvén

b + VEu®

- 2.80
== L VEw (2.80)

Finalmente, se impone la condiciéon de que el factor N, sea cero obteniendo una
ecuacion cudrtica para a, ph(gz — 1)a* — (ph+ %22)(126’ + B2G = 0, que se puede

expresar como

asn® + azn® + aon® + a1n' +ap = 0, (2.81)
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donde 7 y los coeficientes ag 1 23 son

A+ p*
n = )
(0]
2 2 e (D)
ay = 1-0Q +Q/W - EW4,
21}“”92 (boﬂx _ bObx)
_ T 2 2
as = —41} (1 — Q ) — W2 + 20603 E—W’

ay = 6(U$)2(1 . QZ) . (ij — (Ux)Q)QQ

W2
L Dl — 0872 + 20 5 — (7 )C
EW4 ’
Q,YJI,U$QQ ((bO)Qﬁm _ bObm)
- _ z\3 e s v T 2
ap = —4(°)°(1-9Q°)+ 2 2ay"Cf FoE ,
_ x\4 02\ _ 7T (UI)QQ2 xT ((b25$)2 — 2b0b16$ + (bE)Q)CSQ
a = (V)1 —@) " m—+y T ,

aparece una cantidad relacionada con la velocidad del sonido C; y la velocidad
de Alfvén C4 =b?/E', QO? = C? + C% — C2C%.

Algunos autores resuelven numéricamente o analiticamente esta ecuacion, obte-
niendo las velocidades caracteristicas relacionadas con dos ondas magnetosénicas
lentas y dos rapidas. Sin embargo, en este trabajo no se calculan las 4 velocidades
caracteristicas magnetosonicas, ya que los métodos numéricos implementados en
el codigo solo requieren de las velocidades magnetosénicas rapidas. Para calcu-
larlas usaremos la prescripcién de T. Leismann [2005]. Esta consiste en reescribir

la ecuacién N, de la forma

B2 b2 1 a2

El requisito de que los eigenvalores sean reales conduce a que B y a sean positivas,
por lo tanto la parte izquierda de la ecuacién debe ser positiva también. Como

consecuencia, de la ecuacién (2.82) se obtiene la desigualdad

La velocidad de Alfvén en la direcccién z es Vi ~ B/VE, Alfvén [1942].
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Figura 2.2: FEn esta figura se muestra el conjunto completo de eigenvalores de la
MHD ideal, de manera ordenado. Los eigenvalores magnetosonicos rapidos MSR,
los eigenvalores de Alvén, los eigenvalores magnetosonicos lentos MRL una que
viaja a la derecha y una a la izquierda, respectivamente. Y el eigenvalor entrépico.

v? 1 a?
+ =) = — —1=> )
(ph C’f) ph <C§ 1) e 0, (2.83)

la cual es una ecuacion cuadrética. Usando los valores de a y G de las ecuaciones
(2.76) y (2.78), respectivamente, en la ecuacién (2.83), se obtienen los eigenvalores

correspondientes a las ondas magnetosénicas rapidas,

W2 (—av® + %) + Q2(W?2(av® — %) + %)
—02 4+ WZ(Q2 _ 1)
\/QQQZ(WZ(mex _ UxU:r) + QZ(WZ(UJJ,U:JC _ ,yz:r) + ,yz:r))
—02 4+ WZ(QQ _ 1) :

A =

+ (2.84)

Estos eigenvalores contienen la informacién de pertubaciones en el fluido (que
asociamos con Cj), asi como perturbaciones magnéticas (que asociamos con Cy),
de ahi el nombre magnetosénico. Es sencillo ver que la ecuacién (2.84), cuando

el campo magnético es cero se reduce a los eigenvalores que se obtienen en la
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hidrodinamica relativista.

Como se puede ver en la Figura 2.2, en este trabajo solo se han obtenido cin-
co eigenvalores. Deacuerdo a la figura los eigenvalores magnetosonicos lentos son
faltantes. Sin embargo como se podra ver mas adelante, los métodos numéricos
empleados en el cédigo desarrollado no requieren dichos valores. El calculo de los
eigenvalores en la direccion y y en la direcciéon z se pueden obtener de manera

similar.

De esta forma, en este capitulo se han descrito las ecuaciones de la RMHD ideal y
su estructura caracteristica, necesarias para proceder a la implementacién numéri-
ca. Y para ello en el siguiente capitulo se introducen las herramientas numéricas

necesarias.
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Capitulo 3
Métodos Numéricos

El sistema de ecuaciones de la MHD ideal relativista es un sistema de ecuacio-
nes, que pueden desarrollar discontinuidades independientemente de que los datos
iniciales sean suaves. Por esta razén, los métodos basados en diferencias finitas
son insuficientes para el tratamiendo de este tipo de ecuaciones, sin embargo, en
el pasado se han hecho intentos de usar diferencias finitas agregando disipacion
artificial para poder resolver las discontinuidades. Debido a que parte importante
de los modelos en astrofisica involucran la propagacién de ondas de choque, el
uso de disipacion artificial afecta en gran medida los modelos. Existen diferentes
métodos para la resolucién del sistema de ecuaciones de la MHD en relatividad,
en particular en este trabajo las ecuaciones de la magnetohidrodindamica relativis-
ta se resuelven numéricamente mediante métodos de alta resolucién con captura
de choques (High Resolution Shock Capturing Methods HRSC).

Este tipo de métodos se basan en la discretizacién de volumen finito. En la MHD
ideal relativista ademds de la ecuacién en forma de ley de balance (2.46), se tie-
ne adicionalmente una ecuacion de constricciéon relacionada con la ausencia de
monopolos magnéticos dada por la ecuacién (2.47). Para controlar la constric-
cion se usan métodos adaptados a volumenes finitos, a pesar de que existen va-
rios métodos como: 8-wave method, Field-Constraint Transport, Flux-Constraint
Transport, Cleaning. En este trabajo se usan los métodos de "transporte de flu-
jo restringido” (Fluz-Constraint Transport) Flux-CT que consiste en escoger una

discretizacion adecuada de los flujos para preservar la constriccion y Cleaning que
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Figura 3.1: Discretizacion de la malla numérica en el esquema de volimenes
finitos. En esta figura se muestra un elemento de volumen del espacio-tiempo
AV = AtAx en una dimension espacial definida en la celda que ocupa el do-
minio [t", "] X [x;_1/2, Tir1)2]. En este esquema, el centro de la celda C’?H/?
estd localizado en (t"+1/2 x;).

consiste en controlar la constriccién mediante una variable de evolucion adicional
y un término de disipacién. En este capitulo se hace una descripcion de los méto-
dos utilizados para resolver el sistema de ecuaciones de la magnetohidrodinamica

ideal relativista.

3.1. Discretizacion en volumen finito

El método de volumenes finitos consiste en resolver las ecuaciones tipo ley de ba-
lance en su forma integral sobre un volumen V. Para ilustrar el método, considére-
se una malla numérica con una dimensién espacial y una temporal & = (", x;),
donde la coordenada temporal se dicretiza como ™ = nAt y la coordenada espa-
cial como x; = iAx, n=0,1,2,3,.... Nye1=0,1,2,3,..., N, son las etiquetas de
las celdas en las que se divide el domimio espacio-temporal en cuestién. La malla
numérica resultante se puede apreciar en la Figura 3.1.

La ecuacién de ley de balance de flujos (2.46) se puede escribir en una dimensién

CcOo1mo
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8tq + axf(q> =5, (31)

donde el vector q tiene como componentes a las variables conservativas definidas
en la ecuacién (2.48), f(q) son los flujo definidos en la ecuacién (2.49), y s son
los terminos fuente dadas por la ecuacién (2.50). Se desea integrar en cada una
de las celdas de la malla numérica. Integrando la ecuacién (3.1) en el elemento

de volumen de la Figura 3.1, se tiene la expresion

tnit1 Tit1/2 tni1 Tit1/2
/ / 8tq + 0,f(q) dxdt / / sdxdt,
Ti—1/2 Ti—1/2

de tal manera que el avance temporal de las variables conservativas ¢ puede ser

calculado mediante la expresion

At n+i n+5
I o b i ) SAt, 3.2

Qz Qz AZU ( H‘% + ( )
donde Q7 es la integral de las variables g a lo largo de . Esta cantidad se puede
interpretar como un promedio espacial de las variables conservativas en cada una

de las celdas numéricas

1 Tit1/2

Q= ~ o q(tn, z)dz. (3.3)

Los términos fuente S, son cantidades promediadas tanto en el espacio como en

el tiempo en el dominio [t", "] X [2;_1/2, i11/2] de la celda C’"H/2

tnt1l  [Ti41/2
A 4
St AJ:At/ /z s(t, z)dxdt. (3.4)

i—1/2

Del mismo modo se calculan los flujos numéricos como un promedio temporal, de
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1
n+3

tal manera que los flujos a través de las inter-celdas numéricas F._* se definen
2
como
’I’L-‘r% 1 tn+1
Fiil/2 N /tn fla(t, xi41/2)]dt. (3.5)

Este dltimo término debe recibir un tratamiento especial, ya que estos flujos
numéricos son calculados en las interceldas donde el fluido puede ser discontinuo,
de tal forma que para obtenerlos es necesario resolver el problema de Riemann
exacto o aproximado en las fronteras de las interceldas. Los métodos numéricos
que se usan en este trabajo se basan en el método Godunov Godunov [1959],
que consiste precisamente en definir y resolver el problema de Riemann en cada

intercelda de la malla numérica.

Existen en la actualidad varios resolvedores de el problema de Riemann aproxi-
mados, el método Roe desarrollado por Roe [1986], el método HLLE por Einfeldt
[1988]; P. Harten [1983], HLLC por Gurski [2004]; Li [2005]; Titarev [2004], el
método Marquina por Marquina [1994]. Una compilacién de diferentes métodos

se puede encontrar en el libro de Toro [1997].

3.2. Reconstruccion de variables

El célculo de los flujos numéricos mediante resolvedores de Riemann, requiere del
conocimiento de las variables primitivas y conservativas a la izquierda y derecha
de cada intercelda numérica, para lo cual se reconstruyen las variables que en
cada celda representaran estados de un problema de Riemann. En esta seccién
describiremos solo algunos de los tantos reconstructores que existen, limitando-
nos a los métodos usados en el cédigo desarrollado. En el método de Godunov,
las variables se reconstruyen como constantes por pedazos. Sin embargo, existen
varios métodos de reconstruccion que tienen una aproximacion lineal o parabdlica

o incluso polinomial.
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Figura 3.2: En esta figura se muestra la aproximacion constante por pedazos de la
funcion q(z,t), resultando una funcion q(x,t), compuesta por funciones escalén
en cada intercelda.

3.2.1. Constante por pedazos: Método de Godunov

El método de Godunov, es la forma maés sencilla de reconstruir o aproximar una
funcion. Este método aproxima la funcién ¢(x,t) con valores constantes definidos
en la malla numérica x; obteniendo una funcién constante por pedazos ¢(z,t)
como se muestra en la Figura 3.2. Bajo esta aproximacion, en cada interfase
entre celdas localizada en z;;,/5 se definen valores a izquierda g, y valores a la

derecha gr de la interfase, estos valores se definen de la siguiente manera

qiL+1/2 = (3.6)
@i = G, (3.7)

Este método aunque es facil de implementar y de poco costo computacional es
poco usado debido a que disipa mucho las discontinuidades, lo cual es inconve-

niente.
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Figura 3.3: Reconstrucion lineal por pedazos. Aqui se muestra de manera ilustra-
tiva una funcion q construida con funciones lineales en cada celda con el método
minmod.

3.2.2. Lineal por pedazos

La aproximacién lineal por pedazos de la funcién ¢(x,t) mejora la precisién de
la aproximacién, con un error de segundo orden. Como se muestra en la Figura 3.3,
éste método consiste en construir una funcién por pedazos, con lineas rectas con
una pendiente aproximada. Esta pendiente puede escogerse de diferentes maneras,
a continuacion se describen los métodos MINMOD Roe [1986] y MC Leer [1977].

Minmod

Como su nombre lo indica este método reconstruye las variables con lineas rectas a
pedazos. Para calcular la pendiente de dicha funcién lineal en la interfase x; /2,
se requieren valores de ¢(z,t) en los puntos vecinos ¢;—1, ¢; v gi+1. Se calcula
las pendientes auxiliares m1 = m;_y/2, M2 = mjy12 y m3 = m;;3/2, donde la

pendiente centrada en x;,;/; se define como

32



qi+1 — i

i = . 3.8
Mit1/2 Tit1 — 4 ( )
La variable aproximada ¢ se puede construir usando la formula
QiL+1/2 = ¢+ Ui(ﬂCi - %‘—1/2), (3~9)
Qﬁl/g = Q¢+ 0¢+1($i - $i+1/2), (3~10)

donde el valor de las pendientes o; = o(m1,m2)y 0,41 = 0(m2,m3), se determina

mediante la funcién minmod

a silal<|b], conab>0,
o =minmod(a,b) =< b si|al|>|b], conab>0, (3.11)
0 siab<0.

Esta funcién escoge la pendiente minima en cada intercelda siempre y cuando las
pendientes tengan el mismo signo. En el caso en que las pendientes tienen signos
opuestos, como m2 y m3 en la Figura 3.4, se toma una funcién constante ¢;,1 con
el valor de la funcién evaluada en el punto x; 1. Aunque la descripcion es en una
dimensién, esta forma de reconstruir las variables en las interceldas se emplea
del mismo modo en cada una de las direcciones, en el caso 3D en las direcciones

xr, Y, 2.

MC: Monotonized Central

El reconstructor MC'es similar al reconstructor minmod, la informacién necesaria
para calcular la pendiente en el punto z;,/2 es la misma. Sin embargo en este caso
se permite que la pendiente tenga un valore intermedio a diferencia del caso de
minmod, de tal forma que la pendiente no se reduce de manera tan pronunciada,
asi como también preserva la monotonicidad de las variables aproximadas. Para
calcular los valores a izquierda y derecha de la interfase ubicada en x;i;/2, se
utiliza la expresion dada por la ecuacién (3.10), usando la siguiente formula para

calcular la pendiente de la funcién lineal
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| | | |
Xi-1 X Xisin X Xi

Figura 3.4: Figura esquemdtica de las pendientes adyacentes a los puntos x141/2,
necesarias para calcular la funcion minmod. Como se puede ver, para calcular las
pendientes m1l, m2 y m3 se requiere de los valores de la variable g en los puntos
vecinos, ¢i-1, Gis di+1 Y Gi+2-

34



2a si|al<|b]| y2|al<|cl,
2b si|al>|b]| y21|b|<|cl,
si|el<2|al ylel<2]|b],
si ab < 0.

o=MC(a,b) = (3.12)

o O

Particularmente se puede apreciar que las pedientes son el doble que en el caso
minmod, se tiene ademds una pendiente intermedia ¢ = (a 4 b)/2 antes de consi-
derar el valor minimo (o = 0).

Una vez que se conocen los valores a derecha e izquierda de cada intercelda, se
pueden calcular los flujos numéricos en términos de las variables reconstruidas.
Este método reconstruye mejor que minmod, sin embargo, introduce oscilaciones

debido a errores numéricos, por lo que no es muy recomendable.

3.2.3. PPM: Piecewise Parabolic Method

El método PPM fue desarrollado por Colella [1984] y adaptado de la versién
relativista por J. M. Marti [1994]. La interpolacién PPM reconstruye las variables
en las interfaces de celdas numéricas con un polinomio de cuarto orden, en cada
zona de 7 se interpolan los valores de q;, v qg utilizando los valores de las en cinco
celdas q;_o, ¢i—1, Gi, Gixr1 Y Giro- Este método de reconstruccién consisten en cuarto
pasos: Interpolacion, Steeping, Flattening, y Monotonizacion. A continuacién se
desciben brevemente cada uno de los pasos.

Paso 1: Interpolacion. Este paso consiste en interpolar los valores de las varia-
bles ¢ cada intercelda ubicada en x;,/2, se obtiene asi el valor a;,/2 usando los

valores adyacentes a dicha intecelda q; o, ¢;_1, ¢, ¢ix1 Y Qivo

j 1 {ZAZEJ‘_H + Al‘j
_l_
A.’L‘j + A{L‘jJrl Ei:l + ij+k AZL‘j + ijJrl
Az 1+ Az,  Azjio+ Az,
At g SO 2 (g — ) (3.13)
ZAZL']‘ + AZL']‘+1 2A[Ej+1 + AZU]‘
Al"j+1 + A.Ij+25 }
mYj (>

A A[I,’j_l + ij
I QAJ}] + AI’j.H QAI] + AI]‘_H

Gjr1/2 = qj + (j+1 + ¢5)

OmGj1 + Axjiq
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donde de manera general para malla no uniformes se define el tamao de cada

celda como Ax; = x; — x;_1, los valores de 6,,g; se definen como

S = min(|0g;], 2|5 — gj-1, 2lg541 — gjl)sign(dq;) st (gje1 — 4)(g; — ¢j-1) >0,
" 0 de otro modo,
los valores de dg; en cada intercelda se calulan con la siguiente funcién

ALUJ + 2A$j+1
A.’I}j,l + AI‘]’

(gj+1 — qj) + (95 — %—1)} 7

Az 20T Az,
50, xj [ Tj1+ Axy

- ALIZj,l + A.’I}j + A.’L’j+1 A$j+1 + Al’j

Sin embargo, la pardbolas se ajustan de tal manera que se tengan funciones

mondétonas en cada celda. Esto se hace en los siguientes pasos del algoritmo.

Paso 2: Steeping. La interpolacién anterior se modifica ajustando los perfiles en
los puntos vecinos a la discontinuidad de contacto, para ello se identifica que un
salto en los valores de las variables es abrupto en la discontinuidad de contacto si

la siguiente condicién sobre la densidad de masa en reposo y la presion se cumple

K, ‘Pj+1—Pj—1| > |Pj+1_pj—1|
min(pj1, pi-1) — Min(Pi1,Pj-1)

donde K| es una constante. Donde esta condicién se cumple, los valores se ajustan

deacuerdo a las siguientes relaciones

qrj — qr;(1 —n;) + af jnj, (3.14)
ry — qrg(1—15) + dfjn; (3.15)
donde se tiene que
OmQi—
Gy = Gty L (3.16)
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5mq‘ 1
Ghi = G1— —2” : (3.17)

nj = maz[0, min(n" (7 —n®), 1)] (3.18)

los valores de V) y n(® se pueden ajustar libremente, miesntras que 7; se define

CO1mo

(62‘13'4»1762‘11'*1) ((ﬁj*zj—1)3+(93j+1*93j)3) si (62410251 > 0

Tj+1—Tj—i 4j+174q5-1
nj = ¥ 1¢j+14j-1] — eMmin(|gjl, 1gj-1]) > 0
0 de otro modo

y donde se tiene que

82q; = Az, [ dj+1 — 4j 4 — qj—1 ]
I A.ZEj_l + AZL']' + Al'j.g_l Al‘j_H + ALE]' A.Tj + Al’j_l
Paso 3: Flattening. Este paso tiene la finalidad en aliminar oscilaciones espurias

cerca de choques fuertes, para ello se redefinen las variables a derecha e izquierda

de la siguiente forma

ang = aif; +ans(1 = fy), (3.19)
Ghy = aifi +arg(l = f), (3.20)

donde la funcién f; se define como f; = maz(f;, fj1.), donde la funcién f; estd de-

finida como

fj = min [1, w;max <O, (Mw(l)>w(2))], (3.21)
Dj+2 — Pj—2

y donde el valor de s es 41 si la diferencia de presiones p;j;1 — pj_1 es positivo

y —1 si pj11 — pj_1 es negativa. Los valores de w y w® son constantes y w;

es igual a 1 si la zona estd dentro del choque y 0 si la zona no estd dentro del

choque. El criterio para saber si la zona esta dentro del choque es si se cumple la
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siguiente condicion

|Pj+1 - pj—1|
min(pj—i-la pj—1)

2
> 6( ), Vj—1 > Ujy1-

Paso 4: Monotonizacién. Finalmente, los valores de la interpolacion obtenidas
en loa pasos anteriores se ajusta para obtener funciones monotonas en cada in-
tercelda x;,/2, esto se hace cerca de las dicontinuidades ajustando los valores a

derecha e izquierda bajo los siguientes criterios

qr; — ¢, qrj — ¢ si(qrj —¢)(¢ —aqr;) <0,

. 4 . L )2

Omdy = § qrj = 30— 2 S (qrg — qg)(qy — Bpid) > Wil
. 4 . . )2
rj — 3¢ — 2415, si-(qrg — quy)(qy — i) > @ritra)l

Los valores de la constantes utilizadas en este trabajo son Ky, = 1,0, n! = 5,0,
n? =005, e =01, € =10, w® =052y w? =10,0. De esta forma se tiene el
algoritmo PPM completo, el cual aproxima los valores de las variables a derecha
e izquierda de cada intercelda usando parabolas mondtonas, obteniendo un mejor
ajuste comparado con los reconstructores que son constante y lineal por pedazos.
Un problema que presenta este método es que en choques muy fuertes el orden

de la aproximacion se reduce Godunov.

3.2.4. WENO: Weighted Essentially Non-Oscillatory

Finalmente se tiene el reconstructor WENO. El método WENOQO aproxima las va-
riables a derecha e izquierda de cada intercelda numérica usando polinomios de
alto orden para la interpolacién. La diferencia de esta técnica es que reduce las
oscilaciones debido a errores numeéricos con el caso de método MC descrita arri-
ba y es mucho mas simple de implemetar que PPM. Existen diferentes érdenes
del método WENO, en este trabajo se utilizan el caso r = 2 que corresponde a
una reconstruccion por polinomios de quinto orden, por simplicidad solo se des-
cribe brevemente el algoritmo correspondiente a este caso. En este caso, el uso
la interpolacién WENO usa cinco valores de las variables en ¢;_o, ¢i—1, G, ¢it1

V @42, porque lo se llamara WENQOJS. Para los detalles del algoritmo numérico,
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concernientes a los diferentes ordenes del método WENO el lector puede consul-
tar a los siguientes autores Harten [1997]; Titarev [2004]. En este algoritmo se

reconstruyen los valores de las variables ¢ de la forma

u(z) = Zf;olpl(x)wl, (3.22)

los coeficientes son calculados, de tal forma de que el polinomio aproxime de

manera optima a las variables en cada intercenda. Los coeficientes son

dl g
7 AN wp = r— )
(e+ /)2 : Ek:%)ozk

o = 1=0,1,...,r—1, (3.23)

donde los valores de ; para el caso r = 2 estdn dados de la siguientes forma

13 1

50 = E(% - 2Qi—&-l + Qi+2)2 + 1(3%’ - 4qi+1 + qi+2)2, (3.24)
13 1

b= ﬁ(%’*l =2+ Gen) Z(Qifl — qi1)%, (3.25)
13 1

fa = E(%’ﬂ —2¢;—1 + %)2 + 1(%‘—2 —4q;_1 + %‘)2- (3.26)

Una vez que se encuentran los valores optimos

3 3 1
do=-=, d1= dQZE’

= 2
10 = (3.27)

se calcula el valor cada variable g, ;11,2 a la izquierda de la intercelda ;1/, con

la formula

1

CIz'L+1/2 = EWO(_QH—Q + 5¢iy1 + 2¢;) (3.28)
1

+ 6%(-%-1 + 5¢; + 2¢i41) (3.29)
1

+ 6(«02(2%,2 - 7(]1‘71 + 11Q1) (330)
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De la misma forma se encuentran los coeficientes adecuados apara interpolar las

variables a la derecha de la interfacelda x;_;/;

1 3 3
d = — d = - d = —_— . ]_
100 "5 P (3.31)

de tal manera que la formula para reconstruir qﬁ 1/2 esta dada por

1

6 = 6w0(2%+2 — Tqiy1 + 11¢;) (3.32)
1

+ 6“’1(—%’“ + 5q; + 2qi-1) (3.33)
1

+ o gwa( =iz + 541+ 24,)- (3.34)

Un problema comtn aparace cuando dos dicontinuidades aparacen muy juntas,
ya que pueden aparacer oscilaciones debidas a errores. Algunos reconstructores
como PPM reducen el orden. El algoritmo WENQOS5 evita este problema usando
el reconstructor minmod (ver la seccién 3.2.2) donde la siguiente condicién no se

satisfaga

\pr — pil £0.90i,  |pr — pil <0,9p;. (3.35)

Deacuerdo a los experimentos numéricos realizados, se encontré que este algo-
ritmo de reconstrucciéon de variables a derecha e izquierda es el mas optimo, ya
que usa un polinomio de orden cinco, tiene un bajo costo computacional y evita

oscilaciones debido a errores numéricos.

3.3. Construccion de flujos numéricos

Para el cdlculo de flujos numéricos en las interfases de cada celda numeérica, se usan
resolvedores de Riemann aproximandos. Estos métodos se basan en la estructura
caracteristica de la matriz Jacobiana de las ecuaciones tipo ley de balance, como
el sistema de ecuaciones de la MHD (2.46).

40



* *
}\ L rapida u F >\ R rapida

UL UR X

>

Figura 3.5: En esta figura se muestran los eigenvalores mas rdpidos en el plano
t — x. El resolverdor de Riemann aproximado HLLE, usa solo los eigenvalores
mds rapidos, uno que viaja o la derecha y otra que viaja a la izquierda.

La matriz Jacobiana A resulta de una linealizacién de la ecuacién tipo ley de

balance. La ecuacion resultante es

da+ A(a)d,q = 0, (3.36)
a 1%
Alq) = aﬁ; (3.37)

donde A es la matriz Jacobiana para la direccién x. En general se tendran tres
matrices Jacobianas, una para cada direccion. Una vez que se conoce esta ma-
triz, se pueden calcular los eigenvalores y eigenvectores correspondientes a cada

direcccion. Este procedimiento se llevé acabo en la seccion 2.3.

3.3.1. HLLE: Harten, Lax and van Leer and Einfeldt

El método HLLE para la reconstruccion de flujos en las interceldas numéricas
usa las dos velocidades caracteristicas, las més rapidas en la direccion T y —2.

La ventaja que se tiene en este método comparado con otros métodos ademas
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Figura 3.6: En esta figura se muestra un esquema en el plano t —x de los eigenva-
lores mdzimos A\p g y la onda de contacto \.. El método HLLE agrega dos nuevos
estados, uno a la derecha y otro a la izquierda de la onda de contacto como se
muestra en el esquema.

de tiempo de cémputo, es que la informacion requerida involucra sélo a los ei-
genvalores del sistema. Las velocidades se escogen tomando en cuenta todos los

eigenvalores evaluados a la derecha e izquierda de cada intercelda en términos de

q"y q"
M= max(0, A\, (3.38)
AT = min(0,\F,\F), (3.39)

donde \; son los eigenvalores de la matriz Jacobiana, parala MHD ¢ = 1,2, 3,4, 5.
Los flujos numéricos se calculan mediante la siguente formula
HLLE )‘+f(qz’L+1/2) - )\_f(qg—l/Q) + /\+)\_(Qﬁ1/2 - qiLH/z)

Fi+1/2 - )\+ - )\, ’ (340)

LR . - . P .
donde f(q,7; /2) son los flujos numéricos escritos en términos de las variables a

derecha e izquierda de cada interfase.
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3.4. Constriccion V-B =0

En la MHD ideal, se tiene una ecuacién adicional a las ecuaciones de evolucién
(2.46). La condicién de nulidad de la divergencia del campo magnético V - B =
0, se tiene que monitorear durante la evolucién como una constriccién que se
debe satisfacer a cada paso de tiempo. La evolucién libre de las ecuaciones de
Maxwell (2.35) y las del fluido en su forma conservativa producen pequenos errores
numéricos que desencadenan en valores no fisicos y hacen que el valor de la
constriccién crezca en el tiempo, dando resultados no fisicos como la presencia
de monopolos magnéticos. Por esta razon, en la MHD ideal se requieren técnicas
que mantengan la constriccién. Una compilacién de diferentes técnicas se puede
encontrar en el trabajo de Toth [2000], en donde se analizan varias técnicas y
su implementacién numérica. En este trabajo se usa el método Fluz-Constrained
Transport (Flux-CT) C. R. Evans [1988], en su versién adaptada a métodos HRSC
D.S. Balsara [1999]; Ryu D [1998]; W. Dai [1998]. A continacién se hace una

descripcion de las técnicas usadas en este trabajo.

3.4.1. Transporte de flujo restringido: Flux-CT

Este método consiste en discretizar los campos magnéticos de una forma espe-
cial, tal que al evolucionar los campos se conserve la condiciéon V - B = 0. Bajo
la discretizacion Fluz-CT, si el campo magnético inicial tiene divergencia cero,
entonces este debe mantenerse con errores del orden del error de redondeo de la
maquina.

Se tiene entonces que en cada elemento de volumen (ver Figura 3.7), la constric-
cién se tiene que satisfacer a cada paso de tiempo. Por lo tanto, la descripcién
que se hace a continuacién para un elemento de volumen es vélida y se tie-
ne que aplicar a cada una de las celdas numéricas que constituyen el dominio

numérico. En este trabajo se usan coordenadas cartesianas abarcando un domi-

HiO [xminvxmaz] X [yminvymax] X [Zminu Zma:r]-
La descripcién del método se hace para los campos medidos por un observador

euleriano, ya que son los campos que se evolucionan como se puede ver en el

capitulo anterior. Las ecuaciones que describen la evolucién del campo magnético
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(i-1/2,j-1/2,k+1/2) (i1+1/2,j-1/2,k+1/2)
(i.j.k)
Lo}
o
,,,,, = {1-1/2,j+1/2,k-1/2
=z | il : ! (i+1/2,j+1/2,k-1/2)

e
F (i-1/2,j-1/2,k-1/2) (i+1/2,j-1/2,k-1/2)
-

Figura 3.7: Discretizacion numérica de un elemento de volumen en tres dimen-
siones espaciales, en coordenadas cartesianas. Los indices (i, ], k) etiquetan una
celda y por lo tanto se ubican en el centro de cada elemento de volumen. Ademds
se indican los puntos que delimitan el elemento de volumen.

medido por un observador euleriano son

B = -V X E, (3.41)
V-B=0, (3.42)

en donde E y B son los campos eléctrico y magnético medidos por un observador
euleriano. Una de las suposiciones de la MHD ideal es que el campo eléctrico en
el marco del fluido es despreciable ~ 0. De dicha condicién se tiene que E' =
E+v xB = 0. De esta manera se puede reescribir el campo eléctrico en términos
del campo magnético E = —v x B. Por conveniencia se define una nueva cantidad
Q = v x B. Tomando en cuenta estas suposiciones, las ecuaciones (3.41) y (3.42)

se reescriben como

OB =V x Q, (3.43)
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V-B=0. (3.44)

La técnica Fluxz-C'T se basa en la integracion de la ecuacién de induccion o Ley

de Faraday, ecuacion (3.43), en cada elemento de volumen AV'.

Se tiene que la integral de volumen de la constricciéon V - B = 0 se puede reducir

a una integral de superficie aplicando la ley de Gauss

/V-de—j{ B-dA =0. (3.45)
\%4 oV

Debido a que en este trabajo las celdas son cubos, la superficie cerrada 9V que
contiene a AV esta compuesta por las 6 caras cuadradas de un cubo. En la figura
3.7 se pueden apreciar los puntos que limitan un elemento de volumen de la
malla 3D. Entonces, se tiene que la integral sobre la superficie del cubo se puede

descomponer en 6 integrales de area

%B-dA = /B-dA1+/ B-dA2+/ B dAs
oV A1 A2 A3

+ /B-dA4+/ B-dA5+/ B-dAg.  (3.46)
Ay As Ag

Por otro lado, la ecuacién de induccién (3.43) y la ecuacién V-B = 0 en su forma

integral, en cada cara del cubo, se pueden relacionar de la siguiente manera

d 0B
— [ B-dA= | — -dA = Q) - dA. 3.47
il | Gaa= [ v xa (3.47)
Aplicando el teorema de Stokes en la segunda igualdad de la ecuacién (3.47), se
tiene como resultado la ecuacién de evolucion del campo magnético en la direccién

normal a la cara del cubo,

d
Yl B.dA=¢ Q-a (3.48)
dt J 4 oA
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donde, la integral de linea se hace a lo largo del contorno de cada cara del cubo.

A continuacién se desarrollan las integrales en tres caras del cubo.

Integracion en la direccion x

Se desarrolla primero la integral en la cara lateral derecha de la Figura 3.7, a esta
cara se etiqueta como A;. En la Figura 3.9 se puede ver la posicién de los vértices
que limitan el area A, = Ay(i + 1/2,j,k), correspondiente a un elemento de
volumen centrado en (i, 7, k). El vector normal a esta superficie es . Esto define
una de las caras de un elemento de volumen centrado en (i, j, k). La ecuacién
(3.48) en A; toma la forma

d
— B-dA, = 7{ Q- dl (3.49)
dt 9A,

Como se puede observar en la Figura 3.9, la integral de linea cerrada se hace en el
contorno de Ay, en la direccién y en el intervalo [j —1/2, 74 1/2] y en la direccién

z en el intervalo [k —1/2,k + 1/2]

d +1/2
— B.-dA; = / 961+1/2; Y, Zk—l/Z) - ydy (3.50)
dt Ja, i-1/2
k+1/2
+ / mZ+1/27yj+1/272) - Zdz
1/2
j+1/2
- / $z+1/2, Y, Zk+1/2) - ydy
1/2
k+1/2
= [ ) e
k—1/2

Por otro lado, se tiene que el vector normal a A; es Z, de tal forma que se

puede definir B, (i + 1/2, j, k) como un promedio en el drea A,
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(i+1/2,j+ 12 k+1/2) 3

(i4+1/2,j-1/2 k+1/2)
]

PE(14+1/2,),k+1)
—
F2(1,},k+1/2) F2X(141,),k+1/2)

i (i-1/2,j+1/2.k+1/2) (1+1/2,§+1/2.k+1/2)

il = ““\.,‘_ [ ]

(F1/2,j-1/2.k+1/2) (i+12)y2k+1/2) [ el . .
= QY(i4+1/2,j,k+1/2)
k) PE(1+1/2,).K)

]

T 102,j41/2,k-1/2)

(i+1/2,j+1/2 k-1/2)

(iF1/2,}-1/2,k-1/2) (i+1/2,j-1/2,k-1/2)

Figura 3.8: En esta figura se muestra un elemento de volumen centrado en (i, j, k)
y los flujos necesarios para calcular la componente Y ubicada en el vertice (i +
1/2,j,k + 1/2). Se muestra también la ubicacion de los flujos calculados con la
formula HLLE. Los flujos F** se calculan en la direccion z en en centro de las
dos caras adyacentes al vértice ubicados en los puntos (i,j,k+1/2) y (i+1,75,k+
1/2). Los flujos F** se calculan en la direccion x en en centro de las dos caras
adyacentes al vértice ubicados en los puntos (i +1/2,75,k) y (i +1/2,5,k + 1).
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(i+1/2,j-1/2.k+1/2) (i+1/2,j+1/2,k+1/2)
[ ]
; 4
: BX(i+1/2,j,k) : I
Iz ® Ha
& |—
y
| L
:-+1;2.13»’2.k-1m (1+1/2,+1/2,k-1/2)
________________ b
Iy

Figura 3.9: Cara lateral derecha del cubo de la Figura 3.7, Ay. Los limites de esta
superficie estan definidos por los vértices ubicados en (i +1/2,7 —1/2,k — 1/2),
(i +1/2,5+1/2,k —1/2), (i+1/2,5+1/2,k +1/2) y (i +1/2,5 — 1/2,k + 1/2).
Al integrar en esta cara, se tiene la ecuacion de evolucion para B*(i + 1/2,7,k)
calculada en el centro de Aj.

Bu(i+1/2,j,k) = 1/ B . dA,. (3.51)
A Ja,
Esta ecuacién define la componente x del campo magnético ubicada en el punto
(14+1/2,7, k). Nétese que esta cantidad es diferente a la componente x del campo
magnético definida en el centro de la celda B,(i, j, k). De igual manera se definen
las componentes €2, resultando cantidades ubicadas en las aristas del cubo, como

se puede apreciar en la Figura 3.8

j41/2
V(i+1/2,5,k+1/2) / QTiv1/2, Y, Zes1/2) - 9y, (3.52)
J

—-1/2

k+1/2
VF(i+1/2,5+1/2k) = / Q(Tit1/2, Yjt1/2, 2) - 2dz. (3.53)
k—1/2

Sustituyendo estas definiciones en la ecuacién (3.51), la ecuacién de evolucién se

48



puede escribir como

Qi+ 2,7+ 5.k)—(i+3,5— 3.k
OB.(1+1/2,j,k) = (tait, )Ay it57=5k (3.54)
Az '

Cabe recalcar que esta ecuacién de evoluciéon queda definida en el centro de la
cara A; ubicada en (i +1/2,7,k).

Integracion en la direccién y

lx2
e e P e e
(i+1/2,)+1/2 k+1/2) (IF1/2,j+1/2,k+1/2)
4 :
Ly
BY(i,j+1/2,k) |
22 E IZ].
S|
v 4
X = 4
g @
(1+1/2|+1/2.k-1/2) (i-1/2,j+1/2.k-1/2)
le

Figura 3.10: Cara lateral trasera del cubo de la Figura 3.7, As. El drea de esta
superficie estd definida por los vértices ubicados en (i + 1/2,5 + 1/2,k — 1/2),
(i—1/2,5 +1/2,k —1/2), (i —1/2,5 +1/2,k +1/2) y (i +1/2,5 + 1/2,k + 1/2).
Al integrar en esta cara, se tiene la ecuacion de evolucion para BY(i,j + 1/2,k)
calculado en el centro de As.

Ahora consideremos la cara lateral trasera de la Figura 3.7, a esta cara se etiqueta
como A,. En la Figura 3.10, se observan los puntos que determinan el area Ay =
As(i,j + 1/2,k), el vector normal ahora es . La ecuacién (3.48) en A, toma la

forma
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d

L ?{ Q- dl (3.55)
dt J a, 94,

En el Figura 3.10, se puede ver la direccién de la integral de linea cerrada en el
contorno de Ay, en la direccién x en el intervalo [i +1/2,7—1/2] y en la direccién
z en el intervalo [k — 1/2,k 4+ 1/2]. Desarrollando los términos a lo largo de la

trayectoria se tiene

d i+1/2
— B- dA2 = — / Q(fE, yj+1/27 Zkfl/Q) - zdx (356)
dt Ja, i—1/2

k+1/2
+ / Qwi1/2,Yjr1/2,2) - 2dz
k—1/2

i+1/2
- / Q2 Yjr1/2, 2hr1/2) - Bdx
i~1/2

k+1/2

- / Q(xi+1/2> Yj+1/2, 2) - 2dz,
k—1/2

Se define entonces una nueva variable B, (4, j + 1/2, k) promediada en el area A,

1
B,(i,j +1/2,k) = AQ/A B - dA,, (3.57)
2

v la ecuacién de evolucién queda definida en el centro de la cara As en el punto
(1,5 +1/2,k)

1 (i, )+ 5.k +3) - Q6+ 5.k = 3)
atBy(Z,]+§,k) = Az (358)

QZ(Z+%7J+%7I€)_QZ(Z_%L]—’—%J{)

Az ’

donde ©* obedece la definicién dada en la ecuacién (3.53) y % esta definida como
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e L SRR
(i+1/2,j+1/2,k+1/2) (i+1/2,j-1/2,k+1/2)
4 ®

BZ(i,j,k+1/2)

(i-1/2,j+1/2,k +1/2) (i-1/2,j-1/2,k+1/2)

Figura 3.11: Cara superior del cubo de la Figura 3.7, As. El drea de A3 estd de-
finida por los vértices correspondientes a los puntos (i +1/2,5 — 1/2,k — 1/2),
(i +1/2,5+1/2k —1/2), (i+1/2,5+1/2k +1/2) y (i +1/2,5 — 1/2,k + 1/2).
Al integrar en esta cara, se tiene la ecuacion de evolucion para B*(i,j,k + 1/2)
calculada en el centro de As.

i+1/2
(i +1/2,k+1/2) = / e yyayo zrrye) - dde. (3.59)
i—1/2

Integracion en la direccién z

Finalmente se toma la cara superior del cubo que se ilustra en la Figura 3.7, esta
cara se etiqueta como As. En la Figura 3.11, se observan los puntos que definen
el drea A3 = A3(i, j, k + 1/2), el vector normal ahora es 2. La ecuacién (3.48) en

As toma la forma

d

4 B-dA3=7§ Q-dl. (3.60)
dt J 4, 0As

En la Figura 3.11 se puede ver la cara A3 = Aj3(i, j, k + 1/2), para un elemento

de volumen centrado en (i, j, k) en donde se tiene que integrar la ecuacién (3.60)
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d j+1/2
— B.dA; —/ Q(xi_1/2, Y, Zk+1/2) - ydy (3.61)
dt J 4, —1/2

i+1/2
+ / Q(z,yj-1/2, Zht1/2) - Tdx
i—1/2

j+1/2
+ / Q(w141/2,Y, 2kv1/2) - Ydy
Jj=1/2

i+1/2

a / Qz, Yjr1/2, Zrr1/2) - 2dz.
i—1/2

Al igual que en los casos anteriores se define una variable ubicada en el centro de

superficie Az

1
Bz(i,j, k + 1/2) = Ag,/ B - dAsj, (3.62)
A3

obteniendo asf la ecuacion de evolucion para la componente z del campo magnéti-
co

(i, 5+ 5.k+5) = Q1,5 — 5,k +3)
Ay

El calculo en las caras restantes del cubo Ay, A5y Ag ubicadas en ;_1/, en y;_1/
Y Zg—1/2 es similar. Los vectores normales ahora son —, —g,—2. Sin embargo,
para escribir las ecuaciones de evolucion del campo magnético el cdlculo en estas
caras es innecesario.

Finalmente, la evolucién del campo magnético esta determinada por las ecuacio-
nes (3.54, 3.58, 3.63).

En las ecuaciones de evolucién aparecen componentes de €2 que se calculan
en los vértices del cubo. Cabe senalar que los flujos que se calculan segin el es-

quema el HLLE descrito en la seccién 3.3, se evalian en las interfases de cada
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celda (ver ecuacién (3.40)). Por ejemplo, en la direccién z los flujos se ubican
en el punto (i + 1/2,j, k), en la direccién y los flujos estdn definidos en el pun-

to (i,j+1/2, k) y en la direccién z los flujos se localizan en el punto (i, j, k+1/2).

Los valores de €2 en los vértices del cubo se calculan como un promedio aritmético
usando los flujos adyacentes. En la figura 3.8, se muestran los flujos adyacentes
a la cara Aj, que se usan para calcular la componente y de €2, ¥ en el vértice
localizado en (i +1/2, 7, k +1/2). Se puede ver que los flujos adyacentes a ¥ son
cuatro, dos flujos en la direccién x, F*(i +1/2,j,k), F**(i+1/2,j,k+ 1) y en
direccién z F**(i,j, k +1/2), F**(i+ 1,7,k + 1/2) formando una cruz. De igual

manera se construyen las componentes 2% y )*

1 1 1
Q"(i,j+1/2,k+1/2) = Z(Fyz(i,j+§,k)+Fy2(i,j+§,k:+l) (3.64)
1 1
— FW@Lk+§)—Fw@j+Lk+§M

1 1 1

1 1

1 1 1
V(i+1/2,5+1/2.k) = J(F™(i+5,4.k)+ F(i + 5,5 +1,k) (3.66)
1 1
- FW@j+§JQ—FW@+Lj+?k»
donde por definicién se tiene que

QF = —F* =FY%, (3.67)
Q= F*=—-F" (3.68)
Q = —F%=F"% (3.69)

y de manera general los flujos F' se definen como
F'm =¢!B™ —y™ B!, (3.70)

F'™ esta notacion significa que el flujo apunta en direccién [ para la componente
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m del campo magnético, y se calculan usando la formula HLLE

A FIm — \_Fi 4 A\ (B — By
Fim o= AT ij_; (Bi — BY) (3.71)

La contribucién de cada una de las seis caras del cubo, debe satisfacer la cons-
triccién en su forma integral definida en la ecuacién (3.47). Relacionando las
ecuaciones (3.47, 3.46, 3.45) se puede ver que, si la constriccién V - B = 0 se

cumple al tiempo inicial, esta debe mantenerse durante la evolucion.

3.4.2. Método Cleaning

El segundo método usado en este trabajo es el método cleaning . En este trabajo
se usa método de limpieza hiperbolica difusiva de la divergencia por sus siglas en
inglés diffusive hyperbolic divergence cleaning Dedner A. [2002]; Liebling [2010];
Penner [2011b]. Como ya se discutié previamente es necesario garantizar que se
mantenga la restricciéon V-B = 0 a lo largo de la evoluciéon numérica. Este método
controla dicha restriccién del campo magnético resolver un sistema de ecuaciones
de Maxwell modificado.

De esta forma las ecuaciones de Maxwell dadas en la ecuacién (2.29) que
describen la evolucion del campo magnético en la aproximaciéon de MHD ideal,

se modifican de la siguiente forma

Vu(* F* + gh"p) = —kn”1), (3.72)

donde dos términos se han agregado. Una término V,(¢""1) donde aparace una
variable auxiliar ¢ y un segundo términoque es difusivo kn”, cuyo parametro x
se puede ajustar con la finalidad de tener mayor control sobre la constriccion. La
variable ¢ obedece una ecuacién de onda amortiguada,

0,0" = —k0,(n"Y), (3.73)

por lo que la variable auxiliar ¢ se encarga de expulsar errores numéricos fuera
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del dominio de estudio y disipa dichos errores con una taza k. Se puede ver
que cuando ¥ tiende a cero las ecuaciones de Maxwell (2.29) se recuperan y la
restriccion se cumple.

Las ecuaciones modificadas para la evolucién el campo magnético en un espacio-

tiempo de fondo son

&g(ﬁHJ) +0; [\/Tg<viBj — B+ agij\IJ)} = —angga”FéuqJ + kW,
o(viv) +a[v=a(Z - Z9)] = av=gerr, v -,

donde II' = B' + U3 y ¥ = % El dato inicial de la funcién psi puede ser
conatante o una gaussiana con amplitud del orden de 1072 o incluso cero y el
valor optimo de k se encuentra entre los valores 5 — 10. Segun los experimentos
numéricos realizados, valores mayores a 10 no disminuyen los errores obtenidos,

asi que en este trabajo se escoge x = 10.

3.5. Recuperacion de variables primitivas

El c6digo numérico evoluciona las variables conservativas, (D, S;, 7, BY), sin
embargo obtener las variables primitivas (p,v’, p, BY) a cada paso de tiempo es
necesario para el calculo de los flujos numéricos en las interfases de la malla
numérica, porque los flujos dependen tanto de las variables conservativas como de
las primitivas. La recuperacién de variables primitivas en la MHD relativista debe
realizarse de manera numeérica resolviendo un sistema de ecuaciones algebraicas
no lineales, debido a que se tiene una ecuacién trascendental, para dos variables
independientes Noble et al. [2006].

A continuacién se escribe explicitamente las funciones a resolver. Se define una
variable auxiliar Z = phW? con el fin de simplificar un poco las expresiones. En

los siguientes calculos es 1til conocer las siguientes relaciones

ab’Z
B-S = — =~ 3.74
bt = b+ a?(b°)?, (3.75)
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vbt = ab”, (3.76)
) Lo
wB = (3.77)
w
Primero se parte de la definicién de la densidad de momento S* dada en la ecua-
cién (2.39). Usando las relaciones (3.74- 3.77 ) se calcula S? = ;5% = 7;;5°S7 y
después de ciertas operaciones se obtiene

S*=(Z+B)?(1-W7?) - <BZ'S>2 (27 + B?), (3.78)

donde B? = B,;B' = ’yijBiBj.
Una segunda expresion se obtiene de la definicién de la densidad de energia 7 =

E—D. De la misma forma que en la expresién anterior, se reescribe 7 en términos

de variables conservativas y de Z, obteniendo

B2 1/B-S\?
—Z4+B*-p_D— (2= .
T + P 72 2( 7 ), (3.79)

donde la presiéon p = p(p, €) esta determinada por la ecuacién de estado de un

gas ideal, y se puede reescribir también en términos de D, Z y W

r-1zZ-boDw
r w2

Se tiene entonces que las ecuaciones (3.78 - 3.80) forman un sistema de dos

(3.80)

p:

ecuaciones para dos incégnitas, la variable auxiliar Z y el factor de Lorentz W.

Por lo tanto, después de obtener Z y W de manera numérica, es posible recuperar
la presién usando la ecuacion (3.80), posteriormente la densidad se recupera de la
definicién de D dada por la ecuacién (2.38) en términos del factor de Lorentz, las
componentes de la velocidad v* se recuperan de la definicién de S? de la siguiente

manera

(3.81)

D

W?

_ S'"+(B-S)B'/Z

v o= WL , (3.82)

o6



y finalmente usando la ecuacién de estado se recupera la densidad de energia

especifica € = p/(p(I' — 1)), Komissarov [1999].

Existen diferentes maneras de resolver este sistema de ecuaciones. Por ejemplo
en el trabajo de Noble et al. [2006], se describen y analizan diferentes formas de
obtener Z y W. En este trabajo se usa la prescripcién desarrollada por Mignone
and Bodo [2006].

La técnica consiste en calcular el factor de Lorentz de las expresiones (3.78) y

(3.79), obtieniendo una funcién W en términos de S?, By Z

(B-S)*(2Z + B?) + SQZQ),U2

wiz) = (1 N (Z + B2)2 22

(3.83)

Ya que las variables conservativas son las que se evolucionan, por lo tanto se
conocen, el factor de Lorentz es una funciéon que depende sélo de una variable
desconocida Z. Como consecuencia, la presién y las expresiones anteriores depen-
den de Z. Entonces, usando W (Z) de la ecuacién (3.83) en la ecuacién (3.79), se

obtiene la funcién a resolver f(Z)

2 . 2
f(Z)—Z+B2—(T+D)—p—2§/2—;<BZS> . (3.84)

Las raices de esta funcién se calculan numéricamente usando el algoritmo rtsafe
descrito en Press W. H. and Vetterlin [1986]. Este encontrador de raices rtsa-
fe, consiste en una combinacién del método de Newton-Raphson y el método de
biseccion. Por esta razon se necesita calcular las derivadas de las funciones invo-

lucradas.

La derivada de la funcién f(Z) respecto a Z es

if(Z) . dp B2dW (B-S)
7z YT autwiat s o (3.85)

donde la derivada de la presién p(Z) respecto a Z, se puede calcular de la ecuacién
(3.80)

dp T —1W(1L+ DdW/dZ) — 2ZdW/dZ

dZ T w3

(3.86)
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y la derivada del factor de Lorentz se calcula de la ecuacién (3.83), obteniendo

AW _ 58?7+ (B' +3BZ + 37°)(B.S)

dz Z3(B? + Z)?3

(3.87)

Por otro lado, el método de biseccion requiere de un intervalo de busqueda,
[Zmins Zmaz)- Los valores de Z utilizados en este trabajo son Z,;, = 10712 y
Zmas = 103, en la préactica se espera los valores de Z,,,, no estén fuera de este
rango Noble et al. [2006]. La tolerancia que se impone para calcular la raiz de la
funcién F(Z) es de 1078.

Es importante también monitorear y controlar que algunos valores fisicos aparez-
can durante la evolucién. Uno de ellos es que la velocidad del fluido no supere a
la velocidad de la luz. Esta condicién se controla imponiendo un valor maximo

de la velocidad en cada celda numérica para evitar resultados no fisicos.

3.6. Evolucion temporal

El avance temporal del sistema de ecuaciones de la MHD ideal relativista
se lleva a cabo mediante el uso del método de lineas junto con el algoritmo de
integracion Runge-Kutta que preserva la propiedad TVD (total variation dimi-
nishing), desarrollado por Shu and Osher [1989].

El sistema de ecuaciones se discretiza de tal manera que se distinguen los térmi-
nos temporales de los espaciales. Se usa el método de lineas (MoL) que consiste
en escribir el sistema de ecuaciones de la MHD como ecuaciones diferenciales or-
dinarias de primer orden en el tiempo, de tal forma que se puede escribir de la
siguiente forma

ou

e L(U), (3.88)
donde en el lado derecho de la ecuacién, el operador £(U) contiene la informacién
de la discretizacion espacial y los términos de fuente

Jad

o pm
L(Un) = Y2 o G=1/2) 4 gm, (3.89)

Los flujos numéricos F™ se construyen con los métodos HRSC descritos en en la
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seccién anterior. Los flujos y términos de fuente estdn calculados en el nivel de

tiempo t".

Las iteraciones del método Runge-Kutta de segundo y tercer orden, se describen

de la siguiente manera

= Runge-Kutta de segundo orden: a« =2y =1
UY = U 4+ AtL(U™), (3.90)
1
Untt = - [BU™ + UW 4+ AtL(UW)]. (3.91)

» Runge-Kutta de tercer orden: a« =4y =3

v = pyr 4 AtL(U™), (3.92)
1

U@ — . [BU" + UD + AtL(UW)], (3.93)
1

Ut = = [BU + 202 4 2A8tL(UP)] (3.94)
(6]

Usando los valores de U™ y £(U™) calculados al tiempo ¢ se pueden encontrar los
valores de U™ al tiempo "1, Shu and Osher [1989]. El paso en el tiempo At es
constante, y esta dado por At = C'F L+dx, donde CFL ( Courant-Friedrichs-Lewy)
es el factor de Courant, el cual es fijo y constante. Para el caso de tres dimensiones,
el paso de tiempo se escoge con la formula At = CFL % min(dz, dy, dz). De esta
forma se escoge el paso en el tiempo At de manera apropiada para probar que
se cumplen los criterios de convergencia y autoconvergencia, ya que el paso de

tiempo se mantiene uniforme.

3.6.1. Propiedad TVD

Oscilaciones no fisicas debidos a errores numéricos que pueden generarse ya sea
por el uso de operadores de diferencias finitas, volimenes finitos o cuando se
realiza la evolucién temporal. Se necesita una manera de medir las oscilaciones

en la solucién. Esto lo provee la nocién de variacién total (T'V por sus siglas en
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inglés, Total Variation) de una funcién. Para una funcién o variable definida en

una malla numérica se define

TV(q) = 5= ool — @il (3.95)

TV (q) es finito si g; es cero o constante cuando i — +oo. Para evitar que las
oscilaciones aparezcan, el método empleado debe evitar que se incremente la

variacién total en el tiempo

TV (q**) < TV (q"). (3.96)

Si el método es TV D(Total Variation Diminishing), y se tiene un dato inicialmen-
te mondtono, esta permanecera monotono en los pasos temporales futuros. Por
lo tanto, si discretizamos una discontinuidad que se propaga, la discontinuidad

puede suavizarse en pasos temporales futuros, pero no podra volverse oscilatoria.

3.7. Condiciones de Frontera

Las condiciones de frontera son importantes en la evoluciéon numérica de la MHD
ideal, y deben ser tratadas de manera adecuada, segin el problema fisico que
se esté estudiando. Debido a que estas condiciones se aplican en los borde del
dominio numérico, se definen las siguientes cantidades ¢y = ¢(x(0)), ¢ = q(x(1))
vy qv = q(x(Nz)), gn-1 = q(x(N — 1)), en una dimensién espacial, denotan las

variables evaluadas en los extremos de la malla numérica.

Condiciones de frontera de flujo saliente

Esta condicién evita que el flujo que ha salido del dominio numérico regrese y
contamine de errores numéricos la evolucion. La condicién de flujo saliente se

define de manera simple como:

9 = q, (3.97)
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gNn = d4N-1, (398)

en las dos fronteras la condicién consiste en copiar el punto anterior, en todos los

casos se ha notado que esta prescripcion es muy efectiva.

Condiciones de frontera de flujo entrante

A diferencia de la condicién de frontera, esta consiste en inyectar materia al
dominio numérico conatantemente, de la misma forma que en el dato inicial, esto

se logra definiendo

o= @, (3.99)
o= @, (3.100)
donde ¢" y ¢"*! son dos tiempo diferentes. Se puede ver que en el tiempo n + 1

se hereda el valor de la variable al tiempo n.

Condiciones de frontera peridodicas

Estas consisten en unir las fronteras opuestas del dominio numérico de la siguiente

manera

do = qN-1, (3.101)

de esta forma el fluido circula de manera periddica en el dominio estudiado.

Condiciones de frontera de reflejantes

Estas condiciones simulan numéricamente la presencia se una pared rigida en la

cual el fluido es reflejado hacia el dominio numérico, esta condicién se impone de
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la siguiente manera

9 = q, Vo=—U (3.103)
g = (N-1, UN = —UN-1, (3.104)

donde se puede ve que las variables en la frontera copian el valor en el penulti-
mo punto, excepto la velocidad, que tiene el signo contrario a la velocidad en el
penultimo punto. De esta manera el fluido es reflejado hacia adentro del dominio

en las paredes que se encuentra al final de dominio escogido.

En este capitulo se han provisto los métodos numéricos utilizados en el codigo
desarrollado en esta tesis. Los cuales estan basados en voliimenes finitos. Como
reconstructores de variables en las interceladas MC, minmod, WENOS5 y PPM
y recontructores de flujos HLLE. También se han descrito dos métodos que se
usaron para controlar la constriccion V - B = 0 como Fluz-CT y Cleaning. Y las
condiciones de frontera usadas en los problemas estudiados.

Las ecuaciones en forma conservativa de MHD ideal se resuelven numéricamente
usando los métodos basados en el esquema HRSC descritos en este capitulo. Se
estudian algunas combinaciones entre reconstructores de variables, reconstructo-
res de flujos y el método para controlar la constriccion. Los resultados numéricos

y algunas comparaciones se presentan en el capitulo siguiente.
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Capitulo 4
Pruebas del cé6digo numérico

Antes de proceder a realizar simulaciones numéricas para estudiar un problema
fisico, el cédigo numérico tiene que ser validado mediante pruebas numéricas.
Dichas pruebas estandar son las que cédigos existentes han reproducido. Algu-
nas de estas pruebas tienen solucién exacta, como los problemas de Riemann 1D
en el caso de hidrodindmica y las pruebas de Komissarov [1999] y las pruebas de
Balsara [2001] en el caso de la magnetohidrodindmica. En el caso de hidrodindmi-
ca ideal relativista se usan las soluciones exactas desarrolladas por J. M. Marti
[1994, 2003] y F. D. Lora-Clavijo [2013] para comparar los resultados numéricos
obtenidos. Por otro lado, para el caso de la MHD ideal relativista se usan las solu-
ciones exactas desarrolladas por B. Giacomazzo [2006]. En el caso 2D no existen
soluciones exactas, una forma alternativa de mostrar que el cédigo MHD ideal
relativista reproduce las pruebas estardar en 2D es comparar directamente los
resultados obtenidos con los resultados onbtenidos en codigos existentes para los
mismos problemas. En este capitulo se muestran, las pruebas de hidrodinamica
y magnetohidrodinamica relativista, que validan el cédigo desarrollado en este

trabajo.
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4.1. Pruebas numeéricas de hidrodinamica rela-
tivista

En esta primera seccién se considera que el campo magnético es cero, teniendo
entonces el caso de la hidrodindmica relativista. A continuacién se enumeran las

pruebas estandar al que se sometié el cédigo numérico desarrollado.

En la primera parte se presentan las pruebas en una dimensién espacial. Dichas
pruebas 1D consisten basicamente en un problema de Riemann en una direccién
centrado en zyp = 0. En la mayoria de los casos se usa un dominio de [—0.5,0.5]
con 400, 800, 1600 celdas y un factor de Courant C'F'L = 0.1 y 0.25 en algunos
casos. En la Tabla 4.1 se muestran los parametros correspondientes a distintas
configuraciones hidrodindmicas del problema de Riemann en 1D. Cabe mencionar
que, cada una de las pruebas fue estudiada en cada una de las tres direcciones

x,1, z para corroborar el funcionamiento del c6digo numérico.

Prueba 1: ”Blast wave”’mediano

La densidad, presion y energia interna del fluido obedecen la ecuacién de es-
tado de un gas ideal con indice adiabédtico I' = 5/3. En la Figura 4.1, se muestran
los resultados de la simulaciéon numérica. En esta figura se compara la solucién
numérica (lineas con cruces negras) con la solucién exacta (linea continua roja)
desarrollada por [J. M. Marti, 1994, 2003]. Esta primera prueba muestra la capa-
cidad del cédigo de lidiar con presiones bajas, como se puede ver en la figura el

codigo reproduce muy bien la solucién exacta.

Prueba 2: ”Blast wave”fuerte

La segunda prueba hidrodinamica es la prueba llamada ”Blast wave fuer-
te”J. M. Marti [1994]. Los pardmetros iniciales de esta prueba se pueden encon-
trar en la Tabla 4.1. En la Figura 4.2 se muestra un instante de la evolucion de
las variables del fluido, al tiempo ¢ = 0.4. Se muestran: la presién, la densidad,

la velocidad y la energia interna, comparando la soluciéon numérica y la solucion
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Figura 4.1: Prueba 1: el problema de Riemann 1D del Blast mediano. En esta
figura se muestran las variables que describen al fluido al tiempo t = 0.4. En
linea negra con cruces se muestra la solucion numérica y en linea continua roja
se muestra la solucion exacta. La prueba se llevd a cabo en la direcccion x usando
500 celdas.
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]TipodePrueba‘ r ‘ 0o ‘ D ‘ ¥ ‘ vY ‘vz‘

Prueba 1

Izquierda 5/3110.0 | 13.33 0.0 0.0 | 0.0
Derecha 1.0 108 0.0 0.0 | 0.0

Prueba 2

Izquierda 5/3 | 1.0 | 1000.0 0.0 0.0 | 0.0
Derecha 1.0 1.0 0.0 0.0 | 0.0

Prueba 3

Izquierda 4/3 | 1.0 | 0.001 | 0.999999995 | 0.0 | 0.0
Derecha 1.0 | 0.001 |-0.999999995 | 0.0 | 0.0

Prueba 4

Izquierda 4/3 | 1.0 1.0 0.9 0.0 | 0.0
Derecha 1.0 10.0 0.0 0.0 | 0.0

Prueba 5

Izquierda 5/3 | 1.0 | 1000.0 0.0 0.0 | 0.0
Derecha 1.0 0.01 0.0 0.99 | 0.0

Prueba 6

Izquierda 5/3 | 1.0 | 1000.0 0.0 0.9 | 0.0
Derecha 1.0 0.01 0.0 0.9 0.0

Cuadro 4.1: En esta tabla se presentan los valores iniciales de las variables p, p
y v' a derecha e izquierda de la discontinuidad inicial localizada en xo = 0, en el
dominio numérico x € [—0.5,0.5].

exacta de cada una respectivamente. En esta figura se puede notar una region
delgada de alta densidad que se mueve, en la direccion del choque debido a la
enorme diferencia de presiones entre las dos regiones iniciales. En esta prueba
tiene el objetivo de verificar que los métodos empleados capturan choques fuertes

en donde se tiene un perfil de densidad picuda y diferencias de presiéon de 1000.

Prueba 3: Colision frontal

Esta prueba consiste en la colision frontal de dos vientos de fluido que se
mueven a velocidades cercanas a la de la luz, alcanzando factores de Lorentz del
orden de 1000. Este problema prueba la capacidad de codigo de resolver casos

extremos, en las cuales no solo el factor de Lorentz sino también la densidad, la
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Figura 4.2: Prueba 2: Blast wave fuerte. En esta figura se muestran la densidad,
presion, velocidad en x y energia interna, comparando la solucion exacta y la
solucion numérica al tiempo t = 0.4. Se puede observar en la densidad una region,
que corresponde a un cascaron de alta densidad, muy delgado.
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presion y la energia interna alcanzan valores muy grandes, como se muestra en la
Figura 4.3.
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Figura 4.3: Prueba 3, colision frontal. Se muestran la densidad, presion, velocidad
y energia interna al tiempo t = 0.4. En este caso se usa el indice adiabdtico I’ =
4/3. En esta figura se muestran los valores extremos que alcanzan las variables
del fluido, cuando el fluido se mueve velocidades tales que el factores de Lorentz
es del orden de 1000.

Prueba 4: Choque fuerte en reversa

En esta prueba, a diferencia de las anteriores, se tiene una presiéon menor en la
parte izquierda de la discontinuidad inicial (ver Tabla 4.1). Se puede observar en
la Figura 4.4 que se forma un choque en reversa. También se observa, al comparar
con la solucién exacta aparecen unas oscilaciones en la presién y densidad debido

a los métodos numéricos utilizados en este trabajo.
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Figura 4.4: Prueba 4: Choque fuerte en reversa. Se muestran las variables del
fluido a un instante de la evolucion que corresponde al tiempo t = 0.4. En este
caso el indice adiabdtico es I' = 4/3.
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Prueba 5: Velocidad transversal diferente de cero, caso
débil

Esta prueba muestra la capacidad del cédigo de manejar problemas en los
cuales existe una componente transversal de la velocidad a la propagacion del
fluido. Este problema es de interés debido a que en muchos escenarios astrofisicos
se puede encontrar gas con esta configuracién. En este caso el problema es relati-
vamente facil debido a que se tiene velocidad transversal diferente de cero solo en
el lado derecho, donde el gas es frio. Los resultados numéricos se comparan con

la solucidn exacta calculada por J. M. Marti [1994], como se muetra en la Figura
4.5.
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Figura 4.5:  Prueba 5: Velocidad transversal diferente de cero, caso débil. Se
muestran las variables a t = 0.4.
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Prueba 6: Velocidad tranversal diferente de cero, caso fuer-

te

En este caso la velocidad tranversal al movimiento del fluido también es dife-
rente de cero en la zona izquierda en donde el gas estda méas caliente. Los resultados
numéricos se comparan con la solucién exacta en la Figura 4.6, al tiempo ¢ = 0.4.
A diferencia de los casos anteriores, para tener una mejor aproximacion a la solu-
cién exacta la resolucion juega un papel importante. En la Figura 4.6 se muestran
los resultados obtenidos con 400, 3200, 10000 celdas.
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Figura 4.6: prueba 6: Velocidad tranversa diferente de cero: caso fuerte. Se mues-
tran las variables del fluido al tiempo t = 0.6. Se compara la solucion numérica,
usando tres resoluciones, con la solucidn exacta (linea continua roja). Con linea
punteada negra se muestra la solucion numérica usando 400 celdas, en verde con
puntos usando 3200 celdas y en azul con puntos usando 10000 celdas, respectiva-

mente. Como se aprecia en esta figura se necesita mucha resolucion para tener
una aprorimacion adecuafa a la solucion exacta.
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Problema de Riemann 2D relativista

El problema de Riemann 2D relativista, consiste en dividir al dominio [—0.5, 0.5] x
[—0.5,0.5] en cuatro regiones al tiempo inicial. Esta prueba se lleva a cabo en el

plano z-y. Los valores de las variables del fluido en cada regién son los siguientes

(p.p,v",v¥)t = (0.1,1.0,0.99,0)
(p, p,v®,v¥)? = (0.1,0.01,0,0)
(p, p,v",v¥)? = (0.5,1.0,0,0)
(p,p,v®,v¥)* = (0.1,1.0,0,0.99)

en donde la region 1 corresponde al dominio x < 0,y > 0, la regién 2 corresponde
ax >0,y >0, laregién 3 corresponde a x < 0,y < 0 y la region 4 corresponde
al dominio x > 0,y < 0. En la Figura 4.7 se muestra el resultado de la evolucién
en los tiempos t = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4. Se muestra la morfologia de la densidad
de masa en reposo, el cual es consistente con resultados anteriores (e.g. [L. Del
Zanna, 2002]).

Tunel de viento de Emery relativista

El tunel de viento relativista consiste en un viento entrante a la izquierda del
dominio numérico, con un obstaculo rectangular dentro del tinel. Esta prueba
muestra la habilidad del cédigo para imponer condiciones de frontera artificiales
en el obstaculo y en las paredes del tunel. Los datos iniciales estandares, son
p=14,p=10,0v" =099, v¥ =0 con indice adiabatico I' = 1.4. El escalén tiene
una altura de 0.2 en y y v se extiende para valores de x > 0,6 en un dominio
[0,1] x [0,3] [W. Zhang, 2006]. Las condiciones de frontera son: de flujo entrante
en la frontera izquierda, de flujo saliente en la frontera derecha, reflejantes en las
paredes del tunel y en el escalén. En la Figura 4.8 se muestran los resultados de
la evolucién a los tiempos t = 1, 2, 3, 4. En esta figura se puede observar como
el flujo es desviado hacia arriba por el obstaculo, y después es reflejado en las
pared superior. Se puede ver en la 1ltima fotografia el mismo efecto cuando el

fluido rebota del obstaculo nuevamente después de cierto tiempo.
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Figura 4.7:  Problema de Riemann 2D. En esta figura se muestra la evolucion
de la densidad de masa en reposo a los tiempost = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4. Se ilustra
como cambia la morfolologia durante la evolucion. Para esta prueba se usaron
512 x 512 celdas en el dominio [—0.5,0.5] x [—0.5, 0.5], con un factor de Courant
CFL = 0.25. El indice adiabdtico del gas es de I' = 5/3.
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Figura 4.8: Tunel de viento de Emery relativista. Se muestra la evolucion de la
densidad de masa en reposo a los tiempost =1, 2, 3, 4. Se usan 600 x 200 celdas
en un dominio [0, 3] x [0,1]. Se usa un factor de Courant CFL = 0.25.
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Inestabilidad de Kelvin Helmholtz

La segunda prueba 2D, es la inestabilidad de Kelvin Helmholtz (KH). Este
tipo de inestabilidades se desarrolla cuando se tienen dos regiones en las cuales
el fluido se mueve en direcciones opuestas. Para este problema se utilizan los
pardmetros usados por Penner [2011a] en el caso relativista. Esta prueba es la
version relativista del caso de hidrodinamica clasica estudiada en A. Frank and
Gaalaas [1996]; ATHENA. El dominio numérico se divide en tres regiones, en las

cuales las variables del fluido toman los siguientes valores

(p,p,v",0Y) =(2,2.5,0.5,0) si |y| < 0.25,
(p,p,v*,vY) = (1,2.5,—-0.5,0) si |y| > 0.25.

El fluido tiene indice adiabatico I' = 5/3. Adicionalmente se perturba la velocidad
de la siguiente manera v* = v* % (140.01*xcos(107x) cos(107y)) y v¥ = v¥ % (0.01 *
cos(10mx) cos(107my)). En la Figura 4.9 se muestran los resultados de la evolucién
de las variables p y € a los tiempos t = 10 y 15. Se puede observar que en las
dos membranas en donde el fluido tiene velocidades opuestas se desarrollan las
inestabilidades. Las condiciones de frontera son: periédicas en la direcccién x y
reflejantes en y.

El segundo caso que se considera es el caso de la inestabilidad de KH con un
gas altamente presurizado. En este caso se tiene una sola membrana en forma
sinosoidal a la mitad del dominio numérico, en donde solo una regién se mueve a
alta velocidad respecto de la otra. En esta caso, la forma sinosoidal de la mem-
brana que separa a las dos regiones produce las inestabilidades a diferencia del
primer caso en el cual se necesita una perturbacion. En esta caso se usa un indice

adiabatico I' = 5/3, y los pardmetros estudiados por W. Zhang [20006]

(p,p,v",0¥) = (1,1000,0,0.9) si |y| > 0.01sin(2my),
(p, p,v",v¥) = (10,1000,0,0) en otro caso.

En la Figura 4.10, se muestra el resultado de la evolucién a los tiempos ¢t =
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Figura 4.9: Inestabilidad de Kelvin Helmholtz. En esta figura se muestran: a la
izquierda la densidad de masa en reposo al tiempo t = 10 (arriba) y al tiempo
t = 15 (abajo), a la derecha la energia interna especifica a t = 10 (arriba) y a
t = 15 (abajo). Se usa un dominio de [—0,5 : 0,5] x [—=0,5 : 0,5] con 512 x 512
celdas.
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0.5, 1.5, 2.5y 3.5. La resolucién usada en esta prueba es de Ax = Ay = 1/1024,
que equivale a la resolucién efectiva del mayor refinamiendo usado en W. Zhang
[2006]. Nuevamente se usan condiciones de frontera periddicas en z y reflejantes

en y, el dominio usado es [0 : 1] x [-2.5: 2.5].
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Figura 4.10: Inestabilidad KH con presion alta. En esta figura se muestra un acer-
camiento de la densidad de masa en reposo a diferentes instantes de la evolucion,
t = 0.5 (arriba izquierda), t = 1.5 (arriba derecha), t = 2.5 (abajo izquierda)
yt = 35 (abajo derecha). El dominio que se muestra es [0,1] x [—0.5,0.5], la
resolucion usada es de Ax = Ay = 1/1024.

4.2. Pruebas numéricas de Magnetohidrodinami-

ca relativista

En la segunda parte de este capitulo se presentan las pruebas estandar de

la magnetohidrodinamica ideal relativista. Los resultados numéricos se comparan
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con las soluciones exactas desarrolladas por B. Giacomazzo [2006]; Balsara [2001].
Al igual que en la hidrodindmica relativista, solo existen soluciones exactas para
las pruebas 1D. En la Tabla 4.2 se enumeran los paramétros usados en cada una
de las pruebas. En el caso 2D, se comparan los resultados morfolégicamente con

los cédigos existentes.

Las pruebas 1D de Komissarov se llevan a cabo en un dominio de [-2 : 2] usando
3200 celdas, en las pruebas de Balsara se usa un dominio de [—0.5 : 0.5] usando
1600 celdas. En ambos casos se usa un factor de Courant de 0.1. Al tiempo inicial

se tiene una discontinuidad en el centro del dominio numérico zg = 0.

Prueba 1: Tubo de choque de Komissarov

Esta prueba consiste en un tubo de choque magnetizado, con campo magnético
constante a lo largo de la direccién z y diferencia de presiones del orden Ap ~ 103,
Los pardmetros iniciales se pueden encontrar en la Tabla 4.2. En la Figura 4.11
se muestra el resultado de la evolucién numérica al tiempo ¢ = 1. Los resultados
numéricos se comparan con la solucién exacta obtenida por B. Giacomazzo [2006].
Como se puede apreciar en la figura, se reproduce satisfactoriamente la soluciéon
exacta. En esta prueba se usa un dominio [—2,2] en la direccién z dividida en
3200 celdas.

Prueba 2: Colision fronta de Komissarov

La segunda prueba MHD 1D, es la colision de dos vientos moviéndose en
direcciones opuestas, con v* = 0.98058. El campo magnético en direccién del
choque es constante en la componente x, mientras que la componente y del campo
magnético entre las dos regiones iniciales es opuesto (ver Tabla 4.2). En la Figura
4.12 se muestran los choques que aparacen después de un tiempo t = 1.22. Al
igual que en el caso hidrodinamico aparacen dos choques, uno lento y uno rapido

moviéndose a la derecha y a la izquierda de la discontinuidad inicial xzy = 0.
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‘#Prueba‘F‘po‘p ‘ ¥ ‘vy‘vz‘Bm‘By‘Bz‘

Prueba 1

Izquierda | 4/3 | 1.0 | 1000.0 0.0 0.0 /0.0 1.0 | 0.0 | 0.0
Derecha 0.1 1.0 0.0 0.0 |0.0] 1.0 0.0 | 0.0

Prueba 2 2

Izquierda | 4/3 | 1.0 1.0 5/\/% 0.0 {0.0]10.0| 10.0 | 0.0
Derecha 1.0 1.0 | —=5/4/26 | 0.0 | 0.0 | 10.0 | -10.0 | 0.0

Prueba 3

Izquierda | 2 1.0 1.0 0.0 0.0 1001 0.5 1.0 | 0.0
Derecha 0.125 0.1 0.0 0.0 {0.0] 05 | -1.0 | 0.0

Prueba 4

Izquierda | 5/3 | 1.0 30.0 0.0 0.0 [00] 50 | 6.0 | 6.0
Derecha 1.0 1.0 0.0 0.0 00| 5.0 | 0.7 | 0.7

Prueba 5

Izquierda | 5/3 | 1.0 | 1000.0 0.0 0.0 100]100] 7.0 | 7.0
Derecha 1.0 0.1 0.0 0.0 |0.0]10.0| 0.7 | 0.7

Prueba 6

Izquierda | 5/3 | 1.0 0.1 0.999 0.0 00]100] 7.0 | 7.0
Derecha 1.0 0.1 -0.999 0.0 |0.0]10.0| -7.0 | -7.0

Prueba 7

Izquierda | 5/3 | 1.08 0.95 0.4 03102] 20| 03 | 0.3
Derecha 1.0 1.0 -0.45 -0.2 102 20 | -0.7 | 0.5

Prueba 8

Izquierda | 5/3 | 1.0 5.0 0.0 03(04] 1.0 | 6.0 | 2.0
Derecha 0.9 5.3 0.0 0.0 [00] 1.0 | 5.0 | 2.0

Cuadro 4.2: En esta tabla se muestran los parametros usados para las pruebas
de MHD ideal relativista 1D.
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Figura 4.11: Prueba 1: Tubo de choque de Komissarov. Se muestran las varia-
bles del fluido al tiempo t = 1. En linea punteada negra se muestra la solucion
numérica comparada con la solucion exacta en linea continua roja.
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Figura 4.12: Prueba 2: Choque frontal de Komissarov. En esta figura se presenta

el resultado de la evolucion numérica. Se compara la solucion numérica en linea
con cruces y la solucion numérica en linea roja al tiempo t = 1.22.
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Prueba 3: Balsara 1

Esta prueba 1D de MHD corresponde a la generalizacién relativista de la
prueba clésica de Brio-Wu D.S. Balsara [1999]. Esta prueba es basicamente un
tubo de choque magnetizado. En la Figura 4.13 se comparan la solucién numérica
y la solucién exacta al tiempo t = 0.4. Se puede apreciar en la figura, una zona de
rarefaccion rapida en la regién que se mueve a la izquierda, una onda compuesta,
la onda de contacto, un choque lento y una zona pequena de rarefaccién réapida

que se mueve a la derecha.

Prueba 4: Balsara 2

Esta prueba corresponde a un blast wave mediano. Al tiempo inicial sparadas
por la discontinuidaden xg = 0, la razén entre las presiones de las dos regiones es
Ap = 30. En la Figura 4.14 se muestran las variables del fluido magnetizado al
tiempo t = 0.4. Se puede apreciar en la densidad de masa en reposo, la explosién

moviéndose en direccién z. El factor de Lorentz es del orden de W ~ 1.36.

Prueba 5: Balsara 3

Este es el caso fuerte de la prueba anterior, Blast wave fuerte. En este caso
la relacién de presiones en la discontinuidad es de pr/pr = 10%. La densidad de
masa en reposo y B son constantes. El fluido esté en reposo al tiempo inicial. En
la Figura 4.15 se muestra un instante de la evolucion correspondiente al tiempo
t = 0.4. Se puede apreciar la onda expansiva en la densidad de masa en reposo y
los efectos sobre la velocidad y el campo magnético. El factor de Lorentz alcanza
valores de W ~ 3.5. La solucién numérica es consistente con la solucién exacta.
Se puede ver la aparicién de zonas de rarefaccién (una rapida y una lenta) mo-
viéndose a la izquierda, una onda de contacto y dos choques (uno répida y otro

lenta) moviéndose a la derecha.

Prueba 6: Balsara 4

Este caso, nuevamente corresponde a un choque frontal de dos vientos. Sin

embargo, a diferencia de la prueba colision frontal de Komissarov, en este caso la
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Figura 4.13: Prueba 3: Balsara 1, Tubo de Choque magnetizado. Se muestra el
resultado de la evolucion numérica al tiempo t = 0.1.
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Figura 4.14: Prueba 4: Balsara 2. Esta prueba corresponde a un MHD Blast
wave mediano. Se muestran en linea negra con cruces las variables de la MHD
obtenidas mediante la solucion numérica mientras en linea solida roja se muestra
la solucion exacta al tiempo t = 0.4.
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Figura 4.15: Prueba 5: Balsara 3, "MHD Blast wave”fuerte. Se muestran la solu-
cion numérica y la solucion exacta al tiempo t = 0.4. Se usa un indice adiabdtico
I'=5/3.
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velocidad de la colisién es maés alta, alcanzando factores de Lorentz del orden de
W ~ 22366 durante la evolucién. Y las componentes del campo magnético trans-
versales a la propagacién del choque son todas diferentes de cero y discontinuas.
En la Figura 4.16, se muestran las variables del fluido magnetizado al tiempo
t = 0.4. Se puede observar que la densidad y la presién alcanzan valores muy
grandes comparados con la prueba de Komissarov que se presentd unas paginas

antes.

Prueba 7: Balsara 5

Esta prueba es mas general, en el sentido de que las componentes transversales
tanto del campo magnético como de la velocidad son diferentes de cero y son
discontinuas. Ademads, como se puede ver en la Tabla 4.2, la presién magnética es
mayor a la derecha de la discontinuidad inicial a diferencia de los casos anteriores.
En la Figura 4.17, se muestra un instante de la evolucién correspondiente al
tiempo t = 0,4, se compara la solucion numérica y exacta. El fluido magnetizado

solo alcanza factores de Lorentz del orden de W ~ 1,86.

Prueba 8: Onda genérica Alfvén

La 1ltima prueba de MHD en 1D, es la prueba llama onda genérica de Alfvén.
Los parametros iniciales consisten en un fluido en reposo, a la derecha de la
discontinuidad, y a la izquierda un fluido con velocidades tranversales diferentes
de cero. Durante la evolucién aparecen: una zona de rarefaccion rapida, una onda
de Alfvén, un choque lento hacia la izquierda, la onda de contacto, y dos choques

moviendose a la derecha, como se puede apreciar en la Figura 4.18.

Prueba del rotor rigido magnetizado

El rotor rigido MHD es la primera prueba en 2D. Esta prueba se estudia en el
plano z-y. La configuracién inicial consiste en una regién cilindrica de radio r;, =
0.1, en donde la densidad de masa en reposo inicial es de p;, = 10 y el momento
angular es de W, = 9.95, inmerso en un fluido en reposo con densidad p,; = 1. La

presion es constante en todo el dominio numérico p = 1 y el campo magnético es
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Figura 4.16: Prueba 6: Colision frontal MHD. Se muestra un instante de la
evolucion al tiempo t = 0,1.
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Figura 4.18: Prueba 8: Prueba genérica de Alfvén. En esta prueba se usan 3200
celdas en el dominio [—2, 2], manteniendo la resolucion de las pruebas anteriores.
En esta figura se muestran las variables del fluido magnetizado al tiempo t = 1.5,
comparando la solucion numérica y la solucion ezxacta.
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uniforme en la direccién x, B* = 1. El indice adiabético del fluido es I' = 5/3. Las
componentes de la velocidad dentro del cilindro se pueden calcular como v}, =
—W, y v, = W,z P. Mosta [2013]. Los resultados de la evolucién se muestran en
la Figura 4.19, en donde se puede apreciar la morfologia de algunas variables, la
cudl es consistente con las presentadas en L. Del Zanna [2002]; P. Mosta [2013]. Se
muestra también la violacion de la constriccion V-B = 0, que resulta ser del orden
de V-B ~ 10~ cuando se usan 1200 x 1200 en un dominio [—0.5,0.5] x[—0.5,0.5].
Se puede apreciar en todas las variables el arrastre del fluido provocado por la
rotacion inicial. En la Figura 4.20 adicionalmente se muestran los perfiles de las
variables a lo largo de los ejes x e y, usando tres resoluciones diferentes. Se puede

ver que los perfiles mejoran con la resolucién.

2D MHD Explosién cilindrica

La segunda prueba en 2D es la explosién cilindrica magnetizada. Se empieza
con una regién cilindrica de radio r;, = 0,08 en donde la densidad de masa en
1eposo pi, = 1072 y la presién es de p;, = 100. Fuera de esta region po,, = 1074
Y Pout = 3 x 107°. El campo magnético es uniforme a lo largo de la direccién
xy es B* = 0,1 y el indice adiabdtico es I' = 5/3. En esta prueba el fluido
estd en reposo inicialmente. Y se usa una funcién de suavizado en la densidad y
presién, como en P. Mosta [2013]. En la Figura 4.21 se muestra el resultado de
la evolucién en el plano z-y. La morfologia obtenida reproduce la de los autores
L. Del Zanna [2002]; P. Mosta [2013]. En este caso la violacién de la constriccién
es del orden de V-B ~ 10713, Se observa en la morfologia de las variables, que el
gas se expande radialmente. Se muestra en la Figura 4.22, de la misma manera
que en el caso anterior, una proyeccién de las variables en los ejes usando tres

resoluciones. Observese que los perfiles mejoran con la resolucion.

2D MHD Inestabilidad de Kelvin-Hemlholtz

La tercera prueba es la inestabilidad de Kelvin-Helmholtz magnetizada. En esta
prueba la configuracién inicial consiste en dividir al dominio numérico en tres
regiones. En dos de ellas el fluido se mueve hacia la izquierda y en medio de ellas

una regién en el que el fluido se mueve a la derecha con la misma velocidad. La
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Figura 4.19: 2D Rotor magnético. Se muestran la viariables del fluido en el plano
x-y al tiempo t = 0.4. En la primera columna, se muestran de arriba hacia abajo,
la densidad de masa en reposo, la presion magnética y B*. En la sequnda columna
de arriba hacia abajo la presion del fluido, el factor de Lorentz y la divergencia
del campo magnético. En esta prueba se usaron 1200 x 1200 celdas en el dominio
[—0.5,0.5] x [—0.5,0.5], con CFL = 0.25.
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interaccién de estas regiones més una perturbacion producen las inestablidades de
Kelvin-Helmholtz. El dominio en donde se estudia esta prueba es de [—0.5,0.5] x
[—0.5,0.5] en el plano a-y, usando 512 x 512 celdas numéricas. El fluido se mueve
a la derecha con densidad de masa en reposo inicial p = 1 y velocidad v* = 0.5
en la regién |y| < 0.25. Afuera de esta region el fluido se mueve a la izquierda con
densidad de masa en reposo p = 2 y v¥ = —0.5. La presién inicial del fluido es
uniforme y el indice adiabético es I' = 1,4. El campo magnético es uniforme en
la direccién x, B, al tiempo ¢ = 5. Las componentes de la velocidad, incluyendo

la perturbacion quedan escritas de la siguiente forma

v = v§ (14 0.01cos(2myl) sin(27zl)), (4.1)
v/ = 0§0.01 cos(2myl) sin(2mxl), (4.2)

donde [ es el nimero de nodos de la perturbacién y vy es el valor inicial de la
velocidad.

En la Figura 4.23, se muestran las variables del fluido magnetizado: en la primera
columna se tiene la densidad de masa en reposo (arriba), la presién (en medio) y
B (abajo), en la segunda columna la presién magnética (arriba), el factor de Lo-
rentz (en medio) y finalmente la divergencia del campo magnético (abajo). Esta
figura corresponde al tiempo t = 5 de la evolucién. Se puede apreciar en la figura

que la violacién de la constriccién es del orden de 107,

En este capitulo se han presentado todas las pruebas numéricas que el codigo
de RMHD ideal ha pasado. Las pruebas 1D se realizaron en cada una de las
direcciones espaciales x, y vy z, y se compararon con la solucién exacta, obteniendo
errores del mismo oreden que los obtenidos en otros cédigos. La pruebas 2D se
hicieron solo en un plano, en estas pruebas el error se mide con la constriccion del
campo magnético, los resultados de los errores fueron del orden de ~ 107! como
se esperaba, y en algunos casos del orden del error de maquina, lo cual indica
que el cédigo funciona adecuadamente y es capaz de resolver problemas fisicos al

igual que los cédigos comerciales existentes.
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Figura 4.20: En esta figura se muestra un corte de las variables del fluido mag-
netizado a lo largo de los ejes x yy al tiempo t = 0.4. A la izquierda se muestran
las variables a lo largo del eje x, a la derecha a lo largo del eje y. Se presentan

tres resoluciones: 400 x 400, 800 x 800 y 1200 x 1200 celdas respectivamente, en
un dominio [—0.5,0.5] x [—0.5,0.5].
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Figura 4.21: 2D explosion cilindrica. En la primera columna, de arriba hacia
abajo, se muestran la densidad de masa en reposo, la presion magnética y B*.
En la sequnda columna, la presion del fluido, el factor de Lorentz y la divergencia

del campo magnético al tiempo t = 4. Se usan 1200 x 1200 celdas en un dominio
[—6,6] x [-6,6] y CFL = 0.25.
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Figura 4.22: En esta figura se muestra una proyeccion de las variables a lo largo de
los ejes x yy al tiempo t = 4. Se muestran tres resoluciones, 400 x 400, 800 x 800

y 1200 x 1200 celdas numéricas, respectivamente. Se usa un dominio numérico
de [—6,6] x [—6,6].
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Figura 4.23: Inestabilidad de Kelvin Helmholtz MHD. Se muestran las variables
del fluido magnetizado a un tiempo t = 4. A la izquierda, de arriba hacia abajo, se
muestra la densidad de masa en reposo, la presion magnética y B*. A la derecha,

la presion del fluido, el factor de Lorentz y la divergencia del campo magnético.
Este caso corresponde a l = 3.
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Capitulo 5
Jets relativistas

Un jet relativista o un chorro relativista, es una emanacion de materia y radiacion
que se mueve a velocidades cercanas a la de la luz. En general los jets se mueven
en una region colimada. Los jets relativistas son asociados a Nucleos Galacticos
Activos (6 Active Galactic Nuclei AGN’s) G. C. Duncan [1994]; J. M. Marti [1994];
Mignone and Bodo [2006]; T. Leismann [2005], asi{ como también a formacién de
discos alrededor de objetos compactos como estrellas de neutrones y hoyos negros
Fragile [2008]; Hawley [2006]; J. C. McKinney [2013]. En este trabajo se estudia
solo el primer caso, usando la aproximacién de jets en la region lejana a la fuente
como usualmente se ha estudiado por la mayoria de los autores, es decir, se estudia
la interaccién de jets con el medio interestelar. En este capitulo, se presenta
un estudio de pardmetros que describen la dinamica y morfologia de los jets
relativistas, asi como los efectos que inducen la presencia de campos magnéticos
sobre estos. En particular se estudian los efectos de campos magnéticos poloidales

v toroidales en la dindmica y morfologia de los jets relativistas.

Antecedentes

Los jets relativistas de los AGN’s fueron propuestos a inicios de los anos 70
R. D. Blandford [1974], Scheuer [1974], y observados més tarde por rayox = usan-
do el VLA (Very Large Array). Algunas son provenientes de fuentes débiles y

otras provenientes de fuentes intensas B. L. Fanaroff [1974]. Las que provienen de

97



fuentes debiles se distinguen morfolégicamente por ser mas suave con estructura
lobular y continuo, también tiene dos jets opuestos. Por otro lado, los jets que
provienen de fuentes intensas, tienen un solo jet, y zonas ma$ calientes, ademas
de moverse en una regiéon delgada y larga, extendiéndose a distancias que van
desde 0.1 hasta 1 kiloparsecs, y alcanzando factores de Lorentz de ~ 10.

Las simulaciones numéricas para estudiar los jets comenzaron a desarrollarse por
M. L. Norman [1982] usando hidrodinamica, verificando el modelo de jets de
R. D. Blandford [1974]. Simulaciones MHD han mostrado la importancia de la
presencia de campos toroidales en la colimacién del jet D.A Clarke [1989],K. R Lind
[1989], D. Kossl [1990]. También se han estudiado las propiedades del capullo en
jets supersénicos C. Loken [1992]; M. C. Begelman [1989].

Por otro lado en el ambito relativista, los primeros estudios numéricos sobre jets
fueron realizados por F. Eulderink [1994]; G. C. Duncan [1994]; J. M. Marti [1994];
van Putten [1993]; 7. En estos trabajos, los factores de Lorentz utilizados son del
orden de ~ 3, en simetria ecuatorial y axial, aunque los dominios y tiempos de
evolucion eran muy pequenios. Posteriormente se hicieron simulaciones mas largas
por G. C. Duncan [1994], y factores de Lorentz del orden de ~ 22 por 7.
Recientemente se han hecho estudios mas detallados de la morfologia de los jets
J. Ma. Marti [1997] y T. Leismann [2005]. En el primer trabajo se realizé un
estudio de la morfologia y dindmica de jets relativistas, considerando una amplia
gama de parametros usando sélo hidrodindmica. En el trabajo de T. Leismann
[2005] por otro lado, se hace un estudio de jets relativistas magnetizados, usando

configuraciones poloidales y toroidales del campo magnético.

Caracteristicas de los Jets

Las caracteristicas morfologicas de un jet se componen de las siguientes regiones

sugieridas por R.J. LeVeque [1998] y T.Leismann [2004] son :

» Cavidad o cascarén, es toda la region dentro del frente de choque (bow
shock).

e Jet o haz de materia, que va desde la zona de inyeccién de materia

hasta la zona de interaccién con el medio.
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e Capullo, formado por una mezcla de flujos en reversa de material del

jet desviados por el choque de la cabeza del jet y material del medio.

e (Cascardn, es la parte externa de la cavidad que consiste en una region

de alta densidad. Esta se mueve penetrando el gas del ambiente.
= Choques internos, estos se desarrollan adentro del haz del jet.

= Manchas o puntos calientes, son regiones de alta presién causadas por el

impacto del gas, generalmente aparacen detrds de la cabeza del jet.

En la Figura 5.1 se muestran de manera esquematica las regiones que componen
el jet. Este modelo fue propuesto por R.J. LeVeque [1998]. Esta es la morfologia

que se espera obtener en las simulaciones numéricas.

Jet Capullo Cascaron

|
l

Ambiente

Choqlues Manchas Discontinuidad
internos  calientes de contacto

Figura 5.1: Regiones que componen la morfologia del jet.
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Algunos parametros

Regresando a la parte numérica, antes de describir la configuracién inicial de un
jet, es conveniente introducir algunos paramétros utiles para la descripcién de los
jets. El primero es el pardmetro de magnetizacion Bpqq, que es la razén entre la

presion magnética y la presion del fluido

Pma
ﬁmag = D g, (51)

Cuando S,y = 1, se tiene que la densidad de energia magnética es igual a la
densidad de energfa térmica, y en ausencia de campos magnéticos 3., = 0.
El segundo parametro es la razén entre la densidad de energia magnética y la
densidad de masa en reposo
o= b—z (5.2)
P
En términos de estos parametros se pueden reescribir la energia total h* y la

velocidad de Alfvén C? como

h*=h+o, (5.3)
9 o

= —. 5.4
“ h4o (5.4)

De este modo, se puede identificar facilmente cuando la energia magnética domi-
na. De esta manera, (3,44 v 0, son pardmetros ttiles para medir la magnetizacion
del fluido.

Usando los siguientes pardmetros también se puede determinar si un fluido
magnetizado es relativista, a) si la velocidad del fluido es cercana a ¢, b) si el
fluido es muy caliente (p >> p) de tal manera que la velocidad del sonido se
vuelve relativista; ¢), cuando b® >> p de tal manera que la velocidad de Alfvén

es muy grande, cercana a c.
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Configuracion inicial de los Jets

La configuracién inicial de un jet consiste en la inyecciéon de un chorro de fluido
moviéndose a través de un gas en reposo. El jet se inyecta a través de una boqui-
lla (nozzle) de radio r, que usualmente se escoge como 1, = 1. La razén entre la
densidad del jet entrante y el gas del medio se define como n = p,/pp,. La razén
entre la presion del gas que forma el jet y el medio es K = py/p.,, en general se
usa K = 1. Es importante saber también el niimero Mach del fluido entrante que
se define como (para fluidos Newtonianos) M,, cuya generalizacién en relatividad
se define como M, = MW,/ m, y velocidad de haz vy, de tal manera
que la velocidad del sonido del haz se puede calcular como C? = v,/M . En las

Tablas 5.1 y 5.2 se muestran la gama de parametros que se estudia en este trabajo.

En la Figura 5.2, se muestra el dominio usado para estudiar jets axisimétricos,
asi como la zona de inyecccién del jet en rojo (obscuro) y las condiciones de

frontera que se implementan en los limites del dominio numeérico.

Flujo saliente

Gas del medio
Pm.Cs, , M,

_‘
= Flujo saliente

Pb.Csp, , My, Condiciones de frontera reflejantes

2juailjes oln|4

e

z

Figura 5.2: Dominio numérico y configuracion inicial. FEste diagrama muestra
como se injecta el fluido al tiempo inicial y las condiciones de frontera en cada
pared.

Campos magnéticos

Cuando se hace un estudio numérico de jets relativistas con un campo magnéti-

co toroidal, se introduce un parametro adicional, el radio de magnetizacion r,. El
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campo magnético toroidal inicial B? = bﬁhi en la boquilla de inyeccién esta dado

por

boTL > T,
by =14 b= >, (5.5)
0 r > T

donde by se puede obtener del promedio del factor de magnetizacién entre la

interfase de la boquilla de inyeccién y el medio

B2, (1/4 = In(rn))

Bma =
! Py

(5.6)
Por otro lado, cuando el campo magnético es poloidal, se escoge el campo

magnético B* constante en todo el dominio numérico,

i 28
s o

En la Tabla 5.2, se puede ver la gama de parametros estudiados en este trabajo.

Clasificacion

J. Ma. Marti [1997], en su estudio sobre jets en hidrodindmica relativista, clasifica
a los jets como:

Jets Calientes, modelos H*, se caracterizan por tener efectos relativistas debido
a energias altas, comparables con los efectos de la velocidad de flujo cercanas a
la velocidad de la luz.

Jets supersénicos, modelos SS*. Estas configuraciones se caracterizan por tener
un numero de Mach grande. En este trabajo se estudian algunas configuraciones

SS* que se enlistan en la Tabla 5.1.
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| Modelo [T [pu| n | v | My | Zoas |

Modelo H1 | 4/3| 1 |0.01]| 099 | 1.72| 50
Modelo H2 | 4/3 | 1 |0.01 [0.999 | 1.74 | 50
Modelo H3 | 4/3 | 1 | 0.1 | 0.99 | 1.72 | 25
Modelo H4 | 4/3 | 1 1 099 | 1.72 | 25
Modelo SS1 | 4/3 | 1 [0.01| 0.99 | 6.0 50
Modelo SS2 | 4/3 | 1 |0.01|0.999 | 6.0 | 50
Modelo SS3 | 4/3| 1 | 0.1 | 09 | 6.0 | 25
Modelo SS4 | 4/3| 1 | 0.1 | 0.99 | 6.0 25
Modelo A1 | 5/3| 1 [0.01| 09 | 6.0 50
Modelo A2 | 5/3| 1 [ 0.01] 099 | 6.0 | 50
Modelo A3 | 5/3 | 1 |0.01]0.999 | 6.0 50
Modelo A4 | 5/3| 1 | 0.1 | 09 | 6.0 | 25
Modelo A5 | 5/3| 1 | 0.1 | 0.99 | 6.0 25

Cuadro 5.1: Tabla de pardmetros. En esta tabla se muestran las configuraciones
al tiempo inicial de jets hidrodindmicos estudiadas en este trabajo.

5.1. Resultados numéricos: Morfologia de Jets

Los valores de py, 0, I', v, y M, de las configuraciones estudiadas en este trabajo
se pueden encontrar en la Tabla 5.1, el radio de la boquilla es r, = 1 en todos los
casos. Se usa el dominio mostrado en la Figura 5.2, con r x z = [0, 15] x [0, 50] en
algunos casos y r x z = [0, 15] x [0, 25] como se puede ver en la Tabla 5.2. Como
se ha mencionado antes, los datos iniciales consisten en enviar un haz de materia
moviéndose en un medio en reposo. A continuacién se muestran los resultados

numéricos obtenidos después de la evolucién del fluido.

5.1.1. Jets Hidrodinamicos

En esta primera seccién se considera que el campo magnético es cero. Se presenta

la morfologia de jets puramente hidrodinamicos.

El primer caso es el modelo H1. En la Figura 5.3 se muestra el resultado de la
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Modelo [T [on] 7 ] 0% [M] B | Zome |
C2-0 5/3] 1 [001]099] 6 | 0 | 50
C2-1/20-tor 5/3] 1 |0.01[099] 6 |1/20] 50
C2-1/2-tor 5/3| 1 [001[099] 6 | 1/2 | 50
C2-1-tor 5/3| 1 [001[099] 6 | 1 | 50
C2-10/3-tor 5/3| 1 |0.01]099] 6 |10/3] 50
C2-1-pol 5/3] 1 |0.01]099] 6 | 1 | 50
SS1-0 4371 [001]099][60] 0 | 50
SS1-1/20-tor | 4/3| 1 | 0.01 099 6.0 | 1/20| 50
SS1-1/2-tor 47371 [001]099]60] 1/2 | 50
SS1-1-tor 4371 [001[099]60] 1 | 50
SS1-10/3-tor | 4/3 | 1 |0.01 |0.99] 6.0 10/3| 50
SS1-1-pol 4371 [001[099]60[ 1 | 50
Cl1-0 5/3] 1 [001]09[60] 0 | 50
Cl—1-tor 5/3| 1 [001]09 (60 1 | 50
C1-10/3 —tor |5/3| 1 |0.01| 0.9 | 6.0 10/3| 50
Cl—1-pol 53 1 010960 1 | 50

Cuadro 5.2: Tabla de parametros. En esta tabla se muestran las diferentes con-
figuraciones de un jet magnetohidrodindmico al tiempo inicial estudiados en esta
tesis.

evolucién de un jet con velocidad inicial v, = 0,99, nimero de Mach M, = 1,72.
Al tiempo t = 121,09 se puede ver en la morfologia la presencia del frente de
choque en forma de cascardn, el capullo formado de la interaccién del jet y el
medio, los choques internos dentro del haz y la discontinuidad de contacto. Se
puede apreciar también que el factor de Lorentz alcanza valores de W ~ 20.

En la Figura 5.4, se muestra el modelos H2 (ver Tabla 5.1) que consiste en un
jet inyectado con una velocidad v, = 0,999, ntimero de Mach M, = 1,74. En esta
figura se muestra la morfologia al tiempo t = 101,56. Este caso se distingue del
anterior por la ausencia de capullo y el que factor de Lorentz alcanza valores de
W ~ 30.

El tercer caso H3 se muestra en la Figura 5.5. Se puede ver que existen dos cho-

ques de arco, un capullo mas delgado que el del caso HI y factores de Lorentz del
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orden de W ~ 20. La morfologia mostrada corresponde al tiempo t = 116,21.
Este primer conjunto corresponde a jets calientes, segiin la clasificacion de J. M. Marti
[1994].

En el siguiente conjunto, se tiene el modelo SSI de la Tabla 5.1. Este caso co-
rresponde a un jet con velocidad v, = 0,99 pero con ntimero de Mach M, = 6.
En la Figura 5.6 se muestra el resultado de la evolucién después de un tiempo
t = 151,17. Se puede apreciar que el cascarén es mas delgado en comparacién
de los casos Hx, el capullo es méas delgado en la punta del jet y los factores de
Lorentz son del orden W ~ 8.

En Figura 5.7, se muestra la morfologia del jet correspondiente al modelo SS2 al
tiempo t = 114,25. En este modelo el capullo es muy delgado asi como el cas-
carén. El factor de Lorentz alcanza valores de orden W ~ 25.

La evolucion del modelo SS3 se muestra en la Figura 5.8. Este modelo corres-
ponde a un jet con velocidad v, = 0,9, nimero de Mach M, = 6 y n = 0,1.
Al tiempo t = 227,34 la morfologia del jet muestra un capullo més extendido,
choques internos mas pronunciados alcanzando factores de Lorentz no tan altos
del orden de W ~ 2.4.

Finalmente en la Figura 5.9 se muestra la morfologia del modelo Al al tiempo
t = 114,5. En la Figura 5.10 se muestra el modelo A2 al tiempo ¢t = 114,5. Y en la
Figura 5.11 se muestra el modelo A3 al tiempo ¢ =. En estos modelos se tiene que
los capullos son mas extendidos o gruesos comparados con los casos anteriores y

los choques internos son mas notorios.

En este capitulo se han estudiando diferentes configuraciones de jets relativistas,
obteniedo jets con morfologias similares a las obtenidas en estudios anteriores por
G. C. Duncan [1994]; J. M. Marti [1994]; Mignone and Bodo [2006]; T. Leismann
[2005]. Entre los jets estudiados se encuentran algunos que alcanzan factores de
Lorentz del orden de 30. En todos lo casos estudiados, se inyecta el jet inicial-
mente con numero de Mach igual a 6. La estructura del jet es consistente con las

caracteristicas tedricas esperadas.
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Figura 5.3: Modelo HI. En esta figura se muestran de izquierda a derecha, el
logaritmo de la densidad de masa en reposo logio(p), el logaritmo de la presion
logio(p) y el factor de Lorentz W al tiempo t = 121,09.

106



L
4 08460402 0 02040608 1 12

2T\

Figura 5.4: Modelo H2. Se muestra la densidad de masa en reposo logio(p), el
logaritmo de la presion logio(p) y el factor de Lorentz W al tiempo t = 101,56.
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Figura 5.5: Modelo H3. Se muestra la densidad de masa en reposo logio(p), el
logaritmo de la presion logio(p) y el factor de Lorentz W al tiempo t = 116,21.

108



6454353252451 050

Figura 5.6: Modelo SS1. Se muestra la densidad de masa en reposo logio(p), el
logaritmo de la presion logio(p) y el factor de Lorentz W al tiempo t = 151,17.
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Figura 5.7: Modelo SS2. Se muestra la densidad de masa en reposo logio(p), el
logaritmo de la presion logio(p) y el factor de Lorentz W al tiempo t = 114,25.
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Figura 5.8: Modelo SS3. Se muestra la densidad de masa en reposo logio(p), el
logaritmo de la presion logio(p) y el factor de Lorentz W al tiempo t = 227,34.
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Figura 5.9: Modelo A1. Se muestra la densidad de masa en reposo logio(p), el
logaritmo de la presion logio(p) y el factor de Lorentz W al tiempo t = 585,937.
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Figura 5.10: Modelo A2. Se muestra la densidad de masa en reposo logio(p), el
logaritmo de la presion logio(p) y el factor de Lorentz W al tiempo t = 383,25.
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Figura 5.11: Modelo A3. Se muestra la densidad de masa en reposo logio(p), el
logaritmo de la presion logio(p) y el factor de Lorentz W al tiempo t = 241,21.
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Capitulo 6

Conclusiones

Se construyo el codigo CAFE, un cédigo nuevo de magnetohidrodindmica en
relatividad especial, que usa el esquema de HRSC para el tratamiento de dis-
continuidades y el método Mol. para resolver las ecuaciones de evolucion. Dichas
ecuaciones describen al sistema constituido por un espacio-tiempo plano y las
ecuaciones de Euler-Maxwell. El cdigo estd escrito en el lenguaje fortran en tres

dimensiones cartesianas.

CAFF supera todas las pruebas con éxito, al igual que todos los cédigos exis-
tentes. Entre las pruebas se encuentran, el problema de Riemann en 1D con
diferentes configuraciones, el problema de Riemann en 2D, problemas en 2D que
incluyen fluidos con rotacién e inestabilidades. También problemas con mayor
complejidad como los jets relativistas que ademas de desarrollar discontinuidades,
las velocidades del fluido son supersénicas y contienen componentes tranversales
desarrollando choques fuertes e inestabilidades. La constriccion de no monopo-

los magnéticos se mantiene con errores del orden de 1071* a 107!, como se espera.

Este cédigo puede emplearse como herramienta para el estudio de problemas de
interés en astrofisica. Nos proponemos continuar de inmediato, con la generali-
zacion del cédigo, para que nos permita estudiar la RMHD en espacio-tiempos

curvos.
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