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Resumen

En éste trabajo de tesis calculamos el vértice de interaccion quark-gluén, en
teoria de perturbaciones a un lazo, en el limite asintético k? >> p? >> m? de
momentos externos k y p del quark y masa desnuda m del quark. Este vértice
consiste de dos diagramas de Feynman de naturaleza Abeliana y no Abeliana. Am-
bos diagramos son calculados. Invocando las identidades de Ward-Slavnov-Taylor
y restando el vértice longitudinal tipo Ball-Chiu, calculamos la parte transversa del
vértice, la cual nos da pistas de cémo construir un ansatz confiable y fisicamente
coherente para su contraparte no perturbativa. La construccién de este ansatz no
perturbativo tiene efectos medibles en fisica hadrénica, los cuales son observados en
varios laboratorios.

Palabras clave: Cromodinamica Cuantica, Vértice quark-gluén, Teoria de
Perturbaciones, Ecuaciones de Schwinger-Dyson, Fisica hadrénica.

Abstract

In this thesis we calculate the quark-gluon interaction vertex in perturbation
theory to one loop in the asymptotic limit k%2 >> p? >> m? of external quark mo-
menta k and p and the bare quark mass m. This vertex consists of two Feynman
diagrams of Abelian and non Abelian nature. We calculate both these diagrams.
Invoking the Slavnov- Taylor identity and subtracting out the longitudinal Ball-
Chiu type vertex, we compute the transverse vertex which can help to construct a
physically meaningful and reliable ansatz for its non perturbative counterpart. Con-
struction of this non perturbative ansatz has measurable effects in hadron physics,
which are being observed in different laboratories worldwide.

Keywords: Quantum Chromodynamics, Quark-Gluon Vertex, Perturbation
Theory, Schwinger-Dyson Equations, Hadron Physics.






Introduccion

La masa es una de las propiedades mas intrigantes en la fisica, y su origen no sélo es
misterioso a nivel de las particulas fundamentales, sino también a nivel de particulas
no fundamentales como los hadrones (formados por quarks). Por ejemplo, un protén
estd constituido por 3 quarks, los cuales tienen una masa de aproximadamente 3Mel
cada uno debido al rompimiento espontaneo de la simetria de norma por el campo
de Higgs; uno esperaria entonces que la masa del proton fuese alrededor de 10M eV,
sin embargo la masa de éste es de aproximadamente 1GeV, es decir, mas de 100
veces el valor que se esperaria. Este fenémeno no es exclusivo de los protones, sino
de todos los hadrones (Con excepcién de los mesones de Goldstone, los cuales tienen
masas significativamente pequenas); uno se pregunta entonces ;De dénde proviene
esa masa extra?

Son las interacciones fuertes entre los quarks las responsables de la generacion
de la masa extra en los hadrones mediante un proceso llamado generacion dinamica
de masas, y es el resultado de una ruptura en la simetria quiral del sistema. Sin
embargo, la interaccion fuerte entre quarks se da a través del intercambio de gluones,
por ello, es imperativo estudiar las interacciones entre quarks y gluones en el marco
de la cromodindmica cudntica (QCD) para entender la generacién de masas en los
hadrones. En el régimen de bajas energias, conocido también como el limite infrar-
rojo, las interacciones entre quarks son tan fuertes que los mantienen confinados en
lo que conocemos como hadrones. Es por esto que estudiar el comportamiento in-
frarrojo del vértice (interaccién) quark-gluén es la clave para entender la generacién
dindmica de masas y el confinamiento.

La dindmica en una teoria cudntica de campos (QFT), tal como la QCD, esta
completamente determinada por las ecuaciones de Schwinger-Dyson (SDE) [1], [2],
las cuales son un conjunto de ecuaciones integrales infinitas en niimero y acopladas
entre si, que relacionan funciones de Green de n-puntos con funciones de Green de
(n+1)-puntos. Estudiar el vértice de interacciéon quark-gluén en el régimen no per-
turbativo (o régimen de interacciones fuertes, en el cual los quarks se encuentran
confinados en los hadrones) a través de las SDE resulta particularmente muy compli-
cado ya que es practicamente imposible encontrar una solucién a dichas ecuaciones



en este régimen puesto que debemos determinar 12 funciones (las amplitudes de
espin). Resulta conveniente estudiar la SDE correspondiente al vértice quark-gluén
en el régimen perturbativo, pues en este régimen dicha ecuacion se puede truncar
de manera sistematica en las potencias del acoplamiento a. El comportamiento
asintotico del vértice quark-gluén nos da pistas de cémo construir un ansatz para su
contraparte no perturbativa que se reduzca a su limite perturbativo en el régimen
de acoplamiento débil. Proponer este ansatz es una de las practicas comunes por el
hecho de que fendmenos como el confinamiento y la generacion dinamica de masas
toman lugar unicamente en el régimen no perturbativo.

El primer paso en la bisqueda de un ansatz para el vértice en QCD sera en el
estudio de la interaccion electrén-fotén en el marco de la electrodinamica cudntica
(QED), puesto que esta es la més simple de las teorias de norma, y sirve como un
modelo de juguete para el estudio de teorias de norma mas complicadas, como lo es
la QCD; la estructura del vértice en QED nos da las primeras pistas de la estructura
del vértice quark-gluén.

En busqueda de un marco que simplifique las SDE en QED, se exige al sistema
una invarianza de norma, la cual tiene como consecuencia las identidades de Ward-
Takahashi (WTI) [3], [4], [5], las cuales relacionan las funciones de Green unas con
otras, imponiendo restricciones sobre el sistema. Una forma general tensorial para el
vértice consistente con las identidades de Ward y libre de singularidades cinematicas
fue construida por Ball y Chiu [6], quienes encontraron una expresién para la parte
longitudinal del vértice y propusieron una base tensorial de 8 componentes inde-
pendientes para la construccion de la parte transversa del vértice en la norma de
Feynman. La modificacién de esta base tensorial para cualquier norma covariante
fue propuesta por Kisilerzii, Reenders y Pennington [16].

El vértice en QCD es muy parecido al vértice en QED a nivel arbol, sin em-
bargo, existen ciertas sutilezas: El vértice quark-gluon difiere del vértice electrén-
foton incluso a un lazo, debido a la contribucién de un diagrama de Feynman no
Abelino adicional, el cual involucra la interacciéon entre 3 gluones, ademdas de in-
troducir una estructura de color adicional. El vértice quark-gluén se ha estudiado
en detalle a un lazo para las “piernas” off-shell en norma covariante y dimensiones
arbitrarias por Davydychev, Oslands y Saks [7]. Sin embargo, las expresiones re-
sultantes tienen alto grado de complexidad y sus implicaciones no perturbativas no
son faciles de descifrar. Por lo tanto, nosotros seguiremos el camino sugerido por
Curtis y Pennington [8], [9], y calcularemos el vértice quark-gluén a un lazo en el
limite asintotico de momentos externos. Este limite es importante porque resulta
sencillo construir asi un ansatz no perturbativo que cumpla con los requisitos de
la renormalizabilidad multiplicativa del propagador fermiénico. Tomar este limite
desde el trabajo de Davydychev es mas dificil que realizar el cadlculo nuevamente.



En el capitulo 1 estudiaremos QED empezando con su lagrangiano y derivando
las SDE que la determinan por completo. En el capitulo 2 revisaremos algunos de
los estudios sobre el vértice electron-foton, relevantes para esta tesis. En el capitulo
3 estudiaremos el lagrangiano de QCD y la expresion perturbativa del vértice quark-
gluén. En el capitulo 4 presentaremos los calculos y resultados para el vértice quark-
gluén. Finalmente, en el capitulo 5 discutiremos nuestros resultados y presentaremos
las conclusiones.
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Capitulo 1

Lagrangiano de QED

La electrodindmica cudntica (QED) es la teoria cudntica de campos (también lla-
mada teorfa de norma) que describe las interacciones entre los fotones y las particulas
con carga eléctrica. Esta teoria estd determinada por un conjunto de ecuaciones
muy simples (las ecuaciones de Maxwell y la ecuacién de Dirac) cuya forma es es-
encialmente determinada por la invarianza relativista y la simetria de norma. Las
detalladas predicciones de fenémenos electromagnéticos de QED son validas desde
escalas macroscopicas hasta escalas cientos de veces mas pequenas que un proton.
Esta teoria es hasta hoy en dia la mas precisa de todas por sus predicciones, tales
como el corrimiento de la constante de estructura fina electromagnética, el momento
magnético del electrén o el efecto Lamb (lamb shift), que han llegado a coincidir con
mucha precision con los experimentos. En este capitulo estudiaremos el lagrangiano
de QED y algunos conceptos fundamentales que se derivan de él, y que seran de
gran relevancia en esta tesis.

1.1 Lagrangiano de QED

Una de las primeras ecuaciones que describié con éxito el comportamiento de sis-
temas dindmicos a escalas muy pequenas (atémicas o subatémicas) fue la ecuacién
de Schrodinger, pero esta presentaba un problema: No era invariante ante trans-
formaciones de Lorentz. La version relativista de la ecuacion de Schrodinger fue la
ecuacion de Klein-Gordon, la cual prometia describir electrones relativistas, sin em-
bargo presentaba ciertos problemas: Es una ecuacién diferencial de segundo orden
en el tiempo, lo cual generaba aparentes inconsistencias en la densidad de probabili-
dad (la cual fue reinterpretada como la densidad de carga anos después); el segundo
problema era que predecia energias negativas (las cuales fueron interpretadas como
la manifestacién de las antiparticulas, tiempo después), lo que implicaba sistemas

11



12 CAPITULO 1. LAGRANGIANO DE QED

no acotados inferiormente desde el punto de vista energético y por consecuencia eran
inestables. Adicionalmente la ecuacion de Klein-Gordon describe bosones de espin
cero, y no electrones (fermiones) de espin 1/2.

El problema fue resuelto por Dirac, quien encontré una ecuacién diferencial
de primer orden en el tiempo que es invariante de Lorentz y que adicionalmente
describe particulas de espin 1/2. La ecuacién de Dirac es

(170, —m) ¢ (z) =0, (L.1)
donde

I ©) ; (©) o
0_ 2%2 2x2 i 2x2 -
T ( Doz —loxo ) ’ T ( —0' Oy ) ’ 1=125
donde Iryo v @s49 son la matriz unidad y la matriz cero de dimensién 2 x 2, respec-

tivamente, y o' son las matrices de Pauli. Estas matrices satisfacen el dlgebra de

Clifford:
{77} =2¢"".

Aunque la ecuacién (1.1) contiene la informacién acerca de la dindmica del
sistema (cuando no hay interacciones electromagnéticas), resulta mas conveniente
trabajar con el lagrangiano y la accion de dicho sistema, pues podemos obtener las
ecuaciones dindmicas a partir de estos utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange.
Es facil ver que el lagrangiano que genera la ecuacién de Dirac es simplemente:

»CDirac = ¢ (I) (Z'/V'ua# - m) @/} (ZL’) . (12>

En las siguiente seccién, estudiaremos el Lagrangiano de Dirac y su comportamiento
bajo transformaciones de norma U(1).

1.1.1 Transformaciones de norma

Una de las ideas mas profundas de la fisica tedrica es que las interacciones estan dic-
tadas por principios de simetria. Uno de los ejemplos mas famosos de lo poderoso
que es esta idea es la relatividad general de Einstein, la cual fue construida con-
siderando invarianza ante transformaciones de coordenadas generales (junto con el
principio de equivalencia). La conexién entre simetrias y leyes de conservacién de
sistemas fisicos es més clara en el marco de la teoria lagrangiana.

La dinamica de un sistema puede ser obtenida de su lagrangiano y de su cor-
respondiente accién via las ecuaciones de Euler-Lagrange. A partir de las simetrias
del lagrangiano del sistema podemos obtener las leyes de conservacién (o corrientes
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conservadas), via el teorema de Noether!. La conservacién del momento, la energfa,
el momento angular, entre otras cantidades fisicas, se manifiesta en la invariancia
del lagrangiano bajo desplazamientos en el espacio, desplazamientos en el tiempo,
rotaciones, etc.

Las interacciones entre particulas estan dictadas por las llamadas simetrias de
norma (gauge transformations). Las transformaciones de norma pueden ser globales
o locales. En el caso del grupo U(1), la transformacién de norma global es

v (z) = U(a)y (z), donde Ul(a)=e™; (1.3)

donde « en una constante. El lagrangiano (1.2) es invariante ante la transformacién
anterior. En su forma infinitesimal, esta transformacién es

U@)=1+ia =  ¢(@) = (1+ia)e (@) ;

la invariancia del lagrangiano requiere

(9£ _0L - oL
=0L = o (0 o— + 90 (0 =
oL . (9/5 .
= % (1)) + 300 @.0) (i0d, 1)) +

= olg 0 (o)l v+ (am0)

El término en los paréntesis cuadrados desaparece en virtud de las ecuaciones de
Euler-Lagrange para 1), entonces la expresién anterior se reduce a la forma de una
ecuacién de corriente conservada (ecuacién de continuidad):

ot =0,

donde

e oc _oc ) -
=g (a(éw)w wa(aﬁ)) =TT,

usando el lagrangiano (1.2). El factor de proporcionalidad ie/2 se escoge de tal
manera que j* exprese la densidad de carga electromagnética de un electréon con
carga —e. Integrando a la ecuaciéon de continuidad sobre todo el espacio, es evidente

que
Q= /dejO

En el caso de simetrias continuas.
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es una cantidad conservada. De hecho () es justamente la carga eléctrica, la cual es
una cantidad conservada.

La familia de transformaciones de fase U (o) = €'®, donde « es un ntimero
real, forma un grupo Abeliano? unitario conocido como el grupo U(1).

1.1.2 Invariancia de norma local

No existe ningin argumento convincente del por qué una invariancia de norma global
se debe satisfacer también localmente, sin embargo esta premisa ha demostrado ser
fundamental en la descripcién de la interacciones entre particulas fundamentales.
La generalizacion de la transformacion (1.3) a una transforacion de norma local es

v (x) = U(a)y (x) donde U (a) = @) | (1.4)

siendo «(z) es una funcién arbitraria que depende de la posicién en el espacio-
tiempo. Sin embargo, es facil ver que el lagrangiano (1.2) no es invariante bajo dicha
transformacién debido al término que contiene la derivada. Para imponer invarianza
en este lagrangiano, debemos reemplazar a la derivada 0, en el lagrangiano de
Dirac por una “derivada modificada” D, que se transforme covariantemente ante
transformaciones de norma locales, es decir, que se transforme como :

Dyt () = €D, ()

Esta nueva derivada D,,, llamada derivada covariante, se define como

D,=0,—1ieA,,
donde se introdujo un campo vectorial A, el cual se debe transformar como

A, — A, + é@ua )
redefiniendo asi al lagrangiano como

L= Z'I/_WMDMU — mYh = Lpirac + Lint , (1.5)

donde

Ling = 6&’W¢Au = _j'uA,u-

2Un grupo es Abeliano si la multiplicacién de grupo es conmutativa

U(al)U(ag) = U(Ozz)U(Ozl) .
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El campo vectorial A, que nos vimos forzados a introducir para satisfacer la in-
viarianza de norma es llamado campo de norma (gauge field), y es de hecho el
campo del fotén. Sin embargo, para considerarlo realmente como el campo fisico
del fotén, debemos introducir su correspondiente término cinético en el lagrangiano
(1.5). Como demandamos invarianza ante la transformacién (1.4) e invarianza de
Lorentz, el término cinético debe ser justamente el tensor de Maxwell:

F., =0,A, —0,A,,
de esta manera, el lagrangiano completo toma la forma
L= £Dirac + ‘Cint + »CMaxwell ) (16>

donde

1
EMaxwell = _ZLF”VFMU .

Para que la teoria electromagnética descrita por el lagrangiano (1.6) defina
una teoria cuantica de campos, necesitamos cuantizar el campo electromagnético;
para ello exigimos que el campo A, cumpla ciertas relaciones de conmutacién con
su correspondiente momento canénico conjugado (llamado 7#), de manera andloga
a las relaciones de conmutacién entre posicién y momento en mecanica cuantica
clasica. Sin embargo, la imposicion de dichas relaciones de conmutacién da lugar
a inconsistencias con las restricciones del sistema; uno debe introducir entonces un
término “a mano” en el lagrangiano (1.6), el cudl no afecte la dindmica del sistema,
pero haga consistentes las relaciones de conmutacién con las restricciones de dicho
sistema. Uno introduce entonces el término —(9"A,)%/2¢, el cudl es trivial si uno
impone la condicién de Lorentz 0*A, = 0 ®. El lagrangiano completo de QED se
escribe entonces:

1
EQED == ‘CDirac + ‘Cint + ‘CMaxwell - 2_6(8MAM)2
_ - 1 1
= Y (V"0 — m) Y + ey A, — ZFWFW — i(@“Aﬂf .
En normas covariantes ¢ es llamado pardmetro de norma, y puede tomar cualquier
valor real finito. Cuando £ = 1 decimos que estamos en la norma de Feynman, y
cuando £ = 0 decimos que estamos en la norma de Landau.

El lagrangiano (1.7) contiene toda la informacién acerca de la interaccién
electrén-fotén. Esta interaccién forma parte de fenémenos fisicos electromagnéticos
tales como los procesos de dispersion, decaimientos, etc. Una de las herramientas
que se emplean para entender dichas procesos son los diagramas de Feynman, y sus
correspondientes reglas de Feynman, las cuales revisaremos en la siguiente seccion.

3Uno podria emplear la condicién de Coulomb, sin embargo, esta condicién no satisface invari-
anza de Lorentz, la cual demandamos al sistema.
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1.2 Reglas de Feynman

En mecéanica cuantica un sistema fisico esta descrito por su correspondiente estado
cudntico, representado por la funcion de onda ; un proceso fisico, tal como la
dispersion o decaimiento, consiste de una transicion de un estado a otro. Pero en
mecanica cuantica no podemos determinar el resultado de un proceso a partir de sus
condiciones iniciales, de hecho lo tinico que podemos determinar es la amplitud de
probabilidad de que dicha transicién ocurra. El calculo tedrico de dichas amplitudes
de probabilidad requiere el uso de integrales muy complicadas; sin embargo, estas
integrales tienen una estructura regular, y en el régimen perturbativo pueden ser
representadas graficamente por los llamados diagramas de Feynman. Es necesario
aprender a "leer” estos diagramas para asi extraer de ellos informacién tal como la
amplitud de probabilidad de un cierto proceso, para ello necesitamos las llamadas
reglas de Feynman, las cuales se derivan del lagrangiano (1.7), y se enuncian a
continuacion:

e Factor de vértice

(@4
e Propagadores
Positrones q J+m
y ° - ° Sr(e) = 5——
Electrones o —m

Foones A AAANNMMIN N A () = [, + (6 — 12

La expansion perturbativa de los procesos fisicos en términos de los diagramas
de Feynman deja de tener sentido fisico si la constante de acoplamiento es alrededor
de 1. En este caso, empezamos con las ecuaciones de SDE no perturbativas, las
cuales discutiremos en la siguiente seccion.



1.3. ECUACIONES DE SCHWINGER-DYSON (SDE) 17
1.3 Ecuaciones de Schwinger-Dyson (SDE)

Las SDE son un conjunto de ecuaciones integrales acopladas las cuales definen por
completo a una teoria cudntica de campos; estas son el andlogo a las ecuaciones
de Euler-Lagrange. La derivacion de dichas ecuaciones es independiente de la con-
stante de acoplamiento entre los campos (derivacién no perturbativa), por ello, son
validas tanto para el régimen perturbativo como para el no perturbativo. Para fines
préacticos, en esta primera parte de la seccién nos limitaremos a derivar las SDE
para QED utilizando argumentos perturbativos.

En la seccion anterior vimos la representacién diagramatica para el propagador
del electrén y su correspondiente expresién matematica, sin embargo esta fue sélo
una aproximaciéon perturbativa; si queremos una descripcion mas precisa del propa-
gador de un electrén necesitamos considerar todas las posibles maneras en las que
dicha propagacién toma lugar, por lo que debemos tomar en cuenta correcciones al
propagador del electron de la seccién pasada, al cual llamamos propagador desnudo
y lo denotamos como S%(q), y al propagador que contiene las correcciones lo lla-
mamos propagador completo y lo denotamos como Sg(q), cuyas representaciones
diagramaticas se muestran en la figura 1.1:

Sr(g) -

Selyg) .

Figura 1.1: Propagador desnudo (S%(q)) y propagador completo (Sr(q)).

El punto en el propagador completo de la figura 1.1 indica que debemos
considerar todas las correcciones a la propagacién libre, lo cual se expresa dia-
gramaticamente en la figura 1.2.

De la figura 1.2 podemos notar que existen regularidades en las correcciones
al propagador desnudo, las cuales podemos clasificar de la siguiente manera:

e Correcciones al propagador fermidnico (de tipo arcoiris):

e R
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Figura 1.2: Correcciones al propagador del fermién.

o (Correcciones al propagador fotonico:

g oD =

o Correcciones al vértice:
A S T
AN s

e Recorrecciones:

ST =

Reescribimos entonces al propagador del electréon, de manera diagramatica, como

R i S




1.3. ECUACIONES DE SCHWINGER-DYSON (SDE) 19

Expandiendo las recorrecciones, obtenemos

lo cual se expresa matematicamente como

Sr(q) = Sp(a) + Sp(a)S(q)Sp(q) + Sp(a)2(9)Sp(0)2(q) Sp(q) + ...

donde definimos diagraméticamente a ¥(¢) como

e

Factorizando la expresion para el propagador fermiénico, obtenemos

Sr(q) = Sp(a) + Se(@)2(q) [Sp(a) + Se(@)Z(a)Se(a) + -] -

En la ecuacién anterior, la expresién dentro del paréntesis es justamente Sr(q), es
decir

Sr(q) = Sp(q) + Sp()X(q)Sr(q) -

Multiplicando toda la expresién anterior por Sz'(g) del lado derecho y por S%_l (q)
del lado izquierdo, obtenemos la ecuacién de Schwinger-Dyson para el propagador
inverso del fermién

Spl(q) = 8% (q) — S(q),

cuya representacion diagramatica es

La resolucion de ésta ecuacion requiere considerar también correcciones al propa-
gador del fotén y al vértice de interaccion; siguiendo los mismos argumentos que nos
condujeron a la SDE para el propagador fermiénico, uno puede derivar las SDE para
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el propagador del fotén y para el vértice. Las SDE para el propagador fermidnico,
el propagador del fotén y el vértice, se escriben de manera diagramatica en la figura
1.3, donde Ny es el nimero de sabores de los fermiones.

El vértice completo lo denotamos como I'*(k,p), siendo k y p los cuadrimo-
mentos del electrén y el positron, y p es el indice de polarizacién del fotén. Notamos
que la ecuacién del vértice electrén-fotén (funcién de 3 puntos) involucra la funcién
de 4 puntos, ad infinitum.

R

-1 -1

QY VIV VVIV VIV V. Ve [

4

Il
+

Figura 1.3: SDE para el propagador fermidnico, el propagador del fotén y el vértice.

Las SDE estan acopladas entre si y son una serie de ecuaciones infinitas en
nimero, por lo que encontrar sus soluciones exactas resulta practicamente imposible;
uno debe entonces proponer un ansatz para ['*(k,p). De esta manera las primeras
dos SDE se van a desacoplar del resto del sistema. Para ello resulta conveniente
estudiar el vértice en el régimen pertubativo. El vértice en el caso perturbativo nos
da una guia de como construir un ansatz no perturbativo el cual debe reducirse
a esta expresion en el limite de interaccién débil, lo cual se discutira en capitulos
posteriores. Asi también, imponer condiciones adicionales sobre el sistema hace que
tengamos mas esperanza de obtener soluciones mas realistas; una de estas condi-
ciones es la covarianza de norma, lo cual tiene como consecuencia unas identidades
llamadas identidades de Ward-Takahashi (WTI), las cuales discutiremos en la si-
guiente seccién.

1.4 Identidades de Ward-Takahashi

En secciones anteriores discutimos la necesidad de introducir un término que fija la
norma (gauge firzing) en el lagrangiano del sistema con la finalidad de obtener una
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teoria cuantica de campos consistente con las restriciones de dicho sistema: introdu-
jimos a mano el pardmetro de norma &. El parametro de norma no es una cantidad
fisica del sistema, por ello uno exige que las observables fisicas sean invariantes de
norma. Esta condicién que imponemos al sistema nos lleva a las llamadas WTI, las
cuales relacionan a las funciones de Green unas con otras, una de ellas es la que
relaciona al propagador fermiénico con el vértice fermién-bosén*:

(k—p), "k, p) = Sp' (k) = Sg'(p). (1.8)

Esta identidad es no perturbativa y se satisface a todos los niveles en la teoria de
perturbaciones. A nivel arbol (I'*(k,p) = ") se cumple de manera trivial:

Lado Izquierdo (k=p)"(k,p) = (k—p)" =k-¥,
Lado Derecho S:Hk) — St (p) = (F—m)—(¥—m).
Uno puede descomponer el vértice I'*(k, p) en dos partes, las cuales llamamos vértice

longitudinal T (k,p) y vértice transverso I'.(k, p), los cuales se definen de manera
que satisfagan

gL (k. p) = Sp' (k) = Sp' (). (1.9)

con ¢, = (k—p) .- Entonces el vértice completo se escribe
I(k, p) = I'L(k,p) + I7(k, p), (1.11)

y satisface la identidad (1.8). Esta descomposicién del vértice resulta de gran uti-
lidad para proponer un ansatz al caso no perturbativo, pero esto sera discutido en
capitulos posteriores.

Si tomamos el limite p — k en la ecuacién (1.8), obtendremos la expresion

Ik, k) = %SFl(k), (1.12)

la cual es llamada la identidad de Ward (WI).

En el siguiente capitulo estudiaremos algunos de los resultados para el vértice
electron-fotén, los cuales son la base para entender el vértice quark-gluon, el cual es
el tema central de esta tesis.

4La demostracién de esta identidad queda fuera del alcance de esta tesis.
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CAPITULO 1. LAGRANGIANO DE QED



Capitulo 2

Vértice en QED

En el capitulo anterior revisamos céomo los propagadores del electrén y el foton
(también llamados funciones de Green de dos puntos) y el vértice electrén-fotén
(lamado funcion de Green de tres puntos) se encuentran acoplados entre si (asf como
también a otras funciones de Green de n-puntos) a través de las SDE. La estructura
completa de estas funciones de Green resulta ser un problema muy complicado,
por lo que resulta conveniente truncar las SDE sélo hasta funciones de Green de
dos puntos, lo cual se logra empleando ansatze para las funciones de Green de tres
puntos o mas. Las unicas funciones de dos puntos en QED son los propagadores
(completos) del fermién Sp(p) y el fotéon A, (p), los cuales son

F 2
Se(p) = ¢_<—§(;>
Bulp) = TG (i, - D) B,

donde F(p?) es la funcién de onda del fermién, G(p?) es la funcién del fotén y S(p?)
es la funcion de masa del fermién. Es el estudio de este iltimo término la motivacion
de este trabajo de tesis, pues este nos da informacién de la generacion dinamica de
masas responsable de darle masa a los fermiones fundamentales y a los hadrones. &
es el pardmetro de norma covariante y 7, es la métrica de Minkowski.

Para determinar las funciones F(p?), G(p?) y X(p?) necesitamos sustituir Sp(p?),
A, (p?) y los ansatze para las otras funciones de Green en las SDE para las fun-
ciones de Green de dos puntos, para finalmente resolver el sistema de ecuaciones
acopladas, determinando asi las funciones deseadas. En QED espinorial la tnica
funcién de tres puntos es el vértice electron-fotén, la cual requiere suma atencion ya
que la construcciéon de su respectivo ansatz sirve como referencia en la construccion
de ansatz en otras QFT’s. En éste capitulo revisaremos algunos de los ansatze
propuestos.

23
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2.1 Construccion del vértice

El vértice completo electrén-foton I'*(k,p,q) deberia depender de los momentos
k, p y g, sin embargo, la conservacién del momento ¢ = k — p fija uno de los
momentos (digamos ¢), por lo que entonces I'* = T#(k,p). Ademads, debido a
que el vértice es una cantidad vectorial este debe estar construido en términos de
vectores y escalares: Debido a que este vértice no debe generar una violacién CP,
su estructura solo puede contener los vectores v#, k* y p* y los escalares 1, ¥, #y
Kp. El vértice completo I'*(k, p), en términos de las 12 posibles combinaciones de
vectores y escalares (llamadas amplitudes de espin), se puede escribir como

j=12
TH(k,p) =Y v (K> p*,¢*) V/'(k,p), (2.1)

j=1

donde se definen las amplitudes de espin V/(k,p) como

VI =k K Vi =p ¥ VI =k Vi =pt K
Vs“ =~ | ]Z; V“ =~k V?u — ek V“ —p
Vi = K Vie=k" ki Vh=yE V=4

siendo los v; (k?,p?, ¢*) los factores de forma correspondientes. De (2.1) es claro
que para determinar I'*(k, p) es necesario determinar las v; s, para ello uno debe
imponer restricciones sobre el vértice que faciliten la obtencién de estos factores de
forma. En la siguiente seccién estudiaremos una descomposicién mas adecuada del
vértice.

2.2 Vértice de Ball-Chiu

La descomposicion (2.1) presenta un problema: Contiene singularidades cineméticas.
Esto significa que los coeficientes v;(k?, p?, ¢*) tienen singularidades cuando k* — p?
mas alla del nivel arbol. Cabe mencionar que las funciones de Green pueden tener
singularidades dindmicas, por ejemplo, el propagador fermidénico es singular cuando
p?> — m? y el propagador del fotén es singular cuando p* — 0. Estas singularidades
corresponden a las masas fisicas del fermién y del fotén, respectivamente. Claro que
el vértice completo a un lazo no tiene las singularidades cinematicas independien-
temente de la base que se escoja. Sin embargo, si escogemos la base Vj“ (k,p), cada
coeficiente (o varios de ellos) desarrollard singularidades cinemadticas.

En el marco de la teorfa de perturbaciones, Ball y Chiu [6] construyeron una
forma general para el vértice que satisface las identidades de Ward, de tal manera que
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cada coeficiente v;(k? p?, ¢*) en la descomposicién (2.1) es libre de singularidades
cinematicas en la norma de Feynman. En su trabajo, Ball y Chiu presentan una
forma para la componente longitudinal del vértice (la cual fija 4 de los coeficientes
de las amplitudes de espin) e introducen una nueva base de 8 amplitudes de espin
para la parte transversa. La parte longitudinal que Ball y Chiu proponen, denotada
como 5, es

Foe = 7ét(/f?fc?)*ﬂiﬂ))

LTSS SE

2 (B=p?) (k%) F(p?)
R () 207
(B2 —p?) \F(K)  F@*)/)
I satisface por si sélo la identidad de Ward-Takahashi (1.9). Es fécil demostrar

la derivacién de éste vértice, comenzando con la identidad de Ward (1.12) y la
expresion general del propagador fermiénico:

(2.2)

e - o g [5]
= o Fan, ECIR = i
- e | % ] 49

Primero debemos encontrar una expresién para I['*(k,p) que en el limite & — p se
reduzca a la expresiéon anterior. Para ello basta con simetrizar las expresiones

L 1{ Lo }
F(k?) 2 [F(R) - F?)

o S
B S ),

y reescribir
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Aplicando ahora las sustituciones anteriores en (2.3) obtenemos el vértice de Ball-
Chiu (2.2).

La descomposicién de la parte transversa, la cual debe satisfacer (1.10), se
escribe como

Ik = ZT )Tk, p), (2.4)

donde las amplitudes de espin T;‘ (k,p) se definen de la siguiente forma:

T (k,p) = p'(k-q) —k'(p-q)

Ty (k,p) = P'(k-q) —K'(p- 9] (f+ ¥)

TV (k,p) = @y —d" o

Ti(k,p) = [p"(k-q)—K(p-q)]k*p’or

¢ (k,p) = qo™

¢ (k,p) = =" (K =p*)+ (k+p)* 4

T (k,p) = —% (= 1) V" (K + P) — K = "] + (k + p)'kp o

T (k,p) = —PE o + K g — pH K, (2.5)

con gy, = % [Yx, 7v]s v ¢ siendo el momento del fotén, ¢ = k — p. Notamos que la
eleccién de esta base garantiza que qMT;‘ = (0 para todo 7 =1,2,--- ,8.

En la siguiente seccion presentaremos algunos trabajos subsecuentes al trabajo
de Ball-Chiu, en los cuales se mejoran algunos de los puntos débiles de dicho trabajo,
uno de ellos es que la base transversa que proponen sélo es libre de singularidades
cineméticas en la norma de Feynman.
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2.3 Vértices en la literatura

Algunos trabajos importantes en los que se proponen ansatze cada ves mas adecua-
dos son:

e Curtis y Pennington [8], [9], [10]: Encuentran en [8] una expresiéon para el
vértice transverso en QED, aludiendo a la teoria de perturbaciones a un lazo,
en el limite asintético k? >> p?, y a las propiedades de renormalizabilidad mul-
tiplicativa del propagador del fermién. Utilizan éste ansatz en [9] y [10] para
analizar la generacién dindmica de masas del fermién en qQED4 (quenched
QED4) y QED3.

e Dong, Munczek y Roberts [11]: estudian la SDE en qQED para el propa-
gador fermidnico sin masa, en tres y cuatro dimensiones, obteniendo soluciones
quiralmente simétricas en ambos casos. Basados en la covarianza de norma
y la renormalizabilidad multiplicativa, proponen un ansatz que involucra los
tensores base T4 y T¢'.

e Bashir y Pennington [12], [13]: Encuentran restricciones (integrales y dife-
renciales) sobre las funciones que definen el vértice transverso, satisfaciendo
las WTI y la renormalizabilidad multiplicativa del propagador del fotén, y
asumiendo que la parte transversa se desvanece en la norma de Landau y no
depende del angulo entre los momentos de los fermiones. Este ansatz asegura
que el acomplamiento critico a.., arriba del cual se rompe la simetria quiral en
qQED, es independiente de norma, en contraste con los ansatze anteriores.

e Kuzilersi y Pennington [14]: Dan una forma explicita para el vértice fermién
fotén para fermiones sin masa en QED, la cual satisface las WTT y garantiza
que los propagadores fermiénico y foténico sean multiplicativamente renor-
malizables a cualquier orden en la aproximaciéon de loga-ritmos principales,
y que ademads concuerdan con el limite de acoplamiento débil en teoria de
perturbaciones a orden O(«).

e Bashir, Bermudez, Chang y Roberts [15]: Detallan un modelo para el vértice
fermién-fotén (vestido) involucrando todos los vectores de la base transversa,
el primero es expresado tnicamente en términos de funciones que aparecen
en el propagador fermiénico vestido, ademas, es independiente del angulo en-
tre los momentos involucrados y no depende explicitamente del pardmetro de
norma. Este ansatz satisface la WTI, asegura que el propagador fermiénico
es multiplicativamente renormalizable y que a. en qQED sea estrictamente
independiente de norma.
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Por otra parte, algunos trabajos en los que se han realizado calculos perturbativos
son:

o Kizilersi, Reenders y Pennington [16]: Proponen una nueva base transversa
Sj’»‘ la cual modifica a la base Tf de Ball-Chiu, siendo esta nueva base libre de
singularidades en cualquier norma covariante (a diferencia de la de Ball-Chiu
la cual sélo es libre de singularidades en la norma de Feynman).

e Bashir, Kisilerzi y Pennington [17]): Muestran que, en el caso de fermiones sin
masa, el vértice puede ser expresado en términos de una funcién U (z) la cual
debe asegurar la renormalizabilidad multiplicativa del propagador del fermion.
Calculan la forma perturbativa de esta funcién y, toman esta expresion como
un limite de altas energias. Proponen una expresiéon no perturbativa para
dicha funcién.

En la siguiente seccion desarrollaremos parte del trabajo de D.C. Curtis y M.R.
Pennigton, repitiendo los pasos con los que obtuvieron la parte transversa de vértice
electron-fotén. Esto nos servira como referencia en calculos posteriores, los cuales
son una extension de este trabajo en QED a QCD.

2.4 Vértice electron-foton

En esta seccién estudiaremos el vértice de interaccion electrén-fotén I'(k,p) en
QED a un lazo, en el limite asintético k2 >> p?. Haciendo un célculo semejante
para el propagador del electrén, evaluaremos ;. en el mismo limite. Después

no_ I i 2 2 ‘s ,
encontraremos I', = I'* — I, I, a un lazo, para k“ >> p°, nos servira como guia
para la construccién del vértice transverso.

Estamos interesados en calcular sélo las partes del vértice I'*(k,p) que con-
tengan logaritmos principales (aprozimacion de logaritmos principales). Nosotros
usaremos el regulador de corte ultravioleta para lidear con divergencias ultravio-
letas (ver apéndice D). Se sabe que éste método no es covariante de norma, ni es
invariante bajo transformaciones de Poincaré. Sin embargo, sélo los términos con
logaritmos principales siguen respetando dichas invarianzas, y uno espera entonces
que la regularizaciéon dimensional nos de exactamente el mismo resultado para los
logaritmos principales.

La expansion perturbativa de las ESD para el vértice de interaccion electron-
fotén a un lazo se escribe

—iel"(k,p) = —iey" —ieA*(k,p), (2.6)
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donde ~* es el vértice desnudo; A*(k, p) es la correccién de orden O(«), correspon-
diente al diagrama de la figura 2.1, el cual se escribe (usando las reglas de Feynman)

P
P
P

Figura 2.1: Correccién a un lazo del vértice fermién-fotén

como:
1
—ieA! = W/ d*w(—iey”)iS%h(k — w)(—iey")iSh(p — w)(—z’ev”)Agp(w) , (2.7)
)" M
donde el propagador desnudo del fotén es
) )
A, (@) = == [mp + (€= 1252 (2.8)
y el propagador desnudo del electron es
K+m
Sp(k) = g (2.9)
Sustituyendo (2.8) y (2.9) en (2.7) obtenemos:
et = 63 / d4w’yu(k_ 90 + m)ryu(]ﬁ_ §é + m)Vp [nl/p + (f - 1)w:)4;;p}
2m)* Ju w? [(k — w)? — m?] [(p — w)® — m?

_ ég/fWVW—@WW—@w+m%ww%
w? [(k — w)? — m?] [(p — w)? — m?] 7
e3nzl/’cﬁam”(%—-¢)7“vp+-7”7“(ﬁ—-¢)7pn
S @2m)* S w2 [(k —w)® —m?] [(p—w)® —m2] "
_é@—>/dwww—mwm—mw+m%wwp
@ A ] [l ]
em—1) [ o (E= "+ (= )y
——) /M d*w [

(2m)4 4k — w)2 — mﬂ [(p — w)2 — mQ] e

Wy,

Por conveniencia, en la expresion anterior separamos la integral para el vértice en
cuatro integrales que se definen como:
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e [}': Contiene un ntmero impar de matrices v y la parte 1,, del propagador
del fotom.

e [}: Contiene un nimero impar de matrices v y la parte w,w, del propagador
del fotén.

e [ Contiene un nimero par de matrices y y la parte 7,, del propagador del
fotdn.

e [+ Contiene un nimero par de matrices v y la parte w,w, del propagador del

foton.

Es decir:
n= <2€;>4 fre <[;(ék_ —wi?:%;ﬁ)ﬂ - T;J?;Z; " (2'10)
= S e A T e 1)
R ol R e ey e
o D [ SR

de manera que
—ieA = IV + 15 + 15 + 1Y

Calculemos cada una de las cuatro integrales, considerando el caso k2 >> p? >> m?
y conservando sélo los términos dominantes (aproximacién de logaritmos princi-
pales):

Integral I,

Debido al caso en el que estamos interesados (k? >> p? >> m?) podemos considerar
m? =~ 0 comparado con términos de segundo orden en k o p. Ademds, recordando
que 7, = ¥°1,,, reescribimos a I; como:

e’ / 2 v (f— )" (B— o)

I =- 4 2 2 g
(2m) w? [(k—w)” = m?] [(p — w)” —m?]
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donde M denota la integracién sobre todo el espacio de Minkowski. Aplicando la
propiedad (5.5) en el denominador de la expresién anterior, y aplicando también
una rotacién de Wick (ver apéndice B) obtenemos:

p_ V(i 4 (P ) ¥l (K= ) 0
h (27r)4( 2= /Ed w? [(k — w)® +m?] [(p — w)® +m?]

En la expresion anterior, el subidice “wr” denota una rotacién de Wick sobre el ob-
jeto correspondiente, lo cual implica que deberiamos reescribirlo en su forma Euclid-
iana (lo cual no haremos explicitamente, pues las expreciones se complicarian). Para
tener una notacién aun mas sencilla omitiremos dichos subindices, teniendo siempre
presente que estos objetos (matrices v y slashes) no han sido escritos explicitamente
en su forma Euclidiana (ver apéndice B).

Haciendo uso de la parametrizacién (5.29), con f(w) = (p— w)y"(k— w),
vemos que:

426
noo_ 4
io= gy [ [ [

{(1—x>< y) 1" K- y(l— y) 1 B —a(l - ) Bt K
oy v P o — (L —y) Y o+ ot d
—(L =) " K +y " ﬂ}, (2.14)

donde E denota la integracion sobre todo el espacio de Euclides, y definimos
L=Fkus(1—-2)+py(l—y)—2zyk-p+ym?+am?.

De los dltimos cuatro términos de la integral (2.14) obtendremos integrales de la

forma
/ d‘%uL
5 w2+ L%

cuyo integrando es antisimétrico ante el intercambio w — —w, y por tanto la integral
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es cero; utilizando adicionalmente la identidad (5.15) obtenemos

= —Z;iTeil/d4w/ldx/lmdy
A =a)1—y) b E =y —y) P p— (1 =) " K

+ay P+ w27“/2}/ [w? + L7

i

X{[(l—w)( y) ot E—y(l—y) oy ¥ —a(1 —x) " K

1 w?
ta d4—+—“/d4w— .
y k" 15]/ L AT

Debido a que estamos integrando w sobre todo el espacio, resulta conveniente
introducir el llamado corte ultravioleta, en el cual integramos a w de 0 a A y hasta
el final se toma el limite A — oo (ver apéndice D). Sustituyendo (5.40) y (5.43) en
la expresién anterior obtenemos entonces

o 426 / /
{[(1—x>< y) B K= y(L—y) P P -2l - ) ko K

T 1 A? 37?2
+ay ft Ié] 5f T3 <7T210g— - —) } :

lo cual se puede separar de la suguiente forma

87T2/da:/

{[(1—x>< y) 1" K=yl —y) P B—a(l— ) " K

v sl i [ [T (o (o -3

Haciendo el cambio de variable y = z(1—x), la expresién anterior se puede reescribir
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de la siguiente forma:
iy 87T2{/dx/ dz(1 —x)
{0zt pr k- s0-a0- 240
—z(1—z) " f+ zz(1l — x) fA* 4 /L}

1 1 A2 3
p _ -2
+v /0 dx/o dz(1—x) (log 7 2) } :

lo cual se reescribe como

o —éi; Oldz{(l—z) [/Oldx(lzm)} P K= (1= 2) Uoldm@} o~y
+z[/01dxM]mk 1—2[ }]zf y
21 2) [/ e L { L e

[/ld“”u} Jr k+zU u} i zé}
87r27 / dZ/ da(1 - ) (log%_§>

Sustituyendo (5.59), (5.60) y (5.62) en la expresién anterior, obtenemos

ie? ! T iy, K 1 -2, 12
= 82 ), dz {(1— z) 12 logp2 2(1—z) 12 log—+(9(k , k™ “logk )}
A2
W2”y/dz/ d:vl—:vlog 3é62’y/dz/ dx(1l — )
2 ﬁ L
- K 0 7.—2 2y .
= 8#27 / dz/ de(1—x logf — 167‘(‘2 12 log p—+(’)(k k™ %logk?) ;
sustituyendo ahora (5.54), con j,I = 0, en la ecuacién de arriba, obtenemos
A? A 0 7.-2 2
= 87r27 / dz/ dx(1 — x) logk2 167r2 12 logp——k(’)(k , k™ *logk®)
e’ gyt Kk
- 27“ log A2/ dz/ dr(l =) = 55~ los 5 + O(K”, K 7logh?)
ie® K ie’ oyt K

1o
1672 OB A2 167r2 2

k2
logp— + O(K°, k~*logk?) ,
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pero solo estamos interesados en los términos dominantes y subdominantes , que
en éste caso son los términos de orden O(k%logk?) y O(k~'logk?), ya que la con-
tribucion de términos sub-subdominantes es practicamente despreciable debido al
limite que estamos tomando (k muy grande). Por lo tanto, podemos desechar los
términos de orden O(k°, k2logk?) en la expresién anterior. De esta manera obte-
nemos: 3 2 gk R

1= = yH 0835~ T3 logﬁ : (2.15)

Integral I,

Nuevamente consideraremos m? ~ 0 comparado con términos de orden O(k?, p?);
ademds, recordando la definicién ¢ = y”w,, reescribimos (2.11) como:

-1 [ . (= )" (P— &) &
K= dh : 2
/M wt [(k—w)® = m?] [(p — w)* —m?]

Al aplicar una rotacion de Wick a la expresién anterior, obtenemos:

p_ E=) [ = G )
T KL T PR

Aplicando la parametrizacién de Feynman (5.30), con f(w) =0 (k— @)y (F— @) ¢,

en la expresion anterior obtenemos:

266 £E—1)
L = 27r /d4 /dx/ dyw2+L

x(I—z—y)(W+azk+yP[(1—2) k—y p— &7
(1—y) p—z k- ¢}¢+w%+yﬂ)

Z6€ £E—-1) 4 o
e /dx/ dywzﬂ
(1 —x —y)(+ d)(J— ¢ — )¢+ d), (2.16)
donde definimos
Ao = Tko +Ypa, bg=1—2)ksg—yps v ¢, =(1—y)p, — xk,;

Si expandemos el numerador del integrando en (2.16) obtendremos términos de
orden O(w?), O(w?), O(w?), O(w') y O(w?), sin embargo ignoraremos los términos
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de orden O(w?) y O(w') pues su respectiva integral respecto a w es cero, ya que son
términos antisimétricos ante el intercambio w — —w. De esta manera tenemos que:

_ibe3(E—1) ! =r (1 —2 —y)(A* + B* +C")
==t [t [ [

donde definimos

A= " b b,

@+ L)

B = — b " ¢ d+ (@ Y= d o)y (¢ o= b d)— d 0" b b,

Cr=din" ¢d.

Utilizando las identidades (5.16)- (5.22) en A" y B* obtenemos:

A — w47“ ’

b=t {5 e d g o g 0 e}

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

CH=d " ¢ d;
esto en el espacio de Minkowski. Con estas nuevas definiciones, podemos reescribir
a I, como:
i6e3(£ — 1)
_[5 = _W(Igy‘l +.[5;2 +]§70),
donde

1 1-z
]§4E/d4w/ dx dy(l —z —
’ E 0 0

1 1-z
1Y, = d4w/ dx dy(l —x —
0

1 1-z
I5y = d4w/ dx dy(l — o —
0 0

AH

(w2 + L)4 ’
B#

((.UQ + L)4 ’
cH

)
y)

)

(2.22)
(2.23)

(2.24)

Sustituyendo (2.18) en (2.22), y utilizando la propiedad (5.47), obtenemos

(introduciendo el cambio de variable y = z(1 — x)):

2 /01 dx/ol d(1 — 2)2(1 — 2)7

b
Iy =

L 6

2
1 [logA— — E}

1 1 A2
_ W2/ dx/ d=(1 — (1~ )" log -+ O
0 0

= 7r2’y“/01dz(1—z)/oldx(1—x)

2

A
2 0
log 7 + O(k°) .
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Utilizando (5.55) en la expresién anterior, con j = 0 y [ = 2, obtenemos

T Y e — o2 os X L0t = Tartog X L op
I, =Ty dz(1—2) dx(1 — )| log k2+0(k)— 57 log k2+0(k).
0 0

Tomando sélo en cuenta los términos de orden O(k°log k%, k! log k?), tenemos en-
tonces que
2 A?

Ahora, sustituyendo (2.19) en (2.23), y utilizando la propiedad (5.44) obten-
dremos (utilizando el cambio de variable y = z(1 — z)):

2 1 1 1 — 1 — 2
1§2=%/0 d:z:/o a2 Z)é D" W (kop)a® + VE (kp)x+ U¥ (ko))

(2.26)
donde
U = %(1—2) P K+ 2k ﬂ+z¢%w“+z(z—%) Ll
+2(l=22)p" Pt 2(1 =20 pp—2° P " (2.27)

al igual que U*, los términos V# y WH# también dependen solamente de k, py 2z, y
no de x, sin embargo, estos no se escribiran explicitamente pues no contribuyen a
la integral ya que, si utilizamos las propiedades (5.61) y (5.62), tenemos entonces
que las integrales en (2.26) que involucran a V# y a W* son cero (tomando sélo
6rdenes dominantes en k). Sustituyendo (2.27) en (2.26) e integrando respecto a x
(utilizando la propiedad anterior) obtenemos:

™

2 1 B
g, = % dz(lkf){1<1—z> P KR s 2z ) B
0

3 2
k2
+z(1=22)p" P+ 2(l =2 pp—2° W‘} log po

2

7T2 ! —Z
- 5[ et >{1<1—z>w%+zw+zww}mg%

2
+O(k™%log k?) .

Integrando respecto a z y conservando sélo términos de orden O(k°log k?) y ademds
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O(k~!logk?*) tenemos entonces que

% m i B H k2
_ [k ¥+ kaps (77" + 77v*4")] log i
18k2 “ p?
7T2 104 (07 (07 k2
= Ta P P kaps (200" =27 97 [ log 25
2 k2
= 18]{?2 [ku %+ 2K+ ﬁ]logﬁ )
por lo tanto,
2 k2

Sustituyendo (2.20) en (2.24), y utilizando la propiedad (5.41) obtenemos (uti-
lizando el cambio de variable y = z(1 — z)):

ty = T [ [ a8 00 k0o Alk- A
< (1= 2+ 22) g Mo K +2(0-2) A}
De (5.65) y (5.66) vemos entonces que

<{o(l=2) [k k=2 Kp—zpk+22 P A B
te[p K=z PP [(1—2) P K+ (2 + 22 -2) ¥ o
—2 K p— (1 =2) Pk =2 P
+O(k?log k*) ;
Vemos entonces que la expresién anterior es de orden O(k~2log k%), pero ya que sélo

nos interesan términos de orden O(k°logk?, k="' logk?), entonces vemos que a este
orden

Ity =0. (2.29)
Finalmente, sustituyendo (2.25), (2.28) y (2.29) en (2.21), obtenemos

ie3(€ — 1) B2key R

I = 62 # logﬁ e logﬁ . (2.30)
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Integral I

Podemos reescribir el numerador de la integral (2.12) de la siguiente manera:

(K= OV + 4"y (B— D)7 e =" (K= )7 v + " (B— )

= (ka — wa)Y" Y Y% + (Pa — Wa )V VYV
= (ko — wWa) 4N Lyxs + (Do — wa)4n**yxa
4 (k" + pt — 2wt |

en donde ocupamos la identidad (5.4). Sustituyendo la expresién anterior en (2.12),

y aplicando una rotacién de Wick, obtenemos:
L delm [ k* 4 pt — 2w
= — w :
St e (k- w)? +m?] [(p—w)’ +m?]

Aplicando la parametrizaciéon de Feynman (5.29), con f(w) = k* + p* — 2w#, obten-
emos:

- @8em/d4 /dx/“ (1 —2z)k* + (1 — 2y)pH — 2w

(w2 +L)3
@86m 1o (1 —2z)k* + (1 — 2y)p*
= d dy | d'w
x/ y/ (ﬁ+LP

z16em
d d d*w
x/ y/ w2+L

sustituyendo (5.40) en la expresién anterior, y notando que la iltima integral da
cero pues es antisimétrica ante el intercambio w — —w, I3 se reescribe (utilizando
el cambio de variable y = z(1 — x)):

4 1—-22)k* 4+ (1-2 2
Ig—lﬁ—/ dx/ dzl—a:)( DR+ ( 22z :

L
Sustituyendo (5.59) y (5.60) en la expresién anterior obtenemos

idrledm (11 k? g 9
I = N dzk [ 4+ (1 — 22)pH] log]? + Ok logk?);

finalmente, integrando respecto a z y tomando solo logaritmos principales, tenemos

que
ie*m k* k2
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Integral I,

Utilizando la definicién v%w, = ¢, y aplicando una rotaciéon de Wick en (2.13)
obtenemos:

I} =

I

ie*m(1 —§) / y (= )" b+ oy (B— )
@Ot Je Wt [(k—w)’+m?] [(p— w)’ +m?]

Aplicando la parametrizacién de Feynman (5.30) a la expresion anterior, obtenemos:

" = ZGeml_ /d4 /d:v/ dy(l—az— )b+ k+y ¥

(1 =) =y p— gV + "1 —y) =z f= 4]}
(¢+$ F+yd)/ (W + L)

si expandemos el integrando de la expresion anterior apareceran términos de orden
O(w?), O(w?), O(w') y OW"), sin embargo, ignoraremos los términos de orden
O(w?®) y O(w'), ya que son antisimétricos ante el intercambio w — —w y por lo
tanto su respectiva integral es cero. Tomando en cuenta sélo los términos de orden
O(w?) y O(w?), y utilizando el cambio de variable y = z(1 — z), obtenemos:

Z66 m( 1 - 4 o GFrw? + HH
Iy = /d /daz/ dz(1 - 2)(1 —x)? NEEYALE
6 1
- mmcﬂw (2.32)
(27)
donde

(1— x)2Gr
I = /d4 /d:r/ dz(1—2) w;cj_f)w,

(1-— I)QH K
1 d*w dr [ dz(1
4,.H / / / w2 + L)4 )
G' = Gle+ G y
H" = H{s*+ HY2* + Hl'z + HY .
Los tensores G!’s y H!"s s6lo dependen de k, p y z, y no dependen de z; por ahora
no se escribiran explicitamente pues las integrales correspondientes a algunos de

estos términos serdan cero. Sustituyendo las expresiones anteriores en (2.32) vemos
que

i6e3m(1 — &)
(2m)

I Uiga + Ligo+ Toms + ima + Ly + limo) s (2:33)
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donde definimos

! 1 (1 — 2)*GHw?
I{g;, = /d‘%u/ dx/ dz(1—2) (w2—i—L)4j .y
2/ (1 —x)*HY
_ 4
iy, = /d /dx/ dz(1 ErDE

Si en las definiciones para las I, ¢ ;’s utilizamos la propiedad (5.44) al integrar
respesto a w y posteriormente las propiedades (5.61)y (5.62) al integrar respecto a
x, obtendremos

0+ O(k3log k?) j=1
p—
4,G,j 2 1
 log & 7 Jo dz(1=2)Gy + O(k*logk?) j=0.

3k2

Si en las definiciones para las I, g ;’s utilizamos ahora la propiedad (5.41) al integrar
sobre w y enseguida las propiedades (5.63) y (5.64) al integrar sobre x, llegamos a
que

Entonces, tomando sélo los términos de orden O(k°log k%, k=1 log k?) tenemos que

0, j=1
]ZGJ - ) - y Iym;=0, 71=0,1,2,3.
gﬁlog%fo dz(1—-2)Gf, j=0
(2.34)
Sustituyendo (2.34) en (2.33) obtenemos

i2n?edm(1 — &) 1 k[
Iy = o) 5] log Z?/o dz(1—2)Gl,

pero como sélo nos interesan términos de orden O(k°log k?, k=1 logk?), entonces
basta con escribir a G hasta orden O(k') (puesto que los términos de orden O(k°)
en Gl generan términos de orden O(k™%logk?) en Iy, los cuales no nos interesan);
a este orden tenemos que

h— _pp
Gy = —k",
y entonces, integrando respecto a z en Iy, obtenemos

iedm(1 — &) k* . k?

I =— TE log : (2.35)



2.4. VERTICE ELECTRON-FOTON 41

Finalmente para obtener la correccién A* al vértice debido al diagrama Abeliano
basta con sustituir (2.15), (2.30), (2.31) y (2.35) en (2.14), obteniendo

_fl'eAH —

s {erton s + g - O o Hlos o b+ O ton

Sin embargo, esto es en el espacio de Fuclides. Para regresar al espacio de Minkowski
basta con aplicar nuevamente una rotacién de Wick a la expresién anterior, obte-
niendo

e k2 k? k k?
mier = 1 fetiog 1 - - O g Klog s 3+ 90850

A2k
(2.36)
Sustituyendo (2.36) en (2.6), y despejando I'* del resultado, tenemos entonces que
el vértice completo a un lazo se escribe (con o = 4—2)
2 2 " 2
=t —— {S'y og% - % (1= E" p— " %]logf?— —m(3+€)k 1ogk2} ,
(2.37)

esto ya en el espacio de Minkowski. Para obtener la parte transversa debemos
restar de la expresion anterior el vértice longitudinal de Ball-Chiu, cuya expansion
perturbativa a orden O(«) se obtiene escribiendo F y ¥ a este orden en (2.2):

2 £, p
Fp7) = 1+4—10gﬁ, (2.38)
2(p*) = m {1 - i—:log i—i] , (2.39)
obteniendo
Ppo(k,p) = 7= Z—jw log i—]‘;
= {gku k+k2225+p# K _m(3+f)%}log§—z’ (2.40)

de manera que el vértice transverso resultante es

o kR K

af [ KRk Pt K 2
—— — log — . 241

Si s6lo conservamos los términos dominantes en la aproximacién k? >> p?, la ex-
presion anterior se reduce a

K+ k?
i) = g {or - St b (2.42)
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Notemos ademas que, tomando sélamente érdenes dominantes en la aproximacion
k* >> p? los tensores base T4 (k,p) y T4 (k, p) se escriben

kH
Ti(kp) = @' —a" 4" =7 Ry — W k= RN - k,zk]a
52 2 EH
Th(kp) = (K —p) +k+p) d" =" "k + k" J = -k - kf] :
(2.43)

Vemos entonces que, a 6rdenes dominantes en k, podemos escribir el vértice (2.42)
como

o K
Pr(k,p) = —o- sz“(’f p)logpz, (2.44)
6
3 k’2
Pp(k,p) = o k2T”(k p)log 5 (2.45)

Curtis y Pennington notaron que éste término transversal del vértice electron-fotén
es crucial para asegurar la renormalizabilidad multiplicativa del propagador del
electron. Ellos propusieron el siguiente ansatz para la parte transversa del vértice:

I (k,p) = 76(K*, p*) T (K, p) | (2.46)
donde
17 1 1 1
2 2 _ _
ok r) =3 {m@) f(pzﬂ ERDE
con

(k% — p?)? + [Z2(k?) + X2(p?)?
kQ +p2 :

d(k?, p*) =

Demostrar que (2.46) se reduce a (2.45) en el limite perturbativo es muy sencilla
para el caso no masivo. En éste limite

1 k24 p? 1 1
K2 p?) = - - .
W) =~ o 7~
De (2.38) vemos que a orden O(«), tenemos
! = 1- at lo P
F?) 0 dm A
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entonces, tomando el limite k? >> p?, vemos que

2 2 1 ogg k2 Cl/f p2
2p2) T 1 - B 1 B e B
7o(k", ") 2k2 A7 08 A2 + AT 8 A2
al k2
T 8ak? Og}?’

que es justamente el factor que acompana a T} en (2.45). Nuestro objetivo en los
préximos capitulos es seguir éste camino para construir un vértice no perturbativo
en QCD, que reduzca a su limite perturbativo asintético cuando el acoplamiento sea
pequeno.
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Capitulo 3

Lagrangiano de QCD

Con el descubrimiento del pién en 1947, y la identificacion subsecuente de muchos
otros mesones y bariones, los nucleones fueron desechados como particulas elemen-
tales. Mediante modelos y pruebas experimentales se llegd a la conclusion de que
todos los hadrones estan constituidos por particulas fundamentales: Los quarks.

Los quarks, al ser particulas cargadas, interactian electromagnéticamente a
través del intercambio de fotones, sin embargo, esta interaccion no es lo suficien-
temente intensa como para mantenerlos confinados (ligados) formando hadrones'.
Deben existir entonces otro tipo de interacciones responsables de mantenerlos con-
finados: las interacciones fuertes, descritas por la QCD.

Las interacciones fuertes son consecuencia de la carga de color, andloga a la
carga eléctrica. A diferencia de esta tltima, la carga de color se presenta en tres tipos
(en lugar de uno): rojo, verde y azul. Mientras que en QED los cuantos del campo
electromagnético son los fotones, en QCD son los gluones; es decir, la interaccion
entre quarks se da a través del intercambio de gluones (bosones de norma en QCD),
los cuales, por cierto, tienen también estructura de color-anticolor (a diferencia de
los fotones, los cuales no tienen carga eléctrica), la cual tiene como consecuencia que
la interaccion gluén-gluén sea posible. Sin embargo la interaccién entre los bosones
de norma en QCD se exige que el grupo de norma asociado no sea Abeliano.

En las siguientes secciones estudiaremos la construccion del lagrangiano de
QCD, el cual es fundamental para describir las interacciones entre quarks y gluones,
tomando un camino similar al que seguimos en la construccion del lagrangiano de

QED.

'De acuerdo con el principio de incertidumbre, la energia necesaria para mantener confinado a
un quark en una region del orden de los hadrones es mayor a la que la interaccién electromagnética
puede proporcionar.

45
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3.1 Quarks y la simetria global SU(3)

Adicionalmente a los grados de libertad que introducen los colores, debemos consi-
derar seis sabores de los quarks: Cada sabor viene en los tres colores ya mensionados.
Aunque a cada sabor esta asociada una masa diferente, existe sélo una masa asociada
a cada uno de los tres colores de cada sabor. Introducimos entonces el lagrangiano
para quarks libres

Lo = Gi() (in,0" —my) gl (@), (3.1)
el cual es la versiéon para QCD del lagrangiano libre de Dirac en QED, donde el

subindice a denota cada uno de los 3 colores, y el indice f denota cada uno de los
6 sabores; existe una suma implicita sobre los indices a y f.

Asi como el lagrangiano libre de Dirac en QED exhibe una invarianza ante
transformaciones de fase globales U(1) teniendo como consecuencia la conservacién
de la corriente j* y su correspondiente carga electromagnética, el lagrangiano (3.1)
exhibe una simetria global SU(3), es decir, es invariante ante transformaciones glob-
ales de la forma

Aaba

() > af = [0 5] fia). (3.2

donde 6, es una pardmetro constante, las \,’s son las matrices de Gell-Mann (de las
cuales hablaremos més adelante) y el indice a corre de 1 a 8 (para cada una de las
8 matrices de Gell-Mann). La invarianza del lagrangiano £y ante la transformacién
anterior implica que los quarks se transforman como representaciones fundamentales
del grupo SU(3), y esta invarianza tiene como consecuencia la conservacién de la
carga de color. En la siguiente secciéon hablaremos sobre el grupo SU(3) y las
matrices de Gell-Mann.

3.2 SU(N) y sus generadores

SU(N) es el grupo de las matrices unitarias N X N con determinante igual a uno.
Cualquier elemento G que pertenece al grupo SU(N) debe entonces satisfacer:

G'G=GG" =1 y  det(G)=1.

Cada elemento G en SU(N) puede ser escrito en términos de N? — 1 matrices
hermitianas N x N con traza nula, llamados generadores del grupo, de los cuales
s6lo N — 1 son diagonales. Para SU(3) entonces existen 8 generadores de grupo, de
los cuales s6lo dos son diagonales. Un elemento G' en SU(3) puede ser escrito en
términos de estos 8 generadores como

G(by,...,0s) = exp [i0,T,] ,
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donde a = 1,2,...,8, y las 8 matrices T}, son los generadores del grupo, las cuales
satisfacen la relacién de conmutacién

[Tm Tb] = Z.fabcT‘c s (33)

donde las fu."s son las constantes de estructura del grupo. De las dos relaciones
anteriores es evidente que en general dos elementos G y G en SU(3) no conmutaran
entre si, es decir

GG # GoG .

En este sentido decimos que SU(3) es un grupo no Abeliano.

Los generadores T, s pueden ser escritos como T, = %/\a7 donde las A\, s son
las matrices de Gell-Mann definidas como

010 0 — 0 1 0 0
AM=|100 =7 0 0 =10 -1 0
0 0O 0 0 0 0 0 0
0 01 00 — 000
M= 000 =00 0 XM= 0 0 1
1 00 ¢ 0 0 010
00 O 1 10 0
=100 — =10 01 0 ,
0 2 O V3 00 -2

donde las matrices diagonales son evidentemente A3 y As.

3.3 Transformaciones de norma locales

De manera andloga a QED, las interacciones entre los fermiones (quarks) y los
bosones (gluones) en QCD se obtienen demandando invarianza pero ante transfor-
maciones locales de norma SU(3). Es decir, pediremos al lagrangiano (3.1) que sea
invariante ante la transformacion

i Aaba () _
dl@) = ¢l = ] gf(@) = Casla)al@) (3.4)

donde, a diferencia de (3.2), 6,(z) es una funcién que depende del espacio-tiempo;
de aqui que la transformacién sea local. Sin embargo, el lagrangiano (3.1) no queda
invariante ante esta transformacién; para conseguir la invarianza deseada requerimos



48 CAPITULO 3. LAGRANGIANO DE QCD

introducir 8 campos de norma A#(x) de la siguiente manera: Debemos reemplazar
la derivada 0" en (3.1) por una derivada covariante D* definida como

l
(D)o = 850" = 5 (Aa)g Al(@)

la cual debe transformarse de manera covariante como

(D) ag q/’; = (D™)ag q’é = Gap(z) (D) 5 q}; :

Bajo transformaciones infinitesimales (6,’s muy pequenos), los campos de norma A*
deben transformarse como

At (x) = AM(2) = A(2) + gfapclp(x) AP (z) + 0"0,(x) .
De esta manera, el lagrangiano se reescribe como
L= 'CO + 'Cint )

donde

1
Lint = 5G0(0) (M)o 5 (1) A% ()

el cual es el término de interaccion entre quarks y gluones.

Ademds, para poder considerar al campo Aj; como el campo gluénico, necesi-
tamos introducir su correspondiente término cinético en el lagrangiano anterior, de
manera que el lagrangiano completo de QCD es

_ . I . y
Laocp = (@) [ivuD" = my] gl(z) = 3G, (2)GY (2) (3.5)
donde el segundo término del lado derecho es justamente el término cinético del
campo gludénico G (z), el cual se define como

Gy () = 0" Af(x) = 0" AG(x) — gfane Ay (2) AL ()

El término —g fapc A} (x) A% (2) en la expresién anterior aparece debido a la estructura
no Abeliana del grupo de simetria SU(3), y tiene como consecuencia las interacciones
entre gluones, lo cual era de esperarse debido a la estructura color-anticolor de estos
antes mencionada.

Aunque podemos considerar como completo al lagrangiano (3.5), si queremos
que QCD defina una teoria de campos cuanticos necesitamos cuantizar el campo
gludénico en una manera similar a la cuantizacién del campo foténico en QED. Uno
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debe entonces introducir un término a mano en el lagrangiano el cual evite incon-
sistencias enlas restricciones del sistema, pero que a su vez no afecte la dindamica de
dicho sistema. De esta manera, el lagrangiano completo de QCD se escribe como

1

Laop = a) [i9,D" = mylaf(w) = {6 ()G (2) = 52

265 [0 Az ()] [0 A (w)
(3.6)
donde £ es el pardametro de norma. En normas covariantes también debemos in-
troducir campos llamados fantasmas, pero debido a que estos campos no juegan
ningin papel a nivel de un lazo en la expresion del vértice quark-gluén, evitaremos

su mencion por completo.

3.4 Reglas de Feynman

Las reglas de Feynman para QCD son similares a las de QED, con la diferencia de
que para QCD deben aparecer diagramas de interaccién entre gluones (ademas de
particulas fantasma, las cuales no se abordaran en esta tesis, como acabamos de
mencionar). Las reglas de Feynman son

e Propagadores

p
Quark @ > ® Sp(p) = ]25+m2
p?—m
0 y
Clion € T OO0 000 0® AL(Q) = —i—s |nu+(E— 1)L
q q
q
o Vértice quark-gluon
—gT "

1, a
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o Vértice de 3 gluones

ayp
lkl abc
_gf [nuu(kl - kQ))\
+ nya(ky — ks)u
ke X k3 + (ks — kl)u]
b,v A

o Vértice de 4 gluones

¢, A dyp
_i92 [fabnden<77u>\77Vp — MupTlor)
fadnfbcn(nuyn/\p o 77“)\77’/,0)
facnfdbn<7]up77u)\ . nuyn)\p)}

a,p b,v

3.5 El vértice quark-gluén a un lazo

Las SDE para QCD son muy parecidas en forma a las SDE para QED, pero mucho
mas complejas. La SDE para el vértice quark-gluén en el régimen de acoplamiento
pequeno nos da una expansion perturbativa que a diferencia de QED también con-
ntiene correcciones al vértice quark-gluén que también contemplan la interaccion
entre bosones, en este caso gluones. De manera explicita, las correcciones a un lazo
al vértice quark-gluon se escriben diagramaticamente como
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El dltimo diagrama en la figura anterior es el que incluye la interacciéon de 3 gluones,
y es llamado diagrama no Abeliano pues su origen se debe a la no conmutatividad
de los generadores del grupo SU(3), mientras que el segundo diagrama contado a
partir del lado derecho es llamado diagrama Abeliano pues éste también aparece en
las correcciones al vértice electrén-fotén en QED cuyo grupo de simetria es Abeliano.

En la figura anterior sélo mostramos diagraméticamente las correcciones al
vértice quark-gluén a un lazo (loop), pero en realidad existe un nimero infinito
de contribuciones extras a dos o mas lazos. Cada vértice que aparece en alguna
correccién contribuye con un factor oy = % llamada constante de acoplamiento
fuerte. El vértice desnudo contribuye con un factor a?, mientras que los diagramas
Abeliano y no Abeliano (un lazo) contribuyen con un factor «}; las siguientes cor-
recciones contribuirdn con un factor a?, y asf sucesivamente. Esto es importante de
mencionar, pues en el siguiente capitulo estudiaremos el vértice quark-gluén en el
régimen perturbativo, en el cual la constante de acoplamiento fuerte es muy pequena
(as << 1). En el siguiente capitulo se calcularan las contribuciones de los diagramas
s6lo a un lazo.
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CAPITULO 3. LAGRANGIANO DE QCD



Capitulo 4
Vértice quark-gluén

Este es el capitulo central de esta tesis, pues en el se muestran los calculos realizados
para obtener las contribuciones al vértice quark-gluén por parte del diagrama no
Abeliano, en teoria de perturbaciones, a un lazo.

Como ya mencionamos en el capitulo 2, la funciéon de masa 32, la cual nos da
informacién sobre la generacién dindmica de la masa de los fermiones (los quarks
en este caso), se encuentra directamente relacionada con el propagador del quark, el
cual a su vez se encuentra acoplado al propagador del gluén y al vértice quark-gluén
a traves de las SDE revisadas en el capitulo anterior.

La importancia de estudiar el vértice quark-gluén radica, entre otras cosas,
en encontrar un ansatz fisicamente adecuado que desacople las SDE, para poder
estudiar la generacién dindmica de masas (relacionada con ¥) a través de la SDE
para el propagador del quark.

Existen varios trabajos acerca de este vértice en la literatura, pero sin duda
el mas general es el trabajo de Davydychev, Osland y Saks [7], en el cual estudian
las correcciones a un lazo, con piernas off-shell, en norma covariante y dimensiones
arbitrarias. Sin embargo, los resultados para el vértice en el trabajo de Davydychev
son tan complejos que utilizarlo como ansatz dejaria a las SDE complejas como
antes, por ello nosotros tomaremos otro camino para estudiar al vértice.

Algunos trabajos correspondientes a calculos perturbativos que podemos en-
contrar en la literatura se resumen en la siguiente tabla:

23
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Referencia QCD
¢ arbitraria, | Espiru, Pascual y off-shell, limite simétrico
D=4 Tarrach [19] k? =p? = q¢® = — 2,

£ =0, D =4 | Braaten y Leveille [20] | off-shell, limite simétrico
PR=p? =g = 2
¢ =1,D =4 | Nowak, Praszalowicz | Fermién sin masa

y Slominski [21] BP=p=0yp*=¢*=0
¢ arbitraria, | Dung, Phuoc y off-shell, limite simétrico
D=4 Tarasov [22] k*=p* = q¢* = — i,

la dependencia del
acoplamiento o, sobre la
masa de quark

En este trabajo de tesis extenderemos el trabajo de Curtis y Pennington [8],
9], [10] de QED a QCD, es decir, estudiaremos el vértice quark-gluén en teoria de
perturbaciones a un lazo, tomando el caso k? >> p? >> m?, donde k y p son los
momentos de los quarks entrante y saliente.

4.1 Correcciones a un lazo

En teoria de perturbaciones (a; << 1), las tinicas contribuciones significativas al
vértice quark-gluén son el diagrama Abeliano (figura 4.1) y el diagrama no Abeliano
(figura 4.2):

Figura 4.1: Diagrama Abeliano
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o

Figura 4.2: Diagrama no Abeliano

Los factores de color son proporcionales a Cp— %C A para el diagrama Abeliano,
y C'4 para el diagrama no Abeliano.

La contribucion por parte del diagrama Abeliano es completamente similar a
la correccion a un lazo al vértice fermion-fotén en QED; la tinica diferencia esta en el
factor de color. De hecho, partiendo del vértice en QCD a un lazo podemos regresar
al vértice en QED a un lazo simplemente haciendo C'4 = 0 y Cr = 1. Por ello,
nos limitaremos a calcular sélo la contribuacion del diagrama no Abeliano, pues la
contribuciéon Abeliana ya ha sido calculada por Curtis y Pennington.

La expansion perturbativa a un lazo para el vértice quark-gluén es

—igl"*(k,p) = —igT*T"(k,p) = —igT*" — igT" (k,p) — igT*T} (k. p), (4.1)

donde '} = T°T' es la contribucién del diagrama Abeliano, y I'/e = TI'} es la
contribucion de diagrama no Abeliano.

4.2 Diagrama Abeliano

Aplicando las reglas de Feynman al diagrama Abeliano (figura 4.1), vemos entonces
que el vértice quark gluén se escribe

i d*w , A o - R ca
—iglhe = /M ) (—igT*y") iSp (k — w) (=igT*y*)iSk (p — w) (=igTy*) Ay, (w)
 ThTeT

et /M d'w (—igy")iSk (k — w) (—igy")iSk (p — w) (—ig”) Ay, (W)
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el cual es en esencia el vértice electrén-fotén (2.7), salvo por el factor de color
T°TeT? = (C’F — %C’A) T y el acoplamiento g en lugar de e. De esta manera,
podemos utilizar el resultado (2.36) obtenido en QED, considerando el factor de
color y el remplazo e — ¢, obteniendo

e 1 ig*T?
—igly = (CF - 50,4) (27r)4T

k2 1 k? k k2
«{errion ;= 0= 00 g Kiog —mGs 4O toe b (42

esto tomando sélo logaritmos principales a términos dominantes O(k"log k?), y a
términos subdominantes O(k~! log k?).

4.3 Diagrama no Abeliano

Al igual que para el calculo del diagrama no Abeliano, en las integrales en el dia-
grama no Abeliano utilizaremos un corte ultravioleta para regularizar las divergen-
cias en dichas integrales, por lo que los Unicos términos que vamos a conservar en
nuestros calculos son aquellos que contengan logaritmos principales®. Ademds, como
estamos considerando el caso k? >> p? >> m?, conservaremos sélo los términos
dominantes O(k°log k?), y subdominantes O(k~! log k?).

Aplicando las reglas de Feynman al diagrama no Abeliano (4.2), tenemos que
. ua d*w . E B\ Aéc puv A bb . b D
—iglhe = y W (—ng ¥ ) A (p— w) VIEEALL (B — w) (—ng v > Sk (w),

donde V/!” representa el vértice de tres gluones el cual, dada la configuracién me

los momentos en la figura 4.2, se escribe como

VI = gfae [ (2 = p— @) + 012 — k = p) + 7 (2p — b — )] .

abc

IPara el grupo SU(N) tenemos que

N2 -1

C =
F N )

Cy=N,
de tal forma que

1
T = Cp, Tt = <CF - 2@,) T,

2Como ya mencionamos en la seccién 2.4, los tnicos términos confiables al introducir el corte
ultravioleta son aquellos que contienen logaritmos principales.
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De manera explicita tenemos entonces que

. a . &b céc cbb d4 ’ — - 2
—zgfggg = Zg3fabcT Tb5 5bb /M (27:;4 { (p Z/ w)2 {npﬁ + (g B 1> (p (;)i(i)Z w>p:|

X 2k —p—w)? —n"P(k+p—2w)" +n(—k + 2p —w)"]
1 (k—w);,(k—w)V] o Ww+m } (4.3)

< e V]

en el cual tenemos que

i fape TETP0%6" = i fu TT" = (i fupeT¢) T = [T, T"] T"
C
— T TbTb . TbTaTb — _ATa ’
S~— —— 2
:CF :(CF—%CA)T"‘

Es conveniente separar la integral (4.3) en 4 integrales de la siguiente forma:

2 2

e [!": Contiene términos con denominador (k — w)?(p — w)?(w? — m?),
e [}': Contiene términos con denominador (k — w)*(p — w)?(w? — m?),
e [}: Contiene términos con denominador (k — w)?(p — w)*(w? — m?),
e [!': Contiene términos con denominador (k — w)*(p — w)*(w? — m?),
reescribiendo a la integral (4.3) como
, C
—iglhe = 7A93Ta (I + I+ 1+ 1)) (4.4)

Explicitamente, las I*’s se definen de la siguiente manera
o / d'w S (s +m)
V7 )y @) = w0 — WP —m?)

o B 3,8 (E— )k — )+ m)
B=6-) [ G e e o (46)

p e d*w (P— @) (p — w),S*Py, (¢ +m)
[3 - (£ 1) /]\4 (271')4 (/{3 . w)g(p . w)4(w2 _ m2> ) (47)
b e 1y2 d'w (= @) (p — w),S*P(f— )(k — w), (¢ +m)
R (F—w)i(p— @)W —m?) U

donde definimos

S =2k —p—w) + 02w -k —p) + 0 (2p -k —w)".
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Integral I}

Aplicando una rotaciéon de Wick en (4.5) obtenemos

i [ A (Ch g kG A b b
N ACT (k= w)2(p — w)(w? + m?) |

Aplicando la parametrizacién de Feynman (5.31) a la expresién anterior, y despues
aplicando el cambio de variable y = z(1 — z), obtenemos la expresién

2 ! ! Al (k. p, 2)x"w?
dz [ da(l— dtw——— 4.9
z x( x)/E w CEY (4.9)
donde
L=1-2){ak’+2[1-2(1—2a)]p* —2zzk -p+ (1 — z)m>} . (4.10)

Por el momento no es conveniente escribir explicitamente los coeficientes A} ; en la
expansion (4.9) pues, ademés de ser muy extensos, no todos contribuirén a la integral
(como veremos a continuacién), y de los que si contribuyen sélo conservaremos

aquellos términos que generen términos dominantes O(k°log k?) y subdominantes
O(k™'log k?).

Debido a que los términos con j = 1 en (4.9) son antisimétricos ante el in-
tercambio w — —w, su respectiva integral da cero. Usando ademds los resultados
(5.40) y (5.43), la expresién (4.9) se reduce a

2 o [! G —
— 2 Z/ dzAiO(k’,p, z)/ dx(T
2 A?
G Z/ dz Ay o(k, p, )/ dxx”(l—x){logf—g}.

Sustituyendo los resultados (5.55), (5.59) y (5.60) en la expresién anterior, obten-
emos

Iy

™1

2t 1 2k - p k2
o K
(27r)4/ dZAO,O(k’p7 >k2 (1 + k ) ]'ng
2

2 A
WZZ/ dz Ay o(k, p, )/ d:c:c"(l—:z:)logﬁ+0( “logk?).

=
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En la expresién anterior necesitamos escribir a Af, hasta orden O(k? k'), y a
las A% s hasta orden O(k"), para poder asi generar términos de orden O(k°log k?)
vy O(k1log k?). A estos érdenes tenemos que

Abo = —Az gkt — 2 F 22 [
+2m fy* — Amkr — mAt |,
3
A, = —=A#
0,2 27 )

Alf,2 = Ag,zzo-

Integrando y tomando sélo términos dominantes y subdominantes, obtenemos final-
mente
‘o 2 2
" 13T i
e 0o —
17 90n) 082

in> 1], 1, ) o 12
—EiiE | P K2 m (2t — R = ) | log
i3m? A? it 3 /1 12
=200t 8 T i (57“ fptmy %) log 5 - (4.11)

Integral I}

Si aplicamos una rotacién de Wick a la expresién (4.6), posteriormente aplicamos
la parametrizacién de Feynman(5.32), y finalmente aplicamos el cambio de variable
y = z(1 — z), obtendremos la expresién

L i6(E—1) LIS i 1 ol — o 4wBﬁ7j(k’,p,z)x"wﬂ'
12_—(%)4 ZZ/O d /0 dr 2(1 )/Ed EE (4.12)

n=0 j=0

donde L esta dado por (4.10). Las By ;’s no serdn escritas explicitamente por el
momento (por los mismos argumentos que para las AZJ’S en el procedimiento ante-
rior).

Conservando sélo los términos simétricos ante el intercambio w — —w 3, y

3Pues las integrales para términos antisimétrico ante w — —w son cero.
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aplicando los resultados (5.41), (5.44) y (5.47) en la expresién (4.12), obtendremos

) 4 1 1 n+1
po_ o im €—1) / u / drx 2"t (1 — x)
12 (27’()4 nz% 0 dZBn,O(kapa Z) 0 7,2
i2r%(€ — 1) e i Vdr 2" (1 — z)
+ (27‘(‘)4 nZ:O/O dZBnQ(k,p, Z)/O L

i67%(€ — 1) o~ [ ! A2 11
T (2m)* 2/0 dzB,, 4(k, p, 2’)/0 de " (1 — x) { 087 — & }

Aplicando los resultados (5.55), (5.59), (5.60), (5.63) y (5.64) en la expresién
anterior, obtenemos

im? (€ —1) 2 k2 [
Iy ((QT)ZL)ICQ log — / dZBo olk, p, 2)
im?(€ — B2 [t
+T ;/ dZB k , P, % )
4 1
—i—% /]:— Z/ dzBy 4 (k,p, )/ dr 2" (1 —2) + O(k ?log k),
-0 0

(4.13)

donde las B’s, escritas hasta érdenes que generen términos dominantes y subdomi-
nantes, son

By =m (K" K K+ k" §) +2 (K" K K p+EA K P)

Blo =k KK K+EA K F—F P JE—p" KK K2k py" KK
—m (k%“ K+ K"K k)
—2 (K" P K+ 262" K P+ 2K KK PR K P )

Bjg =~k K K=K KR K20 PEE 20" KKK+ 4-py" KK
m(kZV“ K+ K"K }6)
v [P PR R SRR K20k p) K K=" KK K]
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Biog=—kA" k=K fRH—F PR I—p" fRH =2k -py" KK
+m (K" 4k KK
2 (K28 P A 2Ky 2k KK R KPR
+2K" P KK+ Ak -p)yt KR+ 20" KKK

By =K K+ kKKK
—2 [P PR PR KPR KK
R N R GRS Dbl el o Y

B pi _ ph . ph
B1,4—Bz,4—33,4—B4,4—0'

Sustituyendo las expresiones anteriores en (4.16), e integrando, obtenemos a érdenes
dominantes y subdominantes

13(€ — 1)n? A?

1'5 JES T f(Z )2 7" log _k:2
(E—1)m% 1 L 4 4 u k?
+—Z 20 ))4 —k2[—k; B+ K B+ 2m(y }é—k)]log—Q.

(4.14)

Integral I}

Aplicando una rotacién de Wick a la expresién (4.7), posteriormente aplicando la
parametrizacién de Feynman(5.35), y finalmente aplicando el cambio de variable
y = z(1 — z), obtendremos la expresién

W 6= 1) e [ ! o [ Cni(k p,2)a"w?
I3—WZZ/O dzz/o drz(l —x) /Edw J(w2+L)4 ,  (4.15)

n=0 j=0

donde L esta dado por (4.10). Las C};’s no serdn escritas explicitamente por el
momento.

Conservando sélo los términos simétricos ante el intercambio w — —w, y apli-
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cando los resultados (5.41), (5.44) y (5.47) en la expresién anterior, obtenemos
. 4 1 1 n 2
L (= 1)m? " dr z™(1 — z)
Iy = W nZ:O 0 dz ZCn,0<k7p7 z) o 1z
206 — Dr? & /1 . /1 dz 2™(1 — z)?
+ (2 nz% i dz 2C) 5 (k,p, 2) i 7

i6(€_1)7r2 : ' u /1 nq_ o2 A2
+an:0/0 dZZCnA(k?p?Z) ] dr x (]_ gj) logﬁ )

Aplicando los resultados (5.55), (5.61), (5.62), (5.65) y (5.66) en la expresién ante-
rior, obtenemos

(-1 k1
Bo= T w8 ), 422 Chlr 2

. 1
+22(£—1)772i1 k2/

o o
(27T)4 k4 ngz 0 dZZCO,Q(k7p7Z>

66— Dr? . A2 < /1 /1 2
—> 7 log — dzzC" (k de 2™ (1 —
" (2m)4 08 72 7; o zz2CYo(k,p, 2) ; R )
(4.16)

donde a érdenes que generen términos dominantes y subdominantes tenemos que

1 1 1
Coo = (k-p' +5 1" = P I — Sk p

ulu _1 M
+m<k17 ¥ kv)

2
H 1 o 1 H 1#
tz | =(kp =g B g K K
1 3 1
z By Sk g
+41Mf7 +3 Y 5P %]
3
w2 p
00,4 477

B o o o
C1,4—C2,4—03,4—C4,4—0-
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Sustituyendo los resultado anteriores en la ecuacién (4.16), e integrando, obten-
emos finalmente

3(6 — 1)m2 A2
e (4(27T)27T ol logﬁ
i€~ 12 1 {1

e R (RN OV B Sy P

Iy

1 3 1 1 1 k2
_Z I N7 TP VR /AT I O P
4]5%7 +2k’]5 5P %}%—m(k +4’7% 2}4’7)}0gp2
i3(6 = - A
= ST g
42mt %2

(-2 1 [1 5 . ;2
+%@ [g(k'p)7“+17 Kp—kp—p %]logﬁ
B(E—Drm k2

Integral I}

Aplicando una rotacién de Wick a la expresién (4.8), posteriormente aplicando la
parametrizacién de Feynman(5.33), y finalmente aplicando el cambio de variable
y = z(1 — z), obtendremos la expresién

LN Y|
D, ja"w

Iff:—%ZZ/;dzz/gldl’m(l—$)2/Ed4wm.

Conservando s6lo términos simétricos ante el intercambio w — —w, y aplicando
los resultados (5.42), (5.45), (5.48) y (5.51) en la expresién anterior, aplicando el
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cambio de variable y = z(1 — x), obtenemos

Iy = _12 QZ/ dzz Dy, (k. p, )/ dxxm;(sl_x)z

_1 - 22/ dzz Dy, (K, p, )/ da:x”+;;(21—9:)2

_%Z / dzz D" ,(k,p, 2) / d“nHL(l_x)2
Z24 Z/ dzz Dy, 4(k, p, )/ dr 2" (1 — z)? {log/;—%}.

Sustituyendo en la expresion anterior los resultados (5.55), (5.61), (5.62),
(5.65), (5.66), (5.69) y (5.70), donde a érdenes principales los coeficientes D, ;’s
se escriben

Dy = —m(l—z) [(k-p)k" K K~ kD" K K],

DYy = —(k-p)k" K K J+kp" K KK
+2m(1 — z) [(k - p)k" K K — K*p" K K]
2[R KKK+ (k-p)kt KKK

Dy = 2(k - p)k* J J J—2K7p" K K K
—m(1—2) [(k-p)k* § §—Kp" K]
42z [P KK K — (k-p)k" KKK

Dio= (1= 2) [F*p" KKK~ (k-p)k" KK K]

Diy = (K B K K+ 3K 5 %+ 5 pR

‘im [k K R

——(k pE K+ S k2p K- k“ﬁk%

Lo u__2u __u
— R = R = kK

B Pt Pt P PE PR P PR P PR
D0,6—D1,6—Dz,ﬁ—D3,6—D4,6—D5,6—D6,6—D5,0—Da,o—Do,o—O-
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Tenemos finalmente

o i(f—1)2W21 1 u 12u 1 9 u
1= ST L[ k- g ke i
—%k’Q”y“ K ¥+ %k‘zk“ ]zf} —I—ika [kH — ~*# }é]}logp—z
— _( ( 34 (k >[l{f“%—k2’7“}10g%
N (12(2;)) s %¢+k”ﬁ]log]%
-1 m R
T e 1o (@15)

Substituyendo (4.11), (4.14), (4.17) y (4.18) en (4.4), y aplicando una rotacién
de Wick, obtenemos la correccién por parte del diagrama no Abeliano en el espacio

de Minkowski, la cual se escribe a continuacion:

igrie = —CA’9”4T§1gk {{ N R
22m) k
+%’Y"Mf+ (v K= k“)} [—— kAt v
SR K B R — o K
+(1),k"]z5+ (39" J— 2 o +2ku)]g
2 P P B o
+3Tm (5kH — 2 }67“)}
'35_1 2Ta . k’2
+C’A%k2(l€ )Y logﬁ
P 3 _1)\2..2 Ja 2
+CA%§4 (k- )k Klog
) A?
+Cy ?Eg i T% “long,
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es decir
. )

. 1g°me T 1 1 1 1 9
—g'* = ()= — (k- B Ak L Z T
197544 Casamyi i H gk D+ o KB SR om0 K )}5

R P B Oy S Rt

2 11 1 3 1 k?
ZAH — Zpt e H M N log —
3 KB SR B gt K om ket )} 8 5

2
. 3 22 a 2
ig°(§ —1)*m* T k
IS T T (k) E Koo —
O g kb PR flog
1'3937.‘.2 2
Tv"log — .
Tl 108
En el caso de fermiones sin masa, m = 0, el resultado anterior se escribe
[ Cig37r2T“ 1(k: )“4—1”}6]0'—1-1/{:“]0’52
Whage T THA L) g2 6 T T 12
1 w_ Sou p 1
|z py + A K=k P — S K€
6 4 3
2 11 1 k2
Sk k97 g log —
+37 kr+ ]ng %} 0% 5
. 3 22 a 2
ig°(§ —1)*m* T k
IS T T (k) E Koo —
O g kPR flog
i35 2
Tv"log — . 4.2
+Cy Tyl e (4.20)
(4.21)

4.4 Resultados: Vértices transversos

Para obtener el vértice transverso debemos simplemente restar el vértice longitudinal
del vértice completo, el cual obtenemos al sustituir los resultados para las contribu-
ciones Abeliana (4.2) y no Abeliana (4.19) en la expresién (4.1). El problema es que
no sabemos cudl es el vértice longitudinal.

Uno podria esperar que el vértice transverso en QCD sea precisamente el
vértice de Ball-Chiu para QED (Salvo por un factor de color), pero existe un prob-
lema: El vértice de longitudinal de Ball-Chiu es una consecuencia de la IWT la cual

(4.19)
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se debe satisfacer en QED, sin embargo en QCD es la identidad de Ward-Slavnov-
Taylor (IWST) la que se debe satisfacer en lugar de la TWT.

La IWST [23], [24] para el vértice quark-gluén es
1" =G (¢*) [Sp' (k) H (k,p,q) — H (k,p,q) Sz* (p)] (4.22)

donde ¢* = k* — p*, G (¢*) es una funcién asociada al propagador del fantasma,
v H (k,p,q) (y su conjugado H (k,p,q)) es una funcién que involucra al vértice de
cuatro puntos quark-quark-fantasma-fantasma completo. Ademas, la relacién entre
I'*y I'* es

[He = e,

A un lazo, la IWST puede separarse en dos identidades correspondientes a
las contribuciones de los diagramas Abeliano y no Abeliano, respectivamente, de la
siguiente manera

gl = ( F——CA> CHt S5t (k) — Sz ()] (4.23)
Il = HY (kp.0) [S7 0] = [S5" ()] HY (k.p.g)

+5 CAO L[SEt (k) = S5t ()] Y HO (k, p, q)

+2G<1> (q) [S5* (k) = Sz ()] HO (k,p, q) , (4.24)

donde los superindices “(0)” y “(1)” denotan contribuciones a cero loops y a un loop,
respectivamente. El procedimiento detallado para obtener las identidades anteriores
puede ser revisado en [7].

Notemos que la identidad (4.23) es bésicamente la IWT, salvo por un factor.
Fffg’(l) es la contribucién Abeliana al vértice longitudinal. De la identidad (4.24)
podemos obtener la contribuciéon no Abeliana Fgggl al vértice longitudinal.

De [7] sabemos que la contribucién Abeliana al vértice longitudinal, el cual
satisface (4.23), es

Fliqg (CF - _CA) BC

donde I estd dado a un loop en la ecuacién (2.40). De esta manera tenemos que,
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agregando el factor de color, la contribucion Abeliana al vértice longitudinal es

o 1 o s pk
Fl[l:qg = <OF - EOA> T {7H - Ery‘u logﬁ}

1 W Qs [ERJEHRM ppt K Kt k?

donde ahora oy = %. Restando éste vértice longitudinal de la contribucion Abeliana
(4.2), obtenemos finalmente la parte transversa de la contribucién Abeliana del
vértice:

o 1 . 9> K-k k?
P%qg = — (CF — §CA) T {7“ + 1672 12 logﬁ
1 9% RE— K g+ pt K K’

La contribucién no Abeliana al vértice longitudinal (y al transverso) no sera
calculada pues esto implica tomar en cuenta las interacciones con fantasmas, lo cual
quedo lejos de los alcances de esta tesis.



Capitulo 5

Conclusiones

Debido a la naturaleza no perturbativa de la generacién dinamica de masas y el
confinamiento de los quarks, es necesario encontrar un marco adecuado para el
estudio de las interacciones fuertes. Una manera de hacerlo es estudiando las SDE
para QCD, las cuales definen por completo la dindamica en esta QFT. Uno de los
métodos mas comunes para desacoplar las SDE en QCD es proponiendo un ansatze
para el vértice de interacciéon quark-gluén. Estudiar el comportamiento asintético
del vértice quark-gluén en el régimen perturbativo nos da pistas de como construir
un ansatz para su contraparte no perturbativa.

Estudiar el vértice fermién-bosén en teoria de perturbaciones nos permite trun-
car su correspondiente SDE en potencias del acoplamiento fuerte g. En este trabajo
de tesis calculamos el vértice quark-gluén a un lazo en teoria de perturbaciones,
tomando el limite asintético k2 >> p? >> m? de momentos externos. Encontramos
un punto de referencia en la construccién de ansatze no perturbativos para el vértice
en QCD, es decir, obtuvimos una estructura perturbativa para el vértice quark-gluén
a la cual debe reducirse su contraparte no perturbativa en el limite asintético. En
éste sentido, encontramos constricciones perturbativos sobre el vértice qurk-gluén.

Para garantizar la invarianza de norma del sistema exigimos que éste satisfaga
las WTTI. Nosotros utilizamos la base tensorial de Ball-Chiu [6] en la construccién de
la parte longitudinal del vértice y la base tensorial propuesta por Kisilerzii, Reenders
y Pennington [16] para la parte transversa, las cuales son consistentes con las WTI.
Sin embargo, para m — 0 las dos bases son idénticas.

A un lazo, las tnicas correciones perturbativas al vértice provienen de dos
diagramas Abeliano y no Abeliano. La contribucién del diagrama Abeliano en el
limite asintético k% >> p? es calculada por Curtis y Pennington en [8] para QED.
Para adaptar éste resultado a QCD simplemente reemplazamos la constante de
acoplamiento electromagnético v por la constante de acoplamiento fuerte g, ademaés
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de introducir estructura de color. La satisfaccion de la identidad de Ward para esta
contribucion al vértice quark-gluén es garantizada. La parte transversa correspon-
diente es en escencia la misma que la propuesta por Curtis y Pennington.

El trabajo original de esta tesis se centra en el calculo de la contribucién por
parte del diagrama no Abeliano en el limite asintético antes mencionado. Para ello,
nosotros seguimos el mismo camino que toman Curtis y Pennington en el calculo
perturbativo del vértice electron-foton. Utilizamos un cut-off para lidiar con diver-
gencias ultravioletas. Sélo conservamos términos con logaritmos principales ya que,
al usar el cut-off, inicamente estos términos son invariantes de norma e invariantes
bajo transformaciones de Poincaré. Ademas, conservamos solo los términos dom-
inantes y subdominantes en ésta aproximacion de logaritmos principales, es decir,
conservamos los términos de orden O(k°log k%) y O(k~'log k?). La parte transversa
correspondiente a esta contribucién no Abeliana involucra interacciones con fantas-
mas, las cuales no fueron abordadas en éste trabajo, por lo que éste calculo queda
como futura tarea.

5.1 Perspectivas

En QCD no sélo las WTI se deben satisfacer, si no que de manera mas general se
deben satisfacer las WSTI. En el capitulo 4 mostramos como a un lazo estas WSTI
pueden separarse en dos identidades a un lazo: una para el diagrama Abeliano y otra
para el no Abeliano. Para el primer diagrama, esta identidad resulta ser justamente
la WTTI, la cudl si tomamos en cuenta. Sin embargo para el diagrama no Abeliano la
identidad resultante involucra interacciones con fantasmas. La contribucion longitu-
dinal correspondiente al diagrama no Abeliano proviene de esta segunda identidad.
Construir un vértice longitudinal (y por lo tanto un vértice transverso) en QCD
consistente con las WSTI requiere tomar en cuenta las constricciones derivadas de
esta segunda identidad. Este serd hecho en el futuro. Una vez teniendo el limite
asintético del vértice transverso completo, los siguientes pasos seran:

e Construir un ansatz que esté de acuerdo con este limite.

e Usar dicho ansatz para estudiar invarianza de norma del condensado quiral en

QCD.

e Emplear este ansatz para estudiar observables hadrénicas: masas, decaimien-
tos, factores de forma, etc.

Otro trabajo a futuro cercano es tomar el limite asintético k? >> p? de mo-
mentos externos en las soluciones generales derivadas en el trabajo de Davydychev
[7], v de ésta manera comparar resultados.
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Apéndice A

Identidades de las matrices 7y

La relacion de anticonmutacién (que define el algebra de Clifford) para las
matrices v de Dirac es

{777} = 20" Lxa (5.1)

donde " es la métrica de Minkowski con la convencién (+,—, —, =), y Iyx4 es la
matriz unitaria de 4 x 4. Estas matrices v satisfacen las siguientes identidades:

’y'u’}/u = 4]I4><4 (52)
VY = =297
VYA = AN laxa (5.4)
YA YN Ty = =299

Definiendo ¢ = ¢,v* llamado ¢ slash, donde ¢, es un cuadri-momento arbi-
trario, obtenemos las siguientes identidades:

e De (5.5) vemos que
VN Y = =2 Y A (5.5)
e Siintegramos respecto a w ( [ d*w) entonces dentro del integrando se satisface

1
Walg = ngno‘ﬁ' (5.6)

e Algunas otras identidades que se satisfacen si integramos respecto a w son

ot
=2}

)
)

oyt @b = wawsy* 'y’

inUa,B’Ya’Vu’Yﬂ (57)
= 1w’ (YY)

1,2
—sw .

ot
w

(
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—

V. 56) V.,
WY b Y = wawyusY VYN = Lt uugy PP
5.

—

VO ) (63
= §wtuavs (77927 0) 7S wrauen™y?
= waut y.
(5.8)
.V (5'6) NV
hoy' b = uaw v, = Wt puavsy Y Y P
o v (54) «
= Wuavs® (70) = wtiagy i
= w’ fot.
(5.9)
e De manera analoga se obtienen las siguientes identidades
1
e T A (5.10)
1
ooy oy = —§w2 "y (5.11)
by = WMy (5.12)
h' b = Wiy (5.13)
byt b = wiyt (5.14)
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Apéndice B

Rotaciones de Wick

Las integrales con las que nos encontramos en este trabajo de tesis se llevan a
cabo en el espacio de Minkowski, sin embargo resulta apropiado encontrar el equiv-
alente de dichas integrales en un espacio Euclidiano 4-dimensional. Esto implica
cambiar la métrica y la estructura de los objetos dentro del integrando; el método
para lograrlo es llamado rotacion de Wick, cuya motivacién es el hecho de que la
métrica de Minkowski y la métrica Euclidiana 4-dimensional son equivalentes si per-
mitimos a las componentes temporales tomar valores imaginarios. Si en la métrica
de Minkowski

dsi, = dt* — dx® — dy® — d2*

reescribimos la coordenada temporal como t — it obtendremos
dsy, = —dt* — da* — dy* — dz* = —ds7;,

donde ds? es justamente la métrica Euclidiana 4-dimensional. Esta transformacién
en la componente temporal del cuadrivector z* tiene como consecuencia la rotacion
(llamada rotacién de Wick) de la componente temporal del cuadrimomento p* hacia
el eje imaginario, es decir p° — ip°?. De esta forma, tras una rotacién de Wick (wr)
tenemos
ph= ()" = @75 = ()" = () = i

Asi mismo, la rotacion de Wick afectara a cualquier producto interno y al jacobiano
de integracién: Al aplicar una rotacién de Wick a nuestras ecuaciones obtendremos
también

Minkowski Euclides
k? = —k% = —k?
k-p = —kg-pp=—k-p
d*w = id*wg = id'w .
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Sin embargo no soélo los productos punto se ven afectados por una rotaciéon de Wick,
si no también la estructura de las matrices de Dirac y sus propiedades sufren un
ligero cambio. Tomando en cuenta que tras una rotaciéon de Wick w? — —w% = —w?,
de las ecuaciones (5.7)-(5.14) vemos entonces que

Minkowski — FEuclides

oy b = —%WQVM %uﬂ%ﬁ; (5.15)

bt f = P, (5.16)
hbr f =P it =~ 0t (517)

b p b= = P A o 6 At (515)
i =~ ot = Pt e, (519
bt f =P > A S (520)

h =P~ e o (5.21)
bt =t s (5.22)

donde el subindice wr denota una rotacién de Wick sobre las matrices o los slashes?.
Por simplicidad en la notacién omitimos éste subindice en los calculos, sin embargo
hay que tener siempre presente durante los célculos cudles objetos estdn escritos
en su representacién Euclidiana (los productos punto) y cuales no (las matrices de
Dirac y los slashes).

'Estos objetos deberfan ser reescritos en su forma Euclidiana tras la rotacién de Wick, sin
embargo resulta mas cémodo etiquetarlos con el subindice wr
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Apéndice C

Parametrizacidén de Feynman

La parametrizacién de Feynman relaciona expresiones en las cuales el denom-
inador es un producto complicado de funciones, con expresiones en las cuales el de-
nominador es una simple suma de dichas funciones. En particular, las parametriza-
ciones de Feynman que se ocupan en esta tesis son:

1 §(1— 21 — a9 —
— 2 / dr, / dCCQ/ dxg i x3)3 : (5.23)
a1a203 alxl + asy + azxs)
1 (1— 21 — 22 —
5 = 3'/ dl’l/ d(L’Q/ d(L’g al 2 xi) s (524)
ajasas [a121 + asxs + azzs)

1 (1— 2y — 29 —
L 4|/ dx1/ d;@/ dx 39”“62 T2 Ty) (g o
ajasas l[a121 + asxs + azzs)

siendo las a;’s funciones que pueden depender de algiin pardmetro, digamos w (la
dependencia de este pardmetro se escoge a conveniencia, para fines préacticos).

Parametrizaciones para el diagrama Abeliano

Usando (5.23), con a3 = w?, ay = [(p—w)Q +m? y ar = [(k —w)? +m?]
(renombrando zy = z, x5 = y y x3 = 2), reescribimos la siguiente integral:

[ )
[(p w)? +m2} [( —w)’ +m2}
o fo [ [ [ F)sl =z =y - 2)
=21 [ /od/ody o PRl = mi]+ o — P + ] + 2]
o [ )
_2/d /0 d /0 w? — xw? — yw? + y(p — w)? +x(k—w)2+xm2]3<.5'26)
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Podemos reescribir el denominador de la expresion anterior de la siguiente manera:

w? — 2w —yw? +y(p — w)? +ym? + 2(k — w)* + am

= w? — 2w — Y +yp? — 2yp - w + yw? + 2k — 2zk - w + wW? + ym? + zm?

2

=w? = 2p - w—2zk - w+ zk* + yp® + ym? + am?

= W’ = 2w (yp+ xk) + (yp + xk)* — (yp + xk)* + 2k + yp* + ym® + am’
= [w— (yp+xk)]2 —y*p? — 2yxk - p — K% 4+ xk® + yp® + ym? + am?

= [w—yp— k] + PPy (1 —y) + Kz (1 — z) — 2yak - p+ ym® + zm®,

= w? — 2w —y? +ylp—w)? +ym? + 2k —w)? +aom? =w?+ L, (5.27)

donde
W =w—yp—zk
L=y(l—y)p*+a(l—2)k*—2xyk-p+ (v+y)m?>. (5.28)

Sustituyendo (5.27) en (5.26), y reescribiendo f(w) = f(w' + yp + xk) en el
numerador (con dw = dw'), obtenemos (despues de renombrar w’ — w):

/d4 2 [(p — w)? +7{12])[(k:—w 2 +m?] _2/d4 /dx/l x w;faxk)‘
) (5.29)

Ahora, usando (5.24), con a; = w?, ay = [(p — w)? +m? yas = [(k- w)? + m?
(renombrando z1 = 2z, x9 =y y x3 = x), reescribimos la siguiente integral:

/d4 (p— +fr{z<2})[ )? + m2]
4 ! 2f(w)d(l—xz—y—=z
—3'/d /dx/ dy/ dz [(k —w) finz)]j—y[(p—ip—i-)mﬂ+zw2]4;

de manera andloga al procedimiento para obtener la ecuacién (5.26), la expresién
anterior se reduce a:

/d4w f(w)
wt [(p — w)? +m?] [(k —w)” +m?]

_ o [t T (L =z —y) fw+yp + zk)
_3!/dw/0 dx/o dy [w2—|—L]4 .
(5.30)
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Parametrizaciones para el diagrama no-Abeliano

Es muy sencillo demostrar, siguiendo un procedimiento similar al de arriba,
que utilizando las ecuaciones (5.23), (5.24) y (5.25) con a; = (k—w)? a3 = (p—w)?
y az = w?+m? (renombrando r; = z, 15 = y y 73 = 2), obtenemos respectivamente
las siguientes parametrizaciones:

/d%(k_w) (p]:< )) e 2|/d4 / dx/ w;fgxk’) (5.31)
/d4w(k_w)4(pf_( >) W 3'/d4 /dx/l y “’erpL]txk) (5.32)

4 f(w) B . 1 1= 2y F(w -+ yp + o)
/d w(k—w)4(p—w)4[w2+m2] —4!/d w/odx/o dy Wt LT (5.33)

donde ahora L se define como

L=y(l—-y)p*+a(l—a)k*—2xyk-p+(1—2—y)m?, (5.34)

la cual no debemos confundir con la definicion (5.28) para el diagrama Abeliano, sin
embargo decidimos ocupar la misma variable puesto que en el limite k? >> p? >>
m? las definiciones (5.28) y (5.34) son aproximadamente iguales.

Utilizando la parametrizacién (5.24) con a; = (p — w)?, as = (k —w)? y
az = w? +m? (renombrando ¥, =y, o = T y z3 = z), obtenemos:

/d4w(k_w> (pf_( )) e 3l/d4 /d:c/1 y yf“”“prTxk) (5.35)

con L dado por (5.34).
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Apéndice D

Integrales Euclidianas

Recordemos que, en el espacio Euclidiano de 3 dimensiones, la integral sobre
todo el espacio (R?) de una funcién f(7) que depende de la posicién 7, se escribe en
coordenadas esféricas como

/d3Ff / drr? / d@sm@/ do f(7) .

La generalizacién de esta integral al espacio Euclidiano de 4 dimensiones es

[e9) ™ s 2m
/ d'w f(©) = / dw w3/ da sin2a/ do sin&/ de f(d), (5.36)
E 0 0 0 0

donde w = |d| en el lado derecho de la ecuacién. Supongamos que f(J) es en
realidad sélo funcién de la norma de &, lo cual denotamos como f(w?); podemos
integrar entonces el lado izquierdo de la ecuacion (5.36), de manera trivial, respecto
a p, 6 y a, obteniendo

/ d*w f(w?) = 27° /00 dw w? f(W?) .
E 0

Debido a que estamos integrando sobre todo el espacio, resulta convienente tomar
los limites de integracion de 0 a A para w en el lado izquierdo de la ecuacién anterior,
y posteriormente tomar el limite A — oco; en el contexto de esta tesis, esta técnica
es llamada corte ultravioleta y resulta de gran utilidad para regularizar divergencias
en las integrales. Aplicando el corte ultravioleta en la expresion anterior obtenemos

/E d*w f(w?) *=° 272 / Adww3f(w2). (5.37)

0

Notando que
d(w?) = 2wdw,
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podemos reescribir entonces a la ecuacién (5.37) como
2 A2
/ d*w f(w?) Ao 7T2/ dw?w? f(w?). (5.38)
E 0
Algunas integrales utiles

Una de las integrales con las que nos encontraremos en esta tesis es:

/ d*w
B [w?+ L]3 .

Utilizando la ecuacién (5.38) con f(w?) = m, vemos entonces que
d4 - A? Ao
/ L n?/ e (5.39)
E|w?+ L] 0 [w?+ L]

utilizando el cambio de variable u = w? tenemos que
/ A duw2w? B / M duu
0 W2+ L] o [u+1I]’

_ 1{ u }A2+1/A2 u
2w+ L], 2Jo [u+L)

S _1{ 1 }AZ
W+ Lp 2wt Ll,
A? 1 1 11

T e trP 2[Ar+I] 2D

/A2 dw?w?® p2h00 1
0 [w2+L]3 2L’

sustituyendo este resultado en (5.39) obtenemos finalmente que

de lo cual vemos que

d4 ~ 2
/ =Y Mg (5.40)
E [w2 + L] 2L
Notemos que
/ d*w 1 d d*w Moo 1 d [ 2
glw2+ L)' 3dLl Jpw2+ L] 34l |2L)’
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de esta manera

d4w A2 300 7T2
5+ L]
Nuevamente notemos que
/ d*w 1 d d*w A2ooo 1 d [ =
plw+ L 4dLl Jpwr+ L)' 4dL[6L?]°
de esta manera i )
w Ao T
/ S P - 1908 (5.42)
5+ L]
De manera similar podemos obtener los siguientes resultados tutiles en esta
tesis:
dww?  Ahee { A? 3}
—— =" 71 ]log— — = 5.43
/E w2 + L) *T 2 (5.43)
d'ww?  pree TP
—_— = (5.44)
4,02 2
/ AwWwT W T (5.45)
dlwwt AL { A? 5L}
——— =" 7 dAN —3Llog— + — 5.46
/E @ + L SV (5.46)
4wl 200 A2 11
/d“—“ﬂl Nz ﬂg{log———} (5.47)
E w2+ L] L 16
d*w w? A2—500 72 5 48
ey M T (5.45)
b+ I
drwwb e {A4 A% 7L?
—— "= 7 {— —3LA*+6L%log— — — 5.49
drww® AL { ) A? 13L}
—— =" 7" sA° —4Llog— 4+ — 5.50
/E w21 L) T "3 (5:50)
drww® AL { A% 25 }
—— =" 7 log———}. 5.51
/E @ + L] L1 (551)
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Apéndice E

Integrales [dx [ dz

En éste apéndice se calcularan algunas de las integrales respecto a los parametros
de Feynman que aparecen en éste trabajo de tesis. Para ello es conveniente definir

L=y(Q—y)p*+z(1—2)k?=2zyk-p+a(x+y)m?>+bm?, (5.52)

donde @ v b son pardmetros 2 tales que, cuando @ = 1 y b = 0 recuperamos la
expresion (5.28) para L en el diagrama Abeliano, mientras que cuando @ = —1 y
b =1 recuperamos la expresién (5.28) para L en el diagrama no-Abeliano. Sin
embargo, en éste trabajo de tesis utilizamos el cambio de variable y = z(1 — z), por
lo que (5.52) se reescribe como

L=a+bx+ca?, (5.53)

donde a = p?z — p?22 + m2z +bm?, b = k® — 2k - pz — p*2 4+ 20222 4+ (@ —2)m? y
c= —k?+ 2k - pz — p*2°. Entonces, en el limite k* >> (p?, m?) es claro que

log L =log (a + bz + cz?) =~ log (k*z — k*z%) = log [K*z (1 — z)] ,

entonces, a primeros ordenes

1 1-z 1 1
/ d:v/ dyziy'log L = / da:/ dz 2'2? (1 — )" log L
0 0 0 0

1 1
/ dx/ dz 2'27 (1 — )" log [K*z (1 — 2)]
0 0

1 1
/ dac/ dz 2'2? (1 — x) 1 log k2. (5.54)
0 0

Q

Q

2es conveniente la introduccién de estos pardmetros pues, como veremos a lo largo de éste

apéndice, a érdenes dominantes en k las integrales no dependeran de dichos pardmetros, por lo
que podremos usar los resultados aqui obtenidos tanto para el caso Abeliano como para el caso
no-Abeliano.
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Similarmente es posible mostrar que
1 ) A 1 ) A
/ dr2?(1 —z) log = ~ / dr2?(1 —z)'log — (5.55)
0 L 0 k?

A partir de ahora quedard sobreentendido que, cuando queramos escribir una
expresion H (k, p, m) a primeros érdenes en k, simplemente escribiremos la expansién
de Taylor de H para p y m alrededor de cero® hasta términos lineales en p y m, es
decir

]7k:1 ]
aj-‘rk:H ]
Hkpom)~ 3 {_] Pt
3,k=0 Op Om* p,m=0

Resultados preliminares

A continuacion presentamos algunos resultados preliminares que seran de gran
utilidad para las expresiones que integraremos mas adelante. Primero definimos

A = dac — b,

donde a, by ¢ son las funciones definidas en (5.53). A primeros érdenes en k tenemos
que
A = —k* + 4k*k - pz + O(K?).

A partir de ahora debemos tener presente que sélo estamos interesados en
términos que contengan logaritmos principales (log k?), pues son estos términos los
que nos interesan en la tesis. El primer resultado preliminar que necesitamos es el

(b—i— 2cx — \/—A)
log

siguiente:
=2log | —= |, 5.56
b+2cr+vV—-A) .o g(pQ) ( )

esto considerando sélo logaritmos rpincipales. Otro resultado preliminar, considerando
solo logaritmos principales, es:

log LI*—, = 0. (5.57)
Integrales ttiles

En [18] vemos que

/ldx_ 1 o <b+20m—\/—A>
0 L_\/—A & b+ 2cx ++vV—A

3Dado que estamos en el limite k? >> (p?,m?), podemos considerar p?, m? — 0.

=1

=0
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Entonces, tomando —1— a primeros 6rdenes en k y utilizando (5.56), obtenemos

VA
Vdx 2 2k - p k?

Algunas otras integrales obtenidas de [18] son:

Y wdx 1 b dae
— = —logL| — — —
o L 2c o 2cJy L
/1 r?dx 1 b Y2 —2ac [tda
= —— —loglL —
o L ¢ 2c 0 2¢? o L
/1 r3dx 1 b bV —ac Y b (8 — 3ac) /1 dx
= —— =+ log L| — —
o L 2¢c 2 23 0 2¢? o L
Ydr b4 2ex|TTh 2¢ (tda
B i vl R
Ywde 20+ bz b [Mda
I T A
Ya2dr ab+ (0P —2ac)x |t 20 [Mda
/0 2 cAL o Ao L
/1x3dx B Llo Lx1+a(2ac—b2)+b(3ac—b2)x$1_b(6ac—b2)/1d_x
o L2 2¢2 & o0 AL o0 2¢2A o L
Yde o b+2c 1 3¢ | 62 [tda
3 A {2L2+AL}M+FOT
Yzdr 2a +bx =" 3b(b+2cx) " 3be ['dx
o L3 2ALr |, 2AL |, A2 ), L
Y2l ab+ (0*—2a0)w = Qac+ ) (b+2c) | 2ac+ 0 [ da
/0 T T eeAarr |, DAL T /0 T
"2dde 2 abr  2a*\ 1 [ 3ab [da
/0 [ (?*TNJ)@M—M L
y adicionalmente las formulas de recurrencia
Yalde /1 v=l (n—7)b Vi ldr
/0 L*  — (2n—j—1)cLr T IZO_(Qn—j—l)c/O L
(j—1a Vi =2dy
(2n—j—1)c/0 L
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Esta expresién no sirve para j = 2n — 1; para este caso utilizamos

/1 /1 2 3dr b /1 2?2 dy

Si tomamos los coeficientes de las expresiones anteriores solo a primeros 6rdenes
en k, nos daremos cuenta que no generan logaritmos principales, entonces de (5.57)
y (5.58) vemos que, considerando sélo los términos que generen dichos logaritmos

L1 c

2 dx 1/1 " 3dr  a
Lr ¢ Jo

principales, tenemos que

Yrdr B b [tdx
o L 2¢), L
/1 ?de bV —2ac ['dx
o L 22 J, L
/1 wdder bV —3ac) ['dx
o L 2c2 o L
Vdx 2 Ude
o L2 A J, L
Yodr B b [tdx
o L2 AJ, L
/1x2da: _ 2a Vdx
o L2 A J, L
/1 w?de b(6ac—b?) /1 dx
o L2 2c2A o L
Yde 6 [Mda
o L3 A2 ), L
/lxda: _ 3bc Vdx
o I3 A2 L
/1 w?de 2ac+ b [ldz
o L3 A2, L
/1 wdde 3ab ['dx
o L3 2eA ), L’
y
/lxjdx (n—3)b /1xj_1dx+ (j—1a /1xj_2dx
o L" 2n—j—1)c ), L" 2n—j—1)c ), L"

/1 x2n—1d$ B 1 /1 $2n_3dﬂf
0 n - ¢ Jo Lnfl

a/l 2 3dr b
c Jo L c
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Escribiendo los coeficientes sélo a primeros érdenes en k y sustituyendo (5.58)

en las expresiones anteriores obtenemos entonces

Yde 2 2k -p k?

Vadde 1 2k -p k2

LZ p2

U adda , , 1 6k - p
/0 73 :(j—4)(]—3)%(1+ 12 z) 0

Yoide  (j+4)(G+5)1 6k -p
/0 oo 2 ﬁ(”?Z)log

k2
P

j=0,1,2,3

Jj=4.

A partir de las expresiones anteriores es facil deducir los siguientes resultados

utiles para los célculos en esta tesis:

1
(1—z)de 1 2k - p
S L LA b

/0 L R\ T 7)o

0
e
Yol (1—2)de 1 4k - p
=— (1 1
/o % k ( G >°g

(5.59)
(5.60)
(5.61)
(5.62)
(5.63)
(5.64)
(5.65)

(5.66)



Yyoi(1—2)de 23— 6k - k?
/ a? ( x)dx _ ( 7) (1_|_ pz) logp §=0,1,2,3 (5.67)
0

L? k6 k2 )
/01 @ (1;395) dr _ <3k_6j) (1 N 6122-102) log]/z_z >4 (5.68)
41M:%(1+$z) 10&;2—2 j=0,1,2  (5.69)
/01 W - % (1 + 615p2> 10%;2—2 j>3. (5.70)

. Es importante notar que estos resultados no dependen de los parametros a y
b que introdujimos para diferencial las L’s de los casos Abelianos y no-Abelianos;
esto quiere decir que los resultados anteriores son vélidos para ambos casos.
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