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Conjuntos con una accion de una categoria

Itzel Rosas Martinez

Resumen

En este trabajo se presentan las nociones basicas de la teoria de funtores
de biconjuntos para categorias pequenas. La teoria clasica de funtores de
biconjuntos estd dada para grupos finitos, y es en este contexto que esta
fuertemente vinculada con los funtores de Mackey. Los ejemplos clasicos de
estos funtores en grupos finitos incluyen al anillo de Burnside y los anillos
de representaciones. Esta nueva perspectiva tiene estos mismos ejemplos
pero definidos para categorias finitas arbitrarias y, ademas, permite dar al-
gunos otros ejemplos, entre los que se encuentran los copos y las categorias
libres asociadas a carcajes sin ciclos orientados. Damos una definicion del
anillo de Burnside de una categoria finita, el cual juega un papel clave en
esta teoria. Dentro de las aplicaciones que se dan de los funtores de bicon-
juntos se encuentra aquella que muestra una conexion entre los funtores de
correspondencias de S. Bouc y J. Thévenaz y los funtores de biconjuntos
para categorias.

Palabras clave: C-conjunto, anillo de Burnside, biconjunto, funtor de bi-
conjuntos, funtor de correspondencias.

Abstract

In this work we introduce basic notions of the theory of biset functors de-
fined on small categories. Classic theory of biset functors is defined on finite
groups, and is in that context that they are strongly linked to Mackey func-
tors. Classic examples on finite groups of these functors include Burnside
ring and representation rings. This new approach allows these same exam-
ples but defined for arbitrary finite categories, and also allows to include
other examples, among which are posets and free categories associated to
quivers without oriented cycles. We give a definition of the Burnside ring
of an arbitrary finite category, which plays a key role throughout the the-
ory. Within the applications that are given of biset functors is the one that
shows a connection between the correspondence functors of S. Bouc and J.
Thévenaz and biset functors on categories.

Keywords: C-set, Burnside ring, biset, biset functor, correspondence func-
tor.
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Introduccion

A finales del s. XX, S. Bouc en su articulo Foncteurs d’ensembles munis d’une double
action, [4], introdujo a la teorfa de representaciones de grupos finitos el concepto de
biconjunto, con el cual definié la categoria de biconjuntos que consiste de los grupos
finitos como objetos y, como morfismos entre Gy H grupos finitos, de los (H, G)-
biconjuntos finitos. Ademaés, dio el concepto de funtor de biconjuntos, el cual es un
funtor de la categoria de biconjuntos a R-Mdd. Estos han sido ampliamente estudiados
e incluyen ejemplos importantes como el anillo de Burnside de un grupo finito, la
cohomologia de grupos, entre otros. Ademas, estan estrechamente relacionados con los
funtores de Mackey. Para ver un estudio completo de estos funtores se puede consultar
[5], ademéds de [15], donde a los funtores de biconjuntos se les llama “funtores de Mackey
globalmente definidos™.

En este trabajo se introducen las nociones basicas para el estudio de los funtores de
biconjuntos, ahora definidos sobre categorias finitas y, mas generalmente, pequenas. El
proposito de introducir funtores de biconjuntos para categorias es similar a lo expuesto
anteriormente, pero con la diferencia de que los contextos en los que se puede trabajar
son mas amplios y vastos. Es necesario hacer notar que algunos ejemplo de las categorias
que nos interesan son las categorias de desenlazado de grupos finitos, por lo que la teoria
de funtores de biconjuntos usual resulta ser un caso especial de la teoria que estudiamos
en esta tesis.

La mayor parte de este trabajo estd basada en el preprint “Sets with an action
of a category”, [13], y el articulo “Biset functors for categories”, [17], ambos de Peter
Webb. Nuestro objetivo es dar demostraciones méas detalladas de los resultados ex-
puestos en dichos articulos, ademés de dar ejemplos distintos a los mencionados. Todo
esto para tener un mejor entendimiento de este enfoque que no ha sido explorado tan
ampliamente.

La tesis esta dividida en cuatro capitulos. En el primer capitulo definimos los objetos
fundamentales para el trabajo, los C-conjuntos, y damos diversas propiedades para ellos,
algunas analogas a las que se tienen para grupos, las cuales son tutiles mas adelante.
Ademas estudiamos los C-conjuntos transitivos desde dos perspectivas diferentes. En el
segundo capitulo damos una construcciéon del anillo de Burnside para la categoria de los
C-conjuntos finitos, al igual que establecemos una relacién entre dicho anillo de Burnside
y el que llamaremos Bge, (C). Damos también una definicién de un morfismo andlogo
al homomorfismo de marcas que se tiene para grupos y calculamos los idempotentes
del anillo de Burnside.

En el tercer capitulo definimos las nociones primordiales del trabajo, que son los
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conceptos de biconjunto y funtor de biconjuntos, estudiamos algunas de sus propieda-
des y construimos tanto la categoria de biconjuntos como la categoria de funtores de
biconjuntos. Ademas, examinamos cémo son los C-conjuntos y biconjuntos represen-
tables. En el dltimo capitulo tomamos la teoria de correspondencias desarrollada por
S. Bouc y J. Thévenaz en [6] y vemos cémo ésta se puede relacionar con la teoria de
funtores de biconjuntos en categorias descrita en el capitulo anterior.

Cabe mencionar que para una mayor comprension de este trabajo, se recomienda
al lector tener conocimientos béasicos de la teoria de categorias. Sin embargo, algunos
conceptos de esta teoria seran recordados cuando se necesiten.



Introduction

At the end of the 20th century, S. Bouc in his article Foncteurs d’ensembles munis d’une
double action, [4], introduced to representation theory of finite groups the concept of
biset, with which he could define the biset category, that consists of finite groups as
objects and, as morphisms between two groups G and H, finite (H, G)-bisets. Further-
more, he gave the concept of biset functor, which is a functor from the biset category to
R-Mod. These are been widely studied and include important examples as the Burn-
side ring of a finite group, and group cohomology, among others. Also, they are closely
related to Mackey functors. To see a complete study of these functors you can check
[5], and [15], where biset functors are called “globally-defined Mackey functors”.

This work introduces the basic notions for the study of biset functors, now defined on
finite and, more generally, small categories. The purpose of introducing biset functors
for categories is similar to the above, with the difference that the contexts in which we
can work are broader. It is worth noting that an important example of the categories
we are interested in are delooping of finite groups, so the usual biset functor theory
turns out to be a special case of the theory we study in this thesis.

Most part of this work is based on both the preprint “Sets with an action of a
category”, [13], and the article “Biset functors for categories”, [17], both by Peter
Webb. Our aim is to give more detailed proofs of the exposed results in both papers,
and also give more examples, different than those in these articles. All this for having
a better understanding of this approach that has not been widely explored.

This work is divided into four chapters. In the first chapter we define the fun-
damental objects for the work, which are C-sets, and we give different properties for
them, some of them analogous to those we have for groups, which are useful later on.
We also study transitive C-sets from two different viewpoints. In the second chapter
we give a construction for the Burnside ring of the category of finite C-sets, and we
establish a relation between this Burnside ring and a ring called Bse, (C). We give a
definition of an analogous morphism to mark homomorphism that exists for groups,
and we calculate the idempotents of the Burnside ring.

In the third chapter we define the primordial notions of this work, which are the
concepts of biset and biset functor, we study some of their properties and we construct
both the category of bisets and the category of biset functors. Also, we examine
properties of representable C-sets and bisets. In the last chapter we take the theory of
correspondences, developed by S. Bouc and J. Thévenaz in [6] and see how this theory
can be related with the theory of biset functors in categories described in the previous
chapter.

viil
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It is worth mentioning that, for a better understanding of this work, it is useful to
advise the reader to have basic knowledge of category theory. However, some important
ideas of this theory will be looked back on when needed.



Capitulo 1

C—conjuntos

Sea C una categoria. Recordemos que C es llamada pequeria si tanto su clase de objetos
como su clase de morfismos son conjuntos. En un idioma diferente, el estudio de los
funtores C — D, con C una categoria pequena y D una segunda categoria, es algo que
ha sido fundamental a través de las matematicas.

Cuando D es la categoria de mdédulos sobre algiin anillo y morfismos de modulos, tal
funtor es llamado representacion de C, generalizando la nociéon de una representacion
de un grupo (el cual puede ser visto como su categoria de desenlazado, la cual consta
de un objeto y cuyos morfismos son los elementos del grupo). Aqui nos centraremos.

Denotaremos por Set a la categoria de conjuntos y funciones, y a la categoria de
conjuntos y funciones inyectivas por Set;.

1.1 Definicién y propiedades

Definicién 1.1. Sea C una categoria pequena. Un C-conjunto es un funtor covariante
Q:C — Set.

Entonces 2 es simplemente un diagrama de conjuntos el cual tiene la misma forma
que C: para cada objeto = de C hay un conjunto especifico {)(x) y para cada morfismo
a:x — y en C hay una funciéon Q(«) : Q(z) — Q(y).

Note que la imagen de €) se queda en Sety si y sélo si estas funciones son inyectivas.

Ejemplo 1.2. Sea GG un grupo y C¢ la categoria de desenlazado de G, es decir, los
objetos de C¢ constan de un punto ¢ y Home,, (e, ) = G. La composicion es la operacion
del grupo.

Un Cg-conjunto es un funtor €2 : C¢ — Set. Observemos lo siguiente: sea X = (o).
X es un G-conjunto con la accién dada por

para todo g € G y todo x € X.
En efecto. Sean g, h € GG, e el elemento identidad de G 'y x € X. Notemos que

e-x=Q(e)(x) =idx(z) ==z

1



Definicién y propiedades 2

pues €2 es funtor. Ademaés,

(gh) -z = Q(gh)(z) = (Q2(g) o () (x) = Qg)(2h)(2)) = g - (h- ).

Asi, X es G-conjunto. Reciprocamente, si X es un G-conjunto, podemos definir
Q:Ce — Set con Qo) = X y Q(g)(z) := gz. Para ver que Q es un funtor cova-
riante, tenemos que ver que {2(e) = idx con e el elemento identidad de Gy que para
cualesquiera g, h € G, Q(gh) = Q(g)Q2(h).

Para esto, note que

idx(z) = o = ex = Qe)(x)
y esto pasa para cualquier x € X. Asi, Q(e) = idy. Luego,

Q(gh)(x) = (gh)x = g(hx) = Q(g) (U(h)(x)) = (2(g) 0 Q(h)) (x)

y esto pasa para todo x € X. Por lo tanto, €2 es un funtor covariante.
Observe que todas las funciones 2(g) son inyectivas, asi que realmente €2 : Cg —
Set, es decir, €2 es un C-conjunto con valores en Set;.

Ejemplo 1.3. Sea Q el siguiente carcaj:
Q= T ——y

y considerémoslo como categoria, es decir, los objetos de dicha categoria son Obj (Q) =
{z,y} y como morfismos tenemos Homg (z,z) = {1, }, Homg (y,y) = {1,}, Homg (z,v)
= {a} y Homg (y,z) = 0.

Un Q-conjunto se verd entonces como una tripleta = (X,Y, f) con X = Q(z),
Y=Q)y f: X —Y tal que f = Q(a).

Reciprocamente, si tenemos una tripleta (X, Y, f) con X, Y conjuntosy f : X — Y
funcién, podemos asignarle un carcaj (y a su vez un Q-conjunto 2 : @ — Set)

~

Q= x%y

~

tal que Q(z) = X, Qy) =Y vy Q(f) = f.

Sea C una categoria pequena. Denotaremos por C — Set a la categoria cuyos objetos
son todos los C-conjuntos y, si Q, ¥ € Obj(C — Set), Home_ge (2, ¥) consta de las
transformaciones naturales entre ) y .

Recordemos que una equivalencia entre categorias Ay B consiste de funtores H :
A— By K :B— Aeisomorfismos naturales n : KoH — 1y4ye: Ho K — 15.

Proposicion 1.4. Si las categorias C y C' son naturalmente equivalentes, entonces las
categorias C — Set y C' — Set son naturalmente equivalentes.

Demostracion. Como C y C' son equivalentes, tenemos funtores H : C — C' y G :
C' — C tales que 1¢ es naturalmente isomorfo al funtor G o H y el funtor 1o es
naturalmente isomorfo a H oG, es decir, existen isomorfismos naturales p : 1o — GoH
y 0 :1e — H o GG. Veamos que C — Set y C' — Set son equivalentes.

Definimos el funtor H : C — Set — C’ — Set de manera que:
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» En objetos: para cada Q € Obj (C — Set),

H(Q)=Q0G.

s En morfismos: si €2y, ), son objetos de C — Set y i : 2 — (25 es un morfismo
entre ellos, entonces H(n) : H(Qy) — H(Qs) queda definida como sigue: sea
x’ € Obj (C'), entonces

H(n):z’ = NG ("),
pues G(2') es objeto de C.

Veamos que H (n) es transformacién natural: sean 2/, ¢ objetos de C'y o' : 2/ — 3/
un morfismo entre ellos. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

- H(n)y —

H(h)(2") ———— H(Q)(2)

H(Q)(a) H(Q2)(e)

Observe que

H(Q)(a') o H(n)wr = (20 G)(a') 0 ng(ar)
= N) © (S0 G)(d)
= H(n)y o H()()

pues 7 es transformacion natural.
Entonces H(n) es transformaciéon natural, es decir, es morfismo en C' — Set.
De igual manera, definimos el funtor G : C' — Set — C — Set de manera que:

» En objetos: para cada U € Obj (C" — Set),

G(¥)=WVoH.

s En morfismos: si ¥y, W5 son objetos de C'—Setyn :¥; — ¥y es un morfismo

entre ellos, entonces G(7) : G(¥;) — G(¥3) queda definida como sigue: sea
x € Obj (C), entonces

G = U}I(x)a
pues H(x) es objeto de C'.

G(n') es transformacién natural y se demuestra de manera analoga a lo que hicimos
anteriormente, por lo que es morfismo en C — Set.

Por tltimo, veamos que el funtor le_ge es naturalmente isomorfo a G o H y que
1e/_set €8 naturalmente isomorfo al funtor H o G.
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Para ver que 1¢_ge; s naturalmente isomorfo a Go H, definimos € : l¢_get — GoH
como sigue: si 2 € Obj (C — Set), entonces €q : @ — (G o H)(2) es el morfismo en
C — Set definido como

(€a)z = Qpz)

para cada x objeto de C.
Veamos que, en efecto, € es transformacién natural. Sea 7 : 2 — €2y un morfismo
en C — Set. Veamos que el cuadrado siguiente conmuta:

O — 2 (GoH)()
n (GoH)(n)

Q) ——— (GoH)()

Para ver que conmuta, hay que ver que se da la igualdad en transformaciones
naturales, es decir, que ((@ o H)(n)o te) (€n, © M), para cada x € Obj (C).

Sea x € Obj (C). Entonces (€g, 0n), = (€qy)z © Mx = 2(ps) © 1. Por otro lado,

(GoH)m)oea,) = ((GoH)n) o (ea)s =nGom © (ps).
Como 7 es natural, se tiene que Qs(pz) 0Nz = N(Gom) @) © 21 (pz), €s decir, el cuadrado
conmuta:

04 (x) T Qo (2)

Q1 (pz) Q2(pz)

0 ((G o H)(z)) 2, ((G o H)(z))

NGoH)(x)

De aqui que ((éoﬁ)(n) o €Q1>x = (eq, o), para cada z € Obj(C), por lo que
(Go H)(n) oeq, = €q, on. Asi, € es natural.

Luego, € es isomorfismo natural pues para cada Q2 € Obj (C — Set), eq es isomorfismo
pues para cada x € Obj (C), (eq). = Q2(p,) es isomorfismo pues como p es isomorfismo
natural, p, es isomorfismo. En consecuencia, el funtor 1¢_g. es naturalmente isomorfo
aGoH.

Siguiendo un razonamiento analogo, se sigue que el funtor 1¢/_ge; €s naturalmente
isomorfo a H o G.

Por lo tanto, las categorias C — Set y C’ — Set son naturalmente equivalentes.  [J

Definicién 1.5. Dados €24, €25 dos C-conjuntos, definimos su union disjunta como sigue:

s En objetos: para cada objeto x de C,

(Ql L Qg)([l’)) = Ql($) LI QQ(QT)
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» En morfismos: si z,y € Obj (C) y a : ¥ — y es un morfismo entre ellos, entonces
(Ql UJ QQ)(O() = Ql(Oé) UJ QQ(O()

manda a cada elemento de €2;(z) en el correspondiente €;(y). Note que esta bien
definido pues la unién es disjunta.

Veamos que, en efecto, la unién ajena de C-conjuntos es un C-conjunto. Sean 2y, {25
C-conjuntos. Para probar que 21 U €y es un C-conjunto tenemos que ver lo siguiente:

1. Para cada z € Obj (C),

(% UQ) (12) = L(0,u0:)(2)-

2.51 r —"—y -2 son morfismos en C , entonces
(1 UQs) (Boa) = (21 U)(B)o (1 U) ().

Para la primera propiedad, sea x objeto de la categoria C. Notemos que

(0 UQ) (1) = Q(1,) UQs(1,)
= Lo, @) U Loy
= Loy ()0 ()
= L(0,u0:)()-

Hay que ver que, en efecto, 1o, 2)U10,) = 1o (2)uas(2)- Para esto, sea ¢ € O (x)UQs (),
entonces ¢ € Q;(z) o ¢ € Qy(x).

mSicé€ Ql(l’), entonces (191(@ L 192(5,;)) (C) = 191(96)(0) =c= 1Ql($)ug2(x)<0).
m Sic e Qy(z), entonces (191(1) L 192(1)) (c) = Lo, (c) = ¢ = 1o, (@) @) (C).

Y note que esto pasa para cada ¢ € Qy(x) UQs(x). Asi, 1o, () Ula,@) = Lo, ()00 @)-

Para la segunda propiedad, sean z,y,2 € Obj (C)y =z —— y s » morfismos

entre ellos. Notemos que

(U UQ) (Boa)=Q(Boa)Uu(s
1(8) 0 (a)) U (22(8) 0 Qs())
)o

= (©
= (2:(8) U Q2(B)) o (S () U Qa(a))
=(QUQ)(B) o (21 LU8Q) (a).

° )

Para verificar la pentltima igualdad, sea ¢ € Q(z) U Qy(x). Entonces ¢ € Qy(z) o
c € Qy(x).
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Si ¢ € Qy(x), entonces (4 (a) U Qs()) (¢) = Q1 (a)(c). Luego,

((€21(8) U 2a(8)) o () U Qa(e))) (¢) = (A (B) L 22(B)) (u(a)(c))
= % (B)(u()(c))-

Por otro lado, ((§4(5) o fh(a)) U (Q2(8) 0 Q2(a))) (¢) = (1(B) o () (¢), que es
igual a lo obtenido anteriormente.
La prueba es andloga para el caso en el que ¢ € (2y(x), y note que esto pasa para

cada ¢ € Qp(z) UQy(x). Por lo tanto, (2, U Q) (Boa) = (21 U Q) () o (21 LU Ds) (a).
En consecuencia, la unién disjunta de dos C-conjuntos es un C-conjunto.

Definicién 1.6. Dados 24,2y dos C-conjuntos, definimos su interseccion como sigue:

s En objetos: para cada objeto x de C,
(Ql N Qg)(l’) = Ql(l’) N QQ(JI)
es la interseccion de dichos conjuntos.

» En morfismos: si z,y € Obj (C) y a : ¥ — y es un morfismo entre ellos, entonces
(1 N Q) (a) es la restriccion de O (a) a Q;(x) N Qy(x).

Observe que si el dominio de (€23 N€Qs) (), es decir, (21 NQ)(z), es vacio, entonces
(€, N Q) () es la funcién vacia.

Ademas, dicha interseccion estd bien definida y es un funtor pues restringir funciones
preserva identidades y composiciones.

1.2 (C—conjuntos transitivos

Definicién 1.7. 1. Definimos el soporte de un C-conjunto {2 como el conjunto de
objetos ¢ de C tales que Q(c) # 0 y lo denotamos por supp (£2).

2. Diremos que un C-conjunto es no vacio si supp (2) es no vacio, es decir, existe

c € Obj (C) tal que Q(c) # 0.

Observacion 1.8. Existe el C-conjunto vacio, el cual denotamos por @, que cumple que
para todo x € Obj(C), @(z) =0 y si f € Home (z,y) con z,y € Obj(C), &(f) es la
funcion vacia.

Observemos también que supp (&) = (.

Definicién 1.9. Sea 2 un C-conjunto. Decimos que () es un C-subconjunto de (2,
denotado por €27 < €, si 1 es un subfuntor de €2, es decir, €2y : C — Set es un funtor
junto con una transformacién natural ¢ : Q; — Q tal que para cada objeto ¢ de C,
te : Q1(c) — Q(c) es una inclusion.

Definicién 1.10. 1. Un C-conjunto no vacio € es transitivo si no se puede expresar
propiamente como una unién disjunta, es decir, si €21, {25 son C-conjuntos tales
que 2 = €y LIy, entonces 2 = F o0 2y =
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2. Decimos que un C-conjunto €2 es finito si

(a) [supp ()| < oo,y
(b) para todo z € C, |Q(z)| < oo.

3. Una categoria pequena C es finita si tanto su conjunto de objetos como su con-
junto de morfismos son finitos.

Definicién 1.11. Una categoria C es conezxa si no se puede escribir de la forma C =
C1 UCy con Cq,Cy categorias no vacias y, ademas, no hay morfismos de objetos de C; en
objetos de Cy y viceversa.

Proposicion 1.12. Sea C una categoria pequena.

1. Salvo orden, todo C-conjunto finito no vacio §) tiene una descomposicion unica
QleuQQI_II_IQn
donde cada ); es transitivo.

2. 518 es un C-conjunto transitivo, entonces la subcategoria plena de C cuyos objetos
son el soporte de 2 es conexa.

Demostracion. 1. Sea €2 un C-conjunto finito. Si €2 es transitivo, acabamos. Si no,
entonces 2 = Oy U Qy. Si © y Oy son transitivos, acabamos. Si no (es decir,
alguno de ellos no lo es), repetimos el argumento, y asi seguimos sucesivamente.
Note que este proceso debe terminar pues €2 es finito. Por lo tanto, 2 tiene una
descomposicion en transitivos.

Ahora, si v es un C-conjunto transitivo y v < €2, entonces v < €); para algiun

1 < n, pues note que vy = |_|(fy N Q;) y como 7 es C-transitivo, al igual que los
i=1

();’s, debe pasar que YN €); # @ para algin j < ny yNE; = & para toda i # j.

De ahi que v =y N Q.

Con esto, si tenemos otra descomposicion de §2 en C-conjuntos transitivos,
m
- !
Q= |_| Q,
J=1

el proceso anterior lo podemos hacer para cada (). Por lo tanto, cada €} es C-
subconjunto de algin €; y viceversa, por lo que n = m y para todas i, j, {; = (0.

En consecuencia, la descomposicion es tinica.
2. Sea D la subcategoria plena cuyos objetos son los elementos de supp (£2). Supon-

gamos que D es disconexa con D = D; LI Dy sin morfismos entre los objetos de
Dl y DQ.

Podemos entonces definir al C-conjunto €;, ¢ = 1, 2, como sigue:

| Qz), xeObj(D);
Qi(r) = { 0, z & Obj (D;).



C—conjuntos transitivos 8

Esto implicaria que Q = Q; LI Qy con ©Q; # 0 # Qs, lo cual es una contradiccién
a la suposicion de que € es transitivo.

Por lo tanto, D es conexa. [

Ejemplo 1.13. Sea Q la categoria
Q= T —"—=y

del Ejemplo 1.3. Veamos que los Q-conjuntos transitivos no vacios finitos son isomorfos
a los Q-conjuntos de la forma
Q,=n—1

conn={1l,...,n},n >0, es decir, Q,(z) =n, Q,(y) =1y Q,(«) es constante.

En efecto. Si [Y| > 1, entonces Y = Y; Y5, asi que podemos definir X; = f~1(Y}) y
X, = f7YY3). Con esto, definimos Q;(z) = X; y Q;(y) = Y; para i = 1,2 y tendriamos
funciones f; = fla,@) : Q(r) — Qi(y), la cual estd bien definida pues ;(x) es la
preimagen de Q;(y).

Esto implica que 2 = Q; Uy con £y # & # (s, de donde se implicaria que €2 no
es transitivo.

De ahi que, para que ) sea Q-transitivo, se debe cumplir que |Y| = 1.

Este ejemplo nos dice que una categoria finita puede tener infinitos C-conjuntos
transitivos no isomorfos.

Proposiciéon 1.14. 1. Sea Q0 un C-conjunto. €2y es un C-subconjunto de € si y
solo si Qq(x) € Q(z) para todo objeto x de C y, para todo o € Home (x,y),
Q(a) (u(x)) S ().

2. Sea {Qi},c; una familia de C-subconjuntos de €). Entonces ;cr§Y es un C-
subconjunto de €.

Demostracion. 1= ) Como 2y es C-subconjunto de 2, entonces es un subfuntor,
por lo que existe ¢ : €3 — () transformacién natural tal que para todo
objeto x de C, t, : Q(z) — Q(z) es una inclusion.

En particular, esto nos dice que Q;(z) C Q(x).
Ahora, sea o : x — y en C, entonces Q(«) : Q(z) — Q(y). Sea ¢ € Qy(x).
Como € es subfuntor, tenemos ¢, : ;(z) — Q(x) inclusion.

Entonces, por una parte,
((a) 0 1,)(e) = ) (12(e)) = 2(a)(¢)
y, por otra parte,
(9(0) 0 12)(c) = (1, 0 (@) () = 1,(Q(@)(€)) = N (@)(c) € N (y)

por ser ¢ transformacion natural.
Y esto pasa para cada elemento ¢ € Q(x). Asi, Q(a) (21(z)) C Q1 (y).
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<= ) Supongamos que ;(z) C Q(x) para todo = € Obj(C) y que, para todo
a € Home (z,y), Q(a) (1(x)) € Q4 (y). Veamos que € es subfuntor de €.

Definimos el funtor €2; : C — Set de la siguiente manera:

- En objetos: para cada x € Obj (C), 21(x) es tal que es subconjunto de
Q(x), por lo que Q(x) es un conjunto.

- En morfismos: si @« € Home (z,y), definimos (o) : Q1(x) — Qi (y)
como (o) = Q(z)|a, ()

Con esta definicion es claro que €2; es funtor.

Ahora, sea ¢ : 1 — Q tal que, para cada objeto x de C, 1, : Q1(x) — Q(x)
es la inclusion de ;(x) en Q(z). Para ver que ¢ es transformacion natural,
veamos que el siguiente cuadrado conmuta:

Es decir, veamos que Q(a) o ¢, = 1, 0 ().
Sea ¢ € Q4(x), entonces (2(a) o t;)(c) = Qa)(te(c)) = Q(a)(c). Por otro
lgdo, (ty of?l(oz))(c) = 1,(()(c)) = Qi (a)(c) = Q(a)(c) por definicién de

Por lo tanto, el diagrama conmuta. En consecuencia, ¢ es transformacion
natural. Ademas, por definicién ¢, es inyectiva para todo € Obj (C). Asi,
) es subfuntor de 2 y, por lo tanto, es C-subconjunto de €.

2. Se sigue de 1. Como cada §2; es C-subconjunto de €2, entonces cumple ambas con-
diciones de 1., por lo que su interseccién también las cumple. Asi, la interseccion
de C-subconjunto es un C-conjunto. O

Definicién 1.15 (C-conjunto generado). Sea {2 un C-conjunto y sea # una funcién
tal que a todo objeto x de C le asigna un conjunto 6(z) que satisface 0(z) C Q(z).
Definimos el C-conjunto generado por 6 como

Q,<0Q
0(x)CQ; (x) VzeObj(C)
iel
es decir, la interseccion de los C-subconjuntos de €2 que contienen a X.

Decimos entonces que 6 C 2 y podemos pensar que 6 C U Q(x).
ze0bj(C)

Lema 1.16. Sea Q2 un C-conjunto y sea 8 C Q). Entonces para todo objeto x € Obj(C),

0= U Qo))
agsoon?gf(f/),x)
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Demostracion. Sea a € Home (y, x). Entonces

() (0(y)) € U)((0)(y)) pues 0 C (6)
€ (0)(x) pues (0) < )
por la Proposicién 1.14.
Sea E(x) = U Qa)(0(y)). Por la observacién anterior, E(z) C (6)().

y€Obj(C)
acHome (y,x)

Ahora veamos que E < €. Si a € Home (y, z), entonces

2€0bj(C)
B€Home (z,y)
c U A Q) 0(2)
2€0Dbj(C)
BeHome (2,y)
= U Qaop)(0(2)
2€0bj(C)
z&yikv
C E(x),

esto 1ltimo pues o 5 es un morfismo que llega a z. Asi, £ < Q. Ademas, 6(z) C E(x)
pues 0(z) = Q(1,)(0(z)) C E(x).
Por lo tanto, (#) < E'y, asi, (§) = E. O

Corolario 1.17. Sea 2 un C-conjunto. Si existe un objeto x y un elemento u € Q(x)
que genera a §2, entonces §) es transitivo.

Demostracion. Supongamos que €2 = €y L 2y de tal manera que algin €2; es un C-
subconjunto transitivo de €2. Sin pérdida de generalidad, supongamos que €2y es dicho
C-subconjunto transitivo y, ademds, que u € Qp(x). Entonces (u) < €y pero, por
hip6tesis, (u) = Q. Entonces Q2 < Q, por lo que Q = Oy es transitivo. O

Ejemplo 1.18. Sea Qx la categoria asociada al carcaj de Kronecker, que consta de
dos objetos x,y y dos morfismos «, 5 : * — ¥y, como se representa en el siguiente
diagrama:

Ok = -

Esta categoria finita tiene conjuntos transitivos que no son finitos, al igual que infinitos
conjuntos finitos cuyos morfismos son inyectivos.
Recordemos que un Qx-conjunto es de la forma Q = (XY, f,g) con Q(z) = X,

Qy) =Y, Qa) =y QB) =g
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Consideremos los Q-conjuntos

con Q(a) representado por las flechas de linea continua y () representado por las
flechas de linea segmentada.

El primer Qg-conjunto mostrado puede extenderse hacia la derecha o izquierda
indefinidamente, o puede terminar para dar un Qy-conjunto finito. Los Qi -conjuntos
de este tipo son todos los transitivos con morfismos actuando como funciones inyectivas.

Hay méas Qx-conjuntos que los mostrados; los restantes tienen funciones Q(«) y
Q(P) no inyectivas.

Por otra parte, los Qx-conjuntos de esta categoria estan en biyeccion con las digra-
ficas: dado un Q-conjunto €2 podemos construir una digrafica D = (V, E) con V el
conjunto de vértices y E el conjunto de flechas tal que Q(y) =V y ab € E si hay un
elemento u € Q(z) tal que Q(a)(u) =ay Q(B)(u) = 0.

Reciprocamente, las digraficas conexas que provienen de Qp-conjuntos ) donde
Q(a) y 2(B) son inyectivas son los caminos cerrados orientados y las trayectorias.

Recordemos que un funtor F' es fiel ([9], p. 15) si para cada z,y € Obj (C) y cada
f1, f2 € Home (z,y), la igualdad F(f;) = F(f2) implica que f; = fo. También ([9], p.
26) recordemos que una categoria concreta es un par (C,U) donde C es una categoria
y U : C — Set es un funtor fiel.

Para una categoria C, dar un C-conjunto es lo mismo que verla como categoria
concreta, siempre que €2 : C — Set sea fiel (ver [11], p. 4). De igual manera podemos
ver una categoria concreta como una categoria cuyos objetos son conjuntos (disjuntos)
y los morfismos son funciones entre conjuntos.

Esto extiende la nociéon de que podemos ver a un grupo de permutaciones como
un grupo junto con un morfismo fiel al grupo simétrico de algtin conjunto, o como un
grupo de permutaciones de un conjunto.

Si Cq es la categoria de desenlazado de algin grupo G, un Cg-conjunto es lo mismo
que una representacion por permutacion de G.

Asi como para los grupos tenemos el teorema de Cayley, que nos dice que todo grupo
se puede ver como un grupo de permutaciones, precisamente es mas general el caso de
que toda categoria C podemos verla como una categoria concreta. Vamos a “copiar”
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la demostracion del teorema de Cayley, que procede de considerar la representacion
regular.

Definiciéon 1.19. Para cada objeto y de una categoria C, sea ¢C, el C-conjunto tal que:
» En objetos: si z € Obj(C), ¢Cy(z) = Home (y, x),
» En morfismos: si z,z2 € Obj (C) y a : © — z es un morfismo entre ellos,
cCyla) = Cy(x) — Cy(2)

es tal que ¢Cy(a)(f) =ao f.
Con esto, sea ¢C = |_| cCy. A ¢C se le llama C-conjunto reqular izquierdo.
y€O0bj(C)
Es claro que ¢C es un C-conjunto.
Proposicién 1.20. 1. Los C-conjuntos ¢C, son transitivos.

2. Para cualquier categoria C, el C-conjunto reqular es fiel.

Demostracion. 1. Si tomamos y € Obj (C) y 1, € ¢C,(y), éste genera a ¢C, y, por el
Corolario 1.17, se sigue que ¢C, es transitivo.

2. Supongamos que « y 3 son tales que ¢C(a) = ¢C(f3), los cuales, por definicion,
son tales que cC(8)(f) = o | v cC(a)(f) = ao f.

Entonces, para cualquier f, ao f = o f, lo que implica que los dominios de «,
dom(a), y de 8, dom(f3), son iguales, pues los conjuntos ¢C(z) son distintos para
diferentes objetos x.

Luego, ldom(a) = laom(g), asi que a = a0 lgom(a) = 5 © laom(s) = -
Asi, ¢C es fiel. a

Durante el Seminario de Algebra impartido en el semestre 2023-1 estudiamos desde
otro enfoque a los C-conjuntos transitivos que, aunque es independiente a la perspectiva
de [13], es més parecida a cémo se estudian en la Teoria de Grupos:

Definicién 1.21. Sean €2 : C — Set un C-conjunto y x € Obj(C). Si y € Obj(C),
una caminata de x en y es una sucesion de morfismos o = «, - - - 1 de la forma

aq a2 Qn

x Y1 Y2 Yn =Y

Definimos, para cada «; flecha de la caminata,
Q(WZ) _ Q(O[Z‘), si yi—;g Yi
Qe)™t, sy = i

donde Q(a;)~! denota a la preimagen de Q(«;). Ademas, si a es caminata de x en y,
definimos la caminata opuesta de o, denotada por a?, como la caminata a en direccion
opuesta, es decir, a? es una caminata de y en x.
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Observacion 1.22. Como nos interesan flechas del estilo Q(a;7)Q(a), si a; v @iq
fueran en la misma direccién tendriamos que, como € es covariante, Q(a;7)Q(a;) =
Qi) 0 Qai1)Qa;) = Qaai41) !, dependiendo de la orientacion.

Entonces, en la caminata, podemos suponer sin pérdida de generalidad que dos
flechas consecutivas van en direcciones opuestas. De ahi que tenemos tinicamente cuatro
posibles tipos de caminatas:

1 aq [e %} [e7%

- T n Y oo — Y,
aq a2 Qn .
2.z (7 Yoo Y
3 aq a2 Qn .
- T Y1 Yo - UY,
4 aq a2 (679
-z Y1 Yo s—UY.

Definicién 1.23. Definimos, para y € Obj (C) y u € Q(z), x € Obj(C), la C-drbita de
u respecto de y como:

Cu)y)= U Qan)- - Qr)(u)

T~y
caminata

= U 2@)(u).

T~y
o

Observemos que si x, y, z son objetos de C, a es una caminata de x en y y jJ es una
caminata de y en z, entonces Q(Sa)(u) = Q(B)Q(a@)(u). En efecto, si 5 se compone de

morfismos (1, ..., 3, v a de morfismos aq, - - - , a,,, entonces
QB)Q@)(u) = QBm) -+ QB1)UEw) - - Qa) (u)
— (Fa)(w).

Lema 1.24. Sean Q un C-conjunto, x € Obj(C) y u € Q(z). Entonces Cu es un
C-subconjunto de Q@ y u € (Cu)(z).

Demostracion. Para ver que Cu es C-subconjunto de €2, primero note que por definicién
(Cu)(y) € Qy) y esto pasa para cada y € Obj(C). Ahora, sean ¢ : y — w morfismo
en Cy v € (Cu)(y). De esto ultimo se sigue que existe a caminata de = a y compuesta
de morfismos oy, ..., a, tal que v € Q(ay,) - - Q(ay)(u).

Observe entonces que

aq (e%) Qn l
Z Y1 Y2 Yn =Y —— w

es una caminata de xz a w. De ahi que Q(¢)(v) es un elemento de un uniendo que
representa una caminata de x a w. Es decir, Q(¢)(v) € (Cu)(w).

Por la Proposiciéon 1.14, Cu es C-subconjunto de 2.

Por otra parte, por hipétesis, u € Q(z), asi que consideremos la caminata trivial de
x a x, es decir, 1,. Asi,

ue QL)) € U Q@) (w) = (Cu)(x). O

Y
«
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Observacion 1.25. Definimos (Cu)'(y) := Q(y) \ (Cu)(y). Observemos que (Cu)" es un
C-subconjunto de €.

En efecto. Por definicién, es claro que (Cu)'(y) € Q(y). Sean ¢ : y — w morfismo
enCy v e (Cu)(y), entonces v € Qy) \ (Cu)(y). Si Q(¢)(v) € (Cu)(w), entonces existe
o una caminata de z a y tal que Q(¢)(v) € Q(a)(u), entonces v € Q)7 1Q(@)(u) C
(Cu)(y), lo cual es una contradiccién.

Asi, (Cu)" es un C-subconjunto de Q2 por la Proposicién 1.14.

Lema 1.26. Sean x € Obj(C) y u € Qz). Siv € (Cu)(y), entonces Cu = Cv como
C-conjuntos.

Demostracion. Sea v € (Cu)(y), entonces existe vy caminata de z a y tal que v €
Q(F)(u). De ahi que u € Q(7°P)(v).

Sea ¢ € (Cu)(z). Entonces ¢ € Q(a)(u) para alguna caminata « de x en y, pero por
una observacién anterior tenemos que ¢ € Q(@) (Q(7°P)(v)) = Q(ay%P)(v), el cual es un
subconjunto de (Cv)(z), pues ay’? es una caminata de y en z.

Anélogamente, si b € (Cv)(z), entonces existe 8 caminata de y en z tal que b €
Q(F)(v) € B) (A7) = AT () € (Cu)(2).

Asi, para todo z € Obj(C), (Cu)(z) = (Cv)(z), por lo que Cu y Cv son iguales en
objetos.

Luego, si f : 2 — w es un morfismo en C y ¢ € (Cu)(z), (Cu)(f)(c) = Q(f)(c). Y si
be (Cv)(z), (Cv)(f)(b) =Q(f)(b). En consecuencia, Cu y Cv son iguales en morfismos.

Por lo tanto, Cu = Cu. O]

Corolario 1.27. Si CunCv # @, entonces Cu = Cv.
Demostracion. Se sigue del Lema 1.26. [
Teorema 1.28. Sea ) un C-conjunto. Son equivalentes:

1. Q es transitivo;

2. Para cada objeto x de C y cada u € Q(z), Cu=Q;

3. Euxiste un objeto x de C y un elemento u € Q(x) tales que Cu = ).

Demostracion. [1. = 2.] Supongamos que {2 es transitivo. Sabemos, por el Lema
1.24 que Cu < ). Supongamos que Cu < €.

Por la Observacién 1.25 tenemos que (Cu)’ < €y, entonces, Q2 = Cu U (Cu)’. Pero
como u € (Cu)(z), (Cu) # @ y, como por hipdtesis €2 es transitivo, se sigue que
(Cu) = @. Por lo tanto, Cu = Q.

2. = 3.] Es claro.

[3. = 1.] Por hipétesis, existen z € Obj(C) y u € Q(z) tales que 2 = Cu.
Supongamos que Q = Oy LIy v que Q1 # . Sea v € Q;(y) con y € Obj(C).

Entonces, por una parte, Cv < €2, pero por otra parte, por el Lema 1.26 Cv = Cu =
), es decir, 2 < €.

De ahi que Cu = Q = )y y (), = &. En consecuencia, () es transitivo. O]
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Proposicién 1.29. Sean Q,$Y C-conjuntos, v € Obj (C) y u € Q(z). Sin: Q —
un morfismo entre ellos, entonces n(Cu) es C-subconjunto de Cny(u).

Demostracion. Como 7 es una transformacion natural, el siguiente cuadrado conmuta:

Q) = (z)

Q(a)l JQ’(E)

Qy) —— Y(y)

My

con « caminata de z a y. Entonces si y € Obj (C),

(n(Cu))(y) = 1y (U Q(@)(U)) < U YB)na(u) = Cna(u))(y).

a B
Luego, si f : y — z es morfismo en C, el siguiente diagrama conmuta:

Q) 295 qey) 2 )

al a 2

V(z) @ ' (y) o0 (z)

Observe que

Asi, n(Cu) es C-subconjunto de Cn,(u). O

Note que si n de la Proposicién 1.29 es un isomorfismo, se da la igualdad entre
dichos C-conjuntos.

Con estos resultados previamente demostrados, podemos dar otra prueba de la
unicidad del punto 1. de la Proposicién 1.12.

Sabemos que, si €2 es un C-conjunto finito, podemos descomponerlo en unién dis-
junta de C-conjuntos transitivos, a saber,

0|9

i=1
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Por el Teorema 1.28, para cada i existen x; € Obj (C) y u; € Q(x;) tales que Q; = Cu;.
De ahi que
0= LJCU@
i=1
Ahora supongamos que
= LJ CUj,
j=1
con v; € Qx;), x; € Obj(C), es decir, tenemos otra descomposicién de 2 en C-
conjuntos transitivos con m > n. Como ambas son descomposiciones en transitivos de
2, tenemos 7 un isomorfismo natural entre ellas por lo que, por la Proposicion 1.29, se
tiene que 7(Cuy) = Cny, (u1). Luego, como las C-drbitas estdn generadas por cualquiera
de sus elementos (como vimos en el Lema 1.26) tenemos sin pérdida de generalidad
que n(Cu;) = Cv;. En particular, n(Cu;) = Cv;. Ahora, como sabemos que (Cu;)" es
C-subconjunto de §2,

<|_|cu,> Cul”i(UCv]) (Cur),

por lo que

n m

~ .
LJC%M —-LJ Cl@.
i=2 j=2
m
Si continuamos este proceso, como m > n, llegaremos a que @ =2 |_| Cvj, pero como
j=n+1

Cv; # & para toda j, llegamos a que m = n. Con esto, la descomposicién en C-conjuntos
transitivos es tnica.

Lema 1.30. Sean Q2 un C-conjunto, o : x ~» a’' una caminata en C y u € Q(z).
Denotaremos por au = Q(@)(u). Entonces a € au si y sélo si u € aP

Demostracion. Solo veremos la necesidad, la suficiencia es simétrica. Sea a € au y
supongamos que « = o -+ - a7t con g; € {1}, 1 < i < n. Procederemos por induccién
sobre n la longitud de la caminata a.

Sin =1, entonces a = o', es decir, @ es un morfismo. Tenemos dos casos:

m Sie; = 1, entonces au = Q(a)(u), por lo que a € au implica que a = Q(a)(u),
de ahf que u € Q(a)"!(a) y observe que a”?a = Q(a%)(a) = Q(a)(a).

m Sie = —1, entonces au = Q(a) ! (u), entonces a € au implica que u € Q(a)(a) =
Q(a%)(a) = aPa.

Supongamos que se cumple para n > 1, es decir, si a« = a5* - - - o', entonces a € au

implica que u € aPa. Sea a caminata de x a 2’ en C de longitud n + 1, entonces

En+1 g £1
En+1 En+1

SlaEOzu,entoncesae( a ol att)u = (s - a3?) aftu.
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Note que af'u es no vacio, pues de lo contrario au = (). Entonces

€1 —E9 —€ —En+1
artu Cay e, o, T a.

De nueva cuenta, tenemos dos casos:

. — — —& z — — —&
mSieg=10uCa® ;a1 a, ast que u € a7 - a0, T a = aPa.

: _ -1 —&2 —&n A, " En+1 ’ —ep  "En+1 .
mSie; = -1, a0 uC oo, a1 a, asi que u € oo, T a =

a’Pa. 0

Ejemplo 1.31. Consideremos Q/ el siguiente carcaj:

Qr = IQ“

y considerémoslo como categoria. Sabemos que los Q,-conjuntos son de la forma 2 :
Qr — Set, Q= (X, f) con X =Q(z) y f=Qa).

Sea u € X. Analicemos las Q/-6rbitas de u. Note que, como Q. sélo tiene un
objeto, en objetos inicamente tiene sentido evaluar Q,u en x. Asi,

(Qeu)(x) = [ Q(B)(w).

T~

Pero observe que una caminata 5 de x a x tiene la forma g = o~ oa", con m,n € Nj.
Asi que

(Qeu)(x) = J Q) Q)" (u)
= U o fM)(w).

m,n

Luego, 2 es transitivo si y soélo si para cualquier particion de X, X = X; U Xs,

fX)NXo #Do f(Xo) N Xy #0.



Capitulo 2

El anillo de Burnside

Sea C una categoria finita. A partir de aqui y en lo que resta del trabajo estaremos
considerando C-conjuntos finitos, a menos que se especifique otra cosa.

2.1 Definicion y propiedades basicas

Tenemos una operacién de producto en los C-conjuntos: dados €2 y ¥ dos C-conjuntos,
definimos €2 x ¥ como sigue:

» En objetos: para cada objeto x de C, (2 x ¥) (z) = Q(x) x ¥(x) es el producto
cartesiano de dichos conjuntos.

s En morfismos: para cualesquiera x,y € Obj (C) y cualquier a : x — y morfismo
en C, tenemos (2 x V) (a) = Q(a) x V().

Veamos entonces que €2 X ¥ es un funtor. Notemos primero que, si ¢ es un objeto

de C,
(@ x ) (1) = (1) x (1)

= lae) X Ly
= lae)xw(e)

= Laxw)(e)-

Observemos que, en efecto, o) X Lu() = Lo)xw(e)- Para esto, sea u € (2 x ¥) (c),
entonces u = (u1,ug), con uy € (c) y us € ¥(c). Entonces

(19(5) X 1\11(c)) (ur,u9) = (19(0)(u1), 1\1/(c)(u2)) = (u1,u2) = Llog)xw(e) (U1, us),

es decir, (19(0) X 1\1;(0)) (u) = Lo(e)xw(e)(u) v esto pasa para toda u € (2 x W) (c). Asi,
) x ¥ manda identidades en identidades.

18
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Q
™

Por otra parte, si ¢, ¢, ¢’ son objetos en Cy ¢ c c” son morfismos

en C, entonces

(Qx V) (foa)=Q(Lfoa)x ¥(foa
X

Veamos que, en efecto,

(©2(8) © Q(a)) x (¥(B) 0 W(a)) = (2B) x W(B)) o (2a) x ¥(a)).

Sea u € (2 x U)(x), entonces u = (uy,uz) con uy € Qz) y us € ¥(z). Luego,

)-

((2(8) x W(B)) o (Ua) x W(a))) (ur, uz) = (AB) x W(F)) (Aa)(u), ¥(e)(uz))
(((B) 0 ) (ur), (¥(B) 0 ¥(a)) (uz))
((2(5) o Q(a)) x (¥(5) o W())) (us, us)

y esto pasa para cada u = (ug,us) € (2 x ¥)(x) y todo objeto x de C. Por lo tanto,
) x ¥ es funtor covariante.

Recordemos que dos funtores F' y GG son isomorfos si existe n : F' — G un iso-
morfismo natural entre ellos. La relacién “ser isomorfo” entre C-conjuntos nos produce
una relacion de equivalencia. Bajo esta relacion, a la clase de equivalencia de cualquier
C-conjunto 2 la denotaremos por [?] y la llamaremos clase de isomorfismo. Con estas
consideraciones podemos dar la siguiente definicion.

Definicién 2.1. Definimos el anillo de Burnside de la categoria finita C, denotado por
B(C), como el grupo de Grothendieck de los C-conjuntos finitos respecto a la unién
ajena L, es decir,

Z-mobdulo libre generado por las clases de isomorfismo de C-conjuntos

([Quv]—[Q] - [v])

B(C) =

Si deseamos especificar que los C-conjuntos que consideramos son funtores C — D,
con D ya sea Set o Sety, escribimos Bp(C) para denotar a este anillo. Asi, B(C) =
BSet (C>

T. Yoshida, en [18], y J. P. May, en [10], dieron definiciones para el anillo de Burn-
side de una categoria. Sin embargo, la definicion que damos en el presente trabajo es
diferente a las antes dadas.

Antes de probar que, en efecto, B(C) es un anillo, daremos la siguiente definicién.

Definicién 2.2. Decimos que un C-conjunto es constante si es isomorfo a un funtor
2 : C — Set donde para cada objeto = de C, Q(z) = X de cardinalidad 1 y, para todo
morfismo a : x — y en C, Q(«) es la funcién identidad.

Proposicién 2.3. Hasta isomorfismo, hay un unico C-conjunto constante con valores
en objetos de tamano 1.
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Demostracion. Sea *. : C — Set un C-conjunto tal que, para todo objeto = de C,
x.(x) = {c}, y en todo morfismo « de C, *.(«) es la funcién identidad en c. Andloga-
mente, sea %4 : C — Set un C-conjunto tal que, para todo objeto x de C, x4(x) = {d},
y en todo morfismo « de C, x4(c) es la funcién identidad en d.

Sea n : x. — %4 tal que para todo objeto x de C, n, : *.(x) — *4(x) es tal que
nz(c) = d. Note que esto estd bien definido. Si @ : ¥ — y es un morfismo en C, el
diagrama siguiente

*e(y) —5— *a(y)

es conmutativo, pues *.(a) y *4(a) son las identidades en ¢ y d respectivamente. Asi,
n es transformacién natural. Ademds, si 0 : x4 —> *. es tal que 0, : x4(x) —> *.(x)
con 0,(d) = ¢, por un argumento analogo al anteriormente usado se sigue que 6 es
transformacion natural que, ademas, es inverso de 7, y esto se cumple para cada = €
Obj (C).

Por lo tanto, n es isomorfismo natural. En consecuencia, [*.] = [*4]. O
A la clase de isomorfismo de los C-conjuntos constantes la denotaremos por [].

Lema 2.4. Sea C una categoria. El C-conjunto constante * es transitivo si y solo si C
es conexa.

Demostracion. => ) Supongamos que * : C — Set es transitivo y que C = C; LICy sin
morfismos entre C; y Co. Definimos el C-conjunto €2; : C — Set, i = 1,2, tal que

_ {C}u YIS Obj (Cl) 3
Qulw) = { 0, zeObj(C),j+i

Note que, con esto, * = Q; LIQy y Oy # () # Q,. Esto es una contradiccién pues
estamos suponiendo que * es transitivo. Asi, C es conexa.

<) Supongamos que C es conexa y que x = )y LIy, con x(x) = {c} para todo objeto
x de C. Entonces {c} = *(z) = Qi(x) UQs(x). De ahi que ¢ € Q;(z) o ¢ € Qy(x).
Sea C; la subcategoria plena de C con Obj (C;) = {z € Obj (C)| c € Q;(z)}.

Con esto, C = C; LU Cy. Ademaés, no hay morfismos de C; en Cy ni viceversa pues,
de lo contrario, si existiera (sin pérdida de generalidad) a : * — y morfismo en
C con z € Obj (Cy), y € Obj (Cz), entonces

1. = *(a) = Qi(a) U Qa(av),
por lo que () es 1. y Qa(a) es la funcién vacia 0, o Qp(«) es la funcién vacia
0y Qo) es 1.

En el primer caso, si ;(a) es 1. es porque ¢ € Q(x) v ¢ € Q(y), lo que
implica que y € Obj(C), asi que y € Obj (C;) N Obj (C3), lo cual no es posible.
Anéalogamente llegamos a una contradiccién en el segundo caso.
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Por tanto, no hay morfismos entre objetos de C; y Cs. Esto nos dice entonces
que C es disconexa, lo cual es una contradiccién pues habiamos supuesto que es
conexa. Esta contradiccion surge de suponer que *x se puede partir como uniéon
ajena de dos C-conjuntos no vacios.

Asi, * es transitivo. O

Teorema 2.5. Sea C una categoria finita. Entonces B(C) es un anillo conmutativo con
unidad, y como grupo abeliano tiene como base al conjunto de las clases de isomorfismo
de los C-conjuntos transitivos.

Demostracion. Primero veamos que el producto de elementos en B(C) estd bien defi-
nido.

Supongamos que €, Y, U, ¥ son C-conjuntos tales que [Q] = [QV] y [¥] = [V'].
Entonces existen isomorfismos naturales n: Q2 — ' y 0 : ¥ — ¥’ por lo que para
cualesquiera objetos x,y € Obj (C) y cualquier morfismo « : ¥ — y en C, los siguientes
cuadrados conmutan:

Qz) — Q(2) U(z) = W(z)
Qo) () V(a) V()
Uy) —,— L) Y(y) —— V')

Queremos ver que [Q][¥] = [¥][¥’], es decir, [Q2 x U] = [ x U']. Para esto tenemos
que dar una transformacién natural o : Q x ¥ — ' x ¥’ tal que para todo objeto x
de C, o, es isomorfismo.

Proponemos o = 1 x 0, es decir, para cada objeto x de C, sea 0, = (X 80), = 1, X 0,.
Veamos que el siguiente cuadrado conmuta:

(nx8)

(Qx U)(x) —= (' x V)(x)
(QX‘I’)(G)\L J(Q’X‘l”)(a)

(€2 x ¥)(y) x0), (€ x W) (y)
es decir, (' x ¥')(a)o(nx0), = (nx68),0 (2 x ¥)(a).
Sabemos por hipétesis que Q'(a) on, = 1, 0 Qa) y ¥(a) o, = 0, o U(a). Sea
(a,b) € (2 x U)(x), entonces a € Q(x) y b € U(x). Luego,

(2 (a) o) x (¥'() 0 0:)) (a,b) = ((¥(a) o 12)(a), (¥'(a) © 0:)(b))
= (2(a) x ¥(a)) (1:(a), 0=(b))
((2'(a) x ¥(a)) o (na x 0z)) (a,b)

y esto pasa para cada (a,b) € (2 x ¥(x)) y cada € Obj (C). Andlogamente tenemos
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que (n, 0 Qa)) x (8, 0 ¥()) = (n, x 0) o (Q(a) x ¥(c)). Por lo anterior,

y por ende el diagrama conmuta, es decir, ¢ =1 X 6 es una transformaciéon natural.

Note que, como 7 y 6 son isomorfismos naturales, para todo € Obj (C) 1, y 6, son
biyecciones, de ahi que 1, x 6, = o, es biyeccién. En consecuencia, o es isomorfismo
natural. Esto nos dice que [Q x W] = [Q)' x W']. En otras palabras, la multiplicacién en
B(C) esta bien definida.

Ahora veamos que B(C) es un anillo conmutativo con unidad. Sean [Q], [V], [®] €
B(C). Primero veamos que el producto es asociativo.

Para ver que ([Q][V])[®] = [Q]([¥][®]), encontremos un isomorfismo natural 7 :
QX V) x & — Q x (¥ x P). Para cada = € Obj (C), sea n, : (2 x V) x &)(z) —
(Q x (¥ x ®))(x) tal que n.((a,b),c) = (a,(b,c)). Note que 7, estd bien definida, es
biyeccién y que esto pasa para cada objeto x de la categoria. Por otra parte, observe
que si a: z — y es un morfismo en C, el siguiente cuadrado conmuta:

(2 x T) x ®)(z) —2— (2 x (¥ x D))(z)
((QX‘I’)X‘D)(Q)J l(ﬂx(@x@))(a)
(2 x W) x @)(y) ——= (2 x (¥ xP))(y)

pues

Por lo tanto, n es isomorfismo natural. Asi, (2 x V) x & = Q x
que el producto es asociativo.

Para ver que el producto es conmutativo, sea n : 2 x ¥ — U x ) definida de la
siguiente forma: para cada objeto z de C, sea 1, : (2 x ¥)(z) — (¥ x Q)(x) tal que si
(a,b) € (2 x ¥)(x), n.(a,b) = (b,a). Note que 7, estd bien definida y que es biyectiva
para cada x € Obj(C). Para ver que es transformacién natural, sean z,y € Obj(C) y
a : x — y un morfismo entre ellos; veamos que el siguiente cuadrado conmuta:

mw)(a)l l(wm(oo
QX U)(y) —— (¥ x Q)(y)
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Sea (a,b) € (2 x ¥)(z). Entonces
(U x Q)(a)on.)(a,b) =

= (1y © (2 x ¥)(e))(a,b)

Por lo tanto, el diagrama conmuta. Asi, n es transformacién natural y, como para cada
x € Obj (C) n, es biyeccion, entonces 7 es isomorfismo natural.

En consecuencia, el producto en B(C) es conmutativo.

Veamos que, en efecto, [%] es la unidad de B(C). Demostremos que [][Q2] = [©].

Sea 1 : % x 0 — € tal que, para cada objeto x de C, 0, : {c} x Q(z) — Q(z) es
la proyeccién en la segunda entrada, i.e., 1,(¢,a) = a para toda a € Q(z).

Observe que (c,a) = (¢,a’) si y sélo si a = a'. Esto nos dice que 7, estd bien
definida y es inyectiva. Ademas, es suprayectiva. Por lo tanto, 7, es biyeccién para
todo x € Obj(C). Ahora, sean z,y € Obj(C), a : * — y un morfismo entre ellos y
consideremos el siguiente diagrama:

(x x Q)(x) —=—= Q(x)
(*xn)(a)l Jﬂ(a)
(x x Q) (y) —— Qy)

My

Sea (c,a) € (x x Q)(x). Entonces
() 0 n2)(c, a) = Q) (1:(c, a))

My
= (1y © (x x Q)(a))(c, a).

Asi, n es isomorfismo natural y entonces * x = Q es decir, [*][Q2] = [Q]. Como el
producto en B(C) es conmutativo (por lo visto anteriormente), [%] es la identidad de
B(C).

Verifiquemos ahora la distributividad del producto con la suma, es decir,
[ ([Y] + [@]) = [ x (WU )] = [(2 x V) U (2 x )] = [Q[¥] + [Q][D].

Sean:Qx (PUD) — (2x¥)U (2 x P) tal que, para cada objeto x de C,
Ne s (X (PUD))(z) — (X V) (z)U(Qx P)(x) es tal que n,(a,b) = (a,b). Note que
estd bien definida pues YN® = &. Ademas, es claro que es biyectiva. Sean z,y € Obj (C)
v a:x — y en C. Veamos que el siguiente cuadrado conmutas:

(Qx (TVUD)) () —E— (Ax V) LU(Q x ®))(z)
(Qx(YuP)) () (QXV)L(Qx D) ()

(2 x (VU P))(y) ———— (AxT) U (2 xD))(y)

My
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Sea (a,b) € (2 x (VU ®))(x). Entonces a € Q(z) y b € V(x) U P(z).
Sibe U(x), entonces (2 x (VU D)) (a)(a,b) = (Q2a)(a), ¥(a)(b)). Luego,

1y (Q(a)(a), ¥() () = ()(a), T(a)(b))

en (y) x W(y) € (Qy) x ¥(y)) U (2y) x 2(y)).

Por otra parte, n,(a,b) = (a,b) € Q(z) x ¥(x) C (Qz) x U(z)) U (2(x) x &(x)).
Luego, ((©2 x W) LI (2 x @)(a))(a,b) = (e)(a), ¥(a)(b)) en Q(y) x ¥(y)  (2(y) X
U(y)) U (2y) x (y)).

Si b € ®(z), el razonamiento es andlogo al del caso anterior. Asi, el diagrama
conmuta en ambos casos. Por lo tanto,  es un isomorfismo natural. En consecuencia, en
B(C) el producto se distribuye con la suma. Por lo tanto, B(C) es un anillo conmutativo
con unidad.

Por ltimo, veamos que {[€2] | © es C-transitivo} es una base de B(C) como grupo
abeliano.

Supongamos que Y. ; a;[€%] = 0 con Q; 2 Q; sii # jy a; € Z para toda i €

{1,...,n}. Asi, tenemos la siguiente igualdad:
> ailu] = > (—a) Q).
a;>0 a;<0

De ahi que

| ] Q= | ] Q.

a; >0 a;<0

Por 1. de la Proposicién 1.12 tenemos que la descomposicion en transitivos es tinica,

asi que €; = € y a; = —ay, lo cual es una contradicciéon pues estamos suponiendo que
los €; no son isomorfos entre si. Asi, a; = 0 para toda i € {1,...,n}.

Por lo tanto, {[?] | ©2 es C-transitivo} forma una base para B(C) como Z-modulo.

O

Continuamos con una observacion que muestra que, al estudiar la estructura del
anillo de Burnside, basta con suponer que la categoria C en cuestion es conexa.

Proposiciéon 2.6. Sea C una categoria y supongamos que no es conexa, es decir, C =
Cy U Cy con Cy,Cy subcategorias plenas de C sin morfismos de C1 a Cy y viceversa.
Entonces B(C) = B(Cy) x B(Cy).

Demostracion. Sean 2 un C-conjunto y x € Obj(C). Definimos los C-conjuntos §);,
1 = 1,2, de la siguiente forma:

Qx), =€ O0bj(C);
ule) = { 0, e€0bj(C).j+i.

Entonces €2 = Q; U Q5. Ademas, 2,2y son C-subconjuntos de €: si § : x — 1y,
entonces z,y € Obj (C1) o z,y € Obj(Cy). Luego, Q(5) : Q(z) — Q(y) es tal que, como
z,y € Obj(C;) y como C es disconexa, Q(f) = ;(8) en C;. Asi, Q; es C-subconjunto
de Q. Se sigue que 2 = €y LI ).
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Luego, sea B(C) —*, B(Cy) x B(Cy) tal que ¢([2]) = ([€], [Q2]). Veamos que estd
bien definida y que es morfismo de anillos.

Supongamos que [2],[Q] € B(C) son tales que [Q)] = [€]. Entonces existe 7 :
) — € isomorfismo natural. Observe que ; = Q|opjc,) ¥ €2 = obj(c,), asi que sea
n" = nlovje) : % — Q2 que es un isomorfismo natural, pues 7 lo es y por cémo se
define ;. De ahi que [Q;] =[], i = 1,2y, en consecuencia, ([4],[Qs]) = ([Q], [€%)),
por lo que ¢ esta bien definida.

Ahora, sean [Q], [V] € B(C). Entonces 2 =y Uy y ¥ = ¥y LI Uy como antes.

Primero observemos que [Q] + [¥] = [QU V] y

QU = (O UQ) U (T UTy)
= (Q U W) U (Qy LWy,

por lo que
O[] + [W]) = ([ U W], [ L Wy))
= ([u] + [W], [2] + [W2])
= ([, [%2]) + ([¥4], [¥5])
= o([2]) + o([¥]).

Luego, notemos que [Q][V] = [Q x V] y
Q x \If:(Qll_IQQ) X <\IJ1|_|\I/2)
= (Ql X \Ifl) L (Ql X \112) L (QQ X \Ifl) L (QQ X \I}2>
Como C es disconexa, si x € Obj (Cy), entonces

(Q X \I/)(l’) = (Ql X \111>(ZL') L (Ql X WQ)(J]) L (QQ X \I/1>([E) L (QQ X \112)<J}>
= (Ql X @1)(1’) |_|®
= (Ql X \Ijl)($) L (QQ X \112)(1’)

pues x ¢ supp (€22) y @ ¢ supp (V). Y si x € Obj (Cy), tenemos una situacién analoga.
Ast, [Q x U] = [ x Uy L Qy x Uyl. De ahi que

O([U[P]) = ([21 x W], [z x ¥y))
= ([][W4], [2][W2])
= (], [ ([W1], [¥2])
= o([Q])o([¥]).
Luego, notemos que * = x|¢, U *|c, v observemos que dichas restricciones son C;-

conjuntos constantes, por lo que ¢([*]) = ([*|c,], [*[c,]) = 1B(c1)xB(Cs)- Por ende, ¢ es
morfismo de anillos.

Por tultimo, veamos que ¢ es biyectivo.

Sean [Q],[¥] € B(C) tales que Q = Q. UQy y U = ¥ LWy y que ([],[Q]) =
([¥4], [¥3]). Entonces [Q21] = [¥1] v [Qa] = [Ws]. De ahi que [Q] 4 [Qs] = [¥1] 4 [Py,
es decir, [Q2] = [V]. Por lo tanto, ¢ es inyectiva.
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Ahora, sea ([(4],[22]) € B(Cy) x B(Cs). Note que, como C = C; U Cy es disconexa,
[ U] € B(C). Asi, ¢([$ U Q]) = ([], [22]).
Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo de anillos. Es decir, B(C) = B(C,) x B(C2). O

Ejemplo 2.7. Sea GG un grupo finito y consideremos su categoria de desenlazado como
en el Ejemplo 1.2. Con esta construccién tenemos que

B(Ce) = B(G),
lo cual nos dice que coincide con la nocién que tenemos para grupos.

Ejemplo 2.8. Como un ejemplo del tipo de estructura que puede tener un anillo de
Burnside de una categoria, tomemos el carcaj del Ejemplo 1.3:

0= T —y

y, de nueva cuenta, considerémoslo como categoria. Calculemos B(Q).

Sea 2, el Q-conjunto €2, := n — 1 como en el Ejemplo 1.13, es decir, con n =
{1,...,n},n > 0. Como vimos en dicho ejemplo, los €, son transitivos.

Ahora, observe que €, X Q,, = Qu, pues (Q, X Q) () =n xm = nm, (2, X
Q) (y)=1x1=21y (Q, X Qy)(a) : nm — 1 es la funcién constante.

De ahi que

B(Q) = ][ Z[%u]

>0

= Z’N07

donde ZNj es el édlgebra de monoide de Ny sobre Z, con Ny = N U {0}, visto como
monoide multiplicativo. Ademas, 2y = &.

Esta es la descomposicién completa de B(Q) como producto de anillos y note,
ademas, que no es finitamente generado sobre Z, pues el dlgebra de monoide ZN no lo
es.

2.2 Conjuntos con valores en Sct; y una descompo-
sicion del anillo de Burnside

A partir de esta seccién y en el resto del trabajo, a menos que se especifique otra
cosa, Set denotard la categoria de conjuntos finitos y funciones, y Set; a la categoria
de conjuntos finitos y funciones inyectivas.

El ejemplo del anillo de Burnside de la categoria con dos objetos y un tinico morfismo
entre ellos muestra que la construccion que hemos dado no se comporta como el anillo
de Burnside en el caso de grupos finitos (por ejemplo, el anillo de Burnside del Ejemplo
2.8 no es finitamente generado sobre Z). Como Set; es una subcategoria de Set, tenemos
un funtor ¢ : C — Set; — C — Set, componiendo un funtor C — Set; con la inclusién
J @ Set; — Set.

Antes de dar el primer resultado, recordemos qué es una adjunciéon de funtores o
un par adjunto de funtores.
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Definicién 2.9. [11, Definition 4.1.1] Sean C, D dos categorias. Una adjuncion con-
siste de un par de funtores, ' : C — D y G : D — C junto con un isomorfismo
Homp (F(c),d) = Home (¢, G(d)) para cada ¢ € Obj(C) y cada d € Obj (D), el cual
es natural en ambas variables. Decimos que F' es adjunto izquierdo a Gy que G es
adjunto derecho a F' y lo denotamos por F' 4 G.

Los morfismos f* : F(c) — dy f° : ¢ — G(d) que se corresponden bajo la
biyeccién anterior son adjuntos entre si.

Si fijamos un objeto ¢ de C, este isomorfismo natural nos dice que el objeto F(c) €
ODbj (D) representa al funtor Home (¢, G(_)). Por el Lema de Yoneda, el isomorfis-
mo natural Homp (F'(c), ) = Home (¢, G(_)) estd determinado por un elemento de
Home (¢, GF(c)), el adjunto de 1p(,), denotado por 7.. La naturalidad de los morfismos
adjuntos implica que las funciones 7, forman una transformacién natural  : 10 — GF'.
A dicha 7 se le llama unidad de la adjuncién (ver [11], Lemma 4.2.2).

Dualmente, si fijamos un objeto d de D ([11], p. 122) y hacemos el razonamiento
analogo, obtenemos una transformacion natural € : FG — 1p. A dicha ¢ se le llama
counidad de la adjuncion (ver [11], Lemma 4.2.3).

Con esto, podemos dar la siguiente definicion:

Definicién 2.10. [11, Definition 4.2.5] Una adjuncion consiste de un par opuesto
de funtores, ' : C — D y G : D — C, junto con transformaciones naturales
n:le — GF ye: FG — 1p tales que hacen conmutar a los siguientes diagramas,
llamados identidades triangulares:

F - PGF a ", ara

DN

F G

Ambas definiciones de adjuncién dadas anteriormente son equivalentes (ver [11,
Proposition 4.2.6]).

Teorema 2.11. 1. FEl funtor inclusion i : C — Set; — C — Set tiene como adjunto
izquierdo a j : C — Set — C — Sety y es tal que j(Q) = Q.

2. La unidadn : l¢_set — 17 de la adjuncion consiste de transformaciones naturales
na : Q — Q%Y que son suprayectivas en cada evaluacion en objetos de C.

3. La counidad de la adjuncion ¢ : ji — le_get, €5 la identidad.

Demostracion. Sean x € Obj(C) y © € Obj(C — Set). Sean u,v € §(z). Decimos
que u ~ v siy s6lo si existen o una caminata en C de y en z y w € Q(y) tales que
u,v € Q(a)(w). Note que esto es equivalente a que Q(a)(u) NQ(aP)(v) # 0. Observe
que ~ no es transitiva, por lo que extendemos esta relaciéon a la menor relaciéon de
equivalencia que la contenga.

Con esto, definimos Q5¢%(x) := Q(z)/ ~. Veamos que Q2% es un C-conjunto con
valores en Setj.
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Sea o : ¥ —> y un morfismo en C. Definimos Q5% () : Q5 () — Q5% (y) como
Q5 (@) ([u]) = [Q(@)(u)]. Veamos que esta funcién estd bien definida: supongamos que
[u] = [v] en Q5¢%(x), entonces existe una sucesion de elementos u = ug ~ Uy ~ -+ - ~
u, = v con u; ~ u;y; en Q(z) relacionados con la relacién definida anteriormente.
Procederemos por induccién en n el nimero de elementos en dicha sucesion:

m Sin = 1, entonces u ~ v, asi que existen J caminata de z a z en C y w €

Q(z )takﬁ que u, v € Q(ﬁ)( ). Entonces Q(a)(u), 2(a)(v) € Q(a) (B)( ))

Q@)Q(B)(w) = Qap)(w). Asi, Qa)(u) ~ Qa)(v), por lo que [Q(a)(u)] =
() (v)]-

» Supongamos que esta propiedad se cumple para sucesiones de elementos en Q(x)
de tamano menor que n. Sea U = Uy ~ UL ~ cr ~ Uy g ~ Uy 1 ~ Uy = VU
dicha sucesion. Por transitividad de ~, u,,_o ~ u,,, por lo que tenemos la sucesién
resultante v ~ uq ~ --+ ~ u,_s ~ v, la cual tiene tamano menor que n. Por
hipétesis de induccién, se sigue que [Q(a)(u)] = [Q(a)(v)].

Por lo tanto, Q% estd bien definido en morfismos. Y como §2 es funtor, se sigue que
Q% es un C-conjunto.

Observemos lo siguiente: sea a :  — y un morfismo en C y sean [u], [v] en Q5% (1)
tales que [Q(a)(u)] = [Q(«a)(v)]. Entonces existen 7 : z ~» y caminata en C y w € ()
tales que Q(a)(u), 2(a)(v) € Q(F)(w). De ahi que u,v € Q(a?y)(w) y note que a’P~y
es caminata de 2z a z. Se sigue que [u] = [v]. Por lo tanto, Q5% es un objeto de C — Set;.

Definimos j : C — Set — C — Set; de tal forma que:

» En objetos: si Q € Obj (C — Set), 7(Q2) = QSeu;

» En morfismos: si Q, ¥ € Obj(C — Set) y o : @ — ¥ un morfismo entre ellos,
jla) : Q%M — USU o5 tal que para cada z € Obj(C), j(a), = j(as) :
Qe (1) — WS (1) se define como j(ay)([u]) = [ (u)].

Se puede ver que, de esta manera, j estd bien definido en morfismos. Ademés, como
los morfismos en C — Set son transformaciones naturales, se sigue que j es funtor.
Veamos que j es adjunto izquierdo del funtor inclusién ¢ : C — Set; — C — Set.

Primero observemos que ji = l¢_ge,, pues si ¥ € Obj (C — Sety), j(¥) = ¥t =
¥ porque todo morfismo, al aplicarsele ¥, ya es inyectivo. Esto nos da lugar a una
transformacion natural € : jo — l¢_get;, la cual es la identidad.

Por otro lado, por construccién tenemos que nq : Q — Q54 es decir, 1 :
le—set(£2) — 5(€2) es transformacion natural y esto pasa para cada Q2 € Obj (C — Set).
Entonces 1 : 1¢_gey — 7 es transformacién natural. Ademads, note que g, : Q(z) —
Q5 (z) que es tal que g, (u) = [u] es claramente suprayectiva.

Veamos que 7 y € anteriormente definidas satisfacen las identidades triangulares.

m Sea ¥ € Obj (C — Set;) y consideremos el siguiente diagrama:

(@)
—_—

i(0) = T U = ji(D)

m J{i(sw)

i) =0
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que es tal que para cada x € Obj (C),

U(z) 0 ()

conmuta pues ¥ € Obj (C — Sety), asi que si u € ¥(x), [u] = u.

m Sea 2 € Obj (C — Set) y consideremos el siguiente diagrama:

J(Q) = Qseu 1M, gsen — 45())

€j(Q)

QSetI — ](Q)
que es tal que para cada x € Obj (C),

Qset[ (I) ](WQ)Z Qset[ (I)

€5 (Q)g
1j<m l

QSetI(x)
conmuta pues j(ng),([u]) = [na,(u)] = [u] pues Q5" € Obj (C — Set;).

Como ambos diagramas conmutan y esto pasa para cualesquiera x € Obj (C), Q €
ODbj (C — Set) y ¥ € Obj (C — Sety), se satisfacen las identidades triangulares.

De ahi que j es adjunto izquierdo de ¢ y 77 y € son la unidad y counidad respectiva-
mente de dicha adjuncion. O]

Hemos visto que cada C-conjunto € en C — Set tiene un tnico cociente Q5 con
morfismos que son inyectivos.

Una pregunta que surge naturalmente al observar esta construcciéon es si preserva
uniones disjuntas y productos.

Es claro que si Q, ¥ € Obj (C — Set), (L W) = QSetr || §Setr pues si z € Obj (C),
u~ven (QUW)(z) sucede si y sélo si u ~ v en Qz) o u ~ v en ¥Y(z), mis no en
ambos al mismo tiempo, pues la unién es disjunta.

En el caso del producto, primero notemos que 25" x W% es un objeto de C — Sety,
pues si a : x — y es morfismo en C, entonces tanto Q5 (a) como U5 (a) son

funciones inyectivas. De ahi que (Qsetl X \Ifse“) () = Q54 (a) x US4 (q) lo es.

.7 . naxn
Por la construccién anterior tenemos los morfismos € x U -5 (Set x ySet y

9594 Set ;.
QO x ¥ —"5 (2 x ¥)> lo que nos da un tinico morfismo

(Q > qj)setl 4 OSet1 ¢ \pSetr
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tal que, para cada objeto x de C, 6, esta dado por
(€ x W)%1(z) —Py QSeti () x WSett(z) |

0. ([u, v]) = ([u], [v]), el cual esta bien definido, es suprayectivo y € o noxw = 1q X Ny.
Sin embargo, en general, 6 no es inyectivo. Consideremos el siguiente carcaj:

Y

y su categoria asociada Cr.
Construyamos dos Cr-conjuntos de la siguiente manera:

1. Q:Cpr — Set es tal que
. Q(x) = Q(y) = Q(z) ={0,1};
Q(a)(0) = Q(a)(1) =0, i.e., Q) es la funcion constante 0;
Q(P)(0) =0, 2(B8)(1) =1, i.e., Q(B) es la funcién identidad.

2. U :Cr — Set es tal que
n U(z) = V(y) = ¥(z) = {0,1};
U(a)(0) =0, U(a)(1) =1, i.e., () es la funcion identidad;
U(5)(0) =¥(B)(1) =1, ie., ¥(H) es la funcién constante 1.

Con estas dos definiciones, tenemos que 2 x ¥V : Cr — I es tal que

L (QxW)(z) = (2 xV)(y) = (@ x¥)(z) = {(0,0),(0,1),(1,0), (1, 1)};

2. Q(>(; qlf))( @)(0,0) = (Q x T)(a)(1,0) = (0,0), (2 x ¥)(a)(0,1) = (Q x T)(a)(1,1)
3. Q(x \1/))(5)(0 0) = (X W)(B)(0,1) = (0,1), (2 x W)(B)(1,0) = (2 x V)(B)(1,1)
= (1,1).

Calculemos Q5¢1(y) x WSt (y) v (Q x ¥)*"(y). Para el primero, observemos que
0 = 1 pues toda caminata 7, ya sea de z a y o de x a y, es tal que para todo w € €(z) o
w € Q(x), 0y 1 no estdn contenidos al mismo tiempo en Q(¥)(w). Entonces Q5 (y) =
{[0], (1]} -

Luego, observe que af3 : z ~ y es tal que 0,1 € ¥(af)(1), asf que ¥ (y) = {[0]}.
Con esto,

Q%1 (y) x T3 (y) = {([0], [0]), ([1], [0])}.
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Por otra parte, toda caminata v, ya sea de z a y o de x a y, es tal que para todo
w e (2 xW)(2) ow e (Q x W¥)(x), sélo tendremos que (0,0),(0,1) € (2 x ¥)(F)(w).
Los otros dos elementos en (2 x W)(y) serdn representantes de sus propias clases de
equivalencia. Asi,

(Q X \Ij)setl(y) = {[0’0]7 [170]7 [17 1]}

Se sigue que 6, : (Q x W)>" — Q54 (y) x TS (y) no es inyectivo.
Nos gustaria que dicho 6 fuera inyectivo para que, ademas de que esta construccion
pueda separar productos, podamos tener morfismos de anillos

Bset, (C) —2— B(C) —— Bgy, (C)

tales que j,oi, = 1. Con esto tendriamos entonces que, como anillos, B(C) = Bsge, (C)®
J(C), con J(C) = Ker(j,) un ideal de B(C). Sin embargo, es un problema abierto el
encontrar condiciones para que esto se cumpla.

2.3 Homomorfismo de marcas

Cuando G es un grupo y consideramos a H < G subgrupo, podemos definir un morfismo
wpy tal que a cada G-conjunto X le asigna el niimero de puntos fijos que deja la accion
de H en X. Con esto, producimos el monomorfismo de anillos

HG[Sg]

con ¢ = (o) pers, (1€, las gy como componentes) y con [S¢| un conjunto de repre-
sentantes de las clases de conjugacién de subgrupos de G.

Generalizaremos esta idea a C-conjuntos, primero definiendo el andlogo del con-
junto de puntos fijos en este contexto y luego explicando el analogo del conjunto de
representantes de clases de conjugacion de subgrupos. Luego veremos algunas de las
propiedades del morfismo m que obtengamos. Para comenzar, primero generalizaremos
PG-

n
Definicién 2.12. Sea C una categoria y €2 un C-conjunto. Si {2 = |_| Q; es su descom-
posicion en transitivos, definimos =

me(2) == |{i : Q; = =}

es decir, m¢(Q2) es el nimero de C-conjuntos transitivos en la descomposicién de Q que
son constantes.

Ejemplo 2.13. Tomemos el carcaj

Q = T —y
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y veamoslo como categoria, como lo hicimos en el Ejemplo 1.3. Sea 2 = (X, Y, f) un
Q-conjunto.
Notemos que su descomposicion en transitivos es de la forma ) = |_| 2,, con
yey
Qy = ("), {y}, fly-1())- Observe que Q, es constante siempre que |f~*(y)| = 1, asi
que

mo(Q) =Ky eY :|f ' (y)] =1}

Recordemos que, por el Lema 2.4, x es transitivo si y sélo si C es conexa, asi que
si C es disconexa tendremos que me(€2) = 0 para todo 2 € Obj (C — Set). Por lo tanto
supondremos que C es conexa.

Veamos que este morfismo es multiplicativo.

Lema 2.14. Sean €2 y ¥ C-conjuntos. St ) X U tiene en su descomposicion un transi-
tivo constante, tanto €2 como ¥ tienen transitivos constantes en sus descomposiciones
respectivas.

Demostracion. Supongamos que {2 X ¥ se descompone en transitivos de la siguiente
manera: .
i=1
y supongamos sin pérdida de generalidad que U; = *. Entonces si x € Obj (C), Uy (z) =
{(u,v)}, con (u,v) € (2 x ¥)(x), es decir, u € Q(x) y v € VU(x).
Si o x — y es un morfismo en C, entonces U; () es tal que Uy (u,v) = (u,v), por
lo que Q(a)(u) =uy ¥(a)(v) =v.
Se sigue que * = (u) < Qy * = (v) < ¥ son C-subconjuntos transitivos constantes.
O

Corolario 2.15. Sean C una categoria y Q, W C-conjuntos. Se tiene que me(Q2U W) =
me(Q) + me(V) y me(Q x ) = me(Q)me (V).
Entonces me puede ser visto como un morfismo de anillos B(C) — Z.

Demostracion. Observe que descomponer una unién disjunta de C-conjuntos es igual a
unir disjuntamente las descomposiciones de dichos C-conjuntos, asi que los transitivos
constantes de 2 LI ¥ son exactamente los transitivos constantes de {2 junto con los de
¥, lo que nos da

mc(Q (] \I/) = mc(Q) + mc(\I/)

Ahora, recordemos que x se distribuye sobre L, asi que basta ver que la formula se
cumple cuando €2 y ¥ son transitivos.

Si me (€2 x W) = 0 es porque alguno de los dos C-conjuntos no es constante, pues si
ambos lo fueran lo serfa también Q2 x ¥. En este caso, 0 = me(Q2xX V) = me(Q)me (V) =
0.

Si me (2 x W) #£ 0, por el Lema 2.14 tenemos que ambos son constantes, por lo que
Q2 x U también es constante y se sigue que me(2 X W) = me(Q)me (V). O
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Recordemos que en grupos, si G es un grupoy H < GGy consideramos sus correspon-

dientes anillos de Burnside, podemos definir un morfismo de anillos B(G) e Ny (H)
tal que, si X es un G-conjunto, a su clase de isomorfismo [X] la consideramos como la
clase de isomorfismo de X visto como H-conjunto, y que hace conmutar el siguiente
diagrama:

G
Resp;

N,

De manera mas general, si D es una subcategoria de C, podemos restringir a un
C-conjunto ) para verlo como D-conjunto, lo cual denotaremos por Res%(S), simple-
mente componiendo el funtor inclusién ¢ : D — C con el C-conjunto €2 : C — Set. Es
decir, Res$(Q) : D — Set.

Con esta nocién en mente, definimos mp(§2) como el nimero de D-conjuntos tran-
sitivos constantes en la descomposicién de Res%(£2) en D-conjuntos transitivos. Por el
mismo argumento usado anteriormente, mp : B(D) — Z es un morfismo de anillos.

B(G) B(H)

Ejemplo 2.16. Sean G un grupo finito y C = C4 como en el Ejemplo 1.2. En dicho
ejemplo vimos que si X es un Cg-conjunto, entonces X es un G-conjunto.

Sea X = |_| X, su descomposiciéon en G-conjuntos transitivos. Note que X es
constante si yzslélo si X; consta de un tnico punto, es decir, esto equivale a que G
acttia trivialmente en dicho punto. Y esto pasa si y sélo si X; es isomorfo como G-
conjunto a G/G.

De ahi que meg(X) = [{i| X; = +}| = |X9| = g(X).

Ademads, si H < G es un subgrupo y tomamos la categoria Cy C Cq, si X es un
G-conjunto entonces

mey, (Resf (X)) = pr(Resf (X)) = pr(X)

y esto pasa para todo subgrupo H de G.

Por otro lado, si D C Cg es una subcategoria no vacia, entonces Obj (D) = {x} y
debe cumplir que Endp (%) C G que es cerrado bajo composicién, la cual sabemos que
es el producto en el grupo. Asi, Endp(*) debe ser un subgrupo H de G, pues G es
finito.

Concluimos entonces que D = Cy para algin H < G.

Podemos ver entonces que, cuando C es la categoria de desenlazado de un grupo
finito, nuestra definiciéon coincide con la nocién de marca que se tiene para grupos.

Es tentador tratar de definir mp(€2) no cero para el caso en el que D no es conexa.
Sin embargo, el siguiente resultado nos dice por qué esto no es posible.

Proposicion 2.17. Sea C una categoria y D una subcategoria de C. Si D no es conexa,
entonces mp = 0.
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Demostracion. Supongamos que mp # 0, entonces para todo D-conjunto Q, mp(f2) =
t # 0. Asi, al descomponer a 2 en D-conjuntos transitivos tendremos que

t r

x| |oul]e

i=1 j=1

con los €; constantes y |2;(x)| > 1 para todo objeto z € Obj (D) y toda j € {1,...,7}.
Por el Lema 2.4, al ser los €); transitivos se sigue que D es conexa.

Estamos cerca de definir el morfismo de marcas, el cual tendra como componentes
a los morfismos mp para cada D subcategoria no vacia de C. Antes de hacerlo hay que
observar que no todas las subcategorias de C nos son tutiles. Por la proposiciéon anterior
ya vimos que las subcategorias disconexas nos dan marcas cero, por lo que podemos
descartarlas. También si mp, = mp, con Dy, D,y subcategorias de C diferentes, podemos
considerar s6lo una de ellas.

Proposicién 2.18. Supongamos que F : D — & es un funtor y ) es un £-conjunto.

1. Si Q) es un £-conjunto constante, entonces o F' es un D-conjunto constante.

2. Si F es una equivalencia de categorias, entonces mg(Q) = mp(Qo F).

Demostracion. 1. Supongamos que (2 es constante, entonces Q(z) = Q(y) para cua-
lesquiera z,y € Obj (£). Sean z’,y’ € Obj (D). Entonces

(2o F)(2") = Q(F(2') = QF () = (2o F)(y)

pues F(z'), F(y') son objetos en £. Ademds, si a : 2’ — ' es un morfismo en
D, tenemos que (2o F)(a) = Q(F(a)) es una funcién constante. Asi, Q o F' es
un D-conjunto constante.

2. S5i F : D — £ es una equivalencia, existe G : &€ — D tal que G o F es
naturalmente isomorfo a 1p y F' o GG es naturalmente isomorfo a 1¢.

Supongamos que la descomposicion en £-conjuntos transitivos de 2 tiene la forma

|_| Q; L |_| 2, con los (); constantes y los €2; no constantes. De ahi que
=1 7j=1
Mg(Q) =t.
t r
Entonces Qo F = | |(Q;0F)U| | (Q;0F). Por 1, los Q;0 F son constantes. Observe
i=1 j=1
que €2 o F' no es constante para cada j, pues si alguno lo fuera, (0 F') o G =
(1; seria constante, pero estamos suponiendo que ningin 2; lo es. De ahi que
me(Q) <mp(Qo F).
t r’
Ahora, si Qo F' = |_| Qu |_| Q; es la descomposicion en D-conjuntos transitivos
i=1 j=1
de Q2o F' con los 2] constantes y los 2} no constantes, mp(€2o F') = t'. Entonces
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t/ r’

Q= (QoF)oG = | |(Q;0G)U [ |(€; 0G). Por un argumento andlogo al usado
i=1 j=1

anteriormente, mp(Q o F') < mg(Q).

Por lo tanto, mg(2) = mp(Qo F). O

Proposicién 2.19. Sea F' : C — C un funtor que es naturalmente isomorfo al funtor
tdentidad, i.e., F' = 1¢. Sean ) un C-conjunto y D una subcategoria de C. Entonces

1. F es una equivalencia de categorias que se restringe a una equivalencia de cate-
gorias F(D) — D.

2. Qo F=Q como C-conjuntos.

Demostracion. 1. Como F es naturalmente isomorfo al funtor 1¢, existe n : I — 1¢
isomorfismo natural.

Para que F' sea equivalencia, debe existir G : C — C tal que Go F' = 1 = Fo(.
Pero observe que 1coF' = F = 1cy Fole = F = 1¢, es decir, 1coF = 1 = Fole.
Por lo tanto, F' es una equivalencia.

Observe que como 7 es isomorfismo natural, para cada x € Obj (C) se tiene que
n, es isomorfismo. En particular, esto pasa para cada x € Obj (D), pues D es
subcategoria de C. Entonces n|p : F|p — 1p es un isomorfismo natural, con
F|p el funtor F restringido a la subcategoria D. Luego, como F' es equivalencia
con cuasi-inverso 1l¢, F|p es equivalencia con cuasi-inverso 1p. Asi, D ~ F(D).

2. Sea () : C — Set un C-conjunto y tomemos 1 como en 1. Observe que, para
todo & € Obj (C), tenemos que (1) : Q(z) — (20 F)(z) es una biyeccién pues
todo funtor preserva isomorfismos. Como esto pasa para cualquier objeto de la
categoria, tenemos entonces que 2 = Qo F.

3. El inciso 2. de la Proposicién 2.18 nos dice que si tenemos una equivalencia y
2 un E-conjunto, entonces mg(2) = mp(L o F). Asi, como F : C — C es
una equivalencia que se restringe a F(D) — D (por 1. de esta proposicién),
mp)(Q2) = mp(QoF). Y como por 2. de esta proposicion tenemos que 2o F = (),
se tiene que mp(2 o F) = mp(2). Es decir, mp(Q) = mpp)(£2). O

Sea C una categoria. Definimos el conjunto de automorfismos de C como
Aut (C) = {F :C — C| F es una equivalencia}.

En este caso, entenderemos por equivalencia un funtor F' : C — C tal que existen
G,G" : C —> C funtores tales que Go FF = 1¢ vy F o G = 1, naturalmente.

Note que, a diferencia de lo que pasa cuando tratamos con grupos, Aut (C) no es
un grupo pues el inverso de un automorfismo de C no necesariamente es tnico. Sin
embargo, podemos dar el siguiente lema.
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Lema 2.20. Supongamos que F : C — C es una equivalencia con G,G" : C — C
tales que Go F' = 1¢ y F o G' = 1¢ naturalmente. Entonces G = G’ naturalmente.

Demostracion. Como F' es equivalencia y se cumple que Go F Z 1oy FoG' = 1¢
naturalmente, sean n: Go F' — lg y v : F o G — 1¢ dichos isomorfismos naturales.
Por definicién, para cada objeto ¢ € Obj(C) se tiene n. : (G o F)(¢) — ¢. En
particular, se tiene ¢ (¢ : (G o F)(G'(c)) — G'(c), que es biyeccion.
Por otro lado, tomemos G(v,.) : G((F o G')(¢)) — G(c) que es una biyeccién pues
v. lo es. Con esto, tomemos 7¢r(¢) 0 G(v.)~'. Veamos que, si o : ¢ — d es un morfismo
en C, el siguiente cuadrado conmuta

1(0G (Ve
(o) NGt () °G (Ve) ™! (o)

G(a)l JG’(OZ)
Gd) ——— G'(d)

Nt (a)°G(va) ™

Observe que G(v.)~' = G(v. ). Queremos ver que

G'(@) o (N 0 G(e) ™) = (e 0 Glva) ™) 0 Gla).

Sea x € G(c). Por un lado, tenemos que

(G'@) e norie 0 Gve) ™) () = (e © (G 0 F)(G (@) 0 G(we) ) ()
= (77G’(d) o(GoFoG)(a)oG(v.)~ ) (7)
= (77G’(d) o G(a) o G(ve)~ 1) (z).

Por otro lado,

(Ucf(d) 0G(rg) o ) — (770/ Gvy'o a)> (z)
= (nor@ 0 G((F 0 G)(a) o)) (x)
(n6r@) 0 G((F o G)(@)) 0 Gl ) (a)
= (e © Gla) 0 G(v:Y)) (@),

Asi, el cuadrado conmuta. Ademads, como se trata de biyecciones para cada objeto ¢ de
C, tenemos que G = G’ naturalmente. n

Definimos los automorfismos interiores de C como
Inn(C) ={F € Aut (C)| F = 1.}.

Note que Inn (C) C Aut (C), pues todo funtor naturalmente isomorfo a la identidad es
una equivalencia. Note que éste tampoco es un grupo.

Ahora, damos la siguiente relacién en Aut (C): F' ~ F” siy s6lo si existe G € Aut (C)
tal que Go FF = 1c y F' o G = 1. Note que, en efecto, se trata de una relacion de
equivalencia.
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Con esta relacion, definimos el conjunto de automorfismos exteriores de C como
Out (C) = Aut (C) / ~,

el cual si es un grupo bajo la composicién pues para cada elemento de Out (C) existe
un inverso y éste es tnico.

Ejemplo 2.21. Si Cq es la categoria de desenlazado de un grupo finito GG, se puede
verificar que Aut (Cg) se corresponde biyectivamente con Aut (G).

Sea F € Aut (Cg). Entonces F(e) = @ y F'(Homc,, (e, )) = Home,, (e, ), es decir,
F(G) = G. Note que F es morfismo de grupos, pues al ser funtor respeta composiciones,
es decir, la multiplicaciéon del grupo.

Sea H : Cq — Cq tal que n : Ho F' — 1¢,, es isomorfismo natural. Sea g : ¢ —> @
un elemento del grupo. Entonces el siguiente diagrama conmuta:

o:(HoF)(o)Bo

(HOF)(g)l Jg

o = (HoF)(e) e=ls ®
Entonces g on, = 1, 0 (H o F)(g), es decir, g = (H o F')(g) y como esto pasa para
cualquier elemento del grupo, se tiene que HoF' = 1¢,,. Se puede hacer un razonamiento
para H' andlogo al descrito para ver que F'o H = 1. Como el inverso de un morfismo
de grupos es unico, se sigue que H = H'. Es decir, F' es un automorfismo de G. Y

no es dificil ver que si f € Aut(G), entonces f se va a corresponder con un funtor
F S Aut (Cg)

Definicién 2.22. Sean D, £ subcategorias de una categoria finita C. Decimos que D
y € son conjugadas si existe F' € Inn (C) tal que & = F(D).

Se puede ver que la conjugacién de categorias es una relacion de equivalencia. Al
conjunto de las clases de conjugacion de subcategorias conexas no vacias lo denotaremos
por cc (C).

El inciso 3. de la Proposicion 2.19 nos dice que la funcién mp(§2) es constante en
las clases de conjugacion de D. Ahora podemos dar la siguiente definicion.

Definicién 2.23. Definimos el morfismo de marcas m : B(C) — Z<©) como el
morfismo tal que a cada clase de isomorfismo de C-conjuntos [€?] la manda a la n-ada
(mp([2])) pece(cy» donde las coordenadas del vector resultante estan indexadas por un
conjunto de representantes de las clases de conjugacién de subcategorias de C.

Al igual que la construccién del anillo de Burnside B(C), el morfismo de marcas
que acabamos de definir no se comporta como su analogo para grupos finitos, pues no
nos da informacién relevante sobre la categoria como lo hace en el caso de grupos. Sin
embargo, no se descarta continuar investigando sus propiedades.
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2.4 Idempotentes

Ahora construiremos una familia de elementos idempotentes de B(C) que surgen del
copo universal Pe asociado a C. Este copo se caracteriza por el hecho de que hay un
funtor C — P universal entre todos los funtores de C a copos.

Para definir P, primero daremos una relacion en los objetos de C: x ~ y si y sélo
si existen algin morfismo x — y y algiin morfismo y — z. Es facil ver que esta es
una relacion de equivalencia.

Si denotamos la clase de equivalencia de x por 7, diremos que T < 7 si y s6lo si hay
un morfismo x — y. Este es un orden parcial:

n (Reflexividad) T < 7 pues existe 1, : © — z el morfismo identidad.

» (Antisimetria) Supongamos que T < 7y 7 < Z. Entonces existen morfismos z —
y y — x, por lo que x y y estan relacionados, es decir, T = 7.

» (Transitividad) Supongamos que T < 7 y §¥ < z. Entonces existen morfismos
r — yy — z, por lo que al hacer la composiciéon de dichos morfismos obtene-
mos un morfismo de = a z. Es decir, T < Z.

Note que este orden no depende del representante que tomemos de cada clase. Si
T = y ¥y =1, en particular existen ¥’ — x y y — 9/ morfismos en C. Si 7 < 7,
entonces existe x — ¥, pero la composicién ¥’ — r —> y — 3’ es morfismo en C,
por lo que ' < y/.

Al conjunto de clases de equivalencia de objetos de C bajo esta relacién lo denota-
remos por Pc vy, con el orden definido anteriormente, (P, <) es un copo.

Observe que, si ) es un copo, podemos considerar su categorizacion, la cual de-
notaremos por la misma ) por practicidad. Es decir, veremos a () como la categoria
cuyos objetos son los elementos del copo y para cualesquiera x,y € () existe un tni-
co morfismo x — y siempre que z y y sean comparables en (). Con esto en mente,
tenemos el siguiente lema.

Lema 2.24. 1. Existe un funtor p : C — Pe tal que, en objetos, p(x) =T vy, si
a:x —y es morfismo en C, p(a) = @ es el inico morfismo que existe entre T
vy

2. p tiene la siguiente propiedad universal: para todo copo Q@ y todo funtor F : C —
Q, existe un unico morfismo de orden F : Pc — Q tal que el siguiente diagrama

conmuta:
o
C — Pc
| o
AT
Demostracion. 1. Sea p definido como en el enunciado. Veamos que, en efecto, p es

un funtor.
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Observemos primero que, si x € Obj(C), p(1,) =1, : T — 7. Note que también
existe 1z : T — T. Como los morfismos entre objetos comparables son tnicos y
T < T, entonces p(l,) =1, = 1z = 1 ().

Por otra parte, supongamos que existen o« : ©+ — y y [ : y — 2. Entonces
T <7 < Z asi que, por transitividad, T < Z. Ahora, note que f o o, foa : T —> Z.
Como los morfismos entre objetos comparables son tnicos y ya vimos que T < Z,
se sigue que p(foa) = foa=pFoa = p(B)o p(a).

Por lo tanto, p es funtor.

2. Definimos F : P — Q tal que F(T) = F(x). Note que F estd bien definido:
supongamos que T = 7, entonces x ~ y, por lo que existen morfismos x — y y
y — x. Luego, al ser F' funtor, tenemos F(x) — F(y) y F(y) — F(x) en Q.
Esto implica que F(z) < F(y) y F(y) < F(z) en @, por lo que F(z) = F(y), es
decir, F(z) = F ().
Por lo tanto, F' esta bien definido. Note que F es funtor pues F lo es y porque el
morfismo entre dos objetos del copo que estén relacionados es tnico.

Luego, por cémo se definié I, éste es tinico. Asi, el funtor p es universal.
Por tltimo, veamos que F es un morfismo de orden.

Supongamos que T < 7 en P, entonces existe + — y morfismo en C con z,y
representantes de sus respectivas clases. Entonces F(z) — F(y) es morfismo
en @, lo que implica que F(z) < F(y) en Q. Por lo tanto, F' es morfismo de
orden. O

Ahora nos gustaria tener una nociéon de ideal para categorias, similar a la que
tenemos para copos.

Definicién 2.25. Sea I C Obj(C) un conjunto de objetos de la categoria C. Decimos
que I es un ideal de C si

1. z ~y implica x € I si y sélosiy € I;

2. I ={T|z € I} es un ideal de Pc, es decir, si T <y y T € I, entonces § € 1.
Equivalentemente, si existe x — y morfismo en C y z € I, entonces y € I.

Definicién 2.26. Sean C una categoria e I un ideal de C. Definimos, para cada objeto

x de C,
I.
er(z) = { {6,}7 iegé I:

con c fijo.

Lema 2.27. Sea I un ideal de una categoria C. ey es un C-conjunto.

Demostracion. Supongamos que existe « : x — y y consideremos e;(a) : ef(x) —
er(y). Si x ¢ I, entonces ej(a) es la funcién vacia. Si x € I, como I es ideal, esto
implica que y € I y, por lo tanto, e;(«) es la funcién identidad.

Veamos que e; es un funtor. Sean z,y,z € Obj(C) y a : x — y, 1y — 2
morfismos entre ellos. Para ver que e;(1;) = 1.,(,), consideremos los siguientes casos:
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m Siz ¢ I, entonces e;(x) = (), asi que e;(1,) es la funcién vacia, al igual que 1., ().
De ahi que e;(1;) = 1c, ().

m Six € I, entonces er(z) = {c}, por lo que e;(1,) es la funcién identidad en ¢, es
decir, er(1;) = 1¢)(2)-

Para ver que e; respeta composiciones de morfismos, tenemos los siguientes casos:

m Si © € I, entonces tanto y como z pertenecen a I. Luego, er(a) y er(5) son
funciones identidad, por lo que su composicion también lo es. Por otra parte,
er( o a) es la funcién identidad pues z € 1. Asi, e;(f) o er(a) = er(f o ).

m Sixz ¢ I, entonces e;(a) es la funcion vacia. Al hacer la composicién ef(5)oer(a) =
er(B) o ) = 0 obtenemos la funcién vacia. Por otra parte, si componemos (o « :
x — z, notemos que e;(f o) es la funcién vacia. Asi, e;(3) oer(a) = er(foa).

Por lo tanto, e; es un C-conjunto. O

Lema 2.28. Sea I un ideal de C tal que I = I, U 15, con I, I ideales de C. Entonces
er = ey, Uey, como C-conjuntos.

Demostracion. Sea x € Obj(C) y consideremos er(z). Si « ¢ I, entonces x ¢ I y
x ¢ Iy, por lo que e; = e;, = e, = &. Entonces e; = e, U er,. Por otra parte,
supongamos que x € I, entonces x € I1 o x € I,. Si x € 1, entonces x ¢ I, por lo que
{c} =es(z) =ep(x) =ep () UD =€, () Uep(z). Se usa un argumento andlogo para
x € Is.

Por lo tanto, e; = ey, Ll ey, como C-conjuntos. O

Note que la definicién de e; no depende del punto c¢. Si tomamos

, d}, ze€l
e ={ G T

para algin d fijo, observe que €7 = ey como C-conjuntos. Por lo tanto, en el anillo de
Burnside de C, [¢}] = [e].

Observacion 2.29. Supongamos que I, J son ideales de C. Entonces (e; x e)(z) =
er(x) x ey(x). Para que este producto no sea vacio, x € I'NJ. De hecho, (e; x e;)(x) =
{(c,d)} con ¢,d fijos. Es facil ver que en cualquier otro caso, (e; X e;)(x) = 0.

Por lo tanto, en B(C), [er]les] = [erns]-

Definicién 2.30. Un ideal I de C es conezo si I = I L I, implica I = () o I, = 0.

Lema 2.31. Sean C una categoria e I un ideal conexo de C. Entonces ey es un C-
conjunto transitivo.

Demostracion. Supongamos que e; = €y U . Sea x € I, entonces {c} = e;(x) =
Ql(ﬂf) (] QQ(ZIZ’)
Sea I; ={x €I|ce Qx)}, i=1,2. Veamos que I; es un ideal de C.
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Primero supongamos que x ~ y, asi que existen a : x — y y  : y — = morfismos
en C. Si x € I; entonces ¢ € ;(x), por lo que es no vacio. Si aplicamos §; a a'y 3,
tendremos Q;(a) : Q;(x) — Q(y) vy %(5) : Qu(y) — Q;(x). Note que, para que Q;(«)
esté bien definida, Q;(y) # (), por lo que ¢ € Q;(y). Asi, y € I.

Andlogamente, si y € I;, para que ;(3) esté bien definida, Q;(x) # 0, por lo que

Ahora veamos que I; es ideal en Pe. Supongamos que existe o : © — y en C con
x € I;. Entonces Q;(a) : Q;(x) — Q;(y). Como x € I;, entonces ¢ € Q;(x). Luego,
como €;(«) debe estar bien definida, ;(y) # 0 por lo que ¢ € Q;(y), i.e., y € I;.

Por lo tanto, Iy, I, son ideales de C. Entonces I = I; LI I pero, como por hipotesis
I es conexo, entonces I = I; e [; = () con j # i ei,j € {1,2}. En consecuencia, como
¢ s6lo puede estar en el soporte de alguno de los €2;, entonces e; = €; y ©; = ) con
J# i

Asi, e es transitivo. O
Observacion 2.32. Un punto importante a mencionar es que los [e;] son idempotentes
en B(C), pues [er]les] = [ern] = [er]-

Veamos como estos e; se comportan al calcular sus marcas.

Lema 2.33. Sean C una categoria, I un ideal de C y D una subcategoria de C. Entonces

mp([er]) € {0, 1}.

Demostracion. Se sigue de que mp es un morfismo de anillos y de que los idempotentes
de Z son {0, 1}. O

Obsrve que si I es un ideal de una categoria C, también es una subcategoria plena
de C. Por lo tanto, tiene sentido calcular la marca en I.

Lema 2.34. Sean I, J ideales de C. Entonces mi([er]) =1 y, st m;([es]) = 1 entonces
ICJ.

Demostracion. Para ver que my([es]) = 1, basta ver que me([ec]) = 1 pues my([ef]) =
mi([Res§ (er)))-

Observe que ec(z) = {c} para algin ¢ fijo, por definicién. Luego, ec es transiti-
vo constante. Se sigue que me([ec]) = 1 pues en su descomposiciéon en C-conjuntos
transitivos sélo hay un transitivo constante, a saber, él mismo.

Ahora, supongamos que m;([e;]) = 1. Entonces m;([Res$(es)]) = 1, lo que implica
que Res$(es) = ey, por la primera parte de este lema. Supongamos que [ g J, entonces
six € I\ J, tendrfamos que e;(z) = {c} y Res$(es)(z) = 0, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto, I C J. O

En general, si D es una subcategoria de C e I es un ideal de C, mp([e;]) = 1 implica
que D C I s6lo como subcategoria, pues no toda subcategoria de C es un ideal.

Lema 2.35. Sea {I- |i = 1,--- ,n} una familia de ideales finitos conexos de C y
supongamos que Z)\ er,] =0 en B(C), con \; € Z, i € {1,...,n}. Entonces los [ey,]

son linealmente mdependzentes es decir, \; =0 para toda i € {1,...,n}.
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Demostracion. Supongamos que existe algin i € {1,...,n} tal que \; # 0 y tomemos
I;, ideal en C maximo tal que \;, # 0. Entonces

0 =mr, (i /\z’[eh]) = g)\imho (ler]) = Aig-

i=1

Esta ultima igualdad se da pues, para que dicha marca sea distinta de 0, [;, debe estar
contenido en I; pero como es maximo, entonces I;, = I;. De ahi que )\;;, = 0, lo cual
contradice que \;, # 0. Por lo tanto, \; = 0 para toda i € {1,...,n}. ]

En resumen, si la categoria C es finita e I es un ideal de C y consideramos el anillo
de Burnside B(C), [e/] es un elemento idempotente. Ahora, consideremos al conjunto
generado por los [ef], es decir, ([e;] | I ideal conexo de C). Note que éste es un subgrupo

abeliano de B(C) que es cerrado bajo productos. Mas atn, ([e;]| I ideal conexo de C)
es una subélgebra de B(C), con unidad [e¢] = [#] la unidad de B(C).

Proposicion 2.36. Sea C una categoria. En el anillo de Burnside B(C), para cada
ideal I de C los elementos [er] son idempotentes y generan un subanillo isomorfo a
A/K, donde A es el dlgebra de Mébius de la reticula de ideales del copo asociado Pe y
K es el generado por los elementos I — Iy — I, siempre que [ = I; U I>.

Demostracion. Por la Observacion 2.32 tenemos que los [e;] son idempotentes en B(C).
Note que son distintos de 0 si I # ().

Sea L el conjunto de ideales de Pe, el cual es un copo respecto de la inclusion. Note
que, por definicién, en realidad consta de ideales de C. Ademads, es una reticula con
supremo dado por la unién de ideales e infimo dado por la interseccién de ideales. Se
sigue directamente de la definicién de ideal que tanto I U J como I N J son ideales.

Definimos A = A(L) como el grupo abeliano libre con base los elementos de L y
con multiplicacion en los basicos dada por I -J =1nNJ.

Note que C es la unidad en A, puesCNI=1=1INC.

Sea m : A — B(C) tal que, definido en los elementos bésicos, w(I) = [e;]. Ex-
tendiendo linealmente a 7, obtenemos un morfismo de grupos abelianos. Ademés,
w(IJ)=m(INJ)=erns] = [er][es], por lo que es en realidad un morfismo de anillos,
cuya imagen es (e; | I ideal conexo de C),.

Llamaremos a A el dlgebra de Mobius de la reticula £. Afirmamos que Ker (7) es
un ideal de Ay que Ker () =(I - — I, | I =L UL) =K.

D) Observe que (I — I} — I) = [ef] — [er,] — [er,] = 0 pues, por el Lema 2.28, como
I =1, U1, [ef] = [en,] + [er,]. Entonces [ — I} — I € Ker (7). Asi, K C Ker ().

C) Suponga que 7 (Z )\iIZ) = 0. Observe que si I; = ]jl L 1]2 para algin j €
i=1
{1,...,n}, ie., si algin ideal es disconexo, entonces

> NI - (Z Aili + AT+ A?Jf) € K C Ker (7).
i=1 i#7
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Entonces, sin pérdida de generalidad, supongamos que los I; son conexos. Enton-

ces n n
=1 =1

pero, por el Lema 2.35, los [e;] son linealmente independientes, por lo que A\; = 0
para toda i. O]

Corolario 2.37. Con las hipdtesis de la Proposicion anterior, el dlgebra A(L)/K es
isomorfa a ([ef]| I ideal conexo de C), dentro de B(C).

Demostracion. Es inmediato. O]
Antes de continuar, necesitaremos dar el siguiente resultado para reticulas.

Lema 2.38. Sea P una reticula finita con infimo denotado por A y sean a,b,w € P,
con a,b fijos. Entonces

> wlu,a)p(v,b) = p(w,b)d(b, a)

u,veP
u/\v:w

con p la funcion de Mébius de P y o la delta de Kronecker.

Demostracion. Sea f : P —s Z tal que f(w) = > p(u,a)p(v,b). Definimos g :
u,vEP
uNv=w
P — Z tal que g(w Z C(w,x)f(z) con (¢ la funcién Zeta de P. Entonces
rzeP

=> > wlu,a)u(v,b)

w<lx u,veEP

u/\v:x
= > plu,a)u(v,b)
u,veP
w<u
w<v
=Y | T awd) | uwa)
uepP vEP

w<lu \w<v<b

=6(w,b) > p(u,a

ueP
b<u<a

= (w,b)d(b, a).

Es decir, g(w) = §(w, b)d(b,a). Luego, por el Teorema de Inversion de Mobius [12,
Section 3.7| se tiene que

= p(w, z)g(x)

zeP

=Y plw,x)d(z,b)6(b, a)

zeP

= p(w,b)d(b, a). O
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Teorema 2.39. Sea C una categoria. Consideremos a QB(C) := Q®z B(C). Entonces
(les] | I ideal conezo de C)y, < QB(C) es un dlgebra semisimple y sus idempotentes
primitivos son {fr| I ideal conexo de C}, con

=>_ u(J I)es]

J<I
donde 1 es la funcion de Mobius de Pe. Ademds, [e;] = > ;1 C(J, 1) fr.

Demostracion. Sean L, A := A(L) y K como en la Proposicién 2.36. Observe que
QA/K =Q®z A/K = ([ef]| I ideal conexo de C)g

y note que dimg(QA/K) = |{I| I ideal conexo de C}|, pues los e; provienen justamen-
te de los ideales conexos de C y son linealmente independientes sobre Z, por lo que
también lo son sobre Q.

Definimos f; = > u(J,I)[e,]. El teorema de Inversién de Mébius nos dice que

J<I
J conexo
esto pasa si y sélo si [eg] Z fr.
J<I
J conexo

Ahora veamos que los f; son idempotentes ortogonales para todo J ideal conexo
de C. Sean [, J ideales conexos de C. El producto de f; con f; queda de la siguiente
manera:

fifr=>_ wL,Dles) > (T, J)e,]

Lel TeL
L conexo T conexo

—Z/LL[ TJ)[GIQJ]

-S| 2w D) | lew]

LT
LOT=W

W
Z ,J)ew] por el Lema 2.38
w

o(1, ZM W, I)[ew]

= 5([7 J) f[
_ el siI#
o f], sil=J.

Por lo tanto, los f; son idempotentes ortogonales. Note que hay la misma cantidad de
er’s que de fr’s. O

Por lo visto en el Corolario 2.37, A(L)/K = ([e;]| I ideal conexo de C), dentro de
B(C). Al hacer producto tensorial por Q sobre Z, tenemos que ([e] | I ideal conexo de C),
= (fr| I ideal conexo de C)g, dentro de QB(C). Pero note que (fr | I ideal conexo de C)
= T1; Qfr como algebras. Por lo tanto, es semisimple.



Capitulo 3

Biconjuntos para categorias

Los biconjuntos han sido estudiados por un largo tiempo usando nombres diferentes. En
el contexto de la teoria de categorias son conocidos como distribuidores o profuntores.
Aparecieron en la tesis de 1966 de M. Bunge [7], al igual que en un trabajo de J.
Bénabou [2] de 1973, y hay una descripcién de la teoria de distribuidores en [3, Seccién
7.8].

En el contexto en el que las categorias son grupos finitos, la teoria ha sido desa-
rrollada considerablemente teniendo en mente aplicaciones principalmente en teoria de
grupos. Ademads, se han usado a los biconjuntos en un contexto topolégico, para tener
una aplicacién a la conjetura de Segal [1].

Revisaremos estas definiciones e introduciremos nuestra notacion, usando el término
biconjunto en vez de profuntor o distribuidor, notando que la teoria de biconjuntos
difiere de la de distribuidores una vez que establezcamos la relacién de que la uniéon
disjunta se corresponde con la suma.

Volveremos a considerar categorias pequenas, a menos que se indique lo contrario.
Denotaremos por C? a la categoria opuesta de C.

3.1 Biconjuntos y funtores de biconjuntos

Definicién 3.1. Sean C, D categorias. Un (C,D)-biconjunto es un funtor Q : C X
DP — Set, es decir, es un C x D°P-conjunto.

Para recordar el lado por el cual actiia cada categoria, a 2 lo denotaremos por ¢p.
Y dado © un (C,D)-biconjunto, morfismos o : z —> 1 en Cy f:y; — yen D,y
u € Q(z,y), obtenemos elementos

au = Qa, 1) (u) € Qz1,y),

uf = Q(lraﬁ) S Q<J;’y1)'
En este sentido, tenemos acciones conmutativas en €2 de C por la izquierda y de D por
la derecha.

Ejemplo 3.2. Si Gy H son grupos finitos y C = Cg, D = Cpy las categorias de desen-
lazado de G y H respectivamente, un (C,D)-biconjunto €2 es un (G, H)-biconjunto.

45
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Sea X := (e, ep) con es, ey los inicos objetos en C y D respectivamente. Sean
reX,geGyhe H. Observe que gz := Q(g,em)(x) y zh := Q(eq, h)(z), asi que X
es un G-conjunto izquierdo y un H-conjunto derecho, por la covarianza y contravarianza
de C y D respectivamente, y (gz)h = Q(g, h)(x) = g(zh).

Hay biconjuntos que se pueden obtener a través del comportamiento de funtores,
como se observa en la siguiente definicion.

Definicién 3.3. Dadas categorias pequenas C, D, £ y funtores F' : C — £y G :
D — &, obtenemos un (C, D)-biconjunto que denotamos por ¢rEcp. Dicho biconjunto
estd definido en objetos de la siguiente forma: si x € Obj(C) y y € Obj (D),

cr&ap(z,y) = Homg (G(y), F()).

Invertimos el orden de x y y a izquierda y derecha en la ecuacion anterior que define
a este biconjunto para permitir la convencién de que componemos morfismos por la
izquierda.

Note que, en morfismos de C y D, el efecto de este funtor esta dado por la compo-
sicion en £, después de aplicar F'y G. Es decir, sia:x; — xoen C, 5 : y; —> y2 en
Dy ¢:Gy2) — F(xy) en &, er€ep(a, f) manda a ¢ en F(a) o ¢ o G(S). Si alguno
de los funtores F' o GG es la inclusion de una subcategoria en una categoria mas grande,
se omite de la notacion. Esto para que sea consistente con la notacién del biconjunto
cCe, el cual ya es facil ver que en objetos estd definido como ¢Ce(z,y) = Home (y, x).

Ejemplo 3.4. En el contexto de los biconjuntos definidos para grupos finitos, cuando
H es un subgrupo de G el biconjunto yG¢ representa a la restricciéon en funtores de
biconjuntos, mientras que GGy representa a la inducciéon. Si () es un cociente del grupo
G, el biconjunto ()¢ representa a la inflacién y oQ¢ a la deflacion.

Al igual que para C-conjuntos, dados (C, D)-biconjuntos ¢Q2p y ¢¥p, podemos for-
mar su unién disjunta ¢{p L ¢Vp y las propiedades de esta construcciéon, dadas en el
Capitulo 1, se siguen cumpliendo.

Hay un producto o composicion de biconjuntos que aparece en [2] y también se
describe en [3]. La resumiremos a continuacion.

Definicién 3.5. Dados un (C, D)-biconjunto ¢Qp y un (D, E)-biconjunto pWe, cons-
truimos un (C, £)-biconjunto 2 xp ¥, para cada = € Obj (C) y cada z € Obj (&), como
sigue:

(Q XD \Ij)(x7z) = ( |_| Q(Ivy) X \I/(yjz)) / ~,
y€Obj(D)

donde ~ esta dada como sigue: si a € Q(z,y'), b € U(y, z), B :y ~ y es una caminata

en D, u € aff y v € b, entonces (u,b) ~ (a,v).

Note que ésta, en efecto, es una relacion de equivalencia.

n Reflexividad. Sea (a,b) € Q(z,y) x ¥(y, z). Entonces (a,b) ~ (a,b) mediante la
caminata de una paso, es decir, el morfismo 1, : y — v.
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» Simetria. Supongamos que (u,b) ~ (a,v), entonces existe 3 : y ~» 3/ caminata en
D tal que u € aff y v € (b, lo que implica, por un analogo del Lema 1.30 para
biconjuntos, que a € uf y b € %Pv. Asi, (a,v) ~ (u,b).

» Transitividad. Supongamos que (u,b) ~ (a,v) y (a,v) ~ (c,w), asi que existen
caminatas 3,y en D tales que u € af8, v € b, a € ¢y y w € yv. Entonces yo 3 es
caminata en D tal que u € ¢(yo ) y w € (0 5)b. Por lo tanto, (u,b) ~ (¢, w).

Denotaremos a los clases de equivalencia bajo dicha relacién por [u, b].

La accion funtorial izquierda de C viene de la accién izquierda de C en €2 y la accion
funtorial derecha de & proviene de la accién derecha de £ en V.

Cuando las categorias C, D, £ son categorias de desenlazado de grupos finitos, esta
composicién de biconjuntos coincide con la definicién usual, dada en [1, 4].

La composicion descrita anteriormente es asociativa hasta isomorfismo, como vere-
mos mas adelante.

Lema 3.6. Sean ¢Qp y pVe biconjuntos. Entonces Q2 xp ¥ es un (C, E)-biconjunto.

Demostracion. Para la buena definicién en la primera entrada, supongamos que « :
x — 2’ es morfismo en C. Entonces tenemos

Qxp¥)(e,2)
_—

(Q xp W) (x, 2) (Q xp W)(2, 2)
tal que (2 xp ¥)(a, 2)([u, v]) = [au,v]. Veamos que estd bien definido.

Supongamos que [u,v] = [u/,v']. Entonces existe 3 : y ~» ¢’ caminata en D tal que
(u,v) = (aB,v) y (v',v") = (a, pv) para algunos a € Q(z,y’) y b € ¥(y, z). Entonces
(9 xp W)@, 2) ([ ]) = [, 0] = [a(a), o], Pero

a(aB) = Qa, 1,)(ap)
= O, 1) (AL, B)(a))
= Q(a, B)(a)
= Q(1,, B) (e, 1,)(a))
= (aa)B

Asi, [a(ap),v] = [(aa)s,v]. Por otro lado, (2 xXp ¥)(a, 2)([u,v']) = [au/, V'] = [aa, Gv]
= [(@a)B, ] = (2 xp ¥)(a, 2)([u, v]).

Por lo tanto, esta bien definido. Ahora, note que es un C-conjunto izquierdo, es
decir, es un funtor covariante en la primera entrada, pues €2 lo es.

Ahora veamos la buena definicién en la segunda entrada. Supongamos que v : 2 —»
z' es morfismo en £. Entonces tenemos

(Q X ql)(l‘, Z/) (Qxp¥)(x,7)

(Q xp V)(x, 2)
tal que (Q xp V)(x,v)([u,v]) = [u,vy]. Veamos que estd bien definido.

Supongamos que [u,v] = [u/,v']. Entonces existe 3 : y ~» ¢’ caminata en D tal que
(u,v) = (af,v)y (v,v") = (a, fv) con a, b como antes. Entonces (QxpV)(z,v)([u,v]) =
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[u,vy] = laB,vy] = [a, B(vy)]. Por otro lado, (2 xp ¥)(z,y)([v/,v]) = [/, v'y] =
[a, (Bv)7]. Pero

Asi, [a, (Bv)y] = [a, B(vy)] y, por lo tanto, esta bien definido. Note que es un £-conjunto
derecho, es decir, es un funtor contravariante en la segunda entrada pues V¥ lo es.

Por tltimo, veamos que ambas acciones son compatibles. Sean a : * — x1 y
v : z1 — z morfismos en C y & respectivamente. Note que

(2 xp U)(2,7) (2 xp U)(ev, 2)([u, v])) = (2 xp ¥)(e, 7)([u, v])
= (2 xp ¥)(a, 2) (92 xp U)(x,7)([u, v])) .

Por lo tanto, las acciones son compatibles. Asi,  xp ¥ es un (C, £)-biconjunto. n

Teorema 3.7. Sean C,D,E,F categorias y ¢Slp, pVe, e(F biconjuntos. Entonces,
como (C, F)-biconjuntos, (2 xp ¥) xg (= Q xp (¥ X¢ ().

Demostracion. Por el Lema 3.6, 2 xp ¥ es un (C, £)-biconjunto y, por tanto, (2 Xp
U) x¢ ¢ es un (C, F)-biconjunto, al igual que (Q xp V) x¢ C.
Sean z € Obj (C), t € Obj (F). Note que

(Qxp W) xe Oty = | ] Qfay) x Wy.2) x ((at) | [/ ~

y€Obj(D)

z€0bj(&)
con la relacién dada como sigue: sean a € Q(x,y'), b € ¥(y,2') y c € ((2,t), B :y ~ ¢/
caminata en D, v : z ~ 2z caminata en £ y u € af, v € b, w € by y r € ¢,
entonces (u,b,c) ~ (a,v,c) y (a,w,c) ~ (a,b,r). La prueba de que ésta es relacién
de equivalencia es analoga a la dada anteriormente. Y esto mismo es verdadero para
(Q xp (U xg())(2,1), ademas de que las acciones funtoriales de D y F son las mismas
con estas identificaciones. Por lo tanto, ambas composiciones son isomorfas. O]

Observacion 3.8. Note que ¢Ce actia como la identidad bajo la composicién descrita
anteriormente, pues si 2 es un (C, D)-biconjunto, tenemos una transformacién natural
n : ¢Ce X¢ 2 — § dada, para cada objeto (z,z) de C x DP, por 1..)([o,u]) = au
cona:x — xyu€ Q2 2) para algin ' € Obj (C). Se puede ver que es, en efecto,
una transformacion natural.

Note que 7. es suprayectiva pues si u € Q(z, 2), Nz ([1z,u]) = Lyu = u. Y si
[, u], [B,v] son tales que au = fv, entonces [a, u] = [1,, au] = [1,, fv] = [3,v]. De ahi
que 7),») es biyectiva para cada (z,z) € Obj (C x D).

Por lo tanto, n es isomorfismo natural. Analogamente se verifica que ¢Qp XppDp =

c$2p.
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Con lo anterior, hemos probado la siguiente proposicion.

Proposicién 3.9 ([3], 7.8.2). Las categorias pequenas junto con los (C, D)-biconjuntos
como morfismos de D a C, y con transformaciones naturales entre biconjuntos como
2-morfismos forman una bicategoria, la cual denotaremos por Bi-Biset.

En particular, la operacion composicion Xp es asociativa hasta isomorfismo de
biconjuntos. Y para cada categoria C, el biconjunto ¢Ce es el endomorfismo identidad.

Sean R un anillo conmutativo y £ una categoria pequena.

Definicién 3.10. 1. Definimos el dglgebra de categoria de € (ver [8, 16]), denotada
por RE, como

RE = { Z /\aa’ Ao = 0 para casi toda a}
aeMor(€)

con producto en los elementos de la base dado por

3 ao f3, sise pueden componer
« =
0, en otro caso

el cual extendemos linealmente. Esta es una algebra asociativa, posiblemente sin
unidad.

2. Si 2 es un £-conjunto, definimos

RQO= & RQ(z)
2€Obj(€)

el cual es un RE-moddulo con producto escalar dado como sigue: si a € Q(x),

a:z—yené&,
_ Q(a)(a), r =z
a~a—{ 0, T # 2.

Si Q es finito, R es finitamente generado.
Lema 3.11. Sean C, D categorias finitas. Como R-dlgebras, R(CxD?) =2 RCRgrRD.

Demostracion. Primero note que R(D) = (RD). Con esto en mente, el isomorfismo
que proponemos, ademas de su inverso, estan dados en los elementos basicos por

R(C x D) —— RC ®p RD

los cuales se tienen que extender linealmente para que sean los que buscamos. O]
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Una observacion relevante que surge de este lema es que si 2 es un (C, D)-biconjunto,
entonces RS) es un R(C x D?)-mdbdulo, es decir, un (RC ® g RD)-médulo. Ahora, si
a € Qr,w), a : x — y es un morfismo en C y f : v — w es un morfismo en D,

aaf = Qa, f)(a), asi que a(aff) = (aa)B. Por lo tanto, RQ2 es un (RC, RD)-bimédulo.

Teorema 3.12. Sean 2 un (C,D)-biconjunto y ¥ un (D, E)-biconjunto. Entonces
R(Q2xp V)= RQ®gp RV es un (RC, RE)-bimodulo.

Demostracion. Sean x € Obj (C), y € Obj(D)y z € Obj(€), u € Q(z,y) y v € Y(y, 2).
Definimos morfismos

0:R(QxpV¥) — RQRpp RV
tal que O([u,v]) =u® v, y

@ : RS} Qprp RV — R(Q XD \I/)

tal que ¢(u ® v) = [u,v]. Note que ambas asignaciones estan bien definidas por las
propiedades del producto tensorial y por la relacion ~ que da origen a la composicion de
biconjuntos. Al extenderlas linealmente, es claro que 6 y ¢ son morfismos inversos. [

Definiremos, ahora si, la categoria de biconjuntos. Para esto necesitamos las siguien-
tes definiciones. Consideraremos categorias finitas pues, de lo contrario, no tendremos
unidad en las dlgebras.

Definicién 3.13. Sean C, D categorias finitas. Definimos A(C, D) como el grupo de
Grothendieck de los (C, D)-biconjuntos finitos respecto de la unién disjunta. Esto es,

Z-modulo libre sobre las clases de isomorfismo de (C, D)-biconjuntos
(Q—Q; — Q| Q= Q1 UQ) '

A(C,D) =

Note que A(C,D) = B(C x D). Si R es un anillo conmutativo, definimos
Ar(C,D) := R®z A(C,D).
Dada una categoria finita £, ademés de las dadas C y D, definimos una funciéon
Ar(€,D) x Ar(D,C) — Agr(E,C)

dada en biconjuntos por la composicién x de los mismos. Note que esta composicion
manda uniones disjuntas en uniones disjuntas, asi que puede extenderse a una funciéon
R-bilineal.

Definicién 3.14. Sea R un anillo conmutativo con unidad. Definimos la categoria
de biconjuntos, denotada por Bg, como la categoria cuyos objetos son las categorias
finitas, con Homg, (C,D) = Agr(D,C) y composicién inducida por la composicién de
biconjuntos, extendida por R-linealidad.

Note que la inversiéon de las categorias C y D en Ag(D,C) se debe a la convencién
de que componemos morfismos por la izquierda.
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Definicién 3.15. Un funtor de biconjuntos sobre R es un funtor R-lineal B —
R-Mod. A la categoria cuyos objetos son estos funtores de biconjuntos y los morfismos
son transformaciones naturales entre estos funtores es llamada categoria de funtores de
biconjuntos, la cual denotamos por Fg.

Como toda categoria de funtores a la categoria de R-moédulos, la categoria de funto-
res de biconjuntos es abeliana. Presentaremos ejemplos, algunos de los cuales resultaran
familiares de la teoria de funtores de biconjuntos para grupos finitos, cuya diferencia
es que ahora estan definidos sobre todas las categorias finitas.

Denotaremos por 1 a la categoria con un tnico objeto y un tnico morfismo para
dicho objeto.

Ejemplo 3.16. Sea Br : B — R-Modd el funtor grupo de Burnside, que es tal que
a cada categoria C le asocia Bgr(C) := R ®z B(C), y si ¢ es un (D,C)-biconjunto,
Br(ppc) es tal que a cada C-conjunto 2 (el cual podemos ver como el biconjunto ¢€2y),
Br(pee)([Q]) = [¢ xc Q.

Ejemplo 3.17. Para cada categoria finita C, el funtor representable Homg, (C, ) es
un funtor de biconjuntos. En efecto, para cada categoria finita D, Homg, (C,D) es un
R-moédulo y, si p§l¢ es un biconjunto, Homg, (C,€2) es un morfismo de R-médulos. Y
note que, por propiedades del Hom, se sigue que es un funtor de biconjuntos.

Proposiciéon 3.18. Br = Ag(_, 1) es representable y, por lo tanto, proyectivo. Si R
es un anillo local completo, entonces Bg es inescindible.

Demostracion. Note que Ag(C,1) = R®gz B(C x D) = Bg(C), y este isomorfismo es
natural. Por lo tanto, Bg es representable.

Recordemos que Fg es una categoria abeliana. Sea F' un funtor de biconjuntos,
entonces Hompg, (Bg, F') = Homg, (Homg, (1, ),F) = F(1) por el Lema de Yoneda.
Luego, si 0 F F E; 0 es una sucesion exacta de funtores de
biconjuntos, entonces

0—— Fi(1) —— F»(1) —— F3(1) —— 0
es una sucesion exacta. Es decir,
0 —— Hompg, (Bg, F1) —— Hompg, (Bg, F5) —— Hompg, (Bg, F3) —— 0

es exacta. Por lo tanto, By es proyectivo.
Luego, Endz, (Br) = Br(1) = Ry, como R es local, se sigue que By, es inescindible.
[

Anteriormente habiamos formado la bicategoria Bi-Biset, la cual se puede notar
que tiene similitudes con Bg. Bien podriamos trabajar con cualquiera de las dos; sin
embargo, para nuestros propoésitos nos basta considerar inicamente a Bg.

Retomemos la definicién de biconjuntos construidos a partir de funtores (Definicién
3.3). Estos nos dan la conexién bésica entre la categoria de categorfas finitas y funtores
Cat y la categoria de biconjuntos Bg.
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Lema 3.19. Sean C, D, & categorias finitas y ' : C — D, G : D — & funtores.
Entonces ¢€ap Xp pDre = ¢€aore como (E,C)-biconjuntos.
Demostracion. Sean t = pDre : D x C? — Set tal que t(y,z) = Homp (F(z),y), r =
e€ap : E X DP — Set tal que r(z,y) = Home (G(y),2) y u = g€core : € X CP — Set
tal que u(z,x) = Homg ((G o F)(x),2). Sea s =r xp t.

Observe que

S(Z,x)z( | 7“(z,y)xt(y,I))/N

yeObj(D)

— ( | | Homg (G(y),z) x Homp (F(@,y)) [~

yeObj(D)

Sea ¢ : s — wu tal que, a nivel de bésicos, p(Jw,v]) = w o G(v). Veamos que de
esta manera estd bien definido. Supongamos que [w,v] = [w', V'], entonces existe [ :
y ~» 3y caminata en D tal que (w,v) = (af,v) y (w',v") = (a,Pv) para algin a €
Homg (G(Y), 2).

Por un lado, note que [a3,v] = [aoG(B), v], asi que ¢([w,v]) = ¢([aB,v]) = aoG(B)o
G(v). Por otro lado, [a, Sv] = [a, B ov] por lo que ¢([w',v']) = ¢([a, fv]) = ao G(Bowv)
que, como G es funtor, respeta composiciones, es decir, p([w,v]) = ¢([w’,v']). Por
lo tanto, ¢ estd bien definido. Veamos que es una transformacion natural en ambas
entradas.

Consideremos primero « : z — z’ un morfismo en £ y el siguiente diagrama:

s(z, ) /% u(z,x)

s(a,;c)l lu(a,z)

s(Z, x) - u(2', x)

Sea [w,v] € s(z,z). Se tiene que
(u(e, ) 0 2 0)([w, v]) = u(e, ) (w o G(v))

= a,(wo G(v))
=ao(woG(v))
= (@ow) o G(v)
= 2 2([v 0w, v])
= pa([aw, v])
= ¢ a(s(a, z)([w, v])).

Por lo tanto, u(o, ) 0 ¢, » = @ 0 s(a, x). Es decir, es natural en la primera entrada.

Para ver que es natural en la segunda entrada, consideremos v : x — 2’ un morfismo
en C y el siguiente diagrama:

s(z, ") BN u(z,z")

s(z,'y)l JU(ZK‘/)

s(z, ) — u(z, )
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Sea [w,v] € s(z, '), entonces

(u(z,7) 0 za)([w, v]) = u(z,7)(w o G(v))
= (Go F)(7)"(wo G(v))
=woG(v)o(GoF)(y)
=woG(voF(y))

= ¢ a([w,v 0 F(7)])
= ([0, v7])

= @za(s(2,7)([w, v]))-

Por lo tanto, u(z,7) 0 ¢, = .. 0 s(2,7). Es decir, es natural en la segunda entrada.

Por lo tanto, ¢ es una transformacién natural. Demos su inverso. Para objetos
z € Obj(£) y x € Obj(C), sea ( : u — s tal que (.(w) = [w,1pE)]. Note que
estd bien definido. Ademads, observe que [w,v] = [wv, lp)) = [wo G(v), 1pw)] pues
wv = r(1,v)(w) = Homg (G(v), 1) (w) = w o G(v).

Con e5t0, (G © o) ([10,0]) = Co(w 0 G(v)) = [100 G(W), 1] = [1,] ¥ (P 0
Co)(w) = 02w, 1pw)]) = wo G(lpw) = w o Ligor) () = w.

Por lo tanto, ¢ es isomorfismo natural. O]

La siguiente proposicién nos dice que las construcciones de biconjuntos a partir
de funtores son funtoriales, y determina cuando dos funtores entre categorias nos dan
biconjuntos isomorfos.

Proposiciéon 3.20. 1. Eziste un funtor covariante ¢ : Cat — Bpgr definido en
objetos como la identidad vy, si F' : C — D es un morfismo en Cat, ¢(F) =
pDre : C — D. También se tiene un funtor contravariante ¢ : Cat® — Bp
definido, de nuevo, como la identidad en objetos y con qg(F) = crDp.

2. Bajo estos funtores ¢ y (;AS, dos funtores F,G : C — D dan lugar al mismo
morfismo en Br si y solo si F' y G son naturalmente isomorfos.

Demostracion. Solo describiremos el caso de ¢, para ¢ se hacen razonamientos simila-
res.

1. Por hipétesis, si C es una categoria finita, ¢(C) = C. Y si F': C — D es un
funtor, ¢(F') = pDre. Si G : D — £ es otro funtor, por el Lema 3.19 tendremos
que

¢<G> o gb(F) = gSGD XD 'DDFC = ggGoFC = ¢(G o F)

y,sile:C—C, ¢(1le) = cCice = ¢Ce. Como consideramos clases de isomorfismo
de biconjuntos en Bg, ¢ preserva composiciones e identidades, por lo que es un
funtor.

2. (<) Es claro.

(=) Supongamos que O(F) = ¢(G), es decir, pDre = pDae, entonces existe
un isomorfismo 6,, : Homp (F ( ),y) — Homp (G(z),y) natural para cada
x € O0bj(C)y Cada y € ObJ D). Fijemos x objeto de C.
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En particular, tenemos un isomorfismo
0.6 : Homp (F(x),G(z)) — Homp (G(x), G(x))

tal que un elemento 7, : F'(x) — G(x) se corresponde con 1g(,). Sea o : © — 2
en C. Veamos que dicho 7, es tal que el siguiente diagrama conmuta:

F(z) —"— G(x)

F (Oé)l lG(a)

F(z') —— G(2)

Mol
es decir, G(a) on, = Ny o F(«). Sabemos que el siguiente diagrama conmuta:

Gw/,c(m/)

Homyp (F(2'), G(2")) Homp (G(2'), G(2"))

F(a)*l JG(@)*

Homp (F(z),G(2')) ;—— Homp (G(x), G(2'))
z,G(z!)
asi que como 1,y € Homp (F(2'), G(2")) el cual se corresponde con 1¢ (., se tiene
que G(a) = 0,6y (N © F(ar)). Por otra parte, el siguiente diagrama también

conmuta:
oz,G(z)

Homp (F(z),G(z)) Homyp (G(z), G(z))

G(a)*l lG(a)*

Homp (F(z),G(2")) ~—— Homp (G(x), G(z'))

ez,G(z/)
y como 7, € Homp (F(x),G(x)) el cual se corresponde con lg(,), se tiene que
G(a) = 0,60 (G(a)on,). Es decir, 0, ¢y (o F(a)) = 0, 6 (G(a)on,). Como
0z G2y €s un isomorfismo, en particular es inyectivo. Por lo tanto, G(a) o, =
nwoF (). Asi, el diagrama conmuta y 7 : ' — G es una transformacion natural.

Demos el inverso. Consideremos
0z p(z) : Homp (F(z), F(x)) — Homp (G(x), F(x))

que es un isomorfismo tal que 1p(y) se corresponde con un morfismo v, : G(x) —
F(x). Veamos que 1,07, = 1G(z) Y Y2oNe = 1p(y). Tomemos el siguiente diagrama,
el cual sabemos que es conmutativo pues @ es transformacién natural:

Homyp (F(x), F(x)) St Homyp (G(z), F(x))

(nz){ J(nz)*

Homyp (F(z),G(z)) e Homyp (G(z), G(z))
z,G(x
Note que, por un lado, (1)« (s, 7()(1r@))) = (2)+(V2) = N2 © Y. Por otro lado,
ex,G(x)((nx>*(]-F(x))) - ex,G(x) (77:5 o 1F(z)) = HCC,G(CC)(T]:L‘) - ]—G’(x) Es decir, Ne © Yo =
lG(z)- Para la otra igualdad se usa un diagrama analogo.
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Por lo tanto, 1, y 7, son inversos, por lo que son isomorfismos. Y como ya hemos
visto que 7 es natural, se sigue que 7 es un isomorfismo natural. Por lo tanto, F'
y G son naturalmente isomorfos. O]

Corolario 3.21. Sean C y D categorias finitas. Si C y D son categorias equivalentes,
entonces son isomorfas en Bg.

Demostracion. Si C y D son equivalentes, existen F': C — Dy G : D — C funtores
tales que Go F = 1¢ y F oG = 1p naturalmente. Por la Proposicion 3.20, note que los
biconjuntos pDre : C — Dy ¢Cep : D — C son inversos en Br pues

DDFC Xe CCGD = ’DDFOGD = DDD
CCGD XD ’DDFC = CCGOFC = CCC- [

3.2 Clases especiales de biconjuntos

En la teoria de funtores de biconjuntos definidos en grupos, es 1til restringir los tipos de
biconjuntos que aparecen, pues algunos funtores de biconjuntos importantes no estan
definidos en todos los biconjuntos.

Una condicién natural cuando estamos considerando grupos es tomar en cuenta
solamente biconjuntos donde los estabilizadores en cada lado se quedan en clases espe-
cificas de subgrupos.

En [14] se consideraron biconjuntos libres en restriccién por ambos lados y a un solo
lado, pues la cohomologia de grupos no estd definida en biconjuntos arbitrarios, y al
desarrollar la teoria en este contexto se hizo una aplicacién al calculo de la cohomologia
de grupos en dicho articulo. Ademads, en [4] se consideraron restricciones generales de
los estabilizadores en los biconjuntos.

En el caso de los biconjuntos para categorias, ya no tiene sentido hablar de estabi-
lizadores de elementos, asi que sustituimos la condiciéon de los estabilizadores por una
que tenga sentido en este contexto.

3.2.1 Representabilidad para C-conjuntos

Definicién 3.22. 1. Decimos que un C-conjunto es representable si es isomorfo a
una unién ajena de conjuntos de la forma Home (x, ) para algunos objetos z de
C.

2. Un C-conjunto Q es representablemente generado por w € (zx) si y sblo si la
transformacion natural
n: Home (z, ) — Q

definida de forma que para cualquier objeto y de C y cualquier o € Home (, 1),
ny(a) = Q(a)(w), es un isomorfismo. Es decir, n definida de esta manera es un
isomorfismo natural.
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3. Decimos que Q2 es representable en x € Obj(C) si es una unién ajena de C-
conjuntos representablemente generados por algunos elementos de Q(z).

Proposicién 3.23. Sea C una categoria finita y conexa y sean x,w € Obj(C).

1. El funtor representable Home (z, ) estd representablemente generado en z por
fix — z siy solo si f es isomorfismo. En particular, el funtor representable
Home (x, ) estd representablemente generado en x por 1,.

2. Los funtores representables Home (x, ) y Home (w, ) son isomorfos si y sdlo si
x y w son isomorfos como objetos en C.

3. Las clases de isomorfismo de C-conjuntos representables transitivos son represen-
tados por los Home (z, ) donde los x € Obj (C) son tomados hasta isomorfismo.

Demostracion. 1. Usaremos el Teorema de Inmersion de Yoneda ([11], Corollary
2.2.8), que dice que si Y : C°? — C — Set es un funtor tal que para cada objeto
cdeC, Y(c) = Home (¢, ) v a cada flecha o : ¢ — d en C la manda a una
transformacion natural cuyas componentes son obtenidas por postcomposicion,
entonces éste es un encaje. En particular, Y es fiel.

Como 7 es isomorfismo natural, existe n~! : Home (x, ) — Home (2, ) tal
que 100" = lhome(z, ) Y 71 ©10 = lHome(z, )- Sea g : z —> . Observe que
Y(90°f) = lhome(z, ) = Y(1;) pues Y es funtor. Como es fiel, se tiene que
go f=1,. Andlogamente, Y (f 0 g) = ltome(z, ) = Y (1.) implica que fog=1..
Por lo tanto, f es isomorfismo.

Reciprocamente, supongamos que f es un isomorfismo. Recordemos que 7 :
Home (z, ) — Home (2, ) es un isomorfismo natural tal que, para cada y €
Obj (C), ny(a) = o f.

Sea 6 : Home (z, ) — Home (2, ) tal que, para cada y € Obj(C), 0,(a) =
a o f~1. Note que 6, estd bien definida pues f es isomorfismo. Veamos que es
transformacion natural. Sean y,3’ € Obj(C) v a : y — ¢/ morfismo en C.
Veamos que el siguiente diagrama conmuta:

HOIHC (1:7 y) L} Homc (Za y)
Home (a:,a)l J{Homc(z,a)

Home (z,y') —— Home (z,y')
y/

Sea 5 € Home (z,y). Entonces

(Home (2, ) 0 6,)(8) = Home (z,a) (Bo f1)
=ao(fof™
= (aof)o f
=0y (aof)
= (0 o Home (z, @) ()
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Asi, 6 es transformacién natural.

Observe que (6, on,)(a) = 0,(ao f) = (o flof~t =ayque (n,00,)(a) =
ny(ao f1) = (ao f7h) o f = a, y esto pasa para todo y € Obj(C). Asi, 0, es
inverso de n,, por lo que 7, es isomorfismo. Como esto pasa para todo objeto de
C, se sigue que 7 es un isomorfismo natural.

2. ( =) Supongamos que Home¢ (2, ) = Home (w, ), entonces existen isomor-
n

fismos naturales Home (z, ) =—— Hom¢ (w, ), por lo que en particular 7, :
0

Home (x,2) — Home (w, z) con n,(1,) = gy 0, : Home (w, w) — Home (2, w)
con 0,,(1,) = f son isomorfismos.

Por la naturalidad de 6, tenemos que el siguiente diagrama conmuta:

Home (w, w) —% , Home (x,w)
Homc(w,g)J( J{Homc(x,g)

Home (w, z) —,— Home (z, z)

Entonces, por una parte,

<er © HOIIIC (w7g))(1w) = (Qx(HOIIlC (wag) (111))) = Q:Jc(nw(lm)) = 13:

y, por otra parte,

(6 0 Home (w, 9))(1w) = (Home (, g) 0 0.)(1w) = Home (2, 9) (f) = g o f.
Es decir, go f = 1,. Y por la naturalidad de n, haciendo el mismo procedimiento
que antes, tenemos que f o g = 1,. Se sigue entonces que x = w.
( < ) Supongamos que x y w son objetos isomorfos en C. Entonces existen
_a

T . w tales que ao =1,y foa=1,. Definimos
B

Home (2, ) —— Home (w, ) —— Home (z, )
tales que, para cada a € Obj(C), n, : Home (z,a) — Home (w,a) es tal que

Na(f) = fo By 0,:Home (w,a) — Home (x,a) es tal que 0,(g) = g o a.

Note que estan bien definidas. Veamos que son naturales y que son inversos. Sea
{:a — b morfismo en C y consideremos el siguiente diagrama:

Home (z,a) —=— Home (w, a) —% _, Home (x,a)

Home (x,ﬁ)l lHomc (w,£) lHomc (z,0)

Home (z,b) —— Home (w,b) —,— Home (x,b)
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Sea h € Home (z, a). Entonces

(Home (w, £) o n,)(h) = Home (w, £) (ho f3)
= (o (hop)
=({oh)op
=ny(¢ o h)
= (np o Home (x, £))(h).

Para la conmutatividad del segundo cuadrado se hace un razonamiento analogo.
Por lo tanto, n y 6 son transformaciones naturales. Ahora, si f € Home (z,a) y
g € Home (w, a),

(n00)a(9) =1a(0a(g)) =na(go) =goaof =goly=9=ltomewa)(9)

(9 © 77)a<f> = ea(na(f)) = 9a<f © 6) = f offoa = f ol, = f = 1Homc(a:,a)(f)-

Por lo tanto, 1 y 6 son isomorfismos naturales y, asi, Home (2, ) = Home (w, ).
3. Sabemos por el primer inciso de esta proposicion que cada Home (x, ) estd

generado por 1,, asi que es transitivo por el Corolario 1.17.

Sea 2 un C-conjunto representable transitivo. Por definicién de representabilidad,

= ||  Home(z, )
p. a. z€Obj(C)
pero, como es transitivo, 2 = Home (z, ) para algin = € Obj (C).

Asi, al tomar clases de isomorfismo de C-conjuntos representables transitivos,
podemos escoger como representante a algin Home (z, ) y, por el segundo inciso
de esta proposicién, tenemos que los representantes de cada Home (z, ) son
tnicos hasta isomorfismo. m

Ejemplo 3.24. Es posible que un C-conjunto representable Home (w, ) pueda ser

generado en otro objeto x € Obj (C), z 2 w. Sin embargo, del inciso 2 de la Proposicién

3.23 se sigue que el funtor no puede ser representablemente generado en x.
Consideremos la categoria

Co = U)/\ZEQQ
v

tal que yoB=1,,a08=08,yoa=~vya?®=1,.
De ahi que (8o07v)? = o~. Ademds, (Boy)oa=ao (Bo7).
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El funtor representable Home, (w, ) es representablemente generado en w; tam-
bién es generado en z por € Home, (w, ), pero note que no es representablemente
generado en x por .

La transformacién natural Home, (2, ) — Home, (w, ) tal que ¢ —— (o 3 es
suprayectiva, pues si 6 : w — z es morfismo, entonces 6oy — (Joy)off = do(yof) =
0. Sin embargo, no es inyectiva pues ao f = 3 =1, 0 3 pero a # 1,.

Proposiciéon 3.25. Sea Q : C — Set un C-conjunto y f € Q(z) para algin xr €
Obj (C). Son equivalentes:

1. Q es representablemente generado en x por f.

2. Para todo objeto y € Obj(C) y todo u € Q(y) eziste un unico morfismo a : x —>
y tal que u = Q(a)(f).

3. Como funtores C — Set — Set, tenemos que Home_get (€2, ) es isomorfo a
ev;, donde ev,(P) := P(x) es la evaluacion en z, y bajo el isomorfismo dado
Home_get (2, 2) = Q(x), los elementos 1g y f € Q(x) se corresponden.

Demostracion. (1 = 2) Supongamos que €2 es representablemente generado en z
por f. Entonces existe un isomorfismo natural n : Home (z, ) — Q tal que para
cada y € Obj(C), n, : Home (x,y) — Qy), ny,(e) = Q(a)(f) es isomorfismo. Sea
w=(a)(f).

Como 7, en particular es suprayectiva, para cada u € Q(y) existe a : z — y en C
tal que u = Q(a)(f). Y esto pasa para cada y € Obj (C).

Ahora, supongamos que existe § : x — y morfismo en C tal que Q(5)(f)
Q(a)(f). Entonces n,(a) = n,(B). Como 7, es isomorfismo, se sigue que o =
decir, el morfismo « es tnico.

(2 = 1) Para ver que (2 es representablemente generado por f en x, veamos que
n : Home (z, ) — € es un isomorfismo natural, con cada componente definida como
ny(a) = Q(a)(f) para cada y € Obj(C). Veamos primero que el siguiente cuadrado
conmuta:

u =

76. Es

Hom (x,) —— Q(y)
Homc(amﬁ)l lQ(Z)

Home (x, z) — (2)

Note que si av: & —> y, () ony)(a) = Q) (ny () = QO (L) (f)) = QU oa)(f) =
n.(¢ o a) =n,(Home (z,0) (a)) = (1, o Home (z,¢))(a). Es decir, el cuadrado conmuta
y por tanto n es transformacién natural.

Ahora, para cada y € Obj(C) y cada u € (y), tenemos que existe o : x — y tal
que u = Q(«a)(f), por lo que n,(a) = Q)(f) = u. Asi, 1, es suprayectivo.

Ademas, dicho « es 1nico, lo que implica que 7, es inyectivo. Asi, para cada y €
Obj (C), n, es un isomorfismo. Se sigue que 7 es un isomorfismo natural.

(1 = 3) Por hipétesis, sabemos que 1 : 2 — Home (z, ) es un isomorfis-
mo natural, asi que este mismo isomorfismo nos ayuda a ver que Home_get (€2, ) y
Home_ger (Home (2, ), ) son naturalmente isomorfos.
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Luego, por el Lema de Yoneda, si ¥ es un C-conjunto, se tiene que
Home_get (2, ¥) = Home_ger (Home (z, ), V) = U(x) = ev, (V)

(mediante la componente U-ésima del isomorfismo natural Y dado por el Lema de
Yoneda) y, como esto pasa para cada C-conjunto V¥, se tiene que Home_ge (2, ) = ev,.
Ahora, si esta composicion de isomorfismos la evaluamos en 2, tenemos

Hom (n,92) Yo

Home_ge (2, Q) —= Home_ge (Home (z, ), Q) —— Q(x)

y es tal que
lo —— (= Q(a)(f)) —— Qa)(f).

Asi que, si tomamos Home (z,z) y a = 1., tendremos que

lo —— Q1)(f) = law(f) = f

por lo que 1g v f se corresponden.

(3 = 1) Supongamos que Hom¢_ge (€2, ) = ev, naturalmente y que lg se
corresponde con f. Sea W un C-conjunto. Observe que este isomorfismo natural nos
dice que Home_ge (2, V) = ev, (V) = ¥(z) y de esto tltimo, por el Lema de Yoneda,
se sigue que ¥(z) = Home_get (Home (z, ), ¥). Pero esto pasa para cada C-conjunto
V. Entonces

Home_get (2, ) = Home_ge (Home (z, ), ).

Como el encaje de Yoneda es fiel, se sigue que 2 = Home (z, ).

Tenemos que ver que Home (z, ) — € tal que, para cada y € Obj(C), a —
Q(a)(f) es isomorfismo natural. Para eso, retomemos la siguiente composicién de iso-
morfismos

Home_get (2,92) —— Q(z) —— Home_get (Home (z, ), Q).

Sabemos que 1o — f. Al dar la correspondencia inversa que da el Lema de Yoneda,
tenemos que f se va a corresponder con una familia de morfismos de C-conjuntos 7 :
Home (z, ) — Q dados como sigue: para cada y € Obj (C), sea n/ : Home (x,y) —
Q(y) tal que 7/ (o) = Q(a)(f). Entonces

f
n

Como se trata de un isomorfismo natural, sabemos que esta correspondencia es biuni-
voca. Y note que 7/ es un isomorfismo natural pues se corresponde via isomorfismo
con 1lg, el cual es un isomorfismo natural.

Por lo tanto, €2 es representablemente generado en x por f. [

Corolario 3.26. Si el C-conjunto §2 es representablemente generado tanto por f € Q(x)
como por g € Q(y), entonces hay un isomorfismo o : x — y en C con Q(a)(f) = g.
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Demostracion. Como (2 es representablemente generado por f € Q(z), existe un tnico
a:x — y tal que g = Q(a)(f). Por otra parte, como ) es representablemente
generado por g € Q(y), existe un tnico §: y — x tal que f = Q(5)(g).

Luego, f = Q(8)(g) = QB) () (f)) = Q(Bea)(f). Notemos que, de igual manera,
f = Q(1,)(f). Por la unicidad del morfismo que nos asegura la proposicién anterior,
Boa=1,. Andlogamente tenemos que o 3 = 1,. Esto nos dice entonces que o es un
isomorfismo. m

3.2.2 Representabilidad para biconjuntos

Ahora consideraremos biconjuntos representables. Dado un (C, D)-biconjunto ¢{2p, po-
demos verlo como un C-conjunto izquierdo ) y como un D-conjunto derecho {p res-
tringiendo las acciones correspondientes:

» Como un C-conjunto izquierdo, su valor en un objeto € Obj(C) se define como

Q)= || Q)

yEObj(D)

m y, como un D-conjunto derecho, su valor en un objeto y € Obj (D) se define como

O(y) = || Qz,y).

2€0bj(C)

Definicién 3.27. Decimos que un (C, D)-biconjunto Qp es representable por la iz-
quierda si el C-conjunto izquierdo () es representable, y representable por la derecha si
el D-conjunto derecho Qp es representable (es decir, representable como D-conjunto).
cS)p es birrepresentable si es representable tanto por la izquierda como por la derecha.

Veremos que la composicion de biconjuntos que son representables por un lado
también es representable por ese mismo lado.

Lema 3.28. Sean C, D y & categorias finitas y ¢Sdp, p¥e biconjuntos. Supongamos que
u € Q(x,y) genera representablemente a su C-6rbita Cu como C-conjunto. Siv € ¥(y, z)
y [a,0] € (2 xp V)(z, 2), entonces para cada &' € Obj(C),

Cla, 9](a") = {[¢a,7]| ¢ € Home (x,2)} .

Demostracion. Como 4 genera representablemente a Ci, entonces existe un isomorfis-
mo natural 7¢ : Home (z, ) — Ca tal que para cada 2’ € Cu, n5(¢) = Q(¢,1,)(4) =
0.

Sea « : x ~» x' una caminata en C, entonces definimos
(Qxp U)(@,1,): (2 Xp U)(x,2) — (Q xp V)(2, 2)

tal que [w,r] — [Q(@, 1,)(w),r]. Note que la imagen es un conjunto.
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D) Sea ¢ : x — 2/ morfismo en C. Note que

(Cla, o) (=) = U (@ xp ¥)(@, L.)([a,?])

Tz
o

= U 2@, 1,)(@),7]

T~z
o

Asi, si consideramos [€2(¢,1,)(@), V], entonces éste es un uniendo de (C[a, ?])(2'),
el cual note que consta de un solo elemento.

n

Sea « : x ~ x' caminata en C. Entonces

(2 xp W)(@, 1.)([u, v]) = [Q(a, 1,)(u), 0]

<)

pero note que Q(a, 1,)(u) € Clu,v|, asi que por hipétesis existe ¢ : ©z — 2
morfismo en C tal que Q(@, 1,)(a) = Q(¢,1,)(@) = fu por ser la érbita represen-
tablemente generada por u.

Asi, [Q(a, 1,)(@), 3] = [¢a, 7] € {[¢a, ]| ¢ € Home (z,2')}. O

Lema 3.29. Sean C, D y & categorias finitas y ¢Qp, pVe biconjuntos. Sea k € ¥(y, z)
tal que su D-orbita Dk es representablemente generada por k como D-conjunto. Sean
w e Qx,y), w € Qux,y) y k' € V(y,z). Entonces [w, k| = [w', k'] si y sélo si existe
t € Homp (y,y') tal que k' =tk y w = w't.

Demostracion. ( <) Es claro.

( = ) Supongamos que [w, k] = [w', k']. Entonces (w,k) = (af, k) y (', k') =
(a, Bk) para algin a € Q(z,y') y B : y ~ ¢ caminata en D. Entonces k' = Sk € Dk,
por lo que existe t : y —> ¢’ morfismo en D tnico tal que Sk = tk, ie., k' = tk.
Ademas, a = w' por lo que al sustituir tenemos que (w,k) = (w5, k) y (w', k') =
(W', pk) = (W' tk) ~ (w't, k). Es decir, (w,k) ~ (w't, k), lo que implica que existe
v :y ~» y caminata en D tal que (w, k) = (w”’v, k) y (w't,k) = (w”,vk) para algin
w” € Q(z,y). Se tiene entonces que k = vk y como k genera representablemente a Dk,
se sigue que v = 1,,. Con esto, w = w" = w't. O

Teorema 3.30. Sean u € Q(x,y) y v € V(y, z) que representablemente generan a sus
orbitas bajo C y D respectivamente. Entonces en Q xp W la clase de equivalencia [a, D)
genera representablemente a su C-orbita.

Demostracion. Queremos un isomorfismo natural entre Home (z, ) y Clu, v]. Sea n :
Home (2, ) — CJ[u, 7] tal que para cada 2’ € Obj (C),

1 (£) = [£4, 0] = (2 xp W)(£, 1.)([@, 0]).

Note que este morfismo esta bien definido y es suprayectivo.
Notemos primero lo siguiente: sea 3 : ' — z” morfismo en C y consideremos el
morfismo

(cla, o)) —10s (cla o))



Clases especiales de biconjuntos 63

Note que dicho morfismo es tal que

Cla, 0](8)(c) = (€ xp ¥)(5,1:)(c)
€ (2 xp W)(5,1.) (€2 xp ¥)(7, 1.)([4, 7))

= (2 xp ) (B, L.)([a, 7))
< (

Cla, o])(z")

pues (57 es una caminata de x a z” en C.

Veamos que 7 es transformacién natural: sea § : ©+ — z” en C. Veamos que el
siguiente diagrama conmuta:

Ty

Home (x,2") ——— (Clu,v])(z’)

| |cmme

Homge (z, ) o (Cla, v])(z")

Note que, por un lado,

((C[@, 0])(B) o nar)(£) = (Cla, ])(B)([2(£, 1) (@), D))
(€8, 1,)(¢, 1) (@), ]
(5o t,1,)(w), 7]
M (B 0 £)
(e © B ) (£)

y como esto pasa para cualquier ¢ € Home (z,2’), se tiene que el diagrama conmuta.
Por lo tanto, n es transformacién natural.

Para la inyectividad, supongamos que ¢, ¢ € Home (z,2') son tales que [(u,d] =
[('11, D). Por el Lema 3.29 tenemos que, como v genera representablemente a Dv, enton-
ces U = tv para algin t : y — y morfismo en D. Como dicho morfismo ¢ es tnico, se
sigue que t = 1,. De ahi que ¢u = ¢'ut = {'u y, como U genera representablemente a
Cu, se tiene que { = (',

Asi, se tiene que 7 es un isomorfismo natural. [



Capitulo 4

Correspondencias y biconjuntos

En este capitulo describimos una forma en la que la teoria de correspondencias de S.
Bouc y J. Thévenaz, dada en [6], encaja con la teorfa de funtores de biconjuntos sobre
categorias, introducida en el Capitulo 3.

Definicién 4.1. Dados X y Y conjuntos finitos, una correspondencia de X a 'Y es un
subconjunto del producto cartesiano Y x X.

Note que no estamos tomando un subconjunto de X X Y, como se esperaria. El
orden se invierte para tener en cuenta el hecho de que componemos morfismos por la
izquierda.

Si X =Y, a las correspondencias les llamamos relaciones.

Dadas correspondencias S C Z x Y y T C Y x X, la composiciéon de S y T esta
dada por

ST ={(z,x2) € Z x X | existe y € Y tal que (z,y) € S, (y,x) € T}.
Esta composicion es asociativa y los subconjuntos diagonales
Ax ={(z,z)|re X} CX xX

actian como identidades.
Con esta informacion, formamos entonces una categoria K como sigue:

m En objetos: Obj (K) consta de los conjuntos finitos.

» En morfismos: si X,Y son objetos de K, Homy (X, Y) es el conjunto de corres-
pondencias de X a Y.

m La composiciéon de la categoria es la composicion de correspondencias.

Ahora que tenemos esta categoria, podemos definir lo siguiente.

Definicién 4.2. Dado un anillo conmutativo R, un funtor de correspondencias sobre
R es una representacién de IC sobre R, a saber, un funtor X — R-Mdd.
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De manera equivalente, podemos forma la linealizacién RK de K ([6], Definition
2.1), con objetos los objetos de K y, para cualesquiera objetos X, Y de RK, el conjunto
de morfismos de X a Y es el R-mddulo libre R Homy (X,Y) con Homg (X,Y) como
base. La composiciéon de morfismos en R es la extension R-bilineal

RHomg (Y, Z) x RHomg (X,Y) — RHomg (X, Z)

de la composicion en K.

Con esto, un funtor de correspondencias es ahora un funtor R-lineal RKC — R-Mébd,
es decir, es una R-representacion de K.

Para los siguientes resultados consideraremos a los copos como categorias en la
forma usual: los objetos de la categoria son los elementos del copo vy, si a,a’ son dos
objetos en dicha categoria, habra un tinico morfismo a — a’ si y s6lo si a < a/, con <
el orden en el copo.

Definicién 4.3. Para cada conjunto X, sea X' el copo de subconjuntos de X dado
por la inclusién. Para cada correspondencia S C Y x X, tenemos una funciéon ST :
Xt — YT definida como sigue: para cada A € X7,

S A) ={yeY|3I(y,z) €S:ac A}.

Recordemos que Cat denota a la categoria de todas las categorias pequenas y fun-
tores entre ellas. Esta es una categoria localmente pequena, més no pequena. Note que
un copo visto como categoria es una categoria pequena.

Proposiciéon 4.4. La operacion T definida anteriormente es un funtor que encaja la
categoria de correspondencias IC en Cat. En particular, para cada conjunto X, el mo-
noide de relaciones se encaja en el monoide de los morfismos de orden XT — XT.

Demostracion. Sean S C Z xY y T CY x X correspondencias con X,Y, Z conjuntos
finitos. Veamos que STy T'" son morfismos de orden.

Sean A, B € X' tales que A C B. Sea y € TT(A), entonces existe (y,r) € T tal que
x € A C B, es decir, existe (y,z) € T tal que € B. De ahi que y € T'(B). Entonces
TT(A) C TT(B). Se usa un argumento andlogo para ST.

Por lo tanto, para toda correspondencia S, ST es morfismo de orden.

Veamos ahora que (ST)' = STTT: sea A C X, entonces

(ST)(A)={z€ Z|3(z,2) € ST :z € A}
={zeZ|dyeY,z € A:(z,y) € S,(y,xz) € T}
={zeZ|3(z,y) €5, (y,z) €T :x € A}
={2€Z|3(zy) e S:yeTi(A)}
= SH(TT(4)).

Luego, observemos que si A € XT,
AL (A) ={z e X|3(z,0) € Ax:ac A}
={reX|a€Azx=a}
= A.
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Tenemos entonces un funtor 1 : K — Cat tal que en objetos, si X € Obj(K), XT
es un copo visto como categoria y, si S C Y x X es una correspondencia de X a Y, ST
es morfismo de copos; el cual por lo anterior en efecto respeta composiciones y preserva
identidades.

Afirmamos que f es un funtor fiel. Sean S, T C Y x X correspondencias tales que
ST = TT. Entonces para cada singulete {z} C X, ST({z}) = T'({z}), por lo que si
(y,r) € S entonces y € ST({x}) = TT({z}), que implica que (y,z) € T, y viceversa.
Asi, S=T.

Por ultimo, afirmamos que } es inyectivo en objetos. Sean X,Y € Obj (K) tales
que X' = YT. Esto implica que los subconjuntos de X y Y son iguales, en particular
{z;} = {y;} para cada z; € X y cada y; € Y, y como X y Y son conjuntos finitos, se
sigue que X =Y.

En consecuencia, { es un funtor que encaja a KC en Cat. [

Observe que, a nivel de morfismos, T no es suprayectivo. Sea f : X7 — YT mor-
fismo de orden. Afirmamos que { es suprayectivo en morfismos si y sélo si para todo
subconjunto A C X, f(A) = |J f({z}). Note que toda correspondencia S C'Y x X

€A
cumple esta propiedad.

Supongamos que T es suprayectivo en morfismos. Sean f : X — YT morfismo de
orden y A C X. Entonces existe S C Y x X tal que ST = f. Entonces

f(A) =514) = U ST({«}) = U f({z}).

T€EA z€A

Reciprocamente, supongamos que f(A) = |J f({z}) para todo A C X. Definimos
z€A

SCY xXtalque S={(y,z)|Jz € A:y e f({z})}. Note que

S A)={yeY|IzcA:(y,z)cS}
={yeY|IzeA:ye f({z})}
= U f({=})

z€EA

= f(4)

y note que esto pasa para cualquier subconjunto A de X, i.e., existe S € Homy (X,Y)
tal que ST = f. Por tanto, 1 es suprayectivo en morfismos.

Sea R un anillo conmutativo con unidad. Hemos visto, en la Proposicion 3.20,
que hay un funtor ¢ : Cat — Bg. Si lo componemos con { obtenemos un funtor
¢t : IK — Bgr. ¢ no es un encaje, pero veremos que, en efecto, encaja a la subcategoria
de Cat cuyos objetos son los conjuntos potencia X con morfismos de la forma ST

Proposiciéon 4.5. Sea R un anillo conmutativo con unidad. El funtor ¢t : K —
Br encaja la categoria de correspondencias K como subcategoria de la categoria de
biconjuntos.

Demostracion. El funtor ¢ esta definido como sigue:
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m En objetos: si X es un objeto de I, es decir, si X es un conjunto finito, ¢t lo
manda al copo conjunto potencia X, visto como categoria.

» En morfismos: si X, Y € Obj (K) y S CY x X es una correspondencia, entonces
On] (S> = YTYTST_)(T'

Note que el funtor ¢t es inyectivo en objetos pues t lo es y ¢ es la identidad en
objetos.

Ahora, dos correspondencias S1, 52 C Y x X tienen igual imagen en By si y so-
lo si los biconjuntos a los que son mandados son isomorfos, es decir, nyTslf t =
YTYTSQfo como (YT, XT)-biconjuntos, asi que existe f : YT — YT biyeccién de
(X7, YT)-biconjuntos, es decir, f es un isomorfismo natural.

Si evaluamos a f en A C X y B CY, obtenemos

fap - Homy: (S{(B), A) — Homy (S§(B), A)

que es biyeccion.

Si A = SI(B) con B arbitrario, entonces en Homy (SI(B), SI(B)) hay un elemento,
por lo que en Homy+ (S;(B), SI(B)) también hay un elemento. De ahi que SI(B) C
S3(B).

Y si A = S}(B), por un argumento analogo (esto se puede pues fa.p es biyeccion)
tenemos que S§(B) C ST(B). Luego, S](B) = S}(B) y esto pasa para cualquier B C Y.
De ahi que SI = S;

Como 7 es fiel, se sigue que SI = S;. Asi, ¢t es fiel y entonces K estd incrustada en
Br. O
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